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PRELIMINARES 

INTRODUÇÃO 

N e s t e  t r a b a l h o  s ã o  e x a m i n a d o s  a l g u n s  p r o b l e m a s  a l g o r i t  - 

m i  c o s  r e l  a c i o n a d o s  a  c o n j u n t o s  p a r c i a l m e n t e  o r d e n a d o s .  

E n c o n t r a - s e  f r e q u e n t e m e n t e  na 1  i t e r a t u r a  r e f e r e n t e  a o  

p r o j e t o  e  a n á l i s e  de a l g o r i  t m o s ,  r e l  a t õ r i o s  e  l i v r o s  i n t e i  ramen - 

t e  v01 t a d o s  ao  e s t u d o  de p r o b l e m a s  a r i t m é t i c o s  e  a l g é b r i c o s ;  o s  

o b j e t i v o s  v a r i a m  da t e n t a t i v a  de s e  o b t e r  d e f i n i ç õ e s  a l t e r n a t i  

v a s  q u e  p e r m i  t a m  u m  t r a  tamen t o  c o m p u t a c i  o n a l  mai s  e  f i  c i e n t e  d e s  - 

t e s  p r o b l e m a s ,  a t é  a  p r o p o s t a  de m o d e l o s  c o m p u t a c i o n a i  s nos q u a i s  

s e  pode  r e p r e s e n t a r  o s  a1 g o r i  tmos q u e  r e s o l  vem e s t e s  p r o b l e m a s  

c o n s e g u i n d o - s e  de  f o r m a  m a i s  p r e c i s a  p o s s i v e l  a  c o r r e ç ã o  e  a  

c o m p l e x i  d a d e  d e s t e s  a1 g o r i  tmos . 
Aqui o  p r o c e d i m e n t o  é o  de s e  m o s t r a r  a  r e l a ç ã o  e n t r e  

uma e n t i d a d e  a l g é b r i c a  e  uma r e p r e s e n t a ç ã o  g r á f i c a ,  n ã o  s e  e s t u  - 

d a n d o  em s e g u i d a  p r o p r i e d a d e s  a l g é b r i c a s  d a  e n t i d a d e  mas s  im 

d i s c u t i n d o  a l g u m a s  q u e s t õ e s  q u e  podem s e r  f o r m u l a d a s  s o b r e  a  r e  - 

p r e s e n t a ç ã o  e  q u e  s ã o  i n t e r e s s a n t e s  do p o n t o  d e  v i s t a  c o m b i n a t õ  - 

r i o ;  a l é m  d i s s o ,  s e  p r o c u r a  m a i s  a  c l a s s i f i c a ç ã o  dos  p r o b l e m a s  

q u a n t o  a  s u a  compl e x i  d a d e  c o m p u t a c i  o n a l  e  menos o  d e t a l h a m e n t o  

de a1 g o r i  tmos e f i  c i e n t e s  p a r a  e s t e s  p r o b l e m a s .  

Q u a n t o  a  f o r m a  da a p r e s e n t a ç ã o ,  e m b o r a  b a s e a d a  em p r g  

v a s  de  p r o p r i e d a d e s  e n u n c i a d a s  p o r  l e m a s  e  t e o r e m a s ,  s e  p r o c u r a  

m a i s  um t r a t a m e n t o  d i s c u r s i v o  ( e m b o r a  p r e c i s o )  e  menos o  u s o  de 



c a r a c t e r i  z a ç õ e s  f o r m a i  s  q u e  em g e r a l  s o f i  s  t i  cam e  d i  f i  c u l  tam o  

e n t e n d i m e n t o .  

A i n d a  q u a n t o  a  f o r m a  d a  a p r e s e n t a ç ã o ,  d e v e  s e r  o b s e r v a  - 

do q u e  t o d o s  o s  r e s u l t a d o s  e n c o n t r a d o s  n a  1  i  t e r a t u r a  d i s p o n i v e l  

e  u s a d o s  no  t e x t o ,  s ã o  e n u n c i a d o s  sem p r o v a  po rém s e g u i d o s  da 

r e f e r ê n c i a  em q u e  s ã o  d i s c u t i d o s ;  em a l g u n s  c a s o s  e s t a  r e f e r ê n  - 

tia n ã o  i n d i c a  o  t r a b a l h o  o r i g i n a l  n a  q u a l  o  r e s u l t a d o  f o i  a  

p r e s e n t a d o , m a s  f o i  e s c o l h i  d a  p o r q u e  n e l a  s e  e n c o n t r a  uma p r o v a  

m a i s  e l e g a n t e ,  uma p r o p o s i ç ã o  m a i s  c l a r a  o u  mesmo d e v i d o  a o  f a  - 

t o  de  n ã o  s e  t e r  c o n s e g u i d o  o  t e x t o  o r i g i n a l .  
d 

Q u a n t o  a  d i v i s ã o  do t r a b a l h o ,  a  d i s t r i b u i ç ã o  e f e i t a  

p o r  capitulas com o  e s q u e m a  a p r e s e n t a d o  a  s e g u i  r .  

N e s t e  p r i m e i r o  c a p i t u l o  s ã o  d a d a s  a s  p r i n c i p a i s  d e f i n i  - 

ç õ e s  n e c e s s á r i a s  a o  e n t e n d i m e n t o  do t r a b a l h o  e  s ã o  b r e v e m e n t e  

a p r e s e n t a d o s  o s  c o n c e i  t o s  de  compl e x i  d a d e  e  de p r o b l  emas NP-com - 

p l  e t o s .  

No c a p 7 ' t u l o  I 1  é a p r e s e n t a d o  o  t e o r e m a  de  Di l w o r t h  e  

s e  d i s c u t e  o  p r o b l e m a  de c o b e r t u r a  de  um c o n j u n t o  p a r c i a l m e n t e  

o r d e n a d o ,  de  f o r m a  a  s e  p o d e r  r e c u p e r a r  a  r e l a ç ã o  e n t r e  s e u s  

e 1  e m e n t o s  q u a n d o  e s t e s  s ã o  a p r e s e n t a d o s  p o r  c a d e i a s .  
* 

No c a p i t u l o  111 s ã o  d i s c u t i  dos  d o i s  p r o b l e m a s  d e  a r v o  

r e s  g e r a d o r a s  de  u m  g r a f o ,  s o b r e  a s  q u a i s  s e  impõe  a  c o n d i ç ã o  

de min imo  n ú m e r o  de  D i l w o r t h .  

No c a p i t u l o  IV s e  d e t e r m i n a  a  c o m p l e x i d a d e  de p r o b l e  - 

mas de o b t e n ç ã o  de  o r i e n t a ç õ e s  s o b r e  g r a f o s ,  v i s a n d o  a  r n i n i m i z a  - 

ç ã o  e  a  maximi z a ç ã o  do  n ú m e r o  de D i l w o r t h ,  a l é m  de s e  d i s c u t i  r 

o s  p r o b l e m a s  de  t r a n s f o r m a ç ã o  de  um g r a f o  em g r a f o  de c o m p a r a b i  

l i d a d e  p o r  a c r é s c i m o  e  p o r  r e t i r a d a  de a r e s t a s .  

O c a p 7 t u l o  V t e m  menor  r e l a ç ã o  com c o n j u n t o s  p a r c i a l  - 



mente o r d e n a d o s ;  n e l e  s e  d i s c u t e  o  problema da de te rminação  do 

Kernel de u m  d i g r a f o .  

F i n a l m e n t e ,  os p r i n c i p a i s  r e s u l t a d o s  o b t i d o s  s ã o  r e l a  - 

c ionados  no c a p i t u l o  VI que a p r e s e n t a  também a l g u n s  problemas 

p a r a  p e s q u i s a  p o s t e r i o r .  

2 .  - DEFINIÇÕES 

As d e f i n i ç õ e s  a p r e s e n t a d a s  a  s e g u i r ,  bem como v á r i o s  

dos r e s u l t a d o s  em t e o r i a  de g r a f o s  que s ã o  usados no d e c o r r e r  

do t r a b a l h o  s ã o  e n c o n t r a d a s  em B E R G E  ( Z ) ,  B O N D Y  ( 4 ) ,  DE0 ( 8 ) ,  

H A R A R Y  ( 1 8 ) ,  LIU ( 2 9 )  e  SZWARCFITER ( 3 4 ) .  

U m  g r a f o  é d e f i n i d o  p o r  um p a r  ( V , A )  onde V é um con - 

j u n t o  não v a z i o  de e l emen tos  chamados - v é r t i c e s ,  e  A 5 um con j u n  - 

t o  de p a r e s  de v g r t i c e s  d i s t i n t o s  chamados - a r e s t a s .  

0s v é r t i c e s  e n t r e  os  q u a i s  e x i s t e  uma a r e s t a  s ã o  -- i n c i -  

d e n t e s  a  a r e s t a  e  s ã o  chamados de -- v é r t i c e s  a d j a c e n t e s .  

A r e s t a s  a d j a c e n t e s  s ã o  a q u e l a s  que tem um v é r t i c e  i n c i  - - 
d e n t e  comum. 

Loop é uma a r e s t a  em que os v é r t i  ce s  i n c i d e n t e s  s ã o  u m  -- 
mesmo v é r t i  ce .  

U m  v é r t i c e  i n c i d e n t e  a  uma s ó  a r e s t a  é um - v é r t i c e  pen- 

d e n t e ;  um v é r t i c e  l i v r e  é um não i n c i d e n t e  a  q u a l q u e r  a r e s t a .  

U m  - g r a f o  f i n i t o  e  não o r i e n t a d o  é r e p r e s e n t a d o  Por  

G = (V,A) , onde V é f i n i  t o  e  cada e l emen to  de A é r e p r e s e n t a d o  

p o r  u m  p a r  não ordenado ( v , w )  com v ,  w V .  

U m  caminho, em u m  g r a f o  G = (V,A) ,  é uma s e q u ê n c i a  a1 

t e r n a d a  de v é r t i c e s  e  a r e s t a s ,  começando e  t e rminando  p o r  vér - 

t i  c e s ,  sem v é r t i c e s  r e p e t i d o s  e  em que cada v é r t i c e  é i n c i d e n t e  



a  a r e s t a  que o  p recede  e  a  que o  s e g u e .  

Um g r a f o  G = ( V Y A )  é um g r a f o  conexo quando e x i s t e  p e  

10  menos u m  caminho e n t r e  cada p a r  de v é r t i c e s  'deUV. 
- U m  -- caminho Ha lmi ton iano ,  em um g r a f o  G = ( V , A ) ,  e  um 

caminho que p a s s a  p o r  todos  os v é r t i c e s  exa tamen te  uma vez p o r  

cada u m .  

U m  c i c l o ,  em um g r a f o  G = ( V , A ) ,  é um caminho onde o  

v é r t i c e  i n i c i a l  e  o  t e r m i n a l  s ã o  um mesmo v é r t i c e .  

U m  g r a f o  G = ( V Y A )  é p l a n a r ,  s e  pode s e r  desenhado em 

um p l ~ a n o  sem que s u a s  a r e s t a s  s e  i n t e r c e p t e m .  

U m  g r a f o  G = ( V Y A )  é p l a n a r  máximo, s e  não 6 p o s s í v e l  -- 

acrescentar a r e s t a s  ao c o n j u n t o  A de modo que s e  mantenha a  con - 

d i ç ã o  de p l a n a r i d a d e  do g r a f o .  

U m  --- match ing ,  em u m  g r a f o  G = (VyA) , é u m  subconjunto de 

a r e s t a s  de G t a i s  que não e x i s t e m  duas com v é r t i c e s  i n c i d e n t e s  

comuns; as a r e s t a s  de um matching  s ã o  - a r e s t a s  i n d e p e n d e n t e s .  
- 

U m  matching  máximo, - em um g r a f o  G = ( V , A ) ,  e  u m  mat - 

c h i n g  que p o s s u i  o  maior  numero de a r e s t a s  i n d e p e n d e n t e s .  

Uma - c o b e r t u r a ,  em u m  g r a f o  G = (V,A) 5 u m  s u b c o n j u n t o  

K C V t a l  que cada a r e s t a  de A tem p e l o  menos u m  de s e u s  v é r t i  - 

ces  i n c i d e n t e s  em K ;  uma c o b e r t u r a  K é uma c o b e r t u r a  - minima, s e  

não e x i s t e  uma c o b e r t u r a  K' com I K '  I < I K I .  
d 

Uma c o b e r t u r a  de a r e s t a s ,  em u m  g r a f o  G = ( V Y A ) ,  e  um 

s u b c o n j u n t o  L C A ,  t a l  que cada v é r t i c e  de V é i n c i d e n t e  a  a l g u  - 

ma a r e s t a  de L ;  uma c o b e r t u r a  L é uma c o b e r t u r a  minima de a r e s -  -- 
t a s ,  s e  não e x i s t e  uma c o b e r t u r a  L '  com I L '  I < I L I . 

U m  c o n j u n t o  dominante ,  em u m  g r a f o  G = ( V , A ) ,  é u m  sub - 

c o n j u n t o  F c V ,  t a l  que V v g  V ,  ou v g F  ou v é a d j a c e n t e  a  

pel  o  menos u m  v é r t i  ce de F ;  u m  con jun to  dominante F é u m  con' 



j u n t o  d o m i n a n t e  rn in imo,  s e  n ã o  e x i s t e  c o n j u n t o  d o m i n a n t e  F '  com 

I F ' I  < I F I -  
# 

U m  c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e ,  em um g r a f o  G = ( V , A ) ,  e um 

s u b c o n j u n t o  I C V ,  t a l  q u e  n ã o  e x i s t e  a r e s t a  com v é r t i c e s  i n c i  - 

d e n t e s  d o  c o n j u n t o  I ;  um c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e  I é u m  - c o n j u n t o  

i n d e p e n d e n t e  máximo,  -- s e  n ã o  e x i s t e  c o n j u n t o  independente : I ' com 

11'1 > 111. 

U m  g r a f o  G = (VYA) é um g r a f o  r e t i c u l a d o ,  q u a n d o  p o d e  

s e r  r e p r e s e n t a d o  p o r  um s i s t e m a  de c o o r d e n a d a s  c a r t e s i a n a s  em 

um p l a n o ,  de t a l  f o r m a  q u e :  

( i )  a s  c o o r d e n a d a s  de t o d o s  o s  v é r t i c e s  s ã o  n ú m e r o s  i n t e i  - 

r o s  e  

( i i )  se  ( v , w )  E A ,  e n t ã o  v  e w p o s s u e m  em comum uma d a s  

c o o r d e n a d a s  e  d i f e r e m  p o r  uma u n i d a d e  n a  o u t r a .  

Uma á r v o r e ,  é um g r a f o  G = (V,A)  c o n e x o  e sem c i c l o s .  

Uma - á r v o r e  g e r a d o r a ,  de  um g r a f o  G = ( V , A ) ,  é uma á r v o  - 

r e  q u e  c o n t é m  t o d o s  o s  v é r t i c e s  d o  c o n j u n t o  V .  

Uma - á r v o r e  g e r a d o r a  m í n i m a ,  p a r a  um g r a f o  6 = (V,A)  com 

p e s o s  a t r i b u í d o s  a o s  e l e m e n t o s  de A ,  é uma á r v o r e  g e r a d o r a  de G 

t a l  q u e  o  s o m a t õ r i o  d o s  p e s o s  d a s  a r e s t a s  é m i n i m o .  
d 

U m  - g r a f o  f i n i t o  e o r i e n t a d o ,  ou - d i g r a f o ,  e r e p r e s e n t a  - 

do p o r  D = ( V Y E ) ,  o n d e  V é f i n i t o  e c a d a  e l e m e n t o  de E é r e p r e  - 

s e n t a d o  p o r  um p a r  o r d e n a d o  [v,w] com v,w e V .  

P a r a  um d i g r a f o  D = ( V Y E ) ,  o  n ú m e r o  de a r e s t a s  d i r e c i o  - 

n a d a s  p a r a  um v é r t i c e  v  é o  g r a u  de e n t r a d a  de  v  ou i n ( v ) ;  o  n ú  - 

m e t o  de a r e s t a s  d i r e c i o n a d a s  s a i n d o  de um v é r t i c e  v  é o  - g r a u  de 

P a r a  um g r a f o  d i r e c i o n a d o  D = ( V , E ) ,  o  s e u  g r a f o  s u b j a  



c e n t e  e u m  g r a f o  G = ( V , A ) ,  com o  mesmo c o n j u n t o  V de v s r t i c e s  

e  com o  c o n j u n t o  A o b t i d o  p o r :  s e  [v,w]E E e n t ã o  ( v , w ) e  A 

U m  g r a f o  - b i  p a r t i  - t e  um g r a f o  com do< s  s  ubcon j u n t o s  

de v é r t i c e s  t a i s  que não exis te  aresta entre vértices de um mesmo sub - 
- 

c o n j u n t o ;  é r e p r e s e n t a d o  p o r  B = ( X , Y , A )  ou B = ( X , Y , E )  s e  e  

não o r i e n t a d o  ou o r i e n t a d o  r e s p e c t i v a m e n t e .  

U m  caminho d i r e c i o n a d o ,  em u m  d i g r a f o  D = ( V , E ) ,  é u m  

caminho em que cada a r e s t a  é d i r e c i o n a d a  do v é r t i c e  que a  prg 

cede p a r a  o  v é r t i c e  que a  s e g u e .  

O fechamento  t r a n s i t i v o  de um d i g r a f o  D = ( V Y E ) ,  é u m  

d i g r a f o  D t  = ( V . E t )  que tem o  mesmo c o n j u n t o  V de v é r t i c e s  de 

D ,  mas tem a r e s t a  [v,w] s e  e  somente s e  e x i s t e  um caminho di r e  - 

c ionado  e n t r e  v  e  w em D .  

A redução  t r a n s i t i v a  de u m  d i g r a f o  D = ( V Y E ) ,  6 u m  d i  - 

g r a f o  D r  = ( V . E r )  com o  menor número de a r e s t a s  t a l  que o  f e  - 

chamento t r a n s i t i v o  de D r  é i g u a l  ao fechamento  t r a n s i t i v o  de 

D .  

U m  g r a f o  G = ( V , A )  é - t r a n s i t i v a m e n t e  o r i e n t á v e l  ou de 

comparabi l  i dade ,  s e  poss?vel  o r i e n t a r  os e1 ementos de A ,  de ta l  - 

forma que o  d i g r a f o  D = (V,E) r e s u l t a n t e ,  s a t i s f a z  a  s e g u i n t e  

condi  ção: 

Se rayb]  y [ c y ~ ~  E ,  e n t ã o  K a , d  E E tf a , b , c , d  E V .  

U m  g r a f o  G = (V,A) é b i  o r i e n t á v e l  t r a n s i t i v a m e n t e ,  ou 

BOT, s e  é de comparabi l i  dade e  admite  apenas duas o r i e n t a ç õ e s  -- 

t r a n s i t i v a s :  T e  T". 

U m  c o n j u n t o  p a r c i a l m e n t e  ordenado ou p o s e t ,  r e p r e s e n  - 

t a d o  p o r  ( X , R ) ,  é u m  c o n j u n t o  X que tem e s t a b e l e c i  da e n t r e  seus 



e l e m e n t o s  uma r e l a ç ã o  R q u e  é :  

( i )  r e f l e x i v a  - x R  x  V x  E X  

( i i )  a n t i s i m é t r i c a  - x l  R x2 e x2 R x l  => x l  = x2 

( i i i )  t r a n s i t i v a  - x l  R x2 e x2  R x 3 = >  x R x 3  f x l y  1  

x2 , x 3  E X .  

Um c o n j u n t o  s i m p l e s m e n t e  o r d e n a d o  ( X y R ) ,  é um c o n j u n t o  

p a r c i a l m e n t e  o r d e n a d o  com a  s e g u i n t e  c o n d i ç ã o  a d i c i  ona.li: 

Uma c a d e i a  em um p o s e t  (X ,R)  é um s u b c o n j u n t o  n ã o  v a  

z i o  d e  X q u e  é s i m p l e s m e n t e  o r d e n a d o  p e l a  d i l s p o s i ç ã o  i n d u z i d a  

p e l  a  o r d e n a ç ã o  d e  X .  
- 

P a r a  u m p o s e t  ( X , R ) ,  s e j a m  x l , x 2 E  X :  s e  x l  R x2 e 

x2  R x1 , x1 e x2 s ã o  - i n c o m p a r ã v e i  s ;  c a s o  c o n t r á r i o  s ã o  c o m p a r á  

v e i  S .  

P a r a  um g r a f o  G = ( V , A ) ,  uma o r i e n t a ç ã o  q u e  i n d u z  u m  

p o s e t  uma o r i e n t a ç ã o  a c i c l i c a  e n ã o  t r a n s i t i v a  d o  c o n j u n t o  A .  -- 

A r e p r e s e n t a ç ã o  de  um p o s e t  ( X y R )  é um d i g r a f o  a c i c l i  - 

c o  c o i n c i d e n t e  com seu f e c h a m e n t o  t r a n s i t i v o .  

A r e p r e s e n t a ç ã o  r e d u z i d a  - de um p o s e t  ( X , R )  é um d i g r a  - 

f o  a c í c l i  co  c o i n c i  d e n t e  com s u a  r e d u ç ã o  t r a n s  i t i  v a .  

Todo d i g r a f o  a c ? c l i c o  D = ( V , E )  i n d u z  um p o s e t  ( X , R ) ;  

é p o s s T v e i  o r d e n a r  o s  e l e m e n t o s  de V de f o r m a  a  s e  o b t e r  uma s e  - 

q u ê n c i a  S v l , v 2 , . . . ,  V,,, t a l  q u e :  

v i  R v  => e x i s t e  c a m i n h o  e n t r e  i e j ,  p a r a  1  < i ,  j 5 n 
j - 

e e s t a  s e q u ê n c i  a  é d e n o m i n a d a  o r d e n a ç ã o  t o p o 1  ó g i c a .  



3 .  COMPLEXIDADE D E  ALGORITMOS 

Os c o n c e i  t o s  a q u i  a p r e s e n t a d o s  s ã o  e n c o n t r a d o s  em A H O  

( 1 )  e  TARJAN ( 3 5 ) .  

S e j a  X um c o n j u n t o  d e  v a l o r e s  d e  e n t r a d a  p a r a  um p r c  

b l e m a ;  s e j a  y o  r e s u l t a d o  de uma c o m p u t a ç ã o .  E x i s t e  u m  a l g o r i t m o  

p a r a  a  c o m p u t a ç ã o  F ( X ) ,  s e  e x i s t e  uma s e q u ê n c i a  o r d e n a d a  d e  p a s  - 

s o s  q u e  p o d e  s e r  s i s t e m a t i c a m e n t e  e x e c u t a d a  de f o r m a  q u e :  o u  s e  

o b t e m  y = F(X)  e x e c u t a n d o  o s  p a s s o s  n a  o r d e m  d a d a  o u  s e  o b t e m  a 

i n d i c a ç ã o  de  q u e  n ã o  e x i s t e  y q u e  s a t i s f a z  a s  c o n d i ç õ e s .  

T e n t a - s e  e x p r e s s a r  o  t r a b a l h o  r e a l i z a d o  p o r  u m  a l g o r i t  - 

mo, em t e r m o s  d e  a l g u m a  m e d i d a  q u e  n ã o  s e j a  o  tempo de  e x e c u ç ã o  

de  uma de s u a s  i m p l e m e n t a ç õ e s ,  p o i s  e s t e  v a r i a  com o  e q u i p a m e n -  

t o ;  c o n t a r  o  n ú m e r o  d e  d e c l a r a ç õ e s  o u  i n s t r u ç õ e s  q u e  s ã o  u s a d a s  

em uma i m p l e m e n t a ç ã o  do a l g o r i t m o ,  f o r n e c e  um r e s u l t a d o  q u e  va  - 

r i a  com a  l i n g u a g e m ,  o  e s t i l o  d e  p r o g r a m a ç ã o  e  mesmo a  e x p e r i ê n  - 

tia do p r o g r a m a d o r .  

A m e d i d a  do  t r a b a l h o  r e a l i z a d o  d e v e  d i z e r  a l g o  s o b r e  a  

e f i c i ê n c i a  do  m é t o d o  e m p r e g a d o  p a r a  s e  o b t e r  a  s o l u ç ã o ,  i n d e p e n  - 
d 

d e n t e  da  l i n g u a g e m  e m p r e g a d a  o u  de q u a l  m á q u i n a  s e r á  u s a d a ;  e  

n e c e s s á r i o  p o r t a n t o  e s p e c i f i c a r  um m o d e l o  no  q u a l  o  a l g o r i  tmo 

d e v e  s e r  e s c r i t o  e  q u e  p e r m i t a  d e f i n i r  uma o p e r a ç ã o  f u n d a m e n t a l  

em c a d a  p a s s o  d a  c o m p u t a ç ã o ,  c o n t a n d o - s e  o  s e u  número  d e  o c o r  - 

r ê n c i  a s .  

S e  o  p r o b l e m a  é,  p o r  e x e m p l o ,  a  m u l t i p l i c a ç ã o  d e  m a t r i  - 

z e s  com n ú m e r o s  r e a i s ,  a s  o p e r a ç õ e s  f u n d a m e n t a i s  s ã o  a  mul t i p l i  - 

c a ç ã o  e  a  soma d e  d o i s  n ú m e r o s  r e a i s ;  s e  o  p r o b l e m a  é o  d e  s e  

v e r i f i c a r  s e  um e l e m e n t o  x p e r t e n c e  o u  n ã o  a  uma d a d a  l i s t a  d e  

e l e m e n t o s  L ( n ) ,  a  o p e r a ç ã o  f u n d a m e n t a l  é a  c o m p a r a ç ã o  de  x com 



L ( i ) ,  1  - < i 5 n .  

Como não  e x i s t e  u m  modelo  b á s i c o  a p r o p r i a d o  p a r a  t o d a s  

as  s i t u a ç õ e s ,  a d o t o u - s e  aqu i  a  fo rma  de d e s c r i ç ã o  em l i n g u a g e m  

n a t u r a l ,  com e s p e c i f i  c a ç ã o  de t o d o s  o s  d e t a l h e s  r e l e v a n t e s  e  e s  - 

t r u t u r a d a  em p a s s o s  que  devem s e r  s e g u i d o s  s e q u e n c i a l m e n t e  a  me - 

nos  que e x i s t a  uma t r a n s f e r ê n c i a  c l a r a m e n t e  e s p e c i f i  c a d a  p a r a  

p a s s o s  a n t e r i o r e s  ou p o s t e r i o r e s ,  a t é  que s e  a t i n g e  uma i n s t r u  - 

ç ã o  de p a r a d a .  

Deve-se  o b s e r v a r  q.ue a  e s c o l h a  de uma o p e r a ç ã o  f u n d a  - 

menta l  é a c e i t á v e l ,  apenas  s e  o  número t o t a l  de o p e r a ç õ e s  do a1 - 

g o r i  tmo é p r o p o r c i o n a l  ( p o r  uma c o n s t a n t e )  ao  número t o t a l  de 

o c o r r ê n c i a s  d e s t a  o p e r a ç ã o  f u n d a m e n t a l  . 
Muito f r e q u e n t e m e n t e ,  em t e o r i a  e  no p r o c e s s a m e n t o  em 

tempo r e a l ,  s e  e s t á  i n k e r e s s a d o  na  r a z ã o  de c r e s c i m e n t o  do tem - 

po ou e s p a ç o  r e q u e r i d o  p a r a  s e  r e s o l v e r  c a s o s  p a r t i c u l a r e s  c a d a  

v e z  m a i o r e s ;  a s s o c i a - s e  e n t ã o  a  c ada  p r o b l e m a ,  u m  i n t e i r o  chama - 

do de tamanho de p rob l ema  e  que é uma medi da da q u a n t i d a d e  de 

dados  de e n t r a d a  ( compr imen to  da e n t r a d a ) .  

O tempo g a s t o  p o r  u m  a1 g o r i  tmo e  e x p r e s s o  como uma f u n  - 

ç ã o  do tamanho do p rob l ema  é chamado de complex idade  em tempo 

do a l g o r i  tmo; o  compor tamento  l i m i t e  da c o m p l e x i d a d e ,  quando  o  

tamanho do p r o b l e m a  c r e s c e ,  é chamado de c o m p l e x i d a d e  a s s i n t õ t i  - 

ca em tempo.  D e f i n i ç õ e s  a n á l o g a s  s ã o  f e i t a s  p a r a  o  e s p a ç o .  

Se um a1 g o r i  tmo p r o c e s s a  e n t r a d a s  de tamanho n ,  em tem - 

po c . n X  p a r a  a lguma c o n s t a n t e  c ,  d i z - s e  que  a  c o m p l e x i d a d e  do 

a l g o r i t m o  é da ordem de n X  ou O ( n X ) ;  mais  f o r m a l m e n t e ,  uma f u n  

ç ã o  g ( n )  é d i t a  s e r  ú ( f ( n ) )  s e  e x i s t e  uma c o n s t a n t e  c  t a l  que  

g ( n )  5 c . f ( n )  p a r a  t o d o  n p o s i t i v o .  

D e s t a  f o r m a ,  a  n o t a ç ã o  0 (  . )  d e s c r e v e  o  compor tamento  



do a l g o r i t m o  n o  p i o r  c a s o ,  o  q u e  em Ú l t i m a  a n á l i s e  d e t e r m i n a  

o  t a m a n h o  d o s  p r o b l e m a s  q u e  p o d e m s e r  r e s o l v i d o s  d e n t r o  d e  l i  - 

mi t e s  e s p e c i f i c a d o s  de  t e m p o ;  a s s i m  a  b u s c a  de a l g o r i t m o s  m a i s  

e f i c i e n t e s  é uma a t i v i d a d e  s i g n i f i c a t i v a  p o r  d o i s  mo t i  vos  : 

g a s t a - s e  menos t e m p o  p a r a  r e s o l v e r  um p r o b l e m a  q u a n d o  s e  u s a  

um a 1  g o r i  tmo d e  c o m p l e x i d a d e  m e n o r ,  e com e s t e  a1 g o r i  tmo p o d e -  

s e  r e s o l v e r  um p r o b l e m a  do  mesmo t i p o  p o r é m  d e  t a m a n h o  m a i o r .  

A p r i m e i r a  t a b e l a  d a d a  a  s e g u i r  m o s t r a  de  f o r m a  c l a  

r a  a s  c o n s i d e r a ç õ e s  do p a r ã g r a f o  a n t e r i o r ;  d a  s e g u n d a  t a b e l a  

s e  p o d e  c o n c l u i r  q u e  o  u s o  de um e q u i p a m e n t o  q u e  p e r m i t e  m a i o r  

r a p i d e z  de  p r o c e s s a m e n t o  é menos i m p o r t a n t e  q u e  o  d e s e n o l v i  - 

men t o  de um a1 g o r i  tmo m a i s  e f i  c i e n t e  p a r a  r e s o l  v e r  o  p r o b l  erna 

( A l  ,A2 e  A3 s ã o  d i f e r e n t e s  a l g o r i t m o s  p a r a  r e s o l v e r  um mesmo 

p r o b l  ema) . 

I 

p A ?  

Tamanho Máximo do P r o b l e m a  Compl ex i  d a d e  

em Tempo 

n  

n 2  

2  

1 h o r a  
-- 

3.6 x 10 6  

1 8 9 7  

2  1  

1  s e g u n d o  

1  O00 
---- 

3 1 

9 

1  m i n u t o  

6  x 1 0  

2 4 4  

1 5  



Tamanho Máximo Tamanho Máximo d o  

ema com Eq u i  pamen t o  

E q u i p a m e n t o  X 1 0  v e z e s  m a i s  R á p i d o  

4 .  PROBLEMAS NP-COMPLETOS 

Os c o n c e i t o s  a q u i  a p r e s e n t a d o s  s ã o  e n c o n t r a d o s  em A H O  

( I ) ,  C O O K  ( 7 ) ,  G A R E Y  ( 1 2 )  e  K A R P  ( 2 7 )  e  ( 2 8 ) .  

U m  p r o b l e m a  é uma p e r g u n t a  g e r a l  com v á r i o s  p a r â m e t h o s  

de  v a l o r e s  n ã o  e s p e c i f i c a d o s ;  u m  p r o b l e m a  é a p r e s e n t a d o  p o r  uma 

d e s c r i ç ã o  g e r a l  d e  t o d o s  o s  p a r â m e t r o s  e  uma d e c l a r a ç ã o  d e  qua i s  

p r o p r i e d a d e s  a  s o l  u ç ã o  d e v e  s a t i s f a z e r .  Se a  p e r g u n t a  c01  o c a d a  

p e l o  p r o b l e m a  p o d e  s e r  s a t i s f e i t a  p o r  uma r e s p o s t a  do  t i p o  s i m  

ou  n ã o ,  o  p r o b l e m a  é c1 a s s i f i  c a d o  como p r o b l e m a  d e  d e c i s ã o .  

Uma i n s t â n c i a  I de u m  p r o b l e m a ,  é um c o n j u n t o  p a r t i c u  - 

l a r  d e  v a l o r e s  p a r a  t o d o s  o s  p a r â m e t r o s  do p r o b l e m a ;  u m  a l g o r i t  - 

mo r e s o l v e  u m  p r o b l e m a ,  s e  p u d e r  s e r  a p l i c a d o  a  t o d a s  a s  i n s t â n  - 

tias d o  p r o b l e m a  e  p r o d u z i r  uma s o l u ç ã o  p a r a  c a d a  i n s t â n c i a .  

U m  p r o b l e m a  é i n t r a t á v e l  , q u a n d o  n ã o  s e  c o n s e g u e  a1 go  - 

ri tmo de  compl e x i  d a d e  p o l  i nomi a1 em tempo p a r a  r e s  o1 vê-1  o ,  e s t a  

d e f i n i ç ã o  e n g l o b a  d u a s  c a u s a s :  

( i )  o  p r o b l e m a  é t ã o  d i f i c i l  q u e ,  p a r a  s e  o b t e r  uma s o l u  - 

ç ã o ,  s e  r e q u e r  tempo q u e  c r e s c e  e x p o n e n c i a l m e n t e  com o  

t a m a n h o  do  p r o b l e m a ,  o u  



( i i )  a  s o l u ç ã o  é muito longa  e  s u a  d e s c r i ç ã o  e x i g e  tempo 

que c r e s c e  exponencialtmente com o  tamanho da e n t r a d a .  

A s e g u n d a  p o s s i b i l i d a d e  é c o n s i d e r a d a  como uma a p r e  - 

s e n t a ç ã o  não r a z o á v e l  do problema e  e n t ã o  usualmente  não é con - 

s i  d e r a d a .  

Para  s e  m o s t r a r  que u m  problema ii i n t r a t ã v e l ,  a  p r i n  - 

c i p a l  t é c n i c a  é a  da redução que c o n s i s t e  em a p r e s e n t a r  uma 

t r a n s f o r m a ç ã o  que mapeia q u a l q u e r  i n s t â n c i a  de u m  problema em 

i n s t â n c i a  e q u i v a l e n t e  de um segundo problema;  e s t a  t r a n s f o r m a  - 

ç ã o  p e r m i t e  c o n v e r t e r  q u a l q u e r  a1 g o r i  tmo que r e s o l  ve o  segundo 

problema em u m  a l g o r i t m o  que r e s o l v e  o  p r i m e i r o  probdema. 

U m  a l g o r i  tmo não d e t e r m i n í s t i c o  é composto de d o i s  

p a s s o s :  o  p r i m e i r o  é o  passo  da e s c o l h a ,  que f o r n e c e  uma e s t r u  

t u r a  do t i p o  s o l i c i t a d o  na formulação  do problema,  e  o  segundo 

é o  p a s s o  da v e r i f i c a ç ã o ,  que examina a  e s t r u t u r a  fornecida p e l o  

p a s s o  da e s c o l h a  com r e s p e i t o  as p r o p r i e d a d e s  p a r t i c u l a r e s  que  

a  s o l u ç ã o  do problema deve t e r .  

A c1 a s s e  N P  de problemas de d e c i s ã o , é  a q u e l a  em que 

os  problemas podem s e r  r e s o l v i d o s  em tempo po l inomia l  p o r  a1 go - 

r i  tmos não de te rmi  nis  t i  tos . 
Embora o  t r a t a m e n t o  t e ó r i c o  desenv'ol v ido  p a r a  p r o b l e  - 

mas da c l a s s e  N P ,  s e  f a ç a  s o b r e  problemas de d e c i s ã o ,  podem 

s e r  f e i  t a s  concl usões s o b r e  probl  emas de o t i  mi z a ç ã o ,  uma ve z  

que e s t e s  podem s e r  c o n v e r t i d o s  a  problemas de d e c i s ã o  da s e  - 

g u i n t e  forma: s e  o  problema de o t i m i z a ç ã o  pede uma e s t r u t u r a  de 

c e r t o  t i p o ,  que t enha  c u s t o  minimo e n t r e  todas  as e s t r u t u r a s  

d e s t e  t i p o ,  é p o s s i v e l  a s s o c i a r  e s t e  problema com um problema 

de d e c i s ã o  onde s e  i n c l u i  u m  l i m i t e  numérico k como parâmetro  

a d i c i o n a l  e  que p e r g u n t a  s e  e x i s t e  uma e s t r u t u r a  do t i p o  r eque  - 



r i  do t e n d o  c u s t o  não maior  que k ; s e  a  e s t r u t u r a  deve t e r  c u s t o  

máximo, o  p.roblema de d e c i s ã o  a s s o c i a d o  i n c l u i  u m  pa râmet ro  k e  

s e  p e r g u n t a  p e l a  e x i s t ê n c i a  de uma e s t r u t u r a  do t i p o  r e q u e r i d o ,  

com c u s t o  p e l o  menos k . 
Uma t r a n s f o r m a ç ã o  po l inomia l  de um problema de d e c i s ã o  

P 1  p a r a  u m  problema de d e c i s ã o  P 2 ,  é uma que t r a n s f o r m a  cada 
4 

i n s t â n c i a  de P1 em uma i n s t ã n c i  a  de P 2  em tempo pol inomia l  e  e  

i n d i c a d a  por  P1  a P 2 ;  d o i s  problemas de d e c i s ã o  P 1  e  P 2   sã^ pg 

l i n o m i a l m e n t e  e q u i v a l e n t e s ,  s e  P1 a P 2  e  P 2  a P 1 .  

U m  problema NP-completo é a q u e l e  p e r t e n c e n t e  a  c l a s s e  

NP e  p a r a  o  qual  e x i s t e  uma t r a n s f o r m a ç ã o  pol inomia l  de qual  - 

q u e r  problema p e r t e n c e n t e  a  c l a s s e  N P  pa ra  e l e ;  d e s t a  forma,  t o  - 

dos os problemas p e r t e n c e n t e s  a  c1 a s s e  dos NP~compl e t o s .  s ã o  equi - 

v a l e n t e s  e n t r e  s i  e  a  s o l u ç ã o  em tempo po l inomia l  o u  exponen - 

c i a l  p a r a  um d e l e s ,  i m p l i c a  na e x i s t ê n c i a  de s o l u ç ã o  o b t i d a  em 

tempo po l inomia l  ou exponenc ia l  p a r a  todos  os demais d e s t a  c l a s  - 

s e .  

Desta  fo rma ,  pa ra  p r o v a r  que um problema de d e c i s ã o  P 

é NP-completo p r o c e d e - s e  da s e g u i n t e  mane i ra :  

( i )  mos t ra - se  que P pode s e r  r e s o l v i d o  por  a l g o r i t m o  não 

d e t e r m i n T s t i c o  em tempo po l inomia l  , e  

( i i )  mos t ra - se  que pa ra  u m  problema P '  que s e j a  NP-completo, 

P '  a P .  



TEOREMA D E  DILWORTH E CARACTERIZAÇÃO D E  POSETS - 

1 .  - INTRODUÇÃO 

N e s t e  c a p i t u l o  é a p r e s e n t a d o  o  r e s u l t a d o  d e  D i l w o r t h  e  

s ã o  f e i t a s  c o n s i d e r a ç õ e s  s o b r e  o s  p r o b l e m a s  d e  c o b e r t u r a  e  c a  - 

r a c t e r i  z a ç ã o  minima d e  p o s e t s .  

Dada s u a  r e l e v â n c i a  no  e s t u d o  de p r o p r i e d a d e s  d e  con  - 

j u n t o s  p a r c i a l m e n t e  o r d e n a d o s ,  e  uma v e z  q u e  ao  l o n g o  d e  t o d o  o  

p r e s e n t e  t r a b a l h o  s ã o  f e i t a s  c o n s i d e r a ç õ e s  s o b r e  p r o b l e m a s  em 

g r a f o s ,  p a r a  o s  q u a i s  s e  q u e r  a  m i n i m i z a ç ã o  o u  m a x i m i z a ç ã o  d o  

n ú m e r o  d e  D i l w o r t h ,  a  a b e r t u r a  d e s t e  c a p l ' t u l o  ii f e i t a  com uma 

v e r i f i c a ç ã o  d e s t e  t e o r e m a  com b a s e  em s u a  r e l a ç ã o  com o u t r o s  r e  - 

su l  t a d o s  d e  t e o r i a  d o s  g r a f o s .  

D i s c u t e - s e  em s e g u i d a  o  p r o b l e m a  d e  c a r a c t e r i z a ç ã o  u n i  

v o c a  d e  p o s e t s ;  p a r a  e s t e  p r o b l e m a ,  e n c o n t r o u - s e  a p e n a s  u m  t r a  - 

b a l h o  BOGART ( 3 )  q u e  e m b o r a  e s s e n c i a l m e n t e  c o r r e t o ,  é p o u c o  c l a  - 

r o  e  a p r e s e n t a  f a l h a s  n a  f o r m a  d a  s o l u ç ã o  do  p r o b l e m a  a l é m  d e  

n ã o  a b o r d a r  o s  a s p e c t o s  a l g o r i  t m i c o s  d a  p r o v a .  

Na ÚI t i m a  s e ç ã o ,  s ã o  f e i t a s  a l g u m a s  c o n s i d e r a ç õ e s  s o  - 

b r e  a  r e l a ç ã o  e n t r e  o  n ú m e r o  d e  D i l w o r t h  e  a  c o b e r t u r a  mrnima 

q u e  c a r a c t e r i z a  u n i v o c a m e n t e  o  p o s e t .  

2 .  O - T E O R E M A  DEDILWORTH 

R e s u l t a d o  i m p o r t a n t e  n a  t e o r i a  d e  c o m b i n a t õ r i a ,  o  t e o  - 



rema de Di lwor th  mereceu a t enção  de v á r i o s  p e s q u i s a d o r e s  que pa - 

r a  e l e  a p r e s e n t a r a m  d i f e r e n t e s  p rovas  e demonst rações  de equi  - 

v a l ê n c i  as com o u t r o s  p rob lemas .  

Apresentado o r i g i n a r i a m e n t e  em 1950,  r ecebeu  de  M . A .  
d 

P e r l e s  (1963)  a  s u a  prova mais s i m p l e s  e  e l e g a n t e ;  e também ve - 

r i f i c á v e l  a  p a r t i r  da t e o r i a  de f l u x o  em r e d e s ,  de onde é p o s s i  - 

ve l  m o s t r a r  s u a  e q u i v a l ê n c i a  com os  s e g u i n t e s  problemas : d e t e r  - 

minação do matching  máximo em u m  g r a f o  b i p a r t i  t e ,  s i  s temas de 

r e p r e s e n t a n t e s  d i s t i n t o s ,  c o n e c t i v i  dade de a r e s  t a s ,  c o n e c t i  vi da - 

de de v é r t i c e s ,  de te rminação  de s e  um dado p a r  de v e t o r e s  são  

ou não s ã o  a  soma de v e t o r e s  l i n h a  ou co luna  de uma m a t r i z  de 

z e r o s  e  uns ,  e t c .  

Além do t r a b a l h o  o r i g i n a l  DILWORTH ( 9 ) ,  o u t r a s  r e f e r ê n  - 

tias s ã o  i m p o r t a n t e s  n e s t e  e s t u d o ;  em NIJENHUIS ( 3 1 ) ,  é apresen  

t a d o  u m  a l g o r i t m o  que é o  núc leo  de s o l u ç ã o  p a r a  os  prob.lemas 

c i t a d o s  no p a r á g r a f o  a n t e r i o r .  

A e q u i v a l ê n c i a  e  a l g u n s  r e s u l t a d o s  c o r r e l a t o s  com o  

problema de s i s t e m a s  de r e p r e s e n t a n t e s  d i s t i n t o s  é a p r e s e n t a d a  

em MIRSKY ( 3 0 ) ,  enquanto  a  demonstração do uso da t e o r i a  do f l u  - 

xo em r e d e s  p a r a  a  s o l u ç ã o  daqueqes problemas e n c o n t r a - s e  em 

F O R D  ( 1 1 ) .  

Aqui o  teorema de Di lwor th  s e r á  a p r e s e n t a d o  com base  

no c o n c e i t o  de c o b e r t u r a  minima; p a r a  sua  v e r i f i c a ç ã o  é n e c e s s ã  - 

r i  a  a u t i l  i  zação dos s e g u i n t e s  r e s u l  t ados  : 

Teorema 2.1 - B O N D Y  ( 4 )  

U m  c o n j u n t o  I  G V é u m  c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e  de u m  g ra  - 

f o  G = (VyA)y s e  e  somente s e  V - I  é uma c o b e r t u r a  em G .  



Lema 2.1 - 

Se o  g r a f o  G = ( V , A )  é o  g r a f o  s u b j a c e n t e  do g r a f o  

D t  = ( V , E t ) ,  r e p r e s e n t a ç ã o  de um p o s e t ,  e n t ã o :  

a  - uma c o b e r t u r a  p a r a  G é uma c o b e r t u r a  p a r a  D t  

b - um c o n j u n t o  de v é r t i c e s  de G é i n d e p e n d e n t e ,  s e  e  somen - 

t e  s e  é u m  c o n j u n t o  incomparável  em D t .  

Prova 

A v e r i f i c a ç ã o  do p r i m e i r o  i  tem é i m e d i a t a ,  uma vez que 

o  c o n j u n t o  A d i f e r e  do c o n j u n t o  E t  p o r  não s e r  o r i e n t a d o .  

P a r a  v e r i f i c a r  o  segundo i t e m ,  b a s t a  o b s e r v a r  que uma 

vez que D t  é t r a n s i t i v o ,  s e  d o i s  v é r t i c e s  s ã o  comparáveis  e x i s  - 

t e  uma a r e s t a  e n t r e  e l e s  que p e r t e n c e  a  E t ;  a ss im a  t r a n s i t i v i  - 

dade de D t  é condição  n e c e s s ã r i a  e  s u f i c i e n t e  p a r a  a  v e r i f i c a  - 

ção d e s t e  i  tem. 

Co ro l  á r i  o  - 

E m  um g r a f o  de comparabi l i  dade G = ( V , A )  , a  c a r d i n a l i  - 

dade de u m  c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e  máximo 6 i g u a l  ao número de 

Di lwor th  dos di  g r a f o s  a c í c l  i  cos t r a n s i t i v o s  o b t i d o s  p e l a s  o r i e n  - 

t a c õ e s  dos e l emen tos  de A .  

Prova -- 

Dire tamen te  do segundo i  tem do lema 2 .1 :  s e  o  c o n j u n t o  

i n d e p e n d e n t e  é máximo, o  c o n j u n t o  incomparável  no g r a f o  o r i e n t a  - 

do também é máximo. 

E s t a s  in fo rmações  s ã o  s u f i c i e n t e s  p a r a  a  v e r i f i c a ç ã o  

do teorema de D i l w o r t h ,  com base  na e q u i v a l ê n c i a  ao problema de 



c o b e r t u r a .  O teorema de Dilworth tem a  s e g u i n t e  fo rmulação :  

Teorema 2 . 2  -- 

E m  u m  p o s e t  ( X , R )  , o  número minimo de c a d e i a s  d i s j u n  - 

t a s  que o  cobrem, é i g u a l  ao maior número de e l emen tos  de X que 

s ã o  incomparãvei  s  e n t r e  s i .  

Prova 

Cons ide re - se  o  g r a f o  G = ( V , A )  não d i r e c i o n a d o  e  s u b j a  - 

tente ao g r a f o  D t  = ( V , E t ) ,  r e p r e s e n t a ç ã o  de u m  p o s e t  (X ,R) .  

Uma c o b e r t u r a  p a r a  G é uma c o b e r t u r a  pa ra  D t ,  e  um con - 

j u n t o  independen te  em G é u m  c o n j u n t o  de e l emen tos  incomparã - 

v e i s  em D t ,  como v i s t o  n o  lema 2 .1 .  

S e j a  e n t ã o  K uma c o b e r t u r a  mi-nima p a r a  G ;  pode-se  as 

s im d i v i d i r  V em d o i s  c o n j u n t o s  d i s j u n t o s  K e  S  t a i s  que 

Pelo  teorema 2 . 1 ,  como K é uma c o b e r t u r a ,  S é um con - 

j u n t o  i n d e p e n d e n t e ;  além d i s s o  como K é minimo S  é máximo, i s t o  
d 

e :  S  é u m  c o n j u n t o  de e l emen tos  de D t  que é incomparável  e  má - 

xi  mo. 

Qua l  é o  menor número de c a d e i a s  que cobrem Dt? E u m  

número p e l o  menos i g u a l  ao número de v é r t i c e s  de u m  c o n j u n t o  i n  - 

dependen te  máximo ou s e j a  S ,  uma vez que não e x i s t e  caminho d i  - 

r e c i o n a d o  na r e p r e s e n t a ç ã o  do pose t  que envol va mais do que u m  

v é r t i c e  do c o n j u n t o  S .  Assim: 

menor número de c a d e i a s  - > IS I 
Se I S  I - > I K I , ob vi amen t e  tem-se:  

menor número de c a d e i a s  = I S  I 



- 
Se 1.51 < I K I  , suponha que o  menor número de c a d e i a s  e  

\ S I  + 1 ;  i s t o  s i g n i f i c a  que e x i s t e  p e l o  menos u m  v é r t i c e  na co - 

b e r t u r a  minima que ou não pode f a z e r  p a r t e  de nenhum dos I S  I ca  - 

minhos d i  r e c i o n a d o s  que passam p e l o s  v é r t i c e s  do c o n j u n t o  i n d e  

penden te  máximo, ou e l e  pode p e r t e n c e r  a  u m  d e s t e s  caminhos mas 

n e s t e  c a s o  algum o u t r o  v é r t i c e  da c o b e r t u r a  sobra  n e s t a s  mesmas 

c o n d i ç õ e s .  

No p r i m e i r o  c a s o ,  o  v é r t i c e  que s o b r a  não é comparável 

com nenhum d a q u e l e s  do c o n j u n t o  S ,  o  que s i g n i f i c a  que o  conjun - 

t o  S não é máximo e  a  c o b e r t u r a  K não é minima. 

No segundo c a s o ,  e x i s t e m  d o i s  v é r t i c e s  na c o b e r t u r a  m i  - 

nima incomparáve i s  e n t r e  s i  e  comparãve i s  com u m  v é r t i c e  do con - 

j u n t o  S ;  aqui  duas s i  t u a ç õ e s  podem o c o r r e r :  

a  - a  a p l i c a ç ã o  r e c u r s i v a  do p r o c e s s o  de c o l o c a r  o  v é r t i c e  

que s o b r a  em u m  caminho e  d e t e r m i n a r  qual  o  novo v é r t i c e  de s o  - 

b r a ,  a t i n g e  u m  ponto em que e s t e s  d o i s  v é r t i c e s  s ã o  comparãvei s  

com apenas  u m  v é r t i c e  do c o n j u n t o  S  e d e s t a  forma podem s u b s t i  - 

t u i - 1 0 ,  i s t o  é:  o  c o n j u n t o  S  não é mãximo e  a  c o b e r t u r a  K não é 

mínima. 

b - a  a p l i c a ç ã o  r e c u r s i v a  do p r o c e s s o  de de te rminação  do 
t 

novo v é r t i c e  de s o b r a ,  é e f e t u a d a  I s (  v e z e s .  I s t o  s i g n i f i c a  que 

e x i s t e m  [ S I  + 1  v é r t i c e s  i n d e p e n d e n t e s ,  e  novamente o  c o n j u n t o  

S não é máximo e  a  c o b e r t u r a  K não é mrnima. 

Des ta  forma s e  I s I  < I K I ,  t em-se :  

menor número de c a d e i a s  < / S I  ( 3 )  
- 

De ( I ) ,  ( 2 )  e  ( 3 )  vem que o  menor número de c a d e i a s  e  

i g u a l  ao maior  número de e l emen tos  incomparávei  S .  I 



Exemplo 2.1 

C o n s i d e r e - s e  o  p o s e t  com a  r e p r e s e n t a ç ã o  da f i g u r a  

( 1 1 . 1 ) .  

Para  e s t e  p o s e t ,  se jam os c o n j u n t o s  K e  S da f i g u r a  

( I I . 2 ) ,  r e p r e s e n t a n d o  uma c o b e r t u r a  mínima e  u m  c o n j u n t o  i n d e  - 

penden te  máximo r e s p e c t i v a m e n t e .  

O maior  número de e l emen tos  independen tes  é q u a t r o ,  e  

com e f e i t o  e x i s t e m  q u a t r o  c a d e i a s  que cobrem a  r e p r e s e n t a ç ã o :  

3 .  CARACTERIZAÇÃO D E  POSETS 

O teorema de Di l w o r t h  r e l a c i o n a n d o  e1 ementos incomparã - 

v e i s  a  c a d e i a s ,  e  demonstrado na s e ç ã o  a n t e r i o r  com base  na - e  

q u i v a l ê n c i a  com o  problema de c o b e r t u r a  minima, p e r m i t e  a  formu - 

l a ç ã o  de algumas q u e s t õ e s  i n t e r e s s a n t e s  que s e r ã o  examinadas a  

s e g u i  r .  

E i n t e r e s s a n t e  o b s e r v a r  que a  e q u i v a l ê n c i a  usada  p a r a  

demons t ra r  o  teorema de D i l w o r t h ,  não i m p l i c a  s e r  e l e  u m  p r o b l e  - 

ma NP-completo uma vez que o  problema de c o b e r t u r a  de v é r t i c e s  

o  é. O problema de Di lwor th  enunc iado  como: dado u m  p o s e t  ( X y R ) y  

a c h a r  o  menor número de c a d e i a s  d i s j u n t a s  que o  cobrem, admi te  

s o l  ução pol inomi a1 em tempo. 

Usando-se uma s o l  ução o b t i d a  p a r a  o  problema de Dilworth 

formulado p a r a  um p o s e t  (X ,R) ,  não é p o s s i v e l  - em g e r a l  - ob - 

t e r  uma r e p r e s e n t a ç ã o  que o  c a r a c t e r i z a ,  i s t o  é :  o b t e r  u m  dos 

di  g r a f o s  a c i c l i  cos t r a n s i  t i  vos que contem todas  a s  c a r a c t e r i s t i  - 

cas  do p o s e t  em exame, mas obtem-se um c o n j u n t o  de d i g r a f o s  a c í  - 
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c l i c o s  t r a n s i t i v o s  que  dão o r i g e m  a  mesma c o b e r t u r a .  

D e s t a  f o rma  a lgumas q u e s t õ e s  que  podem s e r  imed i a t amen  - 

t e  f o r m a u l a d a s  s ã o :  

I .  v á r i a s  c o b e r t u r a s  minimas s ã o  p o s s í v e i s  p a r a  u m  p o s e t  

( X y R )  ; a1 gumas de1 a s  o  c a r a c t e r i z a  u n i  vocamente?  

11. p a r a  um p o s e t  (XyR) e  uma c o b e r t u r a  minima,  é p o s s i v e l  

a p r e s e n t a r  um a l g o r i  tmo p o l i n o m i a l  em tempo,  q u e  g e r e  

t o d a s  a s  r e p r e s e n t a ç õ e s  d i f e r e n t e s  que  possuem e s s a  co - 

b  e r t u r a ?  

111. 6 p o s s i v e l  a p r e s e n t a r  u m  a l g o r i  tmo p o l i n o m i a l  em tem 

po que  acha  uma c o b e r t u r a  mínima c a r a c t e r i z a n d o  u n i v o  - 

camen t e  o  p o s e t ?  

As c o n s i d e r a ç õ e s  aqu i  s ã o  s i m p l e s .  E n e c e s s á r i o  em p r i  - 

m e i r o  l u g a r ,  o b s e r v a r  que  ao s e  f o r n e c e r  uma c o b e r t u r a  minima 

como u m  c o n j u n t o  de c a d e i a s  fo rmadas  p e l o s  e l e m e n t o s  de X ,  a s s u  - 

me-se que a  ordem com que  o s  e l e m e n t o s  apa r ecem l i s t a d o s  n a s  c a  - 

d e i a s ,  r e s p e i t a  a  o r d e n a ç ã o  p a r c i a l  dos mesmos no p o s e t .  Assim, 

p o r  e x e m p l o ,  s e  a s  c a d e i a s  s ã o  ( 1 , 2 , 3 )  e  ( 4 , 5 ) ,  s e g u e - s e  que  

1  > 2 > 3  e  4 > 5 .  

D e s t a  f o r m a ,  p a r a  q u e  q u a l q u e r  d a s  c o b e r t u r a s  minimas 

c a r a c t e r i z e  uni vocamente  o  p o s e t ,  é n e c e s s á r i o  q u e  p e l o  menos 

t o d a s  a s  a r e s t a s  de uma r e p r e s e n t a ç ã o  r e d u z i d a  do  p o s e t  a p a r e  - 

çam impl i c i  t a m e n t e ;  i s t o  o c o r r e  quando  

o u ,  d i t o  de o u t r a  f o r m a :  quando  a  r e p r e s e n t a ç ã o  r e d u z i d a  do po- 



s e t  é uma á r v o r e .  

3 . 2 .  QUESTÃO I 1  

E s t a  q u e s t ã o  d e s p e r t a  i m p l i c a ç õ e s  m a i s  i n t e r e s s a n t e s .  

C o n s i d e r e - s e  u m  p o s e t  P = (X,R)  com X = { a , b , c , d l  e  a  r e l a  - 

ç ã o  R é - > . 
S u p o n h a - s e  q u e  uma c o b e r t u r a  mTnima p a r a  P é d a d a  p e  - 

l a s  c a d e i a s  { a , b )  e  { c , d l .  Uma v e z  q u e  uma r e p r e s e n t a ç ã o  d o  po  - 

s e t  P ,  p o d e  s e r  o b t i d a  p o l i n o m i a l m e n t e  ( p o r  a l g o r i t m o  d e  f e c h a  - 

m e n t o  t r a n s i t i v o )  a  p a r t i  r d e  uma r e p r e s e n t a ç ã o  r e d u z i d a ,  uma 

r e s p o s t a  em t e r m o s  d e  D r  é v á l i d a  p a r a  a  q u e s t ã o  q u e  f o i  f o r m u  - 

l a d a  em t e r m o s  de D t .  

Q u a n t o s  D r  d i s t i n t o s  podem s e r  g e r a d o s  com e s s a .  c o b e r  - 

t u r a  m í n i m a ?  A q u e l e s  a p r e s e n t a d o s  n a  f i g u r a  ( 1 1 . 3 ) .  

O b s e r v e - s e  a q u i ,  q u e  a  c o b e r t u r a  minima { a , b ) ,  { c , d l  

sÕ c a r a c t e r i z a  u n i v o c a m e n t e  o  p o s e t  da  r e p r e s e n t a ç ã o  d a  f i g u r a  

( I I . 3 . b ) .  

P a r a  r e s p o n d e r  a  q u e s t ã o  1 1 ,  um e s q u e m a  de  s o l u ç ã o  é o  

d e  g e r a r  um D r  p a r a  a  c o b e r t u r a  minima a p r e s e n t a d a  e ,  em s e g u i  - 

d a ,  e f e t u a r  a  v e r i f i c a ç ã o  d e  i s o m o r f i s m o  d o s  d i g r a f o s  r e d u z i d o s  

j á  o b t i d o s  e  n ã o  i s o m o r f o s ,  com e s t e  ú l t i m o .  

Na t e n t a t i v a  d e  a p r e s e n t a ç ã o  d e  um a1 g o r i  trno p a r a  e s t e  

e s q u e m a  d e  s o l  u ç ã o ,  d e v e  s e r  c o n s i d e r a d o :  

a - um p r o c e s s o  d e  e n u m e r a ç ã o  p a r a  a  g e r a ç ã o  s i s t e m á t i c a  dos 

D r  p e r t i n e n t e s  à c o b e r t u r a  mín ima  a p r e s e n t a d a .  1 s  t o  é f a c i  lmen - 

t e  c o n s e g u i d o  p o r  um a l g o r i  trno d e  g e r a ç ã o  d e  p e r m u t a ç õ e s  em q u e  

a  p o s i ç ã o  r e l a t i v a  d e  a l g u n s  e l e m e n t o s  n ã o  p o d e  s o f r e r  a l t e r a  - 

cão.  E s t e  p r o c e s s o  tem c o m p l e x i d a d e  l i n e a r  em t empo  p a r a  c a d a  
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d i g r a f o  d a  s o l u ç ã o ;  

b  - s e  o  p r o b l e m a  de  v e r i f i c a ç ã o  d e  i s o m o r f i s m o  e n t r e  d i g r a  - 

f o s  a c 7 c l i  c o s ,  admi t e  s o l  u ç ã o  p o l i n o m i  a1 em t e m p o ,  e n t ã o  o  a1 go - 

r i t m o  p a r a  a  q u e s t ã o  I 1  t e m  c o m p l e x i d a d e  p o l i n o m i a l  em t empo  pa - 

r a  c a d a  d i g r a f o  D r ,  e  c o m p l e x i d a d e  p o l i n o m i a l  p a r a  a  o b t e n ç ã o  

d e  t o d o s  o s  d i g r a f o s  s e  e s t e s  s ã o  em número  l i m i t a d o  p o r  u m  po- 

l i n o m i o .  

c  - s e  o  p r o b l e m a  d e  v e r i f i c a ç ã o  de  i s o m o r f i s m o  e n t r e  d i g r a  - 

f o s  a c ~ c l i c o s  é d e  c o m p l e x i d a d e  e x p o n e n c i a l  em t e m p o ,  e n t ã o  o  

a l g o r i  tmo p a r a  a  q u e s t ã o  I 1  t e r á  c o m p l e x i d a d e  e x p o n e n c i a l  em 

t empo  p a r a  c a d a  d i g r a f o  D r .  

Aqui s e  p o d e  d i z e r  q u e  o  p r o b l e m a  c e n t r a l  r e s i d e  n a  ve  - 

r i f i c a ç ã o  d e  i s o m o r f i s m o  em g r a f o s ;  m a i s  p r e c i s a m e n t e  n o  p r o b l e  - 

ma de  i s o m o r f i s m o  d e  d igrafos  a c i c l i c o s .  O b s e r v e - s e  p o r  o u t r o  l a  - 

do  q u e  n a  c o l o c a ç ã o  d o s  t r ê s  p o n t o s  a n t e r i o r e s  n ã o  s e  c o n s t i t u i  

uma r e s t r i ç ã o  o  f a t o  de  s e  f a z e r  r e f e r ê n c i a  a  r e p r e s e n t a ç õ e s  r e  

d u z i d a s ,  uma v e z  q u e  o  f e c h a m e n t o  t r a n s i t i v o  e  a  r e d u ç ã o  t r a n s i  - 

t i v a  s ã o  o b t i d o s  p o r  a l g o r i t m o s  de  c o m p l e x i d a d e  p o l i n o m i a l  em 

t empo  e  e s p a ç o .  

Assim, n a q u e l a s  o b s e r v a ç õ e s ,  s e  é c o n s i d e r a d a  a  g e r a  - 

ç ã o  de d i g r a f o s  r e d u z i d o s ,  p o d e - s e  u s a r  o s  r e s u l t a d o s  e n c o n t r a  - 

d o s  em BOOTH ( 5 ) .  N e s s a  r e f e r ê n c i a ,  d e f i n e - s e  um g r a f o  o r i e n t a  - 

do como s e n d o  um d i g r a f o  sem l o o p s  e  o n d e  a  e x i  s t ê n c i a  d a  a r e s  - 

t a  'Cy,x] i m p l i c a  na  n ã o  e x i s t ê n c i a  da  a r e s t a  [ x , y l  ; e s t a  d e  - 

f i n i ç ã o  c o b r e  a  d e  d i g r a f o  r e d u z i d o  a q u i  u t i l i z a d a  e  e n t ã o  po- 

d e - s e  u s a r  o  s e g u i n t e  r e s u l t a d o :  



Teorema  2 . 3 .  - BOOTH ( 5 )  - 

O i s o m o r f i s m o  d e  g r a f o s  o r i e n t a d o s  é i s o m o r f i ç m o  com - 

p l e t o .  I 

I s t o  s i g n i f i c a  d i z e r  q u e  n ã o  e x i s t e  r e s t r i ç ã o  s i g n i f i  - 

c a t i v a  em t e r m o s  d e  c o m p l e x i d a d e ,  a o  se  f a z e r  i s o m o r f i s m o  e n  - 

t r e  d i g r a f o s  r e d u z i  dos, em r e l a ç ã o  a o  p r o b l e m a  g e r a l  d e  i s o m o r  - 

f i s m o .  

P o r  o u t r o  l a d o ,  e n c o n t r a - s e  em BOOTH ( 5 ) ,  G A R E Y  ( 1 2 )  

e  JOHNSON ( 2 0 ) ,  ( 2 1 ) ,  ( 2 2 ) ,  ( 2 3 ) ,  ( 2 4 ) ,  ( 2 5 ) ,  ( 2 6 ) ,  a  i n d i c a ç ã o  

de  q u e  o  p r o b l e m a  de  i s o m o r f i s m o  e n t r e  d i g r a f o s  a c i c l i c o s  t r a n  - 

s i  t i v o s  é um p r o b l e m a  em a b e r t o ;  a p a r e n t e m e n t e  s u a  c o m p l e x i d a d e  

n ã o  é m e n o r  q u e  a  de s e  v e r i f i c a r  o  i s o m o r f i s m o  e n t r e  d i g r a f o s  

r e d u z i d o s  e d e s t a  f o r m a ,  uma r e s p o s t a  a  q u e s t ã o  I 1  q u e  p a s s e  p e  - 

l a s  c o n s i d e r a ç õ e s  a n t e r i o r e s  l e v a  a  u m  a l g o r i t m o  em p r i n c i p i o  

p o u c o  e f i c i e n t e  em f u n s ã o  d o s  c o n h e c i m e n t o s  d e  q u e  s e  d i s p õ e  

a t u a l m e n t e .  

Uma a l t e r n a t i v a  p o s s i v e l  é p r o j e t a r  u m  a l g o r i t m o  q u e  

q u a n d o  d a  g e r a ç ã o  de u m  D r ,  g a r a n t a  s u a  u n i c i d a d e  sem a  n e c e s s i  - 

d a d e  de v e r i f i c a ç ã o  d e  i s o m o r f i s m o  com o s  d i g r a f o s  r e d u z i d o s  an  - 

t e r i o r m e n t e  g e r a d o s ;  é c l a r o  q u e  s e  e s t e  a l g o r i  tmo t e m  c o m p l e x i  - 

d a d e  p o l i n o m i a l  em t e m p o ,  o b t e m - s e  um a1 g o r i  tmo p a r a  a  q u e s t ã o  

I 1  com c o m p l e x i d a d e  p o l i n o m i a l  o u  e x p o n e n c i a l  em f u n ç ã o  d o  nüme - 

r o  de d i g r a f o s  r e d u z i  d o s  q u e  podem s e r  g e r a d o s .  

D e v e - s e  o b s e r v a r  e n t r e t a n t o  q u e  com e s t a  a1 t e r n a t i v a ,  

p o s s i v e l m e n t e  n ã o  s e  e v i t a  o  p r i m e i r o  e s q u e m a .  Q u a n d o  s e  c o n s i  - 

d e r a  um a l g o r i  tmo d e  c o m p l e x i d a d e  p o l i n o m i a l  em t empo  p o r  D r  g e  

r a d o ,  g a r a n t i n d o  a  uni  c i d a d e  d e  c a d a  g e r a ç ã o ,  a p a r e n t e m e n t e  a d  

m i t e - s e  s e r  p o s s í v e l  d e f i n i r  u m  c o n j u n t o  d e  i n v a r i a n t e s  ml'nimo e 



c o m p l e t o  - i s t o  é :  n e c e s s ã r i o  e  s u f i c i e n t e  - que  c a r a c t e r i z a  o  

i s o m o r f i s m o  de d i g r a f o s  a c í c l i  oos , s e n d o  d e s t a  f o rma  p o s s i v e l  

l i s t a r  a p e n a s  a q u e l e s  não i s o m o r f o s ,  sem um p r o c e s s o  de  compara  - 

ç ã o  e s t r u t u r a l  e n t r e  e l e s .  Assim a s  c o n s i d e r a ç õ e s  a n t e r i  o r e s  

também s ã o  a p l  i c á v e i  s a q u i  , examinando - se  o  p r o c e s s o  de g e r a ç ã o  

com uma p a r t e  e n u m e r a t i v a  e  uma f u n ç ã o  que  c a r a c t e r i z e  i n v a r i ã n  - 

tia; s e  e s t a  f u n ç ã o  pode s e r  v e r i f i c a d a  p o l i n o m i a l m e n t e  o  a l g o -  

r i t m o  p a r a  a  q u e s t ã o  I 1  é p o l i n o m i a l  em tempo p o r  d i g r a f o .  

E m  r e sumo ,  uma r e s p o s t a  p a r a  a  q u e s t ã o  I 1  e s t ã  a p a r e n  

t e m e n t e  r e l a c i o n a d a  com a s  r e s p o s t a s  p a r a  a s  s e g u i n t e s  pe rgun  - 

t a s  : 

a  - a  v e r i f i c a ç ã o  de i s o m o r f i s m o  e n t r e  d i g r a f o s  a c i c l  i cos ad - 

m i t e  a l g o r i t m o  de complex idade  p o l i n o m i a l  em tempo ou é i n t r i n  - 

s e c a m e n t e  de n a t u r e z a  e x p o n e n c i  a l ?  

. b  - é p o s s í v e l  d e f i n i  r um c o n j u n t o  de i n v a r i a n t e s  p a r a  o  

p r ob l ema  de i s o m o r f i s m o  de di g r a f o s  a c i c l i c o s ,  com v e r i f i c a ç ã o  

p o r  a1 g o r i  tmo de compl e x i  dade  p o l i  nomi a1 em tempo? 

3 .3 .  OUESTÃO I 1 1  

Uma c o b e r t u r a  minima d e s t e  t i p o ,  deve  c o n t e r  p e l o  me - 

nos  t o d a s  a s  a r e s t a s  da r e p r e s e n t a ç ã o  r e d u z i d a ,  e  d e s t a  fo rma  

deve  s e r  p e r m i t i d a  a  r e p e t i ç ã o  de e l e m e n t o s  nas  c a d e i a s  o b t i d a s  

como s o l u ç ã o  p a r a  o  p rob l ema  de D i l w o r t h  f o r m u l a d o  p a r a  u m  pg 

s e t  ( X , R ) ;  em f u n ç ã o  d e s t a  o b s e r v a ç ã o  s e r á  u sada  p a r a  e s t a  co  - 

b e r t u r a  a  denominação  de --- c o b e r t u r a  - minima r e l a x a d a  ou C M R .  --- 

P a r a  s e  m o s t r a r  o  s i g n i f i c a d o  da C M R ,  c o n s i d e r e - s e  o  

exemplo  a  s e g u i r :  



Exemplo  2 . 2  - 

S e j a  um p o s e t  ( X y R )  com o s  e l e m e n t o s  e  s u a  o r d e n a ç ã o  

p a r c i a l  r e p r e s e n t a d o s  p e l o  d i  g r a f o  d a  f i g u r a  ( I I . 4 . a ) .  

Da r e p r e s e n t a ç ã o  r e d u z i  d a ,  f i g u r a  ( I I . 4 . b ) ,  o b s e r v a -  

s e  q u e :  

(1  , 2 , 4 ) ,  { 3 , 5 )  é uma CM.  

1 2 4  { 3 , 2 , 5 1  é uma C M R .  A 

Nes t e  exempl  o ,  

l E r l  < I V I  

d 

A i n d a  q u a n d o  a  r e p r e s e n t a ç ã o  r e d u z i d a  n ã o  s e j a  uma a r  - 

v o r e ,  o  r e l a x a m e n t o  de  uma c o b e r t u r a  min ima p o d e  c a r a c t e r i z a r  

u n i v o c a m e n t e  o  p o s e t ,  mas i s s o  nem s e m p r e  o c o r r e ;  d e s t a  f o r m a ,  

q u a n d o  

I E r I  1 I v l  

a  s i t u a ç ã o  é m a i s  c o m p l e x a .  

C o n s i d e r e - s e  o s  e x e m p l o s  2 . 3  e 2 . 4  a  s e g u i r .  

S e j a  um p o s e t  ( X y R )  d a d o  p e l a  r e p r e s e n t a ç ã o  r e d u z i d a  

d a  f i g u r a  ( 1 1 . 5 ) .  

Neste e x e m p l o ,  

A q u i ,  o  r e l a x a m e n t o  d a  c o b e r t u r a  mín ima  p e l a  i n c l u s ã o  
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dos  v é r t i c e s  1  e  6  nos  s e g u n d o  e  t e r c e i r o  b l o c o s  r e s p e c t i v a m e n  - 

t e  não f o i  s u f i c i e n t e  p a r a  a  e s p e c i f i c a ç ã o  da a r e s t a  1 3 , 5 9 .  

E s i m p l e s  v e r i f i c a r  que  não e x i s t e  c o b e r t u r a  mínima r e  - 

l a x a d a  com o  mesmo número de c a d e i a s  que o  de uma c o b e r t u r a  m i  - 

n ima ,  uma vez  que e x i s t e m  p e l o  menos q u a t r o  caminhos a  p a r t i r  

dos  v é r t i c e s  3  e  6 .  A 

S e j a  o  p o s e t  ( X , R )  com a  r e p r e s e n t a ç ã o  dada  n a  f i g u r a  

( 1 1 . 6 ) .  

Ainda a q u i ,  

I E r I  = I V I  

C3 ,2 ,11 ,  { 6 , 4 , 5 1 ,  ( 71  é uma C M .  

{ 3 , 2 , 1 1 ,  { 6 , 4 , 5 , 1 1 ,  { 6 , 7 , 5 1  é uma C M R .  A 

E m  resumo,  a  c o b e r t u r a  m7'nima r e l a x a d a  tem o  mesmo n Ü  - 
mero de c a d e i a s  que uma c o b e r t u r a  minima quando 

Porém quando  

q u a n t a s  c a d e i a s  s ã o  n e c e s s á r i a s  p a r a  a  c a r a c t e r i z a ç ã o  u n i v o c a  

do p o s e t ?  

P a r a  r e s p o n d e r  a  e s t e  p e r g u n t a ,  s e r ã  d e s e n v o l v i d a  uma 

s o l  ução com b a s e  em r e s u l t a d o s  e n c o n t r a d o s  em B O G A R T  ( 3 )  ; i n i  - 

c i a l m e n t e  s e r á  f e i t a  uma a p r e s e n t a ç ã o  do esquema de  s o l u ç ã o  de - 

s e n v o l  v i d o  n e s t a  r e f e r ê n c i a  u sando - se  uma l i nguagem mai s simples 

e  em s e g u i d a  s e r ã o  f e i t a s  c o n s i d e r a ç õ e s  a1 g o r i  t m i c a s  não c o n t i  - 



F i g u r a  1 1 . 5  - 



das  n a q u e l e  t r a b a l h o ,  a lém da p r o p o s t a  de u m  o u t r o  p r o c e s s o  q u e  

conduz a  um m e l h o r  desempenho em tempo. 

4 .1  .- - CARACTERIZAÇÃO DE. B O G A R T  

P a r a  B o g a r t ,  em u m  p o s e t  ( X , R ) ,  uma - c o b e r t u r a  é u m  p.ar 

&a,b] que  i m p l i c a  em um caminho e n t r e  a  e  b  na  r e p r e s e n t a s ã o  do  

p o s e t ,  i s t o  é :  

a  a r e s t a  b , b g  da r e p r e s e n t a ç ã o  do p o s e t  6 uma c o b e r t u r a .  

Duas c o b e r t u r a s  a  e  [c,dl s ã o  c o m p a r á v e i s ,  s e  a  e  

b  s ã o  comparávei  s  ( r e l  a t i  vamen t e  a  R )  , cada  um de1 e s  , com c  e  

d .  

Como é p o s s i v e l  r e l a c i o n a r  e s s a s  c o b e r t u r a s  de  fo rma a  

c a r a c t e r i z a r  uni vocamente o  p o s e t ?  C o n s i d e r e - s e  o  s e g u i n t e  r e  - 

s u l  t a d o  : 

Teorema 2 . 4 .  - B O G A R T  ( 3 )  - 

Se  um c o n j u n t o  f i n i t o  p a r c i a l m e n t e  o r d e n a d o  ( X , R ) ,  tem 

um c o n j u n t o  de r c o b e r t u r a s  i ncomparãve i  s ,  mas nenhum c o n j u n t o  

com r + 1  c o b e r t u r a s  i n c o m p a r ã v e i s ,  e  tem i e l e m e n t o s  i s o l a d o s ,  

e n t ã o  e l e  pode s e r  c a r a c t e r i  zado uni vocamente  p o r  r + i  ca  - 

d e i  a s .  I 

P a r a  a  p rova  d e s t e  t e o r e m a ,  f a z - s e :  

a )  K é a  c o l e ç ã o  de t o d a s  a s  c o b e r t u r a s  de ( X , R )  



b )  K é p a r c i a l m e n t e  o r d e n a d a  p o r  uma r e l a ç ã o  T  d e f i n i d a  p o r :  

[ a , b l  T [Ic,dq_ s e  a  R c  e o u  b  R c  o u  b  = d .  

D e s t a  f o r m a  6 o b t i d o  um p o s e t  ( K , T ) ,  t a l  q u e  n a  s u a  re  - 

p r e s e n t a ç ã o ,  o s  v é r t i c e s  s ã o  a s  a r e s t a s  d o  d i g r a f o  t r a n s i t i v o  

q u e  r e p r e s e n t a  o  p o s e t  ( X y R ) .  A g o r a ,  r e s o l v e n d o - s e  o  p r o b l e m a  

de  D i l w o r t h  f o r m u l a d o  p a r a  o  p o s e t  ( K , T ) ,  o b t e m - s e  o  m e n o r  núme - 

r o  de c a d e i a s  q u e  o  c o b r e m  e q u e  s ã o  f o r m a d a s  p o r  a r e s t a s  compa - 

r á v e i s  d o  p o s e t  ( X , R ) .  

S e j a  e n t ã o  um p o s e t  ( X , R ) ,  r e p r e s e n t a d o  p o r  um D t  e p a  

r a  o  q u a l  s e  d e s e j a  d e t e r m i n a r  uma c o b e r t u r a  m í n i m a  q u e  o  c a r a c  - 

t e r i  z a  u n i  v o c a m e n t e ;  o  e s q u e m a  d o  a1  g o r i  tmo i n d u z i d o  p e l o  t e o r e  - 

ma 2 . 4  é a p r e s e n t a d o  a  s e g u i r .  

ALGORITMO BOGART - 

e n t r a d a :  p o s e t  (X,R)  r e p r e s e n t a d o  p o r  D t  

s a í d a :  s e q u ê n c i a  d e  c o n j u n t o s  d e  a r e s t a s  d e  D t  q u e  c a r a c t e r i  - 

zam u n i v o c a m e n t e  ( X , R ) .  

1 .  p a r a  c a d a  p a r  Ca.b] E E t  - uma c o b e r t u r a  - v e r i f i c a r  q u a i s  

p a r e s  Ic,d] - t o d a s  a s  o u t r a s  c o b e r t u r a s  - s ã o  com e l e  o r  - 

d e n á v e i s  s e g u n d o  a  r e l a ç ã o  T  d e f i n i d a  como: 

b , b ]  T I c , a  s e  a  R c  e  o u  b  R c  o u  b  = d .  

I s t o  é :  o b t e r  o  D t  q u e  r e p r e s e n t a  ( K , T ) .  

2 .  a c h a r  uma c o b e r t u r a  min ima  p a r a  o  p o s e t  ( K , T ) .  

3. Fim.  

A c o r r e ç ã o  d e s t e  a l g o r i t m o  advém da p r o v a  d o  t e o r e m a  

2 . 4 .  A c o m p l e x i d a d e  em tempo  é o b t i d a  com b a s e  n a s  p r o p o s i ç õ e s  

a  s e g u i r .  



Lema 2 . 2  -- 

- 
A c o m p l e x i d a d e  em tempo  do p a s s o  1  d o  a l g o r i  tmo e  

O(I E t l  ') n o  p i o r  c a s o .  

P r o v a  

0 s  e l e m e n t o s  d a  c o l e ç ã o  K s ã o  o s  p a r e s  [a,b] , a r e s  t a s  

d o  D t  q u e  r e p r e s e n t a  ( X y R ) .  
d E n e c e s s á r i o  v e r - i f i c a r  s e  um p a r  t a , b l  e  c o m p a r ã v e l ,  

s e g u n d o  a r e l a ç ã o  T y  com c a d a  um d o s  Cc,d] E E t ;  t e m - s e  e n t ã o  

[ E t /  - 1  t e s t e s  p a r a  a  v e r i f i c a ç ã o  de c o m p a r a b i l i d a d e  e n t r e  

a r e s t a s .  Como o  n ú m e r o  d e  p a r e s  é 1 ~ ~ 1 ,  s ã o  n e c e s s á r i o s  j E t l  
2  

t e s t e s  n o  p i o r  c a s o .  

Lema 2 . 3  

- 
A c o m p l e x i d a d e  em tempo do  p a s s o  2  d o  a l g o r i  tmo e  

O ( l E t I  5 '2) no  p i o r  c a s o .  

P r o v a  -- 

O p r o b l e m a  d e  D i l w o r t h  é e q u i v a l e n t e  ao  p r o b l e m a  d e  

m a t c h i n g  máximo em g r a f o s  b i p a r t i t e s ;  e n t ã o  p a r a  o  p o s e t  ( K , T ) ,  

a  d e t e r m i n a ç ã o  d e  uma c o b e r t u r a  min ima  é f e i t a  em tempo  p r o p o r  - 

c i o n a l  a   VI^'^, o n d e  V é o  c o n j u n t o  de  v é r t i c e s  d o  D t  q u e  re - 

p r e s e n t a  ( K y T ) .  

Como o  c o n j u n t o  V d o  d i g r a f o  q u e  r e p r e s e n t a  ( K y T ) ,  tem 

como e l e m e n t o s  a s  a r e s  t a s  do  d i  g r a f o  q u e  r e p r e s e n t a  ( X  ,R)  , vem 

q u e  o  t empo  é d a d o  p o r  [ E t \  5'2 no  p i o r  c a s o .  rn 



T e o r e m a  2 . 5  -- 

A c o m p l e x i d a d e  em tempo  d o  a l g o r i  tmo BOGART é O(IEtl 5/21 

n o  p i o r  c a s o .  

P r o v a  

Como o  passo 1  e o  p a s s o  2  d o  a l g o r i t m o ,  s ã o  e x e c u t a  

d o s  s e q u e n c i ~ a l m e n t e  e uma v e z  p o r  p o s e t  de  e n t r a d a ,  a  c o m p l e x i  - 

d a d e  n o  p i o r  c a s o  é a  m a i o r  c o m p l e x i d a d e  d o s  d o i s .  P e l o  1  ema 

2 . 3  é O ( I E t l  5 1 2 )  

Exemplo  2 . 5  -- 

S e j a  um p o s e t  (XyR) r e p r e s e n t a d o  p o r  um D t  d a d o  n a  f i  -. 

g u r a  ( I I . 7 . a ) .  Aqui  a  c o l e ç a o  K é d a d a  p o r :  

K = {D,q,p ,q ,111 , 5 1  y ~ 2 y 4 ~ y ~ 2 y 5 ~  , ~ 3 , 2 1  , L - ~ , ~ I ~ L ~ ~ ~ D  

O p a s s o  1  f o r n e c e  o  d i g r a f o  d a  f i g u r a  ( I I . 7 . b ) ,  q u e  é r e  - 

p r e s e n t a ç ã o  d o  p o s e t  ( K , T ) .  A r e s o l u ç ã o  d o  p r o b l e m a  d e  D i l w o r t h  

f o r m u l a d o  p a r a  e s t e  p o s e t ,  i s t o  é :  o  r e s u l t a d o  d o  p a s s o  2  d o  a1 - 

g o r i  t m o ,  d á  como s e i s  o  m a i o r  n ú m e r o  d e  e l e m e n t o s  i n c o m p a r ã v e i  S. 

I s t o  s i g n i f i c a  q u e  a s  a r e s t a s  do  D t  d e  ( X , R )  podem s e r  a g r u p a  - 

d a s  em s e i s  c a d e i a s ,  d a n d o  uma c o b e r t u r a  q u e  c a r a c t e r i z a  u n i v o  - 

c a m e n t e  o  p o s e t .  

A q u i ,  um c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e  máximo é :  

, q ,  ~ 3 ~ 1 ,  AI, ~ 3 4 ,  D , 5 1 ,  ~ 3 ~ 5 1  

Este  c o n j u n t o  l e v a r i a  a  c o b e r t u r a :  
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4 . 2 .  CARACTERIZACÃO ALTERNATIVA 

Como a  r e p r e s e n t a ç a o  r e d u z i d a  p r e s e r v a  t o a a s  a s  c a r a c  - 

t e r 7 s t i c a s  do  p o s e t ,  p a r e c e  p r o m i s s o r  d e s e n v o l v e r  u m  a l g o r i  tmo 

q u e  u t i l i z e  a s  a r e s t a s  d e s t a  r e p r e s e n t a ç ã o  p a r a  se o b t e r  uma c o  - 

b e r t u r a  minima r e l a x a d a .  

P a r a  e s t a  c a r a c t e r i z a ç ã o ,  s e j a :  

a )  K 6 a  c o l e ç ã o  d e  a r e s t a s  E ,  d a  r e p r e s e n t a ç ã o  r e d u z i d a  d o  p g  

s e t  ( X y R ) .  

b )  K é p a r c i a l m e n t e  o r d e n a d a  p o r  uma r e l a ç ã o  T d e f i n i d a  p o r :  

[a,b] T  p , d ]  s e  b R c  

D e s t a  f o r m a  é o b t i d o  u m  p o s e t  (K ,T)  com D t  c u j o s  v é r t i  - 

c e s  s ã o  a s  a r e s t a s  d o  d i g r a f o  r e d u z i d o  q u e  r e p r e s e n t a  o  p o s e t  

( X , R )  . A g o r a ,  r e s o l v e n d o - s e  o  p r o b l e m a  d e  D i  l w o r t h  f o r m u l a d o  pa  - 

r a  o  p o s e t  ( K y T ) ,  o b t e m - s e  o  menor número  d e  c a d e i a s  q u e  o  c o  - 

brem e  q u e  s ã o  f o r m a d a s  p o r  a r e s t a s  c o m p a r á v e i s  d o  p o s e t  ( X , R ) .  

Aqui d e v e  s e r  o b s e r v a d o  q u e  e x i s t e  a  p o s s i b i l i d a d e  d o  s u r g i m e n  - 

t o  d e  e l e m e n t o s  i s o l a d o s ,  q u a n d o  6 f e i t a  a  o r d e n a ç ã o  d o s  e l e m e n  - 

t o s  da  c o l e ç ã o  K ;  s e  i s t o  a c o n t e c e ,  e s t e s  e l e m e n t o s  a p a r e c e m  -. i 

s o l a d a m e n t e  na c o b e r t u r a  d e  ( K , T )  e  c o n s e q u e n t e m e n t e  n a  c o b e r  - 

t u r a  q u e  c a r a c t e r i z a  un i  v o c a m e n t e  o  p o s e t  ( X , R ) .  

S e j a  e n t ã o  um p o s e t  ( X , R ) ,  r e p r e s e n t a d o  p o r  um D t  e  p: 

r a  o  q u a l  s e  d e s e j a  d e t e r m i n a r  uma c o b e r t u r a  mín ima  q u e  o  c a r a c  - 

t e r i z a  u n i v o c a m e n t e ;  o  e s q u e m a  d o  a l g o r i  trno i n d u z i d o  p e l a s  c o n  - 

s i d e r a ç õ e s  a n t e r i o r e s  é a p r e s e n t a d o  a  s e g u i  r .  



ALGORITMO C R  - 

e n t r a d a :  p o s e t  (XyR) r e p r e s e n t a d o  p o r  D t  

s a i d a :  s e q u ê n c i a  d e  c o n j u n t o s  d e  a r e s t a s  d o  D r  o b t i d o  d e  D t y  

q u e  c a r a c t e r i  zam un i  v o c a m e n t e  ( X,R) . 
1 .  o b t e r  o  D r  d e  ( X , R ) ,  p o r  r e d u ç ã o  t r a n s i t i v a  d e  D t .  

2 .  p a r a  c a d a  p a r  [ a ,b ]E  E r  - um e l e m e n t o  d e  K - v e r i f i c a r  

q u a i s  p a r e s  r c , a  - t o d a s  a s  d e m a i s  a r e s t a s  E ,  - s ã o  com 

e l e  o r d e n ã v e i s  s e g u n d o  a  r e l a ç ã o  T  d e f i n i d a  como: 

[a,b] T  [cyd] s e  b  R c  

I s t o  é :  o b t e r  o  D t  q u e  r e p r e s e n t a  ( K , T ) .  

3.  a c h a r  a  c o b e r t u r a  minima p a r a  o  p o s e t  ( K , T ) .  

4 .  F i m .  

A c o r r e ç ã o  d e s t e  a l g o r i  tmo é o b t i d a  p e l o s  r e s u l t a d o s  

e s t a b e l e c i d o s  a  s e g u i r .  

Lema 2 . 4  

A c o b e r t u r a  minima o b t i d a  p a r a  o  p o s e t  ( K y T ) ,  e n v o l v e  

t o d a s  e  a p e n a s  a s  a r e s t a s  da  r e p r e s e n t a ç ã o  r e d u z i d a  d o  p o s e t  

( X , R ) .  

P r o v a  

P a r a  a  o b t e n ç ã o  d e  ( K , T ) ,  f a z - s e  K como s e n d o  o c o n j u n  - 

t o  d a s  E r  do D r  d e  ( X y R ) ;  a  c o b e r t u r a  mínima p a r a  o  p o s e t  ( K , T )  

e n v o l v e  t o d o s  e  a p e n a s  e l e m e n t o s  d e  K ,  l o g o  a  p r o p o s i ç ã o  é v e r  - 

d a d e i  r a  . I 



Lema 2 . 5  - 

Uma c o b e r t u r a  mín ima p a r a  ( K , T ) ,  f o r n e c e  o  m e n o r  nÚme - 

r o  d e  c a d e i a s  em q u e  podem s e r  a g r u p a d a s  a s  E ,  d o  D r  d e  ( X , R ) .  

P r o v a  

Os e l e m e n t o s  d e  K s a o  o s  e l e m e n t o s  d o  c o n j u n t o  E ,  d o  

D r  d e  ( X , R ) .  P a r a  s e  o b t e r  uma c o b e r t u r a  mín ima  d e  ( K , T ) ,  u s o u -  

s e  o  r e s u l t a d o  d e  D i l w o r t h  q u e  a g r u p a  m i n i m a m e n t e  o s  e l e m e n t o s  

d e  K ,  l o g o  a  p r o p o s i ç ã o  é v e r d a d e i r a .  rn 

T e o r e m a  2 . 6  

O a l g o r i t m o  C R  d á  o  m e n o r  c o n j u n t o  d e  c a d e i a s  q u e  c a  - 

r a c t e r i  zam u n i v o c a m e n t e  um p o s e t  f o r n e c i  d o  como e n t r a d a .  

P r o v a  -- 

Dos l e m a s  2 . 4  e 2 . 5  v e - s e  q u e  o  a l g o r i t m o  d á  o menor  

n ú m e r o  d e  c a d e i a s  em q u e  podem s e r  a g r u p a d a s  a s  a r e s t a s  d o  D r ,  - 
r e p r e s e n t a ç ã o  r e d u z i  da de  ( X , R )  , l o g o  a  p r o p o s i ; ç ã o  e v e r d a d e i  - 

r a .  

Para a  compl  e x i  d a d e  em tempo  d o  a1  g o r i  t m o ,  a s  c o n s i d e r a  - 

ç õ e s  a  s e g u i r  s ã o  s u f i c i e n t e s .  

Lema 2 . 6  

& 

A c o m p l e x i d a d e  em tempo  d o  p a s s o  1  d o  a l g o r i  tmo e 

O ( l V 1 .  I E t l )  no  p i o r  c a s o .  



Pr ova  -- 

A c o m p l e x i d a d e  em tempo de  u m  a l g o r i t m o  que  ob tem o  f e  - 

chamento  t r a n s i t i v o  de um d i g r a f o  a c y c l i c o  D = (V,E)  é d a d a  p o r  

U ( I V 1 .  ] E \ )  no p i o r  c a s o .  P o r  o u t r o  l a d o ,  como c o l o c a d o  em 
- 

AHO(1),  o  p rob lema de d e t e r m i n a ç ã o  da r e d u ç ã o  t r a n s i t i v a  e  

e q u i v a l e n t e  ao de f e c h a m e n t o  t r a n s i t i v o  e  pode s e r  d e t e r m i n a d a  

p o r  a l g o r i t m o  de mesma c o m p l e x i d a d e .  D e s t a  forma é n e c e s s á r i o  - e  

f e t u a r  \ V I .  I E t l  o p e r a ç õ e s  no p i o r  c a s o .  

Lema 2 . 7  - 

A c o m p l e x i d a d e  em tempo do p a s s o  2  do a1 g o r i t m o  C R  é 
2 O ( I E r I  ) no p i o r  c a s o .  

P rova  -- 

Os e1  emen t o s  da c01 e ç ã o  K s ã o  o s  p a r e s  I a  ,b] , a r e s  t a s  

do D r  que  r e p r e s e n t a  de  fo rma  r e d u z i  da (X ,R) .  

E n e c e s s á r i o  v e r i f i c a r  s e  um p a r  [a,b;a é c o m p a r á v e 1 , s e  - 

gundo a  r e l a ç ã o  T ,  com cada  um dos k , d ] 6  E,;  t e m ~ s e  e n t ã o  

I E , I  - 1  t e s t e s  p a r a  a  v e r i f i c a ç ã o  de c o m p a r a b i l i d a d e  e n t r e  - a  

r e s t a s .  Como o  nümero de  p a r e s  é 1 E , s ã o  n e c e s s á r i o s  
2  

I E r l  

t e s t e s  no p i o r  c a s o .  

Lema 2 . 8  

H c o m p l e x i d a d e  em tempo do p a s s o  3 do a l g o r i t m o  C R  é 

O (  1 ~ ~ 1 ~ " )  no  p i o r  c a s o .  

P rova  

A s o l u ç ã o  p a r a  o  p rob l ema  de D i l w o r t h  f o r m u l a d o  s o b r e  o  



p o s e t  ( K , T )  é o b t i d a  em tempo p r o p o r c i o n a l  a  o n d e  V é o  

c o n j u n t o  d e  v é r t i c e s  d o  D t  q u e  r e p r e s e n t a  ( K , T ) .  A q u i ,  e s t e  con - 

j u n t o  V t e m  como e l e m e n t o s  a s  a r e s t a s  d o  c o n j u n t o  E r  d e  D r  q u e  

é r e p r e s e n t a ç ã o  r e d u z i d a  d e  ( X , R ) ;  d e s t a  f o r m a  o  t empo  é d a d o  

p o r  I E r I  512 no p i o r  c a s o .  

Teorema  2 . 7  - - 

A c o m p l e x i d a d e  em tempo d o  a l g o r i t m o  C R  é 

no p i o r  c a s o .  

P r o v a  

Como o s  p a s s o s  1 ,  2  e  3 d o  a l g o r i t m o ,  s ã o  e x e c u t a d o s  

s e q u e n c i a l m e n t e  e  uma v e z  p o r  p o s e t  d e  g n t r a d a ,  a  c o m p l e x i d a d e  

no p i o r  c a s o  é a  m a i o r  c o m p l e x i d a d e  d o s  t r ê s .  P e l o  l ema  2 . 8  é 

A1 ém d e s t a  a n ã 1  i s e  g e r a l  , a1  gumas o b s e r v a ç õ e s  a d i  c i o  - 

n a i  s devem s e r  f e i t a s .  

Ao s e  e x a m i n a r  o  p a s s o  1  d o  a l g o r i t m o  BOGART e  o  p a s s o  

2  d o  a l g o r i t m o  C R ,  v ê - s e  q u e  n o  p r i m e i r o  c a s o  p e l o  menos d u a s  

c o m p a r a ç õ e s  devem s e r  e f e t u a d a s ,  e n q u a n t o  q u e  n o  s e g u n d o  c a s o  

a p e n a s  uma c o m p a r a ç ã o  é n e c e s s á r i a ;  a l é m  d i s s o  no  a1  g o r i  tmo B O  - 

GART a s  c o m p a r a ç õ e s  s ã o  f e i t a s  s o b r e  a r e s t a s  d o  f e c h a m e n t o  t r a n  

s i t i v o ,  e n q u a n t o  q u e  n o  a l g o r i  tmo C R  a s  c o m p a r a ç õ e s  s e  f a z e m  s o  - 

b r e  a r e s t a s  da  r e d u ç ã o  t r a n s i t i v a .  D e s t a  f o r m a ,  p a r a  a  o b t e n ç ã o  

d a  r e p r e s e n t a ç ã o  do p o s e t  ( K , T ) ,  o  t r a b a l h o  r e a l i z a d o  em compa - 

r a ç õ e s  d e  v é r t i c e s  Ci d u a s  v e z e s  m a i o r  no a l g o r i  tmo BOGART. 

Porém a  d e f i n i ç ã o  da  r e l a ç ã o  T no a1 g o r i  tmo C R ,  e x i g e  

c u i d a d o  e s p e c i a l  n a  s u a  i m p l e m e n t a ç ã o ,  uma v e z  q u e  a o  s e  f a z e r  



c o m p a r a ç õ e s  e n t r e  a r e s  t a s  d o  d i  g r a f o  q u e  é r e p r e s e n t a ç ã o  r e d u z i  - 

da  d o  p o s e t  ( X Y R ) ,  n ã o  s e  o b t e m  d i r e t a m e n t e  a  r e p r e s e n t a ç ã o  - 

g r a f o  D t  - do p o s e t  ( K , T ) .  

I s t o  o c o r r e  s e m p r e  q u e  s e  t em u m  c a m i n h o  d e  compr imen  - 

t o  i g u a l  o u  m a i o r  do q u e  t r ê s  e  a s s i m  é n e c e s s á r i o  um t r a b a l h o  

a d i c i o n a l  n o  p a s s o  2  d o  a l g o r i t m o  C R ,  q u e  é o  e s t a b e l e c i m e n t o  

d e  uma o r d e n a ç ã o  t o p o l ó g i c a  s o b r e  o s  v é r t i c e s  d o  d i g r a f o  D r  ob  - 

t i d o  d o  p a s s o  1  ; a s  c o m p a r a ç õ e s  i n d i c a d a s  no p a s s o  2  s ã o  e n t ã o  

f e i t a s  a  p a r t i r  d e  v e r t i c e s  com g r a u  de  s a í d a  z e r o  e  r e t o r n a n d o  

a t é  o s  v g r t i c e s  com g r a u  d e  e n t r a d a  z e r o  c o n s i d e r a n d o - s e  q u e ,  

s e  [ l a ,b l  é c o m p a r á v e l  com Lc,d], e  também c o m p a r á v e l  com t o d a s  

a s  a r e s t a s  ( v é r t i c e s  d e  Dr) com a s  q u a i s  r c , d l  é c o m p a r á v e l .  Da - 

do  q u e  u m  a l g o r i t m o  d e  o r d e n a ç ã o  t o p o l ó g i c a  tem d e s e m p e n h o  em 

tempo d a d o  p o r  O(IVI + E )  no p i o r  c a s o ,  o  t r a b a l h o  a d i c i o  - 

n a 1  n o s  p a s s o s  e q u i v a l e n t e s  d o s  d o i s  a1 g o r i  tmos  é a p r o x i m a d a m e n  - 

t e  o  mesmo. 

A s e g u n d a  o b s e r v a ç ã o  s e  r e l a c i o n a  a o  ú1 t i m o  p a s s o  d e  

c a d a  a l g o r i  tmo.  A r i g o r ,  o  q u e  s e  d e t e r m i n a  n a  s o l u ç ã o  do p r o  - 

b l e m a  d e  D i l w o r t h  é O m a i o r  c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e  d e  v g r t i c e s  

do d i g r a f o  q u e  r e p r e s e n t a  o  p o s e t ;  p a r a  a  o b t e n ç ã o  d a  c o b e r t u r a  

min ima  é n e c e s s á r i o  um t r a b a l h o  a d i c i o n a l  q u e  e x i g e  t empo  n ã o  

s u p e r i o r  a o  q u e  s e  p r e c i s a  p a r a  a  d e t e r m i n a ç ã o  d o  c o n j u n t o  i n d e  - 

p e n d e n t e  mãximo.  

A f o r m a  d e  s e  o b t e r  uma c o b e r t u r a  mínima a  p a r t i r  d e  

u m  c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e  mãximo,  é d e  i m p o r t â n c i a  s e c u n d á r i a  no  

e s q u e m a  p r o p o s t o ,  e  d e s t a  f o r m a  f o i  omit ido n o s  d o i s  c a s o s .  

F i n a l m e n t e  d e v e  s e r  m e n c i o n a d o  q u e  e x i s t e m  a l g o r i t m o s  

s o f i s t i c a d o s  p a r a  a  o b t e n ç ã o  d o  p r o d u t o  d e  m a t r i z e s  b o l e a n a s  

com c o m p l e x i d a d e  l i m i t a d a  p o r  0 ( n Z a 5 )  no p i o r  c a s o .  Como e x i s  - 



t e  e q u i v a l ê n c i a  e n t r e  e s s e  p rob lema e  o  p rob lema do f e c h a m e n t o  

t r a n s i t i v o ,  o  lema 2 . 6  p o d e r i a  s e r  e n u n c i a d o  com u m  l i m i t e  de  

U ( I V ~ ~ * ~ )  no p i o r  c a s o ;  i s t o  não f o i  f e i t o ,  uma vez  q u e  na s  i m  - 

p lemen tações .  c o r r e s p o n d e n t e s  a  e s t e s  a l g o r i t m o s  é n e c e s s á r i o  i n  - 

t r o d u z i r  computações  a d i c i o n a i s  que  a1 t e r a m ,  p a r a  m a i s ,  a  ordem 

da compl e x i  d a d e .  

Exemelo 2 .6  

S e j a  u m  p o s e t  (X,R)  r e p r e s e n t a d o  p o r  u m  D t  dado na f i  

g u r a  ( I I . 8 . a ) .  

O p a s s o  1  f o r n e c e  o  d i g r a f o  da  f i g u r a  ( I I . 8 . b ) .  A co  - 

l e ç ã o  K é dada p o r :  

O p a s s o  2  f o r n e c e  o  d i g r a f o  da f i g u r a  ( I I . 8 . c )  , q u e  é 

r e p r e s e n t a ç ã o  do p o s e t  ( K , T ) .  Aqui em f u n ç ã o  da o r d e n a ç ã o  t o p o  - 

l õ g i c a  e f e t u a d a  a n t e s  da s  comparações  r e q u e r i  da s  pe l  a  r e l a ç ã o  T, 

o  p r o c e s s o  s e  i n i c i a  p e l a  a r e s t a  [3,4Q ; d e s t a  forma quando  é ve - 

r i f i c a d o  que E1 , 2 l  é comparável  com [2,33, uma vez q u e  [2,3] é 

comparáve l  com 63 ,49 ,  s e  d e t e r m i n a  em r e a l  i d a d e  que  e1 ,2] é com 

p a r á v e l  também com L 3 , q .  A r e s o l  ução d o  prob lema de Di l w o r t h  

f o r m u l a d o  p a r a  e s t e  p o s e t  dá como d o i s  o  ma io r  número de  e lemen - 

t o s  i n c o m p a r á v e i s ,  o  que  s i g n i f i c a  que  a s  a r e s t a s  do D r  de  ( X , R )  

podem s e r  a g r u p a d a s  em duas  c a d e i a s .  

U m  c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e  máximo é:  

Uma c o b e r t u r a  é :  



F i g u r a  11 .8  -- 



As p e r g u n t a s  que  surgem n a t u r a l  mente após  a  s o1 ução p r o  - 

p o s t a  na  s e ç ã o  a n t e r i o r  s ã o :  

I .  é p o s s y v e l  o b t e r  u m  a l g o r i t m o  mais  e f i c i e n t e  do que  o  a1 - 

g o r i t m o  C R  p a r a  a  d e t e r m i n a ç ã o  de uma c o b e r t u r a  mrnima r e  - 

1  a x a d a ?  

11. é p o s s i v e l  r e l a c i o n a r  o  número de c a d e i a s  na  c o b e r t u r a  m í  - 

nima de u m  p o s e t  ( X , R )  e  o  número de  c a d e i  as  em uma c0 - 

b e r t u r a  mTnima r e l a x a d a  que  o  c a r a c t e r i z a  u n i  vocamente?  

5 .1  . - QUESTÃO I 

Como v i s t o  n a  s e ç ã o  a n t e r i o r ,  p a r a  que  uma c o b e r t u r a  

c a r a c t e r i z e  un ivocamen te  u m  p o s e t  ( X , R )  , é n e c e s s ã r i o  que  u m  

c o n j u n t o  mínimo de r e l a ç õ e s  e n t r e  e l e m e n t o s  de X s e j a m  i n d i c a  - 

d a s .  E s s e  c o n j u n t o  de r e l a ç õ e s  é dado  p e l a s  a r e s t a s  do di g r a f o  

da  r e p r e s e n t a ç ã o  r e d u z i d a  do p o s e t .  

O a l g o r i  tmo C R  r e l a c i o n a  minimamente a s  a r e s t a s  do con - 

j u n t o  E r  com b a s e  no  r e s u l t a d o  de D i l w o r t h ;  como q u a l q u e r  c a b e r  - 

t u r a  minima que c a r a c t e r i z a  un ivocamen te  ( X , R )  , deve  n e c e s s a r i a  - 

mente  i n d u z i r  o  esquema de r e c u p e r a ç ã o  da s u a  r e p r e s e n t a ç ã o  r e  - 

d u z i d a ,  i s t o  é :  deve m o s t r a r  t o d o  o  r e l a c i o n a m e n t o  e n t r e  as ares - 

t a s  do c o n j u n t o  E , ,  uma s o l u ç ã o  mais e f i c i e n t e  que  a  do a l g o r i t  - 

mo C R  é ,  em p r i n c i p i o  uma s o l u ç ã o  mais  e f i c i e n t e  p a r a  o  p r o b l e  - 

ma de D i l w o r t h  e  s e u s  e q u i v a l e n t e s .  



5 . 2 .  QUESTÃO I 1  -- 

C o n s i d e r e - s e  um p o s e t  ( X y R )  e s u a  r e p r e s e n t a ç ã o  r e d u z i  - 
d a  D r .  S e j a  I  um c o n j u n t o  I  C X com o  m a i o r  n u m e r o  d e  e l e m e n  - 
t o s  i n c o m p a r á v e i s  e B C E r  um c o n j u n t o  com o  m a i o r  n ú m e r o  de  

a r e s t a s  i n c o m p a r á v e i s  n o  s e n t i d o  d a  s e ç ã o  4 . 2 .  

Uma r e l a ç ã o  q u e  a p a r e n t e m e n t e  s e  p o d e  o b t e r  d e  f o r m a  

d i r e t a ,  é a  da  c o n t e n ç ã o  m ú t u a  de  B e I ,  i s t o  é :  t o d o  B c o n t e m  

um c o n j u n t o  I  e / o u  d e  t o d o  I  s e  t i r a  d i r e t a m e n t e  um c o n j u n t o  B .  

E s t a  r e l a ç ã o  a p a r e n t e  n ã o  s e  v e r i f i c a  em g e r a l ,  como m o s t r a d o  

n a  f i g u r a  ( 1 1 . 9 ) .  

No p o s e t  d a d o  p e l a  r e p r e s e n t a ç ã o  r e d u z i d a  d a  f i g u r a  

( 1 1 . 9 . a )  , o  c o n j u n t o  B é d a d o  p o r :  

e  e x i s t e m  d o i s  c o n j u n t o s  I :  

Do c o n j u n t o  I 2  n ã o  é p o s s í v e l  o b t e r  d i r e t a m e n t e  o  c o n -  

j u n t o  B ,  p o r é m  i s t o  o c o r r e  com o  c o n j u n t o  I 1 ;  p o r  o u t r o  l a d o ,  

n e s t e  p o s e t ,  o  o o n j u n t o  B c o n t e m  um c o n j u n t o  I .  

S e j a  a g o r a  o  p o s e t  d a d o  p e l a  r e p r e s e n t a ç ã o  r e d u z i d a  d a  

f i g u r a  ( I I . 9 . b )  ; ;  c o n s i d e r e - s e  o s  c o n j u n t o s  B s e g u i n t e s :  

Aqui  a o  s e  c o n s i d e r a r  o  m a i o r  c o n j u n t o  i n c o m p a r á v e l  d e  

v é r t i c e s ,  o b t i d o  d e  B 1 ,  s e  t em 





que não formam um c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e  máximo pa ra  o  p o s e t ,  em - 

bora  de V I  s e  c o n s i g a  o b t e r  u m  c o n j u n t o  B .  Por  o u t r o  l a d o ,  o  

maior  c o n j u n t o  incomparável  de v é r t i c e s  o b t i d o  de B2 5 i n d e p e n -  

d e n t e  máximo p a r a  o  p o s e t .  

Des ta  forma,  as  a r e s t a s  de um c o n j u n t o  B  podem c o n t e r  

ou não u m  c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e  máximo p a r a  o  pose t ,po rem con - 
d 

tem u m  c o n j u n t o  de v é r t i c e s  incomparáve i s  V B  s o b r e  os  qua i  s  e  

p o s s i v e l  e s t a b e l e c e r  uma p r o p r i e d a d e .  

Teorema 2 . 8  

Se o  c o n j u n t o  V B  de um c o n j u n t o  B ,  não é u m  c o n j u n t o  I 

p a r a  o  p o s e t ,  não e x i s t e  c o n j u n t o  I t a l  que V B t  I .  

Prova -- 

Se V B  não é um c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e  máximo p a r a  o  po- 

s e t ,  é c l a r o  que I V B I  < 1 1 1 .  
Então s e  V B  f T, s e j a  v u m  v é r t i c e  incomparável  com 

os v é r t i c e s  de V B  e  t a l  que 

Pa ra  e s t e  v é r t i c e  v s ã o  v á l i d a s  a s  s e g u i n t e s  a f  i  rma -. 

ções  : 

a  - não e x i s t e  a r e s t a  e n t r e  v e  o s  v e r t i c e s  de V B .  

b - não e x i s t e  a r e s t a  com origem em v e  e x t r e m i d a d e  em qual  - 

q u e r  v é r t i c e  p e r t e n c e n t e  a  u m  caminho d i r e c i o n a d o  que 



a t i n g e  um v é r t i c e  de V B ,  nem a r e s t a  com origem em qual  - 

q u e r  v é r t i c e  p e r t e n c e n t e  a  um caminho d i r e c i o n a d o  a  p a r  - 

t i r  de um v é r t i c e  de V B  e  com ex t remidade  em v ,  porquê 

em q u a l q u e r  dos d o i s  c a s o s ,  v s e r i a  comparável com u m  

v é r t i c e  de V B -  

Como s e  e s  t ã  sempre examinando g r a f o s  conexos, ou 

c  - e x i s t e  a r e s t a  com origem em v e r t i c e  p e r t e n c e n t e  a  cami - 

nho d i r e c i o n a d o  que a t i n g e  u m  v é r t i c e  de V B ,  e  ex t r emi  - 

dade em v ou 

d  - e x i  s t e  a r e s  t a  com origem em v e  ex t r emi  dade em q u a l q u e r  

v é r t i c e  de um caminho d i r e c i o n a d o  com origem em um vé r  - 
- 

t i c e  de V B ;  em q u a l q u e r  dos d o i s  c a s o s ,  e s s a  a r e s t a  e  

incomparãvel  com a s  do c o n j u n t o  B e  d e s t a  forma e l e  p g  

de s e r  aumentado. 

Se e x i s t e  mais do que u m  v é r t i c e  v n e s t a s  c o n d i ç õ e s ,  a  

a n á l i s e  é i d ê n t i c a  e  d e s t a  forma a  s u p o s i ç ã o  de que VBC I é ab - 
s u r d a .  

Coro1 ã r i o  - 

Todo c o n j u n t o  V B  é u m  c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e  p a r a  o  d i  - 

g r a f o  que r e p r e s e n t a  o  p o s e t .  

Prova - 

U m  c o n j u n t o  V B  é o  maior  c o n j u n t o  inoomparável  p a r a  B 

que s e  c o n s t i t u i  em u m  s u b g r a f o  do D r  do p o s e t .  Como p e l o  

teorema 2 . 8  e l e  não pode s e r  aumentado, e l e  é u m  c o n j u n t o  i n d e  - 

penden te  pa ra  D r  e  em consequênc ia  é um c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e  

p a r a  D t .  



Teorema 2 . 9  

Prova -- 

Cada v é r t i c e  i  e I é i n c i d e n t e  com uma a r e s t a  do cii - 

g r a f o  que r e p r e s e n t a  o  p o s e t .  Como não e x i s t e  caminho d i r e c i o n a  - 

d o  e n t r e  os e l emen tos  do c o n j u n t o  I ,  as a r e s t a s  i n c i d e n t e s  a  e s  - 

t e s  v é r t i c e s  s ã o  i n c o n p a r á v e i  S .  Des ta  forma quando s e  c o n s i d e r a  

o  maior  e n t r e  i n ( i )  e  o u t ( i )  e  s e  e f e t u a  a  união  das a r e s t a s  as  - 

s im o b t i d a s  pa ra  cada i ,  s e  obtem u m  c o n j u n t o  de a r e s t a s  incom - 

p a r á v e i s  c u j a  c a r d i n a l i  dade é p e l o  menos i g u a l  a  c a r d i n a l  i d a d e  

de I ;  a s s i m ,  como B 6 u m  c o n j u n t o  de a r e s t a s  i n c o m p a r á v e i s ,  ne - 

c e s a r i  amente 



CAPÍTULO 111 - 

A R V O R E S  GERADORAS E N U M E R O  D E  DILWORTH - 

1  . - INTRODUÇÃO 

O problema de de te rminação  de uma á r v o r e  g e r a d o r a  pa 
r a  um g r a f o  G = ( V , A )  é u m  dos problemas c l á s s i c o s  na t e o r i a  

de g r a f o s  e  pa ra  e l e  e x i s t e m  a l g o r i t m o s  de comportamento p o l i  - 

nomial em tempo. 

Porém quando o  que s e  d e s e j a  é o b t e r  uma á r v o r e  ge ra  - 

dora  com c a r a c t e r i s t i c a s  p a r t i c u l a r e s  como maior número de f Ô  - 

l h a s ,  c o n t e r  u m  caminho e s p e c i f i c a d o  e n t r e  d o i s  v é r t i c e s ,  e t c ,  

é p o s s i v e l  que p a r a  a  s o l u ç ã o  não s e  c o n s i g a  u m  a l g o r i  tmo t ã o  

s i m p l e s  e  e f i  c i e n t e ;  em G A R E Y  ( 1  2)  e n c o n t r a - s e ,  por  exemplo,  

uma l i s t a  de t r e z e  problemas de á r v o r e s  g e r a d o r a s  que s ã o  N P -  

comple tos .  

Neste c a p i t u l o ,  i n i c i a l m e n t e  s ã o  f e i t a s  c o n s i d e r a ç õ e s  
- 

s o b r e  o  número de Di lwor th  de p o s e t s  o b t i d o s  a  p a r t i r  de a rvo  - 

r e s  g e r a d o r a s ;  ana l  i  s a - s e  em segu i  da o  problema de rni ni mi zação 

do número de Di lwor th  em á r v o r e s  g e r a d o r a s ,  po r  o r i e n t a ç ã o  que 

i n d u z  um p o s e t  e  por  o r i e n t a ç ã o  que r ep . r e sen ta  um p o s e t .  

U m  g r a f o  G = ( V , A )  admi te  em g e r a l ,  um número expo 

n e n c i a l  de á r v o r e s  g e r a d o r a s  como mos t rado ,  por  exemplo,  em 



DE0  ( 8 ) ;  o1 h a d a s  como s u b g r a f o s  c o n e x o s  de  G ,  n o t a - s e  q u e  o  n ú  - 

m e r o  de  D i l w o r t h  v a r i a  em f u n ç ã o  d a  e s t r u t u r a  d a  á r v o r e  mesma 

e d a  f o r m a  como a s  a r e s  t a s  s ã o  o r i e n t a d a s .  

Exemplo  3 . 1  

A f i g u r a  ( 1 1 1 . 1 )  m o s t r a  um g r a f o  G ;  n a  f i g u r a  ( 1 1 1 . 2 )  

s ã o  d a d a s  q u a t r o  á r v o r e s  g e r a d o r a s  de  G com o r i e n t a ç õ e s  t r a n s  - i  

t i v a s  e uma q u i n t a  com o r i e n t a ç ã o  q u e  i n d u z  um p o s e t .  

O n ú m e r o  d e  D i l w o r t h  é a  c a r d i n a l i d a d e  d o  c o n j u n t o  i n  - 

d e p e n d e n t e  máximo,  e p a r a  a s  á r v o r e s  a ,  b ,  c e d  d a  f i g u r a  

( I I I . 2 ) ,  e s s e s  c o n j u n t o s  s ã o  r e s p e c t i v a m e n t e :  C1 , 3 , 5 , 7 , 9 ) ,  

C1 , 3 , 5 , 6 , 9 ) ,  C 1 , 2 , 3 , 5 , 8 , 9 ) ,  (1  , 2 , 3 , 4 , 5 , 8 , 9 1 .  

A ã r v o r e  m o s t r a d a  n a  f i g u r a  ( I I I . 2 . e )  é a  mesma d a  f i  - 

g u r a  ( I I I . 2 . d )  p o r é m  com uma o r i e n t a ç ã o  n ã o  t r a n s i t i  v a ;  o  p g  

s e t  i n d u z i d o  t e m  n ú m e r o  d e  D i l w o r t h  i g u a l  a  4  e  o  c o n j u n t o  i n  - 

d e p e n d e n t e  máximo é C 4 , 5 , 8 , 9 ) .  A 

A1 g u n s  r e s u l  t a d o s  g e r a i  s q u e  podem s e r  es  t a b e l  e c i  dos  

s o b r e  á r v o r e s  s ã o  d a d o s  a  s e g u i r .  

Lema 3 . 1  - 

Toda  á r v o r e  é um g r a f o  de  c o m p a r a b i  l i d a d e .  

P r o v a  -- 

Toda  á r v o r e  é um g r a f o  b i p a r t i t e ;  p o r  o u t r o  l a d o  t o d o  

g r a f o  b i p a r t i  t e  é um g r a f o  d e  c o m p a r a b i l i  d a d e  como m o s t r a d o  n o  

Lema 4 . 1 ,  l o g o  t o d a  á r v o r e  é um g r a f o  de c o m p a r a b i  l i d a d e .  



F i g u r a  111.1 



F i g u r a  111.2 - 



Lema 3 . 2  

Toda  á r v o r e  admi t e  a p e n a s  d u a s  o r i e n t a ç õ e s  t r a n s i  t i  - 

v a s :  T e  T - I .  

P r o v a  

P e l o  l e m a  3 . 1 ,  uma o r i e n t a ç ã o  t r a n s i t i v a  em uma a r v o  - 

r e  n ã o  a d m i t e  c a m i n h o  o r i e n t a d o  com c o m p r i m e n t o  m a i o r  do q u e  

u m ;  d e s t a  f o r m a  c a d a  v é r t i c e  tem g r a u  de  e n t r a d a  o u  s a í d a  igual  

a  z e r o .  S e j a  T  e s t a  o r i e n t a ç ã o .  

A m o d i f i c a ç ã o  n a  o r i e n t a ç ã o  de uma a r e s t a  d a  á r v o r e  

com o r i e n t a ç ã o  T ,  i m p l i c a  n a  m o d i f i c a ç ã o  d a  o r i e n t a ç ã o  de  t o  - 

d a s  a s  a r e s t a s  a d j a c e n t e s  a  e s s a  m o d i f i c a d a ,  c a s o  c o n t r á r i o  

s u r g i r i a  um c a m i n h o  de c o m p r i m e n t o  m a i o r  do  q u e  u m .  D e s t a  f o r  - 

ma e x i s t e  a p e n a s  m a i s  uma o r i e n t a ç ã o  t r a n s i t i v a  p o s s í v e l  e  e l a  

Lema 3 . 3  

Q u a n d o  o r i e n t a d a  t r a n s i t i v a m e n t e ,  uma á r v o r e  p o d e  r e  - 

p r e s e n t a r  p o s e t s  com número  d e  D i l w o r t h  v a r i a n d o  e n t r e  e  

I V I  - 1 .  

P r o v a  

Como em uma á r v o r e  o r i e n t a d a  t r a n s i t i v a m e n t e  n ã o  e x i s  - 

t e  c a m i n h o  de  c o m p r i m e n t o  m a i o r  q u e  u m ,  p o d e - s e  r e p r e s e n t a - 1  a  

como um g r a f o  b i p a r t i t e  d i rec ionado B = (X,Y , E )  o n d e  +t x X ,  

i n ( x )  = . O e  -tt y &  Y ,  o u t ( y )  = 0 .  

O n ú m e r o  d e  D i l w o r t h  é d a d o  p e l a  c a r d i n a l i d a d e  de  um 

c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e  máximo,  e  como o s  c o n j u n t o s  X e  Y s ã o  



c o n s t i  t u i d o s  de  vér t  

m7nimo 6 dado p o r :  

max ( 

n d e p e n d e n t e s ,  o  número de D i  l w o r t h  

Y l ) .  

P a r a  que  e s t e  número s e j a  o  menor p o s s í v e l  é n e c e s s ã  - 

r i o q u e  - -  I x I  - 1  , i s t o  é: quando  X ou Y f o r  i g u a l  a  1 .  O 
I Y I  

m a i o r  número de  D i l w o r t h  o c o r r e  e v i d e n t e m e n t e  quando I X I  = 1  e  

l Y l  = I V l  - 1  ou o  c o n t r á r i o .  rn 

3 .  POSETS INDUZIDOS --- 

Como v e r i f i c a d o  no exemplo 3 . 1 ,  a  e s t r u t u r a  de uma ã r  - 

v o r e  e o  t i p o  de o r i e n t a ç ã o  a t r i b u i d o  a  s u a s  a r e s t a s  s ã o  o s  f a  - 

t o r e s  que  c o n d i c i o n a m  o  número de D i l w o r t h  do p o s e t  p o r  e l a  

r e p r e s e n t a d o .  Ass im,  uma q u e s t ã o  i n t e r e s s a n t e  é: 

Q u e s t ã o  3 .1  - 

Dado um g r a f o  G = (V ,A) ,  o b t e r  uma á r v o r e  g e r a d o r a  pa - 

r a  a  q u a l  é p o s s i v e l  o r i e n t a r  a s  a r e s t a s  de fo rma a  i n d u z i  r u m  

p o s e t  com o  menor número de D i l w o r t h .  O 

E n c o n t r a - s e  em G A R E Y  ( 1 2 )  que  o  p rob l ema  e n u n c i a d o  a  

s e g u i  r p e r t e n c e  à c1 a s s e  dos NP-completos  : 

CAMINHO HAMILTONIANO/CH 

Dados:  g r a f o  G = (V,A) . 

Q u e s t ã o :  o  g r a f o  G tem u m  caminho Hamil t o n i a n o ?  -- o 



A q u e s t ã o  3 .1  c o l o c a d a  n a  f o r m a  de  um p r o b l e m a  de  d e -  

c i s ã o  a p a r e c e  como: 

A R V O R E  G E R A D O R A  q u e  INDUZ POSET M ~ N I M O / A G M  - 

D a d o s :  g r a f o  G = (VYA) e  i n t e i r o  p o s i t i v o  k < I v I  - 1  - 

Q u e s t ã o :  -- e x i s t e  á r v o r e  g e r a d o r a  em G p a r a  a  q u a l  uma o r i e n t a ç ã o  

d e  s u a s  a r e s t a s  i n d u z a  um p o s e t  com número  de  D i l w o r t h  D ,  t a l  

q u e  D < k ?  - 

O p r o b l e m a  A G M  é N P - c o m p l e t o  p a r a  k = 1 .  

P r o v a  

a .  A G M  G NP 

E s c o l h i d a  uma á r v o r e  g e r a d o r a  de  G ,  o  d i r e c i o n a m e n t o  d e  s u a s  

a r e s t a s ,  o  f e c h a m e n t o  t r a n s i t i v o  e a  d e t e r m i n a ç ã o  do  n ú m e r o  D ,  

s ã o  p a s s o s  e f e t u a d o s  p o r  a1 g o r i  tmos de  c o m p l e x i d a d e  p o l i n o m i a l  

em t e m p o .  

b .  A G M  a C H  

P a r a  q u e  uma á r v o r e  g e r a d o r a  i n d u z a  um p o s e t  com n ú m e r o  d e  

D i l w o r t h  i g u a l  a  1 ,  é n e c e s s á r i o  q u e  s u a s  a r e s t a s  s e j a m  o r i e n t a  - 

d a s  a  p a r t i  r de  um v é r t i c e  de  g r a u  1  a t é  u m  v é r t i c e  d e  g r a u  1 ,  

s e n d o  t o d o s  o s  d e m a i s  v é r t i c e s  d e  g r a u  2 ;  d e s t a  f o r m a  n ã o  e x i s  - 

tem r a m i f i c a ç õ e s  e s e  e n c o n t r a  um c a m i n h o  d i  r e c i  o n a d o  d e  c o m p r i  - 

m e n t o  [ V I  - 1 ,  i s t o  é: e x i s t e  um c a m i n h o  Hamil t o n i a n o  n o  g r a f o .  

c .  C H  a A G M  

U m  c a m i n h o  H a m i l t o n i a n o  em G é uma á r v o r e  g e r a d o r a  d e  G ;  s e  

a s  a r e s t a s  d e s t e  c a m i n h o  s ã o  o r i e n t a d a s  a  p a r t i  r d e  um v é r t i c e  

d e  g r a u  1  d e  f o r m a  q u e  t o d o s  o s  v é r t i c e s  v  de  g r a u  2  t e n h a m  



i n ( v )  = 1  e o u t ( v )  = 1 ,  o b t e m - s e  a  i n d u ç ã o  de  um p o s e t  em q u e  

n ã o  e x i s t e m  d o i s  v é r t i c e s  i n c o m p a r á v e i s ,  l o g o  D = 1 .  

E s t a b e l e c i  d a  a  e q u i v a l ê n c i a  do p r o b l e m a  A G M  com o  p r o  - 

b l e m a  C H ,  d e v e  s e r  o b s e r v a d o  q u e  mesmo p a r a  c l a s s e s  r e s t r i t a s  

d e  g r a f o s  a  c o n d i q ã o  d e  N P - c o m p l e t o  n ã o  s e  a1 t e r a .  

T e o r e m a  3 . 2  

O p r o b l  ema A G M  é N P - c o m p l e t o  p a r a  k = 1  em g r a  

t i  c u l a d o s  e g r a f o s  maximai  s p l  a n a r e s .  

f o s  re - 

P r o v a  -- 

O p r o b l e m a  C H  é N P - c o m p l e t o  p a r a  g r a f o s  r e t i c u l  a d o s  

como m o s t r a d o  em ITAI ( 1 9 )  e também é N P - c o m p l e t o  p a r a  g r a f o s  

m a x i m a i s  p l a n a r e s  como m o s t r a d o  em WIGDERSON ( 3 6 )  ; p o r  o u t r o  

l a d o ,  o  t e o r e m a  3 . 1  d á  a  e q u i v a l ê n c i a  e n t r e  o  p r o b l e m a  A G M  pa  - 

r a  k = 1  e o  p r o b l e m a  C H ,  l o g o  o  t e o r e m a  e s t á  c o r r e t o .  1 

4 .  - A R V O R E  G E R A D O R A  REPRESENTANDO POSET MíNIMO 

Uma v e z  q u e  uma á r v o r e  g e r a d o r a  é um g r a f o  de  c o m p a r a  - 

b i l i d a d e ,  como m o s t r a d o  p e l o  l e m a  3 . 1 ,  e l a  é s u b j a c e n t e  a  uma 
- 
a r v o r e  o r i e n t a d a  q u e  r e p r e s e n t a  um p o s e t .  D e s t a  f o r m a  p o d e - s e  

p e r g u n t a r  s e  é p o s s i v e l  o b t e r  uma á r v o r e  g e r a d o r a  q u e  s a t i s f a  - 

ç a  o  l i m i t e  i n f e r i o r  c o l o c a d o  p e l o  l e m a  3 . 3 .  

Q u e s t ã o  3 . 2  - 

Dado um g r a f o  G = (V ,A)  o b t e r  uma á r v o r e  g e r a d o r a  t a l  



que quando o r i e n t a d a  t r a n s  i  t i  vamente,  r e p r e s e n t a  um p o s e t  com 

número de Di lwor th  i g u a l  a  0 

No desenvo lv imen to  most rado  a  s e g u i r ,  uma ã r v o r e  g e r a  - 

d o r a  que s a t i s f a z  a  q u e s t ã o  3.2 s e r á  denominada A G R ;  em um g r a  - 

f o  G = ( \ , A ) ,  um matching  que cobre  u m  s u b c o n j u n t o  S de v é r t i  - 

ces  de V t a l  que 

I V I  - Isl 51,  

s e r á  chamado de matching  c r í t i c o .  

Para  a  s o l u ç ã o  do problema a p r e s e n t a d o  p e l a  q u e s t ã o  

3 . 2 ,  s ã o  n e c e s s á r i o s  os r e s u l t a d o s  mostrados a  s e g u i  r .  

E m  um g r a f o  G = (V ,A) ,  s e j a :  

a .  I I I é  o  número de v é r t i c e s  em um c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e  mãxi - 

mo de G .  

b .  ( V '  é o  número de v g r t i c e s  em uma c o b e r t u r a  minima de G .  

c .  I M I  é o  número de a r e s t a s  em uma matching mãximo de G .  

d .  I A ' ]  é o  número de a r e s t a s  em uma c o b e r t u r a  mínima de a- 

r e s t a s  de G .  

C o r o l á r i o  3.1 ( d o  Teorema 2 . 1 )  - B O N D Y  ( 4 )  -- 

1 1 1  + I V . ~  = p.1 

Teorema 3 . 3  ( G a l l a i )  - B O N D Y  ( 5 )  - - 

E m  um g r a f o  G = ( V , A ) ,  s e  não e x i s t e m  v é r t i c e s  l i v r e s ,  

I M I  + I A '  I ' =  I V l  

Teorema 3.4 - B O N D Y  ( 4 )  - 

E m  um g r a f o  b i p a r t i  t e  sem v e r t i c e s  l i v r e s ,  

I I I  = IA'I m 



C o r o l á r i o  3 .2  
V- 

E m  u m  g r a f o  b i p a r t i  t e  sem v é r t i c e s  l i v r e s ,  

I M I  + I I I  = I v l  

P r o v a  -- 

S u b s t i t u i ç ã o  d i r e t a  do r e s u l t a d o  do t eo r ema  3 .4  no 

t e o r e m a  3 . 3 .  

Lema 3 .4  

E x i s t e  p e l o  menos uma á r v o r e  g e r a d o r a  de u m  g r a f o  

G = ( V , A )  que  con tém a s  a r e s t a s  de u m  m a t c h i n g  máximo de G .  

P r o v a  

Se a s  a r e s t a s  do m a t c h i n g  máximo não  cobrem t o d o s  os  

v é r t i c e s  de V ,  o s  v é r t i c e s  não c o b e r t o s  devem s e r  a d j a c e n t e s  

u n i c a m e n t e  ,a v é r t i c e s  das  a r e s t a s  do m a t c h i n g ,  c a s o  c o n t r ã r i  o  

o  m a t c h i n g  não é máximo. 

Se não e x i s t e  á r v o r e  g e r a d o r a  c o n t e n d o  as  a r e s t a s  do 

m a t c h i n g ,  e n t ã o :  

a .  não e x i s t e  caminho  que  p a s s e  p o r  p e l o  menos um v é r t i c e  de 

cada  a r e s t a  do m a t c h i n g .  

I s t o  i m p l i c a  na  e x i s t ê n c i a  de uma a r e s t a  que não pode 

s e r  a l c a n ç a d a  p o r  o u t r a s  a r e s t a s  do g r a f o  G que  é p o r t a n t o  d e s  - 

c o n e x o ;  e s t a  h i p ó t e s e  é e n t ã o  a b s u r d a .  

b .  e x i s t e  um c i c l o  p a s s a n d o  p o r  p e l o  menos um v é r t i c e  de c a  - 

da  a r e s t a  do m a t c h i n g .  

Como a s  a r e s t a s  do m a t c h i n g  não s ã o  a d j a c e n t e s ,  e n t r e  



c a d a  duas d e l a s  e x i s t e  um caminho de comprimento i g u a l  a  2 no 

máximo, c a s o  c o n t r á r i o  o  m a t c h i n g  p o d e r i a  s e r  aumentado .  P a r a  

o  c i c l o  d e t e r m i n a d o ,  é s u f i c i e n t e  r e t i r a r  uma a r e s t a  que  não 

p e r t e n c e  ao  m a t c h i n g  pa'ra s e  o b t e r  u m  caminho que  p a s s a  p o r  p e  - 

1 0  menos um v é r t i c e  de cada  a r e s t a  do m a t c h i n g ;  s e  o  m a t c h i n g  

não  c o b r e  t o d o s  o s  v é r t i c e s  de G y  é e v i d e n t e m e n t e  p o s s i v e l  c o  - 

l o c á - l o s  como v é r t i c e s  p e n d e n t e s  de a r e s t a s  do m a t c h i n g  no ca  - 

minho a s s i m  d e t e r m i n a d o  e  s e  obtém uma á r v o r e  g e r a d o r a  de G .  

D e s t a  fo rma e s t a  h i p ó t e s e  embora não  a b s u r d a ,  não  impede a  

e x i s t ê n c i a  de uma á r v o r e  g e r a d o r a  p a r a  G e  o  lema e s t á  

c o r r e t o .  rn 

Como t o d o  m a t c h i n g  c r i t i c o  é máximo, e x i s t e  p e l o  me - 

nos  uma á r v o r e  g e r a d o r a  p a r a  o  g r a f o  G que  contém t o d a s  a s  suas 

a r e s  t a s .  

A f i g u r a  ( 1 1 1 . 3 .  a )  m o s t r a  u m  g r a f o  G em que  a s  a r e s  - 

A f i g u r a  ( I I I . 3 . b )  m o s t r a  uma á r v o r e  g e r a d o r a  p a r a  e s  - 

s e  g r a f o ,  que  con tém t o d a s  as  a r e s t a s  do m a t c h i n g  máximo i n d i -  

c a  do. A 

 o ora é possTve i  m o s t r a r  o  s e g u i n t e  r e s u l t a d o :  

Teorema 3 . 5  

U m  g r a f o  G = (V,A) tem uma A G R ,  s e  e  somen te  s e  aon-  



F i g u r a  111.3 -- 



tém um m a t c h i n g  c r í t i c o .  

P r o v a  

a .  G tem uma A G R  

A A G R  pode s e r  v i s t a  como um g r a f o  b i p a r t i  t e  B = ( X , Y  , A 1 ) , ,  

A '  C A ,  que  tem número de D i l w o r t h  i g u a l  a  r . ] ,  i s t o  é: tem 

c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e  máximo com e s s a  c a r d i n a l  i dade .  

S e j a  M u m  m a t c h i n g  máximo na á r v o r e  e  S  e: V o  s u b c o n j u n t o  

de v é r t i c e s  c o b e r t o s  p o r  M ;  p e l o  c o r o l ã r i o  3 .2  vem q u e :  

I .  s e  I V I  é p a r :  

11. s e  I V I  é i m p a r :  

De ( 1 )  e  ( 2 )  vem que  

e  a s s i m  o  m a t c h i n g  é - c r í t i c o .  

b .  -- G tem um m a t c h i n g  c r i t i c o  

P e l o  lema 3 .4  e x i s t e  uma á r v o r e  g e r a d o r a  que  con tém o  mat - 

c h i n g  c r i t i c o ;  s e j a  I M C I  a  c a r d i n a l i d a d e  d e s t e  m a t c h i n g .  A c a r  

d i n a l i d a d e  de um c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e  máximo p a r a  a  á r v o r e  ge - 

r a d o r a  que  con tém o  m a t c h i n g  c r i t i c o  é d e t e r m i n a d a  a s s t m :  



I .  o  m a t c h i n g  c r i t i c o  c o b r e  I v I  v g r t i c e s  

P e l o  c o r o l á r i o  3 . 2  um c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e  máximo I ,  é t a l  que:  

11 .  o  m a t c h i n g  c r i t i c o  não c o b r e  / V I  v é r t i c e s  

En tão  e1 e  c o b r e  S  V v é r t i c e s  e  

IsI = I v I  - 1  

I v I  1  Como [ S I  = 2 . 1 ~ C l . ' .  I M C I =  - - - 
2  2  

P e l o  c o r o l á r i o  3 . 2 ,  vem que  

De ( 1 )  e  ( 2 )  t i r a - s e  

e como o  número de D i l w o r t h  é dado p e l a  c a r d i n a l i d a d e  de u m  con - 

j u n t o  i n d e p e n d e n t e  máximo na á r v o r e  g e r a d o r a  em q u e s t ã o , u m a  o r i  - 

e n t a ç ã o  t r a n s i t i v a  conduz  a  r e p r e s e n t a ç ã o  de u m  p o s e t  com núme 

r o  de D i l w o r t h  dado  p o r  

i s t o  e :  a  á r v o r e  g e r a d o r a  e uma A G R .  

O t e o r e m a  3 .5  r e l a c i o n a  e n t ã o  a  á r v o r e  g e r a d o r a  r eque  - 

r i d a  p e l a  q u e s t ã o  3 . 2  com u m  m a t c h i n g  máximo de c a r a c t e r i ' s t i c a s  

p a r t i c u l a r e s  p a r a  o  g r a f o  em exame. Assim, c o l o c a d a  na forma de 

d e c i s ã o  a  q u e s t ã o  3 . 2 ,  é p o s s i v e l  d a r  uma r e s p o s t a  s i m  ou não 

em tempo i g u a l  a o  consumido p o r  um a l g o r i t m o  que  d e t e r m i n a  um 



m a t c h i n g  máximo p a r a  u m  g r a f o  G = ( V , A ) ,  i s t o  é:  s e  o  g r a f o  G 

tem u m m a t c h i n g m á x i m o  q u e  c o b r e  u m s u b c o n j u n t o  de  v é r t i c e s  

S C V  t a l  q u e ,  ] S I  - > ] V I  - 1 ,  e n t ã o  o  g r a f o  G tem uma A G R ,  c a  - 

s o  c o n t r á r i o  n ã o  a  t e r á .  

Uma v e z  q u e  um a l g o r i  tmo p a r a  a  d e t e r m i n a ç ã o  d e  um 

m a t c h i n g  máximo,  tem c o m p l e x i d a d e  O ( ( V ] ~ ' ~ . I A I )  é.m t empo  como 

e n c o n t r a d o  em PAPADIMITRIOU ( X ) ,  e s t a  é a  c o m p l e x i d a d e  d e  s e  

r e s p o n d e r  s e  e x i s t e  o u  n ã o  uma A G R  p a r a  o  g r a f o .  

P a r a  a  r e s o l u ç ã o  d o  p r o b l e m a  c o m b i n a t Õ r i o ,  i s t o  é:  p: 

r a  a  o b t e n ç ã o  de  uma A G R ,  um a l g o r i t m o  i m p l i c a d o  d i r e t a m e n t e  

p e l o  t e o r e m a  3 . 5  d e v e  t e r  d o i s  p a s s o s .  P r i m e i r a m e n t e  d e t e r m i -  

n a - s e  um m a t c h i n g  máximo v e r i f i c a n d o - s e  q u e  e l e  é c r i t i c o ;  em 

s e g u i d a  a t r i b u i - s e  uma c o n s t a n t e  8 como p e s o  à s  a r e s t a s  d o  m a t  - 
- 

c h i n g  e  uma c o n s t a n t e  y , y >> 8 , a s  d e m a i s  a r e s t a s  d o  g r a f o  

u s a n d o - s e  u m  a1  go r i  tmo p a r a  de  t e r m i n a ç ã o  d e  á r v o r e  g e r a d o r a  m i  - 

n i m a  s o b r e  o  g r a f o  a s s i m  p o n d e r a d o .  E s t a  á r v o r e  g e r a d o r a  m i n i  - 

ma n e c e s s a r i a m e n t e  c o n t e r á  a s  a r e s t a s  do  m a t c h i n g  c r i t i c o  e  

p o r t a n t o  s e r á  uma A G R .  

Como u m  a1  g o r i  tmo q u e  o b t é m  uma á r v o r e  g e r a d o r a  m i n i  - 

ma p a r a  um g r a f o  G = (V , A ) ,  tem c o m p l e x i d a d e  W A l J o g  ] V I )  

em tempo n o  p i o r  c a s o ,  a  c o m p l e x i d a d e  em t e m p o  d o  a l g o r i t m o  d i  - 

r e t o  é d a d a  p o r  O ( ] V ] ~ / ~ .  ] A I ) .  



1 .  - INTRODUÇÃO 

N e s t e  c a p i t u l o  s ã o  a n a l i s a d o s  a1 guns p r o b l e m a s  r e f e  - 

r e n t e s  a  o r i e n t a ç ã o  de g r a f o s  p a r a  o b t e n ç ã o  de número de D i  - 1  

w o r t h  mTnimo e  rnãximo; e s t e s  p r o b l e m a s  s ã o  f o r m u l a d o s  s o b r e  

g r a f o s  de c o m p a r a b i l i d a d e  ou não e  conduzem a  r e s u l t a d o s  i n t e  - 

r e s s a n t e s  quando  s e  o b s e r v a  como a  i n t r o d u ç ã o  de uma r e s t r i ç ã o  

de m i n i m i  z a ç ã o  ou maximi zação  l e v a  um p rob lema combi n a t Õ r i o  de 

n a t u r e z a  pol  inomi a1 à condi  ção  de p rob lema NP-compl e t o .  

I n i c i a l m e n t e  s e  e s t u d a  o  p rob l ema  de m i n i m i z a r  o  núme - 

r o  de D i l w o r t h  com uma o r i e n t a ç ã o  t r a n s i t i v a  ou não s o b r e  um 

g r a f o  g e r a l  ou de c o m p a r a b i l i d a d e ;  em s e g u i d a  s e  a n a l i s a  o  p r o  - 

blema de  maximi zação  s o b r e  o s  mesmos c a s o s .  

E m o s t r a d o  d e p o i s  u m  p r o c e s s o  de c a r a c t e r i z a ç ã o  d e g r a  - 

f o s  de c o m p a r a b i l i d a d e ,  que pode s e r  u t i l i z a d o  como método de 

s o l u ç ã o  não Õt ima p a r a  u m  p rob l ema  f o r m u l a d o  s o b r e  g r a f o s  que 

não  s ã o  de comparab i  l i  d ade .  

F i n a l m e n t e  s ã o  f e i  t a s  a1 gumas o b s e r v a ç õ e s  e  compara 

ç õ e s  s o b r e  os  p r o b l e m a s  de o b t e n ç ã o  de g r a f o s  de c o m p a r a b i l i d a  - 

de p o r  r e t i r a d a  e  a c r ~ s c i m o  minimo de a r e s t a s  à um g r a f o  que 

não t e n h a  e s t a  c a r a c t e r i s t i  ca  . 



Q u e s t ã o  4 . 1  - 

Dado um g r a f o  G = ( V , A ) ,  o b t e r  uma o r i e n t a ç ã o  a c i c l i  - 

c a  e  t r a n s i t i v a  d o s  e l e m e n t o s  d o  c o n j u n t o  A ,  d e  manei  r a  q u e  o  

d i g r a f o  o b t i d o  r e p r e s e n t e  um p o s e t  com o  menor  n ú m e r o  d e  

D i  l w o r t h .  

S e  é p o s s T v e l  o b t e r  uma o r i e n t a ç ã o  a c i c l i c a  e  t r a n s i  

t i v a  d o s  e l e m e n t o s  d e  A ,  o  g r a f o  G é u m  g r a f o  de  c o m p a r a b i l i d a  - 

d e ;  como v i s t o  no c o r o l á r i o  do l e m a  2 . 1 ,  o  n ú m e r o  d e  D i l w o r t h  

do d i g r a f o  o b t i d o  com e s t a  o r i e n t a ç ã o ,  6 i g u a l  a  c a r d i n a l  i d a d e  

de  u m  c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e  máximo d e  G .  

D e s t a  f o r m a ,  p a r a  q u a l q u e r  o r i e n t a ç ã o  t r a n s i t i v a  d a s  

a r e s t a s  d e  G o  número  de  D i l w o r t h  s e r á  o  mesmo e  a s s i m  a  s o l u  - 

ç ã o  do p r o b l e m a  a p r e s e n t a d o  p e l a  q u e s t ã o  4 . 1  s e  r e s u m e  n a  v e r i  - 

f i c a ç ã o  de  s e  o  g r a f o  G é o u  n ã o  d e  c o m p a r a b i l i d a d e ;  em c a s o  

a f i r m a t i v o ,  q u a l q u e r  o r i e n t a ç ã o  a c i c l i  c a  e  t r a n s i t i v a  p a r a  G 

r e s o l v e  o  p r o b l e m a .  

Q u e s t ã o  4 . 2  
A 

Dado um g r a f o  G = ( V , A ) ,  o b t e r  uma o r i e n t a ç ã o  a c i c l i  - 

c a  d o s  e l e m e n t o s  do  c o n j u n t o  A ,  d e  mane i  r a  q u e  o  d i  g r a f o  o b t i  A 

do i n d u z a  u m  p o s e t  com o  m e n o r  número  d e  D i l w o r t h .  

No d e s e n v o l v i m e n t o  q u e  s e  s e g u e ,  o  p r o b l e m a  C H  é o  j á  

a p r e s e n t a d o  na  s e ç ã o  3 do C a p i t u l o  111. 

A q u e s t ã o  4 . 2 ,  a p r e s e n t a  u m  p r o b l e m a  \de m i n i m i z a ç ã o  



q u e  c o l o c a d o  na  f o r m a  d e  d e c i s ã o  a p a r e c e  como: 

GRAFO ORIENTAVEL INDUZINDO POSET MfNIMO (GPMI) - 

Dados :  g r a f o  G = (V,A) e  i n t e i r o  p o s i t i v o  k < ] V I  - 1 .  
7- 

- 

Q u e s t ã o :  e x i s t e  uma o r i e n t a ç ã o  a c i c l i c a  d o s  e l e m e n t o s  d o  con  - 

j u n t o  A ,  d e  t a l  f o r m a  q u e  o  d i g r a f o  a s s i m  o b t i d o  i n d u z a  u m  p c  

s e t  com n ú m e r o  d e  D i l w o r t h  D t a l  q u e  D - < k ?  0 

T e o r e m a  4 . 1  

O p r o b l e m a  GPMI é N P - c o m p l e t o  p a r a  k = 1 .  

a .  GPMI E NP 

E s c o l h i d a  uma o r i e n t a ç ã o  a c i c l i c a  d o s  e l e m e n t o s  d o  c o n j u n  - 

t o  A ,  b a s t a  e f e t u a r  o  f e c h a m e n t o  t r a n s i t i v o  do  d i g r a f o  a s s i m  

g e r a d o  e  c a l c u l a r  D ,  v e r i f i c a n d o  s e  D = 1 .  E s t e s  p a s s o s  s ã o  

e x e c u t a d o s  p o r  a l g o r i t m o s  p o l i n o m i a i s  em tempo e  a s s i m  o  p r o  

b l e m a  p e r t e n c e  a  c l a s s e  NP. 

b .  GPMI a C H  

Como a  o r i e n t a ç ã o  é a c i c l i c a ,  e x i s t e  p e l o  menos um v é r t i  - 

c e  v l h  V com i n ( v l )  = O e  p e l o  menos um v é r t i c e  v 2 B  V com 

o u t ( v 2 )  = 0 .  

Uma v e z  q u e  D = 1 ,  t o d o s  o s  v é r t i c e s  s ã o  c o m p a r á v e i s  e  n e  - 

c e s s a r i a m e n t e  e x i s t e  u m  c a m i n h o  d i r e c i o n a d o  com o r i g e m  em vl e 

e x t r e m i d a d e  em v 2 ,  s e m  r a m i f i c a ç õ e s  e  p a s s a n d o  p o r  t o d o s  o s  

v é r t i c e s  d e  V ,  i s t o  é :  o  c a m i n h o  s u b j a c e n t e  a  e s t e  c a m i n h o  d i  - 

r e c i o n a d o  é um c a m i n h o  Hami 1  t o n i a n o .  



C .  C H  a GPMI 

C o n s i d e r e - s e  o  s e g u i n t e  a1 g o r i  tmo a p l i c a d o  a  u m  caminho 

Hamil t o n i  a n o  d e t e r m i n a d o  em G :  i n i  c i  a l m e n t e  um v é r t i  ce  penden - 

t e  do caminho é c o n s i d e r a d o  como v é r t i c e  em exame; c a d a  a r e s t a  

do c o n j u n t o  A i n c i d e n t e  a  e s t e  v é r t i c e  é e n t ã o  o r i e n t a d a  com 

o r i g e m  n e l e  e  e x t r e m i d a d e  no v é r t i c e  a d j a c e n t e .  E s t e  p r o c e s s o  

é r e p e t i d o  p a r a  o  s e g u n d o  v é r t i c e  do caminho e  a t é  que  não ex i s  - 

tam m a i s  v é r t i c e s  p a r a  s e r e m  e x a m i n a d o s .  

E s t e  a1 g o r i  tmo t em ,  c1 aramen t e ,  compl e x i  dade po l  inomi a1 

em tempo,  e  de s u a  a p l  i c a ç ã o  r e s u l  t a  um d i g r a f o  em que  e x i s t e  

u m  caminho  H a m i l t o n i a n o  d i r e c i o n a d o ,  i s t o  6 :  o  d i g r a f o  i n d u z  

um p o s e t  em que t o d o s  o s  e l e m e n t o s  s ã o  comparáve i  s e  p o r t a n t o  

D = 1 .  a 

3 .  - M A X I M I Z A Ç Ã O  D O  N V M E R O  D E  D I L W O R T H  

O u e s t ã o  4 . 3  

Dado um g r a f o  G = (V,A) , o b t e r  uma o r i e n t a ç ã o  a c i c l  - i  

c a  e  t r a n s i t i v a  dos  e l e m e n t o s  do c o n j u n t o  A ,  de m a n e i r a  q u e  o  

d i g r a f o  o b t i d o  r e p r e s e n t e  u m  p o s e t  com o  m a i o r  número de Di l  - 

w o r t h .  (C 

As c o n s i d e r a ç õ e s  aqu i  s ã o  as  mesmas f e i t a s  na  q u e s t ã o  

4 . 1 ;  q u a l q u e r  o r i e n t a ç ã o  a c i c l i c a  e  t r a n s i t i v a  de G r e s o l v e  o  

p r o b l e m a .  

O u e s t ã o  4 . 4  

Dado um g r a f o  G = ( V , A )  , o b t e r  uma o r i e n t a ç ã o  a c i c l i  - 



c a  dos  e l e m e n t o s  do  c o n j u n t o  A ,  d e  m a n e i r a  q u e  o  d i g r a f o  o b t i  

do i n d u z a  um p o s e t  com o  m a i o r  n ú m e r o  de  D i l w o r t h .  

E n c o n t r a - s e  em G A R E Y  ( 1 2 )  q u e  o  p r o b l e m a  e n u n c i a d o  a  

s e g u i r  p e r t e n c e  c l a s s e  d o s  N P - c o m p l e t o s :  

CONJUNTO I  NDEPENDENTEICI 

Dados :  g r a f o  G = ( V , A ) ,  i n t e i r o  p o s i t i v o  k  - < ] V I .  

Q u e s t ã o :  o  g r a f o  G c o n t é m  u m  c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e  de  t a m a n h o  -- 
I( ou  m a i o r ,  i s t o  é :  u m  s u b c o n j u n t o  V ' s  V t a l  q u e  ( V '  I - > k  e  

t a l  q u e  n ã o  e x i s t e m  em V' d o i s  v é r t i c e s  un i  dos  p o r  uma a r e s t a  

de  A ?  

A q u e s t ã o  4 . 4  a p r e s e n t a  um p r o b l e m a  de maximi z a ç ã o  

q u e  c o l o c a d o  na f o r m a  de d e c i s ã o  a p a r e c e  como: 

G R A F O  O R I E N T A V E L  I N D U Z I N D O  P O S E T  M A X I M O  ( G P M A )  - 
D a d o s :  g r a f o  G = (V,A)  e  i n t e i r o  p o s i t i v o  k 

Q u e s t ã o :  e x i s t e  uma o r i e n t a ç ã o  a c i c l i c a  d o s  e l e m e n t o s  d o  con  - 

j u n t o  A ,  de  t a l  f o r m a  q u e  o  d i g r a f o  a s s i m  o b t i d o  i n d u z a  u m  p g  

s e t  com n ú m e r o  de  D i l w o r t h  D t a l  q u e  D - > k ?  

T e o r e m a  4 . 2  -- 

O p r o b l e m a  G P M A  é N P - c o m p l e t o .  

P r o v a  -- 

a .  G P M A  E NP 

E s c o l h i  da  uma o r i e n t a ç ã o  a c i c l  i c a  p a r a  o s  e l e m e n t o s  do 



c o n j u n t o  A ,  b a s t a  e f e t u a r  o  f e c h a m e n t o  t r a n s i t i v o  do  d i  g r a f o  

a s s i m  g e r a d o  e  c a l c u l a r  D ,  v e r i f i c a n d o  s e  D = 1 .  E s t e s  p a s s o s  

s ã o  e x e c u t a d o s  p o r  a l g o r i  tmos p o l i n o m i a i s  em t empo  e  a s s i m  o  

p r o b l e m a  p e r t e n c e  a  c l a s s e  N P .  

b .  GPMA a C1 

A o r i e n t a ç ã o  a c i c l i c a  a t r i b u i d a  a o s  e l e m e n t o s  d e  A ,  p o d e  

l e v a r  a o  s u r g i m e n t o  da c o n d i ç ã o  de c o m p a r a b i l i d a d e ,  i s t o  é: um 

c a m i n h o  d i r e c i o n a d o ,  e n t r e  v é r t i c e s  n ã o  a d j a c e n t e s  em D .  S e  e s  - 

s a  o r i e n t a ç ã o  é t a l  q u e  D é rnãximo, n e c e s s a r i a m e n t e  e l a  n ã o  

c r i a  c o n d i ç ã o  de  c o m p a r a b i  l i  d a d e  e n t r e  e l e m e n t o s  i n d e p e n d e n t e s  

d e  G ,  uma v e z  q u e  s e  i s s o  o c o r r e ,  o  g r a f o  G' s u b j a c e n t e  ao  d i  - 

g r a f o  o b t i  d o  p e l o  f e c h a m e n t o  t r a n s i  t i  vo d e s s a  o r i  e n t a ç ã o  a c í  - 

c l i c a  e s c o l h i d a  p a r a  G ,  t e m  a r e s t a s  e n t r e  v é r t i c e s  q u e  s ã o  i n  - 

d e p e n d e n t e s  em G e  a s s i m  D n ã o  é máximo.  

No m e l h o r  c a s o  p o r t a n t o ,  u m  c o n j u n t o  i n c o m p a r á v e l  d e  c a r  - 

d i n a l  i d a d e  D - > k , n o  p o s e t  i n d u z i d o  p e l a  o r i e n t a ç ã o  a c i c l  i  c a  

s o b r e  o s  e l e m e n t o s  de G ,  é u m  c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e  d e  c a r d i n a  - 

l i d a d e  I - > k s o b r e  G e  I  = D .  

c .  C1 a G P M A  

E e v i d e n t e  q u e  a  c a r d i n a l i d a d e  d e  um c o n j u n t o  i n d e p e n d e n  - 

t e  máximo de  G n ã o  pode  s e r  menor  q u e  a  c a r d i n a l i  d a d e  ' de  u m  

c o n j u n t o  i n c o m p a r á v e l  máximo no  d i  g r a f o  o b t i d o  p o r  o r i e n t a ç ã o  

d e  e l e m e n t o s  d e  A ;  s e  i s t o  f o s s e  p o s s i v e l  , a  s i m p l e s  r e t i r a d a  

d a  o r i e n t a ç ã o ,  t r a n s f o r m a r i a  o  c o n j u n t o  i n c o m p a r á v e l  máximo em 

u m  c o n j u n t o  de  v é r t i c e s  n ã o  a d j a c e n t e s  em G e  p o r t a n t o  i n d e p e n  - 

d e n t e  máximo,  com c a r d i n a l i  d a d e  m a i o r  q u e  o  de  um c o n j u n t o  i n  - 

d e p e n d e n t e  máximo d e t e r m i n a d o  p a r a  G ,  o  q u e  é a b s u r d o .  

Dado um c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e  máximo p a r a  G ,  6 s u f i c i e n t e  



o r i e n t a r  a s  a r e s t a s  i n c i d e n t e s  a o s  v é r t i c e s  v  d e s s e  c o n j u n t o ,  

d e  t a l  f o r m a  q u e  o u  i n ( v )  = O V v  o u  o u t ( v )  = O V v  ; e v i  - 

d e n t e m e n t e  n ã o  é p o s s í v e l  o  s u r g i m e n t o  de c a m i n h o  d i r e c i o n a d o  

e n t r e  e s s e s  v é r t i c e s ,  q u a l q u e r  q u e  s e j a  a  o r i e n t a ç ã o  a t r i l b u í d a  

a s  d e m a i s  a r e s t a s .  D e s t a  f o r m a ,  s e  G  tem u m  c o n j u n t o  i n d e p e n  - 

d e n t e  máximo com c a r d i n a l  i d a d e  I  - > k , é p o s s i v e l  em t empo  p o l i  

n o m i a l  o b t e r  uma o r i e n t a s ã o  a c i c l i c a  d e  A  t a l  q u e  o  p o s e t  i n d u  - 

z i d o  t em n ú m e r o  de D i l w o r t h  D - > k ,  e  I  = D .  

Exemplo  4 . 1  - 

O g r a f o  G  da  f i g u r a  ( I V . 1  . a )  n ã o  é de  c o m p a r a b i l i d a d e ;  

u m  c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e  máximo é d a d o  p o r  { 3 , 5 , 7 , 8 1 .  

A f i g u r a  ( I V . 1  . b )  m o s t r a  a s  a r e s t a s  i n c i i d e n t e s  a o s  

v é r t i c e s  d a q u e l e  c o n j u n t o  o r i e n t a d a s  de  f o r m a  q u e  i n ( v )  = O v. 

E e v i d e n t e  q u e  n ã o  e x i s t i r á  c a m i n h o  d i r e c i o n a d o  e n t r e  q u a i s  - 

q u e r  d o i s  v é r t i c e s  do c o n j u n t o ,  p a r a  q u a l q u e r  o r i e n t a ç ã o  d a s  

a r e s t a s  ( 1  , 2 )  e  ( 1  , 6 ) .  

D e s t a  f o r m a  o  n ú m e r o  de  D i l w o r t h  do  p o s e t  i n d u z i d o  s e  

r ã  4  e  um c o n j u n t o  i n c o m p a r á v e l  máximo é I 3 , 5 , 7 , 8 1 ,  p a r a  q u a l  - 

q u e r  o r i e n t a ç ã o  de  ( 1  , 2 )  e  ( 1  , 6 ) .  A 

E i n t e r e s s a n t e  o b s e r v a r  q u e  o s  p r o b l e m a s  d e  m i n i m i z a  - 

ç ã o  e  maximi z a ç ã o  do n ú m e r o  de D i l w o r t h  f o r m u l a d o  s o b r e  g r a f o s  

q u e  n ã o  s ã o  de  c o m p a r a b i l i d a d e ,  p e r t e n c e m  a  c1 a s s e  d e  p r o b l e  - 

mas N P - c o m p l e t o s ;  como c o m e n t a d o  em G A R E Y  ( 1 2 ) ,  p a r a  a l g u n s  

p r o b l e m a s  " d u a i s "  e s t e  f a t o  n ã o  s e  v e r i f i c a .  

Um e x e m p l o  é, p a r a  u m  g r a f o  G  = ( V y A ) ,  o  p r o b l e m a  da  

d e t e r m i n a ç ã o  d o  m e n o r  c a m i n h o  e n t r e  u m  p a r  e s p e c i f i c a d o  d e  v é r  - 





t i c e s  e  o  p r o b l e m a  da d e t e r m i n a ç ã o  d o  m a i o r  c a m i n h o  e n t r e  u m  

p a r  e s p e c i f i c a d o  de v é r t i c e s ;  o  p r i m e i r o  6 r e s o l v i d o  p o l i n o m i  - 

a l m e n t e ,  e n q u a n t o  o  s e g u n d o  é c l a s s i f i c a d o  como NP-compl e t o .  

4 .  OBTENÇÃO D E  GRAFOS D E  COMPARABILIDADE 

S e  u m  g r a f o  G = (V,A)  n ã o  é de c o m p a r a b i  l i d a d e ,  a  s u a  

t r a n s f o r m a ç ã o  em um g r a f o  d e  c o m p a r a b i l i d a d e  p o d e  s e r  v i s t a  d e  

d u a s  f o r m a s :  p e l a  r e t i r a d a  o u  a c r é s c i m o  de  a r e s t a s ;  o s  p r o b l e  - 

mas q u e  s u r g e m  n a t u r a l m e n t e ,  e n v o l v e m  a  d e t e r m i n a ç ã o  d o  m e n o r  

n ú m e r o  de a r e s t a s  q u e  r e t i r a d a s  o u  a c r e s c e n t a d a s  a  G ,  o t r a n s  - 

formam em u m  g r a f o  de  c o m p a r a b i  l i d a d e .  

A t r a n s f o r m a ç ã o  de  um g r a f o  G = (V,A)  em u m  g r a f o  de  

c o m p a r a b i  l i  d a d e  p o r  r e t i r a d a  min ima  de a r e s t a s  é u m  p r o b l e m a  

c l a s s i f i c a d o  como N P - c o m p l e t o  em YANNAKAKIS ( 3 7 ) ;  na  f o r m a  de  

d e c i s ã o  o  p r o b l e m a  tem a  s e g u i n t e  f o r m u l a ç ã o :  

SUBGRAFO D E  COMPARABILIDADEISC 

Dados :  g r a f o  G = ( V Y A ) ,  i n t e i r o  p o s i t i v o  k - < I A ] .  
Q u e s t ã o :  e x i s t e  u m  c o n j u n t o  A '  A ,  com I A ' I  - > k ,  t a l  q u e  o  

g r a f o  G '  = ( V Y A 1 )  é d e  c o m p a r a b i l i d a d e ?  O 

Embora  s e  e n c o n t r e  em G A R E Y  ( 1  2 ) ,  a l g u m a s  r e s t r i ç õ e s  

d o  p r o b l e m a  SC q u e  n ã o  a l t e r a m  s u a  c l a s s i f i c a ç ã o  como p r o b l e m a  

N P - c o m p l e t o  ( o s  v é r t i c e s  tem g r a u  máximo m e n o r  o u  i g u a l  a  3 e  



s u b g r a f o  é c o n e x o ) ,  u m  r e l e v a n t e  r e s u l t a d o  n ã o  é r e f e r e n c i a d o  

em YANNAKAKIS ( 3 7 )  e  ( 3 8 ) ,  o u  mesmo n a  1  i  t e r a t u r a  mai s  r e c e n t e  

como em JOHNSON ( 2 0 ) ,  ( 2 1 ) ,  ( 2 2 ) ,  ( 2 3 ) ,  ( 2 4 ) ,  ( 2 5 )  e  ( 2 6 ) .  

E m  H A D L O C K  ( 1  7 )  s e  p r o v a  q u e  o  p r o b l e m a  de d e t e r m i n a  - 

ç ã o  de  um c o n j u n t o m ~ x i m o  de  c o r t e  6 r e s o l v i d o  p o r  a l g o r i t m o  

de  c o m p l e x i d a d e  p o l i n o m i a l  em t e m p o ,  q u a n d o  r e s t r i t o  a  g r a f o s  

p l  a n a r e s  ; e s t e  r e s  ul t a d o  é c o n s e g u i  do  f a z e n d o -  s e  a  e q  u i  v a l  ê n  - 

c i a  com o  p r o b l e m a  de d e t e r m i n a ç ã o  de  m a t c h i n g  máximo p o n d e r a  - 

d o ,  e  6 i m p o r t a n t e  uma v e z  q u e  a p r e s e n t a  uma r e s t r i ç ã o  (4 ue 

t r a n s f o r m a  em p r o b l e m a  d e  n a t u r e z a  p o l i n o m i a l  o  s e g u i n t e  p r g  

b l  ema NP-compl e t o  e n u n c i a d o  em K A R P  ( 2 7 )  : 

CONJUNTO MAXIMO D E  CORTEIMAC - 

D a d o s :  g r a f o  G = (VYA),  c u s t o s  w ( a ) h  Z' -V a é  A ,  i n t e i r o  p g  -- 

s i t i v o  k .  

Q u e s t ã o :  o  c o n j u n t o  V pode  s e r  p a r t i c i o n a d o  em d o i s  c o n j u n t o s  - 

V 1  e  V 2 ,  com V I  í) V 2  O. de t a l  f o r m a  q u e  o  s o m a t õ r i o  d o s  c u s  - 

t o s  d a s  a r e s t a s  de  A q u e  t em uma e x t r e m i d a d e  em V I  e  o u t r a  em 

V 2 ,  é p e l o  menos k ?  0 

O p r i m e i  r o  p a s s o  d o  p r o c e d i m e n t o  d e s e n v o l  v i  do  P o r  

H a d l o c k ,  é o b t e r  p o l i n o m i a l m e n t e  uma c o b e r t u r a  de c i c l o s  de com - 

p r i m e n t o  i m p a r ;  i s t o  s i g n i f i c a :  o b t e r  o  menor  c o n j u n t o  de  a r e s  

t a s  q u e  e l i m i n a m  o s  c i c l o s  de  c o m p r i m e n t o  i m p a r  do  g r a f o  em 

e x a m e .  

P o r  o u t r o  l a d o ,  r e s u l t a d o  c o n h e c i d o  é:  

T e o r e m a  4 . 3  - GILMORE ( 1 3 )  

U m  g r a f o  G = (V ,A)  é um g r a f o  de c o m p a r a b i  l i  d a d e ,  s e  



e  s o m e n t e  s e  n ã o  c o n t é m  c i c l o s  de  c o m p r i m e n t o  i m p a r  s em c o r d a s  

t r i  a n g u l  a r e s .  I 

D e s t a  f o r m a ,  6 p o s s i v e l  d e r i v a r  d i  r e t a m e n t e  q u e :  

T e o r e m a  4 . 4  - 

O p r o b l e m a  SC é r e s o l v i d o  em tempo p o l  inomial l .  q u a n d o  

o  g r a f o  G = (V,A)  é p l a n a r .  

P r o v a  

O p r o c e d i m e n t o  a p r e s e n t a d o  p o r  H a d l o c k ,  r e t i  r a  min ima  - 

m e n t e  u m  s u b c o n  j u n t o  d e  a r e s t a s  de  A q u e  d e i  xam o  g r a f o  G sem 

c i c l o s  de  c o m p r i m e n t o  i m p a r ;  e n t ã o  p e l o  t e o r e m a  4 . 3 ,  o  g r a f o  G '  

a s s i m  o b t i d o  e u m  g r a f o  de c o m p a r a b i l i d a d e ,  e  como o  p r o c e d i m e n  

t o  tem c o m p l e x i  d a d e  p o l i n o m i a l  em t e m p o ,  o  t e o r e m a  e s t á  c o r r e  

t o .  a 

U m  g r a f o  t r a n s f o r m a d o  em g r a f o  de  c o m p a r a b i l i d a d e ,  s e  

t o r n a  s u b j a c e n t e  a  um c o n j u n t o  de d i g r a f o s  a c i c l i c o s  t r a n s i  t i  - 

v o s ;  um p r o b l e m a  i n t e r e s s a n t e  é e x a m i n a r  s e  é p o s s r v e l  o b t e r  uma 

s o l u ç ã o  e f i c i e n t e  p a r a  a  t r a n s f o r m a ç ã o ,  p o r  r e t i r a d a  d e  a r e s  - 

t a s ,  em u m  g r a f o  s u b j a c e n t e  a  a p e n a s  d o i s  d i g r a f o s  com o r i e n t a  - 

ç õ e s  a c i c l i c a s ,  t r a n s t i v a s  e  i n v e r s a s .  

Q u e s t ã o  4 . 5  

P a r a  um g r a f o  G = ( V y A )  q u e  n ã o  é de  c o m p a r a b i l i d a d e ,  

d e t e r m i n a r  o  m e n o r  n ú m e r o  de  a r e s t a s  q u e  r e t i r a d a s  de A t r a n s  - 

formam G em um g r a f o  B O T .  



C o n s i d e r e - s e  o  s e g u i n t e  r e s u l  t a d o :  

Lema 4 . 1  

Todo g r a f o  b i p a r t i t e  e  c o n e x o ,  B = ( V Y X y A ) ,  é um g r a  - 

f o  BOT. 

P r o v a  -- 

Todo g r a f o  b i p a r t i t e  é u m g r a f o  de  c o m p a r a b i l i d a d e ,  

uma v e z  q u e  6 t r a n s i t i  va a  o r i e n t a ç ã o  o b t i d a  f a z e n d o - s e  com q u e  

t o d o s  o s  v é r t i c e s  do  c o n j u n t o  V t e n h a m  i n ( v )  = O e  o s  v é r t i c e s  

d o  c o n j u n t o  X t e n h a m  o u t ( x )  = O ou  v i c e - v e r s a ;  s e j a  T e s t a  o r i  - 

e n  t a ç ã o .  

A a1 t e r a ç ã o  n o  s e n t i d o  de q u a l q u e r  uma d a s  a r e s t a s  d o  

g r a f o ,  i m p l i c a  n a  a1 t e r a ç ã o  de s e n t i d o  de  t o d a s  a s  a r e s t a s  q u e  

l h e  s ã o  a d j a c e n t e s ,  c a s o  c o n t r á r i o  h a v e r i a  o  s u r g i m e n t o  de  p e l o  

menos u m  c a m i n h o  o r i e n t a d o  d e  c o m p r i m e n t o  m a i o r  o u  i g u a l  a  2 ,  

p a s s a n d o  p o r  v é r t i c e s  de  um mesmo c o n j u n t o ;  como n ã o  e x i s t e m  - a  

r e s t a s  e n t r e  v é r t i c e s  de X o u  e n t r e  v é r t i c e s  d e  V ,  a  o r i e n t a ç ã o  

n ã o  s e r i a  t r a n s i t i v a ,  e  d e s t a  f o r m a  a  m o d i f i c a ç ã o  de  o r i e n t a ç ã o  

de  uma a r e s t a  o b r i g a  a  modi f i  c a ç ã o  n a  o r i e n t a ç ã o  de  t o d a s  a s  o u  - 

t r a s ,  o b t e n d o - s e  e n t ã o  uma o r i e n t a ç ã o  T - I .  rn 

E n c o n t r a - s e  em YANNAKAKIS ( 3 8 ) ,  q u e  o  s e g u i n t e  p r o b l e  - 

ma p e r t e n c e  a  c1 a s s e  d o s  p r o b l e m a s  N P - c o m p l e t o s :  

SUBGRAFO BIPARTITE CONEXO/SBC 

D a d o s :  g r a f o  G = (V,A) e  i n t e i r o  p o s i t i v o  k < I A \ .  -- - 

Q u e s t ã o :  e x i s t e  u m s u b c o n j u n t o A ' ~ A  com I A ' I  > k e  t a l  q u e  - - 

G '  = ( V , A i )  é b i p a r t i t e  e  c o n e x o ?  



O problema c o m b i n a t ó r i o  c o r r e s p o n d e n t e  a  e s t a  forma 

de d e c i s ã o ,  pede e n t ã o  que s e j a  e n c o n t r a d o  em um g r a f o  G = (V,A), 

o  maior  s u b g r a f o  b i p a r t i  t e  conexo;  d i t o  de o u t r a  forma: s e  q u e r  

o  menor número de a r e s t a s  que r e t i r a d a s  de u m  g r a f o  G = ( V , A )  o  

t ransformam em u m  g r a f o  b i p a r t i  t e  e  conexo. 

A q u e s t ã o  4 . 5  r e s t r i t a  a  g r a f o s  b i p a r t i t e s  e  n a  f o r  - 

ma de d e c i s ã o  a p a r e c e  como: 

SUBGRAFO BOT E BIPARTITEISBB - 

Dados: g r a f o  G = (V,A) e  i n t e i r  -- o  p o s i t i v o  k 5 [ A I .  

Ques tão :  e x i s t e  u m  subconjunto A ' S A  com I A ' ]  L k e  t a l  que - 

G '  = ( V , A 1 )  é u m  g r a f o  B O T  e  b i p a r t i t e ?  

Teorema 4 . 5  

O problema SBB é NP-completo. 

Prova 

a .  SBB € N P  

E s c o l h i d o  u m  s u b c o n j u n t o  A '  A ,  b a s t a  v e r i  f i  c a r  s e  

G' = ( V , A 1 )  é BOTe b i p a r t i t e ,  e  s e :  I A ' \  ~ k ;  e s s a s  v e r i f i c a  - 

ções  podem s e r  f e i  t a s  p o r  a1 g o r i  tmos de complexidade pol inomia l  

em tempo e  d e s t a  forma o  problema p e r t e n c e  a  c l a s s e  N P .  

b .  SBB a SBC 

Encont rou-se  em G ,  u m  s u b g r a f o  G '  = ( V , A 1 )  com A ' $  A e  

I A ' \  2 k ,  t a l  que G' = ( V , A 1 )  é B O T  e  b i p a r t i t e .  Necessar iamen 

t e  G' é conexo,  c a s o  c o n t r á r i o  como cada componente tem duas 

o r i e n t a ç õ e s  t r a n s i  t i  v a s ,  o  número de o r i e n t a ç õ e s  t r a n s i  t i  vas de 

G '  s e r i a  onde y é o  número de componentes de G '  e  i s t o  é ab 

s u r d o  uma vez que G '  é B O T .  



Assim G' é b i p a r t i  t e  e  c o n e x o  e  uma s o l u ç ã o  p a r a  o  p r o b l e  - 

ma SBC. 

C .  SBC a SBB 

O g r a f o  G' = ( V , A i )  com A '  A e  I A ' I  - > k ,  s o l u ç ã o  p a r a  o  

p r o b l e m a  SBC é b i p a r t i  t e  e  c o n e x o .  P e l o  l e m a  4 . 1 ,  G' é BOT e  

p o r t a n t o  é uma s o l u ç ã o  p a r a  o  p r o b l e m a  SBB. rn 

4 . 2 .  TRANSFORMAÇÃO P O R  ACR€SCIMO MfNIMO D E  ARESTAS 

No e x a m e  de p r o b l e m a  d e  a c r é s c i m o  min imo  de a r e s t a s  

a  um g r a f o  G = ( V y A )  p a r a  t r a n s f o r m á - l o  em um g r a f o  de  c o m p a r a  - 

b i l i d a d e ,  n ã o  s e  c o n s e g u i u  s u a  c l a s s i f i c a ç ã o  a b s o l  u t a  como um 

p r o b l e m a  N P - c o m p l e t o  o u  p o l i n o m i a l ;  p o r é m  a l g u m a s  p r o p r i e d a d e s  

i n t e r e s s a n t e s  podem s e r  e s t a b e l e c i d a s  com b a s e  em u m  a1 g o r i  tmo 

d e  c a r a c t e r ?  z a ç ã o  de g r a f o s  de c o m p a r a b i  l i  d a d e .  

Os a1 g o r i  tmos  de c a r a c t e r i  z a ç ã o  s ã o  a p r e s e n t a d o s  p o r  

E V E N  ( 1 0 ) ,  GILMORE ( l 3 ) ,  GOLUMBIC ( l 4 ) ,  ( l 5 ) ,  ( 1 6 )  e  PNUELI 

( 3 3 ) ;  em t o d o s  e s t e s  a l g o r i t m o s  s e  f a z  u s o  de  uma r e g r a  b á s i c a  

q u e  i n d u z  a  o r i e n t a ç ã o  de  t o d a s  a s  a r e s t a s  do  g r a f o ,  a  p a r t i r  

d e  uma o r i e n t a ç ã o  a r b i t r á r i a  s o b r e  uma a r e s t a  e s c o l h i d a  a l e a t õ  - 

ri amen t e .  

E s s a  r e g r a  f o i  p r o p o s t a  i n i c i a l m e n t e  p o r  Gi l m o r e ,  mas 

s e u  a l g o r i  tmo e m b o r a  de  c o m p l e x i d a d e  p o l  i n o m i  a1 em t e m p o ,  é me - 

n o s  e f i c i e n t e  q u e  o  a l g o r i t m o  d e  P n u e l i  e  E v e n ;  b a s i c a m e n t e ,  

e n q u a n t o  Gi l m o r e  e x a m i n a  o  g r a f o  t o d o  em c a d a  p a s s o ,  P n u e l i  e  

Even t r a b a l h a m  s o b r e  s l i ibgrafos  s u c e s s i  v a m e n t e  m e n o r e s .  

O a l g o r i t m o  d e s e n v o l v i d o  p o r  G o l u m b i c  é m a i s  uma i m  

p l e m e n t a ç ã o  s o f i s t i c a d a  do a l g o r i t m o  p r o p o s t o  p o r  P n u e l i ;  d e s -  



t a  fo rma Gol umbic consegue  r e s u l  t a d o s  u m  pouco me lho re s  quando  

A complex idade  do a l g o r i  tmo de Gol umbic é a  mesma do 
- 

a l g o r i t m o  de P n u e l i  e  Even:, e  l i m i t a d a  no p i o r  c a s o  P o r  

O ( 6 .  I A ] )  em tempo,  onde 6 é o  g r a u  do v é r t i c e  de ma io r  g r a u .  

Aqui s e r á  u sada  a  v e r s ã o  d e s e n v o l v i d a  em P N U E L I  ( 3 3 ) ,  

com a s  d e f i n i ç õ e s  a  s e g u i r :  

( i )  s e j a o  g r a f o G =  ( V , A ) ;  s e  i # k e  ( i , j ) ,  ( j , k ) E  A uma 

r e l a ç ã o  F  é t a l  q u e :  ( i  , j ) F  ( j , k ) s s s  ( i  , k )  f A .  

( i i )  p a r a  um g r a f o  que tem algumas a r e s t a s  d i  r e c i o n a d a s  e  ou - 

t r a s  não d i r e c i o n a d a s ,  uma a r e s t a  é chamada de - i m p l i c a n t e  

s e  é d i r e c i o n a d a  e  F r e l a c i o n a d a  a  p e l o  menos uma a r e s t a  

não d i r e c i o n a d a  do g r a f o .  

( i i i )  u m  g r a f o  é e s t á v e l  s e  não contem i m p l i c a n t e s .  



ALGORITMO PNUELI - 

e n t r a d a :  g r a f o  G = ( V , A )  

s a i d a :  i n d i c a ç ã o  de que  o  g r a f o  G não é de c o m p a r a b i l i d a d e  ou 

uma o r i e n t a ç ã o  a c 7 c l i . c a  e  t r a n s i t i v a  de A .  

1 .  G' - G 

2 .  e s c o l h e r  e  d i r e c i o n a r  a r b i t r a r i a m e n t e  uma a r e s t a  de G' ; s e  

o  g r a f o  r e s u l t a n t e  é e s t á v e l ,  i r  p a r a  4 ;  

3.  a p l i c a r  r e p e t i d a m e n t e  a  s e g u i n t e  r e g r a  de o r i e n t a ç ã o ,  a t é  

que não e x i s t a m  mais a r e s  t a s  i mpl i  can t e s  : 

( i  i )  1 j F ( i  i )  a  i i e  

ff ( j , j i )  I P , j J  F ( j , j l )  f a ç a  [ j 1 , 3 1 .  
d 

4 .  v e r i f i c a r  s e  o  s u b g r a f o  o r i e n t a d o  o b t i d o ,  D = ( V * , E ) ,  e  

t r a n s i t i v o ;  p a r a  i s t o :  

i €  V *  f a ç a  X ( i )  = j V * ]  [ l i , j ] ~  E )  

O s u b g r a f o  D é t r a n s i t i v o  s e  e  somente  s e  

Se  o  s u b g r a f o  D não é t r a n s i t i v o ,  i  r p a r a  6 .  

5 .  s e  não e x i s t e m  mais  a r e s  t a s  não di r e c i o n a d a s ,  i r p a r a  7; ca - 

s o  c o n t r á r i o  s e j a  G '  o  s u b g r a f o  não d i r e c i o n a d o  r e s u l t a n t e :  

i r  p a r a  2 .  

6 .  p a r a r ;  o  g r a f o  dado não é de c o m p a r a b i l i  d a d e .  

7 .  p a r a r ;  o g r a f o  dado é de c o m p a r a b i l  i d a d e  e  a  o r i e n t a ç ã o  ob - 

t i d a  é a c i c l i c a  e  t r a n s i t i v a .  

8. F i m .  

O f u n c i o n a m e n t o  do ALGORITMO PNUELI é f a c i  lmen t e  e n t e n d i  do com 

o  a u x i l i o  dos s e g u i n t e s  e x e m p l o s :  



Exemplo  4 . 2  - 

S e j a  o  g r a f o  G = (VyA) d a  f i g u r a  ( I V . 2 . a ) ;  i n i c i a l m e n  

t e ,  G '  - G .  

No p a s s o  2 ,  s e j a  ( 1 , 2 )  a  a r e s t a  e s c o l h i d a  e s e j a  

C1 ,21  a  o r i e n t a ç ã o  a r b i  t r ã r i a .  O g r a f o  r e s u l t a n t e  n ã o  é e s t ã v e l  

p o r q u ê  a  a r e s t a  C l , 2 1  é i m p l i c a n t e ,  e n t ã o :  

3 .  ,2] ==> ( 2 , 3 )  como C3,2] 

C3,2] ====> ( 2 , 5 )  e  ( 3 , 4 )  como [5,2] e  [3,4] 

1 5 , 2 1  ===> ( 5 , 4 )  como C5,4] 

p , 4 ]  => ( 5 , l )  como F , 1 ]  

e n ã o  e x i s t e m  m a i s  i m p l i c a n t e s .  O d i g r a f o  o b t i d o  é o  d a  f i g u r a  

( I V . 2 . b ) .  

4 .  v *  = ( 1 , 2 , 3 , 4 , 5 1  

x u  = ( 2 1 ,  X ( 2 )  = X ( 4 )  = { @ 1 ,  X ( 3 )  = ( 2 , 4 ) ,  X ( 5 )  = ( 1  , 2 9 4 1  

W(1)  = W(2) = W(3) = W(4) = {q!) ,  W(5)  = ( 2 1  

Aqui W ( i )  6 X ( i ) ,  i = 1 , 5 ,  i s t o  é: e s t e  s u b g r a f o  e s t á  

o r i e n t a d o  t r a n s i t i v a m e n t e .  

5 .  A g o r a  G '  é o  s u b g r a f o  d a  f i g u r a  ( 1 V . 2 . ~ ) ~  e n t ã o :  

2 .  s e j a  ( 1 , 6 )  a  a r e s t a  e s c o l h i d a  e  s e j a  [1,61 a  o r i e n t a ç ã o  a r  - 

b r i  t ã r i a .  G n ã o  é e s t á v e l  p o r q u ê  a  a r e s t a  [1,63, é i m p l i c a n t e , e n  - 

t ã o  : 

3 .  [1,6] ===> ( 2 , 6 ) ,  ( 3 , 6 ) ,  ( 4 , 6 )  e ( 5 , 6 )  como 

L-",q , 123Y61, L4,61 e  C5961 

e  n ã o  e x i s t e m  m a i s  i m p l  i c a n t e s .  O d i g r a f o  o b t i d o  é o  d a  f i g u r a  



F i g u r a  I V . 2  -- 



Aqui W ( i )  X ( i ) ,  i  = 1 , 6 ,  i s t o  é : e s t e  s u b g r a f o  e s t á  

o r i e n t a d o  t r a n s  i  t i  v a m e n t e .  

5 .  n ã o  e x i s t e m  m a i s  a r e s  t a s  n ã o  d i  r e c i o n a d a s  , e n t ã o :  

7 .  p a r a r ;  G é um g r a f o  de c o m p a r a b i l i d a d e ,  e  uma o r i e n t a ç ã o  

a c ' i c l i  c a  f o i  c o n s e g u i  d a .  A 

Exemplo  4 . 3  

S e j a  o  g r a f o  G = ( V y A )  d a  f i g u r a  ( I V . 3 . a ) ;  i n i c i a l  - 

m e n t e  G '  G .  

2 .  s e j a  ( 1  , 2 )  a  a r e s t a  e s c o l h i d a  e  s e j a  L1 ,2] a  o r i e n t a ç ã o  a r  

b i  t r á r i a .  

3 .  L1 ,2] => ( 1  , 5 )  e  ( 2 , 3 )  como E1 ,5] e  [3,2] 

$ 5 1  => ( 5 , 4 )  como [4,51 

e3,2] => ( 3 , 4 )  como L3,4J 

e  n ã o  e x i s t e m  mai s i m p l i c a n t e s .  O d i  g r a f o  o b t i d o  é o  da f i g u r a  

( I V . 3 . b ) .  

4 .  v *  = { 1 , 2 , 3 , 4 , 5 )  

X ( 1 )  = { 2 , 5 1 ,  X ( 2 )  = X(5)  = ( @ I ,  X ( 3 )  = { 2 , 4 ) ,  X ( 4 )  = ( 5 1  

W ( l )  = W(2) = W(4) = W(5) = ( @ I ,  W(3) = ( 5 )  

Aqui W(3) $ X ( 3 ) ,  i s t o  é:  e s t e  s u b g r a f o  n ã o  e s t á  o r i  - 

e n t a d o  t r a n s i t i v a m e n t e .  

6 .  p a r a r ;  G n ã o  é um g r a f o  de  c o m p a r a b i l i  d a d e .  A 

O ALGORITMO PNUELI t r a b a l h a  p o r t a n t o ,  a  p a r t i r  da o r i  - 

e n t a c ã o  a r b i t r á r i a  de uma a r e s t a  e s c o l h i  da  a l e a t ó r i a m e n t e ,  ob  - 

t e n d o  c o m p o n e n t e s  o r i e n t a d o s  q u e  s ã o  v e r i f i c a d o s  n o  p a s s o  4  com 

r e s p e i t o  a  s u a  t r a n s i t i v i d a d e ;  o  e n c o n t r o  de  u m  c o m p o n e n t e  d i r e  - 

c i o n a d o  n ã o  t r a n s i t i v o ,  p e r m i t e  i n t e r r o m p e r  o  p r o c e s s o  com a  
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c e r t e z a  de q u e  o  g r a f o  o r i g i n a l  n ã o  é de c o m p a r a b i  l i  d a d e ,  mas 

s e  t o d a s  a s  a r e s  t a s  s ã o  o r i e n t a d a s ,  e  t o d o s  o s  c o m p o n e n t e s  s ã o  

g r a f o s  de  c o m p a r a b i l i d a d e ,  o  g r a f o  6 também o  é.  

O p a s s o  4 do a l g o r i  tmo f o r n e c e  e n t r e t a n t o  uma i n d i c a  - 

ç ã o  a d i c i o n a l  : s e  o  c o m p o n e n t e  n ã o  tem o r i e n t a ç ã o  t r a n s i  t i  va,  a  

c o n d i ç ã o  de t r a n s i  t i  v i d a d e  a p r e s e n t a d a  no p a s s o  4  d i z  i m p l i c i ,  - 

t a m e n t e  q u e  f a l  t am a r e s  t a s  com d e t e r m i n a d a s  o r i e n t a ç õ e s  e n t r e  

v é r t i  c e s  e s p e c i  f i  c a d o s  . 
A s s i m  n o  e x e m p l o  4 . 3 ,  v e r i f i c a - s e  q u e  W(3)  = C51, i s  - 

t o  e :  p a r a  q u e  o  c o m p o n e n t e  f o s s e  de c o m p a r a b i l i d a d e ,  s e r i a  n e  - 

c e s s á r i a  a  e x i s t ê n c i a  da  a r e s t a  ( 3 , 5 )  como 9 3 , 5 1 .  

D e s t a  f o r m a ,  o  ALGORITMO PNUELI , com p e q u e n a s  m o d i f i  - 

c a ç õ e s ,  pode  s e r  u s a d o  p a r a  c a r a c t e r i z a ç ã o  de g r a f o s  de compa - 

r a b i l i d a d e  o u  p a r a  t r a n s f o r m a ç ã o  de  g r a f o s  em g r a f o s  de  compa - 

r a b i  l i  d a d e  p o r  a c r é s c i m o  de a r e s t a s .  

As modi f i  c a ç õ e s  e s s e n c i  a i  s  p a r a  i s t o  s ã o :  

( i )  c r i a r  u m  v e t o r  de a r e s t a s  no p a s s o  4 ,  q u e  i n d i c a  q u a i s  - a  

r e s t a s  devem s e r  a c r e s c e n t a d a s  a  G de  m a n e i r a  a  t r a n s f o r  - 

má-10 em u m  g r a f o  de  c o m p a r a b i l i d a d e .  

( i i )  p a r a r  s o m e n t e  q u a n d o  n ã o  e x i s t i r e m  m a i s  a r e s t a s  n ã o  o r i e n  - 

t a d a s .  

O a l g o r i t m o  com e s t a s  m o d i f i c a ç õ e s  r e q u e r  e s p a ç o  a d i  - 

c i  o n a l  1  i m i t a d o  p o r  O ( I A 1 )  ; a  c o m p l e x i d a d e  em tempo,  uma v e z  

2  q u e  podem s e r  a c r e s c e n t a d a s  1\11 - / A I  a r e s t a s , é  0 ( / ~ 1 ~ + s . l A I )  

n o  p i o r  c a s o .  

Deve a i n d a  s e r  o b s e r v a d o  q u e  a  t r a n s f o r m a ç ã o  do g r 2  

f o  G em g r a f o  de c o m p a r a b i l i d a d e ,  p o r  i n f o r m a ç ã o  o b t i d a  do p a s  - 

s o  4 do ALGORITMO PNUELI, pode  n ã o  s e  e f e t u a r  de  f o r m a  m i n i m a ;  



i s t o  o c o r r e  d e v i d o  a  a l e a t o r i e d a d e  da  e s c o l h a  d o  p a s s o  2 e d a  

o r d e m  de  e x a m e  d a s  a r e s t a s  i m p l i c a n t e s  n o  p a s s o  3 .  Assim é p o s  - 

s i v e l  q u e  a s  e s c o l h a s  e i m p l i c a ç õ e s  s e j a m  f e i t a s  de t a l  f o r m a ,  

q u e  i n d i c a m  um n ú m e r o  s u p e r i o r  a o  m i n i m o  n e c e s s á r i o  p a r a  a  

t r a n s f o r m a ç ã o  do g r a f o  G em g r a f o  de  c o m p a r a b i  l i d a d e .  

Exemplo  4 . 4  - 

S e j a  o  g r a f o  G = (V ,A)  d a  f i g u r a  ( I V . 4 . a ) .  A f i g u r a  

( I V . 4 . b )  m o s t r a  um d i g r a f o  o b t i d o  p e l a  a p l i c a ç ã o  d o  a l g o r i t m o ,  

e  com a  o r d e m  d e  i m p l i c a ç ã o  de a r e s t a s  i n d i c a d a  p o r  uma á r v o r e ;  

com a  a r e s t a  ( 1  , 6 )  o  g r a f o  G s e r i a  de  c o m p a r a b i l i d a d e .  

A f i g u r a  ( 1 V . 4 . ~ ) ~  com d i f e r e n t e  o r d e m  de  i m p l i c a ç ã o ,  

i n d i c a  q u e  com a s  a r e s t a s  ( 2 , 5 )  e  ( 8 , 5 )  o  g r a f o  s e r i a  d e  compa - 
r a b i  1  i d a d e .  A 

S e j a  T*  uma o r i e n t a ç ã o  de  u m  g r a f o  de c o m p a r a b i  l i d a  - 

d e ,  d i f e r e n t e  d a s  o r i e n t a ç õ e s  g e r a d a s  p e l o  a l g o r i t m o  de  Pnuel i ;  

e n t ã o  : 

T e o r e m a  4 . 6  - 

O p o s e t  o b t i d o  p e l a  o r i e n t a ç ã o  T *  s o b r e  u m  g r a f o  de 

c o m p a r a b i l i  d a d e  G = ( V Y A ) ,  t e m  n ú m e r o  d e  D i l w o r t h  m e n o r  ou 

i g u a l  a o  d o s  p o s e t s  o b t i d o s  p o r  o r i e n t a ç õ e s  d o  g r a f o  G d a d a s  

p e l o  a l g o r i t m o  de P n u e l i .  

P r o v a  -- 

Os p o s e t s  r e p r e s e n t a d o s  p o r  d i g r a f o s  o b t i d o s  com o  

a l g o r i t m o  de P n u e l i ,  t e m  o  mesmo n ú m e r o  de  D i l w o r t h ;  s e j a  D e s  
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t e  n ú m e r o ,  q u e  é também a  c a r d i n a l i d a d e  d e  u m  c o n j u n t o  i n d e p e n  - 

d e n t e  máximo d e  G .  

S e  o  p o s e t  o b t i d o  com a  o r i e n t a ç ã o  T* tem n ú m e r o  de  

D i l w o r t h  D ' ,  t a l  q u e  D' > D ,  e n t ã o  e x i s t e  em G u m  c o n j u n t o  i n  - 

d e p e n d e n t e  máximo de c a r d i n a l i d a d e  D ' ,  o  q u e  é a b s u r d o .  rn 

Com r e s p e i t o  a o  n ú m e r o  de D i l w o r t h  dos  p o s e t s  o b t i  - 

d o s  d e  o r i e n t a ç Q e s  s o b r e  g r a f o s  t r a n s f o r m a d o s ,  uma q u e s t ã o  i n  - 

t e r e s s a n t e  e :  s e  e x i s t e  m a i s  de  uma f o r m a  de a c r é s c i m o  mínimo 

de  a r e s t a s  a  u m  g r a f o  p a r a  t r a n s f o r m á - l o  em u m  g r a f o  de  compa - 

r a b i l i d a d e ,  o  n u m e r o  de  D i l w o r t h  d o s  p o s e t s  o b t i d o s  d o s  g r a f o s  

t r a n s f o r m a d o s  i n d e p e n d e  de  q u a i  s a r e s  t a s  s ã o  a c r e s c e n t a d a s ?  

A r e s p o s t a  a q u i  pode  s e r  d a d a  com o  a u x T i i o  d a  f i g u  - 

r a  ( I V . 5 ) .  O g r a f o  da  f i g u r a  ( I V . 5 . a )  n ã o  é de c o m p a r a b i l i d a d e ;  

com o  a c r é s c i m o  da  a r e s t a  ( 1  , 3 )  o  g r a f o  é t r a n s f o r m a d o  em um 

g r a f o  de  c o m p a r a b i l i  d a d e ,  q u e  a o  s e r  o r i e n t a d o  t r a n s i t i  v a m e n t e ,  

r e p r e s e n t a  p o s e t s  com n ú m e r o  de D i l w o r t h  i g u a l  a  4 .  U m  d e s s e s  

p o s e t s  é o  d a  f i g u r a  ( I V . 5 . b ) .  

Com o  a c r é s c i m o  da a r e s t a  ( 2 , 4 )  o  g r a f o  r e s u l t a n t e  é 

s u b j a c e n t e  a  r e p r e s e n t a ç ã o  de p o s e t s  com número  de  D i l w o r t h  

i g u a l  a  3 ;  u m  d e s s e  p o s e t s  é o  da f i g u r a  ( I V . 5 . c ) .  

F i n a l m e n t e  é i n t e r e s s a n t e  e x a m i n a r  a  p o s s í v e l  e q u i  va - 

l ê n c i a  e n t r e  o s  p r o b l e m a s  de  r e t i r a d a  mínima de a r e s t a s  e  acrés  - 

c imo  mín imo  de a r e s t a s  a  u m  g r a f o ,  p a r a  t r a n s f o r m ã - 1 0  em g r a f o  

de compa r a b i  1  i  d a d e .  

Que e s s e s  p r o b l e m a s  n ã o  t em uma r e l a ç ã o  d i r e t a  e n t r e  

s i ,  mas s ã o  a p a r e n t e m e n t e  d e  mesma c o m p l e x i d a d e ,  pode  s e r  v i s  - 

t o  p o r  i n t e r m é d i o  d o s  e x e m p l o s  a  s e g u i r .  
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Exemplo  4 . 5  - 

S e j a  o  g r a f o  G = (VyA) da  f i g u r a  ( I V . 6 . a ) .  A f i g u r a  

( I V . 6 . b )  m o s t r a  um g r a f o  G' o b t i d o  do  g r a f o  G p o r  a c r é s c i m o  m i  

n imo d a s  a r e s t a s  ( 1  , 4 )  e  ( 4 , 6 ) ;  G '  é d e  c o m p a r a b i l i d a d e .  

P o r  o u t r o  l a d o ,  a  r e t i r a d a  da a r e s t a  ( 5 , 4 )  r e s u l t a  n o  

g r a f o  da  f i g u r a  ( 1 V . 6 . ~ ) ~  e  é s u f i c i e n t e  p a r a  s e  o b t e r  a  c o n d i  - 

ç ã o  de  c o m p a r a b i l i d a d e .  A s s i m ,  n e s t e  e x e m p l o ,  o  g r a f o  G pode  

s e r  t r a n s f o r m a d o  m i n i m a m e n t e  em u m  g r a f o  de  c o m p a r a b i l i d a d e  p o r  

r e t i r a d a  d e  uma a r e s t a  o u  p e l o  a c r é s c i m o  de d u a s .  A 

Exemplo  4 . 6  - 

S e j a  o  g r a f o  G = (VyA) d a  f i g u r a  ( I V . 7 . a ) .  A f i g u r a  

( I V . 7 . b )  m o s t r a  um g r a f o  G' o b t i d o  do g r a f o  G p o r  a c r é s c i m o  d a  

a r e s t a  ( 2 , 5 ) ;  G' é de c o m p a r a b i l i d a d e .  

P o r  o u t r o  l a d o ,  a  r e t i r a d a  d a s  a r e s t a s  ( 1 , 2 )  e  ( 2 , 6 )  

t r a n s f o r m a m  m i n i m a m e n t e  o  g r a f o  G em um g r a f o  de c o m p a r a b i l i d a  - 

de  G' , como m o s t r a d o  n a  f i g u r a  ( I V . 7 . c ) .  N e s t e  e x e m p l o ,  o  g r a f o  

G pode  s e r  t r a n s f o r m a d o  m i n i m a m e n t e  em u m  g r a f o  de  c o m p a r a b i l i  - 

d a d e ,  p o r  r e t i r a d a  d e  d u a s  a r e s t a s  ou  p e l o  a c r é s c i m o  de  uma. A 

U m  g r a f o  G = (V,A) 1  - t r a n s f o r m ~ v e l  , s e :  

( i )  n ã o  é de c o m p a r a b i l i d a d e  

( i i )  pode  s e r  t r a n s f o r m a d o  em um g r a f o  de  c o m p a r a b i l i d a d e  p o r  

a c r é s c i m o  de  uma a r e s t a  ( a , c ) ,  o n d e  a , c ~ V  

( i i i )  e x i s t e  uma o r i e n t a ç ã o  T* q u e  g a r a n t e  a  e x i s t ê n c i a  de  a p e  - 

n a s  u m  c a m i n h o  d i r e c i o n a d o  e n t r e  a  e  c ,  i n d i c a d o  p e l a s  

a r e s t a s  - r a , b 1  e e  [b,c]; d e s t a  f o r m a  é n e c e s s á r i o  o  a c r é s  - 

c imo de [Ta,c]. 



( c1 
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E n t ã o :  

Teorema  4 . 7  

S e  um g r a f o  G = ( V Y A )  é 1  - t r a n s f o r m á v e l ,  a  r e t i r a -  

d a  de uma a r e s t a  o  t r a n s f o r m a  em u m  g r a f o  de  c o m p a r a b i l i d a d e .  

P r o v a  

C o n s i d e r e - s e  o  d i g r a f o  o b t i d o  p e l a  o r i e n t a ç ã o  T*;  p c  

r a  e l e  é p o s s í v e l  a f i  r m a r  q u e :  

( a )  p a r a  u m  c a m i n h o  d i r e c i o n a d o  com e x t r e m i d a d e  em - c , q u e  n ã o  

p a s s a  p o r  - a  o u  - b ,  a  r e t i r a d a  de [b,c] t o r n a  t r a n s i t i v o  o  

d i  g , r a f o .  

( b )  p a r a  um c a m i n h o  d i  r e c i o n a d o  com e x t r e m i d a d e  em - c , q u e  p a s  - 

s a  p o r  - b ,  e  d i f e r e n t e  d e  Lb,c]: e x i s t e  m a i s  de  u m  cami - 

nho d i r e c i o n a d o  e n t r e  - a  e  - c ,  o  q u e  c o n t r a d i z  a  d e f i n i ç ã o .  

( c )  p a r a  u m  c a m i n h o  d i r e c i o n a d o  com e x t r e m i d a d e  em - c , q u e  p a z  

s a  p o r  - a  e  n ã o  p o r  - b :  e x i s t e  m a i s  de  u m  c a m i n h o  d i r e c i o  - 

n a d o  e n t r e  - a  e  - c ,  o  q u e  c o n t r a d i z  a  d e f i n i ç ã o .  

( d )  p a r a  u m  c a m i n h o  d i  r e c i o n a d o  com e x t r e m i d a d e  em - b ,  q u e  n ã o  

p a s s a  p o r  - a ,  a  r e t i r a d a  d e  [b,c] t o r n a  t r a n s i t i v o  o  d i  - 

g r a f o .  

( e )  p a r a  um c a m i n h o  d i r e c i o n a d o  com e x t r e m i d a d e  em - a ,  a  r e t i  - 

r a d a  de  [b,c] t o r n a  t r a n s i t i v o  o  d i g r a f o .  

( f )  p a r a  um c a m i n h o  d i  r e c i o n a d o  com o r i g e m  em - c ,  a  r e C i  r a d a  

d e  p b , a  t o r n a  t r a n s i t i v o  o  d i g r a f o .  

D e s t a  f o r m a  a  r e t i r a d a  da a r e s t a  ( b , c )  t r a n s f o r m a  G 

em u m  g r a f o  d e  c o m p a r a b i l i  d a d e .  



O P R O B L E M A  DE DETERMINACÃO D O  K E R N E L  

1 .  - INTRODUÇÃO - 

Neste  c a p r t u l o  é d i s c u t i d o  o  problema de de te rminação  

do Kernel de u m  d i g r a f o .  Após a  a p r e s e n t a ç ã o  do problema que  é 

c1 a s s  i f i  cado como NP-compl e t o ,  s ã o  f e i  t a s  a1 gumas c o n s i  d e r a  - 

ções  s o b r e  a  forma da d e f i n i ç ã o ,  que não é a  mesma na l i t e r a t u  - 

r a  s o b r e  o  a s s u n t o ;  além d i s s o  a p r e s e n t a - s e  um c a s o  em que o  

p robl ema pode s e r  r e s o l  vi do em tempo pol inomi a1 , e  as di f e  ren - 

ç a s  que surgem quan to  a  c a r d i n a l i d a d e  d o  Kernel em função  da 

forma da d e f i n i ç ã o  usada n e s t e  caso  p a r t i c u l a r  e  em a1 gumas va - 

r i a ç õ e s  d e l e .  

F ina lmen te  a p r e s e n t a - s e  um novo problema,  v a r i a ç ã o  do 

problema do K e r n e l ,  que s e  mos t ra  p e r t e n c e n t e  a  c l a s s e  dos p r o  - 

bl emas NP-compl e t o s .  

O P R O B L E M A  D O  K E R N E L  

K E R N E L  

Dados: g r a f o  di r e c i o n a d o  D = (V,E) 

Q u e s t ã o :  o  g r a f o  D tem u m  s u b c o n j u n t o  KP V ,  t a l  que não e x i s  - 

t e  a r e s t a  e n t r e  os v é r t i c e s  de K ,  e  t a l  que Y V e V - K e x i s  - 

t e  u m  v é r t i c e  u e K t a l  que [v,u] e E? 



Este  p r o b l e m a  f o i  c1  a s s i  f i c a d o  como N P - c o m p l e t o  em 
- 

CHVATAL ( 6 ) ;  i n t e r e s s a n t e  o b s e r v a r  q u e  e l e  e r e l a t i v a m e n t e  

p o u c o  r e f e r e n c i a d o  e  a t é  a o n d e  f o i  p o s s i v e l  d e t e r m i n a r ,  não !  

s e r v i u  como p r o b l e m a  e q u i v a l e n t e  p a r a  a  i n c l u s ã o  d e  o u t r o s  p r o  - 

b l e m a s  n a  c l a s s e  d o s  N P - c o m p l e t o .  

Também d e v e  s e r  o b s e r v a d o  q u e  n a s  r e f e r ê n c i a s  a o  p r g  

b l e m a ,  e x i s t e  uma d i f e r e n ç a  n a  f o r m a  de  a p r e s e n t a ç ã o ;  como s e  

mos t r a r á  a d i  a n t e  p a r a  uma c1 a s s e  p a r t i  cul  a r  d e  g r a f o s  a  

f o r m a  d a  d e f i n i ç ã o  l e v a  a  c o n j u n t o s  K e r n e l  d e  c a r d i n a l i d a d e  d i  - 

f e r e n t e ,  e m b o r a  a p a r e n t e m e n t e  i s t o  n ã o  a l t e r e  a  c l a s s i f i c a ç ã o  

do  p r o b l e m a  g e r a l  como N P - c o m p l e t o .  

E m  CHVATAL ( 6 ) ,  DE0 ( 8 )  e  K A R P  ( 2 8 ) ,  a  f o r m u l a ç ã o  d o  

p r o b l e m a  p e d e  p e l o  menos uma a r e s t a  com o r i g e m  n o  c o n j u n t o  

V - K e  e x t r e m i d a d e  n o  c o n j u n t o  K ,  -tF v e  V - K ;  ao  c o n t r á r i o ,  

em G A R E Y  ( 1 2 )  p e d e - s e  p e l o  menos uma a r e s t a  com o r i g e m  n o  con  - 

j u n t o  K e  e x t r e m i d a d e  em V - K ,  Y v  E V - K .  

Também é i n t e r e s s a n t e  o b s e r v a r  q u e  em CHVATAL ( 6 ) ,  

G A R E Y  ( 1 2 )  e K A R P  ( 2 8 )  n ã o  s e  f a z  nenhum c o m e n t á r i o  s o b r e  c a  - 

s o s  p a r t i c u l a r e s  q u e  a i n d a  p o s s a m  s e r  c l a s s i f i c a d o s  como NP- 

c o m p l e t o s  o u  q u e  a d m i t a m  s o l u ç ã o  p o l i n o m i a l  em t e m p o ;  p o r é m  em 

DE0 ( 8 ) ,  o  p r o b l e m a  d o  K e r n e l  é a p r e s e n t a d o  como d e  c o m p l e x i d a  - 

de p o l  i n o m i a l  em tempo  p a r a  a  c l a s s e  de  d i g r a f o s  a c í c l i  c o s .  

Nas v á r i a s  1  i s t a s  de  p r o b l e m a s  N P - c o m p l e t o s  e n c o n t r a  - 

d a s  n a  l i  t e r a t u r a ,  v ê - s e  com f r e q u ê n c i a  a  a p r e s e n t a ç ã o  d e  c a  - 

s o s  p a r t i c u l a r e s  q u e  podem s e r  r e s o l v i d o s  p o r  a l g o r i  tmos  d e  

c o m p o r t a m e n t o  p o l  i n o m i a l  em t e m p o ,  o u  q u e  tem s o l  u ç ã o  i  m e d i a t a  

p o r  p r o p r i e d a d e s  i n e r e n t e s  a  ess9.s c a s o s ;  d e s t a  f o r m a  a o m i s  - 

s ã o  d o  r e s u l t a d o  m e n c i o n a d o  p o r  DE0 ( 8 )  n a  l i  t e r a t u r a  p o s t e  - 

r i o r ,  é a p a r e n t e m e n t e  m a i s  uma f a l h a  n o  l e v a n t a m e n t o  b i b l i o g r á  - 



f i c o  d o  que uma r e t i r a d a  de l i be rada  de um r e s u l t a d o  supostamen - 

t e  s imp le s .  

O r e s u l t a d o  apresen tado  a s e g u i r ,  é v e r i f i c a d o  em DE0 

( 8 )  p o r  in te rmédio  de u m  a lgor i tmo que cons t ró i  o con jun to  que 

é so lução  Única para  o problema do Kernel formulado para  d i g r a  - 

f o s  a c i c l i c o s .  

Teorema 5.1 - DE0 ( 8 )  

Todo d i g r a f o  a c i c l i c o  admite Kernel e  e l e  é Único. 

Prova 

S e j a  K u m  Kernel ; suponha-se que K não é único .  Então: 

a .  e x i s t e  um K '  composto de alguns v é r t i c e s  de K e  o u t r o s  de 

V - K. 

Neste caso pelo  menos um v é r t i c e  v ji? K é t rocado  com um 

v é r t i c e  de K .  Como v V - K ,  e x i s t e  pelo  menos uma a r e s t a  com 

origem em v e  extremidade em um v é r t i c e  u e K ;  evidentemente a 

t r o c a  deve s e r  f e i t a  com e s t e  v é r t i c e  u ,  caso c o n t r á r i o  o  con - 

jun to  K' t e r i a  pelo  menos u m  pa r  de v é r t i c e s  e n t r e  os qua i s  

e x i s t e  a r e s t a .  Porém s e  o v é r t i c e  u é r e t i r a d o  do Kernel , e l e  

é u m  v é r t i c e  que não tem a r e s t a s  p a r a  os v é r t i c e s  de K - ( u ) ,  

caso c o n t r á r i o  K não s e r i a  Kernel ;  de s t a  forma u o u n ã o  pode 

s e r  r e t i r a d o  de K ou é origem de a r e s t a  com extremidade em v ,  

i s t o  é:  e x i s t e  L U , ~ .  Como e x i s t e  I v , u ]  o  digrzifo .não é a c i c l i  - 

co e  i s t o  c o n t r a d i z  a  h i p ó t e s e .  

b .  e x i s t e  um K '  t a l  que KnK' E @ .  

E c1 a ro  que os v é r t i c e s  com o u t ( v )  = O devem f a z e r  p a r t e  

de u m  Kernel ,  caso c o n t r á r i o  haver ia  v é r t i c e s  em V - K que não 



s ã o  o r i g e m  de a r e s t a s  com e x t r e m i d a d e  em K. Se e x i  s t e  u m  K' 

t a l  que  KOK'  r e ) ,  K e  K'não contém todos os v é r t i c e s  u t a i s  que  

o u t ( u )  = O ,  e  n e s t e  c a s o  não  s ã o  K e r n e l ;  p o r  o u t r o  l a d o  s e  nem 

K nem K '  tem v é r t i c e  v ,  com o u t ( v )  = O ou não s ã o  Kerne l  ou 

g r a f o  não  é a c i c l i  co .  

Exemplo 5 . 1  

P a r a  o d i g r a f o  a c i c l i c o  da  f i g u r a  ( V . 1 ) ,  o  Kerne l  

dado p o r  K ~ ' { 1 , 6 , 7 , 9 ) .  A 

O a l g o r i t m o  a p r e s e n t a d o  em DE0 ( 8 )  obtém o  Kerne l  

u m  d i g r a f o  a c 7 c l i c o  em o ( I v I + ~ E I )  de complex idade  em tempo e  

t ã o  p o d e - s e  d i z e r :  

Teorema 5 . 2  - 

O p r o b l e m a  de d e t e r m i n a ç ã o  do Kerne l  é de complex ida  - 

de pol  i nomi a1 p a r a  di g r a f o s  a c i c l  i co s  . 

Pr ova  

O a l g o r i  tmo de DE0 ( 8 )  c u j a  c o r r e ç ã o  é f e i t a  p e l o  t e o  - 

rema 5 . 1  . 

O b s e r v e - s e  a g o r a  que s e  é c o n s i d e r a d a  a  d e f i n i ç ã o  do 

Kerne l  como s e n d o  o  c o n j u n t o  de v é r t i c e s  t a l  que -\J- v E V - K 

e x i s t e  a r e s t a  com o r i g e m  em v e  e x t r e m i d a d e  em K ,  a l ém de t o  - 

dos o s  v é r t i c e s  v  C V t a i s  que o u t ( v )  = O tomarem p a r t e  em K ,  

também a q u e l e s  v é r t i c e s  v E V t a i s  que i n ( v )  = O podem f a z e r  

p a r t e  de K ;  i s t o  a c o n t e c e  s empre  que u 8' K e  1 [v,u] com v t e n  - 



F i g u r a  V . 1  
7-- 

F i a u r a  V.2 



do i n ( v )  = O ,  p a r a  d i g r a f o s  a c i c l i c o s .  

Agora ,  a i n d a  p a r a  d i g r a f o s  a c i c l i c o s ,  s e  a  d e f i n i ç ã o  

do Kerne l  pede  p e l o  menos uma a r e s t a  ~ u , ~  V v E V - K ,  a l ém 

de t o d o s  o s  v é r t i c e s  v €  V t a i s  que  i n ( v )  = O tomarem p a r t e  

em K ,  também a q u e l e s  v é r t i c e s  v É V t a i s  que o u t ( v )  = O podem 

f a z e r  p a r t e  de K ;  i s t o  a c o n t e  s empre  que u # K e  3 @,v] com v  

t e n d o  o u t ( v )  = 0 .  

A i 1  u s t r a ç ã o  d e s s a s  o b s e r v a ç õ e s  s ã o  a s  f i g u r a s  ( V . l )  

e  ( V . 2 ) .  O Ke rne l  p a r a  o  d i g r a f o  a c i c l i c o  da f i g u r a  (V.1) 6 da - 

do p e l o  c o n j u n t o ' { 1 , 6 , 7 , 9 1  não i m p o r t a n d o  q u a l  a  d e f i n i ç ã o  u sa  - 

d a ;  porém p a r a  o  d i g r a f o  a c T c i i c o  da f i g u r a  (V .2 )  o  Kerne l  em 

um c a s o  é dado  p e l o  c o n j u n t o ' { l , 4 ) .  e  no o u t r o  p e l o  c o n j u n t o  

{ 2 , 3 , 5 ) ,  i s t o  é :  não e x i s t e  u m  Kerne l  p a r a  o  g r a f o ,  mas um Ker  

n e l  p a r a  c a d a  fo rma  da d e f i n i ç ã o .  

Se  o  d i g r a f o  é a c r c l  i c o  e  t r a n s i t i v o  o  p rob l ema  do 

Kerne l  tem uma c a r a c t e r i s t i  c a  a d i  c i  ona l  : 

O Ke rne l  de u m  d i  g r a f o  a c i c l  i c o  t r a n s i  t i  vo é dado  p o r  

S C  V ,  t a l  que  o u t ( s )  = O V s E S .  

P r o v a  

Como o  d i g r a f o  é a c i c l i c o  e  t r a n s i t i v o ,  e x i s t e  a r e s t a  

com e x t r e m i d a d e  naqueles ,vért ices com ou t ( s )  = O ,  e  origem em cada vér - 

t i c e  p e r t e n c e n t e  a  u m  caminho d i r e c i o n a d o  do q u a l  um v é r t i c e  s 

é t e r m i n a l .  Assim, como e n t r e  o s  v é r t i c e s  de S não e x i s t e  a r e s  - 

t a ,  a  d e f i n i ç ã o  do Kerne l  é s a t i s f e i t a  com o s  v é r t i c e s  d e s t e  

c o n j u n t o .  rn 



Para  a  o u t r a  forma de d e f i n i ç ã o  mencionada,  o  r e s u l t a  

do é e x p r e s s o  em r e l a ç ã o  aos v é r t i c e s  de u m  c o n j u n t o  F C V ,  t a l  

que i n ( f )  = O ft f E F. 

3 .  O P R O B L E M A  D O  PSEUDO-KERNEL 

Uma v a r i a ç ã o  do problema do Kernel é a  que r e l a x a  a  

cond ição  da a r e s t a  d i r e c i o n a d a  do c o n j u n t o  V - K p a r a  o conjun  - 

t o  K e  impõe r e s t r i ç ã o  de min ima l idade ,  a s s i m :  

Ques tão  5.1 - 

Dado um d i g r a f o  D = ( V , E ) ,  s e  q u e r  o  menor número de 

v é r t i  ces  P C  V t a l  que não e x i  s t e  a r e s t a  e n t r e  o s  vért i  ces  de 

P e  Y v e V - P e x i s t e  p e l o  menos uma a r e s t a  e n t r e  v e  um v é r  - 

t i c e  p e P .  

E n c o n t r a - s e  em G A R E Y  ( 1 2 ) ,  que o  s e g u i n t e  problema per - 

tente a  c l a s s e  dos NP-completos:  

CONJUNTO D O M I N A N T E - I N D E P E N D E N T E / D I  

Dados: g r a f o  G = (V,A) e  um i n t e i r o  p o s i t i v o  k < ] V I .  -- - 
Q u e s t ã o :  o  g r a f o  G tem um c o n j u n t o  de v é r t i c e s  V' C V - com 

I v ' I  < k t a l  que não e x i s t e  a r e s t a  e n t r e  o s  v é r t i c e s  de V' e  

Y v e V - V ' ,  e x i s t e  um U E V '  t a l  que ( u , v )  € A? 

A q u e s t ã o  5 .1  c o l o c a d a  na forma de um problema de de- 

c i s ã o ,  a p a r e c e  como: 



PSEUDO-KERNEL/PK - 

Dados: g r a f o  d i r e c i o n a d o  D = ( V , E )  e  i n t e i r o  p o s i t i v o  k < ( V I .  -- - 

Q u e s t ã o :  o  g r a f o  D tem um c o n j u n t o  de v é r t i c e s  P G  V com I P I  k - - 

t a l  que não e x i s t e  a r e s t a  e n t r e  os v é r t i c e s  de P ,  e  tf V E  V - P 

e x i s t e  p e l o  menos uma a r e s t a  [v,u] ou E u , v l  p a r a  u m  v e r t i  ce 

U E P ?  

Teorema 5 . 4  - - .  

O problema P K  é NP-completo.  

Prova -- 

a .  P K  € NP 

U m  a1 g o r i  tmo não d e t e r m i n í s t i , ~ ~  e s c o l h e  u m  c o n j u n t o  P C V 

com I P  1 - < k e  em tempo po l inomia l  v e r i f i c a  que não e x i s t e  a r e s  - 

t a  e n t r e  o s  v é r t i c e s  de P ,  e  p a r a  todo  v é r t i c e  que não p e r t e n  - 

c e  a  P e x i s t e  p e l o  menos u m  v é r t i c e  de P t a l  que e x i s t e  uma 

a r e s t a  e n t r e  e s s e s  d o i s  v é r t i c e s .  

b .  P K  a DI 

C o n s i d e r e - s e  u m  g r a f o  D = (V,E) e  o  s e u  s u b j a c e n t e  G=(V,A). 

U m  c o n j u n t o  de v é r t i c e s  P que s a t i s f a z  a  q u e s t ã o  do problema 

P K  é u m  c o n j u n t o  de v é r t i c e s  do g r a f o  G t a i s  que :  não e x i s t e  

a r e s t a  e n t r e  e l e s ,  mas e x i s t e  p e l o  menos uma a r e s t a  de A e n t r e  

u m  v é r t i c e  de P e  um v é r t i c e  de V - P ;  i s t o  s i g n i f i c a  di z e r  

que P é um c o n j u n t o  dominante e  independen te  com c a r d i n a l  i  dade 

mTnima em G .  

C .  DI a PK 

C o n s i d e r e - s e  um g r a f o  G = ( V , A ) ;  e l e  é s u b j a c e n t e  de u m  

c o n j u n t o  de g r a f o s  D = ( V , E ) .  U m  c o n j u n t o  de v é r t i c e s  P que é 



- 
dominan t e  e  i n d e p e n d e n t e  com minima c a r d i n a l i  dade  em G ,  e  t a l  

q u e :  é u m  c o n j u n t o  de v é r t i c e s  e n t r e  o s  q u a i s  não e x i s t e  a r e s  - 

t a ,  mas e x i s t e  p e l o  menos uma a r e s t a  d i r e c i o n a d a  e n t r e  u m  v é r  - 

t i c e  de P  e  um v é r t i c e  de V - P ,  uma vez  que  P é u m  c o n j u n t o  

dominan t e  em G ;  i s t o  s i g n i f i c a  d i z e r  que  P é u m  c o n j u n t o  que  

s a t i s f a z  a  q u e s t ã o  do p rob lema P K .  

A t r a n s f o r m a ç ã o  u sada  é a  de o b t e n ç ã o  de  u m  g r a f o  G s u b j a -  

c e n t e  de um g r a f o  D, que  é e v i d e n t e m e n t e  e f e t u a d a  p o r  um a l g o  - 

r i t m o  de c o m p l e x i d a d e  p o l i n o m i a l  em tempo,  l o g o  o  t e o r e m a  e s  t ã  

c o r r e  t o .  H 

4 .  - U M  CASO PARTICULAR DE P R O B L E M A  PK 

S e j a  o  p rob l ema  de d e t e r m i n a ~ ã o  de u m  c o n j u n t o  DI s o  - 

b r e  um g r a f o  = ( V Y A )  que  é complemen ta r  de um g r a f o  b i p a r t i  - 

t e  B = ( X , Y , H ) .  

Teorema 5 . 5  - 

P a r a  t o d o  g r a f o  complemen ta r  de u m  g r a f o  b i p a r t i t e ,  um 

c o n j u n t o  DI é t a l  q u e  I D I I  = 2 

P r o v a  

Como o  g r a f o  é complemen ta r  de um g r a f o  b i p a r t i  t e , e l e  

pode s e r  v i s t o  como d o i s  s u b g r a f o s  c o m p l e t o s  - u m  s o b r e  o  con - 

j u n t o  X e  o u t r o  s o b r e  o  c o n j u n t o  Y - e n t r e  o s  q u a i s  e x i s t e m  

a r e s t a s  de l i g a ç ã o .  P a r a  o  g r a f o  c o m p l e m e n t a r ,  u m  v é r t i c e  de X 

é dominan t e  p a r a  e s t e  s u b c o n j u n t o  e  um v é r t i c e  de Y é dominan - 

t e  p a r a  Y ;  como o  g r a f o  b i p a r t i t e  é conexo ,  não  e x i s t e  no com - 



p l e m e n t a r  nenhum v é r t i c e  de X ou Y com a r e s t a s  p a r a  t o d o s  o s  

v é r t i c e s  de Y ou X r e s p e c t i v a m e n t e ,  e  a s s i m  u m  c o n j u n t o  domi - 

n a n t e  mrnimo no complementa r  tem c a r d i n a l i  dade 2 .  P e l o  mesmo 

m o t i v o ,  u m  c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e  máximo no complemen ta r  tem 

c a r d i n a l i d a d e  2 ;  d e s t a  fo rma a  d e t e r m i n a c ã o  de um c o n j u n t o  i n  - 

d e p e n d e n t e  máximo no  complementa r  é s u f i c i e n t e  p a r a  a  o b t e n ç ã o  

de um c o n j u n t o  dominan t e  e  i n d e p e n d e n t e ,  que tem c a r d i n a l  i dade  

2 .  

E c l a r o  que  um a l g o r i  tmo p a r a  e s t a  d e t e r m i n a ç ã o  tem 

compl e x i  dade  pol  i nomi a1 em tempo. 

Co r o l  ã r i  o  - 

d 

Se o  g r a f o  s u b j a c e n t e  de u m  d i g r a f o  D = (V, IE)  e  com - 

p l e m e n t a r  de um g r a f o  b i p a r t i t e ,  um c o n j u n t o  de v ~ r t i c e s  q u e  

s a t i s f a z  o  p rob l ema  P K  tem c a r d i n a l i d a d e  2 .  

Prova  

Pa ra  a  p r o v a  do t eo rema  5 . 4 ,  e s t a b e l e c e u - s e  a  e q u i v a  - 

l ê n c i  a  e n t r e  o  p rob lema B I  e  o  p rob l ema  P K ,  l o g o  do t eo rema  

5 .5  vem d i r e t a m e n t e  que s e  P é u m  c o n j u n t o  que  s a t i s f a z  o  p r 2  

b lema P K ,  e n t ã o  I P I  = I D I I  = 2 .  I 

Exemplo 5 . 2  - 

A f i g u r a  ( V . 3 . a )  m o s t r a  u m  g r a f o  b i p a r t i  t e  c u j o  com - 

p l e m e n t a r  é o  g r a f o  da f i g u r a  ( V . 3 . b ) .  U m  c o n j u n t o  dominan t e  

i n d e p e n d e n t e  no complementa r  é sempre  fo rmado  p o r  u m  v é r t i c e  

de cada  s u b c o n j u n t o  do g r a f o  b i p a r t i t e ;  a s s i m  i 1  ,2}  ,{ I  ,3}  , 



F i g u r a  V . 3  --- 



( 1  , 4 3 , { 5 , 4 3 , { 5 , 6 3  e  C7,63  s ã o  t o d o s  c o n j u n t o s  d o m i n a n t e  e  i n d e  - 

p e n d e n t e  e  a s s i m  s ã o  c o n j u n t o s  q u e  s a t i s f a z e m  o p r o b l e m a  P K 

f o r m u l  a d o  p a r a  q u a l q u e r  d i g r a f o  q u e  s e  o b t e n h a  p o r  o r i e n t a ç ã o  

d a s  a r e s  t a s  do  compl emen t a r .  A 



CONCLUSÕES E EXTENSÕES 

1 .  CONCLUSÕES 

N e s t e  t r a b a l h o  f o r a m  a n a l i s a d o s  d i v e r s o s  p r o b l e m a s  a1  - 

g o r i t m i c o s ,  n a  s u a  q u a s e  t o t a l i d a d e  r e f e r e n t e s  a  g r a f o s  r e l a  - 

c i o n a d o s  a  c o n j u n t o s  p a r c i a l m e n t e  o r d e n a d o s .  

Nesses p r o b l e m a s ,  o  i n t e r e s s e  m a i o r  f o i  o  d e  d i s c u t i r  

c a r a c t e r i s t i c a s  q u e  p e r m i t i s s e m  s u a  c l a s s i f i c a ç ã o  como p r o b l e  - 

mas q u e  podem o u  n ã o  s e r  r e s o l  v i  d o s  p o r  a 1  g o r i  t m o s  d e  compl e x i  - 

d a d e  p o l i n o m i a l ,  q u a n d o  s e  i n c l u i  n a  f o r m u l a ç ã o  uma c o n d i ç ã o  

d e  m i n i m i z a ç ã o  o u  m a x i m i z a ç ã o .  

O s u m á r i o  d o s  p r i n c i p a i s  r e s u l t a d o s  é o  q u e  s e  s e g u e .  

No c a p i t u l o  I 1  s e  m o s t r a  q u e  a  c a r a c t e r i z a ç ã o  u n i v o  - 

c a  d e  p o s e t s ,  p o d e  s e r  f e i t a  p o r  a1 g o r i t m o  d e  c o m p l e x i d a d e  p g  

l i n o m i a l  q u e  o b t e m  c a d e i a s  d e  a r e s t a s  d a  r e p r e s e n t a ç ã o  r e d u z i  - 

da do p o s e t ;  e s t e  a l g o r i  tmo tem m e l h o r  d e s e m p e n h o  d o  q u e  o  

q u e  p o d e  s e r  o b t i d o  p o r  i n d i c a ç ã o  d e  BOGART ( 3 ) .  

No c a p i t u l o  I11  s e  m o s t r a  q u e :  

a )  p a r a  um g r a f o  G = (V,A)  a  o b t e n ç ã o  d e  uma á r v o r e  g e r a d o r a  
d 

q u e  i n d u z  um p o s e t  com o  m e n o r  n ú m e r o  de  D i l w o r t h  D ,  e  um p r o  - 

b l e m a  N P - c o m p l e t o  q u a n d o  s e  r e q u e r  q u e  D = 1 .  

b )  p a r a  um g r a f o  G = (V,A)  a  o b t e n ç ã o  de  uma á r v o r e  g e r a d o r a  

q u e  r e p r e s e n t a  um p o s e t  com número  d e  D i l w o r t h  i g u a l  a  [q 
é u m  p r o b l e m a  e q u i v a l e n t e  a o  p r o b l e m a  d e  m a t c h i n g  máximo em 

g r a f o s  g e r a i  S .  



No c a p í t u l o  IV s e  m o s t r a  q u e :  

a )  s e  u m  g r a f o  G = (V,A) não é de c o m p a r a b i l i  dade a  o b t e n ç ã o  de 

uma o r i e n t a ç ã o  a c í c l i c a  t a l  que o  p o s e t  i n d u z i d o  tem número de 

D i l w o r t h  D = 1  é um p rob l ema  NP-completo;  o  mesmo a c o n t e c e  quan - 

do s e  r e q u e r  a  maximização do número de D i l w o r t h .  

b )  p a r a  u m  g r a f o  G = ( V , A ) ,  a  s u a  t r a n s f o r m a ç ã o  em u m  g r a f o  b i  - 

o r i e n t ã v e l  t r a n s i t i v a m e n t e  e  b i p a r t i  t e ,  p o r  a c r é s c i m o  m7nimo de 

a r e s t a s ,  é u m  p rob lema NP-completo.  

c )  o  a l g o r i  tmo de c a r a c t e r i z a ç ã o  de g r a f o s  de comparabilidade a p r e  - 

s e n t a d o  em PNUELI ( 3 3 ) ,  pode s e r  m o d i f i c a d o  p a r a  i n d i c a r  um con - 

j u n t o  de a r e s t a s  que  a c r e s c e n t a d a s  a o  g r a f o  em exame o  t r a n s f o r  - 
- 

mam em um g r a f o  de c o m p a r a b i l i d a d e ;  e s t e  c o n j u n t o  de a r e s t a s  e  

o b t i d o  em tempo p o l i  nomial  mas não s e  pode f a z e r ,  em g e r a 1 , q u a l  

q u e r  a f i r m a ç ã o  q u a n t o  a  s u a  m i n i m a l i d a d e .  

No c a p í t u l o  V s e  m o s t r a  que o  p rob lema de s e  d e t e r m i  - 

n a r  o  menor c o n j u n t o  P de v é r t i c e s  de um g r a f o  D = (V ,E) ,  de f o r  - 

ma q u e  p a r a  t o d o s  o s  v é r t i c e s  v E V - P ,  e x i s t e  p e l o  menos uma 

a r e s t a  e n t r e  c a d a  u m  d e l e s  e  u m  v é r t i c e  de P ,  é u m  p rob l ema  NP-  

c o m p l e t o ;  o  c o n j u n t o  P tem c a r d i n a l i d a d e  i g u a l  a  2 s e  o g r a f o  

s u b j a c e n t e  a  D é complementa r  de u m  g r a f o  b i p a r t i t e .  

Alguns p rob l emas  não examinados  ou não r e s o l v i  dos  com - 

p l e t a m e n t e  n e s t e  t r a b a l h o ,  mas d i r e t a m e n t e  r e l a c i o n a d o s  a o s  p r o  - 

blemas  aqu i  t r a t a d o s  e  que s e  c o n s t i t u e m  em t ó p i c o s  i n t e r e s s a n  - 

t e s  de p e s q u i s a  s ã o :  

a )  p a r a  um g r a f o  G = ( V , A ) ,  e n c o n t r a r  uma á r v o r e  g e r a d o r a  que  

com uma o r i e n t a ç ã o  a c i c l i c a  e  t r a n s i t i v a ,  r e p r e s e n t a  u m  p o s e t  



com o  m a i o r  número  d e  D i l w o r t h  p o s s i v e l .  

Este  p r o b l e m a  t em s o l u ç ã o  t r i v i a l  s e  G tem v é r t i c e  v  

de  g r a u  I V I  - 1  o u  I V I  - 2 .  

b )  d e t e r m i n a r  a  c o m p l e x i d a d e  d o  p r o b l e m a  de a c r é s c i m o  minimo 

de  a r e s t a s  a  um g r a f o  G = ( V , A ) ,  p a r a  t r a n s f o r m á - l o  em um g r a  

f o  de  c o m p a r a b i  1 i d a d e .  

c )  d e t e r m i n a r  a  c o m p l e x i d a d e  do p r o b l e m a  de  a c r é s c i m o  minimo 

de a r e s t a s  a  um g r a f o  G = ( V , A ) , p a r a  t r a n s f o r m á - l o  em um g r a f o  

de c o m p a r a b i  1 i d a d e  n ã o  a 1  t e r a n d o  a c a r d i n a l  i d a d e  de s e u  con  j u n  - 

t o  i n d e p e n d e n t e  mãximo o u  m i n i m i z a n d o  e s t a  c a r d i n a l i d a d e .  

d )  c a r a c t e r i  z a r  c1  a s s e s  de grafos  para o s  qua is  é poss ive l  e s t a b e l  - e  

c e r  r e l a ç õ e s  e n t r e  o  n ú m e r o  de  a r e s t a s  r e t i r a d a s  e  a c r e s c e n t a  - 

d a s  m i n i m a m e n t e  p a r a  t r a n s f o r m a ç ã o  em g r a f o s  de  c o m p a r a b i l  i d a  - 

d e .  

e )  c a r a c t e r i z a r  c l a s s e s  d e  g r a f o s  p a r a  a s  q u a i s  o  p r o b l e m a  

PSEUDO-KERNEL p e r m a n e c e  um p r o b l e m a  N P - c o m p l e t o .  
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