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Tratamos aqui o Problema de Programagdo Matematica com Restri¢des Generalizadas
de Equilibrio (PMRGE), que € um problema do tipo lider-seguidor, onde o problema do

seguidor é formulado por uma Desigualdade Variacional Generalizada.

O problema PMRGE ¢ uma extensdo de problemas que na literatura recebem o nome de
Problemas de Dois Niveis Generalizados ou Programagdo Matematica com Restrigdes
de Equilibrio. Este problema, como outros problemas hierarquicos, é um problema nio

diferenciavel e ndo convexo.

Neste trabalho investigamos as propriedades do problema PMRGE e obtemos condig¢des
de otimalidade de primeira ordem sob a condi¢do de problema calme. Esta area da
Matematica esta em desenvolvimento usando a Teoria de Ndo Diferenciabilidade e esta

tese € um esforgo nessa direcgio.
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We deal here with the Mathematical Programming. Problem with Generalized
Equilibrium Constraint (MPGEC), which is a leader-follower problem, where the
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Capitulo 1

Introducao

Nesta tese introduzimos o problema de otimizacao que denominamos de Pro-
gramagao Matemadtica com Restricoes Generalizadas de Equilibrio (PM RGF)
e desenvolvemos condigbes de otimalidade obtendo algumas generalizagoes,
de propriedades, sobre subdiferenciabiliadade. O problema PMRGE ¢é uma
extensao do problema de otimizacgao conhecido como de Dois Niveis, (PDN ),
que foi a motivacao fundamental para o desenvolvimento deste trabalho.
Um problema (PDN) consite em calcular o valor da funcao objetivo e suas
fun¢oes de restricao para os quais € necessario resolver um problema de
otimizcao subsidirio. Neste capitulo formulamos o problema PMRGE, damos
sua relacdo com outros problemas de otimizacao e apresentamos uma breve

descri¢ao do conteido da tese.

1.1 Formulacao do problema

Com o intuito de tornar a leitura mais compreensivel, antes de apresentar o
problema damos algumas defini¢oes e notagoes .

Seja Y C IR™ um conjunto nao vazio, convexo e fechado e T': R™ —
9™ ima aplicagao ponto-conjunto. O problema de Desigualdade Varia-

cional Generalizada, [16], esta definido por

(DV@): Achar y €Y, tal que existe w € T'(y)

que satisfaz (w,z —y) > 0,Vz €Y.



Este problema ¢ também conhecido como problema de desigualdade varia-
cional nao linear, (28, 29], e no contexto da Programacdo Matematica, rela-
cionado a Teoria de Jogos, algumas vezes é chamado de Problema de Equilibrio,
[6, 11].

Algumas modificagoes simples nos permitem parametrizar o problema
(DV@G). Sejam as aplicagoes ponto-conjunto Y : R" — 9R™ o 7. R x
R™ - 2B™ com imagens nao vazias, fechadas e convexas. O problema de
Desigualdade Variacional Generalizada Paramétrica, esta definido por:

dado o parimetro = € IR™, (tem-se a Desigualdade Variacional Generalizada)

(DVG,): Achary € Y(z), tal que existe w € T'(z,y)

que satisfaz (w,z —y) > 0,Vz € Y(z).

A seguir definimos o problema que analizamos ao longo da tese. O Problema
de Programagao Matemadtica com Restrigoes Generalizadas de Equiltbrio esta

dado por

(PMRGE): minimizar F(z,y) (1.1.1)

s a G(z,y) <0

onde C; C IR™ e Cy; C IR™ sao conjuntos convexos fechados nao vazios,

F:R"x R™ - RU{tx}, G:R"x R™ — R" e

O¢(z) ={yeY(x): FJweT(zy), com{w,z—y)>0,Vz€Y(z)}
sendo, Y (z) = {z € R™: g(z,2) <0} e g:R"x R™— R* (1.1.2)

O conjunto Og(z) estd formado pelas solucoes de (DV G,), para cada z € C}.

1.2 Casos Particulares

O problema (PM RGE) é do tipo hierdrquico, onde o primeiro nivel (o lider)

¢ um problema de otimizagao e o segundo nivel (o seguidor) corresponde
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a um problema Generalizado de Equilibrio, [17]. Por um lado generaliza o
problema de Dois Niveis classico, [52], onde o seguidor é um problema de Pro-
gramacao Matematica e, por outro lado, estende o problema de Dois Niveis
Generalizado, onde o segundo nivel é uma desigualdade variacional definida
por uma aplicacdo ponto-a-ponto, [53]. No artigo de LOU et al. (1996), este
ultimo problema é denominado problema de Programacao Mateméatica com
Restricoes de Equilibrio (PMRE). Com efeito:

1)  Consideremos uma funcao f : IR" x IR™ — IRU{co} tal que f(z,.),
para cada ponto z € IR"™, é prépria e convexa em y € IR™, e seja Y : IR™ —
9R™ descrito em 1.1.2. Definimos a aplicagao T : IR™ x IR™ — 2R™ como
sendo o subdiferencial relativo a y, quer dizer T'(z,y) = 9,f(z,y). Dado
r € IR™, assumimos que ri(Dom T(z, . )) N ri(Y(z)) é nao vazio (a notagao
ri significa interior relativo) . De [37], e o Teorema 27.4, [38], resulta que o

problema (DV G,) é equivalente a:
Achar y € Y(z), tal que satisfaz f(z,2) — f(z,y) >0, Vz € Y(z),

i.e., o problema (DV G,) caracteriza uma condicao necessaria e suficiente de

otimalidade para o programa (nao diferencidvel) com restricoes

(P): minimizar f(z,y)
s. a y € Y(z)
(Teorema 2.3, [13]). Notemos que, neste caso, o problema (PMRGE) se

reduz a um Problema de Dois Niveis cldssico, [56], conhecido também como

problema hierarquico, formulado como
(PDN:): minimizar F(z,y) (1.2.3)
S. a G(z,y) <0

y € arg min {f(z,2)}

(:c,y) € Cl X Cg.

O problema (PDN;) teve como origem o estudo de um certo tipo de

equilibrio em economia, o equilibrio de Stackelberg, ligado a problemas de

3



jogos lider-seguidor, no qual dois jogadores tratam de minimizar suas parti-
culares fungoes objetivo F'(z,y) e f(z,y) respectivamente. Esta formulacao
é considerada em [30).

Observemos que assumindo que a fungéo f : IR® x IR™ — IR U {00} é

propria, semicontinua inferior, localmente Lipschitziana no interior de DomT (z

e Y(z) = R™ (lembrar que T(z,y) = 8,f(z,y)), o problema (DVG,) torna-
se a condicao necessaria de otimalidade de um problema nao diferenciavel
sem restricoes. Em conseqiiéncia, estamos tratando novamente com o pro-
blema (PM RGE), sendo que neste caso podemos ainda expressi-lo como o
problema de dois niveis cldssico
(PDN3): minimizar F(z,y) (1.2.4)
s. a G(z,y) <0

y € arg min, {f(z,2)}

CL‘ECl,

2)  Consideremos a aplicagdo T : IR™ x IR™ — IR™ univaluado, isto
é, as imagens de T sdo formados por um tnico elemento. Neste caso, a de-
sigualdade variacional generalizada paramétrica corresponde & Desigualdade
Variacional Paramétrica seguinte: dado z € IR™
(DV,) : Achar y € Y(z), tal que
(I'(z,y),z—y) 2 0,Vz € Y(z)
Sob estas condigdes o problema (PM RGE) é chamado Programa Matemdtico

com Restrigoes de Equilibrio, [22], e é também conhecido como Problema de

Dois Niveis Generalizado, [53],
(PDNG) : minimizar F(z,y)

s.a G(z,y) <

O(z)
( )EC]_XCQ,

onde O(z) := {y € Y(2)/(T(z,y),z —y) > 0,Vz € Y(z)} é o conjunto
solucao de (DV,).

)‘)’



O (PDNG@), no contexto do Controle Otimo, é conhecido como Problema

de Otimizagao com uma Desigualdade Variacional como Restrigao , [23, 32].

1.3 Metodologia

A dificuldade principal para tratar com o problema (PM RGE) se deve a
restricao generalizada de equilibrio , definida implicitamente por y € Og(z).
Nossa estratégia para contornar esta dificuldade consiste em caracterizar o
conjunto Og(z) através dos zeros de uma espécie de fungdo de mérito nao
negativa: a funcao gap generalizada.

Uma fungao gap generalizada associada ao problema Desigualdade Varia-
cional Generalizada Paramétrica é a funcdo gr : R"™ x R™ — R U {+oco},
definida por
orloy) = { szey(m) SUDPyeT(z,2) (w,z—1y) , sey€Y(z)NDom(T(z,.))

00 , em outro caso.

Esta fungao gap generalizada é uma extensao da funcao gap dual associada

a uma desigualdade variacional, gr, definida em [17, 18, 21]. Veremos no

Capitulo 3 que gp verifica as seguintes propriedades :
o gr(z,y) > 0, para todo (z,y) € R" x R™,

e Se T(z,.) é mondtono maximal e ri(Y (z))Nri(Dom T(z,.)) # @ entao,

gr(z,y) = 0 se, e somente se, y € Og(z).

Com a estratégia proposta conseguimos reformular o problema (P M RGE)
como um problema de otimizacao usual, no sentido de substituir a restricao
y € Og(z) por gr(z,y) =0.

A idéia de substituir a restricao complicadora por uma outra mais ma-
nipulavel é uma técnica de abordagem tipica para o problema de dois niveis
(PDNy). Assim, por exemplo, a restri¢do y € arg min.cy(){f(z,2)} é subs-
tituida por f(z,y) —v(z) = 0 e y € Y(z), onde v é a fungédo marginal do
problema do seguidor. Neste caso, consegue-se reformular o problema de dois

niveis como um problema de um nivel (ver, por exemplo, [2, 4, 31, 52]). No



artigo de YE et al. (1997) considera-se uma formulacao semelhante para o
caso em que o seguidor é uma Desigualdade Variacional (nao generalizada)
usando uma funcao gap primal.

Sob condig¢des convenientes podemos reescrever o problema (PM RGFE),

como

(PDN™): minimizar F(z,y)

S. a G(z,y) <0
g9(z,y) <0
gr(z,y) =0
(z,y) € C1 x Ca.

A partir do problema (PDN*) desenvolvemos condi¢ées necessarias de oti-
malidade do tipo Karush-Kuhn-Tucker (K-K-T') para o nosso problema ori-
ginal, (PM RGE). Com a introdugdo de hipSteses adequadas, no Capitulo
3, nos permite assegurar um comportamento conveniente da funcao gr(.,.) e
nos garante a formulagao das condi¢oes necessarias de otimalidade. Notemos,
porém, que a funcao gr é nao diferenciavel e nao convexa, dificultando seu
tratamento, entretanto goza de um certo tipo de semicontinuidade inferior
que exploramos ao longo deste trabalho.

Nos tltimos dez anos, a quantidade de trabalhos publicados sobre prob-
lemas do tipo (PDN;) tem sido grande. Encontram-se em [1] diversas
aplicagoes a problemas de engenharia, economia e transporte. Como j4 foi
observado anteriormente, os problemas de dois niveis resultam sendo casos
particulares do problema (PM RGFE) quando o problema do seguidor é um
programa convexo nao necessariamente diferenciavel.

Recentemente, a Analise Nao Diferenciavel foi usada para estudar condicoes
de otimalidade para problemas de Dois Niveis (ver, por exemplo, [3, 52, 54,
56]). De forma genérica, estes trabalhos fazem uso do conceito de calma. A
calma é uma condicao de qualificacao , para um programa matematico, mais

fraca que as usuais, por exemplo que a condi¢ao de Mangasarian-Fromowitz

(14, 44]).



Em [31, 32], é abordado o problema (PMRE) que corresponde ao caso de
uma Desigualdade Variacional Paramétrica (nao generalizada) como restrigao
para o segundo nivel (ver capitulo 2 na segdo 2.5). Assume-se, nesses traba-
lhos, diferenciabilidade das fung¢oes envolvidas e hip6teses que determinam
conjuntos de equilibrio unitério, isto é solugbes unicas para o segundo nivel,
O(z) = {y(z)}, além da diferenciabilidade de Frechet para a solucdo y(z).
Trabalhando com fungdes localmente Lipschitzianas, [32] apresenta uma pro-
posta algoritmica que faz uso de técnicas de penalidade exata no contexto da
Analise Nao Diferenciavel. Nés consideramos hipdteses mais fracas. Traba-
lhamos, também, com fungoes localmente Lipschitzianas, mas lembramos que
nossa restricao de equilibrio estd determinada por uma Desigualdade Varia-
cional Generalizada Paramétrica e nao exigimos que o conjunto de solugoes
seja unitario.

Em [22] é considerado, também, o problema (PMRE), as funcdes sao
localmente Lipschitzianas permitindo-se respostas (solu¢des ) ndo unitédrias
do seguidor . Sao formuladas condigoes de otimalidade usando penalidade
exata, a teoria de funcoes subanaliticas e das equac¢oes normais.

As condig¢oes necessarias de otimalidade, que nos propomos, sao estabe-
lecidas para uma aplicacao ponto-conjunto monétono maximal na segunda
varigvel, T(z, . ), que define a Desigualdade Variacional Generalizada permi-
tindo respostas nao unitarias do seguidor. Nosso estudo utiliza ferramentas
provenientes da Andlise Nao Diferenciavel e da Teoria de Aplicagoes Ponto-
conjunto.

A organizacao da tese é como segue. No proximo capitulo apresentamos
defini¢oes e propriedades da Analise Nao Diferencidvel aplicadas a Progra-
macao Matemédtica; as principais propriedades da fung¢ao gap generalizada,
definicoes e resultados basicos das aplicagoes ponto-conjunto e um teorema
de existéncia de solucoes para uma Desigualdade Variacional Generalizada .
No Capitulo 3 analisamos a subdiferenciabilidade da fun¢ao gap generalizada
(ndo paramétrica) associada a (DVG) e formulamos uma caracterizagao de

9gr(y). Deduzimos, também, as caracteristicas da funcdo gap generaliza-



da associada com (DVG,), sob a condicao de maleabilidade ( “ tameness” )
[44]. Garantimos a subdiferenciabilidade de gr(.,.), nos pontos de inter-
esse, e encontramos um conjunto limitante superior do conjunto dgr(.,.).
Este conjunto limitante esta constituido pelos multiplicadores de Lagrange
do problema de otimizagao que define a fungao gap generalizada, isto é, estd
definido em termos das restri¢oes do problema (DV G,) e da aplicagao T. No
Capitulo 4 definimos formalmente o problema (PMRGE) e estabelecemos as
condicoes necessarias de otimalidade para o mesmo; assumindo a condicao

de calma para o (PMRGE). Por dltimo, formulamos nossas conclusdes.



Capitulo 2

Preliminares

Neste capitulo apresentamos os fundamentos tedricos que usamos no desen-
volvimento desta tese. Enunciamos algumas defini¢oes e resultados que sao
provenientes da Andlise Nao Diferenciavel, da teoria de Operadores Ponto-
Conjunto e da teoria de Desigualdades Variacionais. Algumas proposicoes sao
colocadas de maneira mais especifica, atendendo as nossas necessidades na
formulacao de condicoes necessarias de otimidade para o problema PMRGE

apresentado no Capitulo 4.

2.1 Conceitos Basicos

Dada uma fungao f : C C IR" — IR [g: C C IR™ — IR]. Ao tratarmos o

problema de minimizagao [maximizagao| definido por:
Achar o valor 6timo f* :=inf{f(z):z € C} [¢" :=sup{g(z):z € C}],

é necessdrio considerar o valor f* = +o0 [¢* = —oo] quando o conjunto C
¢ vazio, de modo a mantermos o problema bem definido. Por outro lado o
valor +o00 deve ser, também, tomado em conta quando se redefine a funcao
f (fungao estendida) sobre todo IR™ por
c
fulz) == { @), sexed, (2.1.1)

400, outro caso.

Deste modo, a minimizacao da funcao f. sobre IR™ é equivalente a mini-

mizacao de f sobre o conjunto C'. Portanto, nao perdemos generalidade



quando trabalharmos com funcoes definidas em todo IR™ com valores nos
reais estendido (IR™ U {—o0, +o0}).

Ao longo da tese consideramos fungdes f : R® — IR U {—o00, +00}.
Usamos a notacio IR := IR U {—o0, +00} e a aritmética envolvendo —oo e
+00 conforme o padrao classico em [38], por exemplo co+o00 = 00, —co—00 =

—00, se A < 0 entao Aoo = —o0.
Definicao 2.1 Seja uma funcao f : R™ — IR.

a) A funcao f € convezxa se o epigrafo de f € um conjunto convezo, onde

epigrafo de [ € o conjunto
Epi f ={(z,a) :z € R",a € R,a > f(z)}.
b) O dominio efetivo da fungao f € o conjunto Dom (f) := {z € R
fz) < +oo} .
c) A fungao f € propria se o Dom(f) # 0 e f(z) > —o0, para todo z € IR™.

Denotamos por Conv(IR™) a familia de func¢des f : IR® — IR convexas

e proprias.
Exemplo 2.2 Seja C C IR™ um conjunto convezo

1) A fungao indicadora ®¢ definida por

0, sex € C,
Po(z) = { +00, outro caso,

€ uma fungao conveza.

2) Seja h : C — IR uma fungao conveza no sentido cldssico, isto €

Vz1,29 € C eV X €0, 1] verifica-se

Y

A redefinigcao de h, seqgundo a relagao (2.1.1), € funcao conveza . Note-
mos que as funcoes ¢, he sao proprias se e somente se o conjunto C

€ nao vazio.
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Proposigao 2.3 [Proposigao IV.2.1.2 [20]] Sejam as funcoes f; : IR™ — IR,
tal que f; € Conv(IR™), formando uma familia de fungées comi €Y eY um
conjunto arbitrario. Entdo a fungdo f : IR™ — IR definida por f := supy f;,
tal que existe Ty que satisfaz f(zo) < 400 € convera e prdpria, isto é f €

Conv(IR™) .
]

Exemplo 2.4 Dada uma fungdo f : IR" x IR™ — IR e um conjunto C € IR,

ara cada vetor Yy € IR™, consideramos o problema
p 2 p
MaTIMIZareo f (x, y), (2.1.2)

Associada a este problema, g : IR — IR a funcéo valor 6timo (ou fungao

marginal ) estd definida por

9(y) == sup f(z,y), . (2.1.3)
zeC

A fungao marginal € conveza se f(z,y) € conveza na varidvel y (Proposi¢do

2.3), mas nao necessariamente propria, embora f o seja [42].
Definigao 2.5 Seja uma fungdo f : IR — IR,
i) f € semicontinua inferior (s.c.i.) em zg € IR", se

f(zo) <lim inf f(z).

'—xg

ii) f ¢ semicontinua superior (s.c.s.) em zo € IR", se —f ¢ semicontinua

inferior no ponto xg.

iii) f € semiconinua inferior em um conjunto C € IR™, se ¢ s.c.i. em cada

ponto do conjunto C.

iv) f €s.ci. préximo do ponto zg, se eziste uma vizinhanga V(z) onde a

fungao f € s.c.i..
v) f élocalmente s.c.i., se € s.c.i. prézima do xo, para cada ponto zo € IR™.

11



vi) f € semiconinua inferior se € s.c.i. em R™.

A condicao de s.c.i. de uma funcao f, garante que a fungao atinge seu
minimo sobre subconjuntos compactos de IR"™ (apéndice em [20]).
A familia de funcbes f : IR® — IR convexas, préprias e semicontinuas

inferiormente denota-se por Conv(IR™).

Teorema 2.6 (Teorema 7.1, [38]) Dada uma fun¢io f : IR® — IR, as

sequintes condigoes sao equivalentes.
(i) f €s.ci. em IR™.

(ii) Os conjuntos de nivel {z € IR™ : f(z) < a} sao fechados, para cada
a€ R .

(iii) O epigrafo de f, Epi (f), € um conjunto fechado em IR™™.

|
O seguinte conceito, muito usado neste trabalho, é mais forte que o de
s.c.i. num ponto, mas mais fraco que o de s.c.i. de f em uma vizinhanca de

um ponto (s.c.i. préximo de zo) ([42, 44, 51]).

Definigio 2.7 [44/ Uma funcgao f : IR® — IR € estritamente semicontinua
inferior (e.s.c.i.) no ponto zq € IR™, se f € finito em zo e para algum
a > f(zo) a fungao min{f, a} € s.c.i. prozima do ponto zoy (min{f,a}(z) =
min{f(z), a}).

Observemos que se f é e.s.c.i. no ponto zy € IR™, entao ¢é s.c.i. zg. De fato,

liminf f(z) > ligi:%fmin{f(x), a} > min{f(zo), a} = f(xo).

T—xo
Notemos que se f é s.c.i. préximo de zg e f(z() é finito, entdo f é e.s.c.i..
Com a finalidade de darmos uma idéia geométrica de quando uma funcao

é e.s.c.i. definamos primeiro conjunto localmente fechado num ponto.

Definicao 2.8 [45, 51] Um conjunto C C IR"™ € localmente fechado no
ponto zg € C, se existe € > 0, tal que o conjunto CNB¢(xg) € fechado, sendo

B(zg) a bola fechada com centro em zq e Taio ¢, i.e., Be(x) := {z € R":

llz — zol| <e}.
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Lema 2.9 [{2, 45] Uma funcao f € e.s.c.i. em z( se, e somente se, 0 seu

epigrafo € localmente fechado no ponto (zo, f (zo)).

A seguir damos um exemplo de uma funcao e.s.c.i. em um ponto zj, mas

que nao ¢ s.c.i. préoxima de zg.

Exemplo 2.10 Seja g : IR — IR uma fungao continua. Dado z9 € IR,

definimos f : IR — IR da seguinte maneira

g(z) , sex < xp
f(z) =% g(zo) +2a , sezg<z,2€Q
g(zo) +3a |, sexg<z,z€Z,

para algum o > 0, sendo Q e I os conjuntos de numeros racionais e irra-

cionais, respectivamente (Figura 1).

f(x) &

<V

V(%)
Figura 1 Na Vizinhanga V(x,) a fungdo min{o,f (.)} és.ci.

Entao,
i) f € es.ci. em zq:
36 > 0 tal que g(z) — g(z0) < @,Vz — 30 < §,
definimos € = min{e, 8§} e B(zo, f(z0)) N Epi f € fechado.
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il) f nao € s.c.i. prozimo de zy:

Seja V(zg) uma vizinhanga de zg. Existem z € V(z¢), £ > x¢ com
z € Z, e uma sequéncia {zx} C V(xo), Tk > xo, com z € Q para todo

k ez — z, sendo que limg_o f(zk) < f(2).
Qutro conceito usado neste trabalho é o de fun¢ao conjugada.

Definigao 2.11 [/2] Seja uma fungao f : IR™ — R, a funcao conjugada

f*: IR® — IR estd determinada por
fF(v) :=sup{{v,z) — f(z) : =z € R"}.

Teorema 2.12 Seja f : IR® — IR propria, tal que ezistemw € IR™ eb € R

que satisfazem (w,z) + b < f(z), para todo xz € IR™. Entao, cumpre-se que
(1) f* € conveza e s.c.i. em IR™; e

(ii) f* € propria.

Prova: [20] pagina 159. »

Observagao 2.13 A funcao f* € Conv (IR™) independentemente da con-
vezidade ou s.c.i. da fungdo f, sempre que f seja propria e limitada inferi-

ormente por uma fungao afim.

2.2 Derivadas Direcionais e Subgradiente

Nesta secao formulamos alguns conceitos que estendem o de diferenciabili-
dade de fungoes a valores reais. Primeiro apresentamos a condicao de uma
funcao com valores regulares respecto da norma de sua variavel, conhecida

como funcao Lipschitz, mas restrita a uma vizinhanca de um ponto.
Definigao 2.14 [14] Seja f : R" — IR e C C IR" nao vazio. Diz-se que

1) f € localmente Lipschitziana em zq, se existem Be(zg) := {z € R™

|z — zo|| < €}, para algum ¢ > 0, e K € R tal que
1fly) = FW) < Klly =9Il ¥y, 4" € Be(zo);
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2) f € localmente Lipschitziana no conjunto C, se f € localmente Lips-

chitziana em cada ponto z € C'.

Para estabelecer condigoes de otimalidade do tipo K-K-T precisamos es-
tudar a variacdo de uma funcao marginal, relagao (2.1.3), do tipo v(y) =
supgec f(2,y) com respeito do pardmetro y. Isto é, precisamos analisar a
sensibilidade da funcao marginal v em relacao a y. Este problema esta liga-
do ao conceito de derivada direcional da fungao marginal.

Por outro lado, é conhecido que para uma funcao convexa diferenciavel
f o hiperplano tangente ao epigrafo de f no ponto (zg, f(zo)) (relacionado
A aproximacao linear & funcao f no ponto z¢) estd determinado pelo vetor
(Vf(zo), —1) (relacionado & derivada direcional de f no ponto zg). Daqui que
¢é interessante generalizar o conceito de aproximacao linear através da exten-
sao do conceito de hiperplano tangente pelo cone tangente, com o intuito de
estender o conceito de derivada direcional e o conceito de diferenciabilidade.

Em [6, 49, 50] generalizam-se estas idéias geométricas e examinam-se
diferentes conceitos de derivada direcional, descritos em termos de apro-
ximacoes conicas locais ao epigrafo de uma funcao . Estas aproximagoes
conicas, em geral, sao chamadas de cones tangentes ao epigrafo. Definimos

abaixo trés destes cones.
Definigao 2.15 [51] Seja o conjunto S C IR" ndo vazio e 19 € S.
(i) O cone tangente de Clarke de S no ponto zq € o conjunto

Ts(zo) ={veR": dadoe>0,3x>0, tal queVte (0,)) e
Vz € SN Bx(z0),y € Be(v) com z +ty € S}
={velR": z;,—g5z0,t;}0=TFv; — v

T; +tivi es V’L}
(ii) O cone contingente de S no ponto zq € o conjunto

Ts(xo) :=={veR™: Ft; |0, Iv; — v, tal que,

Vie IN,zo+ tiwv; € S}
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(iii) O cone de recessao do conjunto S, [44], €

0"S:={veR" : z+tve S Vz el eVt>0}

Na seguinte figura ilustramos os cones Tg e Tg.

T,%?_‘?)/‘ | #

TX,) TS[Xé) Ay #

TS X)=TxJU{ 2w, 7"6 N. }

« Tsc(xo] =T{xJ)

Figura 2

Observagao 2.16 e Os cones TS(xg) e Ts(zg) sao conjuntos fechados

e o cone Tg(zg) € convezo, para todo S C IR™ e para todo z9 € S, [49].

e Verifica-se que

0 € Ts(xg) C T&(zo),

para todo S C IR" e para todo =9 € S, ([51, 6])

Definicao 2.17 Um conjunto S € regular no ponto zg quando o Ts(zo) =

16



Se S é um conjunto convexo, entdo é regular, [14].

A continuagao definimos a derivada direcional para fungées convexas e
duas extensoes. A primeira dessas extensOes é a derivada direcional gen-
eralizada, considerada inicialmente para funcoes localmente Lipschitzianas
e posteriormente definida para fungdes e.s.ci. em um ponto [14, 44]. A

segunda extensao considerada ¢ a subderivada direcional superior.
Definicao 2.18 Seja f : R® — IR finita em xo.

(i) A derivada direcional (classica) de f no ponto xy na diregao v, estd

definida por

. flxo +tv) = f(xo)
/ . [p—
f(zo;v) = lgl%l " .
(ii) Seja f e.s.c.i. em xg. A derivada direcional generalizada de Clarke da
fungao f no ponto xq e na diregdo v ([44, 14]), denotada por f°(zo;v),
estd definida por

! ¢ _ /
ozoiv) = lim sup [z +tv) f(fv),
(2',f(2'))—(zo0,f (o)) t
tl0

onde

limsup F'(z) := g(f) (sup{F(z) : ||z — 2| < €} ).

z—2z!

(iii) Seja f e.s.c.i. em 1z, a subderivada direcional superior [{1, 44, 14],

denotada por f1(zg;v), estd definida por

f(@'+t) —a

Nz v) :=lim limsu inf 2.2.4
I (@0 v) el0 (x,,ap}; [/ —v]| < ¢ ’ (2:24)
£10

onde a notagao (', o) —y xo significa que (¢',a) € Epi(f), tal que

'z ea— f(xo).

Observagao 2.19 1) As funcoes f%(zo; . ) e f1(zo; . ) estao bem definidas
para todo v € IR™, podendo ter valores infinitos, o que nao acontece com

f'(@o; ).
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2) Da definigio (i) temos domfl(xg; . ) # O e existe v € IR" tal que
1 (zo;v) > —00, ver pdgina 33 em [44].

3) A derivada direcional f'(xg;v) estd associada ao cone tangente de Clarke
Epi(f!(20;.)) = Trpics) (w0, f (20))
(ver [50, 6]).

Proposigao 2.20 1) [14] A funcao f°(zo; . ) € positivamente homogénea,
o zo; A) = Af%(zg;v), para todo A > 0.

2) [49] fYzo;.) € s.c.i., conveza e f1(zo; Av) = Af1(z0;v), para todo A > 0.
Se f1(z0;0) = —oo, entdo f1(z¢;v) = —co para todov € dom(f1(xy;.)).

Proposigao 2.21 Seja f : R™ — IR finita no ponto zy. Tem-se que
1) [14] Se | € conveza numa vizinhancga de zq entao

f(zo;v) = f2(zo;v) = f1(zo;v) para todo v € R™

2) [41, 14] Se f € localmente Lipschitziana em xg, entao f°(zo;v) = f1(zo;v)
€ finito para todo v € IR™ e

fl@' +tv) - f(a)
p .

Y zo;v) = limsup
.’El — IQ

t10

A definicao de subderivada direcional superior fica mais simples se exigir-
mos mais da fung¢ao , por exemplo, ser e.s.c.i. em um ponto ou, mais ainda,

continuidade no ponto.
Proposicao 2.22 Seja f: R™ — IR finita no ponto zg. Tem-se que

1) [41] Se f € s.c.i. em o, entao

/ t n _ ’
f(zo;v) = limsup o' ;30 inf [+ 1) - (&)

v —v t

t10

18



2) Se f € continua em zg, entao

/ t n _ ’
fH(zo;v) = limsup p_g inf f@ + Ut) f(&)

t10
As derivadas direcionais f%(zg; . ) e f'(zo; . ) de uma fungéo es.ci,
diferenciam-se somente na fronteira de seus dominios efetivos.
Proposigao 2.23 [44] Se f € e.s.c.i. em xg, entao
1) Os dominios efetivos de fOefl

dom (f°(zo,.)) = {v: f%xo,v) < 00},
dom (fY(z0;.)) = {v: f1(z0;v) < o0}, (2.2.5)

sao cones convezos que contém o vetor 0 e
int(Dom(f°(z0,.))) = int(Dom(f ! (z0;.))).

2) fO%xzo,v) = f'(z0;v), para toda diregao v no interior dos dominios do

item anterior.

Precisamos o seguinte conceito para generalizar algunas resultados exis-

tentes para funcoes localmente Lipschitzianas.
Definicio 2.24 Seja f : R™ — IR finita em zo.
1) [{1] f € direcionalmente Lipschitziana em xg na diregao v se

lim sup [supv/_w ﬂfg%vltg] < +o0.
(z',a)— szo

t10

2) [44] f € direcionalmente Lipschitziana em zo se existe alguma diregao

v € IR™ tal que € direcionalmente Lipschitziana em xo na diregao v.

Observagao 2.25 1) [/1] Uma fungao f € localmente Lipschitziana em o
se , e somente se, € direcionalmente Lipschitziana em zy na diregao

v =0.
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2) Se f € e.s.ci. emzg ev € int(domfO(zy; . )) entdo f € direcionalmente

Lipschitziana em x¢ na diregcao v ( 2.23).

Para finalizar esta se¢ao , definimos o subdiferencial ([15]) de uma fungao
real estendida. Fazemos isto em analogia ao seguinte fato geométrico; o vetor

(Vf(zg), —1) constitui o vetor normal ao grafico de uma fungao diferenciavel

f:R" — IR.

Definicao 2.26 O Cone Normal de Clarke de um conjunto S C IR™ no

ponto xg € S, estd definido como o cone polar ao cone tangente Ts(xo), isto

s

€,

Ng(zg) :={¢ € R™ : (¢,v) <0,Yv € Ts(x)}.

Se S é um conjunto convexo e fechado, este conjunto coincide com a definigao

classica de cone Normal, [38].
Ng(zo) ={6 € R" : (£, —z) <0,Vz € S}.
Lema 2.27 1) Seja C1 x Co C R™™ e (2,y) =: ¢ € C1 x Cy entao
Neyxe,(§) = Ney (z) X Neyp (y).
2) Sejam K1, K9 sunconjuntos de IR™ e g € K1 N Kq. Se satifaz
Tk, (zo) Nint(Tk, (o)
e existe pelo menos um vetor v € IR™ tal que para algum € > 0,
t+tw € Kg Vo € B(xg), w € Be(v), t € (0,¢)

entao

Nini, (70) C N (20) + Nio(@o).

A igualdade se verifica quando K, e Ko sao conjuntos regulares (Defini¢ao
2.17)no ponto zo, neste caso Ng, NNk, € também, um conjunto reqular

em xj.
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Prova:

O item 1) é o Corol4rio do Treorema 2.4.5 [14] e o item 2) o Coroldrio 2 do

Teorema 2.9.8 [14]. |
O subdiferencial de uma funcao f : IR® — IR, chamado também de

subgradiente [44, 49], ou gradiente generalizado [14], pode ser definido através

do cone normal do epigrafo de f.
Definigao 2.28 Seja f : IR® — IR finita no ponto .

(i) O subdiferencial de f no ponto zo € o conjunto, (Teorema 4 [{1], [14]),
Of (zo) :=={& € R™ : (£, —1) € Nppi(s)(wo, f(z0))}. (2.2.6)
(ii) O subdiferencial singular de f no ponto zy € o conjunto

8°f (w) :={€ € R™ : (£,0) € Nigps (5 (wo0, f (w0))}. (2.2.7)

Em [15] o subdiferencial singular é chamado de gradiente generalizado assintético.
O subfiderencial também pode ser definido através da subderivada dire-

cional superior, (2.2.4), como na seguinte proposicao .

Proposicao 2.29 [44] Seja f : IR" — IR finita no ponto xg. Verifica-se

que

1) O subdiferencial de f no ponto zg € o conjunto

Af (xo) = {6 € R™ : (£,v) < fl(zg;v) Yo € R™}.

2) O subdiferencial singular de f no ponto zq € o cone polar do dom f'(zo; . ),

i.€.,

8% (zo) = {€ € R™ : (¢,v) <0,V tal que f U (zg;v) < o0}

3) Os conjuntos f (z9) e 3°f(xg) sao convewos e fechados.

4) Se df(20) = 0, entdo f1(z;v) = +00 para todo v.
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5) O subdiferencial singular 8°f (zq) € um cone, sempre que dom f1(zg; .)

seja ndo vazio, e 0 € 8°f (zp).
6) Se df(zg) # 0, entao 8°f(xy) = 010 f(xg).
n
Observagao 2.30 Subgradientes singulares nao nulos descrevem direcoes
que podem ser identificadas com elementos de Of(zy) que vao para 0o; exceto

que podem emistir situagoes onde 8f(xo) =0 e ainda 8°f(zo) # 0. Isto €, se
fN(zo; . ) = —o0, entdo 8f(zo) = 0 mas 8°f(zo) = {0}.

Proposigao 2.31 [{9] Seja f : IR® — R finita em 7o € IR™. Para todo

v € IR™ se verifica

fT(CU"U) — sup{(v,&) : £ € Of(wo)} , se Of (zo) # 0
T —00 , se Of(zg) = 0.

Observagao 2.32 Seja f : R" — IR.

1) Se f € conveza, entao Of(zy) € o subdiferencial cldssico de fungoes con-

Of(zo) :={§ € R™ : f(z) > f(zo) + (¢, z — z0), Vz}.

2) Se f ¢€ localmente Lipchitziana em xq, entao 8f(zq) € o subdiferencial de

Clarke:

O0f(x0) = co{¢ € R™ : Jzp — 30,3V f(zx),Vk € IN,Vf(zx) — £}

3) Sef é€es.ci. em ROCKAFELLAR [41], o elemento de 8f (zg) € referido
como subgradiente inferior. A razao desse mome € diferencia-lo dos
elementos do conjunto 5f chamado de subdiferencial superior 5f ea
subderivada direcional inferior f!(zo;.) que sdo definidos de maneira

andloga com Of(zo) e f1(zo;.) respectivamente. A relagcao entre os

conjuntos 8f e Of (o) (relagio (8.8) [41]) €
0f (z0) = =8(=f)(x0).
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2.3 Calculo de Subdiferenciais

Nesta secdo mencionamos as regras basicas do calculo do subgradiente de
uma funcao f definida por uma combinagao linear, por uma composi¢ao ou
por um produto de funcoes . Estes casos aparecem na tese envolvendo fungoes
estendidas.

A seguir apresentamos o conceito de fun¢ao regular num ponto, baseado

na regularidade do seu epigrafo (Definigdo 2.17).

Definigao 2.33 /{2, 14] Uma fungao f : IR" — R, finita no ponto xy €
regular no ponto zo, se Tg,; 1) (%o, f(€0)) = Trpi (5)(%0, f(0))-

Uma funcao f é regular no ponto zg, se o ponto (zo, f(zo)) € Epi f e o

conjunto Epi f é regular no (zo, f(zo)).

Proposicao 2.34 Sejam fi,fs : R® — IR finitas e fy € s.c.i. numa

vizinhanga do ponto xg, tais que satisfazem
{ve R" : fiz;v) <oo}nint {veR" : fi(z;v) < oo} # 0.

Entao,

O(f1+ f2)(wo) C 8f1(xo) + O fa(xo).

A igualdade se satisfaz se f1 e fo sao requlares em zg.

Prova.:

Ver o Teorema 2.9.8 e Corolario 3 [14]. n

Corolério 2.35 Sejam f1, fo : IR™ — IR finitas no ponto xo, tais que f1 ou

fo € localmente Lipschitziana em xq. Entao

A(f1+ f2)(zo) € Of1(z0) + Ofa(wo).

Se adicionalmente fi e fo sao requlares em xg, a igualdade se satisfaz na

relacao anterior.

Prova:

Coroléario 1 do Teorema 2.9.8, [14], e Proposicao 5, [44]. [ |
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Proposigao 2.36 Seja f : IR™ — IR finita em «, e.s.c.i. e direcionalmente

Lapschitziana no ponto. Entao, verifica-se que

Prova:
Considerando o item 3 na observagdo 2.32 e o Teorema 6 em [41], pagina.

277, podemos afirmar

Proposicao 2.37 (Proposigao 2.3.13, [14]) Sejam fi1, fa : R® — IR local-
mente Lipschitzianas no ponto xo. Entao a fun¢ao fify € localmente Lips-

chitziana em gy e

A f1f2)(x0) C f1(0)d(f2)(xo) + fo(zo)O(f1)(20). (2.3.8)

|
Teorema 2.38 Sejam as fungoesg : R"x R™ — IR, F : IR® — IR"x R™

ef =goF :IR" — IR. Se a funcao F € estritamente diferencidvel, a fun¢do

g finita e direcionalmente Lipschitziana em F (zg) e
Imagem (D F(xzo)) Nint {v : g"(F(zo);v) < oo} # 0,
entao
Of(zo) C Og(F (x0)) o D F(z0) (2.3.9)

(sendo Og(F (zo))o D F(zq) := {£'D F(xzg) : £ € 8g(F(z0))}). Se g € regular

no ponto F(zq), a relagao 2.3.9 se satisfaz em forma de igualdade.

Prova:

Teorema 2.9.9, [14] extensdo do Teorema 2.3.10 [14] segundo resultado de

uma composicao de funcgoes . |
A seguir indicamos dois resultados do calculo de subdiferencias para

funcoes reais nao Lipschitzianas que usamos em demonstrac¢ées posteriores.
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Proposigao 2.39 (Coroldrio 3.6, [49]) Para cada i = 1,2, seja f; : R™ —

IR finita e e.s.c.i. em xy. Se
domfi' (z0; . ) — domfy' (z0; . ) = IR",

entao

O(f1 + f2)(zo) € 0(f1)(z0) + O(f2)(m0).
[ |

Proposigao 2.40 (Corolario 3.20 [49]) Para cada i = 1,2, seja f; : IR™ —

IR U [0, +00] finita, e.s.c.i. e positiva no ponto zg. Se
dom fy (zg; . ) — domfy'(z0; . ) = IR™,

entao

O(f1f2)(zo) C f1(zo)fo(zo) + folzo)Of1(20).

|

Dada uma funcéo ¢ : IR® x R™ — IR e fixado y € IR™, notamos por
019(z,y) o subdiferencial da fungao g( . ,y) no ponto z; fixado z € RR",
notamos por dog(z,y) o subdiferencial da fungdo g(z, . ) no ponto y; e,
notamos por I119g(z, y), Tl20g(z, y) as projegoes de dg(z,y) sobre IR™ e IR™,

respectivamente, i.e.,
Mog(z,y) = {€ : (£, ¢) € dg(z,y) para algum ¢ € R™},
Modg(z,y) = {y : (§,¢) € 0g(z,y) para algum ¢ € R™}.

Proposicao 2.41 Dada uma funcao g : IR™ x IR™ — IR, localmente Lips-

chitziana e regular no ponto (o, yo), cumpre-se que

99(z0, yo) C 019(20, yo) X Fag(z0, Yo).

Prova:

Proposicdo 2.3.15 [14]. |
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Observagao 2.42 Fm geral, tem-se que

019(z0, yo) X Gag(z0, y0) ¢ 09(x0,y0) € D19(%0, Yo) X Oag(z0, yo),

(Exemplo 2.5.2, [14]).

A seguir acrescentamos uma relagao entre o subdiferencial parcial e a
projecao do subdiferencial na mesma varidavel. O resultado generaliza a

Proposicao 2.3.16, [14], dada para uma funcao localmente Lipschitziana.

Proposicio 2.43 Seja g: R™ x R™ — IR, tal que g € finita e direcional-

mente Lipschitziana no ponto (zo,yo). Se existe v € IR™ tal que

(v,0) € int {(h, k) : g'((z0, yo); (h, k)) < o0},

entao

A19(xo, yo) C I110g(x0, yo).

Prova:
Dado yo € IR™, consideremos as fungées f : R* — R e F : R® — R™™™,
definidas por f(z) := g(z,y0) e F(z) := (z,y0). Observemos que F' é estri-
tamente diferencidvel e que (VF(z),v) = (v, 0).

Entdo, desde que Imagem (VF(zg)) = IR™ x {0}, as hipéteses do Teorema

2.38 sao satisfeitas. Portanto,

Of (zo) = A19(xo, yo) C 11109 (z0, yo).

|
Coroldrio 2.44 Sob as hipdteses da Proposi¢cao 2.43, cumpre-se que
Ohg(zy, xo) X Oog(zy, zo) C II10g(x1, 22) x Iadg(z1, x2).
Prova:
Conseqiiéncia imediata da Proposicao 2.43. |
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2.4 Operador Ponto-Conjunto

Definigao 2.45 (i) O operador T € uma aplicagao ponto-conjunto de IR™

em IR™ se para cada x € IR™ a imagem T(z) € um subconjunto de IR™,

m
escreve-se T : IR™ — QR .

(ii) O dominio efetivo de uma aplicagao ponto-conjunto T € Dom(T) :=

{z e R" : T(z) # 0}.

(iii) Uma aplicagdo ponto-conjunto T € propria se existe pelo menos um
elemento x € IR"™, com imagem T(z) # 0. Portanto, T € propria se

Dom(T) # 0.

Observagao 2.46 O conceito de aplicagao ponto-conjunto aparece em al-
guns trabalhos sob o nome de operador multiwaluado, multiaplicagao ou cor-

respondencia.

Exemplo 2.47 (i) A funcao inversa de uma fungao (aplicagao univaluada)

nao injetiva, definida por
fHy) ={ze B : f(z) =y},
€ uma aplicagao ponto-conjunto.
ii) Para cada x € IR™, consideremos o problema de programagao linear
P P
paramétrico
(Py) : minimizar {l(z,y,2) =y+(xz —4)z : (y,2) € D}, (2.4.10)
sendo D = {(y,z) : 0<y <5 z<0}.

A fungao l(z,.,.) € linear para cada valor do parametro x € IR . Defi-

nimos o conjunto solugao do problema (Py)
S(z) = argmin{l(z,y,2) : (y,z) € D}, para cada z € R,

FEntao, a aplicagao ponto-conjunto S esta definido explicitamente da

seguinte maneira:

{(0,0)} se T < 4,
S(z) =< {0} x (—00,0] sezx=4
0 sex >4
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O dominio efetivo da multiaplicagao S ¢ Dom(S) = (—oo, 4].

Definicao 2.48 (i) O grdfico de uma aplicagao ponto-conjunto T : IR™ —

AL conjunto

Graf(T):={(z,y) € R* x R": y € T(z)}.

(i) Uma aplicagao ponto-conjunto é fechada ou conveza se seu grdfico €

fechado ou convexo, respectivamente.

Definigao 2.49 Dadas as aplicagoes ponto-conjunto T)N : IR" — 2]Rn,

a aplicacao ponto-conjunto soma T + N esta definido por
(TH+N)(z2):={v+w : veT(z),we N()}
O dominio efetivo da multiaplicao soma € Dom(T+N) = Dom(T)N Dom(N).

Definigcao 2.50 Uma aplicagao ponto-conjuto T : IR" — 9R" ¢ mondtona

(estritamente mondtona) no conjunto Y se
(y1 —y,z1—x) > 0, Vz, 2, € Y, Vy; € T(z,),Yy € T(z). (2.4.11)

(verifica a desigualdade estrita em (2.4.11).

7/

Definigao 2.51 [5/ Uma aplicagao ponto-conjunto T : IR" — o™ ¢
mondtona marimal se € mondtona em IR™ e seu grdfico Graf(T) nao esta
contido propriamente no grdfico de nenhuma outra aplicagao ponto-conjunto

mondtona em IR™.

Exemplo 2.52 Se f : R® — IR ¢ conveza propria e s.c.i., entao o subdi-

Jerencial € uma aplicagao ponto-conjunto mondtona [38/.

Definigao 2.53 [16] Uma aplicagao ponto-conjunto T :' Y C IR™ — 9IR"
¢ pseudo-mondtona sobre Y, se dados 2,2’ € Y, w € T(z) e w € T(Z') se
cumpre que

0 < (¢ — z,wyimplica 0 < (2 — z,u').
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Exemplo 2.54 Consideremos a aplicagao ponto-conjunto T : R? — IR?

definida por
{e1} se 2220
cone{e1} se 25 <0

T(z21, z9) = {

onde ey € o vetor (1,0), e cone {e1} € o cone gerado pelo vetor ey . Esta

aplicagdo ponto-conjunto € pseudo-mondotona.
Proposigao 2.55 Todo aplicagdo ponto-conjunto mondtona € pseudo-mondtona.

Estamos interessados na aplicacdo ponto-conjunto 9f, o subdiferencial
de uma funcao f. Assim também, no Capitulo 4 precisamos conhecer o
comportamento dos conjuntos 8f(z,) quando z, — ¢ de modo a conseguir
uma aproximacao do conjunto 8f(x¢) a partir dos conjuntos 0f(z,) para
n € IN. Por esta razao, a continuacao definimos limites de uma seqiéncia de

funcgoes .

Definicao 2.56 Seja uma sequéncia { K,}new de subconjuntos de IR".

1) O limite superior da segiiénca de conjuntos €

limsupK, := {z € R": lirrlr_lglfdist(x,l{n) =0}

= {z € R™: =z ponto de clausura de sequéncias

{Tn}nen tal que z, € Kp}.

2) O limite inferior da seqiénca de conjuntos €

lim inf K, := {z € R": Jim dist(z, K,) = 0}

;= {z € R™: 1z ponto limite de seqiencias

{Zn}nem tal que z, € Kp}.

Propriedade Seja uma seqiiéncia {K,},>n de subconjuntos de R™. A

seguinte relacao se verifica

liminf K,, C limsup K,
n—oo n—o0
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Exemplo 2.57 Considere a seguinte sequencia de conjuntos em IR?

K. — -1, L] x {L} sen éimpar
"l [ 1 x {2} senépar

Os conjuntos limite desta sequéncia sao
1iTILlliolgf K, ={(0,0)},
limsup K, = [—1, 1] x {0}.
n—oo

Proposicao 2.58 Seja T a aplicagao ponto-conjunto mondtona mazimal

de IR™. Verificam-se as seguintes propriedades
1) as imagens, T'(z), sao fechadas e convezas,

2) o grdfico, Graf(T), € fechado se: (zn, 2n) € Graf (T) e (zp, 2n) — (T, 2),
com x € Dom(T), entao (z,z) € Graf (T);

3) T(z) ¢ limitada se, e somente se, x € int(DomT).

4) T manda conjuntos limitados, do intertor do dominio, em limitados, isto

€, se C C int(Dom T) € limitado, entao T(C) = UgecT (z) € limitado.

Prova:
Ver Proposigao 3.5.6, [6], para [1)] e [2)] e [35] para [3)] e [4)]. ]
Lema 2.59 Sejam as aplicagoes ponto-conjunto T, U : IR™ — 9B" rondtonas

mazimais. Se ir(Dom T)Nir(Dom U) # 0, entao T + U € uma aplicacao

ponto-conjunto mondtona mazimal.

Prova:

Teorema 2, [36]. |

2.5 Desigualdade Variacional e Funcao Gap
Consideremos o seguinte Problema de Desigualdade Variacional
(DV) Achar y €Y, tal que (T(y),2 —y) > 0,Vz € Y C IR™,
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sendo T : IR™ — IR™ uma aplica¢ao ponto-conjunto monétona e ¥ um
conjunto nao vazio, convexo e fechado . Denotamos por O o conjunto solucao

de (DV).

Definigao 2.60 [21] A fungao v :Y — IR ¢ uma funcéo gap associada a

desigualdade variacional (DV), se
(a) y(y)y(2) 2 0, para todo y,z € Y;

(b) v(y) =0 se, e somente se, y € O.

Observagao 2.61 (i) Dado y € Y, a funcao gap, no caso nao negativo,
pode ser interpretada como sendo uma medida da violagao de (DV).

Neste caso, usa-se a fungdo gap como uma fungao de merito para (DV).

(ver [34]).
(ii) Para uma aplicagao ponto-a-ponto T (com wvalores unicos ou univalua-
dos) estao definidas as fungoes gap primal e gap dual:

G(y) :§2${<T(y),y~ z)},

g(y) = sup{(T'(2),y — 2)}.
z€Y

FEstas fungoes , com a aplicagio T(z) = V(z), foram usadas em [18,
24, 57] e em [27]. G e g sao casos particulares da classe de fungoes
de mérito para (DV) desenvolvidas em [7]. Essa classe de fungoes de
mérito sao obtidas via uma formulagao dual aplicada a seguinte fungao

L:Y XY — IR associada a (DV)

L(z,y) = f(z) = fly) +(T(2) = Vf(2),2 —v),

sendo f : IR™ — IR U {oco} conveza , s.c.i. e de classe C*. Resulta

9(v) = sup,ey(—L(2,v)) e G(2) = sup,ey L(2,y) quando f =0, [21].

(iif) As fungoes de erro limitado definidos em [53] sao fungoes obtidas como

a rarz quadrada da fungao gap primal para uma aplicagao T univaluada.
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2.5.1 Desigualdade Variacional Generalizada

A seguir formulamos uma generalizacao de (DV) ( [16], [11],e [28]). Seja
T: R" - 28" yma aplicagdo ponto-conjunto monétona maximal e Y C IR"
um conjunto nao vazio, convexo e fechado. O problema seguinte ¢ chamado

de Desigualdade Variacional Generalizada

(DVG): Achary €Y, tal que existe w € T(y)

que satisfaz (w,z —y) > 0,Vz € Y.
Denotaremos o conjunto de solugdes de (DV G) por Og, i.e.,
Og:={yeY: existew e T(y), com (w,z—y) >0,Vz € Y}.

Seguidamente definimos no espirito da Definicao 2.60, uma funcao gap ge-

neralizada.

Definigao 2.62 A func¢do v :Y — IR € uma funcio gap generalizada as-

sociada a desigualdade variacional (DVG), se
(a) v(y)y(z) > 0, para todoy, 2 € Y;
(b) v(y) =0 se, e somente se, y € Og.
Consideremos a seguinte func¢ao associada a (DVG)

g (y) e SUP,cy SupwET(z) <’LU, Yy — Z) , Sey c Yn DOTI’L(T)
e +00 , em outro caso.

Observagao 2.63 Satisfaz-se que :

(a) Seja Gry(T) :={(2,w): 2 €Y, weT(z)}. Desde que SUP (2 )Gy (ry —
SUD, ey SUP,er(z), 9T cotncide com d fungdo gap, restrita a Y NDom(T),

definida em [12] para espagos de Hilbert.

(b) Para o caso em que T ¢ uniwaluado, gr € a fungao gap definida em

[57, 18, 27, 24] quando T =V f;
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Na segao seguinte estabelecemos que a gr(.) € uma funcao gap generaliza-
da no esquema da Definicio 2.62. Com a finalidade de garantir que Og # 0,
estabelecemos condigoes suficientes para a existéncia de solugoes do problema
(DV@G). Formulamos antes a definicdo de conjunto contractivel que usamos

no teorema de existéncia.

Definigao 2.64 Um conjunto S C IR™ ¢ contractivel, se existe um ele-
mento z° € S e uma fungao continua h : S x [0,1] — S, tal que h(z,0) =z

e h(z,1) = 2%, para cada x € S.

Notemos que todo conjunto convexo é contractivel, basta considerar h(z,t) =

1 —t)z + tz°. Na figura seguinte damos mais um exemplo de conjunto
g p

contractivel.

Figura 3: Conjunto contractivel e ndo contractivel.

O préximo teorema de existéncia de solugoes de (DV @), esta baseado no

Teorema de Hartman-Stampacchia-Saigal (ver [47]).

Teorema 2.65 (Teorema 4.1, Observagao 4.2 (i), [16]) Se as seguintes condigies
sao verificadas

(i) Y C IR™ ¢ um convero nao vazio ;

(i) T:Y C R™ — 2™

’
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(i) existe um 3° € Y ey® € T(z%) N int(Y"), onde YT := {z € R™:

(y,z) > 0,Yy € Y} € o cone dual gerado por Y;
(iv) existe um convezo E C IR™, com int(E) # 0, tal que
(a) {z€Y : (2% 4") < {2,4")} C int(E);
(b) Y N E € nao vazio e compacto;
(c) T € monctona sobre Y N E;
(d) T restrito a Y N E € semicontinua superior, com T (y) nao vazio,

compacto e contractivel para caday € Y NE;

entao, o problema (DV G) tem uma solugao y*, tal que y* € E.

2.6 Funcao Gap Generalizada

Nesta secao apresentamos alguns resultados que nos permitem concluir que
gr(.) é uma fungao gap generalizada associada ao problema (DV G) (Definigao
2.62). Previamente, é conveniente associar o cone normal de um conjunto
convexo a uma multiaplicacao definida em todo IR™.

Seja Z C IR™ um conjunto convexo, o cone normal de Z, pode ser

definido pela aplicagao ponto-conjunto Nz : IR™ — 21Rm, tal que
{veR™ : (v,y—2)<0,VyeZ} , sez€’Z
Nz(z) =
0 , em outro caso.

(2.6.12)

A seguir damos um resultado que usamos com freqiiéncia.

Lema 2.66 Seja Z C IR™ nao vazio, convezo e fechado, e Uz sua fungao
indicadora. Entao verifica-se que Nz = 0V z € uma aplicagao ponto-conjunto

monotono mazimal.

Prova:

Conseqiiéncia imediata do Coroléario 31.5.2 [38] [
A Desigualdade Variacional Generalizada pode ser caracterizada em ter-

mos de uma Fquacao Generalizada que envolve o operador T e o cone normal

aY.
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Lema 2.67 (Extensao do Lema 2.2, [7]) Resolver o problema (DVG) € e-

quivalente a resolver a seguinte inclusao:
Achar y" €Y, tal que 0 € T(y") + Ny(y").

|
Na seguinte proposicao estabelecemos algumas propriedades da fungao
gap generalizada. Na demonstracio seguimos os resultados do capitulo 7,

[26] (em [12] apresenta-se uma outra prova destas propriedades).

Proposigao 2.68 Seja a desigualdade variacional generalizada (DVG) definida
pelo operador T no conjunto Y nao vazio, convexo fechado. Seri(Dom T) N

ri(Y) # 0, entao
1. gr € uma fungdo gap generalizada nao negativa; e

2. gr € conveza.

Prova:
(1) Provemos primeiro que gr(.) é uma fung¢ao gap nao negativa. Para
establecer a condigao (a) da Defini¢ao 2.62, é suficiente provar que gr(y) > 0,

para todoy € Dom T N Y. Notemos que
gr(y) > {w,y —2), V2 €Y, Ywe T(2)
Em particular, para z = y, obtemos
gr(y) >0, Yy € Dom TNY.

A seguir, provamos a condigao (b) da Defini¢do 2.62.

(=) Se gr(y*) = 0, entéo
(w,y* —2) <0, Yz€eYNDom T, Yw e T(z). (2.6.13)
Da relacao (2.6.12), para cada z € Y, verifica-se
(v,y" — 2) <0, Vv € Ny(z). (2.6.14)
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Somando (2.6.13) e (2.6.14), resulta que
(WHv,y"—2)<0, V2€YNDomT, Vwtve T(2) + Ny(2).

Nesde que o operador T+ Ny é monétono maximal, da Proposicao 3.5.5

de [6], temos que a tltima desigualdade ¢é equivalente a
' 0€T(y")+Ny(y),
i.e., existe w € T(y*), tal que
(w,z—y") >0, Vz €Y.

Portanto, y* € Og¢.
(«<=) Provemos que se y* € Og entao gr(y*) = 0.
Sendo y* solucio de (DVG), existe w™ € T(y") tal que

(W' z—y") >0, Vz€Y
Por outro lado, da monotonicidade de T, verifica-se que
w,z—y" > W, z—y") >0,V eT(z), Vz€YNDomT,
e, portanto,

sup (v,y" —2) < (W', y" —2) <0, VzeYNDomT,
veT(z)

entao

gr(y*) = sup sup (v,y" —z) <0.
z€Y veT(z)

Desde que gp(y*) > 0, pois y* € Y N Dom(T"), concluimos que

gr(y") = 0.
(2) Dado que a fungao gr é o supremo de uma familia de funcoes afins,

. ~
é uma funcao convexa. |

Observagao 2.69 Seja Og # 0, entao

a funcdo gr(.) € propria.
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(il}) gr € localmente Lipschitziana relativo a ir(dom gr); isto €, dado y €

ir(dom gr), existem K, e ¢ > 0 tais que
lgr(2) = 9r()|| < Kyllz = 2'l|, V2, 2" € ir(dom g7) N B(y, ¢)
(Teorema 5.25, [48]).
(iti) Bgr(y) # 0, Yy € ir(dom gr) (Teorema 5.35, [48]).

Concluimos esta secao caracterizando, a seguir, o problema (DV G) em

termos da funcao gap.

Lema 2.70 Se o problema (DV G) tem solugao e irY Nir(DomT) # 0, entao

(DV @) € equivalente ao seguinte problema

(P): minimizar gr(y)

s.a.: y €Y N Dom(T).

Prova:

Conseqiiéncia imediata da Proposi¢ao 2.68. [ |
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Capitulo 3

O subdiferencial da funcao gap

Neste capitulo caracterizamos o subdiferencial da funcao gap generalizada,
gr(.), associada a uma Desigualdade Variacional Generalizada (DVG). A
seguir definimos a fun¢ao gap generalizada parametrizada, gr(.;.), relativa a
uma Desigualdade Variacional Generalizada Paramétrica (DV G,) que cor-
responde a restrigdo de equilibrio de nosso problema (PM RGE). Counsi-
deramos uma decomposi¢ao de gr(.;.), em termos de uma fungio Gr(.;.)
e a fungdo indicadora do conjunto das restrigbes da (DVG,). Usando a
equivaléncia entre uma Desigualdade Variacional Generalizada Paramétrica
e um problema de minimizagao paramétrico obtemos, sob certas condigoes
, uma aproximagao exterior do subdiferencial da funcao —Gr . Em ou-
tras palavras obtemos um conjunto que contém & — Gr e estd definido
em termos do problema original (DV G,). Esta estimativa nos permite de-
duzir, no préximo capitulo as condig¢oes necessarias otimalidade do problema

(PMRGE) .

3.1 Subdiferenciabilidade de g;(.)

Nesta secao temos como objetivo estabelecer uma caracterizacao do gradiente
generalizado da funcao gap associada com a Desigualdade Variacional Gene-

ralizada,

(DVG): Achar y €Y, tal que existe w € T(y)

que satisfaz (w,z —y) > 0,Vz € Y.
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A seguir definimos formalmente a fung¢ao gap considerada no Capitulo 2.

m
Definicao 3.1 Sejam a aplica¢ao ponto-conjuntoT : IR™ — o™ ondtona
mazimal e um conjunto Y C IR™convexo e fechado. A funcao gap general-
izada associada ao problema (DV G), estd determinada por
SUD,cy SUPyer(s) (W, Y — 2) , sey € Y N DomT
+00 , em oulro caso.

gr(y) = {

Notemos que, se o conjunto Y e as imagens da aplicacao ponto-conjunto
T sao conjuntos limitados podemos escrever a funcao gap como
() = maxcy MaXyer)(w,y — 2), Yy € Y N DomT
IT =) 400, em outro caso.
Do Lema 2.70, sabemos que, se o problema (DV G) tem solucdo irY N
ir(DomT) # 0, ele é equivalente ao problema de minimizagao convexa

seguinte

(P): minimizar gr(y)

s. a. y €Y NDomT,

Em outras palavras o conjunto solugao de (DV G) pode ser caracterizado em

termos do problema (P)

Og = argmin{gr(y) :y € Y N DomT} = {y € YN DomT : gr(y) = 0}.
(3.1.1)
Para caracterizar o subdiferencial da fung¢ao gap generalizada, usamos
uma maneira diferente de representa-la. Consideramos duas fungoes sobre as
quais apoiamos a nossa analise. Comecamos por definir para cada z € Y, a

funcéo I, : R™ — IR como

+00 , em outro caso.

o(w) = { (w,2) , sew € T(z)

A segunda funcao é a conjugada de [, no ponto y, que denotamos por }(y)

(y) = sup {(w,y) - L(w)} = sup {(w,y—z)}.
welR™ weT(z)
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Notemos que I,(.) é linear em T'(z). Pelo Teorema 2.12 a fungao I}(y) é
convexa, s.c.i., e prépria se T(z) £ 0 .

A funcao gap generalizada pode ser formulada como a soma de duas
fungoes , uma é o supremo de uma familia de fungées convexas e a outra
é a funcao indicadora do conjunto Y N DomT. Com efeito, consideremos a

seguinte funcao Gr: R™ — IR,

Gr(y):= sup UI(y)= sup  sup {{w,y) —(w,z)} Vye& R™
zeYNDomT zeYNDomT weT(z)
(3.1.2)

Esta funcao é convexa, pela Proposicao 2.3, e se Y N DomT # 0, resulta
Gr(y) > —c0 Vy € IRR™
A fungao gap generalizada associada a (DVG), gr(z), pode ser expressa por

g7(y) = Gr(y) + Pynpomr(¥), (3.1.3)

sendo ®ynpomr a funcao indicadora do conjunto Y N DomT. O seguinte
teorema é uma extensao do teorema VI.4.4, [20], o usamos para caracterizar

o conjunto subdiferencial da funcao gap generalizada.

Teorema 3.2 Seja Y C IR™ um conjunto compacto nao vazio e h : IR™ x

Y — IR uma fungdo que satisfaz as sequintes condigdes :
(1) h(y,z) > ~oco para todoy € R™ ez €Y
(ii) h(.,2) € s.c.i. e convexa, para cada z € Y,

(iii) h(y, .) € s.c.s. em Y, para cada y @ IR™.
Se a funcao definida por

f(y) = sup{h(y, z)} € tal que int(Dom(f)) # 0, (3.1.4)

z€Y
entao

(1) f € propria, semicontinua inferior e conveza (i.e., f € Conv(IR™)).

40



(2) 3f(y) =ca{0:ih(y,2): 2 €Y, f(y) = h(y,2)} + Npoms)(y)-

Em particular, se y € int(Dom(f)), resulta:

f(y) = co{U.efzev.fm)=n(w.1 11y, 2)}
co{01h(y,z): 2z €Y, f(y) =h(y,2)}

Prova:
(1) A funcgao é prépria por (i) e ( 3.1.4); é convexa pela Proposigdo 2.3 e é

s.c.i. por (ii).

(2) Seja I(y) ={z €Y : fy) =h(y,2)} e S(y) = User(y)d:1h{y, 2).
Notemos primeiro que I(y) # @, para todo y € IR™. De fato, se f(y) =
| < +o00, existe {2} C Y tal que

Jim Ay, z6) =1,

= o} C {2} edz €Y 2z, — 2z quando i — +oo,
= l=hy,2)=fly) = z€l(y),

onde as desigualdades resultam da semicontinuidade superior de h(y, . ) e
da defini¢ao de f, respectivamente.

Se y ¢ dom(f) aigualdade da tese verifica-se trivialmente. Consideramos
entao o caso y € dom(f).

Devemos mostrar que 9f(y) = @0 S(y) + Naom(s)(y). Primeiro provamos
a inclusdo 9f (y) 2 €0 S(y) + Naom(s) ().

(a) S(y) € af(y) :
s€S(y) = Fz€l(y),s€ dhhlyz) =

h(v, 2) > h(y, 2) + (s,v —y) ,Yv € R™
Das definigoes de f e I(y), resulta que
f) 2 f(y) + (s,v—y) ,Vv € R™
Logo, s € df(y). Portanto, S(y) C 9f (y).
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(b) o S(y) C 8f(y), pois Of(y) é convexo e fechado, Proposicao 2.29 e

observacao 2.32.

(c) Da defini¢do do cone de recessao, resulta que o conjunto N pem( nly) éo

cone de recessao do 9f(y), i.e.,
Npom(p)(y) ={d € R™: s +td € 8f(y) Vs € 8f(y), Vt > 0}.

Afirmamos que

df(y) = 8f (y) + Npom(s)(y)- (3.1.5)

De fato, desde que 0 € Npom(s)(y), implica que 8f(y) C df(y) +
Npom(s)(y). Por outro lado, da caracterizacao do N pom(s)(¥), temos

que

Seaf(y)) deNDmn(f)(y) = S+d€af(y) =

3f(y) + Npom(s)(y) C 0f (y).

Assim, das tltimas relacoes de inclusdo, obtemos a (3.1.5).

(d) Dos itens (b) e (c) concluimos que

0 S(y) + Npom(5)(y) € 0f(y) + Npom(s) (y) = 8f (y).
E, portanto, provamos uma das inclusoes do teorema.
Mostramos a outra inclusdo nos dois itens seguintes.

(e) Do Teorema 25.6, [38], sabemos que por ser f uma fungao convexa em

IR™, verifica-se que

of(y) =co{s € R™: 3y}, HVSf(ye)t vk =y, VIyk) — s}
+N pom(5)(y). (3.1.6)

Vamos provar que

{s € B™: 3{yc}, HVSw)}, vk =y, VI(yk) = s} S S(y).
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Seja s € IR™, tal que existem as seqiiéncias {yx} e {V f(yx)} verificando
que yr — y e Vf(yr) — s. Entdo do item d) tem-se que

Af (k) = {Vyr)} = {Vyhlyr )}, Yz € I(yk). (3.1.7)

Consideremos a sequéncia {zx} C Y , com zx € I(yx). Desde que Y é
compacto, existem uma subseqiiéncia {zx, }, de {2x}, e um ponto z € Y

tal que z, — 2z quando i — oo.

Usando a seguinte caracterizacao de funcao convexa :
h(v, zg,) > hyk,, 2k;) + (Vo (yk;, 28:), v — k), Yo € R™ Vi€ IN,
e o fato que
f ) = Wy, 2) > hyr, ) VZ € I(yg,),
resulta

h(v, 2,) = h(yr;, Z) + (Vo h(Yk:s 28,), v — Yky), Yv € IR™ Vi € IN.

Tomamos o limite inferior nesta tltima desigualdade e, desde que h(y, . )

é semicontinua superior e h( . ,z) é semicontinua inferior, obtemos

h(v,z) > lim sup,_, o, h(v, 2,) > liminf; o h(v, 2k,)

> liminf; o h(yk;, Z) + liminee(V f (yk;), v — yr,) (3.1.8)

v

h(y,z) + (s,v —y), Yv € R".
Em particular, se v = y, temos que

My, 2) 2 Wy, z) = f(y),
isto é, z € I(y) e valida a desigualdade 3.1.8 para z = 2
h(v,2) > h(y,2) + (s,v —y), Yv e R".

Portanto,

s € dh(y,z) = s€Sy).
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(f) Do item anterior e do item d) deduzimos que

df (y) = 2aS(y) + Npom(s)(y) -

Em particular se y € int(Dom(f)), resulta que N pom(sy = {0}

Finalmente, para mostrar que co {9,h(y,2) : 2z € Y, f(y) = h(y, 2)}
é fechado, aplicamos o mesmo raciocinio que o usado no Teorema

VI1.4.4.1, [20]. Assim, concluimos a prova.

Observagao 3.3 (i) Este teorema relaza a condigao da Proposicao VI.4.4.2,
[20], que considera as fungdes convezas h(.,z) finitas, com supremo

finito.

ii) A parcela Npom)(y) € fundamental quando y € Fr(Dom(f)) (onde Fr
(£

denota fronteira ).

(iii) A propriedade anterior continua sendo valida sob uma condi¢ao mais
fraca que as.c.s. deh(y, . ) emY , € suficiente pedirliminf,, ,, h(y, zx) <

h(y, z) para todoy € Y.

A seguir damos uma caracterizagdo do subdiferencial de G, baseada na
T,
propriedade anterior, que nos permite obter uma expressao para o subdife-

rencial da funcao gap gr

Proposicao 3.4 Seja o problema (DVG), tal que Y N DomT € compacto
nao vazio. Se para cada y € IR™, fizo, a fungao 2z — U}(y), definida para

z € YN DomT ¢€ semicontinua superior, e Gr(y) finito entao

Gr(y) =20 {0l (y) : 2 € M(y)} + Naomer(y),

sendo

M(y) :={z e YNDomT : Gr(y) = (y)}. (3.1.9)

Prova:

Observemos que, se definimos h(y, z) := I(y), resulta
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(1) Paracadaz € YNDomT fixo, h(., z) é prépria, convexa e s.c.i., dado que

é a conjugada de uma funcao prépria e convexa (ver Teorema 2.12).

(2) h(z,.), por hipétese, é s.c.s. em Y N DomT . Logo, podemos aplicar o -
Teorema 3.2, substituindo Y por YN DomT para obter a caracterizagao

desejada.

Coroldrio 3.5 Seja o problema (DV G), tal que Y N DomT € compacto nao

*

*(y) € s.c.s. em

vazio. Se para caday € Y N DomT, fizo, a fungao z — [
Y N DomT e int(domGyp) Nir(Y N DomT) # 0. Entao

8gr(y) =0 {0l;(y) : 2 € M(y)} + Naomar(y) + Nynpomr(y).

Prova:

Consequéncia imediata da definicao de G e da Proposigao 3.4

A seguir apresentamos uma condi¢ao para garantir que, para cada y €

Y N DomT dado, a fungéo 2 — IX(y) seja s.c.s. em Y N DomT.

z

Lema 3.6 Seja T : R™ — 2R wma aplicagao ponto-conjunto mondtona
mazimal tal que Y C int(DomT). Entao, a fung¢do I7)(y) =t h(y, . )Y —

IR ¢ semicontinua superior em Y para caday € R™, fizo.
2

Prova:
(Pelo absurdo) Suponhamos que existem y € IR™, z € Y e uma seqiiéncia
{zx} C Y, com 2z — z, tal que I} (y) é convergente e

limsup i} (y) = lim I} (y) =L > I}(y).

2/—z k—400

Pela Proposicao 2.58 sabemos que existe uma vizinhanca V de z tal que
T(V) = U,ev T(2') é limitado. Como para algum K € IN temos que 23 € V,
para todo k > K, entdo temos que > T'(2x) C T(V') € limitado.
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(i) Se L < +oo consideramos um € > 0 tal que

L—e>1(y) (3.1.10)

Da defini¢do de I} (y) resulta que
Vk € IN, 3w € T(2) tal que I (y) — (wk, vy — 2x) < €.

Assim, temos que {wi} C T(V) é limitada. Entdo, existem {wy,}; C

{wi}tr e w € IR™, tal que

wg; — W ,quando j — +oo.

Desde que wy; € T(2x;) e o operador T ¢é fechado (Proposicao 2.58),
obtemos que w € T(z).

Portanto,

l:(y) - Sup’ueT(z)<U)y - Z) Z <(d, y—- Z)
= limj—”roo(wkja Y- zkj)

> limjylf (y) —e=1L —¢,
J
ie., I3(y) > L — ¢, que contradiz ( 3.1.10).

(ii) Se L = 400, consideremos M > 0 tal que IJ(y) < M. Endo, existe K
tal que I (y) > M, Yk > K. Da definigao de [ (y), existe wg € T'(2x)
tal que

(Wk,y —2x) > M Vk > K.

Seguindo um raciocinio semelhante a parte anterior chegamos a que

I;(y) £ M o que é um absurdo . Logo a tese do lema é verdadeira.

Coroldrio 3.7 Seja T uma aplicacao ponto-conjunto monotona mazimal tal
que DomT = IR™. Se Y € um subconjunto convezo compacto de IR™, entao,

para cada y € IR™, a funcgao z — U(y) € semicontinua superior em Y.
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[ |
Sob as condicoes destas ultimas proposi¢oes obtemos, a seguir, uma ex-

presao para Ogr(y).

Proposigao 3.8 Seja T wma aplicagao ponto-conjunto monotona mazimal

eY Cint(Dom T). Se o conjunto Y é convezo e compacto, entao

Ogr(y) = co{w e R™ : z€Y, weT(z), gr(y) =L(y) = (w,y — 2)}
+Ny (y). (3.1.11)

Em particular

Ogr(y) = co{w e R™ : z€Y, weT(z), grly) =L(y) = (w,y — 2)}

Yy € int(Y).
Prova:
De fato, temos que
1) dom (Gr) = IR™, pois Y é compacto e como T' é mondtono maximal deve
ser T(Y) limitado (Proposicao 2.58).
2) Para cada z fixo e y € IR™, qualquer, resulta
Ol (y) = co{w € T(z) : L(y) = (w,y — 2)};

pois podemos aplicar o Teorema 3.2, substituindo Y por T(z), e con-

siderando
h(y,w) = (w,y — 2).
Note que h( ., . ) é uma funcao continua em (y,w) e, para cada w fixo,
h(.,w) é afim. Donde
(1) h(,w) és.ci econvexaem Y para cada w € T'(z), fixo;

(i1) h(y,.) és.c.s. em T(2) para cada y fixo .

Além disso, para cada z € Y, a compacidade de T'(z) implica que

Dom [} = IR™ , e que o conjunto

{weT(z) Ly ={(w,y—2}

é compacto (pois h(.,w) é continua).
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3) O conjunto
S={weR™ :z2€Y, weT(z), gr(y) = L(y) = {w,y — 2)}

é compacto; de fato, sejam {wi}r C S e w tal que wy — w, entdo da
definicao do conjunto S, existe {zx}r C Y tal que {wi}r C T(zg). Da
compacidade de Y sendo a aplicacao T fechada, afirmamos que z € Y
e w € T(z). Tomando h(y,w), como no item 2) pela sua continuidade

em w € S, resulta que S é um conjunto fechado.

Pelo absurdo provamos que S é um conjunto limitado. Isto é assumimos

que existe uma seqiiéncia
{wptr € S tal que ||wg|| —k—oc +00.

Da compacidade de Y, existe um ponto de acumulacao z, da seqiiéncia
{zk}r € Y associada a {wi}g. Por outro lado pela compacidade local
de T, existe uma vizinhanca V de z tal que {wy;}; C UeyT(2) é

limitado para alguna seqii€éncia {wkj };; que é uma contradigdo .

Logo, S € IR™ é compacto. Usando a Proposicao 3.4, o Coroldrio 3.5

e as trés afirmacoes acima resulta a tese da proposigao .

3.2 Alguns Exemplos

A seguir apresentamos alguns exemplos que ajudam a visualizar os elementos
do subdiferencial da fung¢ao gap associada a uma desigualdade variacional

(DVG).

Exemplo 3.9 Seja a funcao f definida por

22
2 ]

f(z) =40
2

se z <0,
se 0 < 2 <1,

(1) sez > 1.

3
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Consideremos a aplicagao ponto-conjunto mondtona mazimal T := Of e a
desigualdade variacional generalizada (DV G), associada a T, definida sobre
o conjunto vidvel Y = [—2,3]. Entao, temos

{2} se 2<0,

{0} se0<z<1,

[0,2] se z=1,
{222}  se z>1.

T(z) =

(DVG): Achary € [-2,3], tal que existe w € T'(y)

que satisfaz (w,z —y) > 0,Vz € [-2,3].

O conjunto solugao resulta Og = [0, 1].

A fungao gap estd definida por

1w, se —2<y <0,
0 ,5e0<y<1,
gr(y)={ 2y—2 , sel <y<?,
%yS ,se%§y<3,
+o0 , em outro caso.

Observemos que O¢g € o conjunto de solugoes dos problemas de minimizagao
minqey f(z), min ¢ gr(y) (Lema 2.70) e da equagao gr(y) = 0. O subdi-
ferencial de gr(.)

([ (~00,—1] , sey=-2,
{%y} ,5€—2<’y_<_0,
{0} , se0<y<1,
) 10,2 L sey =1,

dgr(y) = {+2} , sel<y<s

{3v%} , se2<y<3,

[8,+OO) :Sey:‘?’

0 em outro caso.

\

Outra maneira de definir 0gr(.) € através da Proposicao 3.4. De fato,

temos que

{%y} 736_2Sy<07
0,1] |, se0<y<1,
{11}, sel<y<g,
{%y} ,se%<y§3,

M(y) =
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4

FE a famidia de funcoes conjugadas I}, z € Yé

2(y — 2) VyelR sez<0
0 VyelR se0<z<1
L) ={ [0 sew<l _
W—2 sey>l Yye R sez=1
2:%(y — 2) VyelR sez>1

Notemos que, neste caso, a funcao Gr(.) estd determinada por

(_2y_4 ,56y_<_—4,

in )56_4§y§03

0 , se0<y<1,
Grly) = 2y—2 ,sel<y<i,

=1° ,sed<y<2,

8y —54 |, sey>2.

\
Exemplo 3.10 Consideremos aplicacao ponto-a-ponto T mondtona mazi-
mal definido por T(y) = (y1 — y2, y1), € o problema (DV') formulado sobre
Y =1[0,a]x[-5,0], com 0 < a < . Pode-se verificar que o conjunto solugao
de (DV) € O = {(0,y2)" : =0 < yg < 0}. A funcao gap estd determinada
por:

gr(y) = sug{zl(yl Fyg) — 22—y },Vy €Y.
ze

Observemos que
B(y) = z1(yr +yo) — 21 — 2091 ,V2 €Y, Vy € V.

Entao, paray € Y, resulta

2
ar(y) = %Jrﬂyl , sey1 >0, 0<y; +y2 < 2¢,
B , sey1 20, y1 +y2 <0;

sendo o conjunto de indices das fungoes I7)(y)

M(y) = {(%at_ﬂ)t} , seyr 20,0 < yy 4y < 2a,
{00,-p)r  , sey1 20,31 +12<0.

O subdiferencial da funcao gap €

{(r+5,7)%} seyr > 0,0 <y +y2 < 20,
89T(91; 92) - co {(r7r)t7 (T + ﬂ)r)t} , S€ Y1 = O; _ﬂ S Y2 S O)
{(ﬂ>0)t} , S€lY > O:yl+92507

onde r = ©t%
52
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3.3 A funcao gap parametrizada

Nesta secao definimos a fungao gap generalizada parametrizada associada a
uma Desigualdade Variacional Generalizada Paramétrica, que denotamos por
(DVG,). Fazemos de maneira analoga a Definigao 3.1.

Consideremos as aplicagoes ponto-conjunto Y : K™ — oR™ o 7. R™ x
R™ — QZRm, tais que para cada z € IR™, o conjunto Y (z) seja nao vazio
convexo e fechado e T'(z, . ) seja mondétono maximal. Para cada = o problema

de Desigualdade Variacional Generalizada Paramétrica estd definido por,

(DVG,): Achar y € Y(z), tal que existe w € T(z,y)

que satisfaz (w,z —y) > 0,Vz € Y(z).

O conjunto solu¢ao do problema (DVG,) é denotado por Og(z) = {y €
Y(z) : 3w € T(z,y);{w,z —y) > 0,Vz € Y(z)}. Alguns autores usam a
notacdo DV G(T(z,.), Y (z)) nds preferimos (DV Gy).

Adicionalmente, precisaremos da seguintes hipoteses para definir a funcao

gap generalizada associada ao problema (DV G,).
Hipétese 3.11 Para cada z € IR".

a. O conjunto vidvel do problema (DV G,), € da forma

Y(z) ={y: gz, y) <0,iel=1,... ko}, (3.3.12)

sendo a fungao g; : IR™ x R™ — IR localmente lipschitziana, em

relacao a x, e conveza em relagao a variavel y, para cada i = 1,2..., ks.
b. Eziste solugao do problema (DVG ).
c. ir(Y(z))nir(DomT(z, .)) #0.
d. (DomT(z,.)) = R™.

Observagao 3.12 a) As funcoes g; sao localmente Lipschitzianas nas duas
varidveis pois, da hipdtese 38.11 item a), esta fungdo € conveza na

segunda varidvel.
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b) Podemos substituir d) por
d’) Y(z) C int(DomT (z,.)) .

Definicao 3.13 A funcao gap generalizada associada ao problema (DV G,)
¢ definida por

(17 ) e SUP ey (x) SupwET(z,z)<w7y - Z) y S€ (:L‘,y) € Graf Y
ey +00 , em outro caso.

Observemos que, para cada z fixo, pela hipétese 3.11b), e pelo Lema 2.70
podemos reformular o problema (DVG,) como sendo o seguinte problema

de minimizacao paramétrica

(P,): minimizar gr(z,y)

s. a. y € Y(z)
e pela Proposicao 2.68 ocorre que

Oc(z) = {y €Y(z): gr(z,y) = 0}
{y eY(2): Gr(z,y) =0=—-Gr(z,y)}. (3.3.13)

3.4 Estimativa do Subdiferencial

No contexto de nosso problema (PM RGE) é suficiente estabeler condigoes
que garantao a existéncia do subdiferencial da funcao —Grp, ( 3.1.2), para-
metrizada e a sua relagdo com multiplicadores de Lagrange associados ao
problema de minimizagdo paramétrica P, equivalente a (DVG,). Estab-
elecemos primeiro algumas propriedades da fungao gr(z, . ) e de Gr(z, ),
para cada z € IR™. Estes resultados sao obtidos de simples adaptacoes da

Definicao 2.62 e das Proposicoes 3.8 e 2.58.

Lema 3.14 Para cada z € IR™, assumimos que as condigoes do problema
(DV Gy), as hipdteses 3.11 sao satisfeitas e que o conjunto Y (z) € compacto.

Se Og # 0 verificam-se as sequintes propriedades:
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(i) A fungao gr(z, . ) € conveza
(ii) gr(z, .) € uma fungao gap sobre Y (zx), isto €,
gr(z, )20, Vy€Y(z)
e y € Oglz) < gr(z,y) =0.
(iii) Sey € int Y (), entao
Oogr(z,y) = co{w : dzeY(z), we T(z,z),

gr(z,y) = (w,y — 2)} Yy € int(Y(2(3.4.14)

Prova:

Fixado z, obtemos os itens (i) e (ii) pela Proposi¢ao 2.68 e o item (iii) pela

Proposicao 3.8. |
Neste caso a func¢ao gap generalizada parametrizada pode ser decomposta,

anédlogo com ( 3.1.3), da seguinte maneira:

gr(z,y) = Gr(z,y) + Paresy(z,y) (3.4.15)

sendo

Gr(z,y) = sup sup {(w,y—z)
z€Y (z) weT(z,z)

e Pcres v(z,y) a funcao indicadora do grafico de Y no ponto (z,y).

Lema 3.15 Sejaz € IR™. Se as condigoes do problema (DV G,), as hipdteses
3.11 sao satisfeitas e Og(z) # 0 entao

gr(z,y) =0 <= Gr(z,y) =0 ¢ y € Y(z)

Prova.
Para z fixo, se gp(z,y) = 0 entdo pelo Lema 3.14 y € O¢(z), o que significa
Perapy(z,y) = 0 pois y € Y(z) em conseqiiéncia Gr(z,y) = 0.

A outra implicacao é simples.
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Notemos que no Lema 3.14 generalizamos resultados obtidos no caso no"
paramétrico e conseguimos sob certas condi¢oes o subdiferencial em relacao
a y da funcéo gap, dogr(z,y). Mas nao permitem obter concludes a respeito
de d1g7(z,y). De fato, de forma geral o calculo direto do subdiferencial da
fungao gap generalizada, gr, no ponto (z, y) envolve a relacdo implicita entre
as duas variaveis z e y pois y € Y(z). Evitamos esta dificuldade calculando
o0 OGp onde z e y sao consideradas independentes, um da outra.

A fim de obter uma estimativa do conjunto @ — G, consideramos a fungao

—Gr(z,y) como uma fungao marginal. Com efeito, seja o seguinte problema

(Qm,y) : _GT(w>y) = inf(z,w) <(x), z = y>
sa g(52) <0

(y,z,2,w) € R™ x Graf (T)

O valor marginal deste problema coincide com —gr(z,y) quando y € Y (z).

) ')7

dgr(z,y) # 0. Para isto, introduzamos a seguir o conceito de maleabilidade

Precisamos assegurar a subdiferenciabilidade da funcao —Grp(

("tameness” ).

A condigao de maleabilidade resulta de generalizar a condicio de ex-
isténcia de solugbes 6timas limitadas do problema @, viavel. Sendo que
(¢,y") varia préximo do ponto (z*,y*) pardmetro do problema @, ,+ com
solugbes também limitadas. Esta condicao foi apresentada em [19] no célculo
de subdiferenciabilidade de fun¢ées marginais. Das varias versoes de maleabi-
lidade, 14, 44, 50, 51], usamos a defini¢do em [44]. Denotamos por dist(¢, A)

a distancia do ponto ¢ ao conjunto A, dist(§, A) := infeeq ||€ — al.

Definicao 3.16 [[44]] Dado o ponto (z,y), o problema (@) € maleavel se
existe um conjunto A C IR™ x IR™ com as seguintes caracteristicas:
O conjunto A € compacto e para qualquer € > 0 existem § > 0 ea < Gp(z,y)
tal que se

I, y') = (2. y)l| < 6 e a < Gr(a'y)
entao, o walor otimo do problema (Qg ) incrementado com a restrigao

dist((z,w), A) <€, continua sendo Gr(z',y').
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Sob a hipétese de maleabilidade para o problema (Qy,), assegura-se de
alguma maneira que a variagao do conjunto de solugoes vidveis, respecto dos
parametros, estd localmente limitada. Obtemos, ainda, outras propriedades

importantes para a funcao —Gr( ., . ) formuladas na seguinte proposicao .

Proposicao 3.17 Seja(z*,y*) tal que o problema (Qy=4+) € maledvel. Entao,

se verificam as seguintes propriedades
i) Gr(z* y*) € finito; e
ii) —Gr( ., .) € estritamente semicontinua inferior em (z*,y").

iii) Fziste pelo menos uma solugao do problema Q4 . Mais ainda, eziste

uma solugao (2", w*) € A.

iv) (—Gr(z*, y*) € direcionalmente Lipschitziana se e somente se o conjunto

(=Gr)(z*,y*) € pontudo

Prova:

Os trés primeiros itens sao conclusbes da Proposicao 8 [44]. O item iv)

provém da Proposigao 2 em [44]. |
Para enunciar a condicao que nos permite garantir que 8(—Gr)(z,y) seja

nao vazio, formulamos primeiro a Proposi¢ao 1, [44] onde a fun¢ao marginal

¢ denotada por p(.) e o pardmetro por u.

Proposigao 3.18 (Proposigao 1, Rock-82) Seja p(.) finita e s.c.i. no ponto
u, tem-se que Op(u) # 0 se, e somente se, existem sequénciast; | 0 eu; —pu

tais que para nenhuma sequéncia convergente v; — v 0corTe que

plus +t5v;) —plug)

—00. (3.4.16)
t

Lembremos que u; —, v significa que u; — u e p(u;) — p(u).

Proposigao 3.19 Seja (—Gr)(.,.) finita e s.c.i. no ponto (z,y). Para que

O(—Gr)(z,y) # 0 € suficiente que existam sequénciast; | 0 e (z;,y;) ——cy
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(z,y) tais que para nenhuma sequéncia convergente (hj, k;) — (0,0), ocorra
que

Gr((z5,y;) +t5(hj, k) — Gr(zs,;) L 0. (3.4.17)

Prova:
Sﬁponhamos que 8(—Gr(z,y)) = 0. Notemos que, pela Proposicao 2.20

item 2, temos que
~Gr((z,y); (b, k) = =00 ¥(h, k) € dom(=Gr)((=,y);.) # 0.

O que é equivalente a (—G7)'((z,y);(0,0)) = —co (pela homogeneidade
positiva da (—G7)T((z,y);.) Proposicao 2.20).
Desde que —Gr(., .) € finito e s.c.i. no ponto (z,y), as observagbes acima

e a Proposicao 3.18 resulta

th l 0; (Ij>yj) —_Gr (I)y) 3 (hja kj) - (0> 0) tal que

Gr((zj,y5) +t;(hy k5)) — Grlzy,y))

; — 0. (3.4.18)

J

Entdo para j suficiente grande verifica-se que:
Gr(zjy;) < Gr((x;,y5) +t5(hy k;))
como Gp é s.c.s. em (z,y), temos que

Gr(z,y) = lim Gr(zj,y;) < Gr((z5,9;5) +t5(hs, k;)) < Gr(z,y).

Jj—+oo

Isto implica que existe uma subseqiiéncia de {(z;, y;) +t;(h;, k;)} que tor-

namos em denota-la com o mesmo nome, tal que

lim Gr((z;,y;) +t;(h; k;)) = Gr(z,y).

J—+o0

Pelo que, se deduz que
Gr((zj,y;) +t5(hs, k) — Grlzs,y;) 1 0.

Por negacao , obtemos a tese desta proposicao .
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Seja (z,w) um ponto vidvel para o programa

(Ruy) : —=Gr(z,y) = inf (w,z—1y)
s.a g(z,2)<0

(y,2,2,w) € R™ x Graf (T).

Notemos que se y € Y (z), o problema @,, tem pontos vidveis dado que
DomT(z,.) = IR™ Definamos o conjunto de multiplicadores M;’y(z, w) do

problema @4, segundo [44], da seguinte maneira:

A
A2 O) A, ) = O»
M;’y(z, w) = n | € Rkt 7= T<2 :g(fwz»
T9 !

T € Z /\ialgi(m’ z) + Ng”ra,f(T)(x’ 2, w))
0 el v + 22 2:029:(@, 2) + Ny (7, 2, w)
0 z —y+N&"mf(T)(a:,z,w)
Analoganiente, o conjunto de multiplicadores singulares do problema (Q zy)

estd definido por

/\0
m /\0_>_Oa (/\O,ga:,z :Oa
Mg,y(z,w) = T{) € IRktnm . 0 :(O )
Tg 2 ’

T{) € Z(/\O)Zalgl(x)z) + NCz;"ra,f(T)(x? z,’LU),

( 0 ) c ( 3> (A%)i29i(2, 2) + N&paser) (2, 2, w) ) ’

0 Ngraf(T)(m) z,w)
onde Ngraf(r)(2, 2,w) denota o cone normal de Clarke ao Graf (T)
em (z,z,w) € Graf(T) e os conjuntos Nérapr)(®, 2,w), Népopir)(z, 2, w)
e Né"mf(T)(:v, z,w) sao as projegoes de Ngrap(r)(z, 2, w) sobre os espagos cor-
respondentes as variaveis z,2 e w, respectivamente. Uma outra forma de
obtermos os multiplicadores é considerar os parametros do problema como
se fossem novas varidveis «, v tais que satisfazem a —z = Q e v—y = 0 eiden-

tificar os multiplicadores com um problema de otimizagao nio paramétrico

(esta observacao é feita por ROCKAFELLAR (1982).
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Observagao 3.20 O conjunto Mg*,y,(z, w) € um cone que contém a origem.

Quando 8(Gr(z*,y*) C d1(Gr(z*,y*) x G(Gr(z*,y*) reencontramos a
expressao correspondente a Jo(gr(z*,y*) obtida no Proposi¢do 3.8 (ii) sem
a hipétese de compacidade sobre Y (z). Por outro lado para assegurar esta
inclusao precisa-se de condi¢oes que garantam que 0Gr(z,y) seja regular e
as derivadas direcional e direcional generalizada coincidam .

No entanto, sob condi¢oes mais fracas, pode-se aplicar a Proposicao 2.43

a funcdo Gr(.,.) se 8°(—Gr(z*,y*) é pontudo obtemdo-se
o1Gr(z,y) C ILOGT(z,y), 02Gr(z,y) C 120G (7, y);

8,Gr(z,y) 1,6Gr(z,y)
( 0aGr(z,y) ) “ ( 1,0G (2, y) ) (3.4.19)

onde II; e I, significam as projegoes sobre a primeira e a segunda variaveis,
respectivamente.

A condigdo que segue a denominamos condicdo de tipo Mangasarian-
Fromowitz andloga 4 condi¢do em ARICA (1995). Denotamos por X(z,y) o

conjunto de solugdes do programa (@ ).

Hipétese 3.21 Seja (z,y) tal que Q4 , € maledvel. Suponha que para cada
(z,w) € X(z,y) existe um vetor 7 € IR", tal que as seguintes condigoes sao

satisfeitas

<ﬁ7 71) < 0; val € algi(ma Z),V’L € I(Z,'U))
M,y <0, VA" € Néyrag7(T, 2,w) ~ {0},

onde I(z,w) :={i : gi(z,2) =0}.
Lema 3.22 Seja o problema (Qg»4+) maledvel. Entao

8(—G’T(l’*, y*) C HBanﬁ { U(z,w)GE(a:*,y‘)M;*,y* (z, w) +
U(z,w)eE(x*,y*)M:(E)w,yu (Z, ’LU)} (3420)

Se U wes(ar g )M 4+ (2, w)} € pontudo entdo 6°(—Gr(z*,y*) é pontudo re-
sultando que a envoltoria convexa na relagao (3.4.20) € fechada e esta se

cumpre sem a operagao de fecho.
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Lembremos que um cone K C IR™ € pontudo se a origem nao pode-se

expressar como a soma de dois vetores nao nulos de K .

Prova;

Corolario 1 do Teorema 2, [44]. |

Observagao 3.23 (i) Da Proposicao 2.86 temos que 8(—Gr(z™,y*) =
—6(GT(I*a y*) :

(i) A partir da Proposigao 8.17 item (i), afirmamos que, —Gr € dire-

ctonalmente Lipschitziana.

(iii) Em analogia com o artigo de [{4] o vetor u de perturbagoes em relagao

as desigualdades ¢ u = 0.

Para deduzir a relagdo (3.4.19) definamos o conjunto S a seguir. Seja

z € Cy ey € Y(z). Consideremos

S = U(z,w)eﬂ(z,y){ (hy, ho, k) € R* x R™™ (A 7,0), (1, ke, k)) <0,
V(A 7,0) € M) (2,w)} (3.4.21)

Lema 3.24 Assuma que as fungoes g;( ., . ), que definem o conjunto vidvel
do programa (Q.,), sao localmente Lipschitzianas para todo i. Entao, sob a
Hipotese 8.21, para o programa (Qg,), existe um vetor (0,7) € R* x R™™™
tal que —Grp( ., . ) € direcionalmente Lipschitz no ponto (z,y) na diregdo

(0,7).

Prova:
Seja (A, 7,0) € M, (z,w). Entao, 7 € 3°; \i19:(w, 2) + Népap p(@, 2, w), com
A>0e(\g(z 2)) =0. Para o vetor 7; € IR™ da Hipdtese 3.21, cumpre-se

que
(r. 7)) = 2o Xy M) + (1) < 0,

para certos vetores ; € 919i(z, 2) e h® € N&, ¢ r(2, 2, w).

Portanto, desde que
<(>‘, T, 0): (0’ ﬁl’ ﬁQ)) - <T’ ﬁl) < 0’
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para todo 77, € IR™, temos que (0,7,,75) € int S, onde S é o conjunto
definido na referéncia (3.4.21).

Agora, aplicando o Corolario 3, [44], obtemos que —Gr( . , . ) é dire-
cionalmente Lipschitz no ponto (z, y) na direcao (7), para 7 = (7, 7,), sendo

7, da Hipdtese 3.21 e 77, € IR™ qualquer, com o que provamos o lema. B

Observagao 3.25 A partir do Lema 8.24, obtemos também que o conjunto
g7 (z,y) € um cone pontudo pela Proposigdo 2 em [{4]. Isto € nas condigoes
—Gr finita e e.s.c.i. em (z,y) o Lema implica que G direcionalmente Laip-

schitziana.

No préoximo lema estabelecemos a relacao de contencao entre o produto
cartesiano dos subdiferenciais parciais de Gp e o produto cartesiano das

projegoes do subdeferencial de Gr, referéncia (3.4.19).

Lema 3.26 Se (z,w) € um ponto vidvel do problema Q,, satisfazendo a
Hipotese do Lema 38.24, entao

81GT($L‘, y) HlaGT(xa y)
( 82GT(sc,y) ) < ( H28GT('T’Z/) ) ) (3422)

Prova:

Usando a Proposicao 2.2.5 e o Lema 3.24, obtemos o resultado. [ ]

Teorema 3.27 Seja (z,y) tal que o problema (Q,) € maledvel e L(z,y) o
conjunto de todas as solugoes de (Qry). Entao, sob as hipoteses do Lema
3.24, cumpre-se que

= (Zi(X + A])8agi(z, 2) + 1™ (2,w) € B(a,y),

81GT('T> y) Cco ()‘) —w, Zz /\zazgl(xv z) + hz) € le,y(z) w)y
(A%,0, i \agi(w, 2) + h7) € M7, (2, w)

9oGr(z,y) Cco{w: (z,w) € L(z",y")}

Prova:
Usando o LLema 3.22 e o Lema 3.26, obtemos o resultado. [ ]
Para encerrar esta secao , mediante um exemplo identificamos os elemen-

tos teoricamente obtidos.
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Exemplo 3.28 Considerar o conjunto Y (z) = {z € R™/z <z <z + 1}
com a variavel z € C'p = [1,2]. A aplicagao ponto-conjunto T definido por
{z -2} sez<?2,

T(z,z) =< [0,1] se z = 2,
{z=1} sez>2

Quando © € C1, a Desigualdade Variacional Generalizada associada a esta
aplicagao tem como conjunto solugao Og(z) = {y = 2} em C.
A fungao gap generalizada a definimos como a soma de G(z, y)+Paras(v)

(ver 3.1.3), onde Gr esta definido por

—z? +a(y - 1) se y>2z+1,

i(y—l)2 sed3<y<2zx+1,
Grle,y) =] -2 se2<y<3,

Ty —2)? se2z —2 <y <2

—? b a(y+2) -2 se y<2z-—1;
sendo o conjunto de indices M, definido por

{z +1} se y> 2z 41,
{(#ly+1)} se3 <y<2s+10,
Mi(y) =1 {v -2} se2 <y<3,
{3(y +2)} se22-2<y<2,
{z} sey < 2x—2.
Lembremos que Mg(y) := {z € Y(z) N Dom T(z,.) : Gr(z,y) = U(z,y)},
para cada ¢ fizo, ver (3.1.9) na Proposicao 3.4.

O subdiferencial de gr em relagao a varidvel y, para cada T fizo, € o
conjunto definido pela Proposicao 3.8 para pontos (z,y) € [ Graf(Y):
( {z -2} se y<2z—2

{3(y—2)} se2z-2<y<?
[0,1] sey = 2,

8yGT(I,y) = {1} se2 <y <3,
{3y -1} se3<y<2z+]1,
[ {z} sey 2 2o+l

Neste caso o subdiferencial de gr no ponto (z,y) € int Graf(Y), em relagao

a varidvel T para cada y fizo, €

{2z +y+2} se 22>y+2,
Oegr(z,y) = { {0} caso contrario .

61



Capitulo 4

Condicoes Necessarias de
otimalidade para (PMRGE)

Neste capitulo apresentamos as condigoes necessarias de otimalidade de tipo
K-K-T em um ponto de 6timo do problema
(PMRGE): minimizar F(z,y)
S. a G(z,y) <0

Yy € OG(CE)

(a:,y) € Cl X CZ)
sendo €'y C IR™ e Uy C IR™ conjuntos fechados e nao vazios, F : R" x R™ —
R, G: R"*x R™ - R"™, O¢(z) é o conjunto de solucoes da Desigualdade
Variacional Generalizada Paramétrica, (DV G,),

Oc(z) ={y € Y(z): existe w € T'(z,y), com {(w,z —y) > 0,Vz € Y(z)}

eY(z)={z€R™:gi(z,2)<0,j=1,2,.., ka}.
Deduzimos estas condigoes , também conhecidas como condigoes de primeira,
ordem, considerando o seu problema equivalente (PDN**) formulada abaixo.
(PDN™): minimizar F(z,y)
s. a G(z,y) <0
g(z,y) <0
——GT(I', y) = 0
(l‘,y) € Cl X CZ)
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O problema (PDN™) resulta de substituir a fungcao gap generalizada,
gr(.), pela funcédo Gp(.,.) no problema (P D N*) definido no Capitulo 1. Lem-
bremos que g7(.,.) = Gr(,,.) + Perasry (., ), (3.4.15), e estd associada a res-
tricdo generalizada de equilibrio formulada pela (DVG,). Como vimos nos
Lemas 3.14, 3.15, secdo 4 do Capitulo 3, o conjunto solugao de Gr(z,y) = 0
coincide com Og(z) conjunto solugéo de (DV G,), quando y € Y (z).

Observamos que neste caso o problema (PDN™) possui uma restri¢do
de igualdade definida pela funcdo —Gr(.,.) que ndo é necessariamente Lip-
schitziana. Exm consequén cia os conceitos e resultados usados no problema
@ z,y no Capitulo 3 sao insuficientes. Precisamos entdo de uma teoria mais
geral que envolve os conceitos de presubdiferencial e de cone prenormal,
[45, 15]. Adaptamos os resultados contidos em ROCKAFELLAR (1982) e
obtemos uma aproximacao exterior do subdiferencial da funcao marginal do
problema (P DN**) que dependem, entre outros, do subdiferencial da funcao
Gr(.,.) obtidos no capitulo anterior.

Em [51], encontra-se uma condicao do tipo K-K-T generalizada para pro-
gramas matematicos analogos ao programa (PDN™). Porém, uma condicao
fundamental para esse resultado é, que a restricao da igualdade deve de ser
estritamente diferenciavel e com gradiente surjetivo. Estas condi¢oes nao sao
satisfeitas nem pela fun¢ao gap generalizada, nem por G associadas & res-
tricdo (DV G4) do problema (PM RGE). De maneira que nossos resultados,
formulados na se¢ao 4, nao podem ser obtidos diretamente de [51].

Se acrescentarmos condigoes ao problema variacional que garantam que
Gr ¢ localmente Lipschitziana, podemos aplicar uma teoria andloga & de-
senvolvida em ARICA e SCHEIMBERG (1995) para problemas do tipo
(PDN™)

4.1 Presubdiferencial

As condigdes de otimalidade que obtemos estdo sustentadas no conceito,
analitico e geométrico, de presubdiferencial. Nesta secio definimos o pre-

subdiferencial de uma funcéo através do vetor normal proximal do epigrafo
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de uma funcgéo [15, 43]. Definimos, também, o conceito de cone prenormal.
Mostramos que estes conceitos estao relacionados com as definigées de sub-

diferencial e de cone normal, respectivamente.

Definicao 4.1 Sejam um conjunto D C IR™ mao vazio e fechado, e um

ponto xg € D

1) [45] Um vetor ¢ € IR™ € um wvetor normal proximal a D no ponto zq se
para t > 0 suficientemente pequeno arg mindist(zo + t§, D) = {zo},
sendo dist(¢, D) := infyep ||€ — y|| a distancia do ponto £ ao conjunto

A.

2) [15] O cone prenormal a D no ponto zg, €

]/V\D(sco) = {Icllrgﬁk dzp € D, 3k, zx — zp €

£k normal prozimal a D em zy}.

O vetor £ = limy_.oo {k € denominado por normal proximal limitante a

D no ponto zg.

Observagao 4.2 1) Um wvetor £ € normal a D em zy se e somente se

arg min dist(zo + £, D) = {zo}, 0 que € equivalente a
1 2
<§,$C - ‘TO> < EH‘T - 'TOH Vz € D,
e £ ¢ normal proximal a D em zo se e somente se existe 0 > 0 tal que

(6,0 — z0) < ollz — xpl|* Yz € D.
2) Um vetor & ¢ normal proximal a D em z( se para t suficientemente pe-

queno t& € normal a D em x

3) O cone normal de Clarke pode ser caracterizado através do cone prenor-

mal [43, 15], de fato tem-se que

S~

ND(.CCQ) :%ND(SC()). (411)
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A continuacao , colocamos uma versao funcional do conceito de normais

proximais {15]. Vamos considerar, uma fungao e.s.c.i. em z.

Definicao 4.3 Seja f : IR™ — IR finita em xy. Um vetor £ é subgradiente
proximal de f no ponto zo, se erxistem escalares o > 0 e € > 0 tais que

verificam a seguinte condi¢ao

fy) = f(=o) +olly = woll* > (&, y — 20}, Vy € Be(zo).

O conjunto de subgradientes proximais de uma funcao f no ponto zy é deno-
tado por 87 f(zo), [15].
O conceito seguinte é conhecido também, como subgradiente proximal

limitante , [43].

Definicao 4.4 [15] Seja f : R™ — IR finita em zy. Os conjuntos presub-
diferencial e o presubdiferencial assintético da fungao f no ponto zy sao,

respectivamente,
8f (z0) = {Jim &k : & € 87f (2x), 7 — @0, f(@k) — f(20) },
&°f (w0) := { lim tx6i : &k € 8" f (w), 2k — o, f () = f(20), ta | O}

Os elementos de 8 f(zo) sdo chamados de presubdiferenciais.

Seja o € IR™ um ponto onde a funcao f é finita. Notemos que os conjun-
tos 5f (z0) 50f(a;0) dependem de um comportamento local da funcédo e nao
global, Este fato nos permite deduzir as conclusoes do Teorema 1 de ROCK-
AFELLAR (1981Db), sob uma hipétese mais fraca. Substituimos a condicao

de s.c.i da funcao pela condicao e.s.c.i. de f em xg.

Proposigido 4.5 Seja f: R® — IR finita e e.s.c.i. em zy. Entdo
1) 8f(zo) € fechado e 8°f (zo) € um cone fechado.

2) 0€ 8°f(z0) e 8°f (o) D 0V DS ().

3) 8f(xo) £ 0 0udf(zo) #{0}.
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Prova:

Teorema 1 e a sua demonstracao em [43]. |

Proposigio 4.6 Seja f : IR® — IR finita e e.s.c.i. em xy. As sequintes

relagoes se satisfazem

1)

8f (20) = {€: (€, =1) € Ngpi s(w0, [ (20))} C 8/ (x0),

2)
°f (w0) = {€: (€,0) € Napi r(w0, f (w0)) € °f (o)},
3)
0f (wo) = 20{d]f (z0) + 8°f (w0)}, (4.1.2)
4)
8°f (z0) D 200" f (x0)). (4.1.3)
e, se 0°f(zy) € pontudo, se a satisfaz igualdade.
Prova:

Os itens 1) e 2) resultam do Teorema 1 em [43].

O item 3) é conseqiiéncia da Proposicdo 1.2 em [15], assim sendo é uma
extensao de [38] secao 17.

O item 4) é a relacdao (1.14) em [45], e é um resultado da Proposicao 4.5.
Para segunda assercao ver [45]. »

Lembremos que e da Deficao 2.28 e [1)] na Proposicao 2.29:

Of (mo) = {y€R": (y,z) < fN(xg;2),Vz € R™}

= {y € R"™: (y, _1) € NEPif(xO; f(l-o))} (414)

A partir desta tdltima igualdade (4.1.4), da relacao (4.1.1) e do item 1)
na Proposicao 4.6 obtemos o nexo entre a subderivada direcional superior

(fN(z0;.)) e o conjunto presubdiferencial acima apresentado .
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4.2 Multiplicadores do Lagrangeano Aumen-
tado

O nosso objetivo é formular condi¢bes necessarias de otimalidade para uma
solucdo de (PM RGE). Precisamos analisar a sensibilidade da fungao marginal
do problema em relacao as variacoes nas restricoes. Fazemos esta anélise so-
bre seu problema equivalente (PN D**) que o apresentamos de maneira mais

simplificada e j4 no contexto do trabalho de ROCAFELLAR (1981) [43].

Reescrevemos o problema (PDN**) como
(P): minimizar F'({)
s. a fi(Q) <0,i=1,2,... k1 + ko,
fiQ) = 0,4 =k1 + ko + 1,
¢eD,
sendo ¢ := (z,y),fi = Gisei=1,2,... ki, fo,0j =9;8¢5=12,... ko,
fry4ky1 = Gr e D := C7 x (. Consideremos o problema de minimizagao
paramétrica que é obtido perturbando as restrigées de (P):
(P,) : minimizar F(¢)
S. a fi(Q)+u; <0,i=1,... k1 + ko,
fil@) Hug = 0,8 = ki + ko + 1,
¢eD
Denotamos a fungdo marginal do problema (P,) como p(u) := inf(P,).
Chegamos a nosso objetivo a partir da relagdo que existe entre os conjuntos
presubdiferencias, é\p(u) e é\op(u), com os conjuntos de multiplicadores do
Lagrangeano aumentado do problema P,.
Sem perda de generalidade nesta secdo assumimos que D é o espaco
IR™™. Se D C IR™™ substituimos a funcdo objetivo F por F + ®p.

Baseados no trabalho [43] o Lagrangeano aumentado quadritico do pro-

blema (P,) estd definido por

k1+ko+1

L(u, ¢ v,7r):=F()+ Z W (vs, fi(C) + ug, 1),
=1
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para ( € D er > 0, sendo

Wi(vi, fil$)tus, ) = {

—v2/2r, caso contrario

parai=1,. ..,k + kg, €

Wivs, fi(C) + us 7) = v fry rhp 1 () + ug) + %(fz(() +uy)?,

quando i = k; + kg + 1.

IRFrHR2+1 ¢ chamado multiplicador aumentado do problema

Um vetor v €
(Pz), se ({,7,7) é um ponto sela do Lagrangeano aumentado L(%,¢,7,r),

para algum ( € D er > 0.

Teorema 4.7 Seja o problema paramétrico (Py) e p(u) := inf(P,). Se as

sequintes condigoes sao satisfeitas

a)

u . . »
lim inf 2 1 > —00, (condigao de crescimento quadratico)
lfull—oo | [|uf|?

b) para cada conjunto compacto U C IRF***2™L ¢ o € R, o conjunto
{(v,¢) €U x D : ¢ € vidvel para (P,), F(¢) < a}
€ compacto. (condigao de compacidade)
Entao, para cada T tal que (Pg) tem um ponto viavel, verifica-se que
i
5])(&) = {7 : Jup perturbagao , Jux multiplicador aumentado de (Py,)

com ux — T, p(ug) — p(T), vk — T}.

507)(6) = {7 : Juk perturbagao , I, Jvg multiplicador aumentado de

(Pu), comug — @, p(ux) — p(@), Ae 1 0, Apvp — T}
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iii) 0.€ 8% () e °f (zo) D 07O (zo).

iv) 9p(T) # 0 oud’p(@) £{0}.
v)

-~

op(1) = w0|dp(T) + 8%(7] e 8°p(m) = 70]d°p(u)]

Prova:
Os itens i) e ii) correspondem ao Teorema 2, [43], iii) e iv) ao Teorema 1,

[42]. O item v) é a tese do Teorema 1 de [43)]. |

Observagao 4.8 1) A condigao de compacidade garante que o problema
(Py) tem uma solugdo dtima para cada u, para o qual existe um ponto
vidvel. Esta hipdtese assequra tambeém que a fun¢ao marginal p(u) =

inf(Py) € s.c.i. (Proposi¢ao 8 em [{4]).
2) O resultado do item i) € a relagao (4.1.2).

3) Da Proposigao 9, [44], o problema (P,) € maledvel (C'api/tulo 3).

4.3 O Problema (PMRGE)

Sejam as fungdes F : R® x R™ — IR, G : R" x R™ — IR™ localmente
Lipschitzianas. O conjunto abstrato D = Cy x Cy com C; C IR™ Cy C IR™

fechados e convexos. O problema que abordamos é

(PMRGE): minimizar F(z,y)
s. a G(z,y) <0
y € Og(z)
(z,y) € C1 x Oy,

onde Og(z) é o conjunto solugao da Desigualdade Variacional Paramétrica

(DV@,)
Oc¢(z) ={yeY(z): existew € T(z,y), com (w,z —y) > 0,Vz € Y(z)}.
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Assumimos Y (z) = {z € R™ : g;(z,2) < 0,5 =1,2,..., ka}.

Nossa estratégia para obter condicoes de otimalidade de (PM RGE) é
analisar o seu problema equivalente (PDN ™). Na secdo anterior reescreve-
mos (PDN*) denotando-o por (P) e sua familia de problemas perturbados
por (P,). Vamos considerar P := P,.

O primeiro que devemos garantir, de modo a continuar nesta analise,
é que Op(u) # @, onde p(u) := infP, é a funcdo marginal do problema
(P,). Conseguimos isto, assumindo uma Condi¢ao de Qualificacao , uti-
lizada por CLARKE (1983), conhecida como a condi¢do de calma. FEste
conceito tem sido usado por OUTRATA (1993) para garantir a condig¢do
de penalidade exata, considerada, no tratamento numérico do Problema de
Dois Niveis cldssico. Também YE et al. (1995,1997) obtiveram condicoes de
otimalidade de problemas tipo (PDN ) e (PDNG) utilizando a calma parcial

e demonstrando com essa condic¢ao , a existéncia de penalidade exata.

Definigao 4.9 [14] Seja (o solugcao do problema (P). O problema (P) €
calmo em (y se existem reais positivos € e M, tais que, para todo u € €B e

para todo ' € (o + €B wvidveis para o problema P, tem-se
F(¢') = F(G) + Mull > 0

Lema 4.10 Seja p(0) finito. Se
(u) — p(0)

lim inf P = P > —00.
u—0 [l

Entao para cada ponto solugao (o de (P),(P) € calmo em (.

Prova:

Proposicao 6.4.2 [14].

Observagao 4.11 1) O problema (P) € calmo se satifaz o Lema 4.10.

2) A condigao de compacidade dos problemas perturbados de (PDN**), (P,),

€ demasiado forte, pois precisamos somente de vizinhangas compactas

da origem.
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3) Para analisar o comportamento da fun¢ao marginal p(u) numa vizinhan-
¢a de u = 0 € suficiente considerar a seguinte condigdo , quando p(0)
€ finito,

Je>0, >0 tal que
S ={(u,¢): |u|l <e¢ ¢ ponto vidvel deP,,
F(¢) < a} € compacto. (4.3.5)

Proposicao 4.12 Se (P) € calmo entao dp(u) # 0.

Prova:
A condigdo de calma no Lema 4.10 implica que se verifica a condicdo da
Proposicdo 3.18 para v = 0 e portanto resulta dp(0) # 0.
|
A continuacdo enumeramos as hipdteses consideradas anteriormente e
acrescentamos aqueles que nos permitem garantir a subdiferenciabilidade da

func¢ao marginal do problema geral.

Hipdétese 4.13 Para cada z € Cq verificam-se as sequintes condigoes :

(1a) A aplicagao ponto-conjunto T(z, . ) € mazimal mondtona e tal que

DomT(z,.) = R™.

(1b) O conjunto Y (z) € a imagem de uma aplicagdao ponto-conjunto Y , tal
que as fungoes g; : IR™ x R™ — IR;i = 1,..., ka, sao localmente Lips-

chitzianas na varidvel T e converas em vy.
(1c) Ezistem solugoes de (DVG),, i.e., Oa(z) # 0.
Para cada ponto solugao (z,y) de (PM RGE) verifica-se:
(2a) o problema (Qr,) € maledvel em (z,y).

(2b) existern sequéncias t; | 0 e (z;,y;) —cy (z,y) tais que para nenhuma

sequencia convergente (h;, k;) — (0,0), tal que
Gr(xj,y;) + t3(hy, k;)) — Grlz;,y5) 1 0. (4.3.6)
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(2¢) o problema (Q,,) satisfaz a condicao tipo Mangasarian-Fromowilz,

Hipotese 3.21.
(8) O problema (PM RGE) tem solugao .

(4) O problema (PDN™) satifaz a condicao do crescimento quadrdtico, item

a) do Teorema 4.7.
(5) O problema PN D** € calmo.
(86) A condicao de compacidade, relagao (4.5.5), € satisfeita.

Observagao 4.14 1) As hipotesis (1a)-(1b), sao as condicoes que garan-

tem que a funcao gr € uma fungao gap genralizada.

2) A condigao Ic) assegura que para cada x € C, existe y € IR™ tal que
y€Y(z) e Gp(z,y) =0.

3) Da hipdtese (2a) se deduz que (—G1) € e.s.c.i. em cada ponto solugcao do
(PMREG).

4) A condigcao (2b) garante que, o subdiferencial de Gr(z,y) # 0 em pontos
onde Gr(.) € finita Proposicao 3.19.

5) Das hipoteses 2a) e 5) obtem-se que p(u) € s.c.i. numa vizinhanca de

u = (.

6) As condigoes 2a), 5) e 6) garantem que a fungao marginal do proble-
ma (PDN*), equivalente ao (PM RGE), tem subdiferencial nao vazio,
dp(0) # @, Proposicao 4.12.

No Capitulo 3 na Proposigao 3.17, provamos que a fungao generalizada,
—Gp, é estritamente semicontinua inferior em (z,y) e convexa na segunda
variével, sob a condi¢do de maleabilidade do problema @ ,. Assim, o proble-
ma (PDN™) equivalente com (PM RGE) envolve duas fungdes estendidas,
F (ou F 4+ ®¢,«c,) e a funcdo G sendo que, Gp nao € necessariamente
localmente Lipschitziana. Por estas razoes é que aplicamos a teoria de pre-

subdiferencias e multiplicadores do Lagrangeano aumentado.
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4.4 O subdiferencial da funcao marginal do
problema (PDN™**)

Lembremos que sob as condi¢des la)-1c), Hipdtese( 4.13), reformulamos o
problema (PM RGE) como o problema equivalente (PDN**). Na secao 2
usamos uma hotagao menos recargada para este tltimo problema resultando

entao

(P): minimizar F(C
S. a fil€) £0,i=1,... k1 + ke

sendo que o vetor ( representa as variaveis (z,y), as fungoes G; e g; do
problema original foram substituidas por f; e agora retomamos a funcao Gr
para a restricao de igualdade.

Nesta secao estendemos os resultados do Teorema 2 e o seu Corolério 4,
ROCKAFELLAR (1982), convenientemente adequados para o problema (P).
No teorema citado precisa-se a condigao de que, todas as funcoes envolvidas
sejam localmente Lipschitzianas, hipdtese que ndo se satisfaz no problema
(P) pois, a fungao Gr é es.ci. em cada ponto solucio da Desigualdade
Variacional Generalizada. Substituimos F' por F + ®¢,«¢, e aplicamos os
resultados do calculo de subdiferenciais.

Dado um ponto ¢ vidvel para o problema (P), com 8(—Gr)({) # 0,

definimos os conjuntos de multiplicadores

Loy kitke1 . 0 € OF(C) 4 Noyxer (€) + SH 20,8 £:(0)+
Mp(¢) = {U € " Uk k190G (C), v > 0, Uifi(lC) =0, Vi

0e it 0,81(0) +v G ()
0 . ki+ka2+1 | 1 iOJi k1+ko+1 T
MP(C) o {UGB . Uz‘ZO) UZf’L(C):O) i:]-y'*‘akl""kZ ‘

Lembremos que a (F + ®¢, «c,)(¢) € OF({) + 0%, <0, (¢) sendo
0P xc, = Neyxe, = Noy X Ney,
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a tltima igualdade é resultado do item 1) Lema 2.27.

A seguinte proposicao , aniloga a Proposi¢do 7 [44], mostra que existe
uma relacdo maior entre M 5(¢) e M2(¢) em termos do cone de recessio do
conjunto M3(¢), 0TMp(¢). O cone de recessao estd determinado por

0 MA(¢) = limsup AMp(¢) = {lim Ajo7 1 ) 1 0,07 € Mp(¢)}  (4.4.7)

AL0 j—oo
A relagao (4.4.7) é equivalente & Definicao 2.15 item (i4i), de cone de recessao
mas, aqui é usado o limite superior de uma seqiiéncia de conjuntos (Defini¢ao

2.56, item (i)).

Proposigao 4.15 Seja ¢ wvidvel para o problema (P), tal que 8Gr(¢) # 0.
Os conjuntos Mb(¢) e M2(C) sao fechados e

0"Mp(C) C MB(C). (4.4.8)

Prova:
Vejamos que M5(¢) é fechado. Seja {v7} C Mp(¢) tal que v/ — v. Entao,

para cada j, temos que
UZ 20V¥i=1,. .. ki +ky e UZfz(C) = 0.
Logo,

vi=limv >0, Vi=1, .. ki + kg, ev;fi(¢) = 0. (4.4.9)

Jj—oo
Por outro lado, desde que para cada j se verifica que

ki+k2 ]
0€dF(C)+ D v]0fil¢) + i, ry41097(C),
i—1
devem exister n]Q € F(C), nj € 8filC) e nfﬁkﬁl € 9gr(¢) tais que
k1+ko

0= 77]0' + Z Ufnj + U?c1+k2+177j1+k2+1- (4.4.10)
i—1

Da compacidade de 8F(¢) e 8f;(¢), dado que, F e f; sdo localmente Lips-
chitzianas, podemos supor, passando a subseqiiéncias se for necessario, que

existem 1° € OF(¢) e nt € 8f:(¢), para todo i, tais que 7)? —nle 7); — nt,
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Assim, passando ao limite na relacao (4.4.10), verifica-se que

k1+ko

0 i ky+ko+1
0=0"+ D vin® + vk rhpran 2,
i=1

onde n*17%+1 € 5G1(¢), quandolimv? # 0, (4.4.11)

pois 8G7(¢) é fechado. Em outro caso a condigdo de v € MJ(¢).

Portanto, da relagao anterior e da relagao (4.4.9), obtemos que v € Mp(¢),
i.e., o conjunto M}(¢) é fechado.

Analogamente, provamos que M3(¢) é fechado. Para provar a relagao
(4.4.8), consideremos as seqiiéncias {};} C R, e {v/} C Mp({) tais que
Aj 1 0e Ajv! — v. Entao,

k1+ko . .
0€ ’\jaF(C) + Z /\jvfafi(C) + /\jvil+k2+189T(C)‘
i=1

Desta relacdo , passando ao limite, usando a compacidade de OF (¢) e 8f;(¢),
para todo i, e o fato de ser dgr(¢) fechado, temos

ki+ko
O € Z ’Uzafz(C) + vkl—i—kz—i—lagT(C)’
i=1
ie,ve MR(C).
|

Consideremos, agora, a seguinte familia de problemas perturbados de (P)

(P,): minimizar F(()
s. a fi(Q)+ui <0,i=1,... k1 + ko
Gr(C) + ukytkyt1 = 0,
¢ € R"x R™

Definicao 4.16 Dizemos que o problema (P) € maledvel, se o problema

(P,) € maleavel para v =0 (ver Capitulo 5).
A condigao 5) da Hipétese 4.13 implica que P é maledvel, sendo
A=Hpnns = {(€ R™™ : Ju, ||lu|| < e, ¢ vidvel para Py, F(¢) < o},
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o conjunto da Definicao 3.16, sobre maleabilidade.

A seguinte proposicdo restablece o Teorema 2 em [44] para o problema

(P).
Teorema 4.17 Sob a Hipotese (4.13) verifica-se

9p(0) = 70{[UcezMp(¢)] N p(0) + [UcezMp(()] N °p(0)},  (4.4.12)

8°p(0) > zo{[UcezM ()] N 8%(0)}, (4.4.13)

sendo Z qualquer subcongjunto de solugoes dtimas de (P) que ao menos inclui
o conjunto A da definicao de maleabidade para (P).

A igualdade se satisfaz na relagao (4.4.18) se [UeezMp ()] N Ep(0) = 0
ou se o cone [UcezMP(C)] N 3%(0) € pontudo, neste dltimo caso 8%p(0) ¢
pontudo e a operagao de fecho nas relagoes (4.4.12) e (4.4.13) € superflua.

Prova:
Esta prova é essencialmente a mesma apresentada para o Teorema 2, [44],
introduzindo, naturalmente, as modificacoes necessarias para atender ao fato
de nao termos todas as fungoes localmente Lipschitzianas no nosso problema
de equilibrio (como sim acontece no teorema de Rockafeller).

Pela, Proposicao 13, [44], dado que o problema (P) é calmo assumimos
sem perda de generalidade que existe um conjunto D C JR™ compacto, tal

que o problema (P,) é equivalente a
(Py) : minimizar F(¢)
5. a fi(C)+U¢§O,i:1,...,kl+k2
GT(C) + Ukt ko1 =0,

¢eD.

Logo, para todo u € IR™***1 ta] que o conjunto vidvel de (P,) é nao
vazio, (P,) tem solugdo étima e a funcio marginal p é s.c.i. e limitada

inferiormente . Entao, do Teorema 4.7 e a Observagao 4.8, temos que
ap(0) = Y + Yo] e 8%p(0) = o[Y0), (4.4.14)
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onde

Y= 6p(0) = {limv’/: Juf —,0e

v’ multiplicador aumentado do (P,s)}  (4.4.15)

Yo:= 9%(0) = {limAn’: 3/ —,0, 310

e v/ multiplicador aumentado do (Py;)}. (4.4.16)

O Lagrangeano quadratico aumentado para uma seqiiéncia de pontos (u?, ;),

com 7; > 0 suficientemente grande, para o problema (P,;) pode ser escrito

como
, 1 Rtk o
L(U‘?,C,’U,T‘j) = F(C) + 57’—- Z [U’L—i_r.?(f?(g) +U‘Z)]j—
J =1
1 J o 12
+ %[Uk1+k2+1 +Tj(gT(C) +U1c1+k2+1)] - '27]‘”““ )

para (¢,v) € D x R*™27 onde [a]. := max{a, 0}.
Desde que os conjuntos M3(¢) e %p(0) sao cones convexos e fechados,

provaremos as relacoes (4.4.12) e (4.4.13) provando que
v C UcezMp(C) e Yo C Ucez Mp(C). (4.4.17)

Sejam as seqiiéncias v/ — v e v/ —, 0 como na relagio (4.4.15). Desde
que D é compacto e (P) é calmo, existe uma seqiiéncia de pontos ¢’ tal
que, para j suficientemente grande, ¢/ é solugao 6tima do problema (P,;) e
dist(¢?, A) — 0. Passando a subseqiiéncias se for necessario, podemos supor
que existe ¢ € A tal que ¢/ — {. Notemos que f;(¢?) + uz — fi(C), para todo
i

Além disso, desde que G é estritamente s.c.i. em ¢ e Gr(¢Y) +uil+k2+1 =
0 — 0, temos que lim;_,,, G7(¢?) = O eexiste @ € IR, tal que a < Gp({) <0,
satisfazendo liminf; .. min{a, Gr(¢/)} = min{e, Gr(¢)}. Portanto, 0 =
min{e, Gr({)} = Gr(().

Em conseqiiéncia, ¢ é vidvel para o problema (P) e, desde que, p(u’) —

p(0) e F(¢7) — F(C), resulta que ¢ € Z. Vejamos a seguir que v € M3(C).
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Desde que (¢7,v7) é um ponto de sela global da funcao L(w,¢,v,r;), para

v) € D x IRF 2+ com 77 > 0 suficientemente grande, temos que
) ’ q

[+l <00, (4.4.18)
) rud] = 0,01 >0i=1,.. ki +k  (44.19)
Gr(¢) + vy gy = O, (4.4.20)
L, ¢ vl r) < LW, ¢, rp), ¢ eD. (4.4.21)

Entdo, passando ao limite nas relacoes (4.4.18)-(4.4.20) e usando a relagao

(4.4.21), obtemos que

fi0) < 0, w20, wlfi(Q)] =0, i=1,.. ki + ke
QT(z) = 0;
L(ujagj)vjarj) S L(uj) vajaTj) + (I)D(C)a C € IR™ x R™.
Desde que ¢/ é minimo global da fungao L(u?, ¢, v?,r;) + @p(¢), da
Proposicao 4.1 e da Proposicio 4.6, [49], temos que
0¢€ 8C[L(U’J: C’ Uj) Tj) + (PD(C)]C:C] C 8CL(,U"71 ij Uj7 Tj) + ND(CJ)

Pela proposicao 13, [44], ¢ € int D. Portanto, do Teorema 5, [44], e da
relacdo anterior, definindo é;((:) = Gp(¢) + @p(¢), resulta que

o ) 1 k1+ko ) ]
0€dcL(u,¢% v, ry) COF(L) + o Y- vl +ri(fi(Q) + D)y
7 oi=1
Lo o j 2
+ é:ag[vk1+k2+l + TJ(GT(C) + uk1+k2+1)]€:€.’i'
J

Agora, usando as regras do calculo de subgradientes da soma e do quadrado
de uma fungao (Proposiges 2.37, 2.39, 2.40), temos que

) kitka ) ] ,
0€ar() S Waf(E) + vl e ndor(c?) (4.4.22)
i=1
A relacao (4.4.22) implica que para cada j existem 77? € OF({7), n} €

k1+ka+1

0;(¢?), para todo i, e N5 € 9gp(¢?) tais que

k1+k2
77? + Z 04?77;‘ + Ufcl+k2+177;‘cl+ AR, 0, (4.4.23)

i=1
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quando j — +o00.
Desde que v/ — v, limsup; 8F (¢7) C 8F (¢) e limsup, 8f;(¢’) C af:(0),

pois F' e f; sdo localmente Lipschitzianas, temos que

(passando em ambos os casos a subseqiiéncias se for necessario).
Portanto, da relagao (4.4.23), resulta que existe nF17%2*1 tal que

k1+ke
0=n"+ Z vin' + vk1+k2+17')k1+k2+1- (4.4.24)

i=1
Usando o fato de que 8°Gr(¢) é pontudo (ver Capitulo 3), o Teorema
4.4-(ii) e a Proposigio 2.2, [45], obtemos que n*1™**1 ¢ dgr(¢).
Finalmente, deste dltimo resultado e da relacao (4.4.24), temos que

_ ki1+k2 _ —
0€dF )+ Y viBfi{) + vkyiky11997(C),
i=1

le, v € M}D(E), como queriamos provar.

Para provar que Yy C UCezMg(C), consideramos v?, u/ e A; como na
relagao (4.4.16) e seguimos passos analogos 4 demonstracao de Y C UeezMp((),
sendo a diferenca que na relacido (4.4.22) multiplicamos cada termo por A;
para obter

kitka '
0€ XOF(¢7) + Zl Al 8fi(¢7) + vl k1 0GT(C),
i
Considerando que A; | O e /\jvj — v, com 0 mesmo raciocinio anterior,

resulta que
ki+k2

0e Z vﬁﬂ(f) + 'Ulc1+lc2+18GT(Z),

i=1
ie., ve M)

Portanto, a relagdo (4.4.17) se cumpre e consequiéntemente, da relacao
(4.4.14), como j4 foi dito, as relagoes (4.4.12) e (4.4.13) séo satisfeitas.

Para terminar, da Proposicao 4.7 e a Proposigdo 15, [44], mostra-se a
segunda parte deste teorema como no Teorema 2, [44).
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4.5 Condicoes necessarias de otimalidade
Nesta secao , aplicamos o Teorema 4.17 ao problema

(PDN™): minimizar F(z,y)
s a G(z,y) <0
9(z,y) <0
Gr(z,y) =0
(z,y) € Cq x Ch.

Formulamos assim, as condi¢oes necessarias de otimalidade para o problema
(PM RGE) baseados nas condigdes que garantem as estimativa do subdife-
rencial da funcéo gap generalizada. Lembremos que dado (z,y) € R™™,

%(z,y) representa o conjunto de solucdes do problema Q.

Teorema 4.18 Seja (T,y) wma solugao do problema (PMRGE) tal que a
Hipotese 4.13 € satisfeita.
Entao, existem vetores p, 8 e o satisfazendo p € B{?, g e ﬂ%{?, o € B{E u{0}

com Ef;l a; =1 e o escalar £ € IR tais que

k k
0 = F(z,7)+ iPiG:pi + i:ejgzj + {0 + Ney,
1:11 3;1
0 = Fy(f,y)+;pi<¥yi+;0jgyj+£ﬁy+Nc2,
0 = z,.—y+N1G”me(§,zi,Zu),
0 = (p,G(Z,7),
0 = (4,9(z,9)),

onde F, € 01F(T,7), Fy € 52F (%,7), Gy, € 1G(T,7), Gy, € 02Gi(T,7),

9z; € 0195(F,7), 9y; € 029;(F,Y) e os vetores Uy e Uy estao definidos por
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k2

Vg, € ZAzalg‘j(Ea Zi) + N(I}rafT(fa Ziawi): A] > 0 ) <)‘J)gj(fy Zl)) = 0)
j=1

ko
Uy, € Z)\;(‘?ggj(f, zi) + Néme(‘a?, 24, Wi), com (z;,w;) € (T, 7).
j=1

Prova:

Do Teorema 4.17 e do Teorema 3.27 obtemos o resultado.
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Conclusoes

Neste trabalho introduzimos o problema de Programacao Matematica
com Restrigoes Generalizadas de Equilibrio (PM RGE), que é um problema
de otimizacao com uma das restricoes sendo uma Desigualdade Variacional
Generalizada Paramétrica. Esta restricdo é denominada Problema de Equi-
librio por BLUM, OETTLI (1993).

O problema (PM RGFE) estende o problema de Dois Niveis Generalizado
(YE et al., 1997) e o problema de Programacgao Matemadtica com Restrigdes
de Equilibrio (LLOU et al., 1996).

Definimos o conceito de funcao gap generalizada paramétrica, que é uma
generalizacao de fungao gap, associada a uma Desigualdade Variacional e uti-
lizamos a analise de sensibilidade na derivagao de um conjunto limitante supe-
rior do subdiferencial da funcao gap generalizada assumindo, como hipétese,
a condicao de maleabilidade do problema de otimizagao equivalente a De-
sigualdade Variacional Generalizada Paramétrica.

Sob a condi¢do de qualificacao de calma do problema (PM RGE) refi-
namos e estendemos resultados da teoria dos multiplicadores de Lagrange
em Programacao Nao linear, existente em ROCKAFELLAR (1982), os que
utilizamos para o calculo do subdiferencial da fun¢ao marginal do problema
(PMRGE). Com estos resultado obtemos as condigoes de otimalidade do
tipo Karush-Kuhn-Tucker para o problema (PM RGE).

Consideramos que procurar uma aproximagao numérica de pontos (z,y)
que satisfazem as condigoes de otimalidade, tipo calculo dos pontos esta-

cionarios, constituem uma linha de pesquisa importante.

82



Bibliografia

[1] ANANDALINGAM, G.; FRIESZ, T.L. (Eds.) Hierarchical Optimiza-
tion. Annals of Operations Research, Vol. 34 (1992). J.C. Baltzer, Basel.

[2] ARICA, J. O Problema de Programacao Matematica de Dois Niveis:
Condigoes de Otimidade e Proposta Numérica. Tese D.Sc. Engenharia
de Sistemas e Computacao, COPPE, Universidade Federal de Rio de
Janeiro, Rio de Janeiro, 1995.

[8] ARICA, J.; SCHEIMBERG, S. The Bilevel Programming Problem:
Optimality Conditions. Publicagao Técnica Interna N. 03/95. Univer-
sidade Fstadual do Norte Fluminense, CCT-LCENG, Campos dos Goy-
tacazes, RJ. Brasil, 1995.

[4] ARICA, J.; SCHEIMBERG, S. The Bilevel Programming Problem: A
Numerical Approach. Publicagao Técnica Interna N. 01/96. Universi-
dade Fstadual do Norte Fluminense, CCT-LCENG, Campos dos Goy-
tacazes, RJ. Brasil, 1996.

[6] AUBIN, J.-P.; EKELAND, I. Applied Nonlinear Analysis. John Wiley
and Sons, Inc., New York, 198/.

[6] AUBIN, J.-P.; FRANKOWSKA, H. Set-Valued Analysis. Birkhduser,
Boston, 1990.

[7] AUCHMUTY, G. Variational Principles for Variational Inequalities.
Numerical Functional Analysis and Optimization 10, 1989, pp. 863-874.

83



[8] BARD, J.F. Optimality Conditions for Bilevel Programming Problems.
Naval Research Logistic Quartly, Vol. 31, 1984, pp. 13-26.

[9] BARD, J.F. Convex Two-level Optimization. Mathematical Program-
ming 40, 1988, pp. 15-27.

[10] BERGE, C. Topological Spaces. MacMillam, New York, 1963.

[11] BLUM, E.; OETTLI, W. Variational Principles for Equilibrium Prob-
lems. Parametrics Optimizations and Related Topics 111, Ed. J. Guddat,

H. Jormen, B. Kummer, F. Nozick, Verlag P. Lang. Manhaim, Alema-
nia, 1993, pp. 79-88.

[12] BURACHIK, R. Proximal Point Methods for the Variational Inequality
Problems. Tese D.Sc. em Matemdtica, Instituto de Matemdtica Pura e

Aplicada, 1995.

[13] CEA, J. Optimization: Theory and Algorithms. Springer-Verlag,
Berlin, 1978.

[14] CLARKE, F.H. Nonsmooth Analysis and Optimization. Wiley-
Interscience, New York, 1983.

[15] CLARKE, F.H. Methods of Dynamic and Nonsmooth Optimization.
Monography CBMS 57, Regional Conference Series in Applied Mathe-
matics, SIAM, 1989.

[16] FANG, S.-C; PETERSON, E. L. Generalized Variational Inequalities.
Journal of Optimization Theory and Aplications 38, 1982, pp. 363-383.

[17 HARKER, P.T.; PANG, J.S. On the Existence of Optimal Solutions to
Mathematical Program with Equilibrium Constraints. Operations Re-

search Letters 7, 1988, pp. 61-64.

[18] HEARN, D.W.; LAWPHONGPANICH, S.; NGUYEN, S. Convex Pro-
gramming Formulations of the Simetric Traffic Assignment Problem.

Transportation Research 18B, 1984, pp. 857-365.

84



[19] HIRIART-URRUTY, J.—B. Gradients Generalises de Fonctions
Marginales. SIAM Journal on Control and Optimization 16, Nro. 2,
1978, pp. 302-316.

[20] HIRIART-URRUTY, J.—B.; LEMARECHAL, C. Convex Analysis and
Minimization Algorithm, I : Funddamentals, II : Advanced Theory and
Bundle Methods. Springer- Verlag Berlin, Heidelbeg, 1993.

[21] LARSON, M.; PATRIKSSON, M. A Class of Gap Functions for Varia-
tional Inequalities. Mathematical Programming 64, 1994, pp. 53-79.

[22] LOU, Z-Q.; PANG, J-S.; RALPH, D.; WU, S-Q. Exact Penalization
and Stationary Conditions of Mathematical Programs with Equilibrium

Constraints. Mathematical Programming 75, 1996, pp. 19-76.

[28] MARCOTTE, P. Network Design Problem with Congestion Effcets: A
Case of Bilevel Programming. Mathematical Programmaing 34, 1986, pp.
142-162.

[24] MARCOTTE, P.; DUSSAULT, J.-P. A Sequential Linear Program-
ming Algorithm for Strongly Monotone Variational Inequality. SIAM
Journal in Control and Optimization 27, 1989, pp. 1260-1278.

[25] MERKOVSKY, R.R, WARD, D.E. General Constraint Qualification in
Nondifferentiable Programming. Mathematical Programming 47, 1990,
pp. 881-405.

[26] NESTEROV, Y.E.; NEMIROVSKII, A. S. Interior Point Polynomial
Methods in Convex Programming: Theory and Algorithms. Studies in
Applied Mathematics, SIAM Publications, PhiladelPhia, 1994.

[27] NGUYEN, S.; DUPUIS, C. An Efficient Method for Computing Traffic
Equilibria in Networks with Assymetric Transportation Cost. Trans-

portation Science 18, 1984, pp. 185-202.

[28] NOOR, M. A. General Nonlinear variational Inequalities. Journal of
Mathematic Analysis and Applications, 126, 1987, pp. 78-84.

85



[29] NOOR, M. A. General Algorithms for Variational Inequalities. Journal
of Optimization Theory and Applications, 73, 1992, pp. 409-413.

[30] OUTRATA, J.V. On Numerical Solution of a class of Stackelberg Prob-
lems. Zetschriftfur Operations Research 34, 1990, pp. 255-278.

[31] OUTRATA, J.V. Necessary Optimality Conditions for Stackelberg
Problems. Journal of Optimization Theory and Applications 76, 1993,
pp. 305-360.

[32] OUTRATA, J.V. On Optimization Problems with Variational Inequal-
ity Constrains. SIAM Journal on Optimization 4, Nro. 2, 1994.

[83] PARKER, P.T.; PANG, J.-S. Finite-Dimensional Variational Inequal-
| ity and Nonlinear Complementary Problems: A Survey of Theory and
Applications. Mathematical Programming 40, Serie B, 1990.

[34] PATRIKSSON, M. A Unified Framework of Descent Algorithms for
Nonlinear Programs and Variational Inequalities. Ph. D. Thesis. De-

partament of Mathematics Linkoping University, Sweden, 1993.

[85] ROCKAFELLAR, R.T. Local Boundedness of Nonlinear, Monotone
Operator. Michigan Mathematical Journal 16, 1969, pp. 397-407.

[36] ROCKAFELLAR, R.T. On the Maximality of Sums of Nonlinear Mono-
tone Operator. Transaction of the American Mathematical Society 149,

1970 pp. 75-88.

[37] ROCKAFELLAR, R.T. On Maximal Monotonicity of Subdifferential
Mapping. Pacific Journal of Mathemathics 33, 1970, pp. 209-216.

[38] ROCKAFELLAR, R.T. Convex Analysis. Princeton University Press,
New Jersey, 1972.

[39] ROCKAFELLAR, R.T. Augmented Lagrange Multiplier Functions and
Duality in Nonconvex Programming. SIAM Journal on Control and Op-
timization, Vol. 12, N. 2, 1974, pp. 268-285.

86



[40] ROCKAFELLAR, R.T. Directionally Lipschitzian Functions and Subd-
ifferential Calculus. Proc. London Mathematics Society Vol. 3, Nro. 389,
1979, pp. 331-355.

[41] ROCKAFELLAR, R.T. Generalized Directional Derivatives and Sub-
gradients of Nonconvex Functions. Canadian Journal of Mathematics,

Vol. 82, N. 2, 1980, pp. 257-280.

[42] ROCKAFELLAR, R.T. The Theory of Subgradients and its Applica-
tions to Problems of Optimization: Convex and Nonconvex Functions.

Hofmann K.H. and Wille R. eds. Heldermann Verlag Berlin. 1981.

[43] ROCKAFELLAR, R.T. Proximal Subgradient, Marginal Values and
Augmented Lagrangeans in Nonconvex Optimization. Mathematics of

Operations Research, Vol. 6, N. 3, 1981, pp. 424-436.

[44] ROCKAFELLAR, R.T. Lagrange Multipliers and Subderivatives of Op-
timal Value Functions in Nonlinear Programming. Mathematical Pro-

grammang Study 17, 1982, pp. 28-66.

[46] ROCKAFELLAR, R.T. Extensions of subgradients calculus with Ap-
plications to Optimization. Nonlinear Analysis, Theory Methods and
Applications, Vol. 9, N. 7, 1985, pp. 665-698.

[46] ROCKAFELLAR, R.T. Lagrange Multipliers and Optimality Preprint
1992, pp.1-73

[47] SAIGAL, R. Extensions of the Generalized Complementary Problem.
Mathematics of Operations Research, Vol. 1, 1976, pp. 260-266.

/48] VAN TIEL, J. Convex Analysis: an Introdutory Text. John Wiley, New
York, 1984.

[49] WARD, D. E., BORWEIN, J. M. Nonsmooth Calculus in finite Dimen-
sions. STAM Journal on Control and Optimization, Vol. 25, N. 5, 1987,
pp. 1812-1340.

87



[50] WARD, D. E. Dini Derivatives of the Marginal Function of a Non-
Lipschitzian Program. SIAM Journal Optimization, Vol. 6, N. 1, 1996,
pp. 198-211.

[61] WARD, D. E. Dini Derivatives of the Marginal Function of a Non-
Lipschitzian Program. SIAM Journal on Optimization, Vol. 6, Nro. 1,
1996, pp. 198-211.

[52] YE, J.J.; ZHU, D.L. Optimality Conditions for Bilevel Programming
Problems. Optimization Vol. 33, 1995, pp. 9-27.

[68] YE, J.J.; ZHU, D.L.; ZHU, Q.J. Exact Penalization and Neces-
sary Optimality Conditions for Generalized Bilevel Programming Prob-

lem.SIAM Journal of Optimization. Vol. 7, Nro. 2, 1997, pp. 481-507.

[64] YEZZA, A. A First Order Necessary Optimality Conditions for Gen-
eral Bilevel Programming Problem. Journal Optimization Theory and

Applications. Vol. 89 Nro. 1, 1996, pp. 189-219.

[66] ZHANG, R. Problems Hierarchical Optimization: Nonsmoothness and
Analysis of Solution. Tese Ph.D. do Department of Applied Mathemat-
ics, Unwersity of Washington, Seattle, 1990.

[56] ZHANG, R. Problems of Hierarchical Optimization in Finite Dimension.
SIAM Journal on Optimization 4, 1994, pp. 521-536.

[57] ZUHOVICKH: I.; POLJAK, R.A.; PRIMAK, M.E. Two Methods of
Search for Equilibrium Points of n-person Concave Games . Soviet Math-

ematics Doklady 10, 1969, pp. 279-282.

88



