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Tratamos aqui o Problema de Programação Matemática com Restrições Generalizadas 

de Equilíbrio (PMRGE), que é um problema do tipo líder-seguidor, onde o problema do 

seguidor é formulado por uma Desigualdade Variacional Generalizada. 

O problema PMRGE é uma extensão de problemas que na literatura recebem o nome de 

Problemas de Dois Níveis Generalizados ou Programação Matemática com Restrições 

de Equilíbrio. Este problema, como outros problemas hierárquicos, é um problema não 

diferenciável e não convexo. 

Neste trabalho investigamos as propriedades do problema PMRGE e obtemos condições 

de otimalidade de primeira ordem sob a condição de problema calma. Esta área da 

Matemática está em desenvolvimento usando a Teoria de Não Diferenciabilidade e esta 

tese é um esforço nessa direção. 
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We deal here with the Mathematical Programming. Problem with Generalized 

Equilibrium Constraint (MPGEC), which is a leader-follower problem, where the 

follower problem is given by a Generalized Variational Inequality. 

The problem MPGEC is an extension of problems that in the literature are known as 

Generalized Bilevel Problems or Mathematical Programming Problems with 

Equilibrium Constraint. This problem, like other hierarquical problems, is a nonsmooth 

and nonconvex problem. 

In this work we research the properties of the problem MPGEC and obtain first order 

optimality conditions under calm problem hypothesis. This area of Mathematics is being 

developed using nonsmooth theory and this thesis is an effort in this address. 
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Capitulo 1 

Introdução 

Nesta tese introduzimos o problema de otimização que denominamos de Pro- 

gramação Matemática com Restrições Generalizadas de Equilíbrio ( P M  RGE) 

e desenvolvemos condições de otimalidade obtendo algumas generalizações, 

de propriedades, sobre subdiferenciabiliadade. O problema PMRGE é uma 

extensão do problema de otimização conhecido como de Dois Níveis, (P D N),  

que foi a motivação fundamental para o desenvolvimento deste trabalho. 

Um problema (PDN) consite em calcular o valor da função objetivo e suas 

funções de restrição para os quais é necessário resolver um problema de 

otimizção subsidiário. Neste capítulo formulamos o problema PMRGE, damos 

sua relação com outros problemas de otimização e apresentamos uma breve 

descrição do conteúdo da tese. 

Formulação do problema 

Com o intuito de tornar a leitura mais compreensível, antes de apresentar o 

problema damos algumas definições e notações . 

Seja Y C IRm um conjunto não vazio, convexo e fechado e T : lRm -+ 

zWrn uma aplicação ponto-conjunto. O problema de Desigualdade Varia- 

cional Generalizada, [16], está definido por 

(DVG) : Achar y E Y, tal que existe w E T(y) 

que satisfaz (w, z - y) 2 0, b'z E Y. 



Este problema é também conhecido como problema de desigualdade varia- 

cional não linear, [28, 291, e no contexto da Programação Matemática, rela- 

cionado à Teoria de Jogos, algumas vezes é chamado de Problema de EquiliTbrio, 

[61 111. 

Algumas modificações simples nos permitem parametrizar o problema 

(DVG). Sejam as aplicações ponto-conjunto Y : Rn + 2Rm e T : lRn x 

Rm -+ 2Rm com imagens não vazias, fechadas e convexas. O problema de 

Desigua,ldade Variacional Generalizada Paramétrica, está definido por: 

dado o parâmetro x E lRn, (tem-se a Desigualdade Variacional Generalizada) 

(DVG,) : Achar y E Y (x) ,  tal que existe w E T (x, y) 

que satisfaz (w , z - y) >_ 0, Vz E Y (x) . 

A seguir definimos o problema que analizamos ao longo da tese. O Problema 

de Programação Matemática com Restrições Generalizadas de Equilz'brio está 

dado por 

(P M RGE) : minimizar F (x ,  y) (1.1.1) 

S. a G(x, y) 5 O 

E OG(X) 

(x, Y)  E C1 x C2, 

onde Ci C Rn e C2 c R" são conjuntos convexos fechados não vazios, 

F : R n ~ R m - + R ~ { + m } , ~ : l R n x R m + R k l e  

OG(x) := {y E Y(x) : 3 w E T(x, y), com (w,z  - y) 2 0,Vz E Y(x)) 

sendo, Y(x) = {z E lRm:g(x ,z )  5 0) e g :  Rn x R m + l R k 2 .  (1.1.2) 

O conjunto OG(x) está formado pelas soluções de (DVG,), para cada x E Ci. 

1.2 Casos Particulares 

O problema (PMRGE)  é do tipo hierárquico, onde o primeiro nível (o líder) 

é um problema de otimização e o segundo nível (o seguidor) corresponde 



a um problema Generalizado de Equilíbrio, [17]. Por um lado generaliza o 

problema de Dois Níveis clássico, [52], onde o seguidor é um problema de Pro- 

gramação Matemática e, por outro lado, estende o problema de Dois Níveis 

Generalizado, onde o segundo nível é uma desigualdade variacional definida 

por uma aplicação ponto-a-ponto, [53]. No artigo de LOU et al. (1996), este 

último problema é denominado problema de Programação Matemática com 

Restrições de Equilíbrio (PMRE). Com efeito: 

1) Consideremos uma função f : IRn x Em - R U {m) tal que f (x, .), 

para cada ponto x E IRn, é própria e convexa em y E IRm, e seja Y : IRn -+ 

21Rm descrito em 1.1.2. Definimos a aplicação T : IRn x R" - 2Rm como 

sendo o subdiferencial relativo a y, quer dizer T(x,  y) = 6',f (x, y). Dado 

x E Rn, assuminlos que ri(Dorn T(x, . )) fl r i(Y(x))  é não vazio (a notação 

ri significa interior relativo) . De [37], e o Teorema 27.4, [38], resulta que o 

problema (DVG,) é equivalente a: 

Achar y E Y(x), tal que satisfaz f (x, z )  - f (x, y) 2 0, Vz E Y (x), 

i.e., o problema (DVG,) caracteriza uma condição necessária e suficiente de 

otimalidade para o programa (não diferenciável) com restrições 

(P) : minimizar f (x, y) 

S. a Y E Y(x) 

(Teorema 2.3, [13]). Notemos que, neste caso, o problema (PMRGE) se 

reduz a um Problema de Dois Níveis clássico, [56], conhecido também como 

problema hierárquico, formulado como 

(P D Ni) : minimizar F (x, y ) 

O problema (PDN1) teve como origem o estudo de um certo tipo de 

equilíbrio em economia, o equilíbrio de Stackelberg, ligado a problemas de 



jogos líder-seguidor, no qual dois jogadores tratam de minimizar suas parti- 

culares funções objetivo F (x, y) e f (x, y) respectivamente. Esta formulação 

é considerada em [30]. 

Observemos que assumindo que a função f : lRn x IRrn -t lR U {oo)  é 

própria, semicontínua inferior, localmente Lipschitziana no interior de D omT (x, . ) , 
e Y (x) = lRm (lembrar que T (x, y) = d, f (x, y)),  o problema (DVG,) torna- 

se a condição necessária de otimalidade de um problema não diferenciável 

sem restrições. Em conseqüência, estamos tratando novamente com o pro- 

blema (PMRGE) ,  sendo que neste caso podemos ainda expressá-lo como o 

problema de dois níveis clássico 

(PD N2) : minimizar F (x, y) 

S. a G(x, y) 5 O 

2) Consideremos a aplicação T : Rn x lRm + lRm univaluado, isto 

é, as imagens de T são formados por um único elemento. Neste caso, a de- 

sigualdade variacional generalizada paramétrica corresponde à Desigualdade 

Variacional Paramétrica seguinte: dado x E Rn 

Sob estas condições o problema (PMRGE)  é chamado Programa Matem,ático 

com Restrições de Equilz'brio, [22], e é também conhecido como Problema de 

Dois Níveis Generalizado, [53 ] ,  

( P D  NG) : minimizar F (x, y) 

onde O(x) := {y E Y (x)/(T(x,  y), z - y) 2 O, Vz E Y(x)) é o conjunto 

solução de (D V,). 



O ( P D  NG),  no contexto do Controle Ótimo, é conhecido como Problema 

de Otimização com uma Desigualdade Variacional como Restrição , [23, 321. 

1.3 Metodologia 

A dificuldade principal para tratar com o problema (PMRGE)  se deve à 

restrição generalizada de equilíbrio , definida implicitamente por y E OG(x). 

Nossa estratégia para contornar esta dificuldade consiste em caracterizar o 

conjunto OG(x) através dos zeros de uma espécie de função de mérito não 

negativa: a função gap generalizada. 

Uma função gap generalizada associada ao problema Desigualdade Varia- 

cional Generalizada Paramétrica é a função g~ : IRn x IRm t IR U {+oo), 

definida por 

Esta função gap generalizada é uma extensão da função gap dual associada 

a uma desigualdade variacional, g ~ ,  definida em [17, 18, 211. Veremos no 

Capítulo 3 que g~ verifica as seguintes propriedades : 

a gT(x, y) 2 0, para todo (x, y) E IRn x IRm; 

a Se T(x,  . )  é monótono maximal e ri(Y (x)) n ri(Dom T (x, .)) # @ então, 

gT(x, y ) = O se, e somente se, y E OG(x). 

Com a estratégia proposta conseguimos reformular o problema (P M RGE) 

como um problema de otimização usual, no sentido de substituir a restrição 

E O G ( ~ )  Por S T ( X ~  Y) = 0. 

A idéia de substituir a restrição complicadora por uma outra mais ma- 

nipulável é uma técnica de abordagem típica para o problema de dois níveis 

(PDNi) .  Assim, por exemplo, a restrição y E argrninzEy(,){f (x, 2 ) )  é subs- 

títuida por f (x, y) - v(x) = O e y E Y (x), onde v é a função marginal do 

problema do seguidor. Neste caso, consegue-se reformular o problema de dois 

níveis como um problema de um nhel (ver, por exemplo, [2, 4, 31, 521). No 



artigo de YE et al. (1997) considera-se uma formulação semelhante para o 

caso em que o seguidor é uma Desigualdade Variacional (não generalizada) 

usando uma função gap primal. 

Sob condições convenientes podemos reescrever o problema (P M RGE) , 
como 

(P D N  *) : minimizar F (x, y) 

S. a G(x, y) < O 

d x ,  Y)  F 0 

~ T ( x ,  Y )  = 0 

(x, Y )  E Cl x C2. 

A partir do problema (PDN*) desenvolvemos condições necessárias de oti- 

malidade do tipo Karush-Kuhn-Tucker (K-K-T) para o nosso problema ori- 

ginal, (PMRGE) .  Com a introdução de hipóteses adequadas, no Capítulo 

3, nos permite assegurar um comportamento conveniente da função gT(. , .) e 

nos garante a formulação das condições necessárias de otimalidade. Notemos, 

porém, que a função g~ é não diferenciável e não convexa, dificultando seu 

tratamento, entretanto goza de um certo tipo de semicontinuidade inferior 

que exploramos ao longo deste trabalho. 

Nos últimos dez anos, a quantidade de trabalhos publicados sobre prob- 

lemas do tipo (PDNi)  tem sido grande. Encontram-se em [I] diversas 

aplicações a problemas de engenharia, economia e transporte. Como já foi 

observado anteriormente, os problemas de dois níveis resultam sendo casos 

particulares do problema (PMRGE)  quando o problema do seguidor é um 

programa convexo não necessariamente diferenciável. 

Recentemente, a Análise Não Diferenciável foi usada para estudar condições 

de otimalidade para problemas de Dois Níveis (ver, por exemplo, [3, 52, 54, 

561). De forma genérica, estes trabalhos fazem uso do conceito de calma. A 

calma é uma condição de qualificação , para um programa matemático, mais 

fraca que as usuais, por exemplo que a condição de Mangasarian-Fromowitz 

(P4, 441). 



Em [31, 321, é abordado o problema (PMRE) que corresponde ao caso de 

uma Desigualdade Variacional Paramétrica (não generalizada) como restrição 

para o segundo nível (ver capítulo 2 na seção 2.5). Assume-se, nesses traba- 

lhos, diferenciabilidade das funções envolvidas e hipóteses que determinam 

conjuntos de equilíbrio unitário, isto é soluções únicas para o segundo nível, 

O ( x )  = {y (x)), além da diferenciabilidade de Frechet para a solução y (x). 

Trabalhando com funções localmente Lipschitzianas, [32] apresenta uma pro- 

posta algorítmica que faz uso de técnicas de penalidade exata no contexto da 

Análise Não Diferenciável. Nós consideramos hipóteses mais fracas. Traba- 

lhamos, também, com funções localmente Lipschitzianas, mas lembramos que 

nossa restrição de equilíbrio está determinada por uma Desigualdade Varia- 

cional Generalizada Paramétrica e não exigimos que o conjunto de soluções 

seja unitário. 

Em [22] é considerado, também, o problema (PMRE), as funções são 

localmente Lipschitzianas permitindo-se respostas (soluções ) não unitárias 

do seguidor . São fornluladas condições de otimalidade usando penalidade 

exata, a teoría de funções subanalíticas e das equações normais. 

As condições necessárias de otimalidade, que nos propomos, são estabe- 

lecidas para uma aplicação ponto-conjunto monótono maximal na segunda 

variável, T ( a ,  . ) , que define a Desigualdade Variacional Generalizada permi- 

tindo respostas não unitárias do seguidor. Nosso estudo utiliza ferramentas 

provenientes da Análise Não Diferenciável e da Teoria de Aplicações Ponto- 

conjunto. 

A organização da tese é como segue. No próximo capítulo apresentamos 

definições e propriedades da Análise Não Diferenciável aplicadas a Progra- 

mação Matemática; as principais propriedades da função gap generalizada, 

definições e resultados básicos das aplicações ponto-conjunto e um teorema 

de existência de soluções para uma Desigualdade Variacional Generalizada . 
No Capítulo 3 analisamos a subdiferenciabilidade da função gap generalizada 

(não paramétrica) associada a (DVG) e formulamos uma caracterização de 

agT(y). Deduzimos, também, as características da função gap generaliza- 



da associada com (DVG,), sob a condição de maleabilzdade ( " tameness") 

[44]. Garantimos a subdiferenciabilidade de gT(., .), nos pontos de inter- 

esse, e encontramos um conjunto liniitante superior do conjunto i3gT(., .). 

Este conjunto limitante esta constituido pelos multiplicadores de Lagrange 

do problema de otimização que define a função gap generalizada, isto é, está 

definido em termos das restrições do problema (DVG,) e da aplicação T. No 

Capítulo 4 definimos formalmente o problema (PMRGE) e estabelecemos as 

condições necessárias de otimalidade para o mesmo; assumindo a condição 

de calma para o (PMRGE). Por último, formulamos nossas conclusões. 



Capítulo 2 

Preliminares 

Neste capítulo apresentamos os fundamentos teóricos que usamos no desen- 

volvimento desta tese. Enunciamos algumas definições e resultados que são 

provenientes da Análise Não Diferenciável, da teoria de Operadores Ponto- 

Conjunto e da teoria de Desigualdades Variacionais. Algumas proposições são 

colocadas de maneira mais específica, atendendo às nossas necessidades na 

formulação de condições necessárias de otimidade para o problema PMRGE 

apresentado no Capítulo 4. 

2.1 Conceitos Básicos 

Dada uma função f : C C IRn --t IR [g : C C lRn -i IR]. Ao tratarmos o 

problema de minimização [maximização] definido por: 

Achar o valor ótimo f *  := inf{f(x) : x E C)  [g* := sup{g(x) : x E C)], 

é necessário considerar o valor f * = +cm [g* = -c01 quando o conjunto C 

é vazio, de modo a mantermos o problema bem definido. Por outro lado o 

valor + m  deve ser, também, tomado em conta quando se redefine a função 

f ( f t~nção  estendida) sobre todo IRn por 

f e ( 4  := 
f ( 4 ,  s e x G  
f m ,  outro caso 

Deste modo, a minimização da função f, sobre IRn é equivalente à mini- 

mização de f sobre o conjunto C. Portanto, não perdemos generalidade 



quando trabalharmos com funções definidas em todo IRn com valores nos 

reais estendido (Rn U { - m ,  + m } )  . 

Ao longo da tese consideramos funções f : R" - R U {- m, + m } .  

Usamos a notação 1 : = li? U (-00, + m )  e a aritmética envolvendo -cm e 

+m conforme o padrão clássico em [38], por exemplo m+m = oo, -m-m = 

-m, se X < O então Xm = -m. 

Definição 2.1 Seja uma função f : Rn - E. 

a )  A função f é convexa se o epígrafo de f é u m  conjunto convexo, onde 

epígrafo de f é o conjunto 

b) O dominio efetivo da função f é o conjunto Dom ( f )  := { x  E IRn : 

S ( 4  < +..I . 

c )  A função f é própria se o D o m ( f )  f- 0 e f (z) > -m, para todo x E IRn. 

Denotamos por C o n v ( R n )  a família de funções f : Rn - 1 convexas 

e próprias. 

Exemplo 2.2 Seja C C IRn u m  conjunto convexo 

1 )  A função indicadora .acPc definida por 

se x E C ,  
a C ( x )  := 

foo, outro caso, 

é u m a  função convexa. 

2 )  Seja h : C - IR u m a  função convexa no  sentido clássico, isto é , 
Y x l ,  x2 E C e V X E [ O ,  11 verifica,-se 

A redefin,ição de 12, segundo a relação (2.1 . I ) ,  é função  convexa . Note- 

mos qu.e as funções Qc, h, são próprias se e somente se o conjunto C 

é não vazio. 



Proposição 2.3 [Proposição IV.2.1.2 [20]] Sejam as funções f i  : lRn -+ E, 
tal que f i  E C o n v ( l R n ) ,  formando u m a  familia de funções com i E Y e Y u m  

conjunto arbitrario. Entâo a funçâo f : lRn -+ IR definida por f  := supy fi, 

tal que existe xo que satisfaz f  ( x o )  < +oa é convexa e própria, isto é f  E 

C o n v ( l R n )  . 

Exemplo 2.4 Dada u m a  função f : lRn x Em -+ e um conjunto C E IRn, 

para cada vetor y E lRm, consideramos o problema 

rnaxirnizarxcc f  ( x ,  y ) .  (2.1.2) 

Associada a este problema, g : IRn, - IR a função valor ó t imo  (ou função 

marginal) está definida por 

A função marginal é convexa se f  ( a ,  y )  é convexa n a  variável y (Proposição 

2.3) ,  m a s  não necessariamexte própria, embora f  o seja [&!?I. 

Definição 2.5 Seja u m a  função f  : lRn -t E, 

i) f  é semicontínua inferior (s.c.i.) e m  xo E lRn, se 

x 0 )  < l im  i n f  f ( x t ) .  
f ( - . xl+xo 

ii) f  é semicontínua superior (s.c.s.) e m  xo E lRn, se - f  é semicont-lnua 

inferior n o  ponto xo. 

iii) f é semiconínua inferior e m  u m  conjunto C E lRn,  se é s.c.i. e m  cada 

ponto do conjunto C .  

iv) f  é s.c.i. próximo d o  ponto xo, se existe u m a  vizinhança V ( x o )  onde a 

função f é S.  c.i.. 

v)  f  élocalmente  s.c.i., se é s.c.2. próxima do xo, para cada ponto xo E lRn.  



vi) f é semiconínua inferior se 6 S .  c.i. e m  IRn 

A condição de s.c.i. de uma função f ,  garante que a função atinge seu 

mínimo sobre subconjuntos compactos de lRn (apéndice em [20]). 

A família de funções f : R'" E convexas, próprias e semicontínuas 

inferiormente denota-se por C o n v  (Rn). 

Teorema 2.6 (Teorema 7.1, [38]) Dada u m a  função f : lRn - E, as 

seguintes condições são equivalentes. 

(i) f é s.c.2. e m  IRn. 

(ii) Os conjuntos de n.ível {x E IRn : f (x) 5 a )  são fechados, para cada 

a E R .  

(iii) O ep@rafo de f ,  Epi ( f  ), é u m  conjunto fechado e m  lRnfl. 

H 

O seguinte conceito, muito usado neste trabalho, é mais forte que o de 

s.c.i. num ponto, mas mais fraco que o de s.c.i. de f em uma vizinhança de 

um ponto (s.c.i. próximo de xo) ([42, 44, 511). 

Definição 2.7 1441 Uma função f : lRn - E éestritamente semicontínua 

inferior (e.s.c.i.) n o  ponto xo E Rn, se f é finito e m  xo e para algum 

a > f (xo) a função mín{ f ,  a) é S .  c.2. próxima do ponto xo (min{ f ,  a )  (x) = 

min{f ( 4 , a ) ) .  

Observemos que se f é e.s.c.i. no ponto xo E lRn, então é s.c.i. xo  De fato, 

lim inf f (x) 2 lim inf min{ f (x) , a) 2 min{ f (ro), a) = f (zo) 
x+xo x-rxo 

Notemos que se f é s.c.i. próximo de xo e f (xo) é finito, então f é e.s.c.i.. 

Com a finalidade de darmos uma idéia geométrica de quando uma função 

é e.s.c.i. definamos primeiro conjunto localmente fechado num ponto. 

Definição 2.8 (45, 511 U m  conjunto C C lRn é localmente fechado n o  

ponto xo E C ,  se existe E > O, tal que o conjunto C flB,(xo) éfechado,  sendo 
- 
B,(xo) a bola fechada com centro e m  xo e raio E,  i.e., B,(xo) := {x E IRn : 

112 - xoll I E). 



Lema 2.9 (42, 451 Uma função f é e.s.c.2. e m  xo se, e somente se, o seu 

epigrafo é localmente fechado no ponto (xo, f (xo)). 

A seguir damos um exemplo de uma função e.s.c.i. em um ponto xo, mas 

que não é s.c.i. próxima de xo. 

Exemplo 2.10 Seja g : R 4 lR u m a  função contínua. Dado xo E R, 

definimos f : lR -t R da seguinte maneira 

para algum a > 0,  sendo e Z os conjuntos de números racionais e irra- 

cionais, respectivamente (Figura 1). 

I 
V(&) 

Figura 1 Na Vizinhança V(x,) a função mín{a,f ( . )) é sei. 

Então, 

i) f é e.s.c.2. e m  xo: 

36 > O tal que g(x) - g(xo) 5 a, b'x - xo < 6, 

definimos E = min{cr, 6) e z ( x o ,  f (xo)) í l  Epi f éfechado. 
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ii) f não é s.c.i. próximo de xo: 

Seja V ( x o )  u m a  vizinhança de x0. Existem x E V ( x o ) ,  x > xo com 

x E Z, e u m a  seqúência { x k )  C V ( x o ) ,  xk > xo, com xk E Q para todo 

k e xr, -t x ,  sendo que limk,, f ( x k )  < f ( x ) .  

Outro conceito usado neste trabalho é o de função conjugada. 

Definição 2.11 [&?I Seja u m a  função f : IRn - E, a função conjugada 

f * : lRn -t E está determinada por 

Teorerna 2.12 Seja f : IRn - própria, tal que existem w E IRn e b E IR 

que satisfazem (w, x )  + b 5 f ( x ) ,  para todo x E lRn.  Então,  cumpre-se que 

(i) f * é convexa e S .  c.i. e m  IRn; e 

(ii) f *  é própria. 

Prova: [20] página 159. 

Observação 2.13 A função f * E Conv (IRn) independentemente da con- 

vexidade o u  s.c.i. da função f ,  sempre que f seja própria e limitada inferi- 

ormente por u m a  função afim. 

2.2 Derivadas Direcionais e Subgradiente 

Nesta seção formulamos alguns conceitos que estendem o de diferenciabili- 

dade de funções a valores reais. Primeiro apresentamos a condição de uma 

função com valores regulares respecto da norma de sua variável, conhecida 

como funcao Lipschitz, mas restrita a uma vizinhança de um ponto. 

Definição 2.14 [L$] Seja f : IRn - e C C IRn não  vazio. Diz-se que 

1 )  f é localmente Lipschitziana e m  xo, se existem B,(xo)  := { z  E lRn : 

llz - xoll < E ) ,  para algum E > 0 ,  e K E lR tal que 



2 )  f é localmente Lipschitziana n o  conjunto C ,  se f é localmente Lips- 

chitziana e m  cada ponto x E C .  

Para estabelecer condições de otimalidade do tipo K-K-T precisamos es- 

tudar a variação de uma função marginal, relação (2.1.3), do tipo v(y) = 

supZEc f (x, y) com respeito do parâmetro y. Isto é, precisamos analisar a 

sensibilidade da função marginal v em relação a y. Este problema esta liga- 

do ao conceito de derivada direcional da função marginal. 

Por outro lado, é conhecido que para uma função convexa diferenciável 

f o hiperplano tangente ao epígrafo de f no ponto (xo, f (xo)) (relacionado 

à aproximação linear à função f no ponto xo) está determinado pelo vetor 

(V f (xo), - 1) (relacionado à derivada direcional de f no ponto xo). Daqui que 

é interessante generalizar o conceito de aproximação linear através da exten- 

são do conceito de hiperplano tangente pelo cone tangente, com o intuito de 

estender o conceito de derivada direcional e o conceito de diferenciabilidade. 

Em [6, 49, 501 generalizam-se estas idéias geométricas e examinam-se 

diferentes conceitos de derivada direcional, descritos em termos de apro- 

ximações cônicas locais ao epígrafo de uma função . Estas aproximações 

cônicas, em geral, são chamadas de cones tangentes  ao epígrafo. Definimos 

abaixo três destes cones. 

Definiqão 2.15 /51] Se ja  o conjunto S C lRn n ã o  vazio e xo E S .  

(i) O cone tangente de Clarke de S n o  ponto xo é o conjunto 

Ts(xo) := {v E lRn : dado E > 0,3A > O, tal  que b't E (O, A )  e 

b'z E S n %(xo), 3y E E ( v )  c o m  z + t y  E S )  

= {V E lRn : xi +S 2 0 ,  ti J, O + 3vi  4 V 

xi + t ivi E S Vi). 

(ii) O cone contingente de S n o  ponto xo é o conjunto 

Tz(xo) := {v E Rn : 3 t i  1 0,3vi v, tal que , 

Vi E IN, xo + tivi E S ) .  



(iii) O cone de recessão do conju.nto S ,  (441, é 

o f s : = { v  € I R n  : x f t v  E S , V x  E S e V t  2 0 ) .  

Na seguinte figura ilustramos os cones Ts e T k .  

x, XI x 2  

Figura 2 

Observaqão 2.16 Os cones T g ( x o )  e T s ( x o )  são conjuntos fechados 

e o cone T s ( x o )  é convexo, para todo S C lRn e para todo xo E S ,  1491. 

Verzfica-se que 

o E Ts(so) C T i ( x o ) ,  

para todo S lRn e para todo xo E 3, (151, 61) 

Definição 2.17 Um conjui~to S é regular no ponto xo quando o T s ( x o )  = 

T S ( x 0 ) .  



Se S é um conjunto convexo, então é regular, [14]. 

A continuação definimos a derivada direcional para funções convexas e 

duas extensões. A primeira dessas extensões é a derivada direcional gen- 

eralizada, considerada inicialmente para funções localmente Lipschitzianas 

e posteriormente definida para funções e.s.c.i. em um ponto [14, 441. A 

segunda extensão considerada é a subderivada direcional superior. 

Definição 2.18 Seja f : IIZn - E finita e m  xo. 

(i) A derivada direcional (clássica) de f no ponto xo na direção v ,  está 

definida por 

f l ( x o ; v )  := lim 
f (r0 + t v )  - f ( ~ 0 )  

t1o t 

(ii) Seja f e.s.c.2. e m  xo. A derivada direcional generalizada de Clarke da 

função f no  ponto xo e n a  direção v  (144, 14]), denotada por f O(x0; v), 

está definida por 

f (x' + t v )  - f ( " I )  
f O ( x o ; v )  :- lim sup 

t I 

(xl,f (xi))-t(x0,f ( ~ 0 ) )  

onde 

l imsupF(z) := inf ( s u p { F ( z )  : ) ) z  - z')l L 6 )  ). 
z+zl €>O 

(iii) Seja f e.s.c.2. e m  xo, a subderivada direcional superior (41, 44, 141, 
denotada por f t ( x o ;  v), está definida por 

f T(xo; v )  := lim lirn sup 
4 0  (xl,a)+ xo 

t1o 

[ ini 
f (2' + tv ')  - a 

(2.2.4) 
IIvi-vll <E t 

onde a notação (x ' ,  a )  -+f xo significa que (x' ,  a )  E E p i ( f ) ,  tal que 

x f + x  e a - ,  f ( x 0 ) .  

Observa~ão 2.19 1) A s  funções f O(zo; . ) e f ?(xo;  . ) estão bem definidas 

para todo v E IRn, podendo ter valores infinitos, o que não acontece com 

f f ( x o ;  . ) .  



2) Da definição (iii) temos d o m f T ( x o ;  . ) # 0 e existe v E RI2 tal que 

f f ( x o ;  v )  > -00, ver página 33 e m  (441. 

3) A derivada direcional f l ' (xo; v )  está associada ao cone tangente de Clarke 

(ver (50, 61). 

Proposição 2.20 1) (141 A função f O(xo; . ) é positivamente homogênea, 

f O(xo; Av) = X f O(xo; v ) ,  para todo X > 0 .  

2) (491 f T(xo; .) é s.c.i., convexa e f T(xo; Av) = X f T(xo; v ) ,  para todo X > 0 .  

Se f T(xo; O )  = -m, entãp f T(xo; v )  = -00 para todo v E d o m ( f  l ' (xo; .)). 

Proposição 2.21 Seja f : IRn -+ finita no ponto xo. Tem-se que 

1) (141 Se f é convexa num,a vizinhança de xo e d o  

f t ( x o ;  v )  = f o ( x o ;  v )  = f l ( xo ;  v )  para todo v E lRn 

2) (41, 141 Se f é localmente Lipschitziana e m  xo, então f O(xo; v )  = f l'(xo; v )  

é finito para todo v E lRn e 

f O ( x o ; v )  = limsup 
f (x' + t u )  - f (2')  

x' -+ xo t 

A definição de subderivada direcional superior fica mais simples se exigir- 

mos mais da função , por exemplo, ser e.s.c.i. em um ponto ou, mais ainda, 

continuidade no ponto. 

Proposição 2.22 Seja f : lRn - jinita no ponto xo. Tem-se que 

1) [dl]  Se f é s.c.2. e m  xo, então 

f (x' + tu')  - f ( x ' )  
f T (50;  v )  = lim sup x~,,xo t 

t1o 



2)  Se  f é con&ua e m  xo, então 

f f ($0; v )  = lim sup x~,xo 
f ( x '  + tu') - f ( x ' )  

t 
tL0 

As derivadas direcionais f ' ( x o ;  . ) e f T(xo;  . ) de uma função e.s.c.i., 

diferenciam-se somente na fronteira de seus dominios efetivos. 

Proposição 2.23 [44] Se f é e.s.c.i. e m  xo, então 

1) Os dominios efetivos de f O e f T ,  

são cones convexos que contém o vetor O e 

2) f O ( x o ,  v )  = f l ( x o ; v ) ,  para toda direção v no interior dos dominios do 

i t em anterior. 

Precisamos o seguinte conceito para generalizar algunas resultados exis- 

tentes para funções localmente Lipschitzianas. 

Definição 2.24 Seja f : lRn --+ jinita e m  xo. 

1 )  (411 f é direcionalmente Lipschitziana e m  xo n a  direção v se 

f (xl+tvl)-a lim sup [sup,.,, t ] +a 
(xl,+f 20 

tL0 

2) (441 f é direcionalmente Lzpschitziana e m  xo se existe alguma direção 

v E Bn tal que é direcionalmente Lipschitziana e m  xo n u  direção v .  

Observação 2.25 1) (411 Uma função f é localmente Lipschitziana e m  x0 

se , e somente se, é direcionalmente Lipschitziana e m  xo n a  direção 

v = o. 



2) Se f é e.s.c.i. em xo e v E in t (dom f ' ( x o ;  . )) então f é direcionalmente 

Lipschitziana em xo na direção v ( 2.23). 

Para finalizar esta seção , definimos o subdiferencial ( [15])  de uma função 

real estendida. Fazemos isto em analogia ao seguinte fato geométrico; o vetor 

(V f ( x o ) ,  - 1)  constitui o vetor normal ao gráfico de uma função diferenciável 

f : IRn --t IR. 

Definição 2.26 O Cone Normal de Clarke de u m  conjunto S C IRn no 

ponto xo E 3, está definido como o cone polar ao cone tangente Ts (xo ) ,  isto 

e, 

Ns (xo )  := { E  E IRn : ( J ,  v )  (: 0,Vv E T S ( x o ) } .  

Se S é um conjunto convexo e fechado, este conjunto coincide com a definição 

clássica de cone Normal, 1381. 

Ns(xo )  = { J  E IRn : ( E ,  z - xo)  (: O ,  V z  E S )  

Lema 2.27 1) Seja C1 x C2 C IR'bfm e ( x , y )  =: Ç E C1 x C2 então 

2) Sejam K1,  K 2  sunconjuntos de IRn e xo E K l  n K 2 .  Se satifaz 

e existe pelo menos u m  vetor v E IRn tal que para algum E > 0 ,  

então 

A igualdade se verifica quando K 1  e K 2  são conjuntos regulares (Definição 

2.1 7)no ponto xo, n,este ca.so NKl n NK2 é também,, um conjunto regu1u.r 

em xo. 



Prova: 

O item 1) é o Corolário do Treorema 2.4.5 [14] e o item 2) o Corolário 2 do 

Teorema 2.9.8 [14]. 

O subdiferencial de uma função f : iRn -+ E, chamado também de 

subgradiente [44,49], ou gradiente generalizado [14], pode ser definido através 

do cone normal do epígrafo de f .  

Definição 2.28 Seja  f : iRn -+ E finita n o  ponto xo. 

(i) O subdiferencial de f n o  ponto xo é' o conjunto,  (Teorenza 4 [ d l ] ,  [;14]), 

(ii) O subdiferencial singular de f n o  ponto xo é o conjunto 

Em [15] o subdiferencial singular é chamado de gradiente generalizado assintótico. 

O subfiderencial também pode ser definido através da subderivada dire- 

cional superior, (2.2.41, como na seguinte proposição . 

Proposição 2.29 [44] Seja  f : lRn - f inita n o  ponto xo. Verifica-se 

que 

1 )  O subdiferencial de f n o  ponto xo é o conjunto 

2) O subdiferencial singular de f n o  ponto xo é o cone polar do d o m  f T(xo; . ), 

z. e.,  

do f (xO) = {i E iRn : (E, v) < 0) 'v'v tal que f v) < m). 

3) O s  conjuntos d f (xo) e do f (xo) são convexos e fechados. 

4 )  S e  8 f (xo) = 0, então f T(x; v )  = dzm para todo v. 



5 )  O subdiferencial singular d o  f ( x o )  é um. cone, sempre que dom f ? ( x o ;  . ) 

seja não vazio, e O E do f ( x o ) .  

Observação 2.30 Subgradientes singulares não nulos descrevem direções 

que podem ser identificadas com elementos de d f  ( x o )  que vão para m; ezceto 

que podem existir situações onde d f  ( x o )  = 0 e ainda do f  ( x o )  f 0. Isto é, se 

f I (zo;  . ) = -m, então d f  ( x o )  = 0 mas d O f  (xo)  = {O}. 

Proposição 2.31 (491 Seja f : IRn - finita e m  xo E IRn. Para todo 

v E IRn se verifica 

Observação 2.32 Seja f : IRn -+ IR.  

1) Se  f é convexa, então d f  ( x O )  é O subdiferencial clássico de funções con- 

vexas: 

2 )  Se f é localmente Lipchitziana e m  xo, então d f ( x o )  é o subdiferencial de 

Clarke: . 

3) Se f é e.s.c.2. e m  R O C K A F E L L A R  [41], o elemento de d f  (ro)  é referido 

como subgradiente inferior. A razão desse nome é diferencia-lo dos 

elementos do conjunto gf chamado de subdiferencial superior df e a 

subderivada direcional inferior f L ( x o ;  . ) que são definidos de maneira 

análoga com d f  ( x o )  e f T(xo;  .) respectivamente. A relação entre os 

conjuntos áf e ó'f ( x o )  (relação (8.8) [4l])  é 



2.3 Cálculo de Subdiferenciais 

Nesta seção mencionamos as regras básicas do cálculo do subgradiente de 

unia função f definida por uma combinação linear, por uma composição ou 

por um produto de funções . Estes casos aparecem na tese envolvendo funções 

estendidas. 

A seguir apresentamos o conceito de função regular num ponto, baseado 

na regularidade do seu epígrafo (Definição 2.17). 

Uma função f é regular no ponto zo, se o ponto (xo, f (xo)) E Epi f e o 

conjunto Epi f é regular no (xo, f (xo)). 

Propos i~ão  2.34 Se jam f l ,  f 2  : Rn - 1 finitas e f 2  é s.c.i. n u m a  

vizinhança do ponto xo, tais que satisfazem 

A igualdade se satisfaz se f l  e f 2  são regulares e m  xo 

Prova: 

Ver o Teorema 2.9.8 e Corolário 3 [14] 

Corolário 2.35 Se jam f i ,  f 2  : nSn - x f i n i t a s  n o  ponto xo, tais que f i  ou  

f 2  é localmente Lipschitziana e m  xo. Então 

S e  adicionalmente f l  e fz são regulares e m  xo, a igualdade se satisfaz n a  

relação anterior. 

Prova: 

Corolário 1 do Teorema 2.9.8, [14], e Proposição 5, [44]. 



Proposigão 2.36 Seja f : lRn + finita e m  x ,  e.s.c.i. e direcionalmente 

Lipschitziana n o  ponto. Então,  verifica-se que 

Prova: 

Considerando o item 3 na observação 2.32 e o Teorema 6 em [41], página. 

277, podemos afirmar 

a f ( 4  = -Wf (4). 
rn 

Proposição 2.37 (Proposição 2.3.13, (141) Se jam f i ,  f 2  : lRn - E local- 

men te  L ip~ch~ i t z ianas  n o  ponto xo. Então a função fl  f2 é localmente Lips- 

chitziana e m  xo e 

Teorema 2.38 Se jam as funções g : lRn x IRm - E, F  : lRn - lRn x lRm 

e f = go F  : lRn - E. S e  a função F  é estritamente diferenciavel, a função 

g finita e direcionalmente Lipschitziana e m  F  ( x o )  e 

Imagem ( D  F ( x o ) )  n i n t  { v  : g i ( ~ ( x o ) ; v )  < m) # @, 

então 

(sendo d g ( F  ( x o ) )  o D F ( x o )  := { J ~ D  F ( x o )  : [ E a g ( F  ( x o ) ) ) ) .  S e  g é regular 

n o  ponto F  ( x o ) ,  a relação 2.3.9 se satisfaz e m  forma de igualdade. 

Prova: 

Teorenia 2.9.9, [14] extensão do Teorema 2.3.10 [14] segundo resultado de 

uma composição de funções . W 

A seguir indicamos dois resultados do cálculo de subdiferencias para 

funções reais não Lipschitzianas que usamos em demonstrações posteriores. 



Proposição 2.39 (Corolário 3.6, (491) Para ca,da i = 1 ,2 ,  seja f i  : lRn -t 
- 
lR finita e e.s.c.2. e m  xo. S e  

então 

Proposição 2.40 (Corolário 3.20 (491) Para cada i = 1 , 2 ,  seja fi : IRn -+ 

lR U [O, +m] finita, e.s.c.i. e positiva n o  ponto xo. S e  

domflT(xo; . ) - dom f21(xo; . ) = lRn, 

então 

a(flf2) ( 2 0 )  C fl(xo)af2(x0) + f2(xo)afl(xo). 

Dada uma função g : lRn x lRm - e fixado y E Em, notamos por 

alg (x, y) o subdiferencial da função g ( . , y) no ponto x; fixado x E Rn, 

notamos por a2g(x,y)  o subdiferencial da  função g(x, . ) no ponto y; e, 

notamos por n ldg  (x, y) , n2ag (x, y) as projeções de ag  (x, y ) sobre IRn e Rm, 

respectivamente, i.e., 

Proposição 2.41 Dada u m a  função g : lRn x lRm - IR, localmente Lips- 

chitziana e regular n o  ponto (xo, yo), cumpre-se que 

Prova: 

Proposição 2.3.15 [14]. 



Observação 2.42 Em geral, tem-se que 

(Exemplo 2.5.2, [14]). 

A seguir acrescentamos uma relação entre o subdiferencial parcial e a 

projeção do subdiferencial na mesma variável. O resultado generaliza a 

Proposição 2.3.16, [14], dada para uma função localmente Lipschitziana. 

Proposição 2.43 Seja g : IRn x IRm - IR, tal que g éfinita e direcional- 

mente Lipschitziaiza no ponto (xo, yo). Se existe v E IRn tal que 

Prova: 

Dado yo E IRm, consideremos as funções f : IRn -t e F : lRn -+ Wfm,  

definidas por f (x) := g (a, yo) e F (x) : = ( a ,  yo) Observemos que F é estri- 

t amente diferenciável e que (V F (x) , v) = ( v ,  0). 

Então, desde que Imagem (BF(xO)) = lRn x { O ) ,  as hipóteses do Teorema 

2.38 são satisfeitas. Portanto, 

Corolário 2.44 Sob as hipóteses da Proposição 2.43, cumpre-se que 

Prova: 

Conseqüência imediata da Proposição 2.43. 



2.4 Operador Ponto-Conjunto 

Definição 2.45 (i) O operador T é u m a  aplicação ponto-conjunto de IRn 

e m  R" se para cada x E IRn a imagem T ( x )  é um subconjunto de lRm, 
lRm escreve-se T : IRn - 2 . 

(ii) O dominio efetivo de u m a  aplicação ponto-conjunto T é D o m ( T )  := 

{ x  E IRn : T ( x )  # 0). 

(iii) Uma aplicação ponto-conjunto T é própria se existe pelo menos  um 

elemento x E lRn, com imagem T ( x )  # 0. Portanto, T é própria se 

D o m ( T )  # 0. 

Observação 2.46 O conceito de aplicação ponto-conjunto aparece e m  al- 

guns trabalhos sob o nome  de operador multivaluado, multiaplicação o u  cor- 

respondencia. 

Exemplo 2.47 (i) A função inversa de u m a  função (aplicação univaluada) 

não injetiva, definida por 

é u m a  aplicação ponto-conjunto. 

(ii) Para cada x E IRn, consideremos o problema de programação linear 

param étrico 

( P , ) :  m i n i m i z a r { l ( x , y , z )  = y + ( x - 4 ) z  : ( y , z )  ED},  (2.4.10) 

sendo D = { ( y , z )  : O < y 5 5 ,  z 5 0 ) .  

A função 1(x ,  . ,  . )  é linear para cada valor do parâmetro x E l R  . Defi- 

n imos  o conjunto solução do problema (P,) 

S ( x )  = a r g m i n { l ( x ,  y ,  z )  : ( y ,  z )  E D ) ,  para cada x E IR, 

Então, a aplicaç60 ponto-conjunto S esta definido explicitamente da 

seguinte maneira. 



O dominio  efetivo da multiaplicagão S é D o m ( S )  = (-m, 41. 

Definicão 2.48 ( i )  O gráfico de u m a  aplicação ponto-conjunto T : Rn + 

21Rn é 0 conjunto 

(ii) U m a  aplicação ponto-conjunto é fechada o u  convexa se s eu  gráfico é 

fechado o u  convexo, respectivamente. 

IRn Definição 2.49 Dadas as aplicações ponto-conjunto T ,  N : Rn - 2 , 
a aplicação ponto-conjunto soma  T + N está definido por 

O dominio  efetivo da multiaplição soma  é D o m ( T + N )  = Dorn(T) f l  D o m ( N ) .  

Definição 2.50 U m a  aplicação ponto-conjuto T : lRn - zRn é m o n ó t o n a  

(es t r i tamente  monó tona)  n o  conjunto Y se 

(verifica a desigualdade estrita e m  (2.4.11) 

Definição 2.51 [5] U m a  aplicação ponto-conjunto T : lRn - 2 lRn é 

m o n ó t o n a  max ima l  se é monó tona  e m  Rn e s eu  gráfico G r a f  ( T )  n ã o  esta 

contido propriamente n o  gráfico de n e n h u m a  outra aplicação ponto-conjunto 

m o n ó t o n a  e m  Em. 

Exemplo 2.52 S e  f : lRn - %? é convexa própria e s.c.i., en tão  o subdi- 

ferencial é u m a  aplica,ção ponto-conjunto monó tona  1381. 

Definição 2.53 1161 U m a  aplicação ponto-conjunto T : Y 2 IRn -+ 2 IRn 

é pseudo-monótona sobre Y ,  se dados z ,  z' E Y ,  w E T ( z )  e w' E T ( z t )  se 

cumpre que 

O < (z' - z ,  w )  implica O 5 (z' - z ,  w') .  



Exemplo 2.54 Consideremos a aplicação ponto-conjunto T : lR2 -+ lR2 

definida por 
se z2 > O 

T ( %  2 2 )  = cone{el) se z2 < 0; 

onde e1 é o vetor (1,O); e cone { e l }  é o cone gerado pelo vetor e1 . Esta 

aplicação ponto-conjunto é pseudo-monótona.  

Proposição 2.55 Todo aplicação ponto-conjunto m o n ó t o n a  épseudo-monótona.  

Estamos interessados na aplicação ponto-conjunto d f ,  o subdiferencial 

de uma função f .  Assim também, no Capítulo 4 precisamos conhecer o 

conlportamento dos conjuntos d  f (x,) quando x, -+ xo de modo a conseguir 

uma aproximação do conjunto df ( xo )  a partir dos conjuntos df (x,) para 

n E BV. Por esta razão, a continuação definimos limites de uma sequência de 

funções . 

Definição 2.56 Seja. u m a  seqüência {Kn}nEnv de subconjuntos de lRn. 

1) O limite superior da sequênca, de conjuntos é 

lirn sup Kn : = { x  E lRn : lirn inf d i s t  ( x ,  K,) = O} 
n+co n+co 

:= { x  E lRn : x ponto de clausura de seqüências 

{xn}n&V tal que xn E Kn} . 

2) O limite inferior da sequênca de conjuntos é 

lirn inf K,  := { x  E R'' : lirn dis t  (x ,  K,) = 0) 
n+w n-+w 

:= {x E iRn : x ponto l imite  de seqüências 

{ X ~ } ~ E L N  tal que Xn E Kn}. 

Propriedade Seja uma sequência {Kn}nynv de subconjuntos de lRn. A 

seguinte relação se verifica 

lirn inf K ,  C lirn sup K ,  
n+cc n+cc 



Exemplo 2.57 Considere a seguinte seqüência de conjuntos e m  E12 

1 [ - I ,  x {i} se n é impar 
",= { I x { }  se n é p a r  

' 

Os conjuntos limite desta sequincia são 

lim inf K,  = {(O, O) ) ,  
n-+m 

lim sup K,  = [- 1 , 1 ]  x { O ) .  
n+cu 

Proposicão 2.58 Seja T a aplicação ponto-conjunto monótona maximal 

de lRn. Verificam-se as seguintes propriedades 

1 )  as imagens, T ( x ) ,  são fechadas e convexas; 

2) o gráfico, Graf(T),  é fechado se: (x,, z,) E G r a f  ( T )  e (x,, 2,) -t ( x ,  z ) ,  

com x E D o r n ( T ) ,  então ( x ,  z )  E Gra f ( T ) ;  

3) T ( x )  é limitada se, e somente se, x E i n t  ( D o r n T )  . 

4 )  T manda conjuntos limitados, do interior do dominio, e m  limitados, isto 

é, se C C in t (Dorn T )  é limitado, então T ( C )  = uZGCT ( x )  é limitado. 

Prova: 

Ver Proposição 3.5.6, [ 6 ] ,  para [ I ) ]  e [2 )]  e [35] para [3)]  e [4)] .  

Lema 2.59 Sejam as aplicaçÕes ponto-conjunto T ,  U : lRn -+ 21Rn monótonas 

maximais. Se ir(Dorn T )  ri ir(Dorn U )  # 0, então T + U é uma aplicação 

ponto-conjunto monótona maximal. 

Prova: 

Teorema 2,  [36]. 

2.5 Desigualdade Variacional e Função Gap 

Consideremos o seguinte Problema de Desigualdade Variacional 

( DV? Achar y E Y, tal que ( T ( y ) ,  z - y)  2 0 ,  b'z E Y IRm, 



sendo T : iRm -+ Rm u m a  aplicação ponto-conjunto monótona e Y u m  

conjunto não vazio, convexo e fechado . Denotamos por O o conjunto solução 

de  (DV). 

Definiqão 2.60 [ Z l ]  A função 7 : Y -t ?II é u m a  função gap associada à 

desigualdade variacional (DV) ,  se 

(b) y ( y )  = O se, e somente se, y E O .  

Observação 2.61 (i) Dado y E Y ,  a função gap, no  caso não negativo, 

pode ser interpretada como sendo u m a  medida da violação de (DV). 

Neste caso, usa-se a funçio  gap como u m a  função de mérito para (DV). 

(ver (341). 

(ii) Para u m a  aplicação ponto-a-ponto T (com valores Únicos ou u~zivalua- 

dos) estão definidas as funções gap primal e gap dual: 

Estas funções , com a aplicação T ( z )  = O ( z ) ,  foram usadas e m  (18, 

24, 571 e e m  [27]. G e g são casos particulares da classe de funções 

de mérito pa,ra (DV) desenvolvidas e m  [r]. Essa classe de funções de 

mérito são obtidas via uma formulação dual aplicada à seguinte função 

L : Y x Y -+ R associada a ( D V )  

sendo f : lRn - LR U {m) convexa , s.c.2. e de classe C1. Resulta 

S ( Y )  = sup,,y(-L(z: Y ) )  e G ( z )  = SLIPyEy L(z1 Y )  quando f - 0 , (211. 

(iii) A s  funções de erro limitado definidos e m  [53] são funções obtidas como 

a raiz quadrada da função gap primal para uma aplicação T univaluada. 



2.5.1 Desigualdade Variacional Generalizada 

A seguir formulamos uma generalizacão de (DV) ( 1161, [ l l ] ,e  [28]). Seja 

T : R" -+ 21Rn uma aplicação ponto-conjunto monótona maximal e Y C iRn 

um conjunto não vazio, convexo e fechado. O problema seguinte é chamado 

de Desigualdade Variacional Generalizada 

(DVG) : Achar y E Y, tal que existe w t T(y) 

que satisfaz (w, 2 - y) 2 0, V z  t Y. 

Denotaremos o conjunto de soluções de (DVG) por OG, i.e., 

OG := {y E Y : existe w t T(y),  com (w, z - y) > 0, Yz E Y}. 

Seguidamente definimos no espírito da Definição 2.60, uma função gap ge- 

neralizada. 

Definição 2.62 A função y : Y -+ E é u m a  função gap generalizada as- 

sociada à desigua,ldade variacional ( D  VG), se 

(b) y ( ~ )  = O se, e somente se, y E OG. 

Consideremos a seguinte função associada a (DVG) 

Observação 2.63 Satisfaz-se que : 

- (a) Seja Gry(T) := { ( L ,  w )  : t t Y, w t T(a)}. Desde que sup(z,w)Ec r,(,, - 

supzEy S U P , ~ ~ ( ~ ) ,  g~ coincide com á função gap, restrita a Y í7 D om (T) , 
definida e m  [12] para espaços de Hilbert. 

(b) Para o caso e m  que T é univaluado, g~ é a função gap definida e m  

(57, 18, 27, 241 quando T = V f ; 



Na seção seguinte estabelecemos que a g T ( . )  é uma função ga,p generaliza- 

da no esquema da Definição 2.62. Com a finalidade de garantir que QG # @, 
estabelecemos condições suficientes para a existência de soluções do problema 

(DVG).  Formulamos antes a definição de conjunto contractível que usamos 

no teorema de existência. 

D e f i n i ç ã o  2.64 U m  conjunto S c lRm é' c o n t r a c t í v e l ,  se existe u m  ele- 

mento xO E S e uma função continua h : S x [ O ,  11 -+ S ,  tal que h ( x ,  O )  = x 

e h ( x , l )  = xO, para cada z E S .  

Notemos que todo conjunto convexo é contractível, basta considerar h ( x ,  t )  = 

( 1  - t ) x  + txO. Na figura seguinte damos mais um exemplo de conjunto 

contractível. 

Figura 3: Conjunto contractivel e não contractivel. 

O próximo teorema de existência de soluções de (DVG), está baseado no 

Teorema de Hartman-Stampacchia-Saigal (ver [47]). 

T e o r e m a  2.65 (Teorema 4.1, Observação 4.2 (i), [I 61) Se as seguintes condições 

são verificadas 

( i )  Y C lRm é um, convexo não vazio ; 



( i i q  existe u m  xO E Y e yo E ~ ( 2 ' )  íl i n t ( Y f ) ,  onde Y f  := { z  E IRvn : 

(y, z) 2 O ,  Vy E Y }  é o cone dual gerado por Y ;  

(iv)  existe u m  convexo E C IRm, com i n t ( E )  # 0 ,  tal que 

o o (a) { z  E Y :  ( x  1 Y  ) < ( z , y O ) }  C i n t (E ) ;  

(b) Y n E é não va,zio e compacto; 

(c)  T é monótona sobre Y n E ;  

(d )  T restrito a Y f l  E é semicontínua superior, com T(y) n,ão va,zio, 

compacto e contractibel para cada y E Y í l  E; 

então, o problema ( D V G )  t e m  u m a  solução y*, tal que y* E E .  

2.6 Função Gap Generalizada 

Nesta seção apresentamos alguns resultados que nos permitem concluir que 

g r ( . )  é uma função gap y eneralizada associada ao problema ( D  V G )  (Definição 

2.62). Previamente, é conveniente associar o cone normal de um conjunto 

convexo a uma multiaplicação definida em todo lRm. 

Seja Z IRm um conjunto convexo, o cone normal de Z, pode ser 

definido pela aplicação ponto-conjunto Nz : Rm -+ 21Rm, tal que 

{ v E B ~  : ( v , y - z ) < O , t l y ~ Z )  , s e z ~ z  
N Z ( z )  := , em outro caso. 

(2.6.12) 

A seguir damos um resi.ilta.do qiie usamos com freqiiêincia. 

Lema 2.66 Seja, Z c LRn não .riazio, con..nexo e fechado, e \Iz sua ftmção 

in.dicadora. En.tão verifica-se qu.e ILTZ = a!Pz é u m a  aplicação pon.to-conjunto 

m,on.óton.o m,axim.nl. 

Prova: 

Conseqiiência imediata do Coroláxio 3 1.5.2 1381 H 

A Desigi.mlda.de Variaciona.1 Generalizada pode ser ca.ra.cterizada em ter- 

mos de lima Eqiiaçáo Generalizada que envolve o operador T e o cone normal 

a I'. 



Lema 2.67 (Extensão do Lemm 2.2, (71) Resolver o prob1em.a (DVG)  é e- 

qzrioalente o. resolver a seguinte inclu.sio: 

Achar y" E Y ,  tal que O E T(g*) + Ny(y*) 

Na seguinte proposiqão estabelecemos algumas propriedades da função 

g q  gmerdizada. Na demonstração segiiimos os resiiltados do capítiilo 7, 

[26] (em [12] apresenta-se uma outra prova destas propriedades). 

Proposição 2.68 Seja a desiguaMade vn.riacion,al gen,eraCIlizanda (D V G )  definida. 

pelo operador T no  conjunto Y n.60 oazio, conwexo fechado. Se  ri(Dom. T)  í l  

ri(Y) # 0, e n t i o  

1. g~ é ,unia função gap genera,lizada não nxgatiua; ti 

Prova: 

(1) Provemos primeiro que gT(,) é uma funçio  gap não negativa. Para 

establecer a condição (a) da Definiqão 2.62, é suficiente provar que gT(y ) > 0, 

para todo y  E Dom T fl Y. Notemos que 

Em particular, para z = y ,  obtemos 

gT(y) 2 0, b'y E Dom T n Y. 

A seguir, provamos a condição (11) da Definição 2.62. 

(=+) Se gT(y*) = 0, então 

( w , y "  - 2 )  5 0, 'dz E Y íIDom. T, ' d w  E T(z).  (2.6.13) 

Da relação (2.6.12)) para cada z E Y, verifica-se 

( V ,  y* - z )  < O ,  'dv E N y ( z ) .  (2.6.14) 





( i 0 ) g T  é 1ocnlm.en.te Lipschitzinnn relativo n ir(dom gT); isto 6, dado y E 

ir(dom g T ) ,  existem. K ,  e E > O tais que 

( i i i )  6'gT(y) # 0, b'y E ir(dom g T )  (Teorema 5.35, (481). 

Concluimos esta seção caracterizando, a seguir, o problema ( D V G )  em 

termos da. fil.n,ção gnp. 

Lema 2.70 Se o problema ( D V G )  tem solução e i rY  flir(DomT) # 0, então 

( D V G )  il' equ.ivalen.téi 0.0 seguin.te prob1em.a 

( P )  : m.inim.iz«.r gT(y)  

s.a.; y ~ E ' f l D o m ( T ) .  

Prova: 

Conseqüência imediata da Proposição 2.68. 



Capítulo 3 

O subdiferencial da função gap 

Neste capítulo caracterizanios o subdiferencial da função gap generalizada, 

gT (. ) , associada a uma Desigualdade Variacional Generalizada ( D  V G )  . A 

seguir definimos a função gap generalizada parametrizada, g r ( . ;  .), relativa a 

uma Desigualdade Variacional Generalizada Paramétrica (DVG,)  que cor- 

responde a restrição de equilibrio de nosso problema ( P M R G E ) .  Consi- 

deramos uma decomposição de g T ( .  ; .), em termos de uma função G T ( .  ; .) 

e a função indicadora do conjunto das restrições da (DVG,) .  Usando a 

equivalência entre uma Desigualdade Variacional Generalizada Paramétrica 

e um problema de niinimização paraniétrico obtemos, sob certas condições 

, uma aproximação exterior do subdiferencial da função -GT . Em OU- 

tras palavras obtemos um conjunto que contém 8 - GT e está definido 

em termos do problema original (DVG,) .  Esta estimativa nos permite de- 

duzir, no próximo capítulo as condições necessárias otimalidade do problema 

( P M R G E )  . 

3.1 Subdiferenciabilidade de gT (. ) 

Nesta seção temos como objetivo estabelecer uma caracterização do gradiente 

generalizado da função gap associada com a Desigualdade Variacional Gene- 

ralizada, 

( D V G )  : Achar y E Y,  tal que existe w E T ( y )  

que satisfaz (w, z - y) > 0,  b'z E Y. 



A seguir definimos formalmente a função gap considerada no Capítulo 2. 

Definição 3.1 Sejani a aplicação ponto-conjunto T : lRm -+ 2Wm monótona 

maximal e um conjunto Y C lRmconvexo e fechado. A função gap general- 

izada associada ao problema (DVG), está determinada por 

SUPrgy S U P ~ ~ T ( ~ )  (w, Y - 2 )  , se Y E Y n DomT 

f m  , e m  outro caso. 

Notemos que, se o conjunto Y e as imagens da aplicação ponto-conjunto 

T são conjuntos limitados podemos escrever a função gap como 

max,~y  ma^,,^(,) (w , y - z),  'dy E Y n DomT 
em outro caso. 

Do Lema 2.70, sabemos que, se o problema (DVG) tem solução irY í l  

ir(DomT) # 0, ele é equivalente ao problema de minimização convexa 

seguinte 

(P) : minimizar gT(y) 

S. a. y E Y n DornT, 

Em outras palavras o conjunto solução de (DVG) pode ser caracterizado em 

termos do problema (P) 

OG = argmin{gT(y) : y E Y n DomT} = {y E Y n DomT:  gT(y) = 0). 

(3.1.1) 

Para caracterizar o subdiferencial da função gap generalizada, usamos 

uma maneira diferente de representa-la. Consideramos duas funções sobre as 

quais apoiamos a nossa análise. Começamos por definir para cada z E Y, a 

função L, : R" -+ E como 

(w,z) , se w E T(z) 
1,(w) := 

+m , em outro caso. 

A segunda função é a conjugada de L, no ponto y, que denotamos por lZ(y) 



Notemos que 1,( . )  é linear em T ( z ) .  Pelo Teorema 2.12 a função l ; (y)  é 

convexa, s.c.i., e própria se T ( z )  # Q) . 
A função gap generalizada pode ser formulada como a soma de duas 

funções , uma é o supremo de uma família de funções convexas e a outra 

é a função indicadora do conjunto Y í l  D o m T .  Com efeito, consideremos a 

seguinte função GT : lRm + E, 

G T ( ~ )  := sup lZ(y)  = sup sup { ( w ,  y )  - ( w  , z ) }  V y  E lRm. 
zEYnDomT zEYnDomT w ~ T ( z )  

(3.1.2) 

Esta função é convexa, pela Proposição 2.3, e se Y í l  D o m T  # 0, resulta 

A função gap generalizada associada a ( D V G ) ,  g T ( x ) ,  pode ser expressa por 

sendo @YnDomT a função indicadora do conjunto Y í l  D o m T .  0 seguinte 

teorema é uma extensão do teorema VI.4 .4 ,  [20] ,  o usamos para caracterizar 

o conjunto subdiferencial da função gap generalizada. 

Teorema 3.2 Seja Y C lRm um conjunto compacto não vazio e h : lRm x 

Y - 2 u m a  função que satisfaz as seguintes condições : 

(i)  h ( y , z )  > -a para todo y E lRm e z E Y 

(ii) h( . , z )  é s.c.i. e convexa, para cada z E Y ,  

(iii) h(y, . ) é s.c.s. e m  Y, para cada y IRm. 

Se  a função definida por 

f ( 9 )  = sup{h(y, z ) }  é' tal que int ( D o m ( f  )) # 0, (3.1.4) 
zEY 

então 

( 1 )  f éprópria ,  semicontínua inferior e convexa (i.e., f E Conv( lRm)) .  



(2) a f  ( Y )  = { % h ( y ,  2 )  : E Y, f ( Y )  = h ( y l  2 ) )  + N D - ( ~ ) ( Y )  

Em particular, se y  E int  ( D o m ( f  )), resulta: 

Prova: 

(1) A função é própria por (i) e ( 3.1.4) ; é convexa pela Proposição 2.3 e é 

s.c.i. por (ii). 

(2) Seja I ( Y )  = { z  E Y : f ( Y )  = h ( y ,  2 ) )  e S ( Y )  = U z E ~ ( y ) & h ( ~ ,  4 .  

Notemos primeiro que I ( y )  # 0, para todo y  E Rm. De fato, se f  ( y )  = 

1 < f o o ,  existe { z k }  C Y tal que 

* 3 { z k i )  C { z k )  e 32 E Y : zki --+ z quando i --+ f o o ,  

* 1 = l i m k + m h ( y ,  z k )  = l i m k + c o h , ( y , ~ k ~ )  < h ( y , z )  5 f ( Y )  

* 1 = h(91-4 = f ( Y )  =. 2 E I ( Y ) ,  

onde as desigualdades resultam da semicontinuidade superior de h ( y ,  . ) e 

da definição de f ,  respectivamente. 

Se y  d o m ( f )  a igualdade da tese verifica-se trivialmente. Consideramos 

então o caso y  E d o m ( f ) .  

Devemos mostrar que 6'f ( y )  = cõ S ( y )  + Nd,(f)(y).  Primeiro provamos 

a inclusão a f  ( y )  > cõ S ( y )  + Nd,( f )  ( y )  . 

h ( v ,  z )  2 h ( y ,  z )  + ( s ,  v - y )  , b'v E Em. 

Das definições de f  e I ( y )  , resulta que 



(b) cõ S(y) Ç df (y), pois df (y) é convexo e fechado, Proposição 2.29 e 

observação 2.32. 

( c )  Da definição do cone de recessão, resulta que o conjunto ND,(f)(y) é o 

cone de recessão do df (y), i.e., 

De fato, desde que O E ND,(f) (y), implica que d f (y) C df (9) + 
(y ) Por outro lado, da caracterização do No,( (y ) , temos 

que 

Assim, das últimas relações de inclusão, obtemos a (3.1.5). 

(d) Dos itens (b) e (c) concluimos que 

E, portanto, provamos uma das inclusões do teorema. 

Mostramos a outra inclusão nos dois itens seguintes. 

( e )  Do Teorema 25.6, [38], sabemos que por ser f uma função convexa em 

R", verifica-se que 

Vamos provar que 





( f )  Do item anterior e do item d) deduzimos que 

Em particular se y E int(Dom(f)), resulta que NDomcfl = {O). 

Finalmente, para mostrar que co {a,h(y, z) : z E Y, f (y) = h(y, z)) 

é fechado, aplicamos o mesmo raciocínio que o usado no Teorema 

VI.4.4.1, [20]. Assim, concluimos a prova. 

Observação 3.3 ( i )  Este teorema relaxa a condição da Proposição VI.4.4.2, 

1201, que considera as funções convexas h( . ,  z) finitas, com supremo 

finito. 

(ii) A parcela ND,(f)(y) é' fundamental quando y E Fr(Dom(f )) (onde F r  

denota fronteira). 

(iii) A propriedade anderior continua sendo válida sob u m a  condição mais  

fra,ca que a s.c.s. de h(y, . ) e m  Y ,  é suficiente pedir lim inf,,,, h.(y, zk) 5 

h(y, z)  para todo y E Y. 

A seguir damos uma caracterização do subdiferencial de GT, baseada na 

propriedade anterior, que nos permite obter uma expressão para o subdife- 

rencial da função gap g~ 

Proposição 3.4 Seja o problema (DVG), tal que Y n DomT é' compacto 

não vazio. Se para cada y E lRm, fixo, a função z -+ lZ(y), definida para 

z E Y n DomT é semicon thua  superior, e GT(y) finito então 

sendo 

M(y) := {z E Y n DomT : G T ( ~ )  = lZ(9)). (3.1.9) 

Prova: 

Observemos que, se definimos h(y,  z) : = 1: (y) ,  resulta 



(1) Para cada z E Y n DomT fixo, h(. , z) é própria, convexa e s.c.i., dado que 

é a conjugada de uma função própria e convexa (ver Teorema 2.12). 

(2) h(x, .), por hipótese, é s.c.s. em Y í l  DomT . Logo, podemos aplicar o 

Teorema 3.2, substituindo Y por Y flDomT para obter a caracterização 

desejada. 

Corolário 3.5 Seja o problema (DVG), tal que Y n DomT é compacto não 

vazio. Se para cada y E Y n DomT, fixo, a função z --+ 1Z(y) é s.c.s. em 

Y n DomT e int(domGT) Ti i r  (Y fl DomT) # 0. Então 

Prova: 

Conseqiiência imediata. da definição de GT e da Proposição 3.4 

A seguir apresentamos uma condição para garantir que, para cada y E 

Y n Dom,T dado, a função z -+ L;(y) seja s.c.s. em Y n DomT. 

Lema 3.6 Seja T : Rm 2Rm uma aplicação ponto-conjunto monótona 

maxim,al tal que Y c int(DomT). Então, a função li)(y) =: h(y, . ) : Y -+ 
- 
R é semicont2nua superior em Y para cada y E lRm, fixo. 

Prova: 

(Pelo absurdo) Suponhamos que existem y E lRm, z E Y e uma seqüência 

{zk) C Y, com zk -+ z, tal que lZk(y) é convergente e 

lim sup l;,(g) = lim l:k (y) = L > lr(y) . 
zl--+z k-++cc 

Pela Proposição 2.58 sabemos que existe uma vizinhança V de z tal que 

T(V) = Uz,,v T(z') é limitado. Como para algum K E ZN temos que zk E V, 

para todo k 2 K ,  então temos que Uk>K - T(zk) C T(V) é limitado. 



(i) Se L < foo consideramos um t > O tal que 

Da definição de lZk ( y )  result,a que 

b'k E N, 3wk E T ( z k )  tal que ZZk(y) - ( w k ,  y - z k )  5 E.  

Assim, temos que { w k )  C T ( V )  é limitada. Então, existem { w ~ ~ ) ~  C 

{ w ~ ) ~  e w E IRn, tal que 

Desde que wkj E T ( z k j )  e O operador T é fechado (Proposição 2-58), 

obtemos que w E T ( 2 ) .  

Portanto, 

i.e., 1Z(y) > L - E ,  que contradiz ( 3.1.10). 

(ii) Se L = foo,  consideremos M > O tal que L;(y) < M .  Enão, existe K 

tal que 18k ( y )  > M ,  b'k 2 K .  Da definição de I r k  ( y ) ,  existe wk E T ( z k )  

tal que 

( w k ,  y - z k )  > M v k  > K .  

Seguindo um raciocínio semelhante à parte anterior chegamos a que 

LZ(y) 5 M  o que é um absurdo . Logo a tese do lema é verdadeira. 

Corolário 3.7 Seja T u m a  aplicação ponto-conjunto monótona rnaximal tal 

que DomT = lRm.  S e  Y é um subconju~zto convexo compacto de lRm, e?ztão, 

para cada y E lRm,, a função z H 1;(y) é semiconthzua superior e m  Y .  



Sob as condições destas últimas proposições obtemos, a seguir, uma ex- 

presão para 6'gT(y). 

Proposição 3.8 Seja  T u m a  aplicação ponto-conjunto monó tona  rnaximal 

e Y C int(Dom T ) .  S e  o conjunto Y é convexo e compacto, então 

E m  particular 

Prova: 

De fato, temos que 

1) dom (GT) = Rm, pois Y é compacto e como T é monótono maximal deve 

ser T (Y) limitado (Proposição 2.58). 

2)  Para cada z fixo e y E lRm, qualquer, resulta 

pois podemos aplicar o Teorema 3.2, substituindo Y por T(z), e con- 

siderando 

h(y,w) = (w,y - 2 ) .  

Note que h (  . , . ) é uma função contínua em (y, w )  e, para cada w fixo, 

h( . , w )  é afim. Donde 

(i) h( . ,w)  és.c.i .  econvexaem Y paracadaw E T ( ~ ) ,  fixo; 

(ii) h(y, . )  é s.c.s. em T(z) para cada y fixo . 

Além disso, para cada z E Y, a compacidade de T(z) implica que 

D o m  1: = IRm , e que o conjunto 

{w E T(z) : ~ Z ( Y )  = ( G Y  - 4) 

é compacto (pois h(. , w )  é contínua) 



3) 0 conjunto 

é compacto; de fato, sejam { w k I k  C S e w tal que wk i w ,  então da 

definição do conjunto S, existe {zkIk C Y tal que {wk)k C T(xk).  Da 

compacidade de Y sendo a aplicação T fechada, afirmamos que z E Y 

e w E T ( 2 ) .  Tomando h(y, w) ,  como no item 2) pela sua continuidade 

em w E S, resulta que S é um conjunto fechado. 

Pelo absurdo provamos que S é um conjunto limitado. Isto é assumimos 

que existe uma sequência 

Da compacidade de Y ,  existe um ponto de acumulação z, da sequência 

{ z ~ ) ~  E Y associada a {wk)k. Por outro lado pela compacidade local 

de T ,  existe uma vizinhança V de z tal que {wkj) j  C u ~ I ~ ~ T ( ~ ' )  6 

limitado para alguna seqüência {wkj) j ;  que é uma contradição . 

Logo, S E lRm é compacto. Usando a Proposição 3.4, o Corolário 3.5 

e as três afirmações acima resulta a tese da proposição . 

3.2 Alguns Exemplos 

A seguir apresentamos alguns exemplos que ajudam a visualizar os elementos 

do subdiferencial da função gap associada a uma desigualdade variacional 

(DVG).  

Exemplo 3.9 Seja  a função f definida por 



Consideremos a aplicação ponto-conjunto monótona maximal T := df e a 

desigualdade variacional generalizada ( D V G ) ,  associada a T ,  definida sobre 

o conjunto viável Y = [ - 2 , 3 ] .  Então, temos 

{ z }  se z < 0 , 
{O) s e O < z < l ,  

T ( z )  = 
[0 ,2]  se z = 1 ,  

{ 2 z 2 )  se z > 1 .  

( D V G )  : Achar y E [ - 2 , 3 ] ,  tal que existe w E T ( y )  

que satisfaz (w, z - 9 )  2 0 , V z  E [ -2 ,3] .  

O conjunto solução resulta OG = [O,  11. 

A função gap está definida por 

Observemos que OG é o conjunto de soluções dos problemas de minimização 

min , ,~  f ( z ) ,  minYER gT(y)  (Lema 2.70) e da equação gT(y )  = 0 .  O subdi- 

ferencial de g T ( . )  

o + m ,  , s e Y = 3  
e m  outro caso. 

Outra maneira de definir a g T ( . )  é através da Proposição 3.4. De fato, 

temos que 



E a famzlia de funções conjugadas I:, z E Y é  

Notemos que, neste caso, a função G T (  . ) está determinada por 

Exemplo 3.10 Consideremos aplicação ponto-a-ponto T monótona maxi- 

m a l  definido por T ( y )  = ( y l  - y2 , y l ) ,  e o problema ( D V )  formulado sobre 

Y  = [O,  a]  x [ - P ,  O ] ,  com O < a < ,i3. Pode-se verificar que o conjunto solução 

de ( D V )  é O = {(O, y2) t  : -P 5 y2 I O ) .  A função gap está determinada 

por: 

Observemos que 

Então, para y E Y ,  resulta 

sendo o conjunto de z'ndices das funções lZ ) (y )  

O subdiferencial da função gap é 

onde r = v. 



3.3 A função gap parametrizada 

Nesta seção definimos a função gap generalizada parametrizada associada a 

uma Desigualdade Variacional Generalizada Paramétrica, que denotamos por 

(DVG, )  . Fazemos de maneira análoga à Definição 3.1. 

Consideremos as aplicações ponto-conjunto Y : Rn -+ 21Rm e T : R" x 

Rm -+ 2Rm, tais que para cada x E Rn, o conjunto Y ( x )  seja não vazio 

convexo e fechado e T ( x ,  . ) seja monótono maximal. Para cada x o problema 

de Desigualdade Variacional Generalizada Paramétrica está definido por, 

(DVG,)  : Achar y  E Y ( x ) ,  tal que existe w E T ( x ,  y )  

que satisfaz (w , z - y )  2 O ,  tlz E Y ( x )  . 

O conjunto solução do problema (DVG,)  é denotado por O c ( x )  = {y E 

Y ( x )  : 3w E T ( x ,  y  ) ; (w , z - y )  2 O ,  tlz E Y ( 3 ) ) .  Alguns autores usam a 

notação D V G ( T  ( a ,  .) , Y ( x ) )  nós preferimos (DVG,)  . 
Adicionalmente, precisaremos da seguintes hipóteses para definir a função 

gap generalizada associada ao problema (DVG,) .  

Hipótese 3.11 Para cada x E lRn. 

a.  O conjunto viúvel do problema (DVG,) ,  é da forma 

sendo a função gi : lRn x lRm - R localmente lipschitziana, em 

relação a x ,  e convexa e m  relação à variúvel y ,  para cada i = 1 , 2 . .  . , k2 .  

b. Existe solução do problema (DVG,)  

c .  i r ( Y  ( x ) )  n i r ( D o m T ( x ,  . )) # 0 

Observação 3.12 a) A s  funções gi são localmente Lipschitzianas nas duas 

variúveis pois, da h,ipÓtese 3.11 item a), esta função é convexa na 

segunda va,riÚvel. 



b) Podemos substituir d )  por 

d') Y ( x )  Ç int(DomT ( x ,  .)) . 

Definição 3.13 A função gap generalizada associada ao problema (DVG, )  

é definida por 

SUPZEY(Z) s ~ P , E T ( X , Z ) ( W I  Y - 4 , se ( x ,  Y E Graf 
, e m  outro caso. 

Observemos que, para cada x fixo, pela hipótese 3.11 b), e pelo Lema 2.70 

podemos reformular o problema (DVG,)  como sendo o seguinte problema 

de minimização paramétrica 

( P )  : minimizar gT(x ,  y) 

s . a .  y ~ Y ( x ) .  

e pela Proposição 2.68 ocorre que 

3.4 Estimativa do Subdiferencial 

No contexto de nosso problema ( P M R G E )  é suficiente estabeler condições 

que garantão a existência do subdiferencial da função -GT,  ( 3.1.2),  para- 

metrizada e a sua relação com multiplicadores de Lagrange associados ao 

problema de minimização paramétrica P, equivalente a (DVG,) .  Estab- 

elecemos primeiro algumas propriedades da função gT(x ,  . ) e de G T ( x ,  .), 

para cada x E lRn. Estes resultados são obtidos de simples adaptações da 

Definição 2.62 e das Proposições 3.8 e 2.58. 

Lema 3.14 Para cada x E lRn, assumimos que as condiçôes do problema 

(DVG,) ,  as hzpóteses 3.11 são satisfeitas e que o conjunto Y ( s )  6 compacto. 

S e  OG # 0 verificam-se as seguintes propriedades: 



(i) A função gT(x,  . ) é convexa 

(ii) g ~ ( x ,  . ) é u m a  função gap sobre Y ( x ) ,  isto é, 

(iii) Se  y E i n t  Y ( x ) ,  então 

Prova: 

Fixado x ,  obtemos os itens ( i )  e (ii) pela Proposição 2.68 e o item (iii) pela 

Proposição 3.8. rn 
Neste caso a função gap generalizada parametrizada pode ser decomposta, 

análogo com ( 3.1.3),  da seguinte maneira: 

sendo 

e QGraf Y ( x ,  y) a função indicadora do gráfico de Y no ponto ( x ,  y ) .  

Lema 3.15 Seja x  E Rn. S e  as condições do problema (DVG,), as hipóteses 

3.11 são satisfeitas e OG(x )  f 0 então 

Prova: 

Para x fixo, se gT(x, y) = O então pelo Lema 3.14 y E OG(x) ,  o que significa 

QGTafy (x, y) = O pois y E Y ( x )  em conseqüência GT(x ,  y )  = 0. 

A outra implicação é simples. 



Notemos que no Lema 3.14 generalizamos resultados obtidos no caso no 

paramétrico e conseguimos sob certas condições o subdiferencial em relação 

a y da função gap, d2gT(x, 9). Mas não permitem obter concluões a respeito 

de dlgT(x, y). De fato, de forma geral o cálculo direto do subdiferencial da 

função gap generalizada, g ~ ,  no ponto (x, y) envolve a relação implícita entre 

as duas variáveis x e y pois y E Y (x). Evitamos esta dificuldade calculando 

o dGT onde x e y são consideradas independentes, um da outra. 

A fim de obter uma estimativa do conjunto 6'- GT,  consideramos a função 

-GT(x, y) como uma função marginal. Com efeito, seja o seguinte problema 

O valor marginal deste problema coincide com -gT(x, y) quando y E Y (x). 

Precisamos assegurar a subdiferenciabilidade da função -GT( . , . ), 

6'gT(x, y) # 0. Para isto, introduzamos a seguir o conceito de maleabilidade 

(" tameness" ) . 
A condição de maleabilidade resulta de generalizar a condição de ex- 

istência de soluções ótimas limitadas do problema Q,I,~I viável. Sendo que 

(x', y') varia próximo do ponto (x*, y*) parámetro do problema Q,*,,* com 

soluções também limitadas. Esta condição foi apresentada em [19] no cálculo 

de subdiferenciabilidade de funções marginais. Das varias versões de maleabi- 

lidade, [14, 44, 50, 511, usamos a definição em [44]. Denotamos por dist(E, A) 

a distância do ponto 5 ao conjunto A, dist(E, A) := infaEA IIt - ali. 

Definição 3.16 [[44]] Dado o ponto (x, y), o problema (Q, , )  é maleável se 

existe um conjunto A c lRm x lRm com as seguintes características: 

O conjunto A é compacto e para qualquer E > O existem S > O e a! < GT(x, y) 

tal que se 

II(xf, Y') - (x,  ~ ) l l  < 8 e a! < GT(x', Y') 

então, o valor Ótimo do problema (Q,I,,I) incrementado com a restrição 

dist ((z, w), A) 5 t, continua sendo GT(xt, yf) . 



Sob a hipótese de maleabilidade para o problema (Q,,,), assegura-se de 

alguma maneira que a variação do conjunto de soluções viáveis, respecto dos 

parâmetros, está localmente limitada. Obtemos, ainda, outras propriedades 

importantes para a função -GT( . , . ) fornmladas na seguinte proposição . 

Proposição 3.17 Seja ( x* ,  y*) tal que o problema (Q,*,,*) é maleável. Então, 

se verificam as seguintes propriedades 

i) GT(x*,  y*) é finito; e 

ii) -Gr( , , . ) é estritamente sernicontínua inferior e m  (x* ,  y*) 

iii) Existe pelo menos  u m a  solução do problema Q,*,,*. Mais ainda, existe 

u m a  solução ( z * ,  w*) E A. 

iv) (-GT(x*,  y*)  é direcionalmente Lipschitziana se e somente se o conjunto 

6'' (- G T )  (x*,  y*) é pontudo 

Prova: 

Os três primeiros itens são conclusões da Proposição 8 [44]. O item iv) 

provém da Proposição 2 em [44]. 

Para enunciar a condição que nos permite garantir que a( -GT)(x ,  y)  seja 

não vazio, formulamos primeiro a Proposição 1, [44] onde a função marginal 

é denotada por p ( . )  e o parâmetro por u .  

Proposição 3.18 (Proposição 1, R o c k 8 2 )  Seja p ( . )  finita e s.c.i. no  ponto 

u ,  tem-se que ap(u) # 0 se, e somente se, existem seqüências t j  J O e uj  i, u  

ta.is que para nenhuma seqüência convergente vj -+ v  ocorre que 

a 
Lembremos que uj -t, u significa que uj -+ u  e p(u j )  -t p(u).  

Proposição 3.19 Seja ( -GT)  (. , . )  finita e S .  c.i. n o  ponto ( x ,  y ) .  Para que 

a ( -GT)(x ,  y) # 0 é suficiente que existam seqüências t j  J, O e ( x j ,  y j )  +-c, 



( x ,  y )  tais que para nenhuma seqiiência convergente ( h j ,  k j )  -+ ( O ,  O ) ,  ocorra 

Prova: 

Suponhamos que 8 ( - G T ( x ,  y ) )  = 0. Notemos que, pela Proposição 2.20 

item 2, temos que 

O que é equivalente a (- GT)T( (x ,  C/); ( O ,  O ) )  = -m (pela homogeneidade 

positiva da ( -GT)T( (x )  y )  ; . )  Proposição 2.20). 

Desde que -GT( .  , . ) é finito e s.c.i. no ponto ( x ,  y )  , as observações acima 

e a Proposição 3.18 resulta 

Então para j suficiente grande verifica-se que: 

como GT é S.C.S. em ( x ,  y ) ,  temos que 

Isto implica que existe uma sulxequência de { ( x j ,  y j )  + t j ( l z j ,  k j ) }  que tor- 

namos em denota-la com o mesmo nome, tal que 

Pelo que, se deduz que 

Por negação , obtemos a tese desta proposição . 



Seja (z, w) um ponto viável para o programa 

(Qz,,) : -GT(x, Y )  = inf (w, - y) 

S. a g ( x , z ) < O  

(y, x, z, w) E IRm x Gra f (T) .  

Notemos que se y E Y(x), o problema QX,, tem pontos viáveis dado que 

DomT(x, .) = IRm. Definamos o conjunto de multiplicadores M:,,(z, v) do 

problema Q,,y, segundo [44], da seguinte maneira: 

w + C Xi&gi(x, 2 )  + NêTaf (r) (x, 2 ,  W )  

- 9 + NG,,f(T)(", 21 W )  

Analoganiente, o conjunto de multiplicadores singulares do problema (Q, , )  

está definido por 

onde NGTaf(~)  (x, z , W )  denota o cone normal de Clarke ao Gra f (T) 

em ( x , ~ , w )  Graf (T) e 0s conjuntos N&-af(Tl(x,z,w)> N&af(Tl(x)zjw) 

e Ngaf  (x, z, w) são as projeções de NGTaf (T) (x, z ,  w) sobre os espaços cor- 

respondentes as variáveis x,z e w, respectivamente. Unia outra forma de 

obtermos os multiplicadores é considerar os parâmetros do problema como 

se fossem novas variáveis a ,  y tais que satisfazem aí - x = O e y - y = O e iden- 

tificar os multiplicadores com um problema de otimização não paramétrico 

(esta observação é feita por ROCKAFELLAR (1982). 



Observação 3.20 O conjunto M;.,,,(z, w) é u m  cone que contém a origem. 

Quando a(GT (x*, g*) C (GT (x*, y*) x &(GT (x*, y*) reencontramos a 

expressão correspondente a & I ( ~ ~ ( X * ,  y*) obtida no Proposição 3.8 (ii) sem 

a hipótese de compacidade sobre Y (x). Por outro lado para assegurar esta 

inclusão precisa-se de condições que garantam que dGT(x, y) seja regular e 

as derivadas direcional e direcional generalizada coincidam . 

No entanto, sob condições mais fracas, pode-se aplicar a Proposição 2.43 

a função GT(, , .) se ~ O ( - G ~  (x*, y*) é pontudo obtemdo-se 

onde Hl e 112 significam as projeções sobre a primeira e a segunda variáveis, 

respectivamente. 

A condição que segue a denominamos condição de tipo Mang asarian- 

Fromowitz análoga á condição em ARICA (1995). Denotamos por C ( x ,  y)  o 

conjunto de soluções do programa (Q,,,). 

Hipótese 3.21 Seja (x, y) tal que Qx,y é maleável. Suponha que para cada 

(z, w) E C(x, y) existe u m  vetor 7 E lRn, tal que as seguintes condições são 

satisfeitas 

onde I (z ,  w) := {i : gi(x, z) = O}. 

Lema 3.22 Seja o problema (Qx*,,*) maleável. Então 

Se U ( , , ~ ) E ~ ~ ~ , , . )  M:,,,* ( z ,  w)} é pontudo então d O ( - ~ ~ ( x ' ,  y*) é pontudo re- 

sultando que a envoltoria convexa n a  rela.ção (3.4.20) é fechada e esta se 

cumpre sem a operação de fecho. 



Lembremos que um cone K C IRn é pontudo se a origem não  pode-se 

expressar como a soma de dois vetores não nulos de K .  

Prova: 

Corolário 1 do  Teorema 2 ,  [44]. 

Observação 3.23 ( i )  Da Proposição 2.36 temos que d ( - G T ( x * ,  y*) = 

- d ( G T ( x * ,  y*) . 

(ii) A partir da Proposição 3.17 i t e m  (zv), afirmamos que, -GT é dire- 

cionalmente Lipschitziana. 

(iii) E m  analogia com o artigo de [44] o vetor u de perturbações e m  relação 

as desigualdades é u = 0 .  

Para deduzir a relação (3.4.19) definamos o conjunto S a seguir. Seja 

x E C1 e y E Y ( x ) .  Consideremos 

Lema 3.24 Assuma que as funções gi( . , . ), que definem o conjunto viável 

do programa ( Q Z , V ) ,  são localmente Lipschitzianm para todo i .  Então,  sob a 

Hipótese 3.21, para o programa (Q,,,), existe u m  vetor ( O , $  E lRk2 x IRnfm 

tal que -GT(  . , . ) é direcionalmente Lipschitz n o  ponto ( x ,  y )  n a  direção 

(01 7)  

Prova: 

Seja ( A ,  7 ,  O )  E ~ : , , ( z ,  w ) .  Então,  i E Ci Ai81gi(x, 2 )  + N G T a f T ( x 1  2 ,  w ) ,  c o m  

A 2 O e ( A ,  g ( x ,  2 ) )  = O. Para o vetor ;Ti, E IRn d a  Hipótese 3.21, cumpre-se 

Portanto,  desde que 



para todo ?i2 E IRm, temos que (O, vi, v2) E i n t  S ,  onde S é o conjunto 

definido na referência (3.4.21). 

Agora, aplicando o Corolário 3, [44], obtemos que -GT( . , . ) é dire- 

cionalmente Lipschitz no ponto (x, y) na direção (v), para = (7jl, v2), sendo 

da Hipótese 3.21 e v2 E Em qualquer, com o que provamos o lema. W 

Observação 3.25 A partir do Lema 3.24, obtemos também que o conjunto 

aogT(x, y) é um cone pontudo pela Proposição 2 e m  [&I. Isto é nas condições 

-GT finita e e.s.c.i. e m  (x, y) o Lema implica que GT direcionalmente Lip- 

schitziana. 

No próximo lema estabelecemos a relação de contenção entre o produto 

cartesiano dos subdiferenciais parciais de GT e O produto cartesiano das 

projeções do subdeferencial de GT, referência (3.4.19). 

Lema 3.26 Se ( 2 ,  w) é u m  ponto viável do problema Q,,, satisfazendo a 

Hipótese do Lema 3.24, então 

Prova: 

Usando a Proposição 2.2.5 e o Lema 3.24, obtemos o resultado. W 

Teorema 3.27 Seja (x, y) tal que o problema (QXIy) é maleáuel e C(x,  y) o 

conjunto de todas as soluções de (Q,,,). Então, sob as hipóteses do Lema 

3.24, cumpre-se que 

Prova: 

Usando o Lema 3.22 e o Lema 3.26, obtemos o resultado. W 

Para encerrar esta seção , mediante um exemplo identificamos os elemen- 

tos teoricamente obtidos. 



Exemplo 3.28 Considerar o conjunto Y ( x )  = { z  E R m / x  < x < x + 1 )  

com a variável x E C1 = [ I ,  21. A aplicação ponto-conjunto T definido por 

Quando x E C 1 ,  a Desigualdade Variacional Generalizarda associada a esta 

aplicação t e m  como conjunto solução O G ( x )  = { y  = 2 )  e m  C1. 

A função gap generalizada a definimos como a soma de G T ( x ,  Y ) + @ G ~ ~ ~ ( Y )  

(ver 3.1.3), onde GT esta definido por 

sendo o conjunto de Zndices M ,  definido por 

Lembremos que M,(y) := { z  E Y ( x )  n D o m  T(x , . )  : G T ( x ,  Y )  = ~ P ( x ,  Y ) ) ,  

para cada x fixo, ver (3.1.9) n a  Proposição 3.4. 

O subdiferencial de g r  e m  relação a variável y ,  para cada x fixo, é o 

conjunto definido pela Proposição 3.8 para pontos ( x ,  y )  E J G r a f  ( Y ) :  

Neste caso o subdiferen,cial de g~ n o  ponto ( x ,  y )  E i n t  G r a f  ( Y ) ,  e m  relação 

a variável x para cada y fixo, é 

( -22  + y + 2 )  se 2x  > y + 2 ,  
~ X ~ T ( X ,  Y )  = caso contrario . 



Capítulo 4 

Condições Necessárias de 
otimalidade para (PMRGE) 

Neste capítulo apresentamos as condições necessárias de otimalidade de tipo 

K-K-T em um ponto de ótimo do problema 

(PMRGE)  : minimizar F ( x ,  y) 

sendo Cl C lRn e C2 C lRm conjuntos fechados e não vazios, F : lRn x lRm -+ 
- 
lR, G : lRn x lRm + lRk', Oc(x) é o conjunto de soluções da Desigualdade 

Variacional Generalizada Paramétrica, (D VG,) , 

Oc(x) := {y E Y(x) : existe w E T(x,  y), com (w, z - y) 2 0, Vz E Y(x)) 

e Y(x) = {z E lRm:  gj(x,z)  < 0 , j  = 1 , 2  , . . . ,  k 2 ) .  

Deduzimos estas condições , também conhecidas como condições de primeira 

ordem, considerando o seu problema equivalente (P D N **) formulada abaixo. 

(P D N **) : minimizar F (x, y) 



O problema (PDN**) resulta de substituir a função gap generalizada, 

gT (. ) , pela função GT (. , . ) no problema (P D N *) definido no Capítulo 1. Lem- 

bremos que gT(. , . )  = GT(. , . )  + QGrafY (. , .), (3.4.15), e está associada à res- 

trição generalizada de equilíbrio formulada pela (D VG,) . Como vimos nos 

Lemas 3.14, 3.15, seção 4 do Capítulo 3, o conjunto solução de GT(x, y )  = O 

coincide com OG(x) conjunto solução de (DVG,), quando y E Y (x). 

Observamos que neste caso o problema (PDN**) possui uma restrição 

de igualdade definida pela função -GT(., .) que não é necessariamente Lip- 

schitziana. Em consequên cia os conceitos e resultados usados no problema 

Q,,, no Capítulo 3 são insuficientes. Precisamos então de uma teoria mais 

geral que envolve os conceitos de presubdiferencial e de cone prenormal, 

[45, 151. Adaptamos os resultados contidos em ROCKAFELLAR (1982) e 

obtemos uma aproximação exterior do subdiferencial da função marginal do 

problema (P D N **) que dependem, entre outros, do subdiferencial da função 

GT (. , .) obtidos no capítulo anterior. 

Em 1511, encontra-se uma condição do tipo K-K-T generalizada para pro- 

gramas matemáticos análogos ao programa (P D N **) . Porém, uma condição 

fundamental para esse resultado é, que a restrição da igualdade deve de ser 

estritamente diferenciável e com gradiente surjetivo. Estas condições não são 

satisfeitas nem pela função gap generalizada, nem por GT associadas à res- 

trição (DVG,) do problema ( P M  RGE).  De maneira que nossos resultados, 

formulados na seção 4, não podem ser obtidos diretamente de [51]. 

Se acrescentarmos condições ao problema variacional que garantam que 

GT é localmente Lipschitziana, podemos aplicar uma teoria análoga à de- 

senvolvida em ARICA e SCHEIMBERG (1995) para problemas do tipo 

(PDN**) 

4.1 Presubdiferencial 

As condições de otimalidade que obtemos estão sustentadas no conceito, 

analítico e geométrico, de presubdiferencial. Nesta seção definimos o pre- 

subdiferencial de uma função através do vetor normal proximal do epígrafo 



de uma função [15, 431. Definimos, também, o conceito de cone prenormal. 

Mostramos que estes conceitos estão relacionados com as definições de sub- 

diferencial e de cone normal, respectivamente. 

Definição 4.1 Sejam um conjunto D C IRn não vazio e fechado, e u m  

ponto xo E D 

1) (451 U m  vetor J E lRn é u m  vetor normal proximal a D no  ponto xo se 

para t > O s,uficientemente pequeno arg min d i s t ( x o  + tJ,  D )  = { x o } ,  

sendo dis t ( f  , D )  := infYED /I[ - yll a distância do ponto [ ao conjunto 

A. 

2) (151 O cone prenormal a D n o  ponto xo, é 

A 

N D ( x o )  := { lim tk : 3xk  E D,  3Jk, x k  --+ xo e 
k-c0 

Jk normal proximal a D e m  x k } .  

O vetor J = limk,, J k  é denominado por normal proximal limitante a 

D n o  ponto xo. 

Observação 4.2 1 )  U m  vetor J é normal a D e m  xo se e somente se 

argmindist(x0 + J ,  D )  = { x o ) ,  o que é equivalente a 

e [ énormal proximal a D e m  xo se e somente se existe a > O tal que 

2) U m  vetor J é normal proximal a D e m  xo se para t suficientemente pe- 

queno t[ é normal a D e m  xo 

3) O cone normal de Clarke pode ser caracterizado através do cone prenor- 

mal  (43, 151, de fato tem-se que 



A continuação , colocamos uma versão funcional do conceito de normais 

proximais [15j. Vamos considerar, uma função e.s.c.i. em xo. 

Definição 4.3 Seja f : lRn -+ a jinita e m  xo. U m  vetor J é subgradiente 

proximal de f n o  ponto xo, se existem escalares > O e E > O tais que 

verijicam a seguinte condição 

O conjunto de subgradientes proximais de uma função f no ponto xo é deno- 

tado por ar f ( x o )  , [15]. 

O conceito seguinte é conhecido também, como subgradiente proximal 

limitante , [43]. 

Definição 4.4 [I51 Seja f : IRn -+ jinita e m  xo. Os  conjuntos presub- 

diferencial e o presubdiferencial assintótico da função f n o  ponto xo são, 

respectivamente, 

Os elementos de âf (ro)  são chamados de gresubdiferenciais. 

Seja xo E lRn um ponto onde a função f é finita. Notemos que os conjun- 
A 

tos âf ( x o )  e ao f ( x o )  dependem de um comportamento local da função e não 

global. Este fato nos permite deduzir as conclusões do Teorema 1 de ROCK- 

AFELLAR (1981b) ,  sob uma hipótese mais fraca. Substituimos a condição 

de s.c.i da função pela condição e.s.c.i. de f em xo. 

Proposição 4.5 Seja f : lRn + E finita e e.s.c.i. e m  xo. Então 

1 )  âf ( x O )  é fechado e âOf ( x o )  é u m  cone fechado. 



Prova: 

Teorema 1 e a sua demonstração em [43] 

Proposição 4.6 Seja f : IRn -+ E finita e e.s.c.i. e m  xo. A s  seguintes 

relações se satisfazem 

1) 

aof  ( x O )  3 3 â 0 f  ( x O ) ] .  

e, se ao f ( x o )  é pontudo, se a satisfaz igualdade. 

Prova: 

Os itens 1 )  e 2)  resultam do Teorema 1 em [43]. 

O item 3 )  é conseqüência da Proposição 1.2 em [15], assim sendo é uma 

extensão de [38] seção 17. 

O item 4 )  é a relação (1.14) em [45],  e é um resultado da Proposição 4.5. 

Para segunda asserção ver [45]. 

Lembremos que e da Defição 2.28 e [ I ) ]  na Proposição 2.29: 

A partir desta última igualdade (4.1.4),  da relação (4.1.1) e do item 1)  

na Proposição 4.6 obtemos o nexo entre a subderivada direcional superior 

( f  f ( x o ;  .)) e o conjunto presubdiferencial acima apresentado . 



4.2 Multiplicadores do Lagrangeano Aumen- 
tado 

O nosso objetivo é formular condições necessárias de otimalidade para uma 

solução de ( P  M RG E ) .  Precisamos analisar a sensibilidade da função marginal 

do problema em relação às variações nas restrições. Fazemos esta análise so- 

bre seu problema equivalente ( P N D * * )  que o apresentamos de maneira mais 

simplificada e já no contexto do trabalho de ROCAFELLAR (1981) [43]. 

Reescrevemos o problema ( P  D  N **) como 

( P )  : minimizar F  (Ç) 

S. a f i ( C )  5 0 , i  = 1 , 2 , .  . . , k l  + k2, 

f i ( Ç )  = 0 , i  = kl + k:! + 1, 

C E v, 
sendo Ç := ( x , y ) , f i  := Gi se i  = 1,2  , . . . ,  k l ,  fki+j : = g j  se j = 1 ,2 ,  . . . ,  k2,  

f kl+kzi-l := GT e D  := Cl x C 2  Consideremos o problema de niinimização 

paramétrica que é obtido perturbando as restrições de (P): 

(P,) : minimizar F(Ç) 

S. a f i ( Ç )  + u i  5 0 , i  = 1 , .  . . , k i  + k2, 

f i ( Ç )  f u i  O,i = k,  + k2 + 1,  

C E v  

Denotamos a função marginal do problema (P,) como p(u) := inf(P,). 

Chegamos a nosso objetivo a partir da relação que existe entre os conjuntos 
A 

presubdiferencias, a p  ( u )  e gop(u)  , com os conjuntos de multiplicadores do 

Lagrangeano aumentado do problema P,. 

Sem perda de generalidade nesta seção assumimos que 2) é o espaço 
~ n + m  . Se D C IRnfm substituimos a função objetivo F  por F + c P D .  

Baseados no trabalho [43] o Lagrangeano aumentado quadrático do pro- 

blema (P,) está definido por 



para C E D e r > 0, sendo 

~ i ( f i ( C ) + ~ i ) + g ( f i ( C ) + u i ) ~ ,  s e v i + r ( f i ( C ) + u i )  > O  
*i(v i ,  f i ( Ç ) f  ui, r )  := - v s /2r ,  caso contrario , 

para i = 1 , .  . . , k l  + k2, e 

quando i = k l + k 2 + l .  

U m  vetor ?7 E lRk11fk21f1 é chamado multiplicador aumentado d o  problema 

( P E ) ,  se (c, 5, r )  é um ponto sela d o  Lagrangeano aumentado L (ü, c, V ,  r ) ,  

para a lgum r E D e r > 0 .  

Teorema 4.7 Seja o problema paramétrico (P,) e p ( u )  := in f (P, ) .  Se  as 

seguintes condições são satisfeitas 

(condição de crescimento quadrático) 

b) para cada conjunto compacto U C lRk11-k22S1 e a  E R, o conjunto 

{ (u,  c) E U x D : Ç é viável para (P,) , F ( C )  5 a )  

é compacto. (condição de compacidade) 

Então,  para cada ü tal que (P,) t e m  um ponto viável, verifica-se que 

A 

d p ( ü )  = {V : 3 u k  perturbação , 3vk multiplicador aumentado de (P,,) 

com u k  + E,  p ( u k )  -t p ( ü ) ,  vk + V). 

ii) 

A 

dop@) = {v : 3 u k  perturbação , 3Xk,  3vk  multiplicador aumentado de 

(P,,), com ~k + E, ~ ( u k )  + P (E), h L 0 ,  h v k  + c). 



iii) O E $Op(ü) e zOf ( ~ 0 )  > otdf ( x o ) .  

iv) G p ( ü )  # 0 ou dop(ü) # { O } 

v)  

Prova: 

Os itens i )  e ii) correspondem ao Teorema 2 ,  [43], iii) e iv)  ao Teorema 1, 

[42]. O item v )  é a tese do Teorema 1 de [43]. 

Observação 4.8 1) A condição d e  compacidade garante q,ue o problema 

(P,) tem uma solução ótima para cada u, para o qual existe um ponto 

viável. Esta h-ótese assegura também que a função marginal p(u) = 

inf (P,) é S .  c.i. (Proposição 8 em (441). 

2 )  O resultado do item iii) é a relação (4.1.2). 

3) Da Proposição 9, [&I, O problema (P,) é maleável ( ~ a ~ & u l o  3). 

4.3 O Problema ( P M  RGE)  

Sejam as funções F : IRn x IRm -+ 2, G : IRn x IRm + IRk1 localmente 

Lipschitzianas. O conjunto abstrato D = Ci x C p  com C1 C lRn C2 C lRm 

fechados e convexos. O problema que abordamos é 

( P M  R G E )  : minimizar F ( a ,  y) 

S .  a G ( x ,  y) 5 O 

E O G ( X )  

(2 ,  y )  E Ci x C2, 

onde OG(x )  é O conjunto solução da Desigualdade Variacional Paramétrica 

(D VG,) 

OG(x )  := { y  E Y (x) : existe w E T ( x ,  y ) ,  com ( w ,  z - y )  2 O ,  Vz E Y ( x ) ) .  



Assumimos Y ( z )  = { z  E Rm : g j (z ,  z )  < O,  j = 1 ,2 ,  . . . ,  k z ) .  

Nossa estratégia para obter condições de otimalidade de (PMRGE)  é 

analisar o seu problema equivalente (P D N **) . Na seção anterior reescreve- 

mos (P D N **) denotando-o por (P) e sua família de problemas perturbados 

por (P,). Vamos considerar P := Po. 

O primeiro que devemos garantir, de modo a continuar nesta análise, 

é que ap(u) # 0, onde p(u) := i n f  P, é a função marginal do problema 

( P )  Conseguimos isto, assumindo uma Condição de Qualificação , uti- 

lizada por CLARKE (1983), conhecida como a condição de calma. Este 

conceito tem sido usado por OUTRATA (1993) para garantir a condição 

de penalidade exata, considerada, no tratamento numérico do Problema de 

Dois Níveis clássico. Também YE et  al. (1995,1997) obtiveram condições de 

otimalidade de problemas tipo (P D N )  e (P D N G) utilizando a calma parcial 

e demonstrando com essa condição , a existência de penalidade exata. 

Definição 4.9 [I41 Seja solução do problema ( P ) .  O problema (P) é 

calmo em, C. se existem reais positivos E e M ,  tais que, para todo u E EB e 

para todo <' E + E B  viáveis para o problema P,, tem-se 

FK') - %o) + M IIuII 2 0 

Lema 4.10 Seja p(0) finito. Se  

lim inf ~ ( 4  - ~ ( 0 )  > 
u+o IIu I I  

Então para cada ponto solução C0 de (P),(P) 

-00. 

é calmo e m  C0. 

Prova: 

Proposição 6.4.2 [14]. 

Observação 4.11 1) O problema (P) é calmo se satzfaz o Lema 4.10. 

2 )  A condição de compacidade dos problemas perturbados de (P D N **), (P,) , 
é demasiado forte, pois precisamos somente de vizinhanças compactas 

da origem. 



3) Para analisar o comportamento da função marginal p ( u )  numa vizinhan- 

ça de u = O é suficiente considerar a seguinte condição , quando p(0) 

é finito, 

% > O ,  a > O  tal que 

S = { ( u ,  C) : I I u I I  < E ,  Ç ponto viável deP,, 

F (Ç) < a )  é compacto. 

Proposição 4.12 Se (P) é calmo então d p ( u )  # 0. 

Prova: 

A condição de calma no Lema 4.10 implica que se verifica a condição da 

Proposição 3.18 para u = O e portanto resulta d p ( 0 )  # 0. 

A continuação enumeramos as hipóteses consideradas anteriormente e 

acrescentamos aqueles que nos permitem garantir a subdiferenciabilidade da 

função marginal do problema geral. 

Hipótese 4.13 Para cada x E Ci verificam-se as seguintes condições : 

( l a )  A aplicação ponto-conjunto T ( x ,  . ) é maximal monótona e tal que 

DornT(x ,  .) = lRm. 

( l b )  O conjunto Y ( x )  é a imagem de u m a  aplicação ponto-conjunto Y ,  tal 

que as funções gi  : lRn x IEEm -t lR; i = 1, ..., k a ,  são localmente Lips- 

chitzianas na variável x e convexas e m  y .  

( l c )  Existem soluções de ( D V G ) , ,  i.e., O G ( x )  # 0. 

Para cada ponto solução (2 ,  y )  de ( P M  R G E )  verifica-se: 

(2a) o problema (Q,,,) é maleável e m  ( x ,  y ) .  

(2b) existem seqÜên)cias t j  j, O e ( x j ,  y j )  -+c, ( x ,  y )  tais que para nenhuma 

seqüência convergente ( h j ,  k j )  -t ( O ,  O ) ,  tal que 



( 2 c )  o problema (Q,,,) satisfaz a condição tipo Mangasarian-Fromowitz, 

Hipótese 3.21. 

(3) O problema ( P M R G E )  t e m  solução . 

(4) O problema ( P D N * " )  satifaz a condição do crescimento quadrático, i t em 

a) do Teorema 4.7. 

(5) O problema P N  Dr* é calmo. 

(6) A condição de compacidade, relação (4.3.5), é satisfeita. 

Observação 4.14 1) A s  hipótesis (1 a)-(1 b), são as condições que garan- 

t e m  que a função g~ é uma função gap genralizada. 

2 )  A condição l c )  assegura que para cada x E C1 existe y E IRm tal que 

y E Y ( x )  e G T ( x ,  y )  = 0 .  

3) Da hipótese (2a) se deduz que ( - G T )  é e.s.c.i. e m  cada ponto ~ o l u ç ã o  do 

( P M R E G ) .  

4 )  A condição (2b) garante que, o subdiferencial de G T ( x ,  y )  # 0 e m  pontos 

onde G T ( . )  é finita Proposição ,3.19. 

5) Das h,ipÓteses 2a) e 5) obtem-se que p (u)  é s.c.2. numa vizinhança de 

u = o .  

6) A s  condições 2a), 5)  e 6) garantem que a função marginal do proble- 

m a  ( P D N * * ) ,  equivalente ao ( P M R G E ) ,  t e m  subdiferencial não vazio, 

6'p(O) # fl, Proposição 4.12. 

No Capítulo 3 na Proposição 3.17, provamos que a função generalizada, 

-GT,  é estritamente semicontínua inferior em (x, y )  e convexa na segunda 

variável, sob a condição de maleabilidade do problema Q,,,. Assim, o proble- 

ma ( P  D N**)  equivalente com ( P  M R G E )  envolve duas funções estendidas, 

F (ou F + @c,,c,) e a função GT sendo que, GT não é necessariamente 

localmente Lipschitziana. Por estas razões é que aplicamos a teoria de pre- 

subdiferencias e multiplicadores do Lagrangeano aumentado. 



4.4 O subdiferencial da função marginal do 
problema (P D N **) 

Lembremos que sob as condições 1a)-lc) , Hipótese( 4.13), reformulamos o 

problema (PM RGE) como o problema equivalente (PDN*"). Na seção 2 

usamos uma notação menos recargada para este último problema resultando 

então 

(P) : minimizar F(Ç)  

S. a fi([) 5 0 , i  = 1, .  . . ,kl  + k 2  

GT(Ç) = 0, 

C E C1 x C2. 

sendo que o vetor C representa as variáveis (x, y) ,  as funções Gi e gi do 

problema original foram substituidas por fi e agora retomamos a função GT 

para a restrição de igualdade. 

Nesta seção estendemos os resultados do Teorema 2 e o seu Corolário 4, 

ROCKAFELLAR (1982)) convenientemente adequados para o problema (P). 

No teorema citado precisa-se a condição de que, todas as funções envolvidas 

sejam localmente Lipschitzianas, hipótese que não se satisfaz no problema 

(P) pois, a função GT é e.s.c.i. em cada ponto solução da Desigualdade 

Variacional Generalizada. Substituimos F por F + QClXC2 e aplicamos os 

resultados do cálculo de subdiferenciais. 

Dado um ponto Ç viável para o problema (P), com d(-GT)(Ç) # 0, 

definimos os conjuntos de multiplicadores 

Lembremos que a d ( F  + @C, xC2)(C) E d F  (C) + d@clXc2(Ç) sendo 



a última igualdade é resultado do item 1) Lema 2.27. 

A seguinte proposição , análoga à Proposição 7 [44], mostra que existe 

uma relação maior entre M ~ ( c )  e M$(c) em termos do cone de recessão do 

conjunto M ~ ( Ç ) ,  o + M ~ ( c ) .  O cone de recessão está determinado por 

o+M$(<) := lim sup AM;(C) = { lim Ajvj : A j  1 O, v j  E M$(c)) (4.4.7) 
A 1  0 3+m 

A relação (4.4.7) é equivalente à Definição 2.15 item (iii), de cone de recessão 

mas, aqui é usado o limite superior de uma seqüência de conjuntos (Definição 

2.56, item (i)).  

Proposição 4.15 Se ja  Ç viável para o problema ( P ) ,  tal que aGT(Ç) # 0. 
Os conjuntos M ~ ( Ç )  e M;(() são fechados e 

Prova: 

Vejamos que h!;(<) é fechado. Seja {d) C h!;(<) tal que v j  -+ v. Então, 

para cada j ,  temos que 

Logo, 

vi = lim v i  > 0,Vi = 1, . . . , k1 + k2, e vJi(c) = 0. (4.4.9) 
3-+m 

Por outro lado, desde que para cada j se verifica que 

devem exister E 6'F(C), E afi(C) e 7i)ltk2+1 E a g ~ ( c )  tais que 

Da compacidade de dF(Ç) e afi(C), dado que, F e f i  são localmente Lips- 

chitzianas, podemos supor, passando a subsequências se for necessário, que 

existem E aF(C) e qi E afi(C), para todo i, tais que 4 e -+'li. 



Assim, passando ao limite na relação (4.4.10), verifica-se que 

onde 7,k1+k~+l E aGT(Ç), quando lim vi # 0, (4.4.11) 

pois BGT(C) é fechado. Em outro caso a condição de v E M ~ ( c ) .  

Portanto, da relação anterior e da relação (4.4.9), obtemos que v E M ~ ( Ç ) ,  

i.e., o conjunto M>(<) é fechado. 

Analogamente, provamos que M;(Ç') é fechado. Para provar a relação 

(4.4.8), consideremos as seqüências { A j }  C R+ e { v i }  C M ~ ( c )  tais que 

Aj J, O e Ajvj i v .  Então, 

Desta relação , passando ao limite, usando a compacidade de d F  (c) e dfi(c), 

para todo i, e o fato de ser dgT(c) fechado, temos 

Consideremos, agora, a seguinte família de problemas perturbados de (P) 

(P,) : minimizar F (Ç) 

S. a fi(<) + ui < O, i = 1, . . . , Icl + Ic2 

GT(Ç) + Uk1+k2+l = 0, 

E mn x IRm. 

Definição 4.16 Dizemos que o problema (P) é maleável, se o problema 

(P,) é maleável para u = O (ver Capítu,lo 3). 

A condição 5) da Hipótese 4.13 implica que P é maleável, sendo 

A = rllRnim~ = t R"+"' : 3u, I I u I I  5 E ,  Ç viável para P,, F(c)  5 a ) ,  



o conjunto da Definição 3.16, sobre maleabilidade. 

A seguinte proposição restablece o Teorema 2 em [44] para o problema 

(P). 

Teorema 4.17 Sob a Hipótese (4.íq!l) verifica-se 

sendo 2 qua,lquer ~ubcon jun to  de soluções ótimas de (P) que ao menos  inclui 

o conjunto A da definição de maleabidade para (P). 

A igualdade se satisfaz n a  relação (4.4.13) se [ucEzM$(Ç)] í l  ap(0) = 0 

OU se o cone [U~-~M:(Ç)] ri aop(0) é pontudo, neste último caso dop(0) é 

pontudo e a operação de fecho nas relações (4.4.12) e (4.4.13) é superflua. 

Prova: 

Esta prova é essencialmente a mesma apresentada para o Teorema 2, [44], 

introduzindo, naturalmente, as modificações necessárias para atender ao fato 

de não termos todas as funções localmente Lipschitzianas no nosso problema 

de equilíbrio (como sim acontece no teorema de Rockafeller). 

Pela, Proposição 13, 1441, dado que o problema (P) é calmo assumimos 

sem perda de generalidade que existe um conjunto D C Rn compacto, tal 

que o problema (P,) é equivalente a 

( P )  : minimizar F (Ç) 

Logo, para todo u E R"+~~+' tal que o conjunto viável de (P,) é não 

vazio, (P,) tem solução ótima e a função marginal p é s.c.i. e limitada 

inferiormente . Então, do Teorema 4.7 e a Observação 4.8, temos que 



onde 

A 

Y := dp(0) = {limvi : 3 u i  + ,0e  

vi multiplicador aumentado do (P,j)} (4.4.15) 

A 

Yo:= dop(0)= {limApi:  3 u i i , 0 ,  XjJO 

e vi multiplicador aumentado do (P,j)). (4.4.16) 

O Lagrangeano quadrático aumentado para uma sequência de pontos (uj, r i ) ,  

com r i  > O suficientemente grande, para o problema (P,j) pode ser escrito 

como 

para (Ç, v)  E D x R ~ ~ + ~ ~ ' ~ ,  onde [a]+ := max{a, O}. 

Desde que os conjuntos M:(Ç) e dop(0) são cones convexos e fechados, 

provaremos as relações (4.4.12) e (4.4.13) provando que 

Sejam as seqüências v3 --+ V e u3 tp O como na relação (4.4.15). Desde 

que D é compacto e (P) é calmo, existe uma sequência de pontos ÇJ' tal 

que, para j suficientemente grande, <j é solução ótima do problema (P,j) e 

dist ([i, A) -t O. Passando a subsequências se for necessário, podemos supor 

que existe c E A tal que (i -+ c. Notemos que fi(5j) -i u( -+ fi(5), para todo 

i.  

i Além disso, desde que Gr é estritamente s.c.i  em 5 e GT((3) +ukl+k2+l = 

O -t 0, temos que limj,, GT(çi) = O e existe a E R+ tal que a < G ~ ( Ç )  5 0, 

satisfazendo lim infj,, min{a, GT(<j)} = rnin{a, G ~ ( T ) } .  Portanto, O = 

min{a, GT(Ç)) = GT(C). 

Em conseqüência, c é viável para o problema (P) e, desde que, p(uj) --+ 

p(O) e F (C.') -t F (c), resulta que c E S. Vejamos a seguir que v E M;(C) 



Desde que (ci, vi) é um ponto de sela global da função L (u', Ç, v ,  ?), para 

(c, v) E D x B~~~~~~~~ com ri > O suficientemente grande, temos que 

Então, passando ao limite nas relações (4.4.18)-(4.4.20) e usando a relação 

(4.4.21), obtemos que 

Desde que é mínimo global da função L(&, c, v', r') + (Do([), da 

Proposição 4.1 e da Proposição 4.6, [49], temos que 

Pela proposição 13, [44], E int D. Portanto, do Teorema 5 ,  [44], e da 

relação anterior, definindo G(c) := GT(Ç) + @ B ( [ ) ,  resulta que 

Agora, usando as regras do cálculo de subgradientes da soma e do quadrado 

de uma função (Proposições 2.37, 2.39, 2.4O), temos que 

A relação (4.4.22) implica que para cada j existem $ E a ~ ( C j ) ,  E 

&(C'), para todo i ,  e k2+1 E dgT(cj) tais que 



quando j -+ +m. 

Desde que vj - v, lim sup, dF (C,) C dF (C) e lim sup, d fi (<i) c dfi (c), 
pois F e fi são localmente Lipschitzianas, temos que 

(passando em ambos os casos a subsequências se for necessário). 

Portanto, da relação (4.4.23), resulta que existe v k l f k 2 + '  tal que 

Usando o fato de que ~ O G & )  é pontudo (ver Capítulo 3),  o Teorema 

4.4-(ii) e a Proposição 2.2, [45], obtemos que r l"+k2f1  E ag  T (c). 
Finalmente, deste último resultado e da relação (4.4.24), temos que 

i.e., v E M;(?), como queriamos provar. 

Para provar que Yo C uCE2MP(í), consideramos v j ,  d e X j  como na 

relação (4.4.16) e seguimos passos análogos à demonstração de Y C UC,2Mp(C), 

sendo a diferença que na relação (4.4.22) multiplicamos cada termo por X j  

para obter 

Considerando que X j  J. O e Xjvj -4 v, com o mesmo raciocinio anterior, 

resulta que 

i.e., v E MP(3). 

Portanto, a relação (4.4.17) se cumpre e consequêntemente, da relação 

(4.4.14), como já foi dito, as relações (4.4.12) e (4.4.13) são satisfeitas. 

Para terminar, da Proposição 4.7 e a Proposição 15, [44], mostra-se a 

segunda parte deste teorema como no Teorema 2, [44]. 

H 



4.5 Condições necessárias de otimalidade 

Nesta seção , aplicamos o Teorema 4.1 7 ao problema 

( P  D N **) : minimizar F (x,  y )  

Fòrmulamos assim, as condições necessárias de otimalidade para o problema 

( P M R G E )  baseados nas condições que garantem as estimativa do subdife- 
n f m  rencial da função gap generalizada. Lembremos que dado ( x ,  y) E IR , 

C ( x ,  y) representa o conjunto de soluções do problema Q,,,. 

Teorema 4.18 Seja (?f,?j) uma ~ o l u ç ã o  do problema ( P M R G E )  tal qu.e a 

Hipótese 4.13 é satisfeita. 

Então, existem vetores p,  O e cu satisfazendo p  E IR?, O E IR?, a E R+ u{O) 

com ~ f ! ~  ai = 1 e o escalar [ E lR tais que 



Prova: 

Do Teorema 4.1 7 e do Teorema 3.27 obtemos o resultado. 



Conclusóes 

Neste trabalho introduzimos o problema de Programação Matemática 

com Restrições Generalizadas de Equilíbrio (PM RGE), que é um problema 

de otirnização com uma das restrições sendo uma Desigualdade Variacional 

Generalizada Paramétrica. Esta restrição é denominada Problema de Equi- 

líbrio por BLUM, OETTLI (1993). 

O problema (PMRGE) estende o problema de Dois Níveis Generalizado 

(YE et al., 1997) e o problema de Programação Matemática com Restrições 

de Equilíbrio (LOU e t  al., 1996). 

Definimos o conceito de função gap generalizada paramétrica, que é uma 

generalização de função gap, associada a uma Desigualdade Variacional e uti- 

lizamos a análise de sensibilidade na derivação de um conjunto limitante supe- 

rior do subdiferencial da função gap generalizada assumindo, como hipótese, 

a condição de maleabilidade do problema de otimização equivalente à De- 

sigualdade Variacional Generalizada Paramétrica. 

Sob a condição de qualificação de calma do problema (PMRGE) refi- 

namos e estendemos resultados da teoria dos multiplicadores de Lagrange 

em Programação Não linear, existente em ROCKAFELLAR (1982), os que 

utilizamos para o cálculo do subdiferencial da função marginal do problema 

(PMRGE).  Com estos resultado obtemos as condições de otimalidade do 

tipo Karush-Kuhn-Tucker para o problema (P M RGE). 

Consideramos que procurar uma aproximação numérica de pontos (x, y) 

que satisfazem as condições de otinialidade, tipo cálculo dos pontos esta- 

cionarios, constituem uma linha de pesquisa importante. 
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