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Resumo da Tese apresentada à COPPE/UFRJ como parte dos requisitos necessários 

para a obtenção do grau cle Doutor em Ciências (D.Sc.) 

GENERALIZAÇ~ES DOS ALGORITMOS AFIM ESCALA PR.IMAL E DUAL E 

UM ALGORITMO PROXIMAL PARA PROGRAMA~ÃO QUASE-CONVEXA 

Francisco Gêvane Muiliz Cunha 

Orientadores: Paulo Roberto Oliveira 

João Xaxlier da Cruz Neto 

Programa: Engeiiliaria de Sistemas e Computação 

Ern Pint,o et al. [73] é proposta uma classe de a,lgoritinos primais de pontos 

interiores para programação convexa com restrições lineares, de um certo tipo afim 

escala generalizado. Esta classe, depeiideiite de um parâmetro r, genera.1iza. adguiis 

algoritmos confiecidos. De um modo similar, traballiaildo no espaço dual, propomos 

uma classe de algoritmos afim escala duais para programa@o linear que geiieializa 

o algoritmo afim escala clual de Acller et al. [I]. Esta classe é construída através da 

transformação dada pela potência S-", r 2 1, onde S é a matriz diagonal do vetor 

de iteraclas. Provamos a convergência global da classe afim escala clual generalizada 

para prol~lemas de programação liiiear cujo dual seja não-degenerado. Em um outro 

enfocpe, a.1mlisarnos o método de ponto proxima.1 com 9-divergêricia para progra. 

mação quase-convexa sobre 22:. Provainos, sem hipótese de limitação de nível para 

a furição objetivo, que s seqiiêiicia gerada coiiverge para um ponto estacioiiário. 

Em adição, provamos também que quando os parâinetros de regularização vão para 

zero, a seqiiencia converge para uma solução ótima. Observamos o desempenho 

coinputacional das classes de algoritinos afim escala priinal e clual, realizando testes 

com problemas de programação linear da biblioteca NETLIB. Para a classe prima1 

experimeiitamos também a.1guns problemas de pr~gra~mação quadrá-tica descritos no 

repositório Maros e Mészáros. Verificamos a eficiência do algoritmo proximal em 

problemas quase-convexos sobre 22: por meio de experimentos rea.1iza.dos com pro- 

blemas testes geraclos aleatoriamente. 



Abstract of Thesis presented to COPPE/UFRJ as a partia1 f~ilfillinent of tl-ie 

requirernents for the degree of Doctor of Science (D.Sc.) 

GENERALIZATIONS OF THE PRIMAL AND DUAL AFFINE SCALING 

ALGORITHMS AND A PROXIMAL ALGORITHbI FOR QUASICONVEX 

PR.OGRAMMING 

Aclvisors: Paulo Roberto Oliveira 

João Savier da Cruz Neto 

Depa,rtment: Cornputirig a.nd Systems Engineeri~ig 

In Pinto et al. [73], it is proposed a clãss of primal ii-iterior poii-it algorithms 

for corivex progra.~nming with li~iea~r coiistra.ints, belongi~ig to a cert ai11 generali- 

zed affine scaling type. That class, depending o11 a r-parameter, generalizes some 

known algorithins. 111 a similar way, working in the dual space, we propose a class 

of clual affine scaling algorithrns to  linear progra~nming that generalize the clual 

aEne scaliilg algorithm of Adler et al. [I]. Tl-iis class is constructed through the 

trai-isformation given by the power S-", r 2 1, where S is the diagonal iterate vec- 

tor matrix. We sl-iow the global conveigetlce of the generalized dual affine scaling 

class for linear progra.~ns wliose dual is noriclegerierate. 111 another focus, we a.Iia- 

lyze the proximal point inethod witl-i cp-divergeme to quãsicol-ivex progra~ninitlg 0x1 

R:. We prove, without assurnptio~i of boundedness leve1 to the ob jective function, 

that tlle generated secpence converges to  a stationary point. In addition, we also 

prove tl-iat wlieil the regularization paraineters go to zero, the secpence converges 

to an optimal solution. We observe the cornputational perforrnance of the classes of 

primal and dual affine scaling algorithms, accoinplisl-iing tests with linear programs 

frorn the NETLIB library. For the prima1 class we also experiment some quaclratic 

progratnming probleins described in tlne Maros ai-id Mészáros repository. We ve- 

rify the effectiveriess of the proximal algorithm i11 cjuasico~ivex problems o11 R: via, 

numerical experiinents accomplisl~ecl with tests problems ranclomly gerieratecl. 
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O objeto de estudo desta tese é a progranzaçiio mntenzdticn. Este ramo da pesquisa 

operncion,aí tem o propósito cle est~1da.r a teoria de problemas de ot.imizaçc?;o em 

espaços de dimensão finita e os conceitos e a irnplementação de métodos cle solução. 

Com um certo grau de elegância e simplicidade operacional, a otirniza@o é um 

princípio subjacente A análise de muitas decisões complexas ou problemas de clis- 

tribuição. Usando a metodologia da otimização, pode-se abordar rim problema de 

decisão co~nplexo, eilvolve~ido a seleção de va.loies para u~ i i  determi~iado níimeso de 

variáveis relacioiladas, focaildo a atenção em um único objetivo. Este objetivo, que 

pode ser lucro ou perda em um ce1i;isio de negócios, velocidade ou clistâ.ricia em 

um problema físico, retorno esperaclo em um ambiente de iilvestimeiltos de risco, 

ou eq~iilíbrio da previdência social no contexto de planejamento governamental é 

maximizaclo (ou minimizaclo, dependendo da formulação) sujeito a restrições que 

podem limitar a seleção dos valores das variáveis de decisão. 

Em muitas situações, será inipowível representar ~onipleta~merite todas as com- 

plexidades de iilterações das variáveis, restrições, e objetivos apropriados quando 

enfseiltando um problema de decisão complexo. Assim, como toda técnica cl~wlti- 

tativa de análise, uma particular formulação de otimização só deve ser considerada 

como uma aproximação. Portanto, liabilidade em modelagem para capturar os ele- 

mentos esse~iciais de um problema, e bom julgamento na interpretação de resultados 

são exigidos para obter concl~isões significativas. Estas exigências são aprimoradas 

pela compreensão completa da teoria pertinente e por experiência prática concreta. 

Problemas de Otirnização 
Um dos elenie~itos constituintes de um problema de otirnização é o coiljurito de 

variáveis ou parâmetros indepeildeiites, e frequentemente se incluem condições ou 



restrições que defiiiem valores aceitáveis das variáveis. Tais restrições são denomi- 

nadas aç restrições do problema e determinam siia região vi&el. O outro componente 

essencial de rim problema de otiinização é a medida de qualidade, denominada fz~nção 

objetivo que clepende de algum riiodo da3 va.riáveis. Uma solu@o de um problema de 

otiinização é um conjunto de valores permitidos das variáveis para os quais a função 

objetivo assume o valor Óti~no. Em termos da matemáatica, otiinização usua.lmente 

envolve inaximização ou ininimização. Podemos, por exemplo, desejar inaximizar 

lucros ou miniinizar perdas. 

Para propor técnicas cle solu~ão, é íitil assumir que os prohleinas de otimização 

podem ser colocados em uma forma padrão. Para evitar a necessidade de reformu- 

lação, é claramente desejável se1ecioria.r uma forma pâ.drã,o que surja natrzrallrnerite 

da natureza da maioria dos problemas de otimização. A forma geral do problema 

de otimização a ser considerada pode ser expressa nos seguirites termos: 

miiiimize, f (z) 
sujeito a ci(z) = O, i E I= - {1,2, ...; m/ )  

s ( x )  5 O, i E - {m/ + I, ..., m). 

A f~inção objetivo f e as funções restrições {ci) ( q ~ ~ e ,  toina.clas juntas, s5.o clenoini- 

nadas as funções do p~oblemn~a) são funções escalares de valor real. 

Programação Matemática 
Historicamente, a programação matemática marca o começo de um enorme movi- 

ineiito de unificação e generalização de temas atacados durante os anos 1945 a 1960, 

qiianclo Dantzig [24] propôs o tenno programação linear para o estudo de proble- 

mas teóricos e algorítmicos relacionados à otimização de funções lineares, sujeito a 

restrições 1inea.res. No mesmo sentido, Kuhn e Tucker [56] propuseram o termo pro- 

gl-amação niio-linear para o estudo de probleinas de otiinização não-linear com ou 

sem restrições. Proyrc~mação inteira foi sugerido por Gomory [35] para probleinas cle 

otimização onde as variáveis são restritas a tomar apenas valores inteiros, enq~ianto 

o termo progranznçEo diniimica foi aplicado por Bellman 1121 para descrever os pro- 

cessos de otiinizar sistemas dinâmicos (isto é, aqueles que se clesenvolvem ao longo 

do tempo). Apesar da aparente diversidade destes temas, percebeu-se progressiva- 

mente uma profunda semelha.nça entre as vá.rias classes cle problemass, em matéria de 

estruturas como também métodos, que levou a submetê-las a uina disciplina nova 

e maais a.mpla, a progmmação ~?zc~temáticc~. Esta termiiiologia reflete a íntima. re- 

lação entre a ativiclacle de an;íllise matemática de um problema e sua interpretação 



ec.onômica (a procura por programa econômico ótimo). 

A programação matemática é um ramo particularmente ativo da matemática 

aplicada. Ela oferece um ambiente conceitual adeq~~ado para a análise e a solução 

de muitos problemas importantes em enge~iharia e em outros campos, como exem- 

plificado abaixo: 

e Em pesquisa operacional: otimização de sistema técnico-ecoildinico (planeja- 

mento, econorilia), problemas de transporte, progra.niação, controle de estoque, 

etc. 

e Em análise numérica: aproximação, regressão, solução de sistemas lineares e 

não-lineares, métodos imméricos conectados com a implementação de métodos 

de elementos finitos, etc. 

e Em automação: identificação de sistemas, controle ótimo de sistemas, fil- 

tragem, prograinação de loja de trabalho, controle de robôs; etc. 

e Em engenba~sia: di~nensioiia~nento e otimizsção de estruturas, deseiivolvimeiito 

de sistemas técnicos complexos ótimos como sistemas de informação, redes de 

coinputadores, redes de transportes e de telecomuilicações, etc. 

e Em economia matemática: solução de grandes inoclelos inacroecon6micos (o 

modelo tipo Leoritiev e sua3 va~riações), inodelos microecoiiômicos ou niuclelos 

de empresa, teoria da decisão e teoria dos jogos. 

Problemas em todas as áreas da matemática, ciências aplicadas, engenl-iarias, 

economia,, administraçã,~, medicina e estatística podem ser interpreta.dos e resolvidos 

pela programação matemática. 

Métodos de Pontos Interiores 

Atualmente, os métodos clássicos para resolver problemas de otimização com 

restrições podem ser distinguidos a grosso modo em: métodos de pontos interiores, 

métodos de pontos ezteriores e métoclos de restrições ativas. Os métodos de pontos 

interiores, que é a classe em que estainos interessados nesta tese, operam no interior 

relativo da regiao viável do problema. 

Métodos de pontos interiores para programação matemática são conhecidos há 

muito ternpo e a.tualmente representa.~n um tema ceritral e riothvel da otimizaçã.~ 

com restrições. Mas não foi sempre assim. Principalmente na forma de métodos 



de barreira, técnicas de ponto interior foram extensamente usadas durante os anos 

sessenta para resolver problemas não-lineares restritos [31, 321. Porém, o uso cleles 

para programação linear não era nem mesmo coilsiderado por causa do domínio 

total do niétodo sirnplex de G. B. Dantizg [24]. Durante os anos setenta., os métodos 

de barreira foram substituídos por novas a.lternativas aparentemente mais eficientes 

como métodos de 1agra.ngeano aimeritado e métodos de programação q~~a.clrá~tica 

seqiiencial, veja Gill et al. 1341 para maiores detallies destes métodos. Pelo início 

dos anos oitenta, os inétodos de barreira foram considerados quase universalmente 

como um capí t~~lo  fechado na história da otimização. 

Este qmdro inudou drasticamente no meio dos anos 1980. Em 1904, Karinarkar 

armnciou um método i~iterior com complexidade em tempo-polinomial para progra- 

mação liilear. Em 1986, Gill et al. [33] estabeleceram uma conexão formal entre o 

meítodo de E<a.rmarka.r e os meítodos de barreira clássicos. Desde então, a busca por 

ilovos métodos interiores avançou muito e tão rápido que a influência destes inétodos 

transformou a teoria e a prática da otimizafão com restrições. 

Segundo Den Hertog 1251, os métodos de pontos interiores podem ser agrupados 

em quatro categorias (na ordem histórica): 

r Métodos seguidores da trajetória, 

B Métodos afim escala. 

e Métodos projetivos de redução poteilcial. 

-, Métodos afim de reduçao poteiicia.1. 

As diferenças entre estas classes são algumas vezes vagas e todos estes métodos 

baseiam-se em algumas noções e conceitos comuns. Pode-se ta.mbeím distinguir 

quando estes algoritinos são algoritmos apenas primais (apenas duais) ou algoritinos 

primais-duais. 

Objetivos e Escopo da Tese 
Nosso tralxilho está dividido em duas partes iildepeildentes. Na primeira parte, 

correspondente aos Capítulos 2, 3 e 4, abordamos algoritmos do tipo afim escala 

para prograinaçiio convexa com restrições lineares. Mais precisamente, apresentainos 

classes de a.lgoritmos a.fim escda prirnais e cluais que ge~~eraliza~~n certos a.lgoritnms 

conl-iecidos. Na segunda parte, correspoildente aos Capítulos 5, 6 e 7, malisainos o 



método de ponto proxzmal para a ininimização de f~inções quase-convexas sujeitas a 

restrições de não-negatividade. A seguir descrevemos o que será feito nos próximos 

capítulos. 

No Capítulo 2, corno forma de fundameiitação teórica., reunimos as principais 

definições e resultados básicos em p7-ogramaçiio convem úteis para nosso trabalho. 

No Capítulo 3, apresentamos as idéias básicas dos c~lgorztmos afim esccclu e um 

pouco de sua história. Exibimos o algoi-ztmo afim escala p-imab genei-alzzado de 

Pinto et al. [73] para prograinação convexa com restrições lineares. Em adição, 

propomos um algoritmo aJim esca.1~ dunl generalizado. Provamos também a con- 

vergência global deste algoritmo aplicado a probleinas de programação linear cujo 

d.~ia.l seja iião-degenerado. Os resriltaclos obtidos com os a.lgoiitinos afim escala pri- 

mal e dual generalizados, bem como o desempenlio coinputacional destes algoritinos, 

podem ser vistos em Cunha et al. [22]. 

O objetivo do Capítulo 4 é observar o desempenho computacioilal das classes de 

algoritmos afim escala descritas no Capítulo 3. Para isto, implementamos as famílias 

de algoritmos aplicadas a algrrns problemas de programação linear obtidos da bibli- 

oteca NETLIB. No caso da família primal, realizainos testes também com alguiw 

problemas cle programação yuaclrática descritos no repositório Maros e Mészáros. 

Os resultados obtidos em nossos experiinentos nos permitem comparar os algorit- 

mos afim escala generalizados com algoritmos afim escala clássicos (qua.riclo r = 1 

ou r = 2). 

No Capítulo 5, apresentamos definições e resultados básicos em programação 

quase-cowueza que consideramos importantes em nossa tese. 

O Capítulo 6 é dedicado à apresentação e análise do aZgorztmo de ponto yroxznznl 

com p-divergência para p.rogra.ma.çiio quase-conuexa.. Reservamos uma seção para 

apresentar a definição de p-divergêilcias, algumas de suas propriedades e listas alguns 

exemplos. Este capítulo corresponde ao tia-balho c1esenvolvido por Cunha et a.1. [23]. 

No Capítulo 7, verificamos a eficiência do algoritmo proxiinal estudado por meio 

de diversos experimentos numéricos realizados com problemas testes gerados alea- 

toriamente. 

Finalizamos com o Capítulo 8, onde fazemos nossas coiisiderações finais, apre- 

sentando algumas conclusões e sugestões de possíveis tral~alhos futuros de con- 

tinuidade. 



Apreserita.~nos rieste ca.pítulo, conceitos e resulta,clos básicos e111 progra,ma.@o con- 

vexa que são essenciais para o desenvolviinento de todo o trabalho. Nosso enfoque 

tem ein vista os aspectos teóricos que efetivamente contribuem para o desenvolvi- 

mento de algoritmos práticos. 

Coiwexidade é uina noção muito importante na teoria de otimização. Uma 

das propriedczcles rnais fortes obtidas com hipóteses de convexiclade (grosso modo, 

quando a função objetivo é convexa e a região viável do problema é um conjunto 

corivexo) em um problema de rniriimização é que as condições necessárias de oti- 

maliclade passam a ser suficientes. Em outras palavras, todo ponto estacionário 

torna-se uma solução do problema. Em particular, qualquer miniinizador local é 

global. A extensa teoria da análise convexa pode ser vista nos livros Hiriart-Urriity 

e Lernarécl~al [40], Rockafellar [80] ou Stoer e Witzgall [35]. 

Os resultados a-preseiitados neste capítulo são propriec1a.des bem co~iheciclas em 

programação convexa. Suas demonstrações podem ser vistas em literaturas básicas 

[li, 18, 59, 80, 941. 

2.1 Conjuntos Convexos 

Uin conjunto convexo se caracteriza por conter todos os segmentos ciijos extremos 

são pontos do coilj junto. 

Definição 2.1.1. ([ I l ] ,  Definiçno 2.1 .i, p.34) U m  conjunto C C IR" é convexo 

se o segmento de reta que liga quaisquer dois pontos de C pertencer tanzõém a C. 

Eqztiualentemente, o conjz~n~to C C R" é convexo se, e somente se, para. todo z, y E C 



Chamamos um poilto da forma X1zl + ... + Xkzk onde Ai + ... + AI, = 1 e Ai 2 0, 

s = 1  , . . . , k ,  uma combinc~çtio convezu dos pontos z1, . . . , z k .  A enwoltória convezu de 

um conjunto C ,  denotado por convC, é a interseção de todos os conjuntos convexos 

conterido C. 

Teorema 2.1.1, ((SO], Teorema 2.3, p.12) Para qualquer conjunto C' C lRn; convC 

consiste de todas és co~nbinações convexas de ele~nentos de C, isto é, 

onde k é um número inteiro positivo. 

Pode-se provar que convC é o menor coiijunto convexo que coritérn C. 

Convexidade é preservada por algumas operações algébricas, entre elas a inter- 

seção de co~~ju~itos.  

Exemplos importantes de conjuntos convexos são os subespaços de lRn, os semi- 

espaços em F, isto é, os conjuntos {z E 1R" I ( a ,  z )  5 c} ,  onde a E IR" e c E lR e 

os hiperplanos em lRn, isto é, os conjuntos { z  E lRn I (a, z) = c), onde a E lRn e 

c E IFE. Poliedros representam um caso especial importante de conjuntos convexos. 

Definição 2.1.2. ([l i] ,  DeJimição 2.6.2, p.54) Um conjunto S C lRn é cha.mado um 

poliedro se ele é é interseção de um nú~nero  Jinito de senzi-espaços fechados, isto é, 

onde ai é um vetol- não-nulo e bi é um escalar para i = 1, ..., 7n. 

Desde que uma. equa,ção pode ser represeritada por duas inequações, um poliedro 

pode ser representado por um níimero finito de inequações e/ou equações. Sendo a 

interseção de convexos um convexo, um poliedro é um coiijunto convexo fechado. 

São exemplos cle polieclros: o octante não-negativo de Rn, isto é, R", {(:r: E 

IRn I zi 2 O, i = 1, ..., n)  e os conjuntos {z I Az 5 b), { z  I Az = b, z 2 O} e 

{ x  I Az >_ Õ, z > O), oride A é urna matriz n7. x n e Z, é um vetor do IRn7'. 

Um poliedro pode ser descrito completamente por meio de seus pontos extremos 

e direções extremas. Este fato é f~inda,mental pam diversos procedimerltos em pro- 

gramação linear e não-linear. 



Definição 2.1.3. ( [ l l ] ,  Definição 2.6.2, p.55) Seja C C IF1'" um conjunto conwexo 

nGo-va.zio. Um vetor x E Bn é um ponto ezfiremo de C se  :c = X:zl + (1 - ,\):ra com 

zl, 2 2  E C,  e X E (O, 1) implica que x = x l  = 2 2 ,  isto é, z não pode ser  obtido conzo 

co~nbinação 1inen.r convexa de n e n h u m  par de pontos clistintos de C. 

Definição 2.1.4. ((211, Definição 2.6.3, p.56) Seja C C IR'" Z L ~  conjunto convexo 

fechcido, não-vazio. U m  vetor não-nulo d E IR" é unz.a í l i~eção,  ou  u m a  dti-eç6o de 

ilimitação, de C se para cada x 2: CC, x + Xd E C para todo X > O .  Duns  direções 

dl e da de C são d i t ~ ~ s  clistintas se di # ad2  para todo a > O. A cli..r.eção d de C é 

dita u m a  direção extrema. se ela não  pode ser escrita como  um.^ combinaçio linear 

positiva de duas direções distintas, isto é, se d = Xidi + X2dz para Ai, X a  > 0 ,  entiio 

d1 = a& pa.ra a.lgum a > 0. 

O resultado principal pode ser estabelecido como segue. Seja o poliedro da forma 

S = { x  I Az = b, x 2 0). Então, qualquer ponto em S pode ser representado como 

uma coml~iaação convexa de seus pontos extremos mais uma combinação linear não- 

negativa de suas direções extremas. Se S é limitado, ele riã,o cont6m dire@es, e assim 

qualquer ponto em S pode ser descrito como cond~inação convexa de seus pontos 

extremos. No teorema a.ba.ixo, está implícito cpe os pontos extremos e direções 

extremas de S são em ilúmero fiilito. 

Teorema 2.1.2. ( [ l i ] ,  Teo~enza  2.6.7, p. 60 - Teorema de Repre~en~tação)  Se ja  S 

um polied7-o nno-vazio e771 R."" sejam z l ,  ..., zk os pontos extremos de S e d l ,  .. ., dl 

as direções extrenzas de S .  Então,  x E S se, e somente se, x pode ser escrito como 

2.2 Funções Convexas 

Apresentamos aqiii algumas propriedades básicas de f~inções convexas e côncavas. 

Em particular, fornecemos caracterizações de funqões convexas diferenciá~reis. 

Definição 2.2.1. ( [ I l ] ,  Definição 3.1.1, p.79 e [do], Definiçiio 1.1.1, p.143) Seja 

C C lRn wn conjunto convexo não-vazio. A função f : C + R é c o n v e m  e m  C 



quando para quaisquer z ,  y E C e X E ( O ,  I), tem-se 

4 função f diz-se estritamente convem quando a desigualdade aczma é vel-dadeira 

como u n m  cEesigualdc~de estrita para todos distintos 3: e y e m  C e X E ( O ,  I ) .  A 

funçno f diz-se fortemente convexa com móclulo y > 0,  quando para quaisque7- x e 

y e m  C e X E [O,  I], tem-se 

A função f : C t lR é clzamada côncava, estritamente côncava ou fortemente 

cÔnrcavu en7, C confornae - f sejci, respectivam.ente, convexa, esbritamen,te convexa 

ou fortemente convexa e m  C.  

Uma função fortemente convexa é estritamente convexa, e uma f~inção estrita- 

mente convexa é convexa. 

A relação entre corivexidade de conjuntos e de f~inções é estabelecida 110 teorema 

seguinte que dá uma caracterização de funções convexas. 

Teorema 2.2.1. ([I 11, Teorema 3.2.2, 23.84) Seja. C um conjunto convexo não- vazio 

em 33'" A ft~nçlío f : C -+ R é convexa em C se, e somente se, o epigrafo de f ,  

epif = { ( a ,  a )  E C x R ( f (:z) 5 a )  6 convexo. 

Algumas operações algébricas como a. soma de múltiplos não nega.tivos de um 

número finito de funções convexas e o supremo de funções convexas preservam a 

convexidade. Sejam g : E -t IR. rima f~inção convexa e lz : IR t iR uma frinção 

convexa não-decrescente então, a função composta f : lRn + lR definida por f ( x )  = 

h [ g ( z ) ]  é uma função convexa. Se g : Ri' t R é uma frinção cóiicava e C = { z  I 
CJ(:E) > O} então, a função f : C -t R definida por f ( : E )  = -& é convexa sobre C. 

Os conjuntos de nível de uma função convexa são convexos. 

Teorema 2.2.2. ([ l i ] ,  Lema 3.1.2, p.80) Séja C um coqjunto com~e:xo não-vazio 

em lV e seja f : C 1 lR uma fz~nção convexa. Entlío, o conjunto de nivel nivf(a) = 

{ x  E C ( f ( z )  5 a )  é convexo pasm todo u t. E. 

Algumas vezes, este conjunto é c1la.rnado conjunto de nivel infirior, pa.ra 

diferenciá-lo do conjunto de nivel superio~- nivf (a) = {z E C / f ( r )  > a},  u E R, 

que tem proprieda,cles similares para fu~ições côncavas. 

Quando urna função é cliferenciável, a convexiclade admite caracterizações úteis. 



Teorema 2.2.3. ([I i], Teorema 3.3.3> p. SY e Teorenza 3.3.7, p. 91 - Caracterixações 

de Fmções Conve:r:as Diferenciáveis) Seja.mn C C IR" u m  conj'z~nto convexo e aberto 

e f : C t R t ~ m a  ftmçõo diferenciável enz C. Entõo, as propriedades seguintes sõo 

equivalentes: 

(i) 4 funçõo f é convem e m  C 

(ii) Para. todo :t. E C e todo y E C, 

(iii) Para todo 2 E C e todo y E C', 

Qua?zclo f é duas vezes diferencicivel e m  C ,  as propriedades acima tc~inbém sõo equi- 

valentes a: 

(iv) A ma,tr.ix Hessiana. de f é semidefinida positiva. e m  todo ponto de Cf,  isto k, 

( V " f ( z ) d , d )  2 0,  Vz  E C, Vd E R". 

2.3 Otimizaqão Convexa com Restriçóes 

Este capítulo da otimização pode ser visto, por exemplo, em Bazaraa et al. [ll], 

Luenberges [59] e Wrig-M [94]. 

Consideiemos o problema de otimização com restrições lineares 

(PORL) miiiimize, f ( u )  
sujeito a CIL = d 

G u  > h 
'(L E U; 

onde f : F --+ R é uma função diferenciável, U C lR7' é uin coiijunto aberto, C e 

G são matrizes, e d e k vetores. 

Definição 2.3.1. ([94], -Apêndice 4 ,  p.240) U m  ponto u* E lRn é uma soluçõo local 

de  (PORL) se: 

(i) É viável para. (PORL):  .ri.* E U, CIL* = d e Gu* 2 11. 



(ii) Existe um escalar p > O tal que f (u) 2 f (u*) para todo 71 vidvel com lIt~-u*ll < 

P.  

O ponto ZL* é uma soluçito local estrita se, e m  adição, f ( U )  > f (u" ) ,  pa:l~z todo u # u* 

com u vidvel e riu - u.11 < p. 

Estas definições podem ser extendidas para solução global e soluçtío global estrita 

tomando p = oo na definição local. 

As condi~ões necessárias de primeira ordem, também conliecidas como condições 

de E(a,rush-ICuhii-T~icker, ou coiidições K K T ,  são definida? no seguinte teorema.. 

Teorema 2.3.1. ([gd], Teorema. A. 1, p. 24 0 - Condições de Oti~na~lidnde) S7~ponha 

que u* é uma soluçiio local de (PORL) e que f é diferenciável e m  uma vizinlzança 

de d .  Então ezistenz vetores y e z tais que as seguintes condições uconteceni.: 

V f ( u * )  - cTy - G T z  = O 

CZL* = d 

Gu* 2 h 

z _ > o  

xT (GU* - h.) = O 

Os vetores y e x são os ~~zultiplicadores de Laagrange para as restriqões C u  = d 

e GZL 2 h, respectivainente. A coiidição (2.5) implica que para cada i ,  uma das 

componentes xi ou ( G ~ L *  - deve ser nula. Esta é conhecida como con.dição de 

co~izple~izental-idade, pois implica que coinponentes não nulas de zi ou (Gu* - h)i 

aparecem em l~ca~liza~ções complementares. 

Definição 2.3.2. ([94], Definiçito 1, p.241) Uma solução ZL" do problema (PORL) 

e os correspondentes ~nultiplicadores de Lagmnge ( y , z )  que satisfazenz (2.1)-(2.5) 

SUO estritamente conzplementcms se z f (Gu* - h) > 0. 

Esta definiçã~o, em conjunção com as coiidições (2.3)- (2.5), implica,m que para. 

qualquer índice i temos ou 



Se U é um coiljunto aberto convexo (W, por exemplo), então a região viável 

para (PORL) é um conjunto convexo (interseção de conjuntos convexos). Se a fknção 

objetivo f é também convexa no conjiinto viável, então (PORL) é um tipo de pro- 

blema de pro~ramação convexa. Mais especifica,n:ieiite, (PORL) é um problema de 

programação convexa com restrições lineares, que é uma classe em que estamos inter- 

essados. Neste caso, soluções 1oca.i~ e globais são relaciona.das da seguinte mmeira. 

Teoreina 2.3.2. ([94], Teorema A.2, p.240) Se  (PORL) for um problema de pro- 

g.rc~'tnc~ção convexa, então 

(a) A s  condições fMT são suficientes pa7-a u" ser uma solução global. Isto é, 

se existem. v e t o ~ e s  y e z tais que (2.1)- (2.5) são scitisfez'tc~s, então u" é uma 

solução global de (PORL). 

(b) Se, e m  adição, f é eskitamente convexa e m  sua região viável, então qualquer 

solução local é a, solz~çGo global definida. .imica.mente. 

Ot imiaaçáo Linear 

A Programação Linear é uma das áreas de grande sucesso da Otinzização devido A 

sua grande aplicabilidade em quase todos os setores do cotidiano, sendo objeto de 

estudo para economistas, analistas de finanças e engenheiros. Algumas referências 

básicas são Ba.za.raa et ai. [10, 111, Luenberger [59], C%vá-tal [H] e Wright [94]. 

O Problema de Prograinação Linear (PPL) foi forinulado na década de 30 e 

pela ineta.de da década de 40, Dantzig [24] apresentoii o algoritmo Simplez, urii dos 

mais interessantes algoritnios para resolvê-lo por ser simples e bastante eficiente na 

prática. Este algoritmo foi por quase quarenta anos o único método para resolver 

problemas lineares. Entretanto, no ano de 1992, Klee e Minty [53] apresentaram um 

problema teórico com 71 variáveis e 272 restrições para o qual o método resolvia em 

tempo exponericia,I ((2'" 1 iterações) , o que motivou a. pescl~iisa por um método que 

tivesse o clmnado deseinpenl-io polinoinial. 

Este objetivo foi alcançado por Khachian [51] em 1998, através de seu Métoclo de 

Elipsáides. Ele obtex~e solução do problema linear em O(n2L) iterações requerendo 

um total de 0(n4L) operações aritméticas, onde n é o número de variáveis e L 

representa o tamanho da palavra necessária para representar, em código binário, 



os dados do probleina. Todavia descobri~i-se que, apesar do algoritmo deseilvolvido 

por Kliachian possuir proprieclacles teóricas interessantes, era extremamente lento 

em problemas reais. 

Desse modo, podemos siritetiza.~ a sit~mção àquela época.. Tíiiha-mos, para a. 

otiinização linear: 

e O algoritmo simplex, de deseinpenlio excelente ein problemas do mundo real, 

mas de péssimo desen~penlio em estudo de pior caso. 

e O algoritmo de elipsóides, com belas propriedades teóricas, mas ineficiente na 

prática. 

Assim, permanecia o desafio pela existência de uin método com bons resultados 

teóricos e práticos. 

Em 1954 I=hsmarlrai. [48] publicou uin a.lgoritmo alterria.tivo com bons sesulta.dos 

teóricos e práticos. Mostrou, inclusive, que seu Método PI-ojetivo em certos caos  

era mais eficiente que o algoritmo simplex. Ele obteve O(nL) iterações e O ( T ~ ~ . ~ L )  

operações aritméticas. O mérito de Karmarlar foi considerar o problema linear conlo 

uin caso particular do problema de Otimiznç60 N6o Linear, nesse teinpo considerada 

como linha de pesquisa distinta. Depois da apresentação do método e coinpro~~ãcla 

sua eficiência prática, foi descoberta uma relação muito estreita entre o algoritmo de 

I<asma~rlcar e os inétoctos de ba.rreira,; ver por exemplo Gil1 et al. [33] e Renegas [76]. 

Esta relação levou ao renascimento dos métodos de pontos interiores e ao surgimento 

de métodos mais poderosos como os niétoclos psimais-duais. 

Usaremos a terminologia PPL para Problema de Programa@o Linear. 

Forma-Padrão de um PPL 
Para resolver uin PPL alguns algoritmos exigem a apresentação de seu modelo 

ein um formato deiloiniilado forma-yndriio. Dizemos que um PPL encontra-se na 

forma.-pa.clrão quando seu modelo é da.do por 

T miniinize, c z 
sujeito a Ax = b 

x 2 o 
A redução de um PPL qualquer à forma-padrão é uma tarefa. simples. Devido ii 

equivalência entre as diferentes formulações, não há perda de generalidade em coii- 

siclerar apenas a forma.-padrão. Cornp~itacionalmerite, algumas form~dações podem 

ser mais eficientes que outras para problemas e algoritmos específicos. 



Dualidade, Condiqões de Otimalidade e Conjeintos Soluções 
Consideremos o problema de programação linear 

(P) ininimize, cTx 
sujeito a Az = b 

z > o; 

onde z, c são vetores do R', b é vetor do E", e A é uma matriz m x 12. 

Associado a (P) est,á. outro problema de programa.çã.o linea#r chama.cto clual, que 

consiste em 
(D) rnaxiinize(,,,) BTy 

sujeito a A T y + s = c  
s 2 o, 

onde y  é vetor do RIRT7' e s  é vetor do lRn. 

As componentes de y  são chamadas vari6veis duais, enquanto s  é o vetor de folgas 

duais. O problema clual pode ser estabelecido mais compactamente eliminando s de 

(D) e reescrevendo as restrições como ATy 5 C. 

O problema (P) é cha-mado prima1 e os dois problemas juntos s5.o referidos como 

par p7-imal-clual. 

Denotasemos os conjuntos das soluções viáveis e das soluções estrita.mente viikeis 

do problema (P) por P+ e P", respectivamente. Similarmente, 73' e D'+ indicam, 

respectivamente, os conjuntos das soluções viáveis e das soluções estritamente viáveis 

do problema (D). Portanto, temos 

P' { z  E lR7' 1 Ax = b, x  2,> 0) ;  

P++ = {:r€lRn I A x =  b, x > 0 ) ;  

73+ = { ( y ,  s )  E E7 x IR'" I ATy + s  = c, s 2 0);  

D++ { ( ~ , s )  E IRm x lRn I A T y + s  = c, s > 0).  

Teorema 2.4.1. ([2 01: Teorema 3.3, p. 92 - Teorema P~~'n~damen.tal cEa Progranzc~çifo 

Linear) Suponft.a, que o conjunto P' das solz~ções viáveis do problema (P)  é n6o- 

vazio. Entiío, o problema (P) ou é ilimitado inferiormente, isto é, cTx - -oo7 OZL 

existe um vértice v tal que 

cTv < cTx,tjz E P+. 

As condições algébricas que devem ser satisfeitas pelas soluqões de um PPL 

são derivadas de princípios primitivos da teoria da dualidade e podem também ser 

e~ta~belecidas como casos especia-is das condições de otimaliclade para um problema. 



geral de otimização com restrições. Considerando a segunda opção, as condições de 

otimalidacle para ( P )  derivam de (2.1)-(2.5) e são estabelecidas como segue. 

Teorema 2.4.2. ([94], Capitulo I ,  p.4 - Condições de Otimalidade) O vetor z E R" 

é uma solução de (P) se, e somente se, existem vetores s E lRn e y E lRm para os 

quais as seguintes condições acontece~n: 

A T y + s  = C 

Az = b 

ZiS i  = O, i = I ,  ...,n 

(w) 2 O 

Demonstração. É obtida como particularização dos Teoremas 2.3.1 e 23.2 ,  

Note que na equação a,nterior os inultiplicadores de Lagrange &o denotados pelos 

mesmos símbolos y e s - que usamos para as variáveis do problema dual (D). Isto não 

é por acaso, pois se auplicac?rmos as condições KKT ao problenm dual, encoritranios 

as mesinas condições estabelecidas em (2.6)-(2.9). Esta observação ciucial define a 

relação entre os problemas prima1 e dual. Formalmente, as coildições de otimalidade 

para o clual são estabeleciclas como segue: 

Teoreina 2.4.3. ([94], Capitulo i, p.4) O vetor (y*, s*) E R"" W é é ~ m a  solz~ção 

de (D) se, e somente se, eziste um vetor 2* E lRn ta.1 que as condi@es (2.6)-(2.9) 

acontecem para (z, y, s )  = (z*, y*, s*).  

Exaninando as condições de KKT de ambos os pontos de vista, prima1 e dud,  

coilcl~iímos que 

CorolBrio 2.4.1. ([94], Capitulo i, p.4) U m  vetor (:c*, y*, s*) resolve (2.6)-(2.9) se, 

e somente se, z* resolve o problema prima1 (P) e (y*, s*) resolve o problema dz~.al 

(D). O vetor (z*, y*, s*) é c h n a d o  soluçiio przmal-dual. 

A teoria de dualidade explica a relação entre os dois problemas ( P )  e (D). O 

conjunto viável e o conjunto solução para o priinal dizem-nos muito sobre o dual, e 

vice-versa. 



Lema 2.4.1. ([59], Seçiio 4.2, p.89 - Lema da Dualidade Fraca) Dados quaisqz~er 

vetares viáveis :E pa;ra. (P) e ( y ,  s )  pam (D), temos que 

Demo.tzst~-ltção. Sejam z viável para ( P )  e ( y ,  s )  viável para ( D ) ,  então 

T T T T T T c z - b  y = c  z - ( A z )  y = c  z - z T A T y = z  ( c - A T Y ) = z T s > O  

Portanto, cTz 2 bTy. 

Em outras palavras, a função objetivo dual dá um limite inferior para a função 

objetivo prinia.1, e a primal dá, uin limite superior pa.ra a dual. 

A função h : (P', D+) + lR+ definida por 

T T T h. ( z ,  y ,  s )  = c z - b y = z s, 

é cl-iainada gap de dualidade. 

Se ternos um ponto (2" , y", s*) que sa.tisfaz todas as qcluatro condições (2.6)-(2.9) 

segue de ( ~ " ) ~ s *  = O que cTs* = bTy*, assim OS valores ótimos para os proble- 

inas primal e dual coincidein. Analogainente, se temos (z*, y", 3%) que satisfaz as 

conclições (2.6),  (2.7) e (2 .9)  e a igualdade bTy* = cTz* então (z*,  y*, s*) resolve o 

problema priinal-dual. 

Supondo que o problema primal-dual tenha solução, deiiotamos o va.lor ótimo 

coinuin por Z*, isto é, 

bTY" = Z* = (2.10) 

Desde que cTx > cTs*,  V z  priinal viável e bTy < bTy', V ( y , s )  dual viável, 

p ocleinos escrever 

( : E ,  y,  S )  E F + bTy 5 Z* 5 cTz ,  

onde F = ( ( 2 ,  y ,  s )  I Az = b, ATy + s = C ,  (x, S )  > 0 )  é O conj~~nto primal-c1ua.l 

viável. 

Usaiiios O p  e RD para denotar, respectivamente, os conjuntos de soluç.ões priinal 

e dual: 

1;2p = { z *  1 z* resolve ( P ) ) ,  RD = { ( y * ,  s*) / (y* ,  s*) resolve (D)) 



Pode-se ver que o conjiinto solução primal-dual R é exatamente o produto carte- 

siano 

R = Qp x RD = {(z", y', s X )  satisfazendo (2.6) - (2.9)) 

Os conjuntos sol~ições flp, RD e R são todos fechados. Esta a-firmação é facil- 

mente verificada no caso cle Rp se usamos a seguinte caracterização equivalente 

onde Z* é o valor objetivo ótimo definido ein (2.10). Esta definição mostra que fip 

é uma interseqão de subconj~~ntos fechados cio lR7' e, portaSntoi é fechado. Lógica. 

sitnilar é aplicada para RD e R. 

A parte (b) do teorema seguinte é conhecida como Teorema da Dzialiclade da 

Programação Linear. 

Teorema 2.4.4. ([94], Teorenza 2.1, p.25) Os seguintes e~zunciados siio verclac1ei1-os. 

1. Se os pl-oblemas prima1 e dual são ambos vibveis (F # o), o conjunto das 

soluções primal-clzial é .~z.iio-va~io. 

2. Se u m  dos proble~nas ( P )  ou (D)  tem. urna soluçCo Ótitna, o outro também tem., 

e os valores das fz~ngões objetivo siio iguais. 

Pode acontecer que o problema priina.1 ou dual (possiveline~ite ambos) seja in- 

viável. Quando exatamente um dos dois problemas é invihvel, o Teorema 2.4.4 

diz-nos algo sobre o outro problema, como explica~nos no resultado segriinte. 

Corolário 2.4.2. (m/, Coroln'l-io 2.2, p.25) Suponha que o problenza prinzal (P) 

é viável. Entiio sua fz~nçiio objetivo cT:r é 1im.itada infe~iormente e m  st~a. região 

vidvel se, e somente se, o problema dtinl (D) é viável. ,Szmilnr~nente, sz~ponha que o 

prob1em.a dual (D) é viável. Então sua função objetivo BTy é 1im.itada superior~nen~te 

em su.a ~egiiio vibvel se, e somente se, o pl-oblema prinzal (P) é vibvel. 

O Teoreina 2.4.4 e o Corolário 2.4.2 indicam que as propriedades do conjunto 

solução primal Rp são estreitamente relacionadas com a existência de pontos viáveis 

para o problema dual (e, si~nila~rmeilte, RD e o conjunto primal viável). 

Uma condição obvia.inente ~~tilizada em todos os inét.0~10~ de pontSos interiores 

priinais-duais é a viabilidade estrita das variáveis primais e duais. Pode-se provar 

que est,a co~icliçã~o é necessária e suficiente pa.ra obter lirnita#çã,o dos conjuntos de 

soliiçóes ótimas Rp e {s* ( (y*, s*) E RD para algum y* E Em).  



Teorema 2.4.5. ([gd], Teorenza 2.3, p.26) Suponha que os proble~nas prima1 (P) 

e dual (D) são viáveis, isto é, .F # 0. Então, se o problema. dual t e m  um ponto 

estritamente viável, o conjunto de soluções prinzais Q p  é não-vazio e limitado. Si- 

m.%lar~ne.nte, se o problema prima1 t e m  um ponto estritamente vicivel, o conjunto 

{s* ( (y* ,  s*) E para algz~m y* E IRnL), 

é não-vazio e limitado. 



Neste capítulo apresentamos a classe de algoritinos afim escala primais para progra- 

mação convexa com restrições lirieares de Pinto et asl. [73] e propomos uma classe 

cle algoritmos afim escala duais para programação linear que generaliza, por meio 

de uin parâmetro r ,  o algoritmo afim escala dual de Adler et al. [I]. 

3.1 Introdução 

O a.lgoritmo a.fiin e s d a  (o métoclo primal) surge a pa,rtir de 1985 como urna sim- 

plificação do algoritino que I<armarliai- [48] publicou em 1984 e que foi objeto de 

estudo por vários niatemáticos. Mais ta,& clescobriu-se que esse algoritmo já exis- 

tia desde 1967, publicaclo por Dikin 1261 na União Soviética, mas clesconhecido pela 

comunidade científica ocidental. 

Devido a sua importância teórica e prática vários artigos estudando a convergên- 

cia global e local do algoritino afim escala e sua associação com trajetórias contínuas 

têm sido publicados. 

Nossa motivação para o trabalho com métodos afim escala generalizados vem de: 

e Pinto et al. [43] (2002): propõe unia classe de algoritinos afim escala poten- 

cial para programação convexa com restrições lineares que generaliza alguns 

a.lgoritmos conhecidos. 

e Monteiro et al. [69] (1993): apresenta uina prova simplificada da coilvergência 

global do a.lgoritmo a.fim escala. prima1 aplicado a problema3 cle programa.ção 

linear para a versão de passo longo. 

Sa.igal [53] (1993) : apresenta a prova de convergência de unia genera.lização do 



algoritmo afiin escala prima1 aplicado a problemas de programação linear. 

0 Acller et al. [I] (1989): apresenta uma implementação em série de potências 

da variante afim escala dual para programação linear. 

Citamos ainda: 

e Cunha et al. [22] (2005): a,presenta generaliza.ções (10s a.lgorit,mos a.fim escala 

prima1 e diial e onde são apresentaclos resultaclos computacionais que permitem 

fazer alguma coinpara@o dos algoritmos afim escala generalizados com certos 

algoritmos afim escala clássicos. 

3.2 Algoritmos Afim Escala 

Entre todas as variantes relatadas do algoritmo original de Karinarlm, a aproxima- 

ção c~ji772 escala atra.iu especialmerite a ateilç&o dos pesquisadores. Esta aproxima.ção 

usa uma simples tí-nnsfom~~açiio afim para substituir a tm~~sfol-rnnçGo pl-ojetiva ori- 

gim1 de ICaci.rmarkar e permite trabalhar com o probleina de progiamaçã.~ liiieasr na. 

forma-padrão. A estrutura especial siinplex requerida pelo algoritmo de Karmarlar 

é relaxada. 

O algoritmo afim escala (o método priinal) foi inicialmente introduzido em 1967 

pelo mateinático Russo I. Dikin [26], que publicou sua prova de convergência, sob 

a hipótese de não-degenerescência prima.1, eni 1974 [27]. Em 1985, o algoritmo 

afiin escala foi redescoberto pela comunidade ocidental por Bariles [8], ICarmarkas 

e Ra.malu.ishila.ri [49] e TJanderbei et al. [93]. Seguindo o algoritmo projetivci escala 

introcluzido por Karmarlm- [45] em 1984, eles propuseram o algoritino afiin escala 

para resolver o problema de programação linear na forma-padrão. Ambos Vanderbei 

et a1. e Barnes assumiram não-clegenerescência prima1 e clual na análise de con- 

vergência global, mas em oposição à versão elipsoidal de Barnes e Dikin, Vanderbei 

et al. estudara,ín a versão de passos longos do algoritmo afim esca,la para clmlq~~er 

X E (O; 1). Uma prova de convergência global (sem hipótese de ilão-degenerescêilcia) 

foi dada por Tsuchiya e Muraaniatsu [91] para versão de passos longos com X 5 213. 

Uma prova mais simples deste resultado foi desenvolvida por Monteiro et al. [69]. 

Tsucliiya e Monteiro [90] desenvolveram tainbéin versão acelerada do método, que 

atinge convergência superliriear. 



Este algoritmo simples f~inciona bem na prática, e vários resultados demons- 

trando boa performance computacional são referenciados em [I, 2, 70, 791. Apesar 

de siia grande performance na prática, alguns problenlas teóricos ou relacionados às 

implernerltações devem ser mericionados. 

O primeiro problema a ser discutido é a coilvei-gência global, que é uma das 

propriedades funda~mentais a ser mostra.da do ponto de vista teórico. VA.sios a.rtigos 

têm sido publicados sobre este problema [3,8 ,  29,931 sob várias escolhas de tainanho 

de passo e hipóteses de não-degenerescência; veja [39] para uma visão geral. Como no 

algoritmo simples, esta análise torna-se particularmente clifícil quando removemos 

a condição de não-degenerescência. Muitas das implementaqões eficientes adotam 

o procedimento de passo-longo para a escolha do tanla,nho-de-passo proposta. por 

Vanderbei et al. 1931 que determina a próxima iterada no ponto obtido procedendo 

uma proporção (fixa) X < 1 ela, distância à fronteira.. Usua.lmente X é tornado entre 

0.9 e 0.99. 

O segundo problema concerne à terminação do algoritmo e à recriperação da 

solução ótima dual. Em contraste aos algoritmos de pontos interiores primais-duais 

[54, 55, 67, 681, o algoritino afim escala prima1 gera uma seqiiência apenas no espaço 

c10 problema primal, e não há soliição dual viável calculada durante as iterações. 

Esta é uma séria desvmtagein do algoritino, desde que sem soluções duais viáveis, 

é muito difícil saber que as iteradas aproximan~-se da face ótima para parar as 

iterações. Para remediar este problema, calculamos uma quantidade chamada esti- 

mntivn dunl que satisfaz apenas as restrições de igualdade linear do problema dual 

[8, 29, 931, esperando sua convergência para uma solução ótima do probleina duâl. 

Se a convergência é confirmada teoricamente sob hipóteses realísticas do ponto de 

vista de implementação, obtemos uin significativo (e poderoso) critério de parada 

calculando o gap de dualidade. Entretanto, novamente a existência de degeneração 

torna o problema difícil. A corivergêricia da estimativa dual é mostra.cla apenas 

sob hipótese de ilão-degeilerescêiicia em [8, 27, 931 ou, se não requeremos qualquer 

hipótese de 11ã.o-degeilerescê~icia, em [89, 921 para versões cle passo-curto, em [69, 911 

para versões cle passo-longo ou para versões contínuas em [3]. 

Um algoritmo similar, o chamado algoritmo afim escala dual, foi desenvolvido e 

impleinentado por Acller et al. [I] para problemas na forma de desigualdacles. Eles 

ainda compararam sua implementação coa  o código simplex MINOS 4.1 [72]. O 

a.lgoritmo afim escala dual está entre os primeiros métodos de pontos interiores a 



ser mostrado como uma alternativa competitiva ao método simplex. 

Apesar de seu sucesso na prática, nenliuma prova de tempo polinomial foi dada 

para as variantes primal ou dual do algoritmo. 

Finalmente, rio que se refere à coinplexidade, o trabdho de Megido e Sli~ib [66] 

indicou que a trajetória conduzindo para a solução ótima dada pelos algoritmos afim 

escala depericlem da solução de paartida. Uma solução inicial ruim, que está muito 

próxima de um vértice do domínio viável, pode resultar em uina longa trajetória 

passando por todos os vértices. Todavia, a complexidade em tempo-polinomial dos 

algoritmos afim escala primal e dual pode ser restabelecicla incorporando uina f~inção 

barreira logarítmica na fronteira do octaiite positivo para evitar que uma solução 

interior seja "presal'pelo comp~rta~rne~ito limite. 

Ao longo desta direção, uma terceira variante, o cllainado algoritino afim escala 

primal-dual, foi a-preseritado e ariaiisado por Monteiro et ai. [68] e também por 

Kojima et al. [%I. A coinplexidade em tempo-polinoinial foi alcançada com sucesso 

mas, por usar passos muito curtos, tornava o algoritmo impraticável. 

Ideias Básicas dos Algoritmos Afim Escala 
Os dois princípios fuiidainentais que guiam os algoritmos afim escala são: 

e Se a solução interior atual está próxima do centro do politopo, então faz sentido 

mover na direção de máximo declive da f~inção objetivo para alcanças um valor 

mínimo. 

e Uma transformação apropriada é aplicada ao espaço solução tal que a solução 

interior atual é colocada próxima do centro no espaço solução transformado. 

Na forin~ilação de Karmarkar, a estrutura siii~plex 

e seu centro e/n = (l/n., l /n ,  . . . , l/n)T foi introduzida proposita~lmente para seas- 

lização das idéias acima. Quando trabalhamos diretamente com o problema na 

forma-padrão, a estrutura simplex não está disponível, e o domínio viável pode vir 

a ser um conjunto poliédrico ilimitado. Toda a estrutura restante é a interseção do 

espaço afim {z E I Az = b)  formado pelas restrições explícitas com o octante 

positivo {s. E IRn- I z 2 0) definido pelas restrições de iião-negativic1a.de. É óbvio que 

o octante não-negativo não tem um "ceiltro"rea1. Entretaiito, se nos posicionainos 



no ponto e = (1,1, ..., I ) ~ ,  ao menos ainda guardamos distância igual de cada faceta 

ou "parede"c10 octante não-negativo. Quando a distância do movimento é menor 

que uma unidade, qualquer novo ponto que desloca de e permanece no interior do 

octa.rite não-11ega.tivo. Conseqkentemente, se estamos habilitados a ericoritrar uma. 

transforinação apropriada que inapeie a solução interior atual para o ponto e ,  então, 

em paxalelo com o algoritmo projetivo escala de Ebxmarkar , podemos esta-belecer 

uma estratégia modificada como segue: 

Tome u m a  solução interior, aplique a transfomnação apropriada no espaço 

soluçlío tal que mude  a soluçao a.tual para e no espaço transfosl-mado, e então ca- 

minhe n a  direçiio de  m6ximo declive no  espaço nulo transfor~nado das restrições 

explicitas, nxas não todo carnin~ho para as barreims de não-negati.uzdac1e para man- 

ter a condição de u m a  solução interior. Então tome a t rans fo~mação inversa para 

mapear a solz~çcCo melhoradcc de volta para o espaço soíuç6o original como u m a  nova 

solução intel-ior. Repita este processo até a otimalidade ou outras condzções de 

parada serem encontradas. 

3.3 Algoritmo Afim Escala Prima1 Generalizado 
(GPAS) 

Nesta seção, apresentainos a classe de algoritinos afim escala primais para progra- 

mação convexa com restrições lineares de Pinto et al. [73]. Esta classe generaliza 

os algoritinos propostos por Gonzaga e Carlos [36] e por Eggermont [S9], cuja con- 

vergência foi estudada por Iusein [41]. 

No caso prticular de programa.ção linear, esta cla.sse é similar à, classe afim escala 

potencial de Saigal [83], cujos resultados de convergência são válidos inclusive para 

o caso degenerado. 

Liinitainos-nos a apresentar o algoritino e a verificar que ele é de pontos interiores. 

Os resultados de convergência obtidos para esta classe podem ser vistos em Pinto 

et al. [73], onde é também mostrado que a direção afim escala priinal é o oposto do 

gradiente de f . 

Consideremos o problema 

(PCRL) minimize, f ( x )  
sujeitoa Az=b 

n: > o, 



onde a função objetivo f : R"'. -+ R é uma fuiição diferenciável e convexa, A é uma 

matriz m. x n e b um vetor do R m .  

Desde que f é convexa, z* é uma solução para (PCRL) se, e somente se, existirem 

rnultiplicadores lagra,ngeanos s* E R'" e y* E lRm, ta.is que 

ATy*+s* = Vf(z*) 
Az* = b 
z*s* % % = O, i = 1, ..., 7% 

(z*, s*) 2 o. 

Se (AX:AT)-' existe, alguns cálciilos simples levam (3.1) para. 

onde S, diag(z*) e r é um número maior ou igual a 1. 

Portanto, é natural coiisiderar as seguintes funções que são usadas na descrição 

e análise da classe afim escala primal. Para todo z E R:+, sejam 

onde X r diag(z) e r > 1. 

Sob a hipótese de não-degenerescêilcia priinal, todas as funções acima podem ser 

esteiididas pausa %'+ = {z E E'', I Az = b,  z > 0). 

O pseudocódigo abaixo apresenta o algoritmo afim escala primal generalizado 

(GPAS) descrito ein [731. 

Algoritmo GPAS: 

inicialização: Dados (A, b, c, z0 E P++, critério de parada, ,ú' > O e 6 E (O, 1)) 

k = O  

enquanto critério de parada não satisfeito 



fim enqiiant o 

fim Algoritmo GPAS 

onde ~ ( v )  denota a maior componente de v. 

As direções propostaas por Eggermont [29] e por Gonzaga e Carlos [36] são casos 

particulares das direções produzidas pelo algoritmo GPAS quando r = 1 ou r = 2, 

respe~tiva~mente. 

Uma consequência imediata é o fato de que o algoritmo é um método de pontos 

interiores. 

De fato, para 2% E++, 1, 2 0, ocorre 

caso contrário, temos 
L k - l k  6 /L" 

t Q i )  a. < - < 1. 
- P+p" 

Portanto, 1 - tk(zf)-'d! > O. Desde que z0 > O, a afirmação segue por indução. 

Pa.ra. ga.ra,ntir um largo intervaJo de busca [O, ak] ,  os futores de segurança 6 e P 
devem ser, respectivamente, próximo de 1 e próximo de O. 

A classe de algoritmos afim escala prima1 acima é analisada ein 1731 sob as 

seguintes hipóteses: 

H1: posto(A) = m; 

H2: f é convexa e conti~i~iamente diferenciável; 

H3: O problema (PCRL) tem uma solução interior viável, isto é, E++ # 0; 
H4: O conjunto de nível wivf(f (zO)) = {z E E++ I f (z) < f (zO)} é limitado; 

H5: O problema (PCRL) é não-degenerado. 

Os resultados de convergência obtidos foram de convergência fraca, a saber: 

1. A seqiiência {f (ãk)} é monótona decrescente e convergente. 

2. Xksk 4 o. 

3. A seqiiência {zk} é limitada. 

4. (%'"+I - zk)  t O. 

5. Qualquer ponto de acumulação de {z-9 resolve (PCRL). 



3.4 Algoritmo Afim Escala Dual Generalizado 
(GDAS) 

Nesta seção, propomos urna classe de a,lgoritmos afim escala cluais para progra.mação 

linear que generaliza, por meio cle um parâmetro r ,  o algoritmo afiin escala dual de 

Adler et al. [I]. Esta classe é construída através da transformação dada pela potência 

S-', r 2 1, onde S é a matriz diagonal do vetor de iteradas. 

O algoritino afiin escala dual tem mostrado boa perforinance na prática em 

problema de progmmaçã.~ 1inea.r [I, 2, 50, 701, problemas de fl~lxo em redes de 1a.rga- 

escala [79] e problemas de atribuição de larga-escala [77, 781. 

Como o primal, o algoritmo afim escala dud  ta.mbém consiste de três pa.rtes 

essenciais, a saber, começando com urna solução diial viável interior, mover para 

Lima solução interior inellior, e parar com uma solução dual ótima. 

Dados c e z vetores do Rn, b e y  vetores do lRm e A uma matriz m. x n, consi- 

deraremos o problema de programação linear 

(PL) niiiiimize, cTz  
sujeito a Ax = b 

z 2 o, 

e seu dual 
(DL)  inaxiinize, bT y  

s~ijeitoa 4 T y 5 ~ .  

Introcluzindo variáveis de folga à formiila~ão de (DL), temos 

(DL) m a ~ i m i z e ~ , , ~  bTy 
sujeito a A T y $ s = c  

2 o, 

onde s é o na-vetor de variheis de folga. 

O algoritmo afim escala dual resolve o problema de programação linear (PL), 

resolvendo indiretamente seu dual (DL) . 
o o O algoritino começa com urna solução inicial yo E IRm tal que (y , s ) E D f + ,  

onde 
D++ = { ( y ,  s) E .En7, x lR7'. I + s = c, s > O ) ,  

1 2  e gera uma seqüência de pontos interiores viáveis { y  , y , ..., y k ,  ...} que crescem 

monotonica~me~ite o valor da f~iiição objetivo, isto é, 



terminando quando um cr i t é~ io  de parada a ser discutido depois é satisfeito. 

Como usual, nossa varia.nte afim do algoritmo de I<armarlcar consiste de uma 

operação de escala aplicada a (DL), seguido por um procedimento de busca que de- 

termina a próxima iterada. Em cada iteração k ,  com yk e s%omo iteradas correntes, 

a transformação linear aplicada ao espaço solução, denominada transfor~na,ção afim 

escala dunl, é dada por 
-f/2 3 = S k  S ,  

onde Sk = diag(sk) e r é um número ma.ior ou igual a 1. 

Em termos das variáveis cle folga escaladas, o problema (DL), pode ser reescrito 

como 
(DL) maximize(,,) By 

sujeito a ATy + 5'~'~; = C (3.5) 
2 2 0  

Sob a hipótese de posto completo para AT, há uma relação bijetiva entre o 

conjunto das soluções viáveis pa,ra (DL), 

e o conjunto clas folgas viáxeis escalaclas para (a), 
i? = {s E lR1' 1 31~ E Y, ATy + ~ 1 1 ' ~ ~  = c ) ,  

dada por 

e 

Similaormente, existe também uma correspoiiclêi~cia bijetiva. rela.cioiianc10 a3 di- 

reções dy em Y e d3 em 3, com 

Observe de (3.8) que a. direção viável em 3 perteiice ao espaço imagem de 
1-12 T 5'; A .  



Coino em outras apresentações de variantes afim do algoritmo de ICarmarkar, 

o gradiente projetado da função objetivo com respeito às variáveis escaladas é a 

direção de busca selecionada em cada iteração. 

Desde que apenas as variáveis de folga são mudadas pela tra.nsformação afim, 

usando (DL) e (3.7), o gradiente da função objetivo com respeito a 3 é, 

que pertence ao espaço imagem de s ; ~ ~ ~ A ~ .  Conseqüentemente, a projeção é 
A 

desnecess&ria e a direçiio de busca em S é dada por 

De (3.9) e (3.10): calculanios a direçã,o viável correspoiidente em Y, 

A direção viável corresponclente para as folgas não-escaladas é obtida aplicando a 

transformação afim inversa a di', 

Ilimitação é detectada se ds 2 0, no caso de b # O. De outra forma, a próxima 

iterada é ca.lcula,da toma.11~10 o má.ximo passo viável na c1ireçã.o cls, e retra.indo de 

volta para um ponto interior de acordo com um fator de segurança y, 0 < y < 1, 

isto é, 
yk+ l  = k Y + ady, (3.13) 

onde 

a = y x min{-s;/(ds), / < O,  i = I,  . . . , n). (3.14) 

Em cada iteração, uma tentativa de solução prima1 é dada por 

É fácil checar que Azk = b, mas x'" pode não ser necessariamente positivo. 

A forrnulaçã,~ mima segue passa projeções inexatas sem perda de viabiliclacle, ou 

seja, mesmo que cly não seja calculada exatamente em (3.11), ainda podemos obter 

um par de direções viáveis calculando 



O algoritmo afim escala dual generalizado (GDAS) esbopdo acima pode ser 

descrito no seguinte pseudocódigo. 

Algoritmo GDAS: 

inicialização: D d o s  (A, b, c, y0 I (yO, sO) E D++, critério de peruda e y E (O, 1)) 

enquanto critério de purudu 11ã.o satisfeito 

fim enq~iant o 

fim Algoritnio GDAS 

Quando r = 2, o algoritino GDAS recluz-se ao algoritmo afim escala dual de 

Adler et al. [I]. 

3.5 Convergência do Algoritmo GDAS 

Provaremos agora a convergência do algoritmo afim escala dual generalizado sob as 

segrrintes hipóteses: 

H1: posto(A) = m; 

H2: b # 0; 

H3: O problema (DL) tem uma solução interior viável, isto é, D+' # 0; 
H4: O problema (PL) tem uma soluç.ão viável; 

H5: O problema (DL) é não-degenerado. 

Iiltroduzimos agora algumas f~~nç.ões que são usadas na descrição e lia análise do 

algoritmo afim escala dual generalizaclo. Para todo s E R:+, sejam 

onde S diag(s) e r 2 1. 



x(s) C chamada estimativa primal associada com o ponto s e o par (dy(s), ds(s)) 

é referido como par de direções afim escda daal associado com S. 

E fácil notar que a hipótese H1 implica que a inversa de 14S-TAT existe para 

tocio s > 0. 

De fato, suponha que a inversa de AS-'AT não exista para algum s > O,  ou seja, 

A S - ' A ~ ~  = O para algum y E lRm, y # O 

Assim, 3y E lR7", y # O tal que 

Logo, devenlos ter s-'-12ATy = O. Desde que é invertível; esta igmldade 

implica em ATy = O. Portanto, y, (AT)i = 0, com yi # O para algum i, onde 

(AT) i representa a i - ésinm coluna de AT. Absurdo, pois as linhas de A, e portanto 

as colunas de AT, são L.I., já que posto(A) = m. Logo A P T A T  é invertível. 

Note ainda que as hipóteses H1-H4 implicam que se (y, s) E V+' então ds deve 

ter ao menos uma componente negatis~a. 

De fato, supondo que 3(y, s) E D++ tal que ds 2 0, temos: 

Se cls = 0, temos -ATdy = O. Desde que A tem posto ni., esta igua.lcla,cle implica 

em dy = O. Assim, (AS-'AT)-lb = O e, então, b = O. Mas, isto contradiz a hipótese 

H2. 

Se ds 2 0, com ds # 0, definindo y(t) = y + tdy e s(t) = s + tds, temos 

(y(t),s(t)) E D++, para t 2 O. Quando t -t +m; temos bTy(t) = bTy + tbTdy = 

bTy + tbT(ASPrAT)-lb _+ +m, pois bT(AS-TAT)-lb > O por hipóteses H1 e H2 e, 

pelo Corolário 2.4.2, isto contradiz a hipótese H4. 

Assim, a expressão que determina yk+' no algoritmo afim escala estâ bem- 

definida. 

O resultado seguinte fornece caracterizações da direção a.fim esca.la dual dy(s) e 

da estimativa priinal x(s) como soluções ótimas de certos problemas de programação 

q~iaclrática. 

Proposição 3.5.1. As seguintes propriedades são verdadeiras: 

(a) Para todo s > 0, dy(s) = .dbT(A~-'AT)-lb u(s); onde u(s) é a linica solução 

do seguinte problema de Programação Qundl-ática: 

maximixe, bTu 
sujeito u uTAS-"ATu 5 1. 

(3.20) 



(b) Para todo s > O, z(s) é a 6nica solução do seguinte problema de Programaçiio 

Quadrát.ica: 

minimize, 1 1 1  ~ ' 1 ~ 3 ;  1 / 
sujeito a Az = b. 

onde S E diag(s). 

Demo~zstração. Desde que a solução de (3.20) pertencerá a fronteira do elipsóide, 

usa.ndo a teoria la.gsa.ngeaiia, esta solução é 

e, entã.0, para cada. s, 

dy (s) = X(s)u(s) 

Assim, segue a parte (a). 

Para provar a parte (b), pelo Teoreina dos Multiplicadores de Lagrange, se z*(s) 

é solução de (3.21), existe A* (s) E IR7" tal que 

I\/lultiplicaiido (3.22) por AS-' e usando (3.23), obtemos 

Agora, substituindo X*(s) em (3.22) multiplicada por S-', obtemos 

Portanto, a parte (b) tainbéni ocorre. 

Lema 3.5.1. 

2 
II~-'/~ds(s)ll = 1 1 ~ ~ / ~ 3 ; ( ~ ) 1 1 ~  = b T ( ~ ~ - P ~ T ) - l b  > O, vs > O, (3.24) 

onde S = diag(s). 



Denzonstraçlio. A primeira igualdade é uma conseqiiência imediata do fato que 

d(s) = -S'x(s), dado em (3.19). A segunda igualdade pode ser obtida do seguinte 

cálculo simples: 

onde a primeira equaqão segue de (3.19). 

A desigualdade em (3.24) segue da hipótese H1, que implica que AS-'AT é definida 

positiva, e da hipótese H2. 17 

Teorema 3.5.1. Seja {yk) a seqüência. gera.da pelo algoritnzo GDAS. Entio, 

(a) sk > O, pc~ra C Q C ~  k 2 0. 

(b) {bTPk) é uma seqüência monótona crescente e convergente. 

Dem.onst.i-a,ção. A parte (a) segue por inclução. Desde que s0 > 0, é suficiente provar 

que sk > O implica que sk+' > O. Da descrição do algoritmo e (3.19), temos 

Assuma que sk > O. Se clsf 2 0, então sf + akdsf > O,  'dak > O. Caso contrá.rio, 
sk 

se dsl < 0, então s$ + awi?sf > O se, e somente se, ar. < -3, que é satisfeita pela 

escolha de ak. 

Para obter a parte (b), usamos (3.18) e o Lema 3.5.1 para ter 

De (3.24), o termo adicional ria fórmula acima é positivo. Isto implica que bTyk'l > 
bTyk. Portanto, {bTy" é émoiiótoiia crescente. Devido à hipótese H4, esta sequêiicia 

é limitada e, porta,rito, converge, digamos pa.rac b* . 
Finalmente, bT(yM1 - yk) = b* - bTyO, onde bTyk i. b*, e isto prova a parte 

(C). 0 



Os seguintes lemas técnicos serão usados na demonstração da Proposição 3.5.2. 

Lema 3.5.2. S i o  dados u m  vetor c E E! com c # 0, u m a  ma.tri.x & E lRbXZ de 

posto k e z ~ m a  nzatrix diagonal D E Ei""1onz entradas diagonais positivas. E n t i o  

eriste uma constante p(Q, c) > 0, znclependente cle D,  tal que se z" resolve 

maximzze, cTz 
sujeito ci xTQDQTz 5 1 

Denzonstração. Veja em [83]. O 

Lema 3.5.3. (Lema. de HofSma'nJ Seja. F E IRpXq da$do. E n t i o  existe uma. constante 

C = C(F) com a seguinte propriedade: para f E IRp tal qae o sistema Fw = f é 

vi6vel e x E lRq, existe z~rn~a. solução de Fw = f tal que 

Demonstmção. Veja em [57]. O 

Lema 3.5.4. Sejam H E iRZxp e h E R' dados tal que h E I m ( H ) .  Elltiio existe 

z~ma constcmte A4 > O tctl que para toda nzatrzz clzagonal D > O ,  ci (2inica) solz~çCio 

ótima zü = zü(D) E IRp do problenza 

Denzonstração. Assuma por contradição que existe uma sefiêricia de ma;trizes di- 

agonais D'I > O tal que a solução tuk = w (DI') de (3.28) satisfaz 

Isto implica que existe uma constante L > O, um conjunto de íildices J C 
(1,2, . . ., p) ,  J # 0, e lima siibseqiiência ( w ~ ) ~ , ~ ~  com a propriedade que 



Dado um inteiro k > 0, considere o sistema 

e observe que tu" uma solução deste sistema. Pelo Leina de Hoffinail, com z = O e 

usando a norina da soma do lado direito, esse sistema tem uma solução wk tal que 

//Y"I /C Ll(llhl(1 + C lu$() (3.33) 

onde LI é uma constante indepeildente de k .  Segue de (3.29) e (3.33) que 

que mostra que wk é limitada. Diante de (3.30), existe um inteiro ko 2 O tal que 

Então, segue de (3.32), (3.34) e (3.35) que . 

que junto com (3.31) contradiz o fato que w" uma solução ótima de (3.28) com 

D = Dk. O 

De agora em diante, denotamos a seqüência das estimativas priinais {z ( s"}  

simplesmente por (x". 

Proposição 3.5.2. A s  seguintes pl-op?-zedades valem para o algoritmo afim escala 

clz~ul genemEi.zuc1o: 

(a) A seqüência 3')) converge. 



(h) Existe p > O tal que para todo k = 1,2, .. . 

onde b* = lim {bTyk}. 
k++m 

(c) A seqiiência {zk) é limitada. 

(d) Para cada r > 1, Xk s" O .  

Denzonstraçlio. Da parte (a) da Proposição 3.5.1, cly" AXkuk, onde uk resolve 

rnaximize, bTu 
sujeito a u T A S i r A T ~  5 1 

Da parte (c) do Teoreina 3.5.1, segue, observando que bTdy" O, 

Assiin, {y" é de Cauchy e, portanto, converge. Desde que para cada k ,  sk = 

c - ATyk, a seqfiência {sk) também converge. Isto prova a parte (a). 

Para provar a parte (b), usando a clesigualdacle triangular, obtemos 

A parte (c) segue da p r t e  (b) da Proposição 3.5.1 e Lema 3.5.4. 

Finalmente, para provar a parte (d), desde que {bTy" converge e usando (3.25)) 

Desde que {s" coaverge e {zk) é limitada, quando r > 1, o denoininador da ex- 

pressão acima é limitado. Então ~;1'~z" O. Mas isto só é possível se Skzk + 0. 



Mostraremos, agora, que com a hipótese de não-degenerescência dual, a sequêiicia 

{x" também converge, e que os pontos limites das seqiiências primais e cluais são 

ótimos para seus respectivos problemas. 

Teorema 3.5.2. Assuma que as l~ipóteses H1 - H5 ocorrem.. Então, existem vetores 

x*, y* e s* tais que 

(a) e" -, e*, 

(b) yk t y". 

(c) sk + s*. 

onde .z.* é uma solução ótima do problema prima1 e (y*, s*) é unza solz~çGo ótimu do 

problema dual. 

Demonstração. Usando a parte (a) da Proposição 3.5.2, seja (y*, s*) um ponto de 

acumulação da seqüência (yk, sk). É claro que este ponto limite pertence à fronteira 

do poliedro c10 problema de programaçZo linea-r. Defina os conjuntos: 

Então, A B ~ *  = cg. Como todas as soluções duais são não-degeneradas, 1 4 ~  tem 

posto coluna completo na. 

Da parte (c) da Proposição 3.5.2, seja a* um ponto de acuinulação qualquer da 

seqiiência {xk}. Desde que S~S! i 0, pela parte (cl) da Proposição 3.5.2, er%o 

S; = O para cada j $ B. Assim, 

Desde que AB tem posto coluna completo 771, este sistema tem uma única solução. 

Mas ca,cla ponto de acumrilação x* de {xk} resolve este sistema, ei1tã.o a secliiêiicia 

tem uin único ponto de acumulação x*, e assim 

Agora, assuma que j t B. Se < 0, eiitão existe um inteiro L > 1 tal que x.$ < 0, 

Vb > L. Mas, O > e; = - (~)) -~cZs~,  que implica ds; > O. Então, 



Assim s: * O, que contradiz j E B. Então, x* > O. Desde que, y* e s" são viáveis 

para o dual, e :E" é viável para o prima1 e eles satisfazem as condições de folgas 

conipleinentares, a prova está completa. 17 



Algoritmos GPAS GDAS 

Neste ca,pítiilo, verifica-mos a eficiência das classes de algoritmos a-fim escala., apre- 

sentadas no Capítulo 3, através cie vários experimentos numéricos. Todos os expe- 

rimentos foram realizados em um PC Pentiunz I11 com CPU 866MHz e 256MB de 

memória e irnpleinentados no MATLAB versão 6.0 no ambiente H4ndows XP. 

Com o objetivo de observar o comportamento com relação ao parâinetro r e 

compa.ra,r com os a.lgoritmos clássicos (quando r = 1 ou r = 2), implementainos 

as famílias de algoritmos GPAS e GDAS propostas aplicadas a alguns problemas 

testes. 

4.1 Problemas Testados 

Foram realizados testes com problemas de programação linear de pequeno porte 

da biblioteca NETLIB. No caso do GPAS, testamos também alguns problemas de 

progra.ma,ção q~ia.drá-tica do repositório Maros e MészBros [60]. Neste caso, a função 

objetivo é dada por 
1 T 

f ( z )  = -ãT&x + C ã +Q, 
2 

onde & é uma matriz n x 71. simétrica semidefinida positiva. 

A Tabela 4.1 fornece os claclos dos piobleinas lineares e a Tabela 4.2 fornece 

os dados dos problemas quadráticos. As dimensões dos problemas são dadas nas 

colurias 2 e 3, e iricluem as va,riáveis de  folga^ O níimero de linhas não incliii a 

fuiição objetivo. Na coluna 4, é mostrado o número de elementos não-nulos de A. 

As colunas 5 e 6 da tabela 4.2 fornecem, respectiva.me~~te, o níimero de variáveis 

quadráticas e o níimero de entradas fora da diagonal na parte triangular inferior 



da matriz Q. A íiltima colma de cada tabela dá o valor ótimo fornecido pelas 

bibliotecas. 

Tabela 4.1: Dados dos problemas lineares. 
Problema Lin Col NZ Valor Otimo 
adlittle 56 138 424 2.2549496e+05 
afiro 
bandm 
blend 
israel 
kb2 
sc105 
sc205 
sc50a 
sc50b 
scagr7 
sharelb 
share2b 
stocforl 

Tabela 4.2: Dados dos problemas cjuadráticos. 
Problema Lin Col NZ QN QNZ Valor Otimo 
genhs28 8 20 48 20 46 9.2719369e-01 
hsl 18 47 62 128 15 O 6.6482045e+02 
1x321 5 7 1 1 2  O -9.9960000et-01 
hs35 1 4 4 3  2 1.1111111e-O1 
lis76 3 7 13 4 2 -4.6818182e+00 
lotschd 7 12 54 6 O 2.3984159ef03 
~ c b l e n d  74 114 522 83 O -7.8425409e-03 
~ t e s t  3 5 8 2  1 4.3718750e+00 
zecevic2 4 6 1 0 1  O -4.1250000et00 

Solução Inicial e Critério de Parada 

Os algoritmos propostos requerem que uma solução viável inicial seja fornecida. Para 

obter uma tal solução, usamos o esquema Big-M para o GPAS e o esquema Fase 

I/Fase I1 proposto em [I] para o GDAS. Nestes esquemas, o algoritmo é inicialmente 

aplicado a um problema artificial com um critério cle parada moclificac1o. Neste 

estágio, se não existe solução interior viável, o algoritmo encontra uma solução que 

satisfaz o critério de parada para (PCRL). 



Em nossos experimentos coinputacionais, os algoritinos GPAS e GDAS terminam 

quando temos um incremento relativo da função objetivo pequeno, isto é, 

I f (& - f(zk-')I/ nxx~{l, 1 f (zL1)I) < E no CELSO do GPAS, 

e, 

IbTy" bTy"'l/max{l, 1bTg"'1) < E 110 caso do GDAS, 

onde E é uma pequena tolerância positiva dada. Usamos E = 1OP8 para os algoritmos 

GPAS e GDAS. 

4.3 Resultados para GPAS 

Em todos os testes a ~a~riação do parâSmetro r foi de r = 1 a-té r = 2 com um 

incremento de 0.05. Para os parâmetros fator de segumnça foram atribuídos os 

valores 6 = 0.99 e ,B = 0.001. 

Nas Tabelas 4.3 e 4.5 apresentamos o comportamento da família GPAS segundo 

o parâinetro r .  Na coluna N1 fornecemos o níimero de iterações para obter uma 

solução viável inicial zO, onde aplicamos o algoritmo GPAS com r = 1.5 ao pro- 

blema artificial. As demais colunas apresentam o nímero de iterações requerido pelo 

Tabela 4.3: Número cle iterações c10 algoritmo GPAS para os problema5 lineares. 
r 

Problema N1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 

acllittle 
afiro 
blend 
ltb 2 
sc105 
sc50a 
sc5Ob 
share2b 
stocforl 
- - 

total 550 448 466 535 616 691 1354 1079 2004 

algoritmo GPAS para alguns valores de r para resolver o problema (PCRL) a partir 

de 2'. Fornecemos ta.mbérn, a soma dos níimeros de iterações para. ca.da valor de r 

apresentado. 



Tabela 4.4: Soina dos tempos de CPU do algoritmo GPAS para os problemas line- 
ares. 

r 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 

tcpu(s) 67.9 56.9 68.5 81.3 100.7 95.8 190.6 147.6 280.9 

Nas Tabelas 4.4 e 4.6 fornecemos as somas dos tempos de CPU, em segundos, 

para resolver os problemas apresentados nas Tabelas 4.3 e 4.5, respectivaineilte. 

Tabela 4.5: Número de iterações do algoritmo GPAS para os problemas quadráti- 
COS. 

r 

Problema N l  1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 

total 275 238 307 286 500 1276 i970 3007 5653 

Tabela 4.6: Soma dos tempos de CPU do algoritmo GPAS para os problemas 

As Tabelas 4.7 e 4.8 forilecem uma análise mais sucinta dos resultados obtidos. 

Nelas forilecemos o ~iúmero de iterações dos métodos clássicos (r = 1 ou r = 2), o 

iiíiinero de iterações iníiliina (nnZi,) e os valores de r onde se obtém o meiior número 

de iterações (rmin). O valor 1-,i,, da,do na coluria rmin; é a média das médias dos 

valores r,,.i,, para cacla problema. A coluna 3 dá o níimero de iterações para o 

valor r mais próximo de r,i,. As colunas 7 e 8 apresentam resultados detalhados 

c10 algoritino GPAS encontraclos na iteracIa t para r = 1.5, onde t é o níimero de 

iterações geradas pelo algoritino. O valor da f~~nção  objetivo prima1 encoiitrado é 

dado na coluna 7 ,  e a coluria 8 apresenta o gap de d~ialidade aormalizado (G.D.N.), 



Tabela 4.7: Resultados numéricos com o algoritmo GPAS para os problemas 
lineares. 

'i- 

Problema 

adlittle 
a,firo 
blend 
kb 2 
se105 
sc50a 
sc50b 
share2b 
stocforl 

G.D.N. 

total 9227 459 1508 372 r,i,=1.37 

tcpu 379.0 63.6 78.4 49.6 

Tabela, 4.8: Resulta.dos n~~niéricos com o algoritmo GPAS pa.ra os problemas 

Problema G.D.N. 

total 2312 308 6446 168 r,i,=1.25 

tcpu 34.7 5.7 78.2 4.9 



Fornecemos também, a soma dos tempos de CPU, em segundos, para os valores de 

r apresentados. Na coluna n,,i,, essa soma é dos tempos de CPU médios dos valores 

de r iguais a ?-,i,. 

Dos resultados com a classe GPAS apresenta.dos, observa.mos que: 

i Esta classe apresenta, para determinados valores de r entre 1 e 2, uin desem- 

penho m~iito superior aos algoritmos clássicos q~mndo r = 1 ou r = 2 em 

número de iterações e um ganho coilsiderável em tempos de CPU. 

a O valor I- = 1.35 para os problemas 1inea.res testados e r = 1.25 pa,ra os 

problemas quadráticos, são os valores de r, entre os testados, para os quais a 

elaasse GPAS obteve o melhor desempenho. 

e Com a tolerância adotada, as soluções obtidas são idênticas às soluções 

fornecidas pela biblioteca NETLIB para os problemas liiieares testados e pelo 

repositório Maros e Mészáros para os problemt~q quadráticos. 

e Pa.rece existir uma relação convexa entre o níimero de iteraçrjes e o pa,r&netro 

r .  

4.4 Resultados para GDAS 

Em todos os testes a variação do parâmetro r foi de r = 1.3 até r = 3.3 com 

um incremento de 0.1. Para o parâmetro fator de seqilmnça foi atribuído o valor 

y = 0.99. 

Na Tabela 4.9 apresentamos o comporta.meiito da fa.mília GDAS segundo o 

parâmetro r .  Na coluna N1 fornecemos o núinero de iterações para obter uma 

solução viável inicial yO,  onde aplicamos o aolgoritmo GDAS com r = 2.0 ao pro- 

blema artificial. As demais colunas apresentam o número de iterações requerido 

pelo algoritmo GDAS para alguns valores de r para resolver o problema (PL) a 

partir de yO. Fornecemos também, a soma dos números de iterações para cada valor 

de r apresentado. 

Na Ta.bela 4.10 fornecemos as sornas dos tempos de CPU, em segundos, p r a .  

resolver os problemas apresentados na Tabela 4.9. 



Tabela 4.9: Níimero de iterações do algoritmo GDAS para os problemas lineares. 
7' 

Problema. N1 1.3 1.5 1.7 1.9 2.1 2.3 2.5 2.7 2.9 3.1 3.3 

adlittle 
afiro 
bandm 
blencl 
isra.el 
kb2 
sc105 
sc.205 
sc50a 
sc50b 
scagr7 
sharel b 
sl-iare2b 
stocforl 

total 

Tabela 4.10: Soma dos tempos de CPU do algoritmo GDAS para os problemas 
lineares. 

1- 1.3 1.5 1.7 1.9 2.1 2.3 2.5 2.7 2.9 3.1 3.3 

tcpu(s) 814.5 362.1 268.6 253.0 294.0 271.4 291.8 344.2 335.1 371.9 403.4 

A Tabela 4-11 fornece uma análise mais sucinta dos resultados obtidos. Nela 

foriiecemos o número de iterações do método c1ássic.o (r = 2)) o níimero de iterações 

mínima (nmin) e os valores cle r onde se obtém o menor níimero de iteraqões (rmin). 

O valor G, dado na coluna rn,i,, é a média das médias dos valores r,,, para cada 

problema. A colui-ia 2 dá o i-iíimero de iteranções para o va.lor r ma.is próximo de ?.,i,. 

As colunas 6 e 7 apresentam resultados detall-iados do algoritino GDAS encoiltraclos 

na iterada t para r = 2.0, onde t é o número de iterações geradas pelo algoritino. 

O valor da função objetivo prima1 encontraclo é dado na coluna 6, e a coluna 7 

apreselita o gap de dualidade normalizado (G.D.N.), 

Fornecemos ta,mbém, a sorna dos tempos de CPU, em segur-idos, para os valores de 

r apresentados. Na coluna n,i,, essa soma é dos tempos de CPU inéclios dos valores 

de r iguais a rmin. 



Tabela 4.11: Resultados numéricos com o algoritmo GDAS para os problemas 
lineares. 

r 

Problema 1.80 2.00 n,i, rmin cTzt G.D.N. 

a.dlittle 23 23 23 1.70 - 1.80, 2.00 2.2549496et05 8.64e-10 
afiro 19 20 18 1.40 - 1.70 -4.6475314e+02 1.74e-09 
bandin 25 26 25 1.80 -1.5862802e+02 3.98e-09 
blend 21 22 21 1.60 - 1.90 -3.0812150e+01 1.07e-09 
israel 38 51 31 1.90 -8.9664452e+05 8.31e-10 
lrb2 22 21 21 1.70, 2.00 -1.7499001et03 4.69e-10 
sc105 22 22 21 1.60 - 1.70 -5.2202061e+01 3.34e-09 
sc205 22 24 21 1.50 - 1.70 -5.220206lef 01 1.73e-09 
sc50a 20 20 18 1.60 -6.4575077e+01 2.23e-09 
sc50b 19 20 18 1.40 - 1.70 -7.0000000e+01 1.67e-09 
smgr7 23 34 23 1.80 -2.3313898e+06 6.98e-10 
sl-iarelb 35 32 30 2.30 -7.6589312e+04 8.11e-08 
shase2b 21 21 21 1.60 - 2.10 -4.1573224e+02 S.37e-09 
stocforl 21 21 21 1.60, 1.80 - 2.00 -4.1131976e+04 6.26e-09 

total 331 357 287 G z 1 . 7 7  

t cpu 245.2 99.6 229.1 

Dos resultados com a classe GDAS apresentados, observamos que: 

a Esta classe apresenta., pa*ra determi~iados valores de r diferentes de 2, um 

desempenho similar ao algoritino clássico quando r = 2, com um ganho sensível 

em nílmero de iterações, mas um desempenho inferior em tempos de CPU. 

e O valor r = 1.80 é o valor de r ,  entre os testados, para os quais a classe GDAS 

obteve o melhor desempeliho para os problemas 1iliea.i.e~ testados. 

e Com a tolerância adotada, as soluções obtidas são idênticas às soluções forneci- 

das pela biblioteca NETLIB passa os problemas linea,res testados. 

e Parece existir uma relação convexa entre o número de iterações e o parâmetro 

'r. 



Capítulo 5 

onceitos e R ultados Básicos em 

Nesta ~ a ~ p í t ~ ~ l o  1ista.inos conceitos e resultados básicos em programação quase- 

convexa importantes para nosso trabalho. Apresentamos a definição e caracte- 

rizações de f~~nções quase-convexas e de suas s~~bclasses, bem como os principais 

resultados em otimização quase-convexa. 

Coilvexidade deseinpenha um papel i n ~ ~ i t o  importante em teoria de otimização. 

Nos a.nos recentes horive um interesse sempre crescente nas genera,lizações de con- 

ceitos básicos de convexidade com a esperança de estender propriedades, caracteri- 

zações e a~pliceções. 

A noção cle qiiase-convexidade é um dos mais velhos e clássicos conceitos em 

convexidade generalizada. Funções quase-convexas podem ser definidas em ineras 

condições geométricas postulando a convexidacle de seus conjuntos de nível. Devido 

a sua definição simples esta classe freqiienteinente é ponto de partida das pesq~lisas 

em corivexida,de gene~a~lizada (veja por exemplo [19, 651). 

Estas funções têm um largo domínio de aplicações em vários campos das ciências 

e engenha.rias como: 

tã Teoria econôinica [4, 5, 641. 

a Teoria de 1ocaliza.ção [37]. 

e Teoria do controle [9]. 

e Teoria de aproximação [7, 131. 



5.1 Funções Quase-Convexas 

Quase-convexidade é uma extensão significativa de convexidade e tem sido objeto 

de intensas pesquisas atudmeiite devido suas amplas aplicações. 

A interessante classe de funções quase-convexas (ou eveiltualineilte suas sub- 

classes como as classes de f~~ações estritamelite ou fortemente cluase-coiivexas) ge- 

neraliza as funções convexas retendo algumas de suas propiieclacles importantes. 

Definição 5.1.1. ([l l] ,  Definição 3.5.1, p. 108) Seja f : C + R, onde C é uni. 

conjwto convexo não-vazio e m  lRn. A função f é quase-convexa se, para. cuda 

x ,  y E C ,  a segz~inte inequação é verdadeira: 

A funç&o f é quase-cônmva se - f é quase-convexa. Urn,c~ funçio que é ambos 

quase-convexa e quase-côncava é clzamada quase-linear. 

Da definição acima, uma ft~nção f é quase-convexa se, q ~ ~ a ~ i d o  f (y) > f (ã), f ( y )  

é maior ou igual a f em todas as conlbiilações convexas de x e y. Então, se f 

cresce de seu valor em um ponto ao longo de qualquer direção, ela deve permanecer 

nso-decrescente naquela direção. 

Exemplo 5.1.1. S&o quase-convexas as seguintes funções crescentes: 

2. f : R t lR, f ( x )  = a.rctan z 

3. f : R+ + R, f ( x )  = &. 

4. f : R++ + B, f (z )  = logz. 

Quase-coimexidade tem uma interpretação geométrica. Eiicpanto uma função 

convexa pode ser cara.cterizada pela convexidade de seu epígra-fo, uma f~11içã.o quase- 

convexa pode ser caracterizada pela convexidade de seus conjuntos de nível. 

Teorerna 5.1.1. ([I i], Teorema 3.5.2, p. 108) Seja f : C + IR, onde C é u n 2  

conjunto convexo nGo-vazio e m  lRn. A funçno f é quase-convexa se, e somente se, 

1iivf(a) = {z E C ( f ( x )  5 a )  é convexo para cada nzimero real a. 



Denzonstraçiio. Suponha que f é quase-convexa, e sejam z ,  y E nivf (a) .  Portanto, 

Z, y E C e max{ f (z), f (y)) < a. Seja X E (O, 1): e seja x = Xrç + (1 - X)y. 

Pela convexidade de C ,  x E C. Além disso, pela quase-convexidade de f, 

f (z) 5 ma-x(f (z),  f (y)) < a .  Portanto, z E nivf (a), e então nivf (a)  é convexo. 

Reciprocaineilte, suponha que nivf(a) é convexo para cada número real a. Sejam z ,  

y E C. Além disso, seja X E (O, 1) e z = Xz + (1 - X)y. Note que z ,  y E nivf (a) p r a  

a = ma.x{ f (z) , f (y)). Por hipótese, niv (a) é convexo, de modo que z E nivf (a) .  

Portanto, f (z) 5 a = max{ f (z) , f (y)). Então, f é quase-convexa, e a prova está 

completa. O 

Para uma f ~ ~ n ç ã o  em R, quase-convexidade requer que. cada, conjunto de nível 

seja um intervalo (incluilido, possivelmente, um intervalo infinito) 

Funções convexas têm conjuntos de nível convexos e, então, são quase-convexas, 

mas o inverso não é verdade (por exemplo, a função log :t. em (0, +co)). 

Muitas propriedades de funções convexas não valem para funções quase-coilvexas. 

Por exemplo, f~mções quase-convexas não precisa-m ser coritín~ias no interior de seus 

domínios. 

Para uma f~i~ição coiltín~ia em IR temos uma ca.racterização simples. Uma f~iiição 

contínua f : IR +- R. é quase-convexa se, e somente se, pelo menos uma das seguintes 

condições acontece: 

a f é não-decrescente. 

e f é não-crescente. 

i Esiste um ponto c E dom f tal que para t I c (e t E dom f ) ,  f é não-crescente, 

e para t 2 c (e t E doinf), f é não-decrescente. 

Funções Quase-Convexas Diferenciáveis admitem caracterizações em termos de 

seu gradiente ou de sua ma.triz Hessiana. 

Teorema 5.1.2. ((211, Teorenza 3.5.4, p. 109 - Caracterizaçiio de Primeira Ordem 

de Fz~nções Quase-Conuezas) Seja C um conjunto eonuezo aberto e não-vazio em 

IR7' e seja f : C t lR diferencihel enz C. Entiio, f é quase-convexa se, e somente 

se, para todo z ,  y E C 



ou, equivalentemente, 

A condição (5.1) tem uma iriterpretação geométrica simples cjuando V f  ( y )  # 0. 

Ela diz que V f  (y) define um hiperplano suporte para o conjunto de nível { x  1 f  ( z )  5 

f ( Y )  ), no ponto Y .  

Apesar da semelhança entre a condição de primeira ordem para convexidade 

e a condição de primeira ordem para quase-convexidade, há alguinas diferenças 

importantes. Por exemplo, se f é convexa e V f ( z )  = 0 ,  então z é um minimizador 

global de f .  Mas esta afirmação é falsa para função quase-convexa: é possível que 

V f ( z )  = O ,  ma? z 11ã.o seja um minimizador global de f . Ilustranlos este fa.to no 

exemplo seguinte. 

Exemplo 5.1.2. f  : I3 -+ $3, dada por f  ( z )  = z 3 .  Para checar a qz~ccse-convez.iclacle 

de f ,  suponha que f  ( z )  5 f ( y ) ,  i. e., x3 5 y3. Isto é verclade apenas se z 5 y.  Por 

outro lado, ( f  ' ( y )  , y  - z )  = 3y2 ( y  - x )  . Desde que z 5 y,  3y2(y  - z )  2 0 .  Portanto, 

f ( z )  5 f ( y )  zmn,plzca que ( f ' ( y ) ,  y  - z )  2 O e, pelo Teorema 5.1.2, que f 4 quase- 

convexa. Observe ainda que f l ( 0 )  = O .  Entretanto, O não é um nzinzmzzad~r de 

f .  

Teorema 5.1.3. ((241, Seção 3.4, p.101) - Caracterização de Segunda Ordem de 

Funções Quase- convexa,^) Seja C um conjunto convexo a.berto e n6o-vazio e m  .Rn 

e seja f : C + lR duas vezes dzferenciável e m  C.  Se  f é quase-convexa, então para 

todo x E C e para todo y  E R'', temos 

para todo x E C e para todo y E R", y  # 0 ,  então f é quase-convexa. 

Pa.ra uma função quase-convexa em IR, a condição (5.3) se reduz à conc~ição 

simples f ' (x )  = O ===+ f " ( z )  2 0, isto é, em qualquer ponto com derivada nula, a 

segunda derivada é não-negativa. Para uma função quase-convexa em F, temos a 

seguinte interpretação cla condição (5.3). Como no caso n. = 1, sempre que V f ( : E )  = 



0, devemos ter V2 f (z) 2 O. Quando V f (z) f O ,  a condição (5.3) significa que 

V"(z) é seinidefinida positiva no subespaço V f (z)l. 

A condição (5.4) é o mesmo que exigir que ~ " ( z )  seja definida positiva para 

q~~a.lcp-ier ponto com V f (2 )  = O, e para todos os outros pontos, exigir clue V2 f (z) 

seja definida positiva no subespaço V f (z)'. 

Funções Estritamente Quase-convexas 
Funções estritainente quase-convexas e estritamente quase-côncavas são espe- 

cialmente importantes em programação não-linear porque elas asseguram que um 

mínimo local e um máximo local sobre um conjunto convexo são, respectivamente, 

um mínimo global e uin máximo global. 

Definição 5.1.2. ((211, Definição 3.5.5, p.111) Seja f : C + lR,  onde C é u m  

conjunto convexo não-vazio e m  E?'.. A função f é estritctmente quase-convexa se, 

para cada z, y E C, com f (z) # f (y), temos 

f (h + (1 - X)y) < m a {  f (z), f (y)), tíX E (O, 1). 

A funçtío f é chamada estritamente quase-côncava se - f é estritctnzente quase- 

convem. 

Da Definição 2.2.1, toda função estritamente convexa é de fato uma função con- 

vexa. Mas, nem toda função estritamente quase-convexa é quase-convexa, como 

ilustra a função dacla por Karainardian [47] em 1967. 

1 s e z = O  
f (z) = 

O s e z # O  

Entretanto, se f é semi-contínua inferior, quase-convexidade estrita implica em 

quase-convexidade. 

Lema 5.1.1. ([ll], Lema 3.5.7, p. 112) Seja C u m  conjunto convexo ntío-vazio e m  

lRn e seja f : C t lR estritamente quase-convexa e semi-~ontin~ua inferior. Então, 

f é quase-convexa. 

Funções Fortemente Qiiase-convexas 
F'uiições estritamente quase-convexas asseguram que um rnínimo 10 cal sobre um 

conjuilto coivexo é também um mínimo global. Entretanto, a quase-convexidade 

estrita não assegura a unicidade de mínimos globais. A quase-convexidade forte é 

oiitra versão de quase-convexiclade que assegura a unicidade de mínimos globais. 



Definição 5.1.3. ([II], Definição 3 5 . 8 ,  p. 112) Seja f : C t 22, onde C é um 

conjunto convexo não-vazio e m  lRn. A f m ç ü o  f é fortemente quase-corwexa. se, 

para cada x ,  y E C ,  com x # y, temos 

f (X:x + (1 - X)y) < max{j(x), f (y)), 'dX E (O, 1). 

A função f é chamada fortemente quase-côncava se - f é fortemente quase-convexa. 

Das definições acima, temos: 

o Toda f~~i ição estritamente convexa é fortemente quase-convexa.. 

e Toda função fortemente quase-convexa é estritamente quase-convexa. 

e Toda função fortemente quase-corivexa é quase-corivexa mesmo ria. ausência de 

qualquer hipótese de semi-coiitiiluidade. 

Otirnização Quase- Convexa 

Apresentamos a q ~ ~ i  os principais resultados em otimiza,ção cpa~e-convexa. Note que 

um mínimo local de unia função quase-convexa sobre um conjunto convexo não é 

necessariamente um mínimo global. Entretanto, este resultado ocorre para uma 

função estritamente quase-convexa. A quase-convexidade forte é outra versão de 

quase-convexidade que assegura a unicidade de mínimo global, uma propriedade 

iião desfrutada pelas fuliçiio estritamente quase-convexas. 

O teorema seguinte mostra que fuilções quase-convexas alcançam um ináxiino 

sobre um poliedro compacto em um ponto extremo. 

Teorema 5.2.1. ([ l i ] ,  Teoy-ema 3.5.3, p.109) Seja S um poliedro compacto não- 

vc~zio en2 1R" e seja f : R'" lR quase-convexa e continua en7, S .  Considere o 

problema maximzxe f (e) sujeito a e E S .  Então, existe uma. solzcção ótima 5 para 

o problema, onde :r: é 2~172 ponto extremo de S .  

Demonstraç60. f é contínua no compacto S e, então, atinge um máximo, digamos 

ein x* E S. Se existe um ponto extremo de S cujo o valor objetivo é igual a f (z"), 

não 11á o que fazer. Do contrário, sejam :Q, ..., zr, os pontos extremos de S, e assuma 



que f (z*) > f (zj) para j = 1, ..., k. Desde que S é limitado, o Teorema 2.1.2 

estabelece que z* pode ser representado como 

Desde que f (z*) > f (zj) para cada j, então 

Consideremos o conjunto iiivf (a) = {z I f (z) 5 a). Note que zj E nivf(a) para j = 

1, ..., k e pela quase-coiivexidade de f ,  nivf(a) é convexo. Então, z* = C:=, Xjzj E 

niv (a). Isto implica que f (z*) 5 a, que contra,cliz (5.5). Esta contradiçã~o mostrao 

que f (z*) = f (xj) para algum ponto extremo zj . 17 

Teorema 5.2.2. ([li], Teol-ema 3.5.6, p. i i i) Seja f : IFE" + lR estritamente quase- 

convexa. Considere o problema mini~nize f (x) sujeito a z E C, onde C é um 

conjunto convexo não-vazio em lRn. Se ?E é UIIZCC solução ótima local, en.tão 3 é 

também uma solz~çiio ótima global. 

Demonstl-azção. Assuma, em contradição, que existe um 2 E C com f (2) < f (5). 

Pela coiivexidade de C,  A2 + (1 - X)?E E C para cada X E (O, 1). Desde que Z é um 

mínimo local por hipótese, então f (?E) _< f [A2 + (1 - X)Z], para todo X E (0,b) e 

para algum S E (O, 1). Mas por f ser estritamente quase-convexa e f (2) < f (Z), 

f [A2 + (1 - X)?E] cl f (T)  , para todo X E (0,l).  Isto contra,diz a ~timalicfa~de local de 
- z, e a prova está completa. O 

Teorema 5.2.3. ([iq, Teorema 3.5.9, p.113) Seja f : Rn + R fortemente quase- 

convexa. Considere o problema ~izinimize f (x) swjeito n z E C, onde C é um 

co~~jzsnto conmexo não-vazio em lRn. Se ?E é uma solução ótima local, então 57 é a 

zinica solução ótima global. 

Demonstrnçiio. Desde que Z é uma solução ótima local, existe uma E-vizii~liança 

N,(?E) em torno de Z tal que f (?E) 5 f (z) para todo z E C í l  lVE(z). Supoiilia, 

por contradição, que existe uin ponto 2 E C tal que 2 # Z e f ( 2 )  5 f (?E). Pela 

quase-convexidade forte de f ,  segue que 



para todo X E (O, 1). &/Ias para X suficientemente pequeno, X2-k (1 - X)Z E Cn N&), 

de inoclo que a desigualdade acima viola a otimalidade local de Z. Isto completa a 

prova. O 



o Proximal 
Progra ão Quase-Convex 

Este ca.pítulo é cledicado 6, aprese1ita.ção e anáhe de um algoritn~o cle ponto proxima.1 

coin 9-divergência para prograxnação quase-convexa. 

A motivação para esta parte de nossa tese vem do amplo campo de aplicações das 

funções quase-convexas em diversas áreas das ciências e engenharias e c10 crescente 

interesse de alguns grupos de pesquisa em estender para prograinação quase-convexa 

resultaclos obtidos em programação convexa,. Entre outros, destacamos alguns tra- 

balhos que foram importantes em nosso estudo: 

e Teboulle [86] (1 992) : int roduz o algoritmo proxima,l coin 9-divergP,licias para 

programação convexa. 

e Teboulle 1871 (1997): a,presenta resultados de convergêiicia do a.lgoritino pro- 

xiinal com 9-divergências para programação convexa. 

e Iusem e Teboulle [46] (1995): estuda taxas de corivergP,ricia do método proximal 

com uma classe de pdivergências para programação convexa e linear e faz 

associações com métodos de lagrangeano aumeritado. 

Citamos também: 

e Cunha et al. [23] (2006): apresenta resultados de coiivergê~icia com o algoritmo 

proximal para prograinação quase-convexa em IR:+. 

e Quiroz e Oliveira [75] (2006) e Souza et a.1. [84] (2006): estudam algoritrnos 

proximais com distâncias de Breginan para programação quase-convexa. 



6.1 Introdução 

O método de ponto proxiinal foi iiltroduzido originalmente por Martinet 161, 62, 631 

e é baseado na a.proximação de f definida por 

fA(z) E inf{f (u) + (2A)-111z - u1I2}, A > O,  
u 

proposta por Moreau [71] em 1965. O algoritmo proximal foi ma.is adiante clesen- 

volvido e estudado por R.oclcafellar [81, 821. 

Métodos de ponto proximal são utilizados na solução e análise de diversos pro- 

blemas de programação não-linear, mas originalmente foram elaborados no contexto 

do problema de encontrar raízes de operadores monótonos. Quando são aplicados 

a.o problema dual do problema de programação convexa, produzem a a.mpla classe 

de métodos de inultiplicadores, com subseqüente convergência de ainbas iteradas 

primaais e duais, esta,belecendo uma forte relação com os métodos de 1agrangea.no 

aumentado [8 l] . 

O método de ponto proximal clássico para resolver o problema de programação 

(PNL) minimize f (z) 
sujeito a z E C', 

onde C é um conjunto convexo fechado em lRn com interior C0 não-vazio e f : 

R''. t lR é uma f~iilção contin~iamente difereilciável, gera uma secliiência de iteradas 

de acordo com a fórrnula 

zk+l = arg min{ f (z) + Ak llz - z"12>, 
%€C' 

onde Xk > O é um parâmetro de regula.rizaçã,o. 

Foi mostrado inicialmente ein [82] que no caso em que (PNL) tem solução, f é 

convexa e C = W, a. seqiiência zk converge pam uma solução do problema.. No caso 

geral, qiiando C não é o espaço inteiro e f é não-convexa, o algoritmo proximal pode 

ser não-prático p o r q ~ ~ e  os sub-problemas (6.1) são tão difíceis de resolver quanto o 

próprio problema original. 

A convergência da seqüência {zk) gerada tem atraído a atenção de muitos autores 

paxa o caso convexo [20, 30, 38, 43, 58, 63, 81, 821. Porém, não há m~iitos trabalhos 

para o caso onde f não é convexa, citamos [G, 23, 74, 75, 841. 

Algoritmos de ponto proximal têm sido estuda,clos muito extensiva.mente. Recen- 

temente, em diversas pesquisas, foram propostos métodos proxiinais generalizados 



oilde o usual termo quadrático em (6.1) é substituído por outros tipos de medidas que 

também têm um efeito de penalização, como distâncias de Bregman ou D-funções 

[15, 16, 28, 29, 42, 52, 75, 84, 86, 881 ou por 9-divergências [23, 44, 46, 94, 86, 871. 

O método generaolizado tem a forma 

@+I = arg min {f(z) + XkD,(z,zk)), AI, > 0, 
2e.W 

onde D, é uma função tipo-distâilcia induzida por um função estritamente convexa 

g definida em C. O algoritmo (6.2) é mais prático que o (6.1) 110 seiitido que a 

seqüência de sub-problemas restritos é substituída por uma seqüência de problemas 

iriestritos (estes íiltimos, presumivelmente, mais fáceis de resolver). Deve ser notado 

que quando f é não-convexa, (6.2) pode ainda ser difícil de resolver. 

O algoritmo proxiinal com 9-divergêilcias foi introduzido em 1992 por Teboulle 

[86]. Nele, o termo quaclrático em (6.1) é substituído pela distância tipo entropia 

com 9 satisfazendo algumas coridições ciue apresentaremos iia Seção 2. Assim, o 

algoritmo proxiinal com 9-divergências para ininiinizar uma função convexa f sobre 

o octante riã.o-nega-tivo de IR'" dado pelo esquema 

,p'k~~ - - arg min{f (s) + X ~ C - ~ ~ ( X , X " ) ) ,  AI, > 0. 
220 (6.3) 

Este algoritmo com ~ ( t )  = t log t - t + 1 foi proposto inicialmente por Eggermont 

[29]. Esta. importante escolha de corresponde a cl, conhecida funçã.o entropia de 

Kullbaclc-Leibler [28, 29, 861 da estatística. Isto justifica a terminologia Algorztmo 

Prozimel Entr6pico usa.da passa algoritmos proximais com 9-divergências. 

O algoritmo (6.3) tem sido estudado extensivamente para programação convexa 

[44, 46, 86, 871. Porém, existem poucos trabalhos para o caso não-convexo, desta- 

camos o recente estudo em [23, 741. Vale ressaltar que a principal vantagem do 

algoritino (6.3) em relação ao algoritmo (6.1) é que o termo d, é usado para forçar 

as iteradas xk permanecerem no interior do octante não-negativo de R', isto é, o 

algoritmo (6.3) gera automaticamente uma seqüência positiva {zk). 



6.2 (o-divergências 

Nesta seção apresentamos a definição de 9-divergências e algumas de suas pro- 

priedades básicas rrsadas no contexto de otimiza.ção e listanios alguns exemplos. Esta 

classe de medidas foi introduzida por Csiszár 1211 em 1967 como uma medida gene- 

ra-lizada de iiiforniaçã.~. No contexto de métodos proximais, 9-divergências foram 

estudadas inicialmente por Teboulle [86] em 1992, onde várias de suas propriedades 

são apresentadas. Para maiores detalhes das 9-divergências, suas propriedades e 

relevância para problemas de otiinização, veja [44, 45, 46, 86, 871. 

Seja p : R++ -i lR uma f~~nção  convexa fechada que satisfaz as seguintes pro- 

priedades: 

(i) cp é duas vezes continuamente difeienciável; 

(ii) <p é estritamente convexa; 

(iii) ~ ( 1 )  = cpl( l )  = O e ~ " ( 1 )  > 0; 

(iv) lim cpl(t) = -a. 
t i o +  

Denotaremos por @ a. cla5se das fuiições sati~fa~zerido (i)-(iv). 

Definição 6.2.1. Se cp E @, então d, : E:+ x IR$-+ -+ IR definida por 

é (lita ser u?na 9-diuergência. 

Usando a inesina notação de [44, 46, 871, apresentaremos alguns exeinplos de 

f~mções da classe Q>: 

Em geral, a análise de convergêilcia de algoritmos proxiinais com 9-divergências 

requer algumas condições de regula.ridac1e a~diciona.is sobre 9 .  Deste modo, é usual 



considerar duas subclasses de a, a saber 

a1 = {cp E a I cpl(t) I cp"(1) logt, 'v't > 0) 

a2 - {(P E a ] cp"(1) 1 - - I: cpl(t) 5 cptt(l) logt, vt > 0) ( :> 
Assim, ternos Qz C C a. As fiirições cpi,  cpz e c p ~  estão em a2, e i i cp~i to  (pg 

está em - Q2. Exemplos de funções em @ - são: 

Nossa atenção será, p r a  

cp (t) cp2 (t) = t - log t - 1. (6.5) 

Neste caso, 

que pode ser estendida coiltinuainente para R:+ x IR.+ se adotarmos a coilvenção 

Olog0 = O. Em 0utra.s pa-lavras, cl admite pontos com componentes ~iulas em seu 

segundo argumento. 

Proposição 6.2.1. Se cp E a, então 

(a) cp(t) 2 O e cp(t) = O se, e somente se, t = 1. 

(b) cp(t) é decrescente em (O, 1) e crescente em (1, +a). 

(c) lim cp(t) = +a. 
t4+co 

(cl) Se ~ ( t )  = cp2(t) = t - log t - 1, então lim cp(t) = +a. 
t+0+ 

De;nLonstraç&o. As partes (a), (b) e (c) seguem como boimqiiência imediata das 

propriedades de cp. A parte (cl) é trivial para a particular cp(t) = t - logt - 1. 



Usando a parte (a) da Proposição 6.2.1, podemos verificar imediatamente que 

o& satisfaz 

d,(z, y) 2 O e &(z, y) = O se, e somente se, z = yi V(2,  y) E IR:+ x E:+. 

Assim, d, pode ser vista como uma função tipo distância. As propriedades de 

simetria e desigualdade triangular não são verificadas em geral. 

Os seguintes lemas técnicos dão propriedades usuais de d que serão úteis para 

a análise do algoritmo que exporemos na Seção 3. O primeiro é semell-iante àquele 

apresenta.ndo em [46, 871 para a pdivergêricia dada por 

'p(t) - (Pi(t) = tlogt - t f 1, 

a saber 

H(x, y) d,,(z, y) = 

Lema 6.2.1. Seja d dada por (6. 61, então 

(a) Os conjuntos de nz'vel de d(. ,  y) são limitados para cada y E 1Rn+. 

(b) Se (y" C CRf + converge para y E R:, então lim d(y$ y)  = 0. 
k++m 

(C) Se {yk> C C:+ satisfaz lim yk = y E R?, {t" C C: é limitada e 
k++m 

k k  lim d(y , z ) = 0, então lim z" = y. 
k++m k++m 

Demonstração. Elementar a partir de (6.6). 

Lema 6.2.2. Para cada z, y E R?+ e z E R:, temos 

(a) Se cp E Q2, então 

n. 

H(z, i.) - H(z, y) > (ipl'(l))-l C ( z i  - 
i=l 

onde H é dada por (6.7). 

(b) Se y(t) = t - log t - 1, então 

onde d é dada. por (6.6). 



Demonstraçiio. A parte (a) correspoilde ao Lema 4.1 (ii) de [87]. A parte (b) é um 

caso particular da parte (a) para cp(t) = t - log t - 1. Neste caso cp"(1) = 1 e usando 

(6.6) e (6.7), temos 

para qualquer u E e ,v E IR;+. Então segue a parte (b). 

6.3 Algoritmo de Ponto Proximal com 9- 
divergência para Programação Quase-Convexa 

( D W  

Nesta seqão apresent ainos o algoritmo de ponto proximal com p-divergência, intro- 

duziinos as hipóteses básicas e estabelecemos que o a.lgoritmo está. bem-definido. 

Considereinos o problema de otiinização 

(PQC) miniinize, f (z) 
siijeito a :2: 2 0, 

onde f : li?? 1- R é uma função quase-coiwexa própria (isto é, clomf - {x E IR" / 
f (x) < +m} # O). 

Aplicainos o algoritino proximal (6.3) com a p-divergência dada por p(t) = 

t -1og t - 1 para resolver o problema (PQC). Esta particulaar escolha de cp foi discutida 

ein [46, 871 para minimização convexa. 

Nosso principal objetivo é estabelecer que a seqiiência { z k )  gerada por ilosso algo- 

ritmo está bem-definida e converge para um ponto estacionário quando o parâmetro 

AI, satisfaz 

o < AI, 5 X, 
- 

para algum X > O ( q ~ ~ e  inclui o caso de AI, constante). Se, em adição, o parâinetro 

AI, satisfaz a condição 

obtemos então a convergência para uina solução do problema (PQC). 

O a.lgoritmo de ponto proxima.1 com cp-divergência para resolver o problema- 

(PQC), o qual al~reviainos por algoritino DPP, é descrito no pseudocódigo abaixo. 



Algoritino D P P :  

inicialização: Dados lRn 3 :r0 > O e critér.io de parada 

k = O  

enquanto cr.it&io de parada não satisfeito 

se  V f (xk) = O O pare  

%+I = x I x = argmin{f (:c) + &d(z, sk)), Xk > O i zy0 
torne zk+' E Tk+l 
k = k + l  

fim enquanto 

fim Algoritmo D P P  

onde d(z, y) é dada por (6.6). 

Relembre que 

e, então 

Coilsideraremos duas hipóteses básicas necessárias na análise do algoritmo DPP: 

H1: f é quase-convexa e continuamente cliferenciável; 

H2: O conjunto solução S*(P&C) é não-vazio. 

Conforme indicado no algoritino, clenotareinos 

T'+i = z I z = argniin fk(x) , para cada k 2 0, i 220 

onde fk(x) = f (z) + Xhd(z, zk) com AI, > O. Faremos ainda To = {xO}. 

Estabelecemos a boa-clefinição c10 algoritino DPP através da garantia da esis- 

tência de cada iterado x% de sua positividade, z" O, para cada k E N, isto é, o 

algoritmo é de pontos interiores. 

Teorema 6.3.1. Para cada k  > -1, Tk+l n R:+ # @i. Equiualentemente, existe 

zN1 E Tk+1 com zk+l > 0, pam cada. k 2 -1. 

DemonstraçGo. Por inchção. Sabemos que To 3 z0 > O. Mostraremos que :rk > O 

implica que existe zk+l E Tk+l com zW1 > O. Seja z* E Se(PQC) # @i, então 



pois d(x, xk) 2 O e AI, > O. Assim, fk  é limitada inferiormente por f (x*). Desde que 

:-c! > O e usando partes (c) e (cl) da Proposição 6.2.1, temos 

Então, 

desde que Xk > O e cada parcela do somatório é não-negativa devido à positividade 

de z? e 9. Agora, desde que S* (PQC) # O, f é limitada inferiormente e então, 

fk (:-c) = f (:r) + XkS(x, z" + +a quando :L' + dRT+. 

Desde que fk é contín~ia, lirnitada inferiormente e satisfaz fk(x) t +m q~ia~iclo 

:r + aRf+, segue que fk atinge seu mínimo em um ponto i > O. Portanto, existe 

zk+l E com zw1 > 0, para cada k 2 -1. O 

Observação 6.3.1. Tk+1 í l  alFZ++ = a, para cada k 2 -1. 

Uma propriedade interessante é a não ciclagern do algoritmo DPP. Esta pro- 

priedade é apresentada no Teorema 6.3.2 a seguir e estal3elece que dois iterados 

quaisquer são distintos. 

Proposição 6.3.1. Se z E Tk+1, então V f (2) = -XkVzd(z, xk), para cada k 2 0. 

Em particular, a. seqüência {:-c" gerada. pelo algol-itmo DPP satisfa.z V f (x"') = 

-Xk~,d(xk+', xk), para cada k 2 0. 

Den~.onstmç&o. Seja k > O. As condições de otimalidade necessárias para minimizar 

fk(x) = f (3) + Xkd(x, xk) sob x 2 O são expressas como 

Se z E Tk+1 então, pelo Teoreina 6.3.1, z é solução ótima de fk e YY > O. Logo, 

deveinos ter Vfk(z) = O. Ou seja, Vf(z) + XkVud(z,xk) = O. Portanto, Vf(z)  = 

-XkV,d(z, x". Ein particular, como no algoritino tomainos xk+' E deveinos 

ter V f (xk+l) = -Xk~,d(x"', zk). 



Lema 6.3.1. Tk+l í l  Tk = 0, para cada k 2 O. Equivalentemente, a seqiiência {xk) 

gerada. pelo algoritmo DPP satisfa-z :I?+' # :r" para cada k 2 0, isto 6, dois ite-mdos 

consecutivos siio distintos. 

Demonstra.ção. Seja k 2 0. Suponha que V f (:I?) # 0, isto é, o algoritmo continua. 

Tome z"' E Tk+' e suponha que z"' = z? Então, pela Proposição 6.3.1, temos 

Então, V f (z" = V f (x"') = O. Mas, isto contradiz a 11ipUtese que V f (zk) # O. 

Portanto, zN1 # :E"., para cada k 2 0. 0 

Teorema 6.3.2. Tk+l n Tl = 0, pa:m ca.da k 2 O e pa:m ca.da 1 ,  O 5 1 5 k ,  isto é, 

x"' # zl, pa7-n cada k 2 O e para cada 1, O 5 1 5 k .  Equivalentemente, xk2 # xkl 

sempre que kz # k i ,  isto é, a seqiiência {z" gerada pelo algoritmo DPP ntlo cicla. 

Demonst?-açno. O caso 1 = k 2 O corresponde ao Lema 6.3.1. Faremos, então, k 2 1 

e I < k. Pela construção de z"', da.da pelo algoritmo DPP, xk+l E Tk+l. Assim, 

usando (6.12), devemos ter 

Por outro lado, usando o Lema 6.3.1, d(zk+', x" > O, para cada k 2 0. Assim, 

(6.13) nos fornece 

f (xk+') < f (a". 

Portanto, a seqiiência { f (zk)} forma.cia é decrescente, isto é, 

Suponha zk+' = :r1 para algum k 2 1 e 1 < k .  Isto implica que f (zl) f Xkd(ãl, :ck) 5 
f (x"). Desde que z1 = zk+' # zk e Xk > 0, temos Xkd(xl, xk) > O. Assim, f (zl) < 
f (z" e isto contradiz o fato que { f  (a"} é decrescente. Portanto, x"' # xl, pam 

cada k > O e para cada 1 ,  O 5 15 k. 0 



6.4 Convergência do Algoritmo DPP 

Nesta seção, analisainos o algoritino DPP apresentado na seção anterior. Provamos 

que a seqüência {xk) gerada pelo anlgoritmo é 1imita.da. 

Em adição, sob a hipótese: 

mostramos que a seqüência {xk} converge para uin ponto estacionário do problema 

(PQC). 

Finalmente, sob a hipótese aclicional: 

H4: lirn Xk = 0, 
ki+Cu 

provamos que a convergência é para ilina solução c10 problema (PQC). 

Lema 6.4.1. Seja {xk) a seqiiência gerada pelo algoritnzo DPP. Entito, 

(a) O < Xkd(zk+', xk) 5 f (z" - f (xk+'), para cada k 2 0. 

(b) { f (zk)} é u~nn  sequêncin monótona decrescente e convergente. 

(c) Xkd(xkfl, x" < oo e assim, lim Apd(zk*', xk) = O. 
ki+Cu k=O 

Demonstraç60. Desde que zk+' # xk e Xk > O para cada fi: 2 0, segue que 

&c~(x"+~,  xk) > O para cada 2 O, que é a primeira desigualdade na parte (a). 

Para ver a seguida desigualdade, note que x"' E T;+l. Então, de (6.12) temos 

Isto conclui a parte (a). 

A paste (b) é uma co~isec~iiê~icia direta. da parte (a) e do fato que S" (PQC) # a). 

Provaremos agora a parte (c). Da parte (a), temos 

onde x* E S* (PQC). 

Ellt ão , 
00 I C  

Xkc1(xk+', 2') = lim ~ ~ d ( x ~ + ' ,  xk) < +oo. 
I<++03 

k=O k=O 



Teorema 6.4.1. Se f é quase-convexa e Xk satisfm a hipótese H3, a seqüência {zk) 

gerarda pelo a1gorit.rn.o DPP é limitada. 

Demonstração. Seja x* E S*(P&C) # 0. Então, f (x*) 5 f (:I?+'). Tornando z = 

.k = , e z = x* na parte (b) do Leina 6.2.2, obtemos 

A primeira igualdade acima vem da e q ~ q ã o  (6.11) e a seguiida igualdade é a 

Proposição 6.3.1. Desde que AI, > O, f é quase-convexa e f (:r") _< f (zwl), usando 

o Teoreina 5.1.2, temos 

De (6.14) e (6.15), d(zW1, z*) < d(zk, z*). Assim, a seqiiêricia {d(zk, z*)) é nionó- 

tona não-crescente, isto é, 

d(xO, x") 2 d(xl, x*) 2 ... 2 d(xk, x*) > d(xN1, x") 2 ... 

Portanto, 

{z") C {z E R:+ I d(a, x*) 2 d(zO, z*)) 

Agora, usando a parte (a) do Lema 6.2.1, os conjuntos de nível de d(.,z*) são 

limitados e então, {zk) é limitada. O 

Teorema 6.4.2. Se f é quose-convexa e AI, satisfaz a hipótese H3, a seqüência (zk} 

gerada pelo algoritmo DPP converge para um ponto estacionário de (PQC). 

Demonst.ração. Seja :t. E R: um ponto de acuiniilação cle {x", que existe pelo 

Teoreina 6.4.1. Pela parte (b) do Lema 6.4.1, f (zktl) < f (zk) para cada k E N. 

Pela continuidade de f ,  segue que f (z) 5 f (x" para cada k E N. Agora, usando o 

mesmo argumento utilizado na prova anterior, temos que {d(zk, z)) é inonótoiia não- 

crescente. Por outro lado, desde que ,?: é um ponto de a.cuinulação de {z", existe 

uma subsequência ($9 de {z" tal que liin xPL = 3. Pela parte (b) do Leina 
k++w 



6.2.1, ternos lim d(xp\ 3) = O. Então, {d(:zk, 3)) é uma seqiiência não-negativa, 
k-f CQ 

monótona não-crescente e possui uma subsecliiência convergindo para 0. Portanto, 

a seqiiência toda {d(:ck, 3) deve convergir para 0, isto é, 

lini d(z5 3) = O. 
k- f m  

Agora, seja 2 um outro ponto de acumulação cle {x". Então, existe uma subseqiiên- 

cia {xqk} de {xk) tal que lim xqk = i?. De (6.16), temos também lini d(z"",) = 
k-+m k-f m 

O. Fazendo yk = xqk, y = 2 e zk = % na parte (c) c10 Lema 6.2.1, temos então 3 = 5. 

Assim, a seqiiência {xk} tem um único ponto de acumulação, isto é, a seqtiência 

{x" converge. 

Mostraremos, agora, que % é um ponto estacionásio do probleina (PQC), ou seja 

3 2 0 ,  V f ( z ) > O  e ( V f ( ) ) = O ,  i = 1 ,  ..., n.. (6.17) 

Sejam 

I(%) ={i€ (1 ,..., n.) I &=O} e J(%) = { i ~ { l ,  ..., n} I ai > O ) .  

k A primeira condiçii.~ em (6.17) é óbvia, desde que lim x = 2 e xk > O. Para 
R-+m 

provar as outras conclições em (6.17), consicleraremos dois casos. 

Caso (i) : Se i E I(%), provaremos que (V f ( z ) ) ~  2 0. 

Seja i E I(%). Suponha que (V f (%))i < O. Pela contínua diferencial~ilidacle cle f ,  

temos (V f (&'))i i (V f (%))i < O. Assim, (V f (xkf '))i < O para h suficientemente 

gra.nde. Pela Proposiçã.~ 6.3.1 e equa,ção (6.11), temos 

rrl"+l 

Desde que Si. > O,  ~ ' ( 7 )  > O para h suficientemente grande. Agora, pelas 

propriedades de p(t) na Seção 2, temos x('l > xf para k suficientemente grande. 

Por outro lado, a seqüência toda {x(} converge para %i e ?i?i = O. Isto contradiz o 

fa,to que x(+l > x( > O p r a  k suficientemente grande. Porta.nto, (V f (z)), > 0, 

para cada i E I(%). 

Caso (ii): Se i E J ( % ) ,  provaremos que (V f (%))i = 0. 
, ,k+l 
Li 

Seja .i. E J(%). Desde que lim x( = ?ii > O, temos liin = 1. Novamente, 
ki+w A++w xi 



,$++I 
pelas propriedades de ~ ( t )  na Seção 2, temos então, $(%) -. ~ ' ( 1 )  = O. Em 

a.dição, da Proposição 6.3.1 e eq11açã.o (6. ll), temos 

Porta.rito, (V f ( x ~ ) ) ~  t (V f ( z ) )~  = 0, pasran cada .i E J ( z ) .  

Dos casos (i) e (ii), concluímos que 

Portanto, 5 é um ponto estacionário do problema (PQC). 

Teorema 6.4.3. Se f é quase-convexa e Xk satisfaz a ltzpótese H4, a seqüência {x") 

gerada pelo algoritmo DPP converge para uma solz~çGo de (PQC). 

Demo~tstmçGo. Da construção de xN1, dada pelo algoritmo DPP, xk" E Tk+1. 

Então, de (6.12), temos 

f (x"') + Xlrd(xk+', xk) 5 f (x) + Xkd(x, xk), Vx > 0. 

Usando que lim ~kd(x"l, x") = O pela paste (c) do Lema 6.4.1, que d(x, xk) é 
k-+<x> 

limitada, Vx > O, e que liin AI, = O pela hipótese H4 temos, tomando k -+ +co, 
k++m 

onde é tal que lim xk = z.  Seja x* E S*(PQC) # 0 e tome uma secyiiêilcia yk 
k4+m 

em Ri+ tal que lirn yk = x*. De (6.18), temos 
k--!-c0 

Tomando k -t +co ilovainente, temos 

f (z) 5 f (x*). 

Mas, isto é possível apenas se ,i; E S*(PQC). 



Capítulo 

ricos com o 
oritmo DPP 

Neste ca.pítulo, verificamos a eficiêricia do a.lgoritrno de ponto proxiina.1 com cp- 

divergência para programação quase-convexa e R"++ apresentado no Capítulo 4, 

através de experimentos n~iméricos realizados com problemas testes gerados aleato- 

riamente. Como nos experimentos realizados no Capítulo 4, todos os testes foram 

realizados em um PC Pentium I11 com CPU 86GMHz e 256MB de memória e im- 

plernentados no MATLAB versão 6.0 rio ambiente Wznclows XP. 

Nos experimentos realizados com o algoritmo DPP, utilizainos a seguinte versão 

acproxima.cla do algoritmo. 

Algoritmo DPP: 

inicialização: Dados i?Y 3 zO > O e .r > O 

k = o 
enquanto 17 f ( x ' )~x"  < 7 faça 

1. Use um método de minirnizaçâo para resolver aproximadamente o probleina 

niin { f ( z )  + X ~ C I ( ~ ,  z k )} ,  
%€E: 

e obter um zhl.  

2. Tome k = k + 1. 

fim enquanto 

fim Algoritmo DPP 

Ein nossos experimeiltos, cada sub-problema do passo 1 é resolvido utilizando 

wna rotina de otimiza,ção do próprio MATLAB. 



Problemas Testados 

Desde que uma função f é quase-convexa se, e somente se, todos os coiljuntos 

de nível de f  são convexos, geramos a função quase-convexa f  cornpondo a f~inção 

convexa quadrática g : R'' + lR dada por g(z) = $zTMx com uma função crescente 

h. : lR t lR, ou seja, f (z) = h(g(z)), onde A4 E EnX" é uma matriz simétrica, 

definida positiva dada. Este é o mesmo procedimento adotado por Chen e Pan [17]. 

Em nossos experimentos, a matriz &I foi obtida fazendo &I = NNT + D, onde AT 

é uma inatriz quadrada cujos elementos não-nulos são escolhidos aleatoriamente do 

intervalo [-I, 11 e D é uma matriz diagoilal c~ijos elementos diagonais são escoll-iidos 

aleaCtoriamente de [0.01,1]. Neste procedimento, o níimero de elemeiitos não-n~ilos 

de N é determiilado de forma que a densidade de elementos não-nulos de &I possa 

ser estiinada, aproxima.damente. A função h é descrita em cada experimento. 

Para cada um dos experimentos realizados, geramos 10 problemas teste com nr 

fixado em 50 e com densidade de elementos não-ilulos de M aproximadamente 2%, 

5%, 10%, 25% e 50%. Foram gerados 2 problemas para cada uma das densidades. 

A seguir, descrevemos cada um dos experimentos realizados. 

Experimento 1. Seja h(t) = -&. Obvia,meeiite, h é crescente mas iGo convexa 

em E. Coilsequenteinente, a função f  (z) = h(g(z)) é quase-convexa em IRn. Além 

disso, podemos ver que pa-ra. q~ia.lquer matriz defiriicla positiva A4, o problema de 

miiiimizas f  (x) sujeito a z > O tem uma solução ótima x* = O,, com valor ótimo 

f *  = -1. 

Experimento 2. Seja h(t) = ln(1 + t ) .  É fácil verificar que 11 é crescente mas não 

convexa para t > O. Assim, a função f  (z) = h(g(z)) é cpase-convexa em IR7" Além 

disso, o problema de miniinizar f (z) sujeito a z > O tem uma solução ótima x* = 0, 

e um valor ótimo f *  = O para toda matriz definida positiva M. 

Experimento 3. Seja h(t) = a-rcta.n(t). A f~mção h é crescente mas não convexa em 

E. Portanto, a função f  (z) = lz(g(z)) é quase-convexa em lRn. Podemos verificar 

que para toda inatriz definida positiva h1 o problema de miniinizar f (z) s~ijeito a 

z 2 O tem uma solução ótima x* = O,, com valor ótimo f *  = O. 



7.2 Solução Inicial e Critério de Parada 

O algoritmo DPP proposto requer que uma solução viável inicial z0 E lRy+ 

seja fornecida. Cada problema teste gerado em nossos experimentos foi resolviclo 

começando em pontos z0 = 0 . 0 1 ~ ~  e x0 = O.lzu, onde zu é escolhido aleatoriainente 

do intervalo [I, 21. 

Em nossos experimentos computacionais, o algoritmo DPP pára na iteração ã" 

quando 

17 f (a"Tzkl < 7 

onde T é uma pequena tolerâ.ncia positiva. dada. Usamos T = 10-*. 

7.3 Resultados para DPP 

Os resulta.dos ~iuméricos obtidos com o aigoritmo DPP em nossos experimentos 

estão resunlidos nas Tabelas 7.1 - 7.9. Nelas fornecemos a densidade aproximada de 

elementos não-nulos de M ,  o número de iterações geradas pelo algoritmo, o valor 

da função objetivo f (x) = h ( ; : ~ ~ M s )  encontrado na íiltiina iteração e o tempo de 

CPU, em segundos, para resolver cada problema. Nas Tabelas 7.1, 7.4 e 7.7 fixamos 

Ak = 1. Nas Tabelas 7.2, 7.5 e 7.8 a,dota.rnos AI, = l / k .  Nas Tabelas 7.3, 7.6 e 7.9 

consideramos A!; = 112'". 

Dos resultados com o algoritmo DPP apresentados, observamos que: 

m O algoritmo pode encontrar soluções ótimas para a classe de problemas de 

minimizar um f~inção quase-convexa sujeita a restrições cle não-negatividade, 

a partir de pontos iniciais dados. 

e O esforço compiitacional a partir do ponto z0 = O.lw foi maior que a partir 

do ponto xO = 0 . 0 1 ~ .  

i O esforço computacional para Xk = 1 foi maior que para Ak = 1/k que por sua 

vez foi maior que para AI, = 112~. 

e Aparenteineilte, problemas com densidade de elementos não-nulos mais baixa 

requerem um ma.ior níirnero de iterações. 

e O algoritmo DPP apresentou resultasdos satisfatórios, gerarrido soluções ótimas 

globais, não apenas pontos estacioiiários, em um tempo razoável. 



Tabela 7.1: Resultados nriinéricos com o algoritmo DPP para o experimento 1 com 
AI, = 

NO. den 71iter f ( x t )  tcl~u(s)  
2% 1006 -9.99950Oe-O1 118.52 

den 7?,iter f ( z t )  ~ c ~ u ( s )  
2% 1277 -9.999501e-01 134.64 

Tabela 7.2: Resultados numéricos com o algoritmo DPP para o experimento 1 com 
AI, = I 

NO. 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 

den n.iter f (zt)  ) C P U ( ~  

2% 44 -9.999506e-01 4.83 
den riliter f (x t )  tcpu.(s) 
2% 63 -9.999518e-01 6.60 

NO. 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
S 
9 

10 

Tabela 7.3: Resultados iluinéricos com o algoritino DPP para o experimento 1 com 
Xk = 1/2k 

zO = 0 . 0 1 ~  zO = 0.lw 



Tasbela 7.4: Resulta.dos numérícos com o algoritmo DPP pa.m o experimento 2 com 
\ = 1  'L 

NO. 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 

den niteT f (2) tcpu(s) 
2% 848 4.994608e-05 92.13 

den ?aiteT f (ãt)  tcpz~(s) 
2% 1735 4.999399e-05 181.38 

Tabela 7.5: Resultados iluinéricos coin o algoritino DPP para o experimento 2 coin 
AI, = l l k .  

Tabela 7.6: Resultados iluinéricos coin o algoritmo DPP para o experimeilto 2 coin 
AI, = 112~. 

x0 = 0.lw 
clen niter f (ãt)  tcpu.(s) 
2% 74 4.906438e-05 7.88 
2% 67 4.932220e-05 7.15 
5% 84 4.981146e-05 9.17 
5% 63 4.854940e-05 7.79 

10% 61 4.939189e-05 5.62 
10% 42 4.838547e-05 4.67 
25% 43 4.328005e-05 5.17 
25% 62 4.596491e-05 7.27 
50% 37 4.579726e-05 4.02 
50% 32 3.362431e-05 3.46 

NO. 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 

x0 = 0.01~l 
clen niteT f ( z t )  tcpu(s) 
2% 41 4.762381e-05 4.40 
2% 41 4.725505e-05 4.46 
5% 41 4.929967e-05 4.49 
5% 46 4.691596e-05 5.66 

10% 39 4.895844e-05 3.7'7 
10% 38 4.866497e-05 4.27 
25% 25 4.865151e-05 3.14 
25% 16 4.979759e-05 1.91 
50% 17 4.404248e-05 2.05 
50% 15 2.092529e-05 1.76 

z0 = 0.lw 
clen nitel. f (x t )  tcpu(s) 
2% 51 4.978202e-05 5.65 
2% 44 4.911553e-05 5.22 
5% 46 4.831001e-05 5.19 
5% 51 4.95803Oe-O5 6.03 

10% 54 4.930648e-05 5.44 
10% 39 4.786550e-05 4.26 
25% 48 4.539252e-05 5.56 
25% 46 4.672187e-05 5.02 
50% 27 3.382064e-05 3.24 
50% 27 4.750718e-05 2.94 

NO. 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 

x0 = 0 . 0 1 ~  
clen. niteT f (2) tcpu(s) 
2% 10 4.719220e-05 1.65 
2% 11 3.539594e-05 1.05 
5% 10 4.692220e-05 1.06 
5% 12 3.77'605Oe-O5 1.46 

10% 12 4.181708e-05 1.07 
10% 10 4.655893e-05 1.08 
25% 11 4.428856e-05 1.16 
25% 10 3.460521e-05 1.17 
50% 11 2.296646e-05 1.24 
50% 10 3.250271e-05 1.19 



Ta.bela 7.7: Resultados iiiiméricos com o a,Igoritn~o DPP para o experimelito 3 com 
X b  = 1 

NO. den ?liter f ( z t )  tcp.(s) 
2% 1060 4.996537e-05 113.78 

Tabela 7.9: Resultados numéricos coin o algoritmo DPP para o experimento 3 com 

Tabela 7.8: Resultados nuinéricos com o algoritino DPP para o experimento 3 coin 
Xk = 1/k. 

NO. 

NO. 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 

z0 = 0 . 0 1 ~  
den niteT f ( z f )  tcpu(s) 
2% 43 4.791093e-05 5.30 
2% 38 4.851443e-05 4.52 
5% 41 4.921878e-05 4.28 
5% 39 4.979324e-05 4.14 

10% 24 4.962289e-05 2.69 
10% 37 4.897285e-05 4.00 
25% 23 4.940783e-05 2.90 
25% 10 4.382170e-05 0.98 
50% 13 4.506083e-05 1.55 
50% 11 4.112590e-05 1.37 

zO = 0.lw 
cEen n,iter f ( z t )  tcpu(s) 
2% 55 4.944467e-05 5.65 
2% 72 4.943373e-O5 8.06 
5% 51 4.880250e-05 5.24 
5% 64 4.725765e-05 6.86 

10% 43 4.556804e-05 4.62 
10% 48 4.787502e-05 6.27 
25% 38 3.876477e-05 4.40 
25% 35 4.915849e-05 3.22 
50% 37 4.826173e-O5 4.53 
50% 36 3.612649e-05 4.24 



Capítulo 

Consider ções Finais 

Finalizamos nosso trabalho fazendo algumas coilclusões e apresentando sugestões de 

possíveis traba,lhos futuros de continuidade. 

Coi~clusões 

* Apresentamos a classe de a.lgoritmos afim escala. prima,l de Pinto et al. [73] 

para prograinação convexa com restrições lineares 

o Propomos uma classe de a.lgoritmos afim escala dual para progra.mação linear 

que generaliza o algoritino afim escala dual de Adler et al. [I]. 

Provamos a convergê~icia global da classe afim escala dual para problemas de 

prograinação linear cujo dual seja não-degenerado. 

Em um outro eiifoque: 

e Analisamos o método de ponto proxiinal com a cp-divergência dada por cp(t) = 

t - logt - 1 pisa iniriimiza.i. f~nições q~mse-convexas mijeitas a restrições de 

não-negatividade. 

e Obtivemos que a, seqiiêiicia {zk) gerada. pelo a.lgoritmo p~oxima~l converge para, - 
um ponto estacionário quando o parâinetro AI, satisfaz O < Ar, _< A, para algum 

R > o. 

e Provamos que se o parâinetro AI; satisfaz a condição de regularidade 

liink,+, AI, = O, a corivergêiicia é para uma solução do problema. 

Observamos a performance dos algoritinos propostos por meio de diversos ex- 

perirnentos riuméricos realizados com problemas testes da biblioteca NETLIB e do 



repositório Maros e Mészáros no caso dos algoritmos afim escala e gerados aleato- 

riamente no caço do algoritmo proximal. 

Dos experimentos n~iméricos com os algoritmos afim escala, verificamos que: 

8 A família de algoritmos afim escala prima1 proposta por Pinto et al. 1731 apre- 

senta, para valores intermediários de r entre 1 e 2, um desempenho superior 

aos algoritmos clássicos quando r = I ou r = 2. 

i A família de algoritmos afim escala dual proposta apresenta, para determina- 

dos valores de r diferentes de 2, um desempenho similas ao algoritmo clássico 

quando r = 2. 

e Com a tolerâricia a.dotada, as soluções obtidas nos experimeiitos computa- 

cionais com as classes de algoritmos afim escala são idênticas às soluções 

fornecidas pelas bibliotecas. 

e Parece existir uma relação convexa entre o número de iterações e o parâmetro 

r para a.nlbas classes a.fim escala. 

Dos experimentos ~luméricos com o algoritmo proximal, observamos que: 

e O esforço computacional a partir c10 ponto x0 = 0 . 1 ~  foi maior que a partir 

do ponto z0 = 0.012~. 

a O esforço ~omputa~cio~ial pa-ra Xk = 1 foi ma,ior que para. AI, = l / k  que por sua, 

vez foi maior que para Ak = 112'. 

e Aparentemente, problemas com densidade de elementos não-nulos mais baixa 

requerem um maior ilúmero de iterações. 

O aslgoritmo DPP apresentou resultados satisfatórios, gera.iido soluções ótimas 

globais, não apenas pontos estacionários, em um tempo razoável. 

Sugestões para nabalhos Futuros 
Com relação aos algoritmos afim escala, os fatos observados nos motivam a re- 

aliza.~ pesq~~isas na. tentativa de: 

e Estudar a dependência das famílias de algoritmos GPAS e GDAS em relação 

ao pasâ.metro r. 



a Estender os resultados para o caso geral de problemas sem a hipótese de não- 

degenerescência. 

e Analisar a família de algoritmos GDAS para o caso em que a f~mção objetivo 

é convexa não-linear, como o caso de programação q~iadrática. 

e! Experimentas uma inetodologia afim escala primal-dual generalizada. 

r Realizar testes com outros problemas das bibliotecas mencionadaç ou de outras 

bibliotecas de referência. 

Somos motivados também a realizar pesquisas com algoritmos de ponto proxiinal 

para programação quase-convexa com o intuito de: 

e Estender os resultados para uma classe de cp-divergências, da qtial a cp- 

divergência dada por cp(t) = t - log t - 1 seja um representante. 

o Obter resultados equivalentes com distâncias de Bregman ou outros tipos de 

dist âiicias. 

o Estabelecer algoritmos para problemas com restrições lineares. 

e Realizar ma-is expe~iment~os numéricos com problemas gemdos aleaotoriamerite 

ou fornecidos por alguma biblioteca de referência. 



Gráficos 

Os gráficos seguintes ilustrain o coinportaineilto do ilúmero de iterações em relação 

a.o parâmetro r p r a  os experimeritos rea.lizados com os a.lgoritmos GPAS e GDAS. 

Figura A.1: nit,,. x r do a.lgoritmo 
GPAS para adlzttle. 

Figura A.3: nite, x r do algoritino 
GPAS para blend. 

Figura A.2: n,it,. x r do a.lgoritmo 
GPAS para ajG-o. 

Figura A.4: 7zite, x r do algoritmo 
GPAS para kb2. 
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Figura A.5: n.it,, x r do algoritmo 
GPAS para sc105. 

Figura A.7: niter x r do algoritmo 
GPAS para sc50b. 

Figura A.6: nite, x r c10 algoritmo 
GPAS para sc5Oa. 

Figura A.8: niter x r do algoritmo 
GPAS para share2b. 

Figura A.9: ?liter x r do algoritmo 
GPAS para. stocforl. 

Figura A.lO: niter x r do algoritmo 
GPAS para genhs28. 



Figura A. l l :  nite,. x r do algoritmo 
GPAS para hs118. 

Figura A.12: nite, x r do algoritmo 
GPAS para hs21. 

Figura A.13: nite,. x r do algoritmo 
GPAS para hs35. 

Figura A.14: nit,, x r do algoritino 
GPAS para IzsTl'G. 

Figura A.15: nite, x r do dgoritmo 
GPAS para lotschd. 

Figura A.16: nit,,. x r do algoritmo 
GPAS para qpcólend. 



Figura A.17: ?lit,, x 7- do algoritmo 
GPAS para qptest. 

Figura A.18: 7zit,, x r do algoritmo 
GPAS para zecevzc2. 

Figura A.19: nit, x 7- do algoritmo 
GDAS para ndlzttle. 

Figura A.20: nit,, x r do algoritino 
GDAS para afiro. 

Figura A.21: n,it,, x r do algoritmo 
GDAS para bandm. 

Figura A.22: niter x r do algoritmo 
GDAS para blend. 



Figura A.23: nit,, x r c10 algoritino 
GDAS para ismel. 

Figura A.25: nite, x r do algoritmo 
GDAS para scí05. 

Figura A.24: n.it,, x r c10 algoritmo 
GDAS para kb2. 
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Figiira A.26: nite,. x r do algoritmo 
GDAS para sc205. 

Figura A.27: nite,. x r do algoritmo 
GDAS para sc50a.. 

Figura A.28: niteT x r do algoritmo 
GDAS para sc50b. 



Figura A.29: nit,, x r do algoritmo 
GDAS para scngr7. 

Figura A.30: nit,, x r do algoritmo 
GDAS para shnrel b. 

Figura A.31: n.iter x r do algoritmo 
GDAS para skare2b. 

Figura A.32: nite,. x r do algoritmo 
GDAS para stocfori. 
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