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MÉTODOS DE PROJEÇÃO PARA O PROBLEMA DE DESIGUALDADES

VARIACIONAIS GERAIS

Paulo Sérgio Marques dos Santos

Janeiro/2007

Orientadora: Susana Scheimberg de Makler

Programa: Engenharia de Sistemas e Computação

Neste trabalho, consideramos o Problema de Desigualdades Variacionais Gerais

(PDVG). Apresentamos o problema e sua motivação. Obtemos um resultado so-

bre a existência de soluções do (PDVG) em espaços de Hilbert sob condições mais

fracas que aquelas assumidas por Noor em uma publicação recente. Propomos um

algoritmo para resolver o problema com um operador não-monótono em dimensão

finita. Em cada iteração o método considera uma única projeção sobre uma apro-

ximação do conjunto de restrições, que é importante do ponto de vista computa-

cional. Analisamos a convergência do algoritmo sob uma condição de cocoercividade

enfraquecida, usando noções de convergência variacional. Ilustramos o comporta-

mento numérico do método usando problemas-testes e fazemos comparações com

dois outros algoritmos para o caso monótono. Na parte final, introduzimos um

esquema de aproximações do problema (PDVG) em espaços de Hilbert que inclui

aproximações no mesmo espaço do problema original e aproximações de dimensão

finita. Obtemos resultados de limitação e convergência fraca da seqüência gerada

pelo esquema.
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In this work, we consider the General Variational Inequality Problem (GVIP).

We present the problem and its motivation. We obtain a result about the existence

of solutions of the (GVIP) in Hilbert spaces under weaker conditions than those

assumed by Noor in a recent publication. We propose an algorithm to solve the

problem with nonmonotone operator in a finite-dimensional space. At each iteration

the method considers only one projection on a constraint approximation set, which

is important from the computational point of view. We analyse the convergence

of the algorithm under a weak cocoercivity condition, using notions of variational

convergence. We illustrate the numerical behavior of the method using test problems

and we make comparisons with other two algorithms for the monotone case. Finally,

we introduce an approximation scheme of the problem (GVIP) in Hilbert spaces

which includes approximations in the same space of the original problem and finite

dimensional approximations. We obtain boundedness and weak convergence results

of the sequence generated by the scheme.
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Notações

arg min Conjunto dos pontos que realizam o mínimo.
H Espaço de Hilbert real.
P(H) Conjunto das partes de H.
Im(T ) Imagem do operador T .
D(T ) Domínio do operador T .
Gr(T ) Gráfico do operador T .
iC Função indicadora do conjunto C.
PC Operador de projeção sobre o conjunto C.
[φ1, ..., φn] Subespaço gerado por {φ1, ..., φn};
CCFN(H) {D ⊂ H : D é um conjunto convexo fechado e não-vazio}.
G−1(C) {u ∈ H : G(u) ∈ C}.
→ Convergência forte.
⇀ Convergência fraca.
M−→ Convergência Mosco.
int(B) Interior topológico do conjunto B ⊂ H.
C Fecho topológico do conjunto C ⊂ H.
aff(B) Envoltória afim do conjunto B.
conv(p1, ..., pn) Envoltória convexa do conjunto {p1, ..., pn}.
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PCG Problema de Complementaridade Generalizada.
PCI Problema de Complementaridade Implícita.
PDV Problema de Desigualdade Variacional.
Sol(PDVG) Conjunto das soluções de PDVG.

ix



Introdução

Seja C um subconjunto convexo fechado de um espaço de Hilbert real H, e sejam

F,G operadores de H em H. Consideramos o Problema de Desigualdade Varia-

cional Geral:

(PDVG)

{
Encontrar u ∈ H, G(u) ∈ C tal que
〈F (u), G(u) −G(u)〉 ≥ 0 ∀ G(u) ∈ C,

(1)

onde 〈·, ·〉 é o produto interno de H. Esta formulação foi introduzida em 1988 por

M.A. Noor [51]. Dentre as aplicações de (PDVG) destacamos a Oceanografia Física,

Processamento de Imagens e Mecânica, veja [11, 39, 53, 54] e suas referências.

Se C é um cone convexo com 0 ∈ C e C∗ = {u ∈ H : 〈u, v〉 ≥ 0 ∀ v ∈ C} é o

seu cone polar, então, (PDVG) reduz-se ao problema:

(PCG)

{
Encontrar u ∈ H tal que
G(u) ∈ C, F (u) ∈ C∗, e 〈F (u), G(u)〉 = 0,

(2)

que é conhecido como o Problema de Complementaridade Generalizada (ou Pro-

blema de Complementaridade Implícita (PCI)), veja [4, 33] e suas referências.

Quando G é o operador Identidade, o (PDVG) reduz-se ao problema de Desigual-

dade Variacional clássico:

(PDV )

{
Encontrar u ∈ C tal que
〈F (u), u− u〉 ≥ 0 ∀ u ∈ C.

(3)

Abaixo, apresentamos um problema de obstáculo de ordem 3 dado por Noor [53]

que está contido propriamente na formulação (PDVG):

(PO3)






−u′′′(x) ≥ 0, em Ω
u(x) ≥ ψ(x), em Ω
[−u′′′(x)] [u(x) − ψ(x)] = 0, em Ω
u(0), u′(0) = 0, u′(1) = 0,

onde Ω = [0, 1] e ψ é a função obstáculo dada. Em [53], é mostrado que encontrar

uma solução do problema (PO3) é equivalente a resolver o (PDVG) definido por C :=

1



{u ∈ H := H2
0 (Ω)∗ : u(x) ≥ ψ(x) em Ω}, G(u) = u′ e F tal que 〈F (u), G(v)〉 =

∫
Ω
u′′(x)v′′(x)dx.

Condições para existência de solução do (PDVG) foram analisadas em

[63, 67, 89, 90]. Os algoritmos propostos para resolver o problema (PDVG)

podem ser divididos em duas classes: explícitos ([51, 55, 81]) e implícitos

([11, 18, 27, 55, 59, 62, 80]). Observamos que a técnica de projeção e suas variantes

têm sido consideradas extensivamente em ambas classes. Quando o conjunto de

restrições não tem uma estrutura especial a projeção pode se tornar uma tarefa

computacional muito complexa. Em geral, observamos que os exemplos numéricos

utilizados nos testes desses algoritmos apresentam restrições simples como bolas ou

caixas.

Este trabalho é dedicado ao estudo do Problema de Desigualdade Variacional Geral

em espaços de Hilbert.

No primeiro capítulo, apresentamos definições básicas, noções de convergên-

cia de conjuntos e de aproximações de dimensão finita. Na Seção 1.3, introduzimos

uma propriedade que relaciona convergência de conjuntos, projeções e convergência

pontual. Este resultado serviu de referência na análise de convergência de algoritmos

para resolver problemas de viabilidade [83] e processamento de imagens [84].

No segundo capítulo, fazemos uma síntese da revisão bibliográfica contendo

formulações, resultados de existência de solução para o problema (PDVG) e algorit-

mos dados na literatura. Na Seção 2.2, introduzimos um teorema de existência de

solução para o problema (PDVG) que estende um resultado estabelecido em [30],

para o problema (PCG).

No terceiro capítulo, para o caso em que H é de dimensão finita, definimos e

analisamos a convergência de um algoritmo baseado em projeções e aproximações

do conjunto C usando noções de convergência variacional. Ilustramos o comporta-

mento numérico do algoritmo através de problemas-testes e comparações com dois

outros métodos. Os resultados deste capítulo foram publicados em [72].

No Capítulo 4, consideramos o caso em que H é um espaço de Hilbert de

∗Espaço de Sobolev de ordem 2, mais detalhes em [53] e suas referências.
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dimensão infinita. Introduzimos um esquema de aproximações que permite

aproximações no mesmo espaço do problema original (como regularizações) e

aproximações cujos subproblemas podem ser resolvidos em espaços de dimensão

finita (por exemplo, usando um esquema de Galerkin). Mostramos como o passo

iterativo de vários algoritmos da literatura, podem reescritos como subproblemas

do nosso esquema. Apresentamos uma análise de convergência com resultados de

limitação e convergência fraca da seqüência gerada pelo esquema.

Finalmente, no Capítulo 5, discutimos os resultados obtidos nos capítulos

anteriores, apresentamos nossas conclusões e perspectivas de trabalhos futuros.
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Capítulo 1

Preliminares

Neste capítulo, relembramos noções conhecidas e apresentamos definições e pro-

priedades que são necessárias para o desenvolvimento dos demais capítulos. De

agora em diante, H é um espaço de Hilbert real, onde 〈., .〉 denota o produto interno

e ‖.‖ sua norma associada.

1.1 Conceitos básicos

Definição 1.1.1. Seja {un} ⊂ H, dizemos que:

• A seqüência {un} ⊂ H converge fortemente para u ∈ H (un → u) quando

lim
n→+∞

‖un − u‖ = 0;

• A seqüência {un} ⊂ H converge fracamente para u ∈ H (un ⇀ u) quando

lim
n→+∞

〈un − u, w〉 = 0 ∀ w ∈ H.

Definição 1.1.2. Dada T : H→P(H) uma aplicação ponto-conjunto, dizemos que

T é localmente limitada em u ∈ D(T ), se existe uma vizinhança U de u tal que

o conjunto

T (U) = {T (u) : u ∈ U ∩D(T )}

é limitado. Uma aplicação T é localmente limitada, se é localmente limitada em

todos os pontos de D(T ) ( [68, p.103]).

Observação 1.1.1. Se T é localmente limitada em u ∈ D(T ), então, para qualquer

seqüência {un} ⊂ D(T ) fortemente convergente a u, a seqüência formada pelas

imagens {wn ∈ T (un)} é limitada.
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A definição abaixo é uma generalização dos conceitos de monotonicidade e con-

tinuidade de Lipschitz no contexto de desigualdades variacionais gerais (veja, [63,

Definição 2.1, p.4]).

Definição 1.1.3. Dados os operadores F,G : H→H e o conjunto C ⊆ H, dizemos

que:

• F é G-fortemente monótono em C, se existe α > 0 tal que

〈F (u) − F (v), G(u)−G(v)〉 ≥ α‖G(u) −G(v)‖2 ∀ G(u), G(v) ∈ C. (1.1)

• F é G-monótono em C, se

〈F (u)− F (v), G(u) −G(v)〉 ≥ 0 ∀ G(u), G(v) ∈ C. (1.2)

• F é G-pseudomonótono em C, se para G(u), G(v) ∈ C

〈F (u), G(v)−G(u)〉 ≥ 0 ⇒ 〈F (v), G(v)−G(u)〉 ≥ 0. (1.3)

• F é G-Lipschitziano em C, se existe β > 0 tal que

‖F (u) − F (v)‖ ≤ β‖G(u) −G(v)‖ ∀ G(u), G(v) ∈ C. (1.4)

Quando β < 1, dizemos que F é uma G-contração em C.

A seguinte definição não foi encontrada em outros trabalhos, mas, surge de

maneira natural como um enfraquecimento da definição de operador fortemente

monótono.

Definição 1.1.4. Dados os operadores F,G : H→H e o conjunto C ⊆ H, dizemos

que F é G-estritamente monótono em C, se

G(u), G(v) ∈ C, G(u) 6= G(v) ⇒ 〈F (u) − F (v), G(u) −G(v)〉 > 0. (1.5)

Em Pang-Yao [67], os autores definem monotonicidade forte para o par F,G no

conjunto C da seguinte forma:

Definição 1.1.5. Dados os operadores F,G : H→H e o conjunto C ⊆ H, dizemos

que F é fortemente monótono com respeito a G em C, se existe α > 0 tal que

G(u), G(v) ∈ C ⇒ 〈F (u) − F (v), G(u) −G(v)〉 ≥ α‖u− v‖2. (1.6)
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Observação 1.1.2. Assumindo a monotonicidade forte do operador F com respeito

a G, seja pela Definição 1.1.3 ou Definição 1.1.5, temos que F é G-estritamente

monótono em C, conforme Definição 1.1.4.

Introduzimos o conceito de pseudomonotonicidade no sentido de Brézis, na teoria

de desigualdades variacionais gerais, considerando o caso ponto-ponto da definição

encontrada em [69, p.21].

Definição 1.1.6. Sejam F,G : H → H e um conjunto convexo fechado C. Dizemos

que o operador F é pseudomonótono, no sentido de Brézis, com respeito a G

em C, se para qualquer seqüência {un : G(un) ∈ C} com G(un) ⇀ G(u), para

algum u ∈ H tal que

lim
n

sup 〈F (un), G(un) −G(u)〉 ≤ 0, (1.7)

implica que

〈F (u), G(u) − z〉 ≤ lim
n

inf 〈F (un), G(un) − z〉 ∀ z ∈ C. (1.8)

Definição 1.1.7. ([2]) Dizemos que o operador ponto-conjunto F é sw-

demifechado (da tradução fortemente-fracamente-demifechado) em M ⊂ D(F )

se para todo par de seqüências {un}n∈N ⊂ M e {ξn}n∈N ⊂ H tal que ξn ∈ F (un)

para todo n ∈ N, un → u e ξn ⇀ ξ, temos que ξ ∈ F (u).

Observação 1.1.3. O conceito de sw-demifechado, é usado quando o operador de

uma desigualdade variacional é monótono, mas não é necessarimente monótono

maximal, veja [2].

Definição 1.1.8. (por exemplo, [28]) Seja {Cn} uma seqüência de subconjuntos de

H. Dizemos que {Cn} é uniformemente limitada, se existe um conjunto limitado

D ⊆ H tal que Cn ⊆ D ∀ n ∈ N.

Definição 1.1.9. ([30]) Dizemos que o operador G : D → E é próprio, se a imagem

inversa de qualquer subconjunto compacto de G(D) é um conjunto compacto, isto é,

se G−1(B) é compacto para todo compacto B ⊂ Im(G).

Definição 1.1.10. ([86, Definição 11.13, p. 498]) Dizemos que o operador F : H →
H é seqüencialmente fortemente contínuo ou (fraco-forte seqüencialmente con-

tínuo), se para qualquer seqüência {un}n∈N ⊂ H fracamente convergente a u ∈ H, a

seqüência {F (un)}n∈N é fortemente convergente a F (u), isto é,

un ⇀ u ⇒ F (un) → F (u).
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Definição 1.1.11. ([59]) Seja G : R
n → R

n, dizemos que G é não-singular, se

existe µ > 0 tal que

‖G(u) −G(v)‖ ≥ µ‖u− v‖ ∀ u, v ∈ R
n.

Observação 1.1.4. É fácil ver que se G é não-singular, então, G é injetivo.

Definição 1.1.12. ([68]) Um operador F é dito hemicontínuo em v ∈ D(F ) se

D(F ) é convexo e para qualquer u ∈ D(F ) a aplicação t 7→ F ((1 − t)v + tu) é

contínua de [0, 1] na topologia fraca de H. F é dito hemicontínuo, se a propriedade

acima é válida para todo v ∈ D(F ).

Introduzimos a seguir, uma definição que é usada no Capítulo 4.

Definição 1.1.13. Um ponto g é uma G-solução do problema (PDVG), se g =

G(u) para algum u ∈ Sol(PDVG).

1.2 Operadores de projeção

Nesta seção, apresentamos fatos básicos sobre operadores de projeção em espaços

de Hilbert. Primeiramente, definimos o operador de projeção de H = R
n sobre

um conjunto convexo fechado e estabelecemos importantes propriedades para a

definição do algoritmo proposto no Capítulo 3.

Projeção sobre conjuntos convexos

Seja D ∈ R
n×n uma matriz simétrica definida positiva. A norma induzida

por D é definida por

‖v‖2
D : = 〈v, v〉D = 〈v,Dv〉, ∀ v ∈ R

n. (1.9)

Naturalmente, as aplicações ‖.‖D e 〈., .〉D, acima definidas, são contínuas. Incluímos

a prova da seguinte propriedade que foi usada também em [74, p. 376].

Lema 1.2.1. Para todo u, v ∈ R
n e λ ∈ [0, 1]

‖λu+ (1 − λ)v‖2
D = λ‖u‖2

D + (1 − λ)‖v‖2
D − λ(1 − λ)‖u− v‖2

D. (1.10)
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Prova. Observe que desenvolvendo o lado direito da equação, obtemos

λ‖u‖2
D + (1 − λ)‖v‖2

D − λ(1 − λ)‖u− v‖2
D = λ‖u‖2

D + (1 − λ)‖v‖2
D

− λ(1 − λ) (‖u‖2
D + ‖v‖2

D − 2〈u, v〉D)

= λ‖u‖2
D + ‖v‖2

D − λ‖v‖2
D − λ‖u‖2

D

+ λ2‖u‖2
D + 2λ〈u, v〉D − 2λ2〈u, v〉D

− λ‖v‖2
D + λ2‖v‖2

D

= λ2‖u‖2
D + (1 − 2λ+ λ2)‖v‖2

D

+ 2λ〈u, v〉D − 2λ2〈u, v〉D

= λ2‖u‖2
D + (1 − λ)2‖v‖2

D + 2λ(1 − λ)〈u, v〉D

= ‖λu+ (1 − λ)v‖2
D.

A prova está completa.

Definição 1.2.1. Seja C um subconjunto convexo fechado de R
n. O operador de

D-projeção em C é definido por:

PD
C : R

n → R
n, PD

C (u) = arg minv∈C

{
1

2
‖u− v‖2

D

}
. (1.11)

Nos próximos dois lemas, apresentamos a caracterização e a propriedade não-

expansiva do operador de D-projeção, veja por exemplo [8].

Lema 1.2.2. Seja u ∈ R
n. O ponto pu é a projeção PD

C (u) se, e somente se, satisfaz

a seguinte desigualdade,

〈u− pu, D(pu − v)〉 ≥ 0, ∀ v ∈ C. (1.12)

Prova. Primeiro, observamos que para quaisquer u, v, z ∈ R
n:

‖u− z‖2
D − ‖u− v‖2

D = −‖z − v‖2
D − 2〈u− z,D(z − v)〉. (1.13)

Se, vale (1.12), então, tomando z = pu em (1.13), obtemos que

‖u− pu‖2
D − ‖u− v‖2

D ≤ 0 ∀ v ∈ C. (1.14)

Portanto, 1
2
‖u− pu‖2

D ≤ 1
2
‖u− v‖2

D ∀ v ∈ C. Logo, deve ser pu = PD
C (u).
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Reciprocamente, para ver que PD
C (u) satisfaz a desigualdade (1.12), consideramos

um elemento arbitrário v ∈ C. Como C é convexo, temos que

zt := PD
C (u) + t(v − PD

C (u)) ∈ C, ∀ t ∈ (0, 1].

Pela definição (1.11),

‖u− PD
C u‖2

D − ‖u− zt‖2
D ≤ 0, ∀ t ∈ (0, 1].

Pela igualdade (1.13) com z = PD
C (u) e v = zt para t ∈ (0, 1], resulta

−t2‖PD
C u− v‖D

2 − 2t〈u− PD
C u,D(PD

C u− v)〉 ≤ 0.

Dividindo por −t e fazendo t→ 0 obtemos a desigualdade (1.12), e o resultado segue

do fato que v ∈ C foi tomado arbitrário.

Lema 1.2.3. O operador PD
C (.) é não-expansivo com respeito a norma D, isto é,

‖PD
C (u) − PD

C (v)‖D ≤ ‖u− v‖D, ∀ u, v ∈ R
n.

Prova. Pelo lema anterior,

〈u− PD
C (u), D(PD

C (u) − PD
C (v))〉 ≥ 0

e,

〈v − PD
C (v), D(PD

C (v) − PD
C (u))〉 ≥ 0.

Somando as duas desigualdades, resulta que

〈u− v + PD
C (v) − PD

C (u), D(PD
C (u) − PD

C (v))〉 ≥ 0.

Portanto,

‖PD
C (u) − PD

C (v)‖2
D ≤ 〈u− v,D(PD

C (u) − PD
C (v))〉.

Finalmente, pela desigualdade de Cauchy-Schwartz, concluímos que

‖PD
C (u) − PD

C (v)‖D ≤ ‖u− v‖D.
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1.3 Convergência variacional

Nesta seção, apresentamos noções de convergência de conjuntos que são importantes

na definição e na análise de convergência dos métodos apresentados no Capítulo

3 e Capítulo 4. Inicialmente, denotamos CCFN(H) a família dos subconjuntos

convexos fechados e não-vazios do espaço de Hilbert H.

Definição 1.3.1. ([49]) A seqüência {Cn ∈ CCFN(Hn)}n∈N converge a C no sen-

tido de Mosco ({Cn} é M-convergente a C ou Cn
M→ C) se:

(a) Para cada z ∈ C, existe {zn ∈ Cn}n∈N tal que zn→z;

(b) Se {znj ∈ Cnj
}j∈N satisfaz znj ⇀ z ∈ H, então z ∈ C;

Uma interpretação geométrica da convergência Mosco de conjuntos convexos é

dada pela seguinte proposição.

Proposição 1.3.1. ([6, Teorema 3.33, p. 322]) Sejam C, {Cn}n∈N em CCFN(H).

As seguintes sentenças são equivalentes:

(a) Cn
M−→ C;

(b) Para todo u ∈ H, PCn
(u)→PC(u);

(c) Para todo u ∈ H, dist(u, Cn)→dist(u, C).

Exemplo 1.3.1. ([49, Lema 1.5, p.527]) Sejam C ∈ CCFN(H) e {Tn}n∈N uma

seqüência de operadores lineares simétricos definidos em H tal que

‖Tn(v) − v‖ → 0 ∀ v ∈ H.

Se vale uma das seguintes condições:

(a) C é limitado;

(b) TnC ⊆ C ∀ n ∈ N;

então, {Cn := TnC} é Mosco-convergente a C.

Apresentamos mais um exemplo de aproximações {Cn} de um conjunto convexo

fechado C ⊂ H, onde H é um espaço de Hilbert separável.

Exemplo 1.3.2. (Aproximações poliedrais internas, [6]) Por definição de espaço de

Hilbert separável, existe um conjunto {φn}n∈N ⊂ H enumerável denso em H. Desse

modo, para cada n ∈ N, definimos a aproximação poliedral interna de C (veja Figura

1.1):

Cn := conv(PCφ1, ..., PCφn),
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Figura 1.1: Aproximações internas de C.

como a envoltória convexa do conjunto das projeções em C dos pontos φ1, ..., φn.

Pelo [6, Teorema 3.43, p.334], {Cn} é M-convergente a C.

Quando H é um espaço de dimensão finita, é usado o termo epiconvergência em

lugar de convergência Mosco, escrevendo Ck
epi−→ C quando Ck

M−→ C, veja por

exemplo [7].

A seguinte propriedade relaciona epiconvergência de conjuntos, D-projeções e con-

vergência pontual. Este resultado estabelecido por nós em [71, Proposição 2.5, p. 3]

serviu de referência na análise de convergência de algoritmos para resolver problemas

de viabilidade [83] e processamento de imagens [84].

Proposição 1.3.2. Sejam C, {Ck}k∈N em CCFN(Rn). Se a seqüência {Ck} epi-

converge a C, e a seqüência {uk} ⊂ R
n converge a u, então,

lim
k→+∞

PD
Ck

(uk) = PD
C (u).

Prova. Pela Definição 1.3.1, dado w ∈ C, como Ck
epi−→ C, existe uma seqüência

{wk} tal que limk→+∞wk = w e wk ∈ Ck, ∀ k ∈ N. Logo, as seqüências {uk} e

{wk} são limitadas. Além disso, temos que

‖PD
Ck

(uk) − w‖D ≤ ‖PD
Ck

(uk) − wk‖D + ‖wk − w‖D

= ‖PD
Ck

(uk) − PD
Ck

(wk)‖D + ‖wk − w‖D,

e, pelo Lema 1.2.3, resulta que {PD
Ck

(uk)} é limitada. Pelo Teorema de Bolzano-

Weierstrass, {PD
Ck

(uk)} admite uma subseqüência {PD
Cj

(uj)}j∈N convergente. Seja

u = limj→+∞, j∈N P
D
Cj

(uj). Pela Definição 1.3.1, u ∈ C. Usando a caracterização da

projeção para cada PD
Cj

(uj), obtemos

11



〈PD
Cj

(uj) − uj, D(PD
Cj

(uj) − wj)〉 ≤ 0, j ∈ N.

Considerando o limite quando j → ∞, para j ∈ N . Da continuidade de 〈, 〉D e do

fato que wk −→ w, resulta que

〈u− u,D(u− w)〉 ≤ 0.

Como w ∈ C é arbitrário, do Lema 1.2.2 conclui-se que u = PD
C u. Para mostrar

a convergência de toda a seqüência {PD
Ck

(uk)} é suficiente provar que ela tem um

único ponto de aderência. Seja {PD
C (uj)}j∈ eN uma outra subseqüência convergente

para ũ ∈ R
n. Considerando w e {wk} como definidos acima, pelo mesmo argumento

anterior segue que

〈ũ− u,D(ũ− w)〉 ≤ 0.

Como w ∈ C foi tomado arbitrário, do Lema 1.2.2 concluímos que ũ = PD
C u. Logo,

a seqüência {PD
Ck

(uk)} tem um único ponto de aderência, isto é, é convergente.

Portanto, limk→+∞ PD
Ck

(uk) = PD
C (u).

A seguir, introduzimos uma distância∗ entre conjuntos baseada em [3, 7], que é

utilizada na análise de convergência do algoritmo definido no Capítulo 3.

Definição 1.3.2. Sejam C1, C2 ⊂ R
n conjuntos convexos, fechados e não-vazios,

para γ ≥ 0. Definimos dD
γ (C1, C2) por

dD
γ (C1, C2) := sup

‖u‖D≤γ

‖PD
C1

(u) − PD
C2

(u)‖D, (1.15)

onde PD
C é a D-projeção, ver (1.11).

Observação 1.3.1. Em algoritmos de projeção para resolver problemas de de-

sigualdades variacionais, a idéia de substituir nos subproblemas o conjunto original

por aproximações não é original, veja por exemplo Makler-Scheimberg et al. [47].

Porém, a filosofia usada em nossos trabalhos [71, 72] e apresentada no Capítulo 3,

que consiste em estabelecer condições sobre dD
γ , isto é, sobre a velocidade de con-

vergência dos conjuntos, para obter resultados de convergência da seqüência gerada

pelo algoritmo, tem inspirado novas abordagens para problemas de viabilidade, veja

por exemplo [16].

∗A função dD
γ não é uma distância, uma vez que dD

γ (C1, C2) = 0 não implica C1 = C2.
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Observação 1.3.2. A métrica dD
γ torna-se a distância de funções dada em [7]

quando aplicada às funções indicadoras de C1 e C2. Além disso, a Definição 1.3.2

corresponde a métrica variacional de operadores definida em [3], quando considerada

para os cones normais NC1
e NC2

.

Lema 1.3.1. Se Ck
epi−→ C então dD

γ (Ck, C) −→ 0 ∀ γ > 0.

Prova. Como Ck
epi−→ C, temos que iCk

epiconverge a iC . Então, aplicamos o [7,

Corolário 2.53], considerando o espaço de Hilbert R
n munido com o produto escalar

〈, 〉D.

Para finalizar a seção, relacionamos a convergência Mosco de conjuntos a

uma convergência baseada na métrica de Hausdorff para conjuntos fechados. Antes,

relembramos algumas definições e notações, seguindo Mosco [49].

De acordo com [49], para cada R > 0 podemos definir um gap local ou a abertura

entre dois conjuntos U, V ∈ CCFN(H) por:

σR(U, V ) := max{σ(UR, V ), σ(V R, U)},

onde

• UR := {v ∈ H : v ∈ U, ‖v‖ ≤ R};

• σ(U, V ) := sup{d(u, V ) : u ∈ U};

• d(u, U) := inf{‖u− v‖ : u ∈ U}.

Agora, apresentamos a conexão entre a convergência Mosco e a convergência com

respeito a σR(., .).

Lema 1.3.2. ([49, Lema 1.1, p.523]) Sejam C,Cn ∈ CCFN(H) para cada n ∈ N.

(a) Se

lim
n→+∞

σR(Cn, C) = 0 ∀ R > R0, R0 > 0,

então, Cn
M→ C.

(b) Se H tem dimensão finita, então, vale a recíproca de (a);

Corolário 1.3.1. Sejam C,Ck ∈ CCFN(Rn) para cada k ∈ N. As seguintes afir-

mações são equivalentes:

(a) lim
k→+∞

σR(Ck, C) = 0 ∀ R > R0, R0 > 0;
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(b) Ck
epi−→ C;

(c) lim
k→+∞

dD
γ (Ck, C) −→ 0 ∀ γ ≥ 0.

Prova. É uma conseqüência do Lema 1.3.2 e do [7, Corolário 2.53, p.46].

1.4 Aproximações de dimensão finita

Nesta seção, apresentamos os conceitos de base em H e esquema de Galerkin que

são usados no Capítulo 4.

Definição 1.4.1. ([87, p.271]) Uma base em H é um conjunto enumerável

{φj}j∈N ⊂ H, cujos subconjuntos finitos são linearmente independentes e

H =
⋃

n∈N

Hn,

onde, para todo n ∈ N, Hn = [φ1, ..., φn].

Na seguinte definição, PHn
: H → Hn é o operador de projeção ortogonal de H

sobre o subespaço Hn.

Definição 1.4.2. ([87, Definição 21.46, p. 271]) Um esquema de Galerkin em

H é uma seqüência {Hn}n∈N de subespaços vetoriais de H satisfazendo as seguintes

propriedades:

(a) dim(Hn) < +∞, Hn 6= {0};
(b) lim

n→+∞
‖u− PHn

(u)‖ = 0 ∀ u ∈ H.

Definição 1.4.3. ([86, p.770]) Um espaço de Hilbert H é separável se contém um

subconjunto denso enumerável.

A proposição abaixo estabelece um resultado de existência para bases e esquemas

de Galerkin.

Proposição 1.4.1. ([87, Proposição 21.49, p.272]) Seja H um espaço de Hilbert

separável. Então:

(a) H tem uma base;

(b) Se {φn} é uma base em H, então {Hn} com Hn = [φ1, ..., φn] é um esquema de

Galerkin em H;

(c) Se {Hn} é um esquema de Galerkin em H, então podemos construir uma base

em H em termos de {Hn}.
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Observação 1.4.1. Segundo o [86, Teorema 52, p.787], se H é um espaço de Hilbert

separável, então, H tem um sistema ortonormal completo.

Exemplo 1.4.1. ([87, Exemplo 21.47, p.270]) Seja {φ1, φ2, ...} um sistema ortonor-

mal completo em H. Então, {φk}k∈N é uma base em H. Além disso, se definimos

Pn(u) :=

n∑

k=1

〈uk, u〉uk,

então, Pn : H → H é um operador de projeção ortogonal sobre Hn = [φ1, ..., φn], e

{Hn} é um esquema de Galerkin em H, pois dist(u,Hn) = ‖u−Pn(u)‖ → 0 quando

n→ +∞, para todo u ∈ H.

A seguir, ilustramos esquemas de Galerkin para alguns espaços de dimensão

infinita.

Exemplo 1.4.2. (Base de polinômios, [87, Exemplo 21.48, p.271]) Seja

φk(t) = tk−1, k ∈ N.

Consideremos o espaço dos polinômios de coeficientes reais e grau ≤ n− 1,

Hn = [φ1, φ2, ..., φn].

Então, {φn}n∈N é uma base e {Hn}n∈N é um esquema de Galerkin em H =

L2(a, b) := {f : (a, b)→R :
∫ b

a
|f(t)|2dt < +∞}, sendo a, b ∈ R, a < b.

A afirmação segue do fato que o conjunto dos polinômios é denso em L2(a, b).

A seguir, consideramos uma aproximação de dimensão finita {Hh}h>0 do espaço H
para relembrar noções que serão necessárias no Capítulo 4. Na análise de convergên-

cia de um esquema de aproximações de desigualdades variacionais, Adly-Goeleven

[1] e Gwinner [24] usam a seguinte definição de convergência de conjuntos convexos

fechados:

Definição 1.4.4. ([22, p. 12]) Dizemos que a seqüência {Ch}h>0 converge a C (no

sentido de Glowinski) se são válidas as duas condições abaixo:

(a) Se {uh} satisfaz uh ∈ Ch para todo h > 0 e {uh} é limitada, então os pontos de

acumulação fracos de {uh} estão em C;

(b) Existe um subconjunto D denso em C e existem aplicações rh : D → Ch, com a

propriedade de, para cada z ∈ D, rh(z) → z (quando h→ 0+).
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Abaixo estabelecemos a equivalência entre a definição de convergência Mosco

(Definição 1.3.1) e a convergência no sentido de Glowinski, este resultado foi

mostrado por Stummel [77].

Proposição 1.4.2. A seqüência de conjuntos {Cn ⊂ Hn} converge a C no sentido

da Definição 1.4.4, se e somente se, {Cn} converge a C no sentido de Mosco.

Prova. Veja parágrafo 1.2, p. 10 em [77].
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Capítulo 2

Reformulações, algoritmos e

existência de soluções

Neste capítulo, apresentamos uma revisão bibliográfica sobre o Problema de De-

sigualdade Variacional Geral (PDVG) e estabelecemos um novo resultado de exis-

tência de solução. Nossa análise está dividida em três partes. Na primeira, apresen-

tamos as reformulações do problema estudado. Na segunda parte, mostramos três

abordagens utilizadas no estudo da existência de solução de (PDVG) e introduzi-

mos um teorema de existência de solução para o problema (PDVG) que estende um

resultado estabelecido em [30], para o problema (PCG). Na parte final do capítulo,

descrevemos alguns dos algoritmos existentes, com ênfase nos dois métodos explo-

rados no Capítulo 3. Lembramos que H é um espaço de Hilbert, onde 〈., .〉 denota

o produto interno e ‖.‖ sua norma associada.

2.1 Reformulações de desigualdades variacionais

gerais

Nesta seção, apresentamos três formulações equivalentes ao problema estudado.

Equação de projeção em C

A relação entre as soluções do problema de desigualdade variacional clássico

(PDV) e as soluções da equação: u = PC [u− F (u)] é um fato bem conhecido (veja

Eaves [21]). No caso geral, temos o seguinte resultado:

Proposição 2.1.1. O ponto u ∈ H resolve a equação

G(u) = PC [G(u) − ρF (u)], ρ > 0, (2.1)
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se e somente se,

G(u) ∈ C, e 〈F (u), w −G(u)〉 ≥ 0 ∀ w ∈ C. (2.2)

Prova. Uma conseqüência direta da caracterização da projeção sobre um conjunto

convexo fechado C.

Observação 2.1.1. Não há registros da primeira vez em que foi estabelecida a

equivalência acima. Em [67], é feito um estudo sobre a estabilidade e a existência

de solução da equação (2.1) em espaços de dimensão finita.

O resultado abaixo é de grande importância para o estudo do problema (PDVG).

Corolário 2.1.1. Se C ⊆ Im(G), então, os problemas (PDVG), (2.1) e (2.2) pos-

suem o mesmo conjunto solução.

Observação 2.1.2. Em [57], o autor usa o resultado acima sem assumir a hipótese

C ⊆ Im(G).

Em [52], Noor analisa novos algoritmos para (PDVG), associando o problema

(2.1) a uma generalização da Equação de Wiener-Hopf [73], e estabelecendo o

seguinte.

Teorema 2.1.1. ([52, Teorema 3.1]) Assuma a existência da função inversa, G−1,

e fixe ρ > 0. Se u resolve o problema (PDVG), então z = G(u) − ρF (u) é solução

da equação:

F (G−1(PC(z))) + ρ−1(I − PC)(z) = 0. (2.3)

Reciprocamente, se z resolve (2.3), então u = G−1(PC(z)) é solução de (PDVG).

Equação de projeção tangente

Em [82], Xiu, Zhang e Noor estabelecem a equivalência entre o problema

(PDVG) e a equação de projeção tangente em espaços de dimensão finita, para

analisar a convergência local de uma classe de algoritmos para resolver (PDVG).

Antes de apresentar a proposição, definimos o cone tangente, segundo [82].

Definição 2.1.1. Dado u ∈ R
n com G(u) ∈ C, o cone tangente T (G(u))) é o

fecho do cone de todas as direções viáveis, onde v ∈ R
n é uma direção viável para o

ponto G(u) se G(u) + tv ∈ C para todo t suficientemente pequeno.
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O conjunto T (G(u)) é convexo fechado e não-vazio. Portanto, dado w ∈ R
n e

u ∈ G−1(C), existe e é única a projeção ortogonal de w em T (G(u)). Agora, estamos

em condições de enunciar a equivalência.

Proposição 2.1.2. ([82, Teorema 2.1, p.758]) Se C ⊆ Im(G), então, u ∈ R
n

resolve (PDVG) se, e somente se, u é solução do problema:

Encontrar u ∈ R
n, G(u) ∈ C tal que PT (G(u))(−F (u)) = 0. (2.4)

Observação 2.1.3. No estudo de desigualdades variacionais clássicas (G = I), a

reformulação de (PDV) como o problema de encontrar um zero da soma dos opera-

dores F (x) + NC(x) é bem conhecida, veja por exemplo [79]. No caso de (PDVG),

temos:
0 ∈ F (u) +NC(G(u)) ⇔ −F (u) ∈ NC(G(u))

⇔ 〈F (u), z −G(u)〉 ≥ 0 ∀ z ∈ C

⇔ u é solução de (PDVG).

Não temos conhecimento do uso desta equivalência no desenvolvimento teórico de

desigualdades variacionais gerais.

Desigualdades Quasivariacionais

Consideramos o problema de Desigualdade Quasivariacional, definido por:

Encontrar u ∈ C̃(u) tal que 〈F (u), u− u〉 ≥ 0 ∀ u ∈ C̃(u), (2.5)

onde F : H −→ H e C̃ : H −→ P(H) são, respectivamente, aplicações ponto-ponto

e ponto-conjunto (veja [8] e suas referências).

Formalizamos a seguir, as idéias encontradas no artigo de Chan e Pang [17].

Lema 2.1.1. Sejam a : H −→ H uma função e C ⊆ H um conjunto convexo fechado

e não-vazio. Se C̃(u) := a(u) + C, então, verificamos a seguinte relação:

P eC(u)[v] = a(u) + PC [v − a(u)] ∀ u, v ∈ H.

Prova. Se C̃(u) = a(u) + C, então P eC(u)[v] = a(u) + v para algum v ∈ C. Pela

definição de projeção,

‖v − P eC(u)[v]‖ ≤ ‖v − w‖ ∀ w ∈ C̃(u),
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e como w = a(u) + w para um elemento w ∈ C, temos que

‖v − a(u) − v‖ ≤ ‖v − a(u) − w‖ ∀ w ∈ C.

Portanto, v = PC [v − a(u)], e concluímos que

P eC(u)[v] = a(u) + v = a(u) + PC [v − a(u)].

Proposição 2.1.3. Assuma que C ⊆ Im(G) e as hipóteses do Lema 2.1.1. Então,

o problema de (2.5) é equivalente ao problema de (PDVG).

Prova. Seja u uma solução do problema (2.5), então

u = P eC(u)[u− F (u)] ⇔ u = a(u) + PC [u− F (u) − a(u)],

isto é,

u = P eC(u)[u− F (u)] ⇔ u− a(u) = PC [u− a(u) − F (u)].

O resultado segue da definição de G(u) := u− a(u) e da caracterização da projeção.

2.2 Existência de soluções

Conforme nossa revisão, existem poucos artigos sobre a existência de solução para

o problema de Desigualdade Variacional Geral. Dividimos os resultados obtidos de

acordo com as seguintes linhas de trabalho:

Teoria do grau topológico

Esta teoria criada por L.E.J. Brouwer (conforme [67]) tem o propósito de es-

tabelecer resultados de existência. A injetividade do operador G é uma hipótese

comum nesses trabalhos, vejamos como exemplo o seguinte resultado:

Proposição 2.2.1. ([67, Proposição 3.9, p.175]) Seja C um subconjunto convexo

fechado de R
n, sejam F e G duas funções contínuas de R

n nele mesmo, sendo G

injetiva. Suponha que existe u ∈ G−1(C) e constantes positivas α e L tais que para

todo x ∈ G−1(C) com ‖x‖ ≥ α, ‖G(x) − G(u)‖ ≤ L‖x − u‖. Se F é fortemente
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monótona com respeito a G em C (Definição 1.1.5), então existe um único ponto

x ∈ R
n satisfazendo

G(x) = PC [G(x) − F (x)].

Em [89, 90], encontramos elementos de teoria do grau em espaços de dimensão

finita, mas, sua principal característica é descrita no próximo tópico.

Família Excepcional de Elementos

Nesta abordagem, a existência de uma seqüência denominada Família Excep-

cional de Elementos que atende certas propriedades implica na inexistência de

solução para o (PDVG). Vejamos como exemplo a definição dada em [89], onde o

conjunto C é ilimitado e definido por funções reais diferenciáveis convexas e afins

Ei(i = 1, ..., m) e Hj(j = 1, ..., s), respectivamente.

C = {x ∈ R
n : Ei(x) ≤ 0, i = 1, ..., m, Hj(x) = 0, j = 1, ..., s},

onde β ∈ [0, 1], d ∈ R
n, d > 0.

Definição 2.2.1. ([89, Definição 2.1, p. 171]) Sejam F,G aplicações de R
n nele

mesmo. Dizemos que uma seqüência {xr}r>0 ⊂ R
n é uma Família Excepcional

para o (PDVG), se a seqüência satisfaz as seguintes condições:

(p1) A seqüência {G(xr)}r>0 ⊂ C e ‖G(xr)‖ → +∞ quando r → +∞;

(p2) Para cada r > 0 existe µr > 0 e dois pontos λr ∈ R
m
+ , u

r ∈ R
s tais que:

F (xr) = −µr[βG(xr) + 1
2
(1 − β)d] − 1

2
(∇E(G(xr)))Tλr + (∇H(G(xr)))Tur)

λrEi(G(xr)) = 0 para todo i = 1, ..., m.

Para estabelecer o resultado de existência em [89], são assumidas as seguintes

hipóteses:

(a) O conjunto C satisfaz alguma restrição de qualificação usual. Por exemplo,

Condição de Slater, isto é, existe x∗ ∈ C tal que Ei(x
∗) < 0 para todo i =

1, ..., m;

(b) Existe uma seqüência de números positivos {rj}j∈N com rj → +∞ quando

j → +∞, tal que o (PDVG) restrito ao conjunto Crj
:= C∩{x ∈ R

n : βxTx+

(1 − β)xTd ≤ rj} tem solução para cada j ∈ N.
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A seguir, apresentamos o principal resultado de existência dado em [89].

Teorema 2.2.1. ([89, Teorema 2.1, p. 174]) Suponha que F e G são funções

contínuas de Rn nele mesmo, então, o problema (PDVG) ou tem uma solução ou

tem uma família excepcional.

Em [33], os autores, também, usam um teorema de alternativas e uma definição

diferente de família excepcional de elementos para obter existência de solução do

problema de complementaridade implícita (PCI) em espaços de Hilbert.

Pontos fixos com respeito a G

Neste método, consideramos a equivalência entre os problemas (PDVG) e

(2.1), para definir uma seqüência {G(xk) := PC [G(xk−1)− ηF (xk−1)]} que converge

para um ponto G-fixo da aplicação PC [G(.) − ηF (.)], η > 0.

O seguinte teorema de existência de soluções para problemas de complementaridade

generalizada (PCG) (veja problema (2)) estabelecido em Isac [30] nos motivou a

desenvolver um teorema para o caso de desigualdades variacionais gerais.

Teorema 2.2.2. ([30, Teorema 1, p.254]) Seja C um cone convexo fechado contido

no espaço de Hilbert H. Se F,G : C → H satisfazem as seguintes condições∗:

(a) F é G-Lipschitziano módulo β;

(b) F é G-fortemente monótono módulo α;

(c) α2 < 2β;

(d) G é um operador contínuo próprio, com G(C) = C;

então, existe uma solução u ∈ H para o problema (PCG).

Uma contribuição à teoria de existência de (PDVG)

Agora, apresentamos uma modificação do Teorema 2.2.2 para estabelecer existência

de solução para o problema (PDVG). Consideramos hipóteses mais fracas. Em

efeito, não é assumida a condição (c), e a hipótese (d) é substituída por C ⊆ Im(G).

Teorema 2.2.3. Sejam F,G operadores de H em H, e seja C ∈ CCFN(H). Se as

seguintes condições são satisfeitas:

∗Hipóteses (a) e (b) estão cf. Definição 1.1.3, e hipótese (d) cf. Definição 1.1.9.
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(a) F é G-Lipschitziano módulo β;

(b) F é G-fortemente monótono módulo α;

(c) C ⊆ Im(G),

então, existe uma solução u para o problema (PDVG). Além disso, se G ou F é

injetivo, então u é única.

Prova. Do Corolário 2.1.1, é suficiente provar que existe u ∈ H satisfazendo (2.1).

Começamos definindo o operador T : H → H por T (x) := PC [G(x) − µF (x)], para

algum µ > 0. Inicialmente, vamos encontrar um intervalo para µ de modo que o ope-

rador T seja uma G-contração (veja Definição 1.1.3). Dados x, y ∈ H, considerando

as hipóteses (a) e (b) e a propriedade não-expansiva do operador de projeção PC(.)

(cf. Lema 1.2.3), resulta

‖T (x) − T (y)‖2 = ‖PC [G(x) − µF (x)] − PC [G(y) − µF (y)]‖2

≤ ‖G(x) −G(y) − µ(F (x) − F (y))‖2

= ‖G(x) −G(y)‖2 + µ2‖F (x) − F (y)‖2

− 2µ〈F (x) − F (y), G(x) −G(y)〉

≤ ‖G(x) −G(y)‖2 + µ2β2‖G(x) −G(y)‖2 − 2µα‖G(x) −G(y)‖2

= (1 − 2µα+ µ2β2)‖G(x) −G(y)‖2.

Observe que q(µ) := 1 − 2µα+ µ2β2 é uma função quadrática convexa e, portanto,

o conjunto {µ > 0: q(µ) > 0} é não-vazio. Para obter µ > 0 tal que q(µ) ∈ (0, 1),

devemos considerar a relação entre α e β. Se α < β, tome µ ∈
(

0,
2α

β2

)
, caso

contrário, escolha µ ∈
(
α +

√
α2 − β2

β2
,
2α

β2

)
. Fixe µ > 0 tal que θ := q(µ)

1

2 < 1.

Agora construímos uma seqüência {xk} tal que {G(xk)} é convergente. Considere

x0 ∈ H, como T (x0) ∈ C ⊆ Im(G), logo existe x1 tal que G(x1) = T (x0). Repetimos

o processo sucessivamente, isto é, dado xk ∈ H, existe xk+1 tal que

G(xk+1) = T (xk) = PC [G(xk) − µF (xk)] k = 1, 2, ... (2.6)
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Afirmamos que a seqüência {G(xk)}k∈N é convergente. De fato,

‖G(xk+1) −G(xk)‖ = ‖T (xk) − T (xk−1)‖

≤ θ‖G(xk) −G(xk−1)‖

= θ‖T (xk−1) − T (xk−2)‖

≤ θ2‖G(xk−1) −G(xk−2)‖

... ....
≤ θk‖G(x1) −G(x0)‖.

(2.7)

Logo, para p ∈ N, temos

‖G(xk+p) −G(xk)‖ ≤ ∑k+p−1
j=k ‖G(xj+1) −G(xj)‖

≤ ∑k+p−1
j=k θj‖G(x1) −G(x0)‖

≤ ∑+∞
j=k θ

j‖G(x1) −G(x0)‖

= ‖G(x1) −G(x0)‖∑+∞
j=k θ

j.

(2.8)

A série geométrica
∑+∞

j=1 θ
j é convergente, pois θ ∈ (0, 1). Portanto,

limk→+∞(
∑+∞

j=k θ
j) = 0. Desse modo, {G(xk)}k∈N é uma seqüência de Cauchy, logo,

é convergente. Assim, existe y ∈ H tal que

lim
k→+∞

G(xk) = y.

Finalmente, provamos que todo ponto de G−1(y) é uma solução de (PDVG). Com

efeito, como {G(xk)} ⊂ C, conjunto fechado, obtemos que y ∈ C ⊆ Im(G). Logo,

existe x ∈ H tal que y = G(x), e pela hipótese (a), resulta

lim
k→+∞

F (xk) = F (x),

que junto com (2.6), usando a continuidade do operador de projeção, da norma e a

convergência de {G(xk)}, implica que

0 = lim
k→+∞

‖G(xk) −G(xk+1)‖

= lim
k→+∞

‖G(xk) − PC [G(xk) − µF (xk)]‖

= ‖G(x) − PC [G(x) − µF (x)]‖.
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Portanto, u = x resolve (2.1), ou seja, u resolve (PDVG). Além disso, se ũ é outra

solução, então

〈F (u), G(ũ) −G(u)〉 ≥ 0, e 〈F (ũ), G(u) −G(ũ)〉 ≥ 0.

Adicionando as duas desigualdades acima, e usando a monotonicidade forte, temos

0 ≥ 〈F (ũ) − F (u), G(ũ) −G(u)〉 ≥ α‖G(ũ) −G(u)‖2.

Logo G(ũ) = G(u), usando que F é G-Lipschitziano temos que F (ũ) = F (u).

Portanto, pela injetividade de G ou F , resulta ũ = u.

Observação 2.2.1. Na mesma época em que desenvolvemos o teorema acima, Noor

[63, Teorema 2.1 p.740] obteve o mesmo resultado de existência e unicidade assu-

mindo condições mais fortes. De fato, as seguintes hipóteses adicionais são consi-

deradas:

• G é não-singular módulo σ > 0 (cf. Def. 1.1.11);

• G é Lipschitziano módulo δ > 0;

• Existe ρ > 0 tal que

|ρ− α

β2
| ≤

√
α2δ2 − δ(δ − σ)

β2δ
, αδ >

√
δ(δ − σ).

Observação 2.2.2. A condição (b) do Teorema 2.2.3 é verificada em Alber et al.

([2, p.266]) para aproximações de desigualdades variacionais clássicas (G = I), onde

o operador F em (PDVG) está dado por A+ αJ , sendo A um operador monótono,

α > 0 e J a aplicação de dualidade normalizada.

2.3 Algoritmos existentes

Nesta seção, fazemos uma síntese dos algoritmos existentes para resolver (PDVG)

ou alguma de suas reformulações. A teoria de desigualdades variacionais gerais, que

no início era explorada somente por M.A. Noor, tem recebido cada vez mais atenção

da comunidade científica. A seguir, destacamos alguns exemplos:

• Uma aplicação de (PDVG) ao problema de Entropia máxima, em [11];

• Uma aplicação do Método de Newton ao (PDVG) restrito a caixas, em [18];
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• Uma aplicação de Redes Neurais a um problema (PDVG), em [80].

Pelo que foi observado na revisão da literatura, em todos os algoritmos de projeção

para o (PDVG), a projeção é feita sobre o conjunto original e os exemplos

numéricos apresentados, sempre têm uma estrutura simples como uma bola ou uma

caixa. Esses algoritmos podem ser divididos em duas classes: explícitos e implíci-

tos. Abaixo, apresentamos suas principais características e referências, com ênfase

nos dois métodos usados para comparações com o algoritmo proposto no Capítulo 3.

Algoritmos explícitos

Em geral, a convergência desses métodos é garantida sob a hipótese de monotoni-

cidade forte e continuidade de Lipschitz para cada um dos operadores F e G. Em

[51], encontramos o seguinte esquema iterativo:

Algoritmo 2.3.1.

Passo inicial: Escolha u0 ∈ H, η > 0. Faça k = 0.

Passo iterativo : Dado uk ∈ H,

uk+1 = uk −G(uk) + PC [G(uk) − ηF (uk)].

A escolha da constante positiva η deve ser feita em função dos módulos de

monotonicidade forte e continuidade Lipschitz dos operadores F e G, para permitir

a convergência da seqüência gerada pelo Algoritmo 2.3.1 para uma solução do

problema (PDVG).

Em [46, 55], encontramos generalizações do esquema apresentado acima.

Algoritmos implícitos

Nestes métodos, que incluem o algoritmo proposto no Capítulo 3, em cada

iteração, é necessário determinar um elemento da imagem inversa do operador G.

A condição de G-monotonicidade ou G-pseudomonotonicidade do operador F é

uma hipótese usualmente assumida na análise de convergência (veja por exemplo

[10, 11, 18, 27, 55, 59, 80]).

A seguir, apresentamos em detalhe, dois algoritmos que são utilizados para
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comparações nas experiências numéricas do método analisado no Capítulo 3.

Em [59], Noor et al. apresentam um algoritmo para resolver o problema

(PDVG), em espaços de dimensão finita, baseado em vários métodos iterativos para

resolver o problema de desigualdade variacional clássica (PDV) [26, 31, 41]. Em

[59], os autores usam a equivalência estabelecida no Corolário 2.1.1, e resolvem o

problema de encontrar um zero do resíduo de projeção Rρ(.):

Rρ(u) := G(u) − PC [G(u) − ρF (u)].

Algoritmo 2.3.2. Método de Dupla Projeção

Passo inicial: Escolha u0 ∈ R
n tal que G(u0) ∈ C, e constantes σ, γ ∈ (0, 1), ρ ∈

(0,+∞). Faça k = 0.

Passo iterativo : Dado uk ∈ R
n tal que G(uk) ∈ C, calcule PC [G(uk) − ρF (uk)].

Se ‖Rρ(u
k)‖ = 0, então pare, senão calcule vk ∈ R

n tal que

G(vk) = G(uk) − ηkRρ(u
k),

onde ηk = γmk , com mk o menor inteiro tal que vk, obtido a partir de ηk, satisfaça

ρ〈F (uk) − F (vk), Rρ(u
k)〉 ≤ σ‖Rρ(u

k)‖2. (2.9)

Obtenha uk+1 resolvendo a seguinte equação

G(uk+1) = PC [G(uk) − αkd
k],

onde

dk = (ηkRρ(u
k) + ηkF (uk) + ρF (vk)), αk =

(1 − σ)ηk‖Rρ(u
k)‖2

‖dk‖2
.

A seguir apresentamos o resultado de convergência.

Teorema 2.3.1. ([59, Teorema 3.4, p.4]) Suponha que:

(a) O conjunto solução do problema (PDVG) é não vazio;

(b) F é G-monótono;

(c) G é não-singular.

Se o Algoritmo 2.3.2 gera uma seqüência infinita {uk}, então, ela converge para uma

solução de (PDVG).

Observação 2.3.1. Vejamos que em cada iteração, o algoritmo acima precisa de

duas inversões do operador G e de duas projeções no conjunto C.
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Em [27], B. He propõe um algoritmo para encontrar um zero do resíduo de projeção

Rρ(.), ρ > 0. A motivação vem do seguinte fato: se D ∈ R
n×n é uma matriz positiva

definida e γ, δ são parâmetros positivos, então

Rρ(u) = 0 ⇔ γδD−1Rρ(u) = 0 ⇔ G(u) + F (u) = G(u) + F (u) + γδD−1Rρ(u).

Algoritmo 2.3.3. Método Implícito Inexato

Passo inicial: Dados u0 ∈ R
n, γ ∈ (0, 2), uma matriz D positiva definida e uma

seqüência {ηk} tal que
∑+∞

k=0(ηk)
2 < +∞. Faça k = 0.

Passo iterativo: Dado uk ∈ R
n. Se ‖R1(u

k)‖ 6= 0, então encontre uk+1 tal que

‖Θk(u
k+1)‖ ≤ ηk‖R1(u

k)‖,

onde

Θk(u) = G(u) + F (u) −G(uk) − F (uk) + γδ(uk)D−1R1(u
k),

δ(u) =
‖R1(u)‖2

〈R1(u), D−1R1(u)〉
.

No Capítulo 3, comparamos o algoritmo proposto com a versão exata do Algoritmo

2.3.3, que é obtida considerando ηk = 0 ∀ k ∈ N. Agora, apresentamos o resultado

de convergência.

Teorema 2.3.2. ([27, Teorema 5, p. 207]) Suponha que:

(a) O conjunto solução do problema 2.1 é não vazio;

(b) O operador G+ F é não singular;

(c) O operador F é G-monótono.

Então, a seqüência {uk} gerada pelo Algoritmo 2.3.3 converge para uma solução u

do problema (2.1).
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Capítulo 3

Problema de Desigualdade

Variacional Geral em dimensão finita

Neste capítulo, apresentamos nossa principal contribuição à teoria de desigualdades

variacionais gerais em dimensão finita. Propomos um método motivado pela equi-

valência do problema (PDVG), estabelecida pelo Corolário 2.1.1, ao problema de

encontrar um zero do resíduo de projeção:

Encontrar u ∈ R
n : G(u) − PC [G(u) − µF (u)] = 0, (3.1)

para todo µ > 0.

Nosso estudo está dividido em três partes. Na primeira, desenvolvemos um al-

goritmo implícito de projeções em conjuntos que são aproximações do conjunto de

restrições C. Na segunda parte, apresentamos uma análise de convergência diferente

daquelas encontradas na teoria de desigualdades variacionais gerais, pois, relaxamos

as hipóteses usuais e obtemos vários resultados de convergência dependendo das

condições impostas aos operadores F e G. Finalmente, apresentamos as experiên-

cias numéricas para ilustrar o bom desempenho do algoritmo.

3.1 Um algoritmo de projeções e convergência

variacional

Nesta seção, apresentamos o algoritmo. Em cada iteração, consideramos uma

projeção sobre uma aproximação do conjunto C, o que é importante do ponto de

vista numérico.

Para descrever o algoritmo, especificamos algumas hipóteses:

29



R1. Ck ∈ CCFN(Rn), Ck ⊆ Ck+1 ⊆ C ⊆ Im(G), para todo k ∈ N e {Ck} é

epiconvergente a C, isto é, C =
⋃

k∈N
Ck;

R2. {λk} ⊂ (0, 1], α > 0, D ∈ R
n×n é uma matriz simétrica positiva definida.

Consideramos a seguinte notação:

• T (u) := PD
C [G(u) − αD−1F (u)];

• Tk(u) := PD
Ck

[G(u) − αD−1F (u)];

• Rk(u) := G(u) − Tk(u);

• R(u) := G(u) − T (u);

• ek := T (uk) − Tk(u
k).

A denominação PPM vem do inglês "Perturbed Projection Method" usada no re-

latório técnico [71] e no artigo [72], que apresentam o estudo do algoritmo.

Algoritmo 3.1.1. (Algoritmo PPM)

Passo inicial: Escolha u0 ∈ R
n tal que G(u0) ∈ C0, faça k = 0.

Passo iterativo : Dado uk ∈ R
n tal que G(uk) ∈ Ck.

Se ‖Rk(u
k)‖D = 0, então,

Passo nulo : Seja uk+1 := uk

Caso contrário,

Passo sério : Encontrar uk+1 tal que

G(uk+1) = G(uk) − λkRk(u
k)

= (1 − λk)G(uk) + λkP
D
Ck

[G(uk) − αD−1F (uk)]
(3.2)

Observação 3.1.1. Quando G é o operador identidade e Ck ≡ C, o Algoritmo

PPM torna-se o esquema de aproximações sucessivas relaxadas definido em [20].

Observação 3.1.2. A projeção na aproximação do conjunto de restrições C, é uma

característica importante do algoritmo. De fato, do ponto de vista computacional, o

método nos permite escolher aproximações convenientes e, assim, tornar a resolução

numérica mais fácil que se projetássemos no conjunto original C. Estratégias de
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aproximações do conjunto de restrições têm sido consideradas para desigualdades

variacionais (veja por exemplo [2, 36, 47, 70] e suas referências). Uma segunda

vantagem deste método, comparado com vários algoritmos de projeção para resolver

desigualdades variacionais gerais (veja por exemplo [10, 55, 59]), é que apenas uma

projeção e, conseqüentemente, um elemento da imagem inversa do operador G são

requeridos por iteração, reduzindo os custos computacionais.

3.2 Análise de convergência

Nesta seção, consideramos as seguintes hipóteses:

A1. O conjunto solução de (PDVG), Sol(PDVG), é não-vazio.

A2. O operador F é G-cocoercivo em C com respeito a u ∈ Sol(PDVG), com

módulo β > 0, isto é,

〈F (u) − F (u), G(u) −G(u)〉 ≥ β‖F (u) − F (u)‖2 ∀ G(u) ∈ C. (3.3)

Dizemos que F é G-cocoercivo em C com respeito ao conjunto Sol(PDVG) quando

A2 é satisfeita para toda solução de (PDVG).

Observação 3.2.1. A condição A1 é usual em desigualdades variacionais gerais,

veja [10, 11, 27, 55, 59]. A condição A2 é uma relaxação de uma hipótese padrão

no contexto de desigualdades variacionais quando apenas uma projeção é conside-

rada. De fato, em [25, 91] verifica-se a condição de cocoercividade no conjunto de

restrições, enquanto em [50] ela é assumida no conjunto solução.

No exemplo abaixo, ilustramos um problema onde o operador F é G-cocoercivo

em C com respeito a uma solução, mas, não é G-monótono nem G-pseudomonótono

em C.

Exemplo 3.2.1. Considere o problema (PDVG) em R definido por F (u) = eu sin u,

G(u) = 8u e C = [0, 8π]. O conjunto solução é Sol(PDVG) = {0, π}. Observe

que F é G-cocoercivo em C módulo β = 1 com respeito a u = 0. Com efeito, para

u ∈ [0, π] o sinal de

〈F (u) − F (0), G(u)−G(0)〉 − ‖F (u) − F (0)‖2 = eu sin(u) [8u− eu sin(u)]
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é o mesmo sinal do termo 8u − eu sin(u), que se anula em u = 0 e é

crescente, uma vez que o valor mínimo de sua primeira derivada em [0, π] é
{
8 − e

π
2

[
sin(π

2
) + cos(π

2
)
]}

> 0. Por outro lado, se u1 = π e u2 = π
2

temos

〈F (u1), G(u2) −G(u1)〉 = 8eπ sin(π)
(
π − π

2

)

= 0

e
〈F (u2), G(u2) −G(u1)〉 = 8e

π
2 sin (π

2
)
(
π − π

2

)

= −4e
π
2

< 0.

Portanto, F não é G-pseudomonótona em C, conseqüentemente, não é G-monótona.

Seja {uk}k∈N a seqüência gerada pelo Algoritmo PPM. Se as iteradas per-

manecem iguais a partir um determinado ponto da seqüência, provamos que o

último passo sério é uma solução do problema (PDVG). No outro caso, fazemos

uma análise detalhada, mostrando vários resultados de convergência. Por exemplo,

sob condições fracas obtemos a existência de pontos de acumulação da seqüência

{uk} que são soluções de (PDVG), e podem ser identificados pelo algoritmo. No

último resultado, estabelemos que a seqüência inteira {uk} converge para uma

solução u sob a G-cocoercividade de F com respeito a Sol(PDVG) e a hipótese

usual de existência e continuidade da função inversa G−1.

A próxima propriedade, que é uma conseqüência direta da Definição 1.3.2, relaciona

T, Tk(.) e a distância entre conjuntos dD
γ (Ck, C).

Lema 3.2.1. Seja u ∈ R
n. Se γ ≥ ‖G(u) − αD−1F (u)‖D, então,

‖Tk(u) − T (u)‖D ≤ dD
γ (Ck, C) ∀ k ∈ N. (3.4)

Para mostrar nossos resultados de convergência precisamos da seguinte pro-

priedade não-expansiva.

Proposição 3.2.1. Seja F um operador G-cocoercivo em C com respeito a v ∈ R
n

módulo β e α ∈ [0, 2βλmin(D)], onde λmin(D) é o menor autovalor de D. Então,

‖Tk(u) − Tk(v)‖D ≤ ‖G(u) −G(v)‖D ∀ G(u) ∈ Ck (3.5)

e

‖T (u) − T (v)‖D ≤ ‖G(u) −G(v)‖D ∀ G(u) ∈ C. (3.6)
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Prova. Pela definição de Tk e a propriedade não-expansiva do operador PCk
temos

que

‖Tk(u) − Tk(v)‖2
D = ‖PD

Ck
[G(u) − αD−1F (u)] − PD

Ck
[G(v) − αD−1F (v)]‖2

D

≤ ‖G(u) −G(v) − αD−1(F (u) − F (v))‖2
D

= ‖G(u) −G(v)‖2
D − 2α〈G(u) −G(v), F (u)− F (v)〉

+ α2〈F (u) − F (v), D−1(F (u) − F (v))〉.
(3.7)

Como F é G-cocoercivo em C com respeito a v e D−1 é uma matriz simétrica definida

positiva, de (3.7) obtemos que

‖Tk(u) − Tk(v)‖2
D ≤ ‖G(u) −G(v)‖2

D + (α2λmax(D
−1) − 2αβ)‖F (u)− F (v)‖2.

Desse modo, tomando α ∈ [0, 2βλmin(D)] concluímos a prova da desigualdade (3.5).

De um modo similar, obtemos a validade de (3.6).

O primeiro resultado de convergência concerne a possibilidade do Algoritmo PPM

gerar uma seqüência {uk} definida por passos nulos a partir de uma determinada

iteração.

Teorema 3.2.1. Seja {uk}k∈N a seqüência gerada pelo Algoritmo PPM tal que uk =

u para todo k ≥ k ∈ N e para algum u ∈ R
n. Se as condições R1 e R2 são satisfeitas,

então, u é uma solução de (PDVG).

Prova. Assuma que R1 e R2 são satisfeitas. Como uk+1 = uk = u para todo k ≥ k,

temos que Rk(u
k) = 0 implica que G(uk) = Tk(u

k) e G(uk) ∈ Ck ⊆ C para todo

k ≥ k.

Logo, temos que G(u) ∈ C e

G(u) = PD
Ck

[G(u) − αD−1F (u)] ∀ k ≥ k. (3.8)

De (3.8) e da Proposição 1.3.2, obtemos que

G(u) = lim
k−→+∞

PD
Ck

[G(u) − αD−1F (u)] = PD
C [G(u) − αD−1F (u)]. (3.9)

Portanto, pelo Corolário 2.1.1 resulta que u é uma solução de (PDVG).

Daqui em diante, assumimos que a seqüência {uk}k∈N gerada pelo Algoritmo PPM

tem uma subseqüência infinita de passos sérios. Neste caso, começamos a análise de

convergência com um importante lema sobre seqüências de números reais, que pode

ser encontrado no Lema 2.2. [20].
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Lema 3.2.2. Sejam {δk} e {µk} seqüências de números reais não negativos satis-

fazendo as seguintes condições:

a)
+∞∑
k=0

δk < +∞,

b) µk+1 ≤ µk + δk ∀ k ∈ N.

Então, {µk} é uma seqüência convergente.

A proposição seguinte nos permite concluir que a seqüência {G(uk)}k∈N é limi-

tada.

Teorema 3.2.2. Assuma que as hipóteses R1, R2, A1 e A2 (com respeito a u ∈
Sol(PDVG)) são satisfeitas. Se, além disso, as seguintes condições sobre os dados

são verificadas:

R3.
+∞∑
k=0

λkd
D
γ (Ck, C) < +∞ ∀ γ ≥ 0;

R4. α ∈ [0, 2βλmin(D)].

Então, resulta que

a) A seqüência {‖G(uk) −G(u)‖D}k∈N é convergente.

b) A seqüência {G(uk)}k∈N é limitada.

Prova. Seja u uma solução de (PDVG) verificando A2. Então, pelo Corolário

2.1.1, temos G(u) = T (u). Tome G(u) = (1 − λk)G(u) + λkT (u). Considerando

o passo iterativo do Algoritmo PPM. Se uk+1 é obtido por um passo sério, então,

obtemos que

‖G(uk+1) −G(u)‖D = ‖(1 − λk)(G(uk) −G(u)) + λk(Tk(u
k) − T (u))‖D

≤ (1 − λk)‖G(uk) −G(u)‖D + λk‖Tk(u
k) − Tk(u)‖D

+ λk‖Tk(u) − T (u)‖D.
(3.10)

Usando a Proposição 3.2.1 em (3.10) e o Lema 3.2.1 para γ ≥ ‖G(u)−αD−1F (u)‖D

resulta que

‖G(uk+1) −G(u)‖D ≤ ‖G(uk) −G(u)‖D + λk‖Tk(u) − T (u)‖D

≤ ‖G(uk) −G(u)‖D + λkd
D
γ (Ck, C).

(3.11)

Agora, se uk+1 é definido por um passo nulo, então, uk+1 = uk e a desigualdade acima

é também satisfeita. Logo, combinando (3.11) com o Lema 3.2.2 para µk = ‖G(uk)−
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G(u)‖D and δk = λkd
D
γ (Ck, C), obtemos que a seqüência {‖G(uk) − G(u)‖D}k∈N é

convergente. Portanto, a seqüência {G(uk)}k∈N é limitada. Isto completa a prova.

Seja {uk}k∈N a seqüência gerada pelo Algoritmo PPM com infinitos passos sérios.

Para apresentar o teorema que serve de base para os outros resultados de convergên-

cia, devemos analisar as seguintes possibilidades:

a) Existe uma subseqüência {ukj}j∈N tal que ‖Rkj
(ukj)‖D = 0 ∀ j ∈ N;

b) Existe n ∈ N tal que ‖Rk(u
k)‖D > 0 para todo k ≥ n.

Teorema 3.2.3. Assuma as hipóteses do Teorema 3.2.2. Se, além disso, a seguinte

condição é satisfeita

R5 .
+∞∑
k=0

λk(1 − λk) = +∞.

Então,

lim inf
k→+∞

‖Rk(u
k)‖D = 0. (3.12)

Prova. Se existe uma subseqüência {ukj}j∈N tal que ‖Rkj
(ukj)‖D = 0 ∀ j ∈ N,

então, a conclusão (3.12) é direta.

Agora, assumimos que existe n ∈ N tal que ‖Rk(u
k)‖D > 0 ∀ k ≥ n.

Primeiramente, mostramos que a seqüência {G(uk) − αD−1F (uk)} é limitada.

Supondo que vale A2 para u, temos que ‖F (uk) − F (u)‖ ≤ 1
β
‖G(uk) − G(u)‖.

Desse modo, pelo Teorema 3.2.2 segue que a seqüência {F (uk)} é limitada. Logo,

{G(uk) − αD−1F (uk)} é também limitada. Tome γ > 0 tal que

‖G(uk) − αD−1F (uk)‖D ≤ γ ∀ k ∈ N. (3.13)

Agora, procedemos a prova de (3.12) por contradição. Suponha que existe ε > 0

verificando

lim inf
k→+∞

‖Rk(u
k)‖D = lim

n→+∞

(
inf
k≥n

{‖Rk(u
k)‖D}

)
> ε.

Assim, temos que existem ε̂ > ε e n̂ > n tais que

‖G(uk) − Tk(u
k)‖D = ‖Rk(u

k)‖D > ε̂ ∀ k ≥ n̂. (3.14)

Afirmamos que

‖G(uk) − T (uk)‖D > ε ∀ k ≥ k for some k ≥ n̂. (3.15)
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De fato, expandindo o quadrado da norma-D em (3.14) e usando a desigualdade de

Cauchy-Schwartz, obtemos que

ε̂2 < ‖G(uk) − T (uk) + T (uk) − Tk(u
k)‖2

D

≤ ‖G(uk) − T (uk)‖2
D + 2‖G(uk) − T (uk)‖D‖T (uk) − Tk(u

k)‖D

+ ‖T (uk) − Tk(u
k)‖2

D.

(3.16)

Usando o Lema 3.2.1 em (3.16) segue que

ε2 < ε̂2 < ‖G(uk)−T (uk)‖2
D +2‖G(uk)−T (uk)‖Dd

D
γ (Ck, C)+(dD

γ (Ck, C))2. (3.17)

Como R1 é satisfeita, pelo Lema 1.3.1, obtemos que {dD
γ (Ck, C)} converge a zero.

Além disso, por (3.13) e da propriedade não-expansiva de PD
C , deduzimos que

{G(uk) − T (uk)} é limitada. Logo, de (3.17) concluímos que existe k ≥ n̂ tal que

‖G(uk) − T (uk)‖D > ε ∀ k ≥ k. (3.18)

Agora, garantimos que

‖G(uk+1) −G(u)‖2
D ≤ ‖G(uk) −G(u)‖2

D + σk − λk(1 − λk)ε
2, (3.19)

onde

σk : = 2Lλkd
D
γ (Ck, C) + (λkd

D
γ (Ck, C))2, (3.20)

onde L é uma cota superior de {‖G(uk) − G(u)‖D}. De fato, considerando um

argumento similar àquele usado para obter (3.10) junto com (1.10) e a definição de

ek obtemos que

‖G(uk+1) −G(u)‖2
D = ‖(1 − λk)[G(uk) −G(u)] + λk[T (uk) − T (u)]

+ λk(Tk(u
k) − T (uk))‖2

D

= ‖(1 − λk)(G(uk) −G(u) − λke
k)

+ λk(T (uk) − T (u) − λke
k)‖2

D

= (1 − λk)‖G(uk) −G(u) − λke
k‖2

D + λk‖T (uk) − T (u)

− λke
k‖2

D − λk(1 − λk)‖G(uk) − T (uk)‖2
D.

(3.21)
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Expandindo do quadrado da norma-D na igualdade acima e aplicando a desigualdade

de Cauchy-Schwartz, temos

‖G(uk+1) −G(u)‖2
D ≤ (1 − λk)[‖G(uk) −G(u)‖2

D + 2‖G(uk) −G(u)‖D‖λke
k‖D

+ ‖λke
k‖2

D] + λk[‖T (uk) − T (u)‖2
D

+ 2‖T (uk) − T (u)‖D‖λke
k‖D

+ ‖λke
k‖2

D] − λk(1 − λk)‖G(uk) − T (uk)‖2
D,

que junto com a Proposição 3.2.1 implica que

‖G(uk+1) −G(u)‖2
D ≤ ‖G(uk) −G(u)‖2

D + 2‖G(uk) −G(u)‖D‖λke
k‖D

+ ‖λke
k‖2

D − λk(1 − λk)‖G(uk) − T (uk)‖2
D.

(3.22)

Desse modo, combinando (3.22) com o Lema 3.2.1 (ek = T (uk) − Tk(u
k)) e usando

a cota L de {‖G(uk) −G(u)‖D} no segundo termo da soma, segue que

‖G(uk+1) −G(u)‖2
D ≤ ‖G(uk) −G(u)‖2

D + 2Lλkd
D
γ (Ck, C) + (λkd

D
γ (Ck, C))2

− λk(1 − λk)‖G(uk) − T (uk)‖2
D.

(3.23)

Considerando (3.23), (3.18) e (3.20) obtemos (3.19). Assim, resulta que

λk(1 − λk)ε
2 ≤ ‖G(uk) −G(u)‖2

D − ‖G(uk+1) −G(u)‖2
D + σk, (3.24)

para todo k ≥ k. Agora, somamos (3.24) para k = k, k+1, k+2, ..., k+m obtendo

ε2
k+m∑
k=k

λk(1 − λk) ≤ ‖G(uk) −G(u)‖2
D − ‖G(uk+m+1) −G(u)‖2

D +
k+m∑
k=k

σk.

(3.25)

Observe que
∑+∞

k=0 λkd
D
γ (Ck, C) < +∞ implica que

∑+∞
k=0(λkd

D
γ (Ck, C))2 < +∞,

assim, obtemos que
∑+∞

k=k
σk < +∞. Logo, deve ser

∑+∞
k=0 λk(1 − λk) < +∞, que

junto com a condição R5 resulta em uma contradição.

Este teorema nos permite obter vários resultados de convergência. De fato, temos a

seguinte propriedade.

Corolário 3.2.1. Assuma as hipóteses do Teorema 3.2.3. Então, existe uma sub-

seqüência de {uk}k∈N, denotada por {uj}j∈N , tal que a seqüência dos resíduos

{Rj(u
j)}j∈N converge a zero.
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Prova. É uma conseqüência direta do Teorema 3.2.3.

Notemos que, esta subseqüência convergente é fácil de ser identificada numerica-

mente.

A seguir, estabelecemos um resultado de convergência relativo às G-iteradas, G(uk).

Teorema 3.2.4. Assuma as hipóteses consideradas no Teorema 3.2.3. Então, o

conjunto dos pontos de acumulação da seqüência {G(uk)} é não-vazio e está contido

em Im(G). Além disso, se F é G-Lipschitziano em C, então, existe uma solução

do (PDVG) ũ tal que G(ũ) é um ponto de acumulação de {G(uk)}.

Prova. Pelo Corolário 3.2.1, existe uma subseqüência {uj}j∈N tal que

limj∈N, j→+∞Rj(x
j) = 0. Pelo Teorema 3.2.2 temos que {G(uj)}j∈N ⊂ {G(uj)}j∈N

é limitada. Logo, existe uma subseqüência {ujm}m∈N de {uj}j∈N tal que {G(ujm)}
converge para algum g. Como C é um conjunto convexo fechado e G(ujm) ∈ Cjm

para todo m ∈ N, pela condição R1 concluímos que g ∈ C ⊆ Im(G). Isto mostra

a primeira afirmação do teorema.

Agora, assumimos que F éG-Lipschitziano em C. Seja ũ umG-ponto de acumulação

de {uj}j∈N , isto é, existe uma subseqüência {G(ujm)}m∈N de {G(uj)}j∈N convergindo

para G(ũ). Logo, a seqüência {F (ujm)} converge a F (ũ). Estas conclusões junto

com a Proposição 1.3.2 garantem que

0 = lim
m→∞

Rjm
(ujm)

= lim
m→∞

{G(ujm) − PD
Cjm

[G(ujm) − αD−1F (ujm)]}

= G(ũ) − PD
C [G(ũ) − αD−1F (ũ)]

(3.26)

Portanto, a segunda afirmação segue do Corolário 2.1.1.

Observamos que o operador F dado no Exemplo 3.2.1 é G-Lipschitziano em C.

A proposição seguinte estabelece que todo ponto de acumulação da seqüência

{uj}j∈N é uma solução de (PDVG).

Lema 3.2.3. Assuma as hipóteses consideradas no Teorema 3.2.3. Se um ponto ũ é

um ponto de acumulação da seqüência {uj}j∈N , então, ũ é uma solução de (PDVG).

Prova. Seja ũ um ponto limite de {uj}j∈N . Assim, existe uma subseqüência que

denotamos novamente por {uj}j∈N convergindo a ũ. Como G e F são operadores

contínuos e C é um conjunto fechado, segue que limj∈N, j→+∞G(uj) = G(ũ) ∈ C e
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limj→+∞ F (uj) = F (ũ). Portanto, pela Proposição 1.3.2 resulta que

R(ũ) = lim
j∈N, j→+∞

{
G(uj) − PD

Cj
[G(uj) − αD−1F (uj)]

}
= 0. (3.27)

Logo, a afirmação segue do Corolário 2.1.1.

Agora, mostramos que o conjunto dos pontos de acumulação da seqüência {uk}k∈N é

não-vazio sob a condição que a aplicação ponto-conjunto G−1 é localmente limitada

em C. Como C é fechado, isto significa que G−1 leva subconjuntos limitados de C

em conjuntos limitados.

Teorema 3.2.5. Assuma as hipóteses consideradas no Teorema 3.2.3. Se a apli-

cação ponto-conjunto G−1 : R
n → P(Rn) é localmente limitada em C, então, o

conjunto dos pontos de acumulação de {uj}j∈N é não-vazio e está contido em

Sol(PDVG).

Prova. Da hipótese R1 e do Teorema 3.2.2, temos que {G(uj)}j∈N ⊂ C é limitado.

Como G−1 é localmente limitada em C, segue que a seqüência {uj}j∈N é limitada.

Logo, ela tem pontos de acumulação. A conclusão do teorema segue do Lema 3.2.3.

Por exemplo, o problema (PDVG) definido por F (u) = u2, G(u) = u4 + 1 e

C = [2,+∞), verifica as hipóteses A1 e A2 do teorema acima. De fato, ve-

jamos que, como Sol(PDVG) = {−1, 1}, o operador F é G-cocoercivo em C

com módulo β = 2. Além disso, a aplicação ponto-conjunto G−1, dada por

G−1(y) = {− 4
√
y − 1, 4

√
y − 1} para y ∈ C, é localmente limitada em C.

Agora, obtemos resultados mais fortes supondo que o operador F satisfaz uma

hipótese forte.

Teorema 3.2.6. Assuma que a condição A2 é verificada com respeito ao conjunto

Sol(PDVG). Se as outras hipóteses do Teorema 3.2.5 são satisfeitas, então, existe

uma solução ũ de (PDVG) tal que a seqüência {G(uk)}k∈N inteira converge a G(ũ).

Prova. Pelo Teorema 3.2.5, existe uma subseqüência {uji}i∈N de {uj}j∈N , tal que

ela converge a uma solução ũ. Pela continuidade de G, temos que

lim
i→+∞

‖G(uji) −G(ũ)‖ = 0. (3.28)

Como, vale a condição A2 para ũ, o Teorema 3.2.2 implica que a seqüência {‖G(uk)−
G(ũ)‖D} inteira é convergente. Logo, por (3.28) deve ser

lim
k→+∞

‖G(uk) −G(ũ)‖ = 0. (3.29)
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Desse modo, concluímos que a seqüência {G(uk)} inteira converge a G(ũ).

Teorema 3.2.7. Assuma as hipóteses consideradas no Teorema 3.2.6. Então, o

conjunto dos pontos de acumulação da seqüência {uk}k∈N inteira é não-vazio e está

contido em Sol(PDVG).

Prova. Pelo Teorema 3.2.6 existe uma solução de (PDVG) ũ tal que {G(uk)}k∈N

converge a G(ũ). Pelo Teorema 3.2.5, o conjunto dos pontos de acumulação de

{uk}k∈N é não-vazio. Seja û um ponto limite de uma subseqüência {uki}i∈N de

{uk}k∈N. Então, pela continuidade de G, temos que

lim
i→+∞

G(uki) = G(û) = G(ũ).

Agora, considerando A2 com respeito a ũ ∈ Sol(PDVG) e tomando u = û em (3.3)

temos que F (û) = F (ũ). Portanto, R(û) = R(ũ) = 0. Logo, pelo Corolário 2.1.1, û

é uma solução de (PDVG). A prova está completa.

Observe que no Exemplo 3.2.1, ũ = π é uma solução de (PDVG), mas a hipótese

A2 não é satisfeita para esse ponto.

Finalmente, obtemos que a seqüência {uk} inteira converge para uma solução de

(PDVG), considerando condições fortes sobre G, mais precisamente, a existência e

continuidade do operador inverso em C, isto é, se a seqüência {yk} ⊂ C converge

a y, então, {G−1(yk)} converge a G−1(y). Essas condições são usuais e podem ser

encontradas, por exemplo, em [10, 11, 46, 55]. Em [27] e [59], a convergência das

iteradas têm sido estabelecida sob a hipótese de não-singularidade (em G+F ou G,

respectivamente) que implica na existência e continuidade do operador considerado.

Teorema 3.2.8. Assuma que a condição A2 é verificada com respeito ao conjunto

Sol(PDVG). Se as outras hipóteses do Teorema 3.2.3 são satisfeitas e G−1 é um

operador contínuo em C, então, a seqüência {uk}k∈N gerada pelo Algoritmo PPM

converge para uma solução de (PDVG).

Prova. Seja G−1 um operador contínuo em C. Como C é um conjunto fechado,

segue que G−1 é localmente limitado em C. Portanto, podemos aplicar o Teorema

3.2.6 para concluir que existe ũ ∈ Sol(GV I) tal que a seqüência {G(uk)}k∈N ⊆ C

inteira converge a G(ũ). Da continuidade de G−1 em C, concluímos que

lim
k→+∞

uk = ũ ∈ Sol(GV I).

A prova está completa.
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Observação 3.2.2. Quando G é inversível, encontrar G(u) tal que u ∈ Sol(PDVG)

é equivalente a resolver um problema de desigualdade variacional clássico definido

pelo operador F ◦G−1 e o conjunto de restrições C.

Observação 3.2.3. A estrutura do Algoritmo PPM e sua análise convergência, nos

permitem, com poucas modificações, substituir o parâmetro fixo α por uma seqüência

{αk} verificando as seguintes condições:

i) 0 ≤ αk ≤ 2βλmin(D) ii) ∃ limk→+∞ αk = α iii)
∞∑

k=0

λk|αk − α| < +∞.

3.3 Experiências numéricas

Nesta seção, apresentamos nossos experimentos numéricos. O primeiro problema

ilustra a performance do algoritmo considerando aproximações poliedrais internas

do conjunto de restrições. A motivação do segundo exemplo é aplicar o algoritmo a

um problema onde o operador F não é monótono, mas, é G-cocoercivo com respeito

a uma solução. No terceiro problema, consideramos um Problema de Complemen-

taridade Generalizada definido em [65]. Finalmente, resolvemos um problema, con-

siderado em [59], usando três métricas diferentes. Para os últimos dois problemas

apresentamos uma comparação do Algoritmo PPM com o Algoritmo 2.3.3 analisado

em [27] e Algoritmo 2.3.2 em [59]. Como pode ser visto no Capítulo 2, o método

dado em [27] usa apenas uma projeção e gera a seqüência {(G+F )(uk)} ao invés de

{G(uk)}. O esquema definido em [59], considera duas projeções e uma busca linear.

As implementações foram feitas em MATLAB 6 e executadas em um computador

IBM Pentium II com Windows 98. Escolhemos dois critérios de parada:

a) max{‖Rk(u
k)‖D, dk} < 10−8, onde dk é a distância entre C e Ck;

b) Número máximo de iterações (Iter.) igual a 1000.

Se o processo iterativo parar pela condição a) apresentamos o número de iterações,

caso contrário, mostramos a norma do resíduo ‖R1000(u
1000)‖D. Observe que, se

Ck ≡ C, então, dk ≡ 0.

Exemplo 3.3.1. ((PDVG) não-linear com restrições convexas) O problema

seguinte ilustra o comportamento do Algoritmo PPM, quando o conjunto de restri-

ções C não é uma bola ou uma caixa. Consideramos o (PDVG) definido por

F (u1, u2) = (u2,−u1), G(u1, u2) =

{
(u2

2,−u1) if u2 ≥ 0
(0,−u1), caso contrário
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onde C = {v = (v1, v2) ∈ R
2 : hi(v) ≤ 0, i = 1, ..., 4} com h1(v) = −v1 + 1,

h2(v) = v1 − 5, h3(v) = v2 − 16, h4(v) = (v1 − 1)2 − v2.

O operador F é G-cocoercivo em C módulo β = 1 com respeito a

Sol((PDVG)) = {(0, 1)}. Definimos C0 como o fecho convexo de seis pontos perten-

cendo a fronteira de C, C0 = conv{p0, ..., p5}, pi ∈ ∂C (fronteira de C), i = 0, ..., 5.

Dado Ck, o conjunto Ck+1 é definido por Ck+1 := conv{Ck, pk+6} onde pk+6 ∈ ∂C.

Uma escolha adequada de pi ∈ ∂C implica que a condição R3 é satisfeita. Tome

α ∈ (0, 2), λk = k
k+1

, D = I e o ponto inicial u0 = (−9,
√

3). A Tabela 3.1 mostra o

comportamento do algoritmo com a variação do parâmetro α.

Tabela 3.1: (PDVG) Não-linear com restrições convexas

α ‖Rk(u
k)‖ dk Iter.

0.3 8.9959e− 009 9.2151E − 009 60
0.5 1.2442e− 009 9.3789E − 009 37
1.0 6.6168e− 043 9.3789E − 009 37
1.5 6.5389e− 043 9.3789E − 009 37
1.9 6.5389e− 043 9.3789E − 009 37

Exemplo 3.3.2. (Problema não-monótono)

Neste problema, o operador F é G-cocoercivo em C módulo 1 com respeito a

solução u = (0, ..., 0). Entretanto, o operador F não é G-monótono ou mesmo

G-pseudomonótono em C. Definimos F,G e C por

F (u1, ..., un) = (eu1 sin (u1), ..., e
un sin(un)),

G(u) = Au =




8 1 0 ... 0
1 8 1 ... 0
0 1 8 ... 0
... . . ... .
0 0 0 ... 1
0 0 0 ... 8







u1

u2

u3

...
un−1

un




e C = A([0, π]n).

Aqui Ck ≡ C, D = I, λk = k
k+1

, β = 1 e α = 2. Quando o Algoritmo 2.3.2 é

aplicado a este exemplo (de um modo heurístico, já que o problema não é monótono)

o método converge para uma solução usando três vezes o número de iterações do

Algoritmo PPM. Observamos também que o Algoritmo 2.3.3 é difícil de ser aplicado
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neste problema devido a necessidade de inversão de G + F . Tabela 3.2 apresenta

o número de iterações para dimensões diferentes, a norma do resíduo de projeção

‖Rα(uk)‖ e o erro entre a última iterada e a solução do problema, ‖uk − u‖.

Tabela 3.2: Problema não-monótono

Dim. Iter. ‖uk − u‖ ‖Rα(uk)‖
10 91 3.9908E − 009 9.9711E − 009
20 94 3.3037E − 009 8.2444E − 009
50 96 3.5852E − 009 8.9426E − 009
80 97 3.6927E − 009 9.2098E − 009

100 98 3.3275E − 009 8.2988E − 009
200 99 3.8116E − 009 9.5059E − 009

Exemplo 3.3.3. (Problema de Complementaridade Implícita) Este problema

de complementaridade generalizada foi sugerido por Outrata e Zowe [65]. Os ope-

radores F , G e conjunto C são definidos por

F (u) = Au+ b =




2 −1 0 0
−1 2 −1 0
0 −1 2 −1
0 0 −1 2


 u+




1
1
1
1


 ,

G(u) = u−φ(Au+b) onde φi(v) = −0.5−vi, i = 1, 2, 3, 4, e C = {u ∈ R
4 : u ≥ 0}.

Escolhemos Ck ≡ C, D = I, β = 0.0436, α = 0.0873, λk = k
k+1

. Para o

Algoritmo 2.3.3, tomamos D = I, γ = 1 e para o Algoritmo 2.3.2 consideramos

γ = 0.8, ρ = 1, σ = 0.5. Usamos os mesmos três pontos iniciais sugeridos em [65]. A

Tabela 3.3 mostra o comportamento dos métodos com os diferentes pontos iniciais.

Além disso, os resultados de nossa abordagem são comparáveis com os resultados

do Algoritmo 2.3.3 e são, muito superiores aos resultados obtidos pelo Algoritmo

2.3.2. Na verdade, o último algoritmo requer mais que 1000 iterações para satisfazer

o primeiro critério de parada.

Exemplo 3.3.4. ((PDVG) com restrições numa caixa) Este problema é uma

desigualdade variacional geral com F (u) = u, G(u) = Au+ q, onde

A =




4 −2 0 ... 0
1 4 −2 ... 0
0 1 4 ... 0
... . . ... .
0 0 0 ... −2
0 0 0 ... 4



, q =




1
1
1
...
1
1
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Tabela 3.3: Problema de Complementaridade Implícita

Ponto inicial Alg.2.3.3 Alg.2.3.2 PPM
(0.0, 0.0, 0.0, 0.0) 23 0.0073 33

−(0.5, 0.5, 0.5, 0.5) 20 0.0044 22
−(1.0, 1.0, 1.0, 1.0) 23 0.0043 16

e C = {v ∈ R
n | 0 ≤ vi ≤ 1, i = 1, 2, ..., n}.

Usamos Ck ≡ C, β = 3, α1 = 3, α2 = 6.9798, α3 = 0.8888, λk = k
k+1

e o ponto

inicial x0 = −A−1q sugerido em [59]. Para melhorar a velocidade de convergência,

consideramos as métricas D1 = I, D2 = 1
2
[A−1 + (A−1)

T
] + I, D3 = 1

2
[(I + A)−1 +

((I + A)−1)T ]. Tomamos γ1 = 0.5, γ2 = γ3 = 1.9 para o Alg. 2.3.3. Na Tabela

3.4, apresentamos os resultados obtidos pelo Alg. 2.3.3 e o Alg. PPM. Também

incluímos os resultados do Alg. 2.3.2 apresentados em [59].

Tabela 3.4: (PDVG) com restrições numa caixa

Alg.2.3.3 Alg.2.3.2 PPM
Dim. D1 D2 D3 D1 D1 D2 D3

10 42 54 30 492 22 12 12
20 42 54 30 489 22 13 12
50 42 54 30 484 22 13 13
80 42 54 31 481 22 13 13
100 42 54 31 480 22 13 13
200 42 54 31 476 22 13 13
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Capítulo 4

Problema de Desigualdade

Variacional Geral em espaços de

Hilbert

Neste capítulo, estabelecemos um esquema de aproximações para resolver o pro-

blema de Desigualdade Variacional Geral em espaços de Hilbert. Analisamos a

convergência das seqüências {Gn(un)}n∈N e {un}n∈N, onde {un} é a seqüência de

soluções dos subproblemas do esquema proposto, e, sempre que possível, com-

paramos as nossas hipóteses com aquelas existentes na literatura, por exemplo

[1, 2, 28, 29, 32, 36, 42, 44, 61, 72]. Pelo que sabemos, este é o primeiro trabalho a

apresentar um esquema genérico de aproximações para o Problema de Desigualdade

Variacional Geral (PDVG) e para Problemas de Desigualdades Variacionais clássicas

(PDV), isto é, a formulação proposta nos permite incluir, por exemplo, aproxima-

ções no mesmo espaço do problema original [2, 36, 42, 44, 61, 72] e aproximações

cujos subproblemas são resolvidos em espaços de dimensão finita [1, 28, 29, 32].

Para facilitar a leitura, lembramos o problema estudado:

(PDVG)

{
Encontrar u ∈ H, G(u) ∈ C tal que
〈F (u), G(u) −G(u)〉 ≥ 0 ∀ G(u) ∈ C,

onde C ⊆ Im(G).

4.1 Um esquema de aproximações

Consideramos, para cada n ∈ N, um espaço de Hilbert Hn, operadores Fn, Gn

definidos em Hn com valores em H e subconjuntos Cn de Hn. As seqüências de ope-

radores {Fn}n∈N, {Gn}n∈N e de conjuntos {Cn}n∈N satisfazem as seguintes condições:
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A1. Para cada n ∈ N, Cn é um subconjunto convexo fechado e não-vazio de Hn

(Cn ∈ CCFN(Hn)) e Cn ⊆ Im(Gn);

A2. A seqüência {Cn}n∈N converge a C no sentido de Mosco ({Cn} é M-convergente

a C ou Cn
M→ C, [49]) isto é:

(i) Para cada z ∈ C, existe {zn ∈ Cn}n∈N tal que zn → z;

(ii) Se {znj ∈ Cnj
}j∈N satisfaz znj ⇀ z ∈ H, então z ∈ C.

O problema (PDVG) é aproximado pela seguinte seqüência de desigualdades varia-

cionais gerais:

(PDVG)n

{
Encontrar un ∈ Hn, Gn(un) ∈ Cn tal que
〈Fn(un), Gn(w) −Gn(un)〉 ≥ 0 ∀ Gn(w) ∈ Cn,

n = 1, 2, 3, ... (4.1)

Observação 4.1.1. Em relação as condições A1, A2 temos que:

• A condição A1 não é restritiva, uma vez que é natural pedir aos subproblemas

as mesmas propriedades requeridas ao problema original ou ainda condições

mais fortes (veja por exemplo [2, 42]). Em particular, esta condição nos

permite aplicar o Corolário 2.1.1 e obter a equivalência entre o problema

(PDVG)n e o seguinte problema:

Encontrar un ∈ Hn : Gn(u
n) − PCn

[Gn(un) − µFn(u
n)] = 0, (4.2)

para todo µ > 0. Quando o problema (PDVG) é uma desigualdade variacional

(G ≡ I, Gn ≡ I), esta equivalência é automaticamente satisfeita, dado que

Cn ⊆ Hn = Im(I), onde I é o operador identidade no espaço adequado, H ou

Hn.

Lembramos que a equação (4.2) é usada como motivação para definição de

algoritmos baseados em projeções para resolver problemas de desigualdades

variacionais gerais, veja por exemplo [72] e suas referências;

• Como já foi dito no Capítulo 3, a condição A2 é importante quando o con-

junto de restrições não tem uma estrutura especial, como uma bola ou uma

caixa. Neste caso, se escolhidos os subconjuntos Cn de maneira conveniente,

torna-se mais fácil resolver numericamente os subproblemas (PDVG)n do que

o problema original com o conjunto de restrições C.

Este esquema de aproximações é bem geral. Com efeito, ele inclui muitos dos

métodos de resolução do (PDVG), que aparecem na literatura e usam técnicas dife-

rentes como aproximações no mesmo espaço (perturbações regulares ou não) ou em
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espaços de dimensão finita (como aproximações de Galerkin). No exemplo seguinte

mostramos como o Algoritmo PPM, analisado no Capítulo 3, pode ser inserido na

família de problemas (PDVG)n.

Exemplo 4.1.1. Seja Hn ≡ H (dim(H) < +∞) para todo n ∈ N. Definimos os

operadores Gn, Fn e conjuntos Cn a partir da iteração do PPM. De fato,

G(un) = (1 − λn−1)G(un−1) + λn−1P
D
Ωn−1

[G(un−1) − ρD−1F (un−1)] (4.3)

onde

• ρ ∈ R++ e D é uma matriz simétrica definida positiva;

• 0 < λn < 1, ∀ n ∈ N;

• Ωn−1 ⊆ Ωn ⊆ ... ⊆ C ⊆ Im(G) e Ωn
M−→ C.

Usando a equação (4.3) obtemos

G(un) + (λn−1 − 1)G(un−1)

λn−1
= PD

Ωn−1
[G(un−1) − ρD−1F (un−1)]. (4.4)

Definimos Cn := Ωn−1 e o operador Gn por

Gn(u) :=
G(u) + (λn−1 − 1)G(un−1)

λn−1
.

Pela caracterização da projeção em Cn e usando (4.4), sabemos que o ponto Gn(un)

satisfaz a seguinte desigualdade

〈Gn(un) − [G(un−1) − ρD−1F (un−1)], D(w −Gn(un))〉 ≥ 0 ∀ w ∈ Cn. (4.5)

Usando a simetria de D e multiplicando (4.5) por ρ−1 obtemos um candidato natural

a Fn(.), isto é,

Fn(u) := Dρ−1
{
Gn(u) − [G(un−1) − ρD−1F (un−1)]

}

Portanto, a iteração (4.3) é reescrita como

Encontrar un ∈ H, Gn(un) ∈ Cn tal que 〈Fn(u
n), w −Gn(un)〉 ≥ 0 ∀ w ∈ Cn.

A condição A2 é assumida no Algoritmo PPM. Desse modo, o problema acima

é equivalente ao (PDVG)n desde que a condição A1 seja satisfeita. Como Cn =
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Ωn−1 ∈ CCFN(H), se w ∈ Cn ⊆ C, é suficiente exibir u ∈ Hn ≡ H tal que

Gn(u) = w. Com efeito, como G(un−1) ∈ C e 0 < λn−1 < 1 então

(1 − λn−1)G(un−1) + λn−1w ∈ C

Logo, usando que C ⊆ Im(G), existe u ∈ H tal que

G(u) = (1 − λn−1)G(un−1) + λn−1w ⇔ w =
G(u) + (λn−1 − 1)G(un−1)

λn−1

= Gn(u).

Portanto, concluímos que o Algoritmo PPM pode ser inserido no esquema (PDVG)n.

Observação 4.1.2. Ilustramos a seguir outros métodos para resolver os problemas

(PDVG) ou (PDV) que estão incluídos no esquema:

1. Desigualdades variacionais gerais (G 6= I).

Vejamos os seguintes exemplos:

• Em He [27], a versão exata do algoritmo analisado satisfaz as condições

A1 e A2 e pode ser inserida na família de problemas (PDVG)n. De fato,

neste método tem-se Cn ≡ C ⊆ H = R
n e portanto a condição A2 é

satisfeita. Para cada n ∈ N, o autor assume a existência de solução para

o seguinte sistema de equações, que corresponde à iteração do algoritmo:

(G+F )(u) = (G+F )(un−1)−γδ(un−1)D−1
{
G(un−1) − PC [G(un−1) − F (un−1)]

}
,

onde D é uma matriz simétrica definida positiva, γ ∈ (0, 2) e

δ(v) =
‖G(v) − PC [G(v) − F (v)]‖2

〈G(v) − PC [G(v) − F (v)], D−1{G(v) − PC [G(v) − F (v)]}〉 .

Desse modo, existe u ∈ H verificando

D[(G+ F )(u) − (G+ F )(un−1)]

γδ(un−1)
+ G(un−1) = PC [G(un−1) − F (un−1)].

(4.6)

Logo, definindo Gn(u) como o lado esquerdo da equação (4.6), vale a

condição A1, isto é, para cada n ∈ N, temos Cn ≡ C ⊆ Im(Gn).

Por outro lado, usando a caracterização de projeção na equação

Gn(u) = PC [G(un−1) − F (un−1)],

obtemos a expressão do operador Fn, Fn(u) := F (un−1)+Gn(u)−G(un−1);
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• Em Noor [61], onde Hn ≡ H, as condições A1 e A2 são satisfeitas,

uma vez que Cn ≡ C, Gn ≡ G e C ⊆ Im(G). Podemos recuperar os

subproblemas (4.1) definindo os operadores Fn como:

– Algoritmo 3.1: Fn(u) := F (un−1) + ρ−1 [G(u) −G(un−1)];

– Algoritmo 7.1: Fn(u) := F (u) + ρ−1 [G(u) −G(un−1)];

– Algoritmo 7.3: Fn(u) := F (u)+ρ−1{G(u)−G(un−1)+αn−1[G(un−1)−
G(un−2)]}.

Sendo ρ > 0, αn−1 ∈ [0, 1] coeficientes considerados em [61];

• Em Xiu-Zhang-Noor [82, Algoritmo 3.2, p.760], a condição A2 é satis-

feita, pois Cn ≡ C ⊆ R
n. Reescrevemos esse esquema, definindo subpro-

blemas (4.1) com os seguintes operadores Gn, Fn:

Gn(u) := u−un−1+G(un−1), Fn(u) := F (un−1)+ρ−1
[
Gn(u) −G(un−1)

]

É fácil ver que Gn é sobrejetivo. De fato, na n-ésima iteração o

termo [un−1 −G(un−1)] é uma constante, isto é, o operador Gn é uma

translação. Logo, vale A1.

2. Desigualdades variacionais: Métodos que consideram aproximações no mesmo

espaço do problema original (Hn ≡ H, G ≡ I, Gn ≡ I).

Neste caso, a família de problemas (PDVG)n consiste em aproximações do ope-

rador F e do conjunto de restrições C. A seguir, apresentamos alguns exemplos

de algoritmos da literatura que verificam o esquema proposto, considerando o

caso em que o operador F envolvido é ponto-ponto. Lembramos que a hipótese

A1 é sempre satisfeita, uma vez que, Cn ⊆ Im(Gn) = Im(I) = H.

• Em Alber-Butnariu-Ryazantseva [2], a condição A2 é assumida explici-

tamente. Os autores definem as regularizações de F , o operador do pro-

blema, por Fn := (An + αnJ), onde An tem as mesmas propriedades de

F (monótono e sw-demifechado), {αn ∈ R++}n∈N converge a zero e J é

a aplicação de dualidade;

• Em Kaplan-Tichatschke [36], é considerado um esquema (no caso exato)

de aproximações externas do conjunto C por conjuntos convexos e fecha-

dos Cn, n ∈ N, no espaço H. A condição A2-i é automaticamente verifi-

cada, pois, como C =
⋂

n∈N
Cn, dado z ∈ C, a seqüência zn ≡ z converge

49



fortemente a z. Por outro lado, as hipóteses dadas na p.525 em [36]

incluem a condição A2-ii, isto é, se {znj ∈ Cnj
} converge fracamente

a z, então z ∈ C. A regularização do operador F é uma generaliza-

ção do Método do Ponto Proximal, e tem as seguintes características:

Fn := (F − F̃ )εn
+ F̃ + µn(∇h(.)−∇h(un)), onde F̃ é um operador con-

tínuo tal que F − F̃ é monótono. A notação Fε é usada para denominar o

alargamento∗ do operador F , {µn ∈ R++}n∈N e h é um funcional contínuo

convexo e diferenciável, no sentido de Gâteaux, em int(D(h));

• Em Lignola-Morgan [42], a condição A2 é assumida explicitamente. O

operador F é aproximado por uma seqüência de operadores uniforme-

mente limitados {Fn}n∈N;

• Em Liu-Nashed [44], a condição A2 também é assumida explicitamente.

O operador F (u) − f , onde f ∈ H, é aproximado por uma seqüência de

operadores Fn(u) = F (u) + εnu− fεn
, com εn > 0 e ‖f − fεn

‖ ≤ εn;

• Em Scheimberg-Nguyen-Strodiot [47], quando o problema é aproximado

por um esquema onde a condição A2 é assumida explicitamente. Cada

subproblema é resolvido usando uma aproximação do operador F definida

por Fn(u) := µnF (uu−1) + ∇hn(u) −∇hn(un−1), onde µn > 0 e hn é um

funcional diferenciável e fortemente convexo, para cada n ∈ N;

• Em Burachik-Scheimberg [14], a condição A2 é válida, pois Cn ≡ C. A

regularização do operador F é definida por Fn(u) := F (u) + µn(∇h(u)−
∇h(un−1)), onde µn > 0 e h é uma função de Bregman.

3. Desigualdades variacionais: Métodos que consideram aproximações em espaços

diferentes do original (Hn 6= H).

Estes métodos são, geralmente, aplicados em um espaço de Hilbert separável,

H, onde a seqüência de aproximações {Hn} pode ser obtida usando uma Base

de Galerkin (veja Seção 1.4). Neste caso, cada um dos problemas (PDVG)n

tem dimensão finita. Lembramos, novamente, que para métodos de desigual-

dades variacionais, a condição A1 é satisfeita, pois Gn ≡ I, além disso:

• Em Huang-Zhou [28] e em Isac [29], os autores resolvem um problema

de desigualdade variacional sobre um cone C convexo fechado satis-

∗T : H → P(H), ε ≥ 0, Tε(x) := {u ∈ H : 〈v − u, y − x〉 ≥ −ε ∀ y ∈ H, v ∈ T (y)}, veja [15].
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fazendo C ∩ (−C) = {0}, ou seja, um problema de complementaridade

não-linear. O conjunto C é aproximado por uma seqüência de cones

{Cn ∈ CCFN(H) : Cn ∩ (−Cn) = {0}}n∈N, com as seguintes pro-

priedades:

(a) lim
n→+∞

PCn
(x) = x, ∀ x ∈ C; (b) Cn ⊂ C; (c) dim(aff(Cn)) < +∞.

Por (a) vale a condição A2-i, e por (b), vale a condição A2-ii. Os ope-

radores dos problemas aproximados (veja [29, problema (1), p.567]), são

os mesmos do problema original;

• Em Adly-Goeleven [1], a convergência dos conjuntos é definida no sentido

de Glowinski (ver Definição 1.4.4 no Capítulo 1). Conforme a Proposição

1.4.2 no Capítulo 1, este conceito coincide com a convergência Mosco.

Logo, a condição A2 é satisfeita. As aproximações do operador F (u) :=

Au− f, f ∈ H, são definidas por Fn(u) = Au+ εnu, onde, εn > 0;

• Em Jingan-Yiqiang-Chunlei [32], os autores resolvem um problema de

obstáculo, modelado como uma desigualdade variacional, através de apro-

ximações de dimensão finita. De acordo com o Exemplo 1.3.1, a seqüência

de conjuntos {Cn = PnC}, onde Cn ⊂ C e Pn : H → Hn é o operador

de projeção ortogonal em Hn, converge para C no sentido de Mosco, por-

tanto vale A2. O operador F = A − B do problema analisado não é

aproximado;

• Em Spann [75], o Lema 3.2 p. 108, ítem (d), implica em A2-ii. Entre-

tanto, dado v ∈ C, o autor assume, apenas, a existência de uma sub-

seqüência {vnj
∈ Cnj

}, que converge fortemente a v (veja [75, condição

3.2, p. 106]). Portanto, a condição A2 é mais forte.

4.2 Análise de convergência

Inicialmente, estabelecemos que os pontos de acumulação fracos da seqüência

{Gn(u
n)}, onde un é uma solução do problema (PDVG)n para cada n ∈ N, são

G-soluções do problema (PDVG), isto é, para cada g ponto de acumulação fraco

de {Gn(u
n)}, existe u ∈ Sol(PDVG) tal que g = G(u). Sob hipóteses adicionais,

obtemos a convergência fraca da seqüência toda para uma G-solução de (PDVG) e,

em seguida, obtemos que todo ponto de acumulação fraco de {un} é uma solução

de (PDVG). Na segunda parte, obtemos resultados que garantem a existência de
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pontos de acumulação fracos das seqüências {Gn(u
n)} e {un}.

Em nossa análise, consideramos as seguintes condições envolvendo as seqüên-

cias {Fn}, {Gn} e {Cn} e os subproblemas (PDVG)n do esquema definido na seção

anterior.

A3. Para cada n ∈ N, o conjunto solução do problema (PDVG)n é não-vazio;

A4. Seja uma seqüência {vn ∈ G−1
n (Cn)}, com Gn(vn) ⇀ g, para algum g ∈ Im(G).

Se lim
n→+∞

sup 〈Fn(vn), Gn(vn) − PCn
(g)〉 ≤ 0, (4.7)

então, existe v ∈ G−1(g), tal que

〈F (v), G(v) − z〉 ≤ lim
n→+∞

inf 〈Fn(vn), Gn(vn) − PCn
(z)〉 ∀ z ∈ C. (4.8)

Observação 4.2.1. A teoria de existência de solução do Problema de Desigualdade

Variacional Geral é discutida com mais detalhes no Capítulo 2. Em particular, o

Teorema 2.2.3 garante a existência de solução do problema (PDVG)n sob a condição

A1, e verificando as seguintes hipóteses:

(i) Fn é Gn-fortemente monótono módulo αn > 0 ;

(ii) Fn é Gn-Lipschitziano módulo βn > 0.

A seguir, mostramos que os subproblemas do Algoritmo PPM, vistos como proble-

mas (4.1), satisfazem a condição A3.

Exemplo 4.2.1. Lembremos que subproblemas do Algoritmo PPM podem ser rees-

critos como problemas (PDVG)n onde os operadores Gn(.) e Fn(.) são definidos por

Gn(u) :=
G(u) + (λn−1 − 1)G(un−1)

λn−1
, Fn(u) := Dρ−1

[
Gn(u) −G(un−1)

]
+ F (un−1).

Fixando n ∈ N e usando a equivalência das normas em espaços de dimensão finita,

temos:

〈Fn(u) − Fn(v), Gn(u) −Gn(v)〉 = 〈Dρ−1[Gn(u) −Gn(v)], Gn(u) −Gn(v)〉

= ρ−1‖Gn(u) −Gn(v)‖2
D

≥ α(D,ρ)‖Gn(u) −Gn(v)‖2,
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e pela definição de Fn obtemos

‖Fn(u) − Fn(v)‖2 = ‖Dρ−2[Gn(u) −Gn(v)]‖2

≤ β(D,ρ)‖Gn(u) −Gn(v)‖2

Portanto, valem as condições (i) e (ii) da Observação 4.2.1. Logo, a condição A3 é

satisfeita.

Observação 4.2.2. A condição A3 também é verificada nos seguintes algoritmos:

• Os operadores Fn, Gn definidos na Observação 4.1.2 e que correspondem aos

trabalhos de [27], [61, Algoritmo 3.1] e [82, Algoritmo 3.2], satisfazem as

seguintes propriedades:

〈Fn(u) − Fn(v), Gn(u) −Gn(v)〉 = ρ−1‖Gn(u) −Gn(v)‖2,

‖Fn(u) − Fn(v)‖ = ρ−1‖Gn(u) −Gn(v)‖ ∀ u, v ∈ H.
Portanto, conforme a Observação 4.2.1 e as propriedades acima, a condição

A3 é satisfeita;

• No caso de desigualdades variacionais, as aproximações regulares do tipo Ti-

chonov (veja por exemplo [44] e suas referências), do tipo Proximal, por exem-

plo [2, 14], e que usam o princípio do problema auxiliar [35, 47] satisfazem

a condição A3. Se os operadores Fn não são regularizações do operador F , a

hipótese A3 é usualmente assumida, veja por exemplo [42, 48];

• Nas aproximações de dimensão finita consideradas em [1], os operadores Fn

são regularizações de Tichonov. Em [28], o operador contínuo Fn ≡ F satis-

faz uma condição de coercividade que garante a existência de solução para os

subproblemas. Portanto, nos dois casos a condição A3 é verificada;

• Em [32] e em [75], a existência de solução dos subproblemas de dimensão finita

é assumida (Teorema 3.1, p. 789 e Teorema 3.1, p.107, respectivamente).

Em relação a condição A4, temos o seguinte comentário.

Observação 4.2.3. Comparamos a condição A4 com a pseudomonotonicidade no

sentido de Brézis, definida para desigualdades variacionais clássicas [69], restrita ao

caso em que o operador F é ponto-ponto. Para isso, consideramos o caso em que os

problemas (PDVG)n coincidem com o problema original (Fn ≡ F , Cn ≡ C, G = I

e Gn ≡ I). Neste caso, o operador F é pseudomonótono no sentido de Brézis em C

se, e somente se, ele satisfaz a condição A4.
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Observação 4.2.4. No caso de desigualdade variacional clássica (G = I), a

condição de pseudomonotonicidade no sentido de Brézis do operador original é

usada, por exemplo, para mostrar que os pontos de acumulação fracos da seqüência

gerada pelo Método do Ponto Proximal são soluções do problema (veja, por exemplo,

[14, Teorema 3.4, p.1643], [37, Lema 3, p.131] e [64, Teorema 3.6, p.78]). Essa pro-

priedade é satisfeita por operadores monótonos maximais F tais que D(F ) = H, e

também por operadores monótonos e hemicontínuos, [68, Proposição 1, p.106-107].

Além disso, a condição de pseudomonicidade no sentido de Brézis, é usada em [43,

Teorema 8.1, p. 245], para mostrar a existência de solução de um problema de

desigualdade variacional em um espaço de Banach separável, onde o conjunto de

restrições é convexo fechado e limitado.

A seguir, o primeiro resultado de convergência.

Teorema 4.2.1. Assuma que as condições A1-A4 são satisfeitas. Então, os pontos

de acumulação fracos de {Gn(u
n)} são G-soluções de (PDVG).

Prova. Seja g ∈ H um ponto de acumulação fraco de {Gn(u
n)}, então existe uma

subseqüência {Gnj
(unj)} ⊆ {Gn(un)} com Gnj

(unj) ⇀ g. Por A2 e A1, temos que

g ∈ C ⊆ Im(G) (em particular, G−1(g) 6= ∅).

Como unj resolve o (PDVG)nj
e a seqüência {PCnj

(g)} satisfaz que

PCnj
(g) ∈ Cnj

∀ j ∈ N, a condição A1 implica que PCnj
(g) = Gnj

(wnj)

para algum wnj ∈ Hnj
e resulta que

〈Fnj
(unj), Gnj

(unj) − PCnj
(g)〉 ≤ 0 ∀ j ∈ N

de onde obtemos que

lim
j→+∞

sup 〈Fnj
(unj), Gnj

(unj) − PCnj
(g)〉 ≤ 0.

Pela condição A4 aplicada a seqüência {unj}j∈N, existe u ∈ G−1(g) tal que

〈F (u), G(u) − z〉 ≤ lim
j

inf 〈Fnj
(unj), Gnj

(unj) − PCnj
(z)〉 ∀ z ∈ C. (4.9)

Usando, novamente, o fato de que unj resolve o (PDVG)nj
, que PCnj

(z) ∈ Cnj
, e a

condição A1 resulta que fixado z ∈ C temos

〈Fnj
(unj), Gnj

(unj) − PCnj
(z)〉 ≤ 0 ∀ j ∈ N. (4.10)
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Logo, de (4.9) e (4.10) concluímos que

〈F (u), z −G(u)〉 ≥ 0 ∀ z ∈ C. (4.11)

Portanto, g é uma G-solução do problema (PDVG).

Agora, estabelecemos um resultado muito importante em nossa análise.

Teorema 4.2.2. Assuma que as condições A1-A4 são satisfeitas. Se a se-

qüência {Gn(un)}n é limitada, e o operador F é G-estritamente monótono em

G(Sol(PDVG)), então, a seqüência {Gn(u
n)}n∈N converge fracamente para uma

G-solução de (PDVG).

Prova. Sejam g̃ e g dois pontos de acumulação fracos da seqüência {Gn(un)}. Pelo

Teorema 4.2.1, existem ũ, u ∈ Sol(PDVG) tais que G(ũ) = g̃ e G(u) = g.

Logo, usando que F é G-estritamente monótono em G(Sol(PDVG)) e supondo

G(ũ) 6= G(u) temos

0 < 〈F (u) − F (ũ), G(u) −G(ũ)〉

= 〈F (u), G(u) −G(ũ)〉 − 〈F (ũ), G(u) −G(ũ)〉

= −〈F (u), G(ũ) −G(u)〉 − 〈F (ũ), G(u) −G(ũ)〉

= − [〈F (u), G(ũ) −G(u)〉 + 〈F (ũ), G(u) −G(ũ)〉]

≤ 0,

(4.12)

onde a última desigualdade é obtida usando que ũ, u ∈ Sol(PDVG). Por con-

seguinte, chegamos a uma contradição, que se deu ao assumirmos G(ũ) 6= G(u).

Portanto, a seqüência {Gn(u
n)}n∈N tem apenas um ponto de acumulação fraco.

Lembrando que {Gn(u
n)}n∈N é limitada, a prova está completa.

Observação 4.2.5. De acordo com a desigualdade (4.12), o conjunto das G-

soluções de um problema (PDVG) cujo operador F é G-estritamente monótono em

G(Sol(PDVG)), é unitário.

A seguir, estabelecemos condições para que os pontos limites fracos da seqüência

{un}n∈N sejam soluções do (PDVG).
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A5. Se v é um ponto de acumulação fraco de {vn} e Gn(vn) ∈ Cn ∀ n ∈ N, então,

G(v) é um ponto de acumulação fraco de {Gn(vn)};

A6. Se v ∈ Sol(PDVG) e G(u) = G(v), então, u ∈ Sol(PDVG).

Observação 4.2.6.

• No caso em que Gn ≡ G, se o operador G é injetivo e fracamente contínuo,

então, as condições A5 e A6 são satisfeitas. Veja, por exemplo, o Algoritmo

7.1 em [61], onde G é um operador contínuo e o espaço H tem dimensão finita;

• No Capítulo 3 e em [72], apresentamos um resultado de convergência onde

é assumido que o operador F é G-cocoercivo com respeito ao conjunto

Sol(PDVG) 6= ∅. Desse modo, se v ∈ Sol(PDVG) e G(u) = G(v), então,

F (u) = F (v). Portanto, a condição A6 é satisfeita;

• Quando o problema (PDVG) se reduz a um problema de desigualdades varia-

cionais ( G ≡ I, Gn ≡ I), as condições A5 e A6 são obviamente válidas.

Teorema 4.2.3. Assuma que as condições A1-A6 são satisfeitas. Então, todo ponto

de acumulação fraco de {un}n∈N é uma solução de (PDVG).

Prova. Seja u ∈ H um ponto de acumulação fraco de {un}n∈N. Então, existe uma

subseqüência {unj}j∈N tal que unj ⇀ u. Pela condição A5 vale que Gnj
(unj) ⇀ G(u).

Logo, usando o Teorema 4.2.1, g := G(u) ∈ C é uma G-solução, isto é, existe

v ∈ H tal que G(v) = G(u) e v ∈ Sol(PDVG). Pela condição A6, temos que

u ∈ Sol(PDVG). A prova está completa.

A seguir, introduzimos uma condição sobre as seqüências {Fn}, {Gn} e {Cn}, que

junto com a condição A3 garante a existência de pontos de acumulação fracos da

seqüência {Gn(un)}n∈N.

A7. Existe um conjunto infinito de índices J ⊆ N e uma seqüência de números reais

positivos {αn}n∈J , tais que as seqüências de operadores {Fn}n∈J , {Gn}n∈J e

conjuntos {Cn}n∈J verificam a seguinte propriedade:

Se u, v ∈ G−1
n (Cn) e 〈Fn(u), Gn(v) −Gn(u)〉 ≥ 0, então,

〈Fn(v), Gn(v) −Gn(u)〉 ≥ αn‖Gn(v) −Gn(u)‖2.
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Observação 4.2.7.

• Se Fn é Gn-fortemente monótono módulo αn > 0, para cada n ∈ N, então, vale

A7. De fato, fixado n ∈ N, se u, v ∈ G−1
n (Cn) e 〈Fn(u), Gn(v) −Gn(u)〉 ≥ 0,

então,

〈Fn(v), Gn(v) −Gn(u)〉 = 〈Fn(v) − Fn(u), Gn(v) −Gn(u)〉 + 〈Fn(u), Gn(v) −Gn(u)〉

≥ αn‖Gn(v) −Gn(u)‖2 + 〈Fn(u), Gn(v) −Gn(u)〉

≥ αn‖Gn(v) −Gn(u)‖2.

Portanto, a condição A7 é verificada com J = N;

• Conforme a Observação 4.1.2, [27], [61, Algoritmo 3.1], [71] e [82, Algoritmo

3.2], os operadores Fn são Gn-fortemente monótonos módulo αn ≡ ρ−1, por-

tanto, satisfazem a condição A7;

• Em [2], [44] e nas aproximações de dimensão finita de [1], como Gn ≡ I e

as regularizações do operador F são fortemente monótonas, a condição A7 é

satisfeita;

• Quando J = N, Gn ≡ I, Fn ≡ F , Cn ≡ C e αn ≡ α > 0, a condição A7 é

equivalente a condição do operador F ser fortemente pseudomonótono em C

(cf. [38, Definição 6.4, p.44]), isto é, existe α > 0 tal que, para todo par de

pontos distintos u, v ∈ C, temos que

〈F (u), v − u〉 ≥ 0 ⇒ 〈F (v), v − u〉 ≥ α‖v − u‖2.

Teorema 4.2.4. Assuma que as condições A1, A2, A3 e A7 são satisfeitas. Suponha

que existe uma seqüência {vn ∈ G−1
n (Cn)} tal que as seqüências {Gn(v

n)}n∈J e

{α−1
n Fn(vn)}n∈J , são limitadas. Então, o conjunto de pontos de acumulação fracos

da seqüência {Gn(un)}n∈N é não-vazio.

Prova. É suficiente mostrar que {Gn(un)}n∈N tem uma subseqüência limitada. De

fato, suponha que existam subseqüências {unj}j∈N, {vnj}j∈N de {un}j∈J , {vn}n∈J tais

que {Gnj
(unj) = Gnj

(vnj)}j∈N, então, como {Gn(vn)}n∈J é limitada, a prova está

concluída. Assuma agora, que ‖Gn(vn) −Gn(un)‖ > 0 ∀ n ∈ J .

Fixamos n ∈ J . Como un resolve o problema (PDVG)n, e Gn(vn) ∈ Cn temos que

〈Fn(un), Gn(v
n) −Gn(un)〉 ≥ 0. (4.13)
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Da Desigualdade de Cauchy-Schwartz e de A7, temos que

‖Fn(v
n)‖‖Gn(vn) −Gn(un)‖ ≥ 〈Fn(v

n), Gn(vn) −Gn(un)〉

≥ αn‖Gn(v
n) −Gn(un)‖2.

(4.14)

Portanto, para cada n ∈ J , obtemos

α−1
n ‖Fn(vn)‖ ≥ ‖Gn(vn) −Gn(un)‖. (4.15)

Como {α−1
n Fn(vn)}n∈J e {Gn(vn)}n∈J são seqüências limitadas, a desigualdade acima

implica que {Gn(u
n)}n∈J é limitada.

Observação 4.2.8.

• No caso de desigualdades variacionais gerais, decorre das Observações 4.1.2,

4.2.2 e 4.2.7, que as hipóteses do Teorema 4.2.4 são satisfeitas pelos operadores

Fn, Gn correspondentes aos trabalhos de [27], [61, Algoritmo 3.1], [72] e [82,

Algoritmo 3.2], desde que exista uma seqüência {Gn(vn) ∈ Cn} limitada tal

que {Fn(vn)} também seja limitada. No próximo exemplo, discutimos o caso

particular obtido a partir do algoritmo analisado em [72];

• Para desigualdades variacionais, o Teorema 4.2.4 generaliza o Lema 4.5 de [2].

De fato, lembrando da observação anterior e que os operadores aproximados

de [2] são fortemente monótonos, a condição A7 é satisfeita. De acordo com a

hipótese [2, Condição C2, p.275], existe uma seqüência limitada {vn ∈ Cn} tal

que a seqüência {α−1
n Fn(vn)} é, também, limitada. Portanto, a outra hipótese

do Teorema 4.2.4 é assumida.

Exemplo 4.2.2. Conforme a Observação 4.2.8, para aplicar o Teorema 4.2.4

e obter a limitação da seqüência {Gn(un)}, formada a partir das soluções dos

problemas (PDVG)n correspondentes às iteradas do algoritmo PPM [72], falta

verificar que existe uma seqüência {Gn(vn) ∈ Cn} limitada tal que {Fn(v
n)} seja

limitada. Assumindo as condições† requeridas em [72] e, escolhendo os parâmetros

λn adequadamente, obtemos algo mais forte: (∗) Existem seqüências {Gn(vn) ∈ Cn}
limitadas. Além disso, se {Gn(vn)} é limitada, então, a seqüência {Fn(vn)} é

limitada. De fato, assumindo a limitação de {G(un)} e que limλn = 1, temos que:

†Veja o Teorema 3.2.2 do Capítulo 3, que garante a limitação de {G(un)}.
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(a) Dado v ∈ G−1(C0), resulta que G(v) ∈ Cn ∀ n ∈ N, e

lim
n→+∞

Gn(v) = lim
n→+∞

G(v) + (λn−1 − 1)G(un−1)

λn−1

= G(v),

em particular, {Gn(v) ∈ Cn}n∈N é uma seqüência limitada.

(b) Pela G-cocoercividade de F com respeito a u ∈ Sol(PDVG), a limitação

de {G(un)} implica na limitação de {F (un)}. A conclusão da validade de (∗) segue

da expressão de Fn(vn),

Fn(vn) = ρ−1[Gn(vn) −G(un−1)] + F (un−1),

onde {Gn(vn)}, {G(un)} e {F (un)} são limitadas.

Ainda no caso em que C não é limitado, introduzimos condições para a obtenção

de um resultado de existência de pontos de acumulação fracos da seqüência

{Gn(u
n)}n∈N, no caso de aproximações externas do conjunto C.

A8. O conjunto C satisfaz C ⊆ Cn ∀ n ∈ N. Além disso, para qualquer seqüência

{zn ∈ Cn}n∈N, existe uma seqüência {gn ∈ C} tal que {‖zn − gn‖} é limitada;

A9. Existe um conjunto infinito de índices J ⊆ N, tal que para todo n ∈ J :

〈Fn(v) − F (w), Gn(v) −G(w)〉 ≥ 0 ∀ Gn(v) ∈ Cn, G(w) ∈ C;

A10. Existe w ∈ G−1(C) tal que

F (w) ∈ int(0+C)∗.

Observação 4.2.9.

• A condição A8 trata da precisão das aproximações Cn do conjunto de restri-

ções C. É inspirada em Kaplan-Tichatschke [36, Hipótese A5 e comentário

na p. 525];

• Para perceber as diferenças entre a condição A8, condição A2 e a convergência

na métrica‡ de conjuntos dγ, consideremos dois casos de seqüências {zn ∈ Cn}:
‡Definição 1.3.2 Capítulo 1, usada na convergência do algoritmo analisado no Capítulo 3.
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– A seqüência {zn ∈ Cn} é limitada: Se H tem dimensão finita, pelo Lema

1.3.1 a convergência Mosco (condição A2) implica na convergência da

métrica dγ para todo γ > 0 e seja γ > 0 tal que ‖zn‖ ≤ γ, ∀ n ∈ N,

definimos gn := PCz
n e obtemos que:

‖zn − gn‖ = ‖PCn
zn − PCz

n‖ ≤ sup
‖z‖≤γ

‖PCn
(z) − PC(z)‖ = dγ(Cn, C),

isto é, temos que {‖zn − gn‖} converge a zero. No caso de dimensão

infinita, devemos pedir que {dγ(Cn, C)} seja limitada para todo γ > 0,

para obter a limitação de {‖zn − gn‖};

– A seqüência {zn ∈ Cn} é ilimitada: Mesmo assumindo a condição de

{dγ(Cn, C)} convergir a zero, para todo γ > 0 (que implica em A2), não

há como garantir a validade da condição A8;

• Em [2], os autores consideram uma hipótese mais forte que A2, quando as-

sumem a existência de uma seqüência de números reais que converge a zero

mais rápido que {Cn} converge Mosco a C. Porém, assim como em A2 ela não

estabelece propriedades para o caso em que a seqüência {zn ∈ Cn} é ilimitada;

• A flexibilidade na escolha da aproximação {Cn} do conjunto C é uma van-

tagem do esquema. Esta vantagem deve ser usada para construir Cn conve-

nientemente e satisfazer as condições A2 e A8;

• No caso de G ≡ I, Gn ≡ I, a condição A9 é uma modificação de um tipo

de monotonicidade considerada por Kaplan-Tichatschke [36, condição (2), p.

524]. Além disso, se Fn = F e Cn = C, a condição A9 equivale a pedir que o

operador F seja monótono em C;

• A validade da condição A10 significa que existe v ∈ G−1(C) tal que:

〈F (v), d〉 > 0 ∀ d ∈ 0+C,

onde 0+C é o cone de recessão do conjunto C,

0+C = {d ∈ H : x+ td ∈ C, ∀ x ∈ C, ∀ t > 0}

= {d ∈ H, ∃ tn ↓ 0, ∃ gn ∈ C, tng
n ⇀ d},

veja por exemplo [5, notação C∞, p. 321]. Esta condição, foi usada em

Pang-Yao [67, Proposição 3.11, p.177], juntamente com outras hipóteses, para

mostrar existência de solução para o problema (PDVG) em dimensão finita.
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No exemplo seguinte, obtemos a validade da condição A8 para uma seqüência de

aproximações, {Cn}, de um conjunto C definido por restrições lineares em um espaço

de dimensão finita.

Exemplo 4.2.3. Seja um operador linear A : R
n → R

m, posto(A) = m < n, seja

b ∈ R
m. Defina C = {x ∈ R

n : Ax ≤ b} e Cn = {x ∈ R
n : Ax ≤ b + εn},

onde {εn} ⊂ R
m
++ converge a zero. Então, C ⊆ Cn e para zn ∈ Cn, a seqüência

{gn := (zn − AT (AAT )−1εn)} satisfaz:

Agn = A(zn − AT (AAT )−1εn) = Azn − εn ≤ b + εn − εn = b ⇒ {gn}n∈N ⊂ C

e

‖zn − gn‖ = ‖AT (AAT )−1εn‖ ⇒ {‖zn − gn‖} converge a zero.

Teorema 4.2.5. Se as condições A1, A2, A3, A8, A9 e A10 são satisfeitas, então,

a seqüência {Gn(un)}n∈N possui uma subseqüência limitada.

Prova. Vamos assumir que a seqüência {Gn(u
n)}n∈N não possua uma subseqüência

limitada, que existe w ∈ G−1(C) verificando a condição A10, e chegar a uma con-

tradição.

Com efeito, usando que un é solução do problema (PDVG)n, que G(w) ∈ Cn ∀ n ∈ N

e a condição A9, existe um conjunto de índices J ⊆ N tal que

〈F (w), G(w)−Gn(un)〉 = 〈Fn(un), G(w) −Gn(un)〉 + 〈F (w) − Fn(un), G(w) −Gn(un)〉

≥ 〈Fn(un), G(w) −Gn(un)〉

≥ 0 ∀ n ∈ J.
(4.16)

Sem perda de generalidade, suponha que

‖Gn(un)‖ n∈J−→ +∞, e que ‖Gn(un)‖ > 0 ∀ n ∈ J. (4.17)

Usando (4.16), temos que

〈F (w),
Gn(u

n) −G(w)

‖Gn(un)‖ 〉 ≤ 0 ∀ n ∈ J. (4.18)

Como a seqüência
{

Gn(un)
‖Gn(un)‖

}

n∈J
é limitada, ela contém uma subseqüência fraca-

mente convergente
Gnj

(unj)

‖Gnj
(unj)‖ ⇀ d, (4.19)
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para algum d ∈ H.

Conforme a segunda parte da condição A8, temos que existe uma seqüência

{gn ∈ C}n∈N tal que {Gn(u
n) − gn} é limitada. Desse modo, temos que

gnj

‖Gnj
(unj)‖ =

gnj −Gnj
(unj) +Gnj

(unj)

‖Gnj
(unj)‖

=
gnj −Gnj

(unj)

‖Gnj
(unj)‖ +

Gnj
(unj)

‖Gnj
(unj)‖

(4.20)

Logo, sabendo que a seqüência
{

g
nj−Gnj

(unj )

‖Gnj
(unj )‖

}

j∈N

converge fortemente a zero e da

definição de cone de recessão do conjunto C, 0+C, temos que d ∈ 0+C.

Passando ao limite em (4.18), nos termos da subseqüência e usando que a

seqüência
{

G(w)
‖Gn(un)‖

}
converge fortemente a zero, obtemos que

〈F (w), d〉 ≤ 0. (4.21)

Pela definição de cone polar do cone convexo 0+C, e de interior topológico, temos

int(0+C)∗ = {f ∈ H : 〈f, d〉 > 0 ∀ d ∈ 0+C}.

Portanto, F (w) /∈ int(0+C)∗, isto é, a condição A10 não é satisfeita.

A prova está concluída, uma vez que chegamos a uma contradição ao supor que

{Gn(u
n)}n∈N não tem subseqüência limitada.

Observação 4.2.10. No teorema acima podemos substituir a condição A9 por uma

condição mais fraca. De fato, é suficiente pedirmos a existência de um conjunto

infinito de índices J ⊆ N, tal que para todo n ∈ J :

Se Gn(v) ∈ Cn, G(w) ∈ C e

〈Fn(v), G(w) −Gn(v)〉 ≥ 0, então, 〈F (w), G(w)−Gn(v)〉 ≥ 0.

Quando Fn ≡ F , Gn ≡ G e Cn ≡ C, a condição A9 assim como a condição A7 são

mais fortes que a hipótese do operador F ser G-pseudomonótono em C, veja por

exemplo [12, 85].

Corolário 4.2.1. Assuma que as condições do Teorema 4.2.4 (ou Teorema 4.2.5)

são satisfeitas para J = N. Então, a seqüência {Gn(u
n)}n∈N é limitada.
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Prova. É uma conseqüência direta do Teorema 4.2.4 (e do Teorema 4.2.5).

Nos resultados anteriores, estabelecemos a existência de um ponto de acu-

mulação fraco da seqüência {Gn(un)}n∈N sob diferentes hipóteses. A seguir,

apresentamos uma condição para existência de pontos limites fracos da seqüência

{un}n∈N.

A11. Se a seqüência {Gnj
(vnj) ∈ Cnj

} é limitada, então, a seqüência {vnj}j∈N

possui uma subseqüência limitada.

Observação 4.2.11.

• Se Gn ≡ G, Cn ≡ C e a aplicação ponto-conjunto G−1 é limitada, então, vale

a condição A11. Veja por exemplo em Noor [61], na análise de convergência

do Algoritmo 7.1 o autor assume a hipótese sem enunciá-la;

• Em geral, na análise de convergência de algoritmos para resolver problemas

de desigualdades variacionais gerais (Hn ≡ H, Gn ≡ G), os resultados de

convergência são obtidos para a seqüência {G(un)} e para a derivação de re-

sultados para {un}, os autores assumem condições mais fortes que A11, por

exemplo:

– Em [59], H = R
n, o operador G−1 é Lipschitziano. Portanto, a condição

A11 é satisfeita;

– Em [72], onde H = R
n, assumimos que a aplicação ponto-conjunto, G−1,

é localmente limitada em C. Logo, vale a condição A11;

– Em [12, 13, 62], o espaço H tem dimensão finita§ e o operador G−1 é

contínuo. Portanto, vale A11;

– Em [85], o conjunto C é compacto e o operador G−1 é compacto em C.

Em particular, a condição A11 é satisfeita.

• Em esquemas de Galerkin (veja por exemplo, [88, Teorema 34.A, p.966]), a

seguinte propriedade é conhecida como estabilidade do esquema de aproxima-

ções {Gn,Hn}:

Existe µ > 0 tal que ‖Gn(u) −Gn(v)‖ ≥ µ‖u− v‖ ∀ u, v ∈ Hn. (4.22)

Em particular, ela implica na validade da condição A11;
§Há casos em que dim(H) < +∞ é assumido somente para o teorema de convergência de {un}.
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• Se G = I, Gn ≡ I, então, A11 é obviamente satisfeita.

Teorema 4.2.6. Assuma que a condição A11 é satisfeita. Suponha também a va-

lidade das condições do Teorema 4.2.4 (ou Teorema 4.2.5). Então, o conjunto de

pontos de acumulação fracos da seqüência {un}n∈N é não-vazio.

Prova. É uma conseqüência direta do Teorema 4.2.4, do Teorema 4.2.5 e da condição

A11.

Observação 4.2.12. Sobre como a limitação foi considerada em outros trabalhos.

• Em [85], onde Gn ≡ G, o autor analisa um algoritmo para resolver o problema

(PDVG) em um espaço de Hilbert. A limitação da seqüência gerada é assumida

por hipótese, uma vez que, o algoritmo gera uma seqüência {G(un)} ⊂ C, e o

conjunto de restrições C é convexo e compacto;

• Em [42], a limitação da seqüência das soluções dos subproblemas é assumida

nas hipóteses, uma vez que, a análise de convergência parte da convergên-

cia fraca da seqüência gerada pelo algoritmo para resolver um problema de

desigualdade variacional;

• No esquema de aproximações de dimensão finita de [28], a seqüência {un}
das soluções, satisfaz un ∈ Cn para todo n ∈ N, onde a seqüência de conjun-

tos {Cn}n∈N é uniformemente limitada ou equilimitada. Por outro lado, na

análise de convergência de [32] e [75], a limitação da seqüência de soluções

aproximadas é assumida explicitamente.
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Capítulo 5

Considerações finais

Neste trabalho, consideramos o Problema de Desigualdades Variacionais Gerais

(PDVG). Na parte inicial, apresentamos o problema, sua motivação, outras for-

mulações que aparecem na literatura e uma breve revisão dos métodos existentes

para a sua resolução. Estendemos um teorema de existência de solução do Problema

de Complementaridade Generalizada (PCG) para o (PDVG), que assume condições

mais fracas para o próprio (PCG) e que aquelas assumidas em Noor [63] para o

(PDVG).

Propomos um algoritmo, denominado PPM, para resolver o problema em di-

mensão finita com um operador não necessariamente monótono, que considera em

cada iteração uma única projeção sobre uma aproximação do conjunto de restri-

ções. Esta é uma característica importante do algoritmo. De fato, do ponto de

vista computacional, o método nos permite escolher aproximações convenientes e,

assim, tornar a resolução numérica mais fácil que se projetássemos sobre o conjunto

original C. Uma segunda vantagem deste método, comparado com vários algorit-

mos de projeção para resolver desigualdades variacionais gerais (veja por exemplo

[10, 55, 59]), é que apenas um elemento da imagem inversa do operadorG é requerido

por iteração, reduzindo os custos computacionais. Analisamos a convergência do al-

goritmo sob uma condição de cocoercividade sobre o conjunto solução. Usamos

noções de convergência variacional e estabelecemos condições sobre a velocidade de

convergência dos conjuntos para obter resultados de convergência da seqüência ge-

rada pelo algoritmo. Ilustramos o comportamento numérico do método através de

vários problemas-testes incluíndo um exemplo de aproximações internas de um con-

junto C sem a estrutura de caixa ou de bola. Considerando o número de iterações,

mostramos que nosso método é competitivo quando comparamos o PPM com dois
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outros algoritmos. O algoritmo PPM foi publicado em [72].

Na parte final, introduzimos um esquema de aproximações do problema (PDVG)

em espaços de Hilbert que inclui aproximações no mesmo espaço do problema ori-

ginal e aproximações de dimensão finita. Mostramos como o passo iterativo e as

condições assumidas na definição de vários algoritmos da literatura, estão incluídos

em nosso esquema. Na análise de convergência, obtemos a existência de pontos

de acumulação fracos da seqüência formada pelas soluções dos subproblemas e da

seqüência formada pelas imagens dessas soluções. Mostramos que os pontos de acu-

mulação fracos da seqüência das imagens das soluções aproximadas sãoG-soluções do

problema estudado. Também, estabelecemos condições para que os pontos de acu-

mulação fracos da seqüência das soluções aproximadas sejam soluções do (PDVG).

A seguir, mencionamos alguns pontos que, de um modo natural, dão continuidade

ao nosso trabalho:

1. Para o caso de dimensão finita, devemos ampliar as experiências numéri-

cas fornecendo mais indicadores de eficiência do algoritmo PPM. Nesta

pesquisa, podemos incluir os experimentos apresentados no artigo recente de

Bnouhachem [13] que compara numericamente vários outros algoritmos para

desigualdades variacionais gerais;

2. Para o esquema de aproximações em espaços de Hilbert, nossa meta é obter

resultados de convergência forte e enfraquecer as hipóteses assumidas. É muito

importante, também, estabelecer uma correspondência entre os resultados de

convergência do esquema e os teoremas já existentes para os casos particulares;

3. Ilustrar o comportamento numérico do esquema de aproximações através de

exemplos.
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