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Resumo da Tese apresentada à COPPE/UFRJ como parte dos requisitos necessários para a
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ALGUMAS APLICAÇÕES DA GEOMETRIA RIEMANNIANA À OTIMIZAÇ ÃO

Erik Alex Papa Quiroz

Março/2007

Orientador: Paulo Roberto Oliveira
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Esta tese está dividida em5 partes. Na primeira estudamos as propriedades geométricas de

uma classe de métricas Riemannianas diagonais sobre o ortante positivoIRn
++ e o hipercubo

(0, 1)n, espaços naturais onde se definem as restrições de algunsproblemas de otimização.

Obtemos alguns resultados úteis visando novos métodos depontos interio-res na perspectiva

das aplicações da geometria Riemanniana à otimização. Na segunda parte estendemos os re-

sultados de convergência global do método de máxima descida com busca de Armijo gener-

alizada e uma regularização proximal para resolver problemas de minimização em variedades

Riemannianas quando a função objetivo é quase-convexa.Na terceira parte, generalizamos o

método de ponto proximal com distâncias de Bregman para resolver problemas de otimização

sobre variedades de Hadamard para funções convexas e quase-convexas. Na quarta introduz-

imos uma nova barreira auto-concordante para o hipercubo, estudamos propriedades de con-

vergência da sua trajetória primal-dual, e, para problemas de otimização linear com variáveis

limitadas, apresentamos também alguns novos algoritmos primais. Finalmente, na quinta parte,

estendemos os resultados obtidos na parte anterior para resolver uma classe de problemas de

otimização semidefinida.
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This thesis is divided in five parts. In the first part, we studythe geometric properties of

a class of diagonal Riemannian metrics on the positive orthant IRn
++ and hypercube(0, 1)n,

natural spaces where are defined some optimization problems. We obtain some useful results

to obtain new interior point methods in the point of view of applications of Riemannian geom-

etry tools. In the second part, we extend the global convergence result of the steepest descent

method with a generalized Armijo search and a proximal regularization for solving minimiza-

tion problems on Riemannian manifolds when the objective function is quasiconvex. In the

third part, we generalize the proximal point method with Bregman distances to solve mini-

mization problems defined on Hadamard manifolds for quasiconvex and convex functions. In

the fourth part, we introduce a new self-concordant barrierfor the hypercube and we study

convergence properties of the primal-dual central path and, for solving linear optimization

problems with bounded variables, we also introduce some newprimal algorithms. Finally, in

the fifty part, we extend our results to solve a class of semidefinite optimization problems.
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4.3 O Método de Máxima Descida . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . 42

4.3.1 Método com uma busca de Armijo generalizada . . . . . . . .. . . . . 43

4.3.2 Método com uma regularização proximal . . . . . . . . . .. . . . . . 46

4.4 Alguns Exemplos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

5 Método de Ponto Proximal com Dist̂ancias de Bregman em Variedades de Hadamard 50

5.1 Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 50

5.2 Análise Convexa em Variedades de Hadamard . . . . . . . . . . .. . . . . . . 52

5.3 Distâncias e Funções de Bregman em Variedades de Hadamard . . . . . . . . . 55

5.4 Regularização . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 59

5.5 Método de Ponto Proximal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . 61

5.6 Resultados de Convergência . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . 63

5.6.1 O caso quase-convexo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

5.6.2 O caso convexo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

5.7 Métodos de Ponto Proximal com distâncias Riemannianas . . . . . . . . . . . 67

5.7.1 O caso quase-convexo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

5.7.2 O caso convexo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

5.8 Alguns Exemplos de Distâncias de Bregman . . . . . . . . . . . .. . . . . . . 70

6 Uma Nova Barreira Auto-concordante para o Hipercubo 75

6.1 Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 75

6.2 A Nova Barreira . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
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Caṕıtulo 1

Introduç ão

As aplicações da geometria Riemanniana à Otimização datam pelo menos do ano 1972,

com o trabalho desenvolvido por Luenberger [51], onde, usando o método de desci-da geodésica

obteve a taxa de convergência do método de gradiente projetado para o problema demin f(x),

sujeito ah(x) = 0, sendof : IRn → IR, e h : IRn → IRm, funções que definem o prob-

lema, en > m. Esta linha de pesquisa teve continuidade com Gabay [28] no ano de 1982

em que, do ponto de vista desta teoria, estuda o método de gradiente reduzido, generaliza os

métodos de quase-Newton e obtém convergência superlinear. Também apresentou uma análise

computacional mostrando que a teoria e a prática interrelacionadas podem dar bons resultados.

Em seguida, os principais métodos da otimização não linear tais como o método de gradi-

ente, subgradiente, proximal e Newton se generalizaram para problemas mais gerais definidos

agora em espaços Riemannianos, ver por exemplo [1, 16, 21, 23, 25, 24, 55, 75, 79, 82]. Em

1995, Oliveira e Cruz Neto [60] mostraram que a maioria dos m´etodos primais clássicos são

métodos de gradiente em alguma métrica Riemanniana apropriadamente escolhida. Em partic-

ular, mostraram que os métodos de Cauchy e Newton são métodos de gradiente sob este ponto

de vista.

Uma motivação para desenvolver estas generalizações vem do fato de que considerando a

geometrı́a intrı́nseca da variedade Riemanniana os problemas com restrições podem ser vistos

como irrestritos. Uma outra motivação é que certos problemas de otimização não convexos

podem-se transformar em convexos mediante a introdução de uma adequada métrica Rieman-

niana sobre a variedade, por isso podemos usar técnicas de otimização mais eficientes, ver
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Gabay [28], Cruz Neto et al. [16], Ferreira e Oliveira [23], Luenberger [51], Rapcsák [75],

Smith [79], Udriste [82] e suas referências. Uma outra motivação para desenvolver esta abor-

dagem é que podemos empregar as métricas Riemannianas para introduzir novos algoritmos

em métodos de pontos interiores, ver por exemplo Saigal [77], Cunha et al. [19], den Hertog

[40], Pereira e Oliveira [72].

Como acontece com os métodos de otimização em espaços Euclidianos, as estensões dos

métodos em variedades Riemannianas para problemas de otimização convexa gozam de boas

propriedades de convergência, isto é, pode ser provado que a seqüência de pontos gerada por

cada método converge a uma solução ótima do problema, quando ela existe. Para o método de

máxima descida veja Cruz Neto et al. [16] e [18], para o método de Subgradiente ver Ferreira

e Oliveira [23], para o método de ponto proximal ver Ferreira e Oliveira [25] e para os métodos

de Newton veja Adler et al. [1], Dedieu et al. [21] e Ferreira eSvaiter [24].

Atualmente, existe uma extensa classe de problemas de otimização que tem tomado muito

interesse pelos pesquisadores por suas múltiples aplicac¸ões em teoria económica [81], teoria de

localização [36], teoria de controle [4] e sistemas dinâmicos [33]. Ela é a classe de problemas

de otimização quando a função objetivo é quase-convexa. Surge então uma pergunta natural:

podemos estender os resultados de convergência global do caso convexo para o caso quase-

convexo?

Por outro lado, os métodos de pontos interiores, chamados também métodos de penalidade

interior, são usados para resolver problemas de otimização que contém restrições de desigual-

dades. Estes métodos foram introduzidos nos anos cinquenta (ver Frisch [27]) e profundamente

estudados durante os anos sessenta por vários pesquisadores, entre eles Fiacco e McCormick

[26] no contexto da otimização não linear. São os seguintes os elementos essenciais do método:

Para um dado problema geral de otimização

(P ) min f(x)

h(x) = 0

g(x) ≤ 0,

ondef : IRn → IR, h : IRn → IRp e g : IRn → IRm são funções que definem o problema, os
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métodos de pontos interiores resolvem, para cada valor deµ > 0, o problema auxiliar

(PA) min f(x) + µB(g(x))

h(x) = 0

ondeµ é um parâmetro que em cada iteração aproxima-se de zero eB é uma função barreira,

isto é,B é uma função que fornece valores muito grandes quando o valor da funçãog se

aproxima de zero.

Na década de sessenta, propriedades de convergência foram provadas para duas principais

barreiras, a saber, a barreira logarı́tmica−
m
∑

i=1
ln(gi(x)) e barreira inversa

m
∑

i=1
(1/gi(x)). Entre-

tanto terminou-se descobrindo que estes métodos tinham s´erias deficiências numéricas no lim-

ite, devido ao mau condicionamento da hessiana quando o valor do parâmetroµ fica bem perto

de zero. Além disso, sua convergência à solução era lenta, comparada com outros métodos

existentes, assim eles perderam interesse para a comunidade cientı́fica nos anos setenta. O

interesse pelo método renasceu depois do trabalho de Karmarkar [45], quando foi descoberta

uma relação muito estreita entre o algoritmo de Karmarkare uma nova versão dos métodos de

pontos interiores com a barreira logarı́tmica (ver por exemplo Gill. et al. [31] e Renegar [74]).

Esta nova versão dos métodos deslocam os pontos iterados ao longo de uma faixa que garante

teoricamente a complexidade polinomial e o bom desempenho computacional.

O algoritmo de Karmarkar foi um aporte de muito sucesso na linha de pesquisa da otimização

linear, já que, pela primeira vez, obteve-se um algoritmo teoricamente polinomial e que na

prática, para alguns problemas, era superior ao método simplex. Ele obteveO(nL) iterações

e O(n3.5L) operações binárias para resolver um problema de otimização linear, onden é o

número de variáveis eL representa a dimensão de representação dos dados do problema in-

gressados no computador em código binário. A partir daı́ gerou-se uma linha de pesquisa de

métodos de pontos interiores e suas aplicações ramificaram-se a quase todas as áreas da ciência

e da engenharia.

As propriedades de polinomialidade para os algoritmos de pontos interiores na otimização

linear foram estendidas para uma ampla classe de problemas de otimização convexa por Nes-

terov e Nemirovskii [58]. Estes pesquisadores desenvolveram uma teoria geral para resolver

este tipo de problemas por métodos de pontos interiores usando uma classe de barreiras chamadas

barreiras auto-concordantes. Nesterov e Nemirovskii provaram que o método de Newton apli-
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cado na resolução de cada problema auxiliar (PA), usando barreiras auto-concordantes, per-

mite desenvolver algoritmos eficientes do ponto de vista te´orico. Apesar da importância desta

abordagem, a única barreira conhecida é a barreira logar´ıtmica (as outras são obtidas pela

composição desta com uma função apropriada). Torna-se, portanto, natural a questão sobre

a possibilidade de obtenção de uma outra barreira auto-concordante que não seja obtida via

composição da barreira logarı́tmica.

Um ponto de interseção entre os métodos de pontos interiores e a geometria Riemanniana

é a análise das propriedades das trajetórias contı́nuasdos métodos de pontos interiores na

otimização linear e otimização convexa; entre outros temos Bayer e Lagarias [5, 6], Megiddo

[52], Megiddo e Shub [53], o mesmo Karmarkar [46] e, recentemente, Nesterov e Todd [59].

Karmarkar analisou por elementos de geometria Riemannianaa complexidade do seu algoritmo

provando que o número de iterações está relacionado à curvatura da trajetória. Nesterov e

Todd analisaram também através de ferramentas de geometria Riemanniana a relação entre as

trajetórias contı́nuas dos algoritmos de pontos interiores primais-duais usando barreiras auto-

concordantes e as trajetórias das geodésicas geradas pormétricas dadas pela hessiana destas

barreiras. Eles provaram que estas trajetórias estão bempróximas, pelo que concluiram que

algoritmos geodésicos ou próximos das geodésicas são presumivelmente eficientes.

Com respeito à otimização linear, recentemente muitos esforços foram feitos para provar

a complexidade assintótica deO(
√
nL) iterações. Os resultados de Rapcsák e Thang [76] no

ano de 1996, abriram uma interrogação: será possı́vel obter uma complexi-dade polinomial

igual ou melhor com alguma métrica Riemanniana?

Motivados pelas questões anteriores, desenvolvemos estatese, dividida em7 capı́tulos.

No capı́tulo 2 apresentamos as preliminares, notações e aspectos básicos, que serão úteis no

decorrer do trabalho. No capı́tulo 3 estudamos as propriedades geométricas de uma classe es-

pecial de métricas Riemannianas diagonais no ortante positivo IRn
++ e no hipercubo(0, 1)n.

Estas propriedades são importantes para garantir as condições de convergência de algoritmos

não Euclidianos, por exemplo, algoritmos de máxima descida, Newton, subgradientes e ponto

proximal. O principal aporte deste capı́tulo é a introdução de novos algoritmos explı́citos para

resolver problemas de otimização irrestrita com variáveis limitadas. Este capı́tulo gerou o

artigo [65], publicado pelaSOBRAPOno ano 2004. No capı́tulo 4 estudamos o método de

4



máxima descida com uma busca de Armijo generalizada e uma regularização proximal em

variedades Riemannianas para resolver problemas de minimização quando a função objetivo

é quase-convexa. Com a hipótese de que o conjunto de soluções ótimas do problema é não

vazio, obtemos a convergência global a um ponto crı́tico doproblema. Este capı́tulo, gerou o

artigo [69], aceito para publicação peloJournal of Mathematical Analysis and Applications.

No capı́tulo 5 é generalizado o algoritmo de ponto proximalcom distâncias de Bregman para

resolver problemas de otimização para funções quase-convexas e convexas em variedades de

Hadamard. Este capı́tulo gerou o artigo [68] aceito para publicação peloJournal of Con-

vex Analysis. No capı́tulo 6 apresentamos uma nova barreira auto-concordante para resolver

problemas de otimização convexa com restrições lineares canalizadas, obtemos boa definição

da trajetória central primal-dual e a convergência da trajetória central primal. No caso lin-

ear, provamos a convergência da trajetória primal-dual eapresentamos uma aplicação onde

introduzimos um algoritmo polinomial seguidor da trajetória central primal, obtendo limites

superiores para o número de iterações para encontrar umaǫ-solução. Além disso introduzi-

mos também um novo algoritmo de ponto proximal com uma distˆancia de Bregman induzida

pela nova barreira e provamos a sua convergência. Este cap´ıtulo gerou o artigo [66] aceito para

publicação peloJournal of Optimization Theory and Applications JOTA. No capı́tulo 7 general-

izamos os resultados do capı́tulo anterior para resolver uma classe de problemas de otimização

semidefinida. Estudamos a trajetória central primal-dual, e, analogamente ao capitulo anterior,

no caso linear semidefinido, provamos a convergência da trajetória primal-dual como também

a convergência do algoritmo de ponto proximal com uma distˆancia de Bregman induzida pela

barreira generalizada. Este capı́tulo gerou o artigo [67],publicado peloRAIRO Operations

Researchno ano 2006.

Nota Bibliogr áfica

Parte desta introdução foi desenvolvida (mais extensamente) em [61], texto didático que foi

ampliado em [64].
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Caṕıtulo 2

Preliminares

Neste capı́tulo apresentamos a simbologia utilizada e faremos um resumo dos resultados

básicos necessários ao desenvolvimento dos capı́tulos seguintes.

2.1 Śımbolos e Notaç̃oes

Ao longo desta tese, adotaremos a seguinte simbologia:

IRn = {x = (x1, x2, ..., xn) : xi ∈ IR, ∀i = 1, ..., n}: o espaço vetorial euclidiano.

IRn
+ = {x = (x1, x2, ..., xn) ∈ IRn : xi ≥ 0 ∀i = 1, ..., n}: o ortante não negativo.

IRn
++ = {x = (x1, x2, ..., xn) ∈ IRn : xi > 0}: o ortante positivo.

Sn = {X ∈ IRn×n : X = XT}: o espaço das matrices simétricas.

[0, 1]n = [0, 1]× [0, 1]× ...× [0, 1](n vezes): o hipercubo fechado.

(0, 1)n = (0, 1)× (0, 1)× ...× (0, 1)(n vezes): o hipercubo aberto.

DadoX ∈ IRn×n, 0 ≺ X significaX definida positiva.

0 ≺ X ≺ I significa0 ≺ X e0 ≺ I −X.
Sn

[0,I] := {X ∈ Sn : 0 � X � I}.
Sn

(0,I) := {X ∈ Sn : 0 ≺ X ≺ I}.
Dadox ∈ IRn, x ≥ 0 significaxi ≥ 0, ∀i = 1, ..., n.

Dadox ∈ IRn, x > 0 significaxi > 0, ∀i = 1, ..., n.

Dadosx, y ∈ IRn, xT y =
∑n

i=1 xiyi : produto interno euclidiano emIRn.
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Dadox ∈ IRn, ||x|| :=
√

n
∑

i=1
x2

i : a norma euclidiana.

Dadox ∈ IRn, ||x||1 :=
n
∑

i=1
|xi|: a norma da soma ou norma 1.

Dadox ∈ IRn, ||x||∞ := maxi=1,...,n{|xi|}: a norma do máximo.

Dadox ∈ IRn, ‖ x ‖G= 〈Gx, x〉 12 : a norma induzida pela matriz definida positivaG.

DadaX ∈ Sn, tr(X) denota o traço da matrizX.

DadaX ∈ Sn,X • Y := tr(XY ): produto interno no espaço das matrices simétricas.

||X||F =
√
X •X: a norma de Frobenius.

Dado um abertoΩ emIRn,Cp(Ω) = {f : Ω→ IR tal que f é uma função diferenciável de ordemp}.
C∞(Ω) = {f : Ω→ IR tal que f é uma função infinitamente diferenciável}.
e = (1, 1, ..., 1) ∈ IRn: vetor de todas as componentes 1.

Dado um subconjuntoM ⊂ IRn, ri(M) denota o interior relativo deM .

front[0, 1]n: a fronteira de[0, 1]n.

frontSn
(0,I): a fronteira deSn

(0,I).

range(f): a imagem da funçãof .

ker(f) := {x ∈ IRn, f(x) = 0} : o núcleo def.

rank(A): o posto de uma matrizA ∈ IRm×n.

bk → x, k →∞: lim
k→∞

bk = x.

f(bk)→ f(x∗), k →∞: lim
k→∞

f(bk) = f(x).

DadosH ∈ Sn eX ∈ Sn e invertı́vel, então:(X−1 ◦X−1)H = X−1HX−1.

2.2 Elementos B́asicos de Geometria Riemanniana

Nesta seção introduzimos algumas propriedades fundamentais e notações de geometria Rie-

manniana, que usaremos nos próximos capı́tulos. Estes fatos básicos podem ser encontrados,

por exemplo, em Manfredo do Carmo [11] e nos textos didáticos [61] e [64].

SejaS uma variedade diferenciável. Denotamos porTxS o espaço tangente aS no ponto

x ∈ S e TS =
⋃

x∈S
TxS. TxS é um espaço vetorial e assim, definimosdimS = dimTxS.

Devido a que nosso estudo é feito em variedades reais,TxS é isomorfo aIRn. SeS é dotado

com uma métrica Riemannianag entãoS é uma variedade Riemanniana e a denotamos por

7



(S, g). Observemos queg pode ser sempre representado por uma matriz invertı́vel. O produto

interno de dois vetoresu, v ∈ TxS é 〈u, v〉x := gx(u, v), ondegx é uma métrica no pontox.

A norma de um vetorv ∈ TxS é definida por||v||x :=
√

〈v, v〉x. Um grupo de Lie é uma

variedade diferenciávelS com uma estrutura de grupo• tal que a aplicaçãoρ : S × S → S

comρ(x, y) = x • y−1 é diferenciável. Para um elementoy ∈ S a translação pela esquerda por

x é a aplicaçãoLx : S → S definida porLx(y) = x • y. Note que a translação pela esquerda

Lx é um difeomorfismo diferenciável. SejaS um grupo de Lie, a métrica Riemannianag sobre

S é dita invariante pela esquerdase para cadax ∈ S a translação pela esquerdaLx é uma

isometria, isto é,

< u, v >y=< d(Lx)yu, d(Lx)yv >Lxy , ∀y ∈ S, (2.1)

onded(Lx)y é a aplicação diferencial deLx no pontoy.

A métrica pode ser usada para definir o comprimento de uma curva regular por pedaçosα :

[a, b] → S ligandop′ e p porL(α) =
∫ b
a ‖α′(t)‖dt, ondeα(a) = p′ eα(b) = p. Minimizando

este funcional sobre o conjunto de todas estas curvas obtemos uma distância Riemanniana

d(p′, p) que induz a topologia original sobreS.

Dados dois campos de vetoresX, Y : S → TS, ao longo de uma curvaα : [a, b] → S,

a derivada covariante deY na direçãoX é ∇XY . O teorema de Levi-Civita garante que,

dada uma variedade Riemanniana(S, g), existe uma única conexão∇, a qual define a derivada

covarianteD/dt, simétrica e compatı́vel com a métrica (o que significa que:

d
dt
< X, Y >= 〈DX

dt
, Y 〉 + 〈X, DY

dt
〉). Esta é chamada uma conexão Riemanniana. Uma curva

α(t) é uma geodésica partindo do pontop com direçãov, seα(0) = p, α′(0) = v e

d2αk

dt2
+
∑

i,j

Γk
ij

dαi

dt

dαj

dt
= 0, k = 1, ..., n, (2.2)

ondeΓk
ij são os sı́mbolos de Christoffel expressados por

Γm
ij =

1

2

n
∑

k=1

{

∂

∂xi
gjk +

∂

∂xj
gki −

∂

∂xk
gij

}

gkm, (2.3)

(gij) denota a matriz inversa da métricag = (gij), ondexi são as coordenadas dex. Agora,

supondo queX eY são representados porX =
n
∑

i=1
uiXi, Y =

n
∑

i=1
viXi, para alguma base local

{Xi} deTxS, então∇Xi
Xk =

∑n
j=1 Γj

ikXj . Uma variedade Riemanniana écompletase suas
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curvas geodésicas estão definidas para qualquer valor det ∈ IR. Denotamos porR o tensor

curvatura definido por

R(X, Y )Z = ∇Y∇XZ −∇X∇Y Z +∇[X,Y ]Z, (2.4)

ondeX, Y, Z são campos de vetores deS e [X, Y ] := Y X −XY é o colchete de Lie.́E facil

ver que esta fórmula pode ser simplificada quando[Xi, Xj] = 0. Claramente, a curvatura em

uma variedade Riemanniana é tri-linear. Definamos agora a curvatura seccional com respeito

aX eY por

K(X, Y ) =
〈R(X, Y )Y,X〉

‖X‖2‖Y ‖2 − 〈X, Y 〉2 .

SeK(X, Y ) = 0, S é uma variedade Riemanniana de curvatura zero. Uma variedade Rieman-

niana simplesmente conexa com curvatura seccional não-positiva (K(X, Y ) ≤ 0) é chamada

variedade de Hadamard

Teorema 2.2.1SejaM uma variedade de Hadamard. Então M é difeomorfa ao espaço

Euclidiano IRn, n = dimM. Assim, para cada pontox ∈ M, a aplicaç̃ao exponencial

expx : TxM →M é um difeomorfismo global.

Demonstraç̃ao. Ver Sakai [78], Teorema 4.1, página 221.

Uma conseqüência do teorema anterior é que em variedadesde Hadamard temos a propriedade

da unicidade das curvas geodésicas que ligam qualquer par de pontos. Outra útil propriedade

é a seguinte: seja[x, y, z] o triângulo geodésico, que consiste devérticese geodésicas ligando

estes pontos. Temos o seguinte resultado.

Teorema 2.2.2Dado um trîangulo geod́esico[x, y, z] em uma variedade de Hadamard, então:

d2(x, z) + d2(z, y)− 2〈exp−1
z x, exp−1

z y〉z ≤ d2(x, y) (2.5)

Demonstraç̃ao. Ver Sakai [78], Proposição 4.5, página 223.

Existe também um resultado interessante para variedades Riemannianas de curvatura seccional

não negativa (K(X, Y ) ≥ 0) conhecido como a lei de cosenos.

Uma geodésica “hinge” emM é um par de geodésicas normalizadasγ1 e γ2 tais queγ1(0) =

γ2(0) e pelo menos uma delas, digamosγ1, é minimal.
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Teorema 2.2.3Em uma variedade RiemannianaM completa, de dimensão finita e com cur-

vatura seccional ñao negativáe satisfeita a seguinte propriedade:

l23 ≤ l21 + l22 − 2l1l2 cosα.

ondel1 e l2 denotam os comprimentos das curvasγ1 e γ2, respectivamente, que formam a

geod́esica “hinge” emM , l3 = d(γ1(l1), γ2(l2)) e α = 6 (γ′1(0), γ′2(0)) é o ângulo entre os

vetoresγ′1(0) eγ′2(0).

Demonstraç̃ao. Ver [16], Teorema2.1.

O gradiente de uma função diferenciávelf : S → IR, denotado porgradf , é um campo veto-

rial sobreS definido pordf(X) = 〈gradf,X〉 = X(f), ondeX é também um campo vetorial

sobreS. Agora, sef é duas vezes continuamente diferenciável, podemos definir a Hessiana

Hf , como a derivada covariante do campo vetorial gradiente, isto é,Hf = D(gradf)/dt. As-

sim, a Hessiana def em um pontox ∈ S na direçãov ∈ TxS éHf
x (v) = (D(gradf)/dt)(x) =

∇v(gradf)(x).

2.3 Teoremas da Funç̃ao Inversa e da Funç̃ao Implı́cita

Teorema 2.3.1(Teorema da funç̃ao inversa). Sejaf : U ⊂ IRn → IRn uma aplicaç̃ao difer-

encíavel e suponhamos que emq ∈ U a diferencialdfq : IRn → IRn seja um isomorfismo, então

existe uma vizinhançaV ⊂ U deq e uma vizinhançaW ⊂ IRn def(q) tais quef : V → W

tem uma inversaf−1 : W → V diferencíavel, istoé,f é um difeomorfismo deV emW.

Demonstraç̃ao. Ver [49], página 283.

Teorema 2.3.2(Teorema da funç̃ao impĺıcita). Suponhamos dado um conjunto dem equaç̃oes

en variáveis,m < n:

hi(x) = 0, ∀i = 1, 2, ..., m.

Sejax0 = (x0
1, x

0
2, ..., x

0
m, x

0
m+1, x

0
m+2, ..., x

0
n) ∈ IRn satisfazendo as propriedades:

i) Existe uma vizinhançaV0 dex0 e ump ≥ 1 tais que as funç̃oeshi ∈ Cp(V0)
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ii) hi(x
0) = 0, ∀i = 1, ..., m

iii) A matriz Jacobiana de ordemm:

Jh(x
0) =





















∂h1

∂x1
(x0) ∂h1

∂x2
(x0) ... ∂h1

∂xm
(x0)

∂h2

∂x1
(x0) ∂h2

∂x2
(x0) ... ∂h2

∂xm
(x0)

... ... ...

∂hm

∂x1
(x0) ∂hm

∂x2
(x0) ... ∂hm

∂xm
(x0)





















é ñao singular. Ent̃ao existe uma vizinhançaU0 de(x0
m+1, x

0
m+2, ..., x

0
n) ∈ IRn−m tal que para

cadax̂ = (xm+1, xm+2, ..., xn) ∈ U0 existem funç̃oesφi : Ux̂ ⊂ IRn−m → IRm, ondeUx̂ é uma

vizinhança dêx tal que:

a) φi ∈ Cp(Ux̂)

b) x0
i = φi(x

0
m+1, x

0
m+2, ..., x

0
n), ∀i = 1, 2, ...m

c) hi(φ1(x̂), φ2(x̂), ..., φm(x̂), x̂) = 0, ∀i = 1, 2, ...m

Demonstraç̃ao. Ver [49], página 164.

2.4 Funç̃oes de matrizes

No capı́tulo 7, o problema de interesse será minimizar uma função onde a variável é uma

matriz simétrica semidefinida positiva. Por isso, daremosuma pequena introdução a esta teoria.

Estes fatos básicos podem ser encontrados em [32] e [41].

Toda matrizX ∈ Sn pode ser expressa na seguinte forma:

X = QTDQ

ondeD = diag(λ1(X), ..., λn(X)), {λi(X)}i=1,...,n são os autovalores deX eQ é a

correspondente matriz ortogonal dos autovetores deX.Daqui, para qualquer função real analı́tica

g, podemos definir uma função emX ∈ Sn como sendo:

g(X) = QT g(D)Q

sempre que as funçõesg(λi(X)) sejam bem definidas (ver Horn e Johnson [41], Seção 6.2).

Em particular, obtemos que para qualquerX ∈ Sn
++ :

lnX = QTDlnQ
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ondeDln = diag(lnλ1(X), ..., lnλn(X)). Esta matriz é a inversa da matriz exponencialexp.

Assim, para qualquerB ∈ Sn
++, logB = A se, e somente se,B = exp(A).

2.5 Conjuntos Semi-Anaĺıticos

Nesta seção introduzimos a definição de curva(s)-analı́tica e o lema da curva selecionada.

Estes fatos serão usados na prova de convergência da trajetória central primal-dual, definida

por uma nova barreira, nos capı́tulos 6 e 7. Para maiores detalhes referenciamos a Lojasiewicz

[50].

Definição 2.5.1 Um subconjuntoM deIRn é um conjunto semi-analı́tico seM é determinado

por um ńumero finito de igualdades e desigualdades de funções anaĺıticas. Istoé, seM pode

ser escrito como
k
⋃

j=1

l
⋂

i=1

{x : fij(x) σij 0},

ondek, l ∈ IN , fij são funç̃oes anaĺıticas eσij corresponde a um dos sinais{<}, {>} ou

{=}. SeM tem somente igualdades, (σij = 0, para todoi, j) ent̃aoM é chamado conjunto

anaĺıtico.

Definição 2.5.2 SejaM um conjunto analı́tico de IRn. Uma curvaγ ⊂ M é uma curva

(s)-anaĺıtica quandoé a imagem de um mergulho analı́tico de(0, 1] sobre um conjunto semi-

anaĺıtico relativamente compacto deM .

Lemma 2.5.1 (Lema da curva selecionada) SeM é um conjunto semi-analı́tico deIRn e a ∈
M (o fecho deM) nãoé um ponto isolado emM , ent̃aoM cont́em uma curva(s)-anaĺıtica que

converge para o pontoa. Equivalentemente, existeǫ > 0 e uma curva analı́ticaγ : [0, ǫ)→ IRn

comγ(0) = a eγ(t) ∈M para t > 0.

Demonstraç̃ao. Ver [50], Proposição2, página103.
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Caṕıtulo 3

Métricas Riemannianas Diagonais no

Ortante Positivo e no Hipercubo

3.1 Introdução

A perspectiva das métricas na otimização contı́nua é evidente em muitos algoritmos e na

sua análise de convergência, veja Nazareth [55] para minimização irrestrita, Karmarkar [46],

Rapsáck e Thang [76] e Oliveira e Cruz Neto [60] para métodos de pontos interiores. Em um

contexto mais geral temos Gabay [28], Rapcsák [75], Smith [79] e Udriste [82].

Em otimização linear Karmarkar [46], usando ferramentasde geometria Riemanniana,

provou que a complexidade do seu algoritmo está relacionada à curvatura da trajetória contı́nua.

Em otimização convexa, temos um interessante resultado de Nesterov e Todd [59] sobre a

geometria Riemanniana definida por Hessianas de barreiras auto-concordantes: a trajetória

contı́nua descrita pelos algoritmos primais-duais está bem próxima à de suas trajetórias geodésicas.

Também a classe de métricas(IRn
++, X

−r), parar ≥ 1, foi utilizada para criar novas

famı́lias de algoritmos de pontos interiores, ver Saigal [77] para um algoritmo primal aplicado

à otimização linear, Cunha et al. [19] com um método primal e dual affim escala para prob-

lemas lineares convexos, den Hertog [39] para um método de barreira para otimização linear,

Oliveira e Oliveira [62] com um algoritmo proximal para problemas convexos diferenciáveis

no ortante positivo, Souza e Oliveira [80] também no ortante positivo, para funções convexas

não suaves e Pereira e Oliveira [72] para o problema de complementaridade não linear.
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Neste capı́tulo, avançamos nestas idéias, em relação adois espaços naturais em problemas

de otimização: o ortante positivo e o hipercubo. Primeiro, observemos que do ponto de vista

das aplicações da geometria Riemanniana, são requisitos necessários conhecer propriedades de

curvatura, ter curvas geodésicas e distâncias Riemannianas explı́citas, como também ter a pro-

priedade de completitude da variedade Riemanniana, isto é, que exista uma geodésica minimal

ligando qualquer par de pontos, o que nos permite medir distˆancias de uma maneira apropriada.

Nosso objetivo é estudar que tipo de métricas diagonais cumprem estes requisitos. Segundo,

observando a relação natural entre métricas Riemannianas e funções auto-concordantes intro-

duzimos, mediante escolhas particulares da métrica diagonal, duas funções auto-concordantes.

Como veremos depois, uma destas funções será de grande importância para desenvolver um

novo algoritmo em métodos de pontos interiores com propriedades polinomiais.

O capı́tulo é organizado como segue. Na Seção 3.2 apresentamos uma generalização do

método de obtenção de métricas Riemannianas invariantes por translações e apresentamos al-

gumas métricas diagonais definidas sobre o ortante positivo IRn
++, o hipercubo(0, 1)n e o

produto de ortantes positivosIRn
++ × IRn

++, considerados como variedades Riemannianas. Na

Seção 3.3 estudamos as propriedades geométricas de uma especial classe de métricas diago-

nais, obtendo simples equações para obter curvas geodésicas, expressões explı́citas do trans-

porte paralelo, curvatura zero da variedade Riemanniana, condições suficientes para garantir

completitude, expressões explı́citas para o gradiente e aHessiana de uma função suficiente-

mente diferenciável. Na Seção 3.4 fornecemos exemplos de curvas geodésicas para algumas

métricas das variedades RiemannianasIRn
++ e (0, 1)n, duas delas, a nosso entender, são orig-

inais. Na Seção 3.5 apresentamos algumas aplicações. Primeiro, introduzindo as métricas

π2 csc4(πx) = diag(π2 csc4(πx1), π
2 csc4(πx2), ..., π

2 csc4(πxn)) eX−2(I − X)−2 na var-

iedade diferenciável(0, 1)n, apresentamos novos exemplos de algoritmos explı́citos para re-

solver problemas de otimização irrestritas com variáveis limitadas. Estes algoritmos são, em

particular, importantes, quando as funções objetivos n˜ao são convexas com respeito à métrica

Euclidiana mas tornam-se convexas com respeito à métricaintroduzida. Segundo, obtemos que

as funções que geram as métricas anteriores são:

−1

6

n
∑

i=1

{4 ln(sin πxi)− cot2(πxi)} e
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n
∑

i=1

(2xi − 1)[ln xi − ln(1− xi)]

e provamos que elas são funções barreiras para[0, 1]n.

3.2 Métricas Riemannianas Invariantes

Karmarkar [46] utilizou a propriedade de invariância da m´etrica Riemanniana sob translações

associada ao seu algoritmo projetivo, com o objetivo de estudar sua respectiva trajetória contı́nua.

Esta propriedade, que essencialmente significa independência por mudança de coordenadas, é

também útil para construir métricas em métodos de pontos interiores para otimização linear.

Nesta seção generalizamos o método clássico para obteruma métrica Riemanniana invariante,

e chamamos esta generalização de métrica Riemanniana invariante porH- translação.

Construção de ḿetricas invariantes porH-translação

SejaS uma variedade diferenciável,x ∈ S eH : S → S uma aplicação diferenciável. Para

construir uma métrica invariante porH-translação considere os seguintes passos:

1. Definir emS uma estrutura de grupo de Lie.

2. Dadox ∈ S, considerar o elementoLH(x)−1x e definir um produto interno

〈, 〉L
H(x)−1x : TL

H(x)−1xS × TL
H(x)−1xS → IR

isto é, definir uma aplicação bilinear simétrica e definida positiva.

3. ∀u, v ∈ TxS definir a métrica

< u, v >x:= 〈d(LH(x)−1)xu, d(LH(x)−1)xv〉L
H(x)−1x.

A seguir damos algumas aplicações deste método para gerar métricas Riemannianas diagonais

associadas com alguns conjuntos viáveis naturais em problemas de otimização.

Exemplo 3.1 Métricas diagonais no ortante positivo.

15



Consideremos a variedade diferenciávelIRn
++ e seja a funçãoH : IRn

++ → IRn
++ tal que

H(x) = (h1(x1), h2(x2), ..., hn(xn)) para funçõeshi : IR++ → IR++ diferenciáveis, onde

x = (x1, x2, ..., xn) ∈ IRn
++.

Passo 1. Definiremos uma estrutura de grupo abeliano de Lie.

Sejax = (x1, x2, ..., xn), y = (y1, y2, ..., yn) ∈ Rn
++, definindo:

x • y = (x1.y1, x2.y2, ..., xn.yn)

obtemos uma estrutura de grupo abeliano de Lie com elemento neutro
−
e= (1, 1, 1, ..., 1) e com

inversa parax = (x1, x2, ..., xn) dada porx−1 = ( 1
x1
, 1

x2
, ..., 1

xn
).

Passo 2. Comx ∈ IRn
++ definiremos o produto interno no pontoLH(x)−1x. Sendox =

(x1, x2, ..., xn), obtemos queLH(x)−1x = H(x)−1•x =
(

x1

h1(x)
, x2

h2(x)
, ..., xn

hn(x)

)

e comoTH(x)−1•xIR
n
++ =

IRn podemos definir o produto interno neste ponto como o produto interno euclidiano:

〈v, w〉L
H(x)−1x = (v, w) = vTw.

Passo 3. Primeiramente achemosd(LH(x)−1). A aplicaçãoLH(x) : IRn
++ → IRn

++ é tal que:

LH(x)y = H(x) • y = (h1(x1)y1, h2(x2)y2, ..., hn(xn)yn). Entãod(LH(x))y : IRn → IRn fica

representada pela seguinte matriz

d(LH(x))y = diag(h1(x1), h2(x2), ..., hn(xn)),

logo

d(LH−1(x))y = diag

(

1

h1(x1)
,

1

h2(x2)
, ...,

1

hn(xn)

)

.

Agora,∀u, v ∈ TxIR
n
++ = IRn, definimos:

< u, v >x= (d(LH−1(x))xu, d(LH−1(x))xv) =
n
∑

i=1

ui.vi

hi(xi)2
= uTG(x)v, onde

G(x) = diag

(

1

h2
1(x1)

,
1

h2
2(x2)

, ...,
1

h2
n(xn)

)

.

Assim

gij(x) =< ei, ej >x=
δij

hi(xi)hj(xj)
.

Em particular:

16



• Sehi : IR++ → IR++, hi(xi) = x
r
2
i , onder ∈ IR, então obtemos a métrica diagonal

primal generalizada:

G(x) = diag

(

1

xr
1

,
1

xr
2

, ...,
1

xr
n

)

= X−r,

ondeX = diag(x1, x2, ..., xn). Esta métrica foi usada para obter novas classes de

métodos na otimização contı́nua, ver por exemplo [19], [62], [72], [77], [80]. Observe-

mos que quandor = 2, obtemos a métrica de DikinX−2.

• Sehi : IR++ → IR++, hi(xi) = s
−r
2

i x
r
2
i , ondesi ∈ IR++ é um ponto fixado er ∈ IR,

então:

G(x) = diag

(

sr
1

xr
1

,
sr
2

xr
2

, ...,
sr

n

xr
n

)

= SrX−r

( métrica primal-dual generalizada).

• Sehi : IR++ → IR++, hi(si) = s
− r

2
i , onder ∈ IR, então,

G(x) = diag

(

1

sr
1

,
1

sr
2

, ...,
1

sr
n

)

= S−r

(métrica dual generalizada).

Exemplo 3.2 Métricas diagonais no hipercubo.

Considerando(0, 1)n como uma variedade Riemanniana podemos definir a métrica in-

duzida deIRn
++ do exemplo 3.1, isto é,∀u, v ∈ Tx((0, 1)n) = IRn:

〈u, v〉x =
n
∑

i=1

ui.vi

hi(xi)2
= uTG(x)v,

ondehi : (0, 1)→ IR++ são funções diferenciáveis.

Em particular:

• Sehi(xi) = sin(πxi), comxi ∈ (0, 1), então terı́amos a métrica:

csc2(πx) = diag(csc2(πx1), csc
2(πx2), ..., csc

2(πxn)).

Esta métrica foi introduzida por Nesterov e Todd [59].
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• Sehi(xi) =
(

xr
i
(1−xi)r

xr
i
+(1−xi)r

)
1
2 ∀xi ∈ (0, 1), i = 1, ..., n e r ∈ IR então:

G(x) = X−r + (I −X)−r.

• Sehi(xi) = sin2(πxi)/π, comxi ∈ (0, 1) então temos a métrica:

π2 csc4(πx) = diag(π2 csc4(πx1), π
2 csc4(πx2), ..., π

2 csc4(πxn)).

• Sehi(xi) = x
r
2
i (1− xi)

r
2 comxi ∈ (0, 1) e r ∈ IR então obtemos a métrica:

X−r(I −X)−r.

Exemplo 3.3 Métricas diagonais no produto de ortantes positivos.

SejamSn
1 eSm

2 duas variedades Riemannianas com métricas〈 , 〉1 e 〈 , 〉2 respectivamente,

e consideremos a variedade produtoS1 × S2 de dimensãon+m. Sejam também as projeções

naturais:π1 : S1 × S2 → S1 eπ2 : S1 × S2 → S2 definidos porπ1(p, q) = p eπ2(p, q) = q,

onde(p, q) ∈ S1 × S2. Sabemos que o espaço vetorial tangenteT(p,q)(S1 × S2) é de dimensão

n + m, assim o vetorv ∈ T(p,q)(S1 × S2) temn + m componentes. As diferenciais destas

aplicações ,P = dπ1
(p,q) eQ = dπ2

(p,q) permitem definir uma métrica na variedadeS1× S2. De

fato, dadosu, v ∈ T(p,q)(S1 × S2) arbitrários, definindo:

〈u, v〉(p,q) = 〈P (u), P (v)〉p + 〈Q(u), Q(v)〉q,

temos que〈 , 〉(p,q) é um produto interno emT(p,q)(S1 × S2).

Agora consideremos as variedades Riemannianas(IRn
++, G(x)), (IRn

++, G(s)), invariantes por

H-translação eT -translação respectivamente, ondeH(x) = (h1(x1), h2(x2), ..., hn(xn)) e

T (s) = (T1(s1), T2(s2), ..., Tn(sn)) para funçõesTi e Hi : IR++ → IR++, com métricas

expressas por

G(x) = diag

(

1

h1(x1)2
,

1

h2(x2)2
, ...,

1

hn(xn)2

)

e

G(s) = diag

(

1

T1(s1)2
,

1

T2(s2)2
, ...,

1

Tn(sn)2

)

.
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Consideremos as projeções

π1 : IRn
++ × IRn

++ → IRn
++, π

1(x, s) = x,

π2 : IRn
++ × IRn

++ → IRn
++, π

2(x, s) = s.

Usando o fato de queT(x,s)(IR
n
++ × IRn

++) = TxIR
n
++ × TsIR

n
++ = IRn × IRn, as diferenciais

das projeções no ponto(x, s) ∈ IRn
++ × IRn

++ são , respectivamente,

dπ1
(x,s) : IRn × IRn → IRn, dπ1

(x,s)(ux, us) = [In×n θn×n]







ux

us





 = ux,

dπ2
(x,s) : IRn × IRn → IRn, dπ2

(x,s)(ux, us) = [θn×n In×n]







ux

us





 = us,

ondeu = (ux, us), comux ∈ IRn eus ∈ IRn.

Definindo parau = (ux, us), v = (vx, vs) ∈ T(x,s)(IR
n
++ × IRn

++) = IR2n

〈u, v〉(x,s) = 〈ux, vx〉x + 〈us, vs〉s

obtemos

〈u, v〉(x,s) = uTG1(x)v + vTG2(s)v.

Assim, este produto interno define uma métrica invariante porH × T -translação na variedade

produtoIRn
++×IRn

++. Tomando a base canônica
{

∂
∂xi

}

i=1,...,n
emIRn×IRn, temos que a matriz

que representa a métrica da variedade produtoIRn
++ × IRn

++ é:

G(x, s) =















G1(x)n×n 0n×n

0n×n G2(s)n×n















(2n×2n)

Em particular, seG1(x) = X−r eG2(s) = S−r, obtemos a métrica produto invariante

G(x, s) =















X−r
n×n 0n×n

0n×n S−r
n×n















(2n×2n)

.
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Observaç̃ao 3.2.1 A maneira como construimos métricas invariantes porH-translaç̃ao, inclui

um grande ńumero de possibilidades para gerar métricas. Em particular, esta inclui a classe

de ḿetricas que s̃ao matrizes Hessianas diagonais definidas porhi(xi) =
(

1
p′′

i
(xi)

)
1
2 onde

pi : IR++ → IR são funç̃oes reais tais quep′′i (xi) > 0. A motivaç̃ao para definir este tipo de

funç̃oesé justamente dada pelas funções barreira na otimizaç̃ao cont́ınua que se apresentam

na forma

p(x) =
n
∑

i=1

pi(xi).

( Para maiores detalhes ver [60], página 15).

Exemplo 3.4 Métrica projetiva generalizada no simplex unitário.

Consideremos a variedade∆n = {x ∈ IRn
++ : eTx = 1}, e := (1, 1, ..., 1) ∈ IRn, e sejaH :

∆n → ∆n uma função tal que:H(x) = (h1(x1), h2(x2), ..., hn(xn)), ondehi : IR++ → IR++

são funções diferenciáveis satisfazendo
∑n

i=1 hi(xi) = 1.

Passo 1. Definimos uma estrutura de grupo de Lie.

Sejamx = (x1, x2, ..., xn), y = (y1, y2, ..., yn) ∈ ∆n, definimosx•y = 1
xT y

(x1.y1, x2.y2, ..., xn.yn).

Esta operação define uma estrutura de grupo com elemento identidadēe = (1/n, 1/n, 1/n, ..., 1/n)

e inversa dex = (x1, x2, ..., xn) dada porx−1 = 1
∑n

i=1
(1/xi)

( 1
x1
, 1

x2
, ..., 1

xn
).

Passo 2. Definimos um produto interno no pontoLH(x)−1x.

Sejax = (x1, x2, ..., xn) ∈ ∆n, então

LH(x)−1x = H(x)−1 • x =
1

∑n
i=1(xi/hi(xi))

(

x1

h1(x)
,
x2

h2(x)
, ...,

xn

hn(x)

)

.

Devido a queTH(x)−1•x∆
n = {e}⊥, podemos definir uma base e um produto interno em

TH(x)−1•x∆
n como sendo{αi := ui − H(x)−1 • x} e 〈v, w〉L

H(x)−1x = (v, w) = vTw re-

spectivamente, ondeui é o vetor canônico emIRn.

Step 3. Definimos a métrica para todox ∈ ∆n.

Considerando a base{v1, ..., vn−1} emTx△n, ondevi = ui − x, obtemos

d(LH(x)−1)xvi =
αi

hi(xi)
n
∑

i=1
(xi/hi(xi))

.

Agora,∀u, v ∈ Tx(∆
n) = {e}⊥ temos:
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gij(x) =< vi, vj >x=

(
n
∑

i=1

xi

hi(xi)
)−2

hi(xi)hj(xj)









δij −
1

n
∑

i=1
xi/h(xi)

(

xj

hj(xj)
+

xi

hj(xi)

)

+
1

(
n
∑

i=1
xi/h(xi))2

n
∑

i=1

x2
i /h(xi)

2









.

Em particular, quandohi(xi) = xi, temos a métrica canônica de Karmarkar:

gij(x) =< vi, vj >x=
1

n2xixj
[δi,j − 1/n].

Na próxima seção estaremos interessados em estudar uma classe especial de métricas Rieman-

nianas diagonais definidas no ortante positivo e no hipercubo.

3.3 Propriedades Geoḿetricas de uma Classe de Ḿetrica Di-

agonal

Nesta seção, derivamos propriedades geométricas da variedade Riemanniana(IRn
++, G(x))

onde:

G(x) = diag

(

1

h1(x1)2
,

1

h2(x2)2
, ...,

1

hn(xn)2

)

.

Neste sentido, obtemos expressões simples dos sı́mbolos de Christoffel e assim a equação para

obter curvas geodésicas explı́citas é simplificada a resolver uma integral de uma certa função

que depende das funçõeshi. Provamos a curvatura zero da variedade, apresentamos condições

suficientes para garantir que a variedade seja completa, fornecemos expressões explı́citas para

o transporte paralelo, para o gradiente e Hessiana de uma função de classeC2 definida na

variedade. Devido a que a métrica no hipercubo(0, 1)n é induzida pela métrica deIRn
++, os

resultados podem ser estendidos para o hipercubo. Finalmente, usando resultados de geome-

tria Riemanniana, nossos resultados também podem ser estendidos paraIRn
++ × IRn

++. Para

finalizar a seção, damos alguns exemplos de geodésicas e distâncias Riemannianas explı́citas

introduzindo algumas métricas particulares.

1. Śımbolos de Christoffel.

Vimos que a relação da métrica com os sı́mbolos de Christoffel é dada pela equação
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(2.3). Agora, com respeito à métrica diagonal, quandok 6= m tem-se quegmk = 0,

assim a expresão é reduzida a:

Γm
ij =

1

2

{

∂

∂xi
gjm +

∂

∂xj
gmi −

∂

∂xm
gij

}

gmm.

Primeiro caso:i = j

Γm
ii =

1

2

{

∂

∂xi
gim +

∂

∂xi
gmi −

∂

∂xm
gii

}

gmm.

Sem = i

Γm
ii = − 1

hi(xi)

∂

∂xi
(hi(xi)) ,

sem 6= i

Γm
ii = 0.

Segundo caso:i 6= j

Γm
ij =

1

2

{

∂

∂xi
gjm +

∂

∂xj
gmi

}

gmm.

Sem = i entãom 6= j e:

Γi
ij = 0.

Sem = j entãom 6= i e:

Γj
ij = 0.

Sem 6= i em 6= j então :

Γm
ij = 0.

Em conclusão:

Γm
ij = − 1

hi(xi)

∂(hi(xi))

∂xi

δimδij. (3.1)

2. Express̃ao da derivada covariante e transporte paralelo.

Seja dado um campo vetorialV =
n
∑

i=1
viXi sobre a curvax(t) = (x1(t), x2(t), ..., xn(t)) ∈

IRn
++, onde{Xi}i=1,...,n é uma base paraTp(IR

n
++) = IRn. É bem conhecido que

DV

dt
=

n
∑

i=1





dvi

dt
+

n
∑

i,j=1

vi
dxi

dt
Γk

ij



Xk (3.2)
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Substituindo os sı́mbolos de Christoffel (3.1) em (3.2) temos:

DV

dt
=

n
∑

i=1

(

dvi

dt
− 1

hi(xi)

∂(hi(xi))

∂xi
vi
dxi

dt

)

Xi.

Agora, paraV0 = (V 0
1 , V

0
2 , ..., V

0
n ) ∈ Tp(IR

n
++), a equação diferencial do transporte

paraleloV (t) = (V1(t), ..., Vn(t)) ao longo da curvax(t) é:

dVi

dt
− 1

hi(xi)

∂(hi(xi))

∂xi

Vi
dxi

dt
= 0, ∀i = 1, ...n,

com a condição

V (0) = V0.

É fácil checar que esta equação é resolvida por:

V (t) = V 0
i

hi(xi(t))

hi(pi)
, ∀i = 1, 2, ..., n.

Portanto, podemos definir, em forma explı́cita, o transporte paralelo ao longo da curva

x(t) como sendo a aplicaçãoPx(t) : Tp(IR
n
++)→ Tx(t)IR

n
++ tal que

Px(t)(V ) =

(

v1
h1(x1(t))

h1(p1)
, v2

h2(x2(t))

h2(p2)
, ..., vn

hn(xn(t))

hn(pn)

)

.

Em particular:

Sehi(xi) = x
r/2
i (G(x) = X−r, r ∈ IR não nulo) então

Px(t)(V )i =
vixi(t)

r/2

p
r/2
i

.

Sehi(xi) = x
r/2
i (1− xi)

r/2 (G(x) = X−r(I −X)−r, r ∈ IR não nulo) comxi ∈ (0, 1)

então

Px(t)(V )i =
vix

r/2
i (1− xi(t))

r/2

p
r/2
i (1− pi)r/2

. (3.3)

Sehi(xi) = sin2(πxi)/π, paraxi ∈ (0, 1) (G(x) = π2 csc4(πx)) temos

Px(t)(V )i =
vi sin

2(πxi(t))

sin2(πpi)
. (3.4)

3. Equaç̃ao da geod́esica.

Sejap = (p1, p2, ..., pn) ∈ IRn
++ ev = (v1, v2, ..., vn) ∈ Tp(IR

n
++) = IRn com

x : I → IRn
++ ; x(t) = (x1(t), x2(t), ..., xn(t))
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tal quex(0) = p e dx(0)
dt

= v.

Substituindo os sı́mbolos de Christoffel (3.1) na equação (2.2) obtemos:

d2xi

dt2
− 1

hi(xi)

∂(hi(xi))

∂xi

(

dxi

dt

)2

= 0, ∀i = 1, ..., n. (3.5)

A equação diferencial (3.5) é equivalente a resolver:

dxi

dt
= hi(xi)ai

para alguma constanteai, o que também é equivalente a resolver a integral:

∫

dxi

hi(xi)
= ait+ bi, i = 1, 2, ..., n

para certas constantesai e bi emIR.

Assim, a única geodésica em(IRn
++, G(x)) partindo do pontop com direçãov é uma

funçãoγ(t) que resolve o seguinte problema:

∫

dγk

hk(γk)
= akt+ bk k = 1, ..., n, (3.6)

ondeai e bi são constantes reais tais que:

γi(0) = pi, i = 1, ..., n,

γ′i(0) = vi, i = 1, ..., n.

4. Distância Riemanniana.

Do teorema de Hopf-Rinow existe uma curva geodésicaγ ligando os pontosγ(0) = x e

γ(1) = y tal que

d(x, y) =
∫ 1

0
‖γ′(t)‖dt

=
∫ 1

0

(

〈γ′(t), γ′(t)〉γ(t)

)1/2
dt

=
∫ 1

0





n
∑

i=1

(

γ′i(t)

hi(γi(t))

)2




1/2

dt.

Como γ′

i
(t)

hi(γi(t))
=

γ′

i
(0)

hi(γi(0))
então

d(x, y) =





n
∑

i=1

(

γ′i(0)

hi(γi(0))

)2




1/2

. (3.7)
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De (3.6) temos que
∫ 1

hi(γi)
dγi =

γ′i(0)

hi(γi(0))
t+

(

∫ dγi

hi(γi)

)

|t=0 .

Daqui,
γ′i(0)

hi(γi(0))
=

(

∫

dγi

hi(γi)

)

|t=1 −
(

∫

dγi

hi(γi)

)

|t=0

Substituindo esta igualdade em (3.7) obtemos finalmente

d(x, y) =





n
∑

i=1

((

∫

dγi

hi(γi)

)

|t=1 −
(

∫

dγi

hi(γi)

)

|t=0

)2




1/2

.

5. Curvatura Zero e Isometria Local comIRn.

5.1 Curvatura Zero. Dadop ∈ IRn
++, seja{Xi}i=1,...,n uma base deTpIR

n
++ = IRn.

Podemos escreverX =
n
∑

i=1
uiXi, Y =

n
∑

j=1
vjXj, Z =

n
∑

k=1
wkXk. Como o tensor cur-

vaturaR é tri-linear temos:

R(X, Y )Z =
∑

i,j,k

uivjwkR(Xi, Xj)Xk.

Da definição deR (ver (2.4) do Capı́tulo 2, Seção 2.2) obtemos:

R(Xi, Xj)Xk = ∇Xj
(∇Xi

Xk)−∇Xi
(∇Xj

Xk) +∇[Xi,Xj ]Xk.

Agora, para a conexão Riemanniana, temos[Xi, Xj] = 0, e

R(Xi, Xj)Xk = ∇Xj
(∇Xi

Xk)−∇Xi
(∇Xj

Xk).

Sei = j, entãoR(Xi, Xj)Xk = 0.

Se i 6= j, da Seção 2.2 temos que∇Xi
Xk =

n
∑

j=1
Γj

ikXj . Substitutindo os sı́mbolos de

Christoffel (3.1), obtemos

∇Xi
Xk =

n
∑

j=1

(

− 1

hi(xi)

∂hi(xi)

∂xi
δijδik

)

Xj = − 1

hi(xi)

∂hi(xi)

∂xi
δikXi. (3.8)

Portanto:

∇Xj
(∇Xi

Xk) = ∇Xj

(

− 1

hi(xi)

∂hi(xi)

∂xi
δikXi

)

.

Temos os seguintes casos para analisar. Sei 6= k, é imediato que∇Xj
(∇Xi

Xk) = 0, i =

1, ..., n. Caso contrário, sei = k, ej 6= k, obtemos, aplicando (3.8)

∇Xj
(∇Xk

Xk) = ∇Xj

(

− 1

hk(xk)

∂hk(xk)

∂xk

Xk

)
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= 1
hk(xk)

∂hk(xk)
∂xk

δjk
1

hj(xj)

∂hj(xj)

∂xj
Xj = 0.

Assim

∇Xj
(∇Xi

Xk) = 0.

De forma análoga,

∇Xi
(∇Xj

Xk) = 0.

Estes resultados levam a:

R(Xi, Xj)Xk = 0, i, j, k, l = 1, 2, ...n.

Daqui,

R(X, Y )Z = 0.

Assim, a variedade Riemanniana(IRn
++, G(x)) tem curvatura nula.

5.2 Isometria local comIRn. Além da curvatura nula, podemos provar que(IRn
++, G(x))

é localmente isométrico ao espaço EuclidianoIRn. De fato, seja

π(x) =
(∫ 1

x1

1/h1(s)ds, ...,
∫ 1

xn

1/hn(s)ds
)

.

π é claramente diferenciável ed(π)x = Jπ(x) = −diag(1/h1(x1), ..., 1/hn(xn)), ∀x ∈
IRn

++, ondeJπ denota a matriz Jacobiana deπ. Comohi(xi) > 0 entãodet(d(π)x) 6= 0.

Agora, aplicando o teorema da função inversa (ver Capı́tulo 2, Seção 2.3), garantimos a

existência de duas vizinhanzas,Vx dex eWπ(x) deπ(x), tais queπ : Vx → Wπ(x) é um

difeomorfismo. Por outro lado, dadox ∈ IRn
++, sejamu, v ∈ TxIR

n
++ = IRn, então

〈u, v〉x = uTJπ(x)Jπ(x)v = (Jπ(x)u)T (Jπ(x)v) = 〈dπxu, dπxv〉π(x).

Assim,(IRn
++, G(x)) é localmente isométrico aIRn.

6. Condições suficientes para a completitude da variedade.

Propriedades essenciais como convergência dos algoritmos, precisam, do ponto de vista

das aplicações da geometria Riemanniana, a completitudeda variedade. Oliveira e Cruz

Neto [60] provaram uma condição suficiente para a completitude deIRn
++, dotado com

uma métrica diagonal, dada pela Hessiana de certa funçãobarreira. Tal prova pode ser

estendida para a métrica diagonalG(x).
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Teorema 3.3.1SejaIRn
++ a variedade com ḿetrica invariante porH-translaç̃aoG(x),

ent̃ao

(a) Sexα
i ≥ βhi(xi)

2, comα ≥ 2 paraxi ∈ (0, 1] eα ≤ 2 paraxi ∈ (1,∞) ∀i = 1, ..n

e algumβ > 0, ent̃ao IRn
++ é isoḿetrico a IRn. Em particular(IRn

++, G(x)) é

completo.

(b) Sexα
i ≤ βhi(xi)

2, comα < 2 paraxi ∈ (0, 1] ∀i = 1, ..n e algumβ > 0 ou

sexα
i ≥ βhi(xi)

2, comα > 2 para xi ∈ [1,+∞) para algumβ > 0, ent̃ao

(IRn
++, G(x)) é incompleto.

7. A variedade produto.

Já sabemos que as variedades Riemannianas(IRn
++, G1(x)), (IRn

++, G2(s)) têm cur-

vatura nula. Então, por um resultado conhecido de Geometria Riemanniana, a var-

iedade produto
(

IRn
++ × IRn

++, G(x, s)
)

tem curvatura nula. Além disso, se as var-

iedades(IRn
++, G1(x)) e (IRn

++, G2(s)) são completas com geodésicasγ1 e γ2, então

a variedade produtoIRn
++ × IRn

++ é completa com geodésicasγ1 × γ2.

8. Gradiente e Hessiana.

Seja a variedade RiemannianaIRn
++ com a métricaG(x) = diag

(

1
h1(x1)2

, ..., 1
hn(xn)2

)

,

para funçõeshi : IR++ → IR++. Sejaf : IRn
++ → IR diferenciável emIRn

++.

(a) O gradiente e a Hessiana def na variedade Riemanniana(IRn
++, G(x)), denotada

porgradf eHf
x respectivamente, são:

gradf(x) = G(x)−1∇f(x) = (h1(x1)
2 ∂f

∂x1

(x), ..., hn(xn)2 ∂f

∂xn

(x)) (3.9)

Hf
x = ∇2f(x) +G(x)

1
2 (G(x)

−1
2 )′F ′(x), (3.10)

onde:

F ′(x) = diag
(

∂f(x)
∂x1

, ∂f(x)
∂x2

, ..., ∂f(x)
∂xn

)

e(G(x)
−1
2 )′ = diag(∂h1(x1)

∂x1
, ∂h2(x2)

∂x2
..., ∂hn(xn)

∂xn
).

Em particular, sehi(xi) = x
r
2
i , r ∈ IR, então

gradf(x) =
n
∑

i=1

xr
i

∂f

∂xi
(x) = Xr∇f(x),
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Hf
x = ∇2f(x) +

r

2
X−1F ′(x).

De fato, dadov ∈ TxM temos:

dfx(v) = f ′(x)Tv = f ′(x)T (G(x)−1)TG(x)v = (G(x)−1f ′(x))TG(x)v = 〈G(x)−1f ′(x), v〉x.

Desta última igualdade (3.9) é obtida.

Agora provaremos a expressão (3.10). A Hessiana def é definida por

Hf =
D

dt
(grad f) .

Calculando no pontox na direçãov ∈ TxM temos

Hf
x (v) =

D

dt
(grad f) (x) = ∇vgrad f (x).

Pode ser provado que o operadorHf
x : TxM → TxM é linear e auto-adjunto, por

isso podemos introduzir a forma quadráticaqf
x : TxM × TxM → IR definida por

qf
x(v, w) = 〈Hf

xv, w〉x.

Em termos de campos vetoriais emM, podemos então definir a seguinte aplicação

qf(X, Y ) = 〈∇Xgrad f, Y 〉.

É fácil verificar que

qf (X, Y ) = (XY −∇XY )f = (Y X −∇YX)f.

Daqui, tomando uma base{Xi}i=1,...,n temos

qf(Xi, Xj) = 〈Hf
p Xi, Xj〉 =

(

∂2f

∂xi∂xj
−

n
∑

m=1

Γm
ij

∂f

∂xm

)

Substituindo os sı́mbolos de Christoffel (3.1) na última fórmula obtemos

qf(Xi, Xj) =

(

∂2f

∂xi∂xj
+

1

hi(xi)

∂hi(xi)

∂xi
δij
∂f

∂xi

)

.

Portanto, a matriz Hessiana, denotada por simplicidade porHf
x , é dada pela fórmula

(3.10).
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(b) Analogamente, o gradiente e a Hessiana def na variedade((0, 1)n, G(x)) têm ex-

pressões semelhantes a (3.9) e (3.10).

Em particular:

i. Seja a métricaX−r + (I −X)−r, então

gradf(x) = (X−r + (I −X)−r)−1∇f(x),

Hf
x = ∇2f(x) +

r

2
[X−r + (I −X)−r]−1[X−r−1 − (I −X)−r−1]F ′(x).

ii. SejaG(x) = π2 csc4(πx), então

gradf(x) =
1

π2
sin4(πx)∇f(x),

Hf
x = ∇2f(x) + 2π3X cot(πx)F ′(x),

ondecot(πx) = diag(cot(πx1), ..., cot(πxn)).

iii. Seja a métrica dada porX−r(I −X)−r, então

gradf(x) = Xr(I −X)r∇f(x),

Hf
x = ∇2f(x) +

r

2
[X−1 − (I −X)−1]F ′(x).

(c) Seja a variedade Riemanniana produtoIRn
++×IRn

++ com a métrica natural induzida,

então

gradf(x, s) =















G1(x)n×n O

0 G2(s)n×n





























∂f
∂x

∂f
∂s















.

(d) Consideremos a subvariedadeM = {x ∈ IRn
++ : Ax = b} com a métricaG(x)

induzida deIRn
++, então

gradf(x) = PM(x)G(x)−1∇f(x),

ondePM(x) = (I −G(x)−1AT (AG−1(x)AT )−1A).

(e) Mais geralmente, sejal : IRn → IRm uma função arbitrária e consideremos a

subvariedadeM = {x ∈ IRn : l(x) = 0} com a métricaG(x) induzida deIRn

então

gradf(x) = PM(x)G(x)−1∇f(x),

29



ondePM(x) =
(

I −G(x)−1Jl(x)
T (Jl(x)G

−1(x)Jl(x)
T )−1Jl(x)

)

e Jl denota a

matriz Jacobiana del.

3.4 Exemplos de Geod́esicas Expĺıcitas e Variedades Com-

pletas emIRn
++ e (0, 1)n:

A seguir damos alguns exemplos de curvas geodésicas explı́citas, distâncias Riemannianas

e métricas que tornam as variedadesIRn
++ e (0, 1)n completas. Os exemplos 2, 3, 4 e 5 são, a

nosso entender, novos.

1. Considerando a variedade(IRn
++, X

−r), a geodésicax(t) = (x1(t), x2(t), ..., xn(t)) definida

nesta variedade tal quex(0) = p = (p1, p2, ..., pn) ex′(0) = v = (v1, v2, ..., vn) é:

(a) Parar 6= 2,

xi(t) =
(

2− r
2

)

2
2−r





vi

p
r
2
i

t+
2

2− rp
1− r

2
i





2
2−r

∀i = 1, 2..., n.

(b) Parar = 2,

xi(t) = pi exp

(

vi

pi

t

)

∀i = 1, 2..., n.

Observemos que quandor = 2, a geodésicax(t) está definida para todot ∈ IR. Além

disso, a distância geodésica de um pontop ao pontoq = x(t0), t0 > 0, é dado por:

d(p, q) =
∫ t0

0
‖x′(t)‖dt =







n
∑

i=1

[

ln

(

qi
pi

)]2






1
2

.

Assim,(IRn
++, X

−2) é variedade completa com curvatura nula.

2. Considerando a variedade((0, 1)n, π2 csc4(πx)), ondehi(xi) = 1
π

sin2(πxi), a curva

geodésicax(t) = (x1(t), x2(t), ..., xn(t)) definida nesta variedade tal quex(0) = p =

(p1, p2, ..., pn) ex′(0) = v = (v1, v2, ..., vn) é:

xi(t) =
1

π
arc cot

(

−π csc2(πpi)vit+ cot(πpi)
)

, i = 1, 2..., n. (3.11)
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A geodésica está definida para todot ∈ IR. Sua distância geodésica de um pontop ao

pontoq = x(t0), t0 > 0, é dado por:

d(p, q) =
∫ t0

0
‖x′(t)‖dt =

{

n
∑

i=1

[cot(πqi)− cot(πpi)]
2

}
1
2

. (3.12)

Assim, esta variedade é completa com curvatura nula.

3. Considerando a variedade((0, 1)n, X−2(I − X)−2) comhi(xi) = xi(1 − xi). A curva

geodésicax(t) = (x1(t), x2(t), ..., xn(t)) definida nesta variedade tal quex(0) = p =

(p1, p2, ..., pn) ex′(0) = v = (v1, v2, ..., vn) é:

xi(t) =
1

2

{

1 + tanh

(

1

2

vi

pi(1− pi)
t+

1

2
ln

pi

1− pi

)}

i = 1, 2..., n. (3.13)

ondetanh(z) = (ez − e−z)/(ez + e−z) é a função tangente hiperbólica. Esta geodésica

está definida para todot ∈ IR, e a distância geodésica de um pontop ao pontoq =

x(t0), t0 > 0, é dado por:

d(p, q) =
∫ t0

0
‖x′(t)‖dt =







n
∑

i=1

[

ln

(

qi
1− qi

)

− ln

(

pi

1− pi

)]2






1
2

. (3.14)

Da mesma maneira, esta variedade é completa com curvatura nula.

4. Considere a variedade Riemanniana((0, 1)n, X−r(I − X)−r), comr > 2, e hi(xi) =

x
r/2
i (1 − xi)

r/2. As curvas geodésicas não têm expressões explı́citas (ver (3.6)), mas

podemos provar que esta variedade é completa. De fato, usando o resultado da Seção3.3,

item 5.2, mas agora adaptado para o hipercubo(0, 1)n, temos que(0, 1)n é localmente

isométrico ao espaço EuclidianoIRn. Por isso, para provar nosso objetivo é suficiente

mostrar queπ é uma função bijetiva.

Comodπi(xi)/dxi = −1/hi(xi) < 0, πi é uma função diferenciável estritamente de-

crescente em(0, 1), obtendo-se queπ é injetiva.

Agora, provaremos queπi é sobrejetiva∀i = 1, 2, ..., n.

Comor > 2, πi(xi) =
∫ 1
xi
s−r/2(1 − s)−r/2 ≥ ∫ 1

xi
s−r/2ds = (2/(2 − r))(1 − x(2−r)/2

i )

então:

lim
xi→0

πi(xi) ≥ +∞. (3.15)
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Agora, ses ∈ (1/2, 1) entãos−r(1− s)−r < (1− s)−2r e

πi(xi) ≤
∫ 1

xi

(1− s)−rds = (1− xi)
1−r/(1− r).

Tomando limite quandoxi → 1 temos

lim
xi→1

πi(xi) ≤ −∞. (3.16)

De (3.15) e (3.16) podemos concluir queπi é sobrejetiva. Devido a queπ é injetiva e

sobrejetiva então ela é bijetiva, e assim a variedade((0, 1)n, X−r(I−X)−r) é isométrica

a IRn. Em particular,((0, 1)n, X−r(I −X)−r) é uma variedade completa.

5. De forma análoga, podemos provar que a variedade Riemanniana((0, 1)n, X−r + (I −
X)−r), comr > 2, é isométrica aIRn. Assim, esta variedade é completa.

3.5 Aplicações

Nesta seção, estamos interessados em resolver o seguinteproblema de otimização:min f(x)

s.a0 ≤ xi ≤ 1, i = 1, 2, ..., n, ondef é uma função diferenciável ou não diferenciável. Intro-

duzimos alguns novos exemplos de métodos explı́citos de descida geodésica e ponto proximal

para resolver o problema dado. Os resultados de convergência para estes métodos precisam

de hipóteses de convexidade e foram provados para métricas Riemannianas gerais. Devemos

observar que estes métodos são importantes no caso em que afunção objetivo não é convexa

no sentido clássico (com a métrica Euclidiana) mas tornam-se convexas com respeito à métrica

Riemanniana introduzida.

Para resultados de convergência e taxa de convergência dométodo de descida geodésica, para

o caso diferenciável, ver Cruz Neto et al. [16] e para o caso não diferenciável ver Ferreira e

Oliveira [23]. Já para o método de ponto proximal ver Ferreira e Oliveira [25]. Finalmente,

considerando as métricasπ2 csc4(πx) eX−2(I −X)−2, introduzimos duas novas funções bar-

reira para o hipercubo[0, 1]n.

Consideremos inicialmente o espaço(0, 1)n e duas variedades Riemannianas: a primeira

dotada com a métricaX−2(I − X)−2 e a segunda comπ2 csc4(πx). Antes de apresentar

os métodos e seus respectivos resultados de convergência, precisamos deduzir algumas pro-

priedades geométricas que serão úteis para garantir estes fatos.

32



• As variedades((0, 1)n, X−2(I−X)−2) e((0, 1)n, π2 csc4(πx)) são geodesicamente con-

vexas. De fato, dado dois pontos arbitráriosp, q ∈ (0, 1)n então, para a métricaX−2(I−
X)−2 a única geodésicax : [0, 1]→ (0, 1)n ligandop e q, ondex(0) = p ex(1) = q é:

xi(t) =
1

2

[

1 + tanh

(

1

2

{[

ln

(

qi
1− qi

)

− ln

(

pi

1− pi

)]

t+ ln

(

pi

1− pi

)})]

,

e para a métricaπ2 csc4(πx) é:

xi(t) =
1

π
arc cot [(cot(πqi)− cot(πpi))t+ cot(πpi)] .

É facil verificar, para ambos os casos, que0 < xi(t) < 1, ∀i = 1, 2, ..., n. Asim, (0, 1)n

é geodesicamente convexa com estas métricas.

• As variedades((0, 1)n, X−2(I −X)−2) e ((0, 1)n, π2 csc4(πx)) são conexas (trivial).

• As variedades((0, 1)n, X−2(I −X)−2) e ((0, 1)n, π2 csc4(πx)) são completas e de cur-

vatura zero, com geodésicas explı́citas (ver (3.11) e (3.13)).

• Gradientes e a Hessianas das funções diferenciáveis definidas nas variedades

((0, 1)n, X−2(I −X)−2) e ((0, 1)n, π2 csc4(πx)) são explı́citas (ver (3.9) e (3.10)).

3.5.1 Métodos Geod́esicos

Alguns exemplos de métodos geodésicos para resolver problemas de minimização no or-

tante positivo e no simplex unitário foram apresentados por Cruz Neto e Oliveira [15]. Nesta

seção acrescentamos métodos geodésicos para minimização no hipercubo.

Consideremos o problema de Otimização :

min
x∈IRn

{f(x) : 0 ≤ xi ≤ 1, i = 1, 2, ..., n} (3.17)

ondef : IRn → IR é uma função de valor real.

Caso diferencíavel: método de Cauchy

O método proposto é de descida geodésica e consta essencialmente de 3 passos. O primeiro

considera a direção do gradiente negativo da funçãof , d = −gradf(x) (gradiente no ponto
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de vista da variedade Riemanniana). O segundo passo considera a geodésica partindo de um

pontop com direção dada pord, e o último passo faz uma busca unidimensional ao longo

da geodésica. Neste passo consideramos dois métodos: busca unidimensional de Armijo e

o outro de passos fixos. Garante-se convergência fraca (isto é, a distância geodésica entre

duas iterações consecutivas converge para zero) para funções arbitrárias diferenciáveis e con-

vergência global com velocidade de convergência linear sob algumas condições de convexidade

impostas à funçãof.

Método A: Método de Cauchy com busca linear de Armijo

1. Dadoxk = (xk
1, x

k
2, ..., x

k
n), k ≥ 0, viável, computar a direção de descida

dk = −X2
k(I − Xk)

2∇f(xk) (dk = −(1/π2) sin4(πxk)∇f(xk), respectivamente) onde

Xk = diag(xk
1, x

k
2, ..., x

k
n).

2. Determinar a única geodésicax(t) em (0, 1)n tal quex(0) = xk e x′(0) = dk, cuja

expressão explicita é:

xk
i (t) =

1

2

{

1 + tanh

(

1

2

dk
i

xk
i (1− xk

i )
t+

1

2
ln

xk
i

1− xk
i

)}

, i = 1, 2..., n.

(

xk
i (t) =

1

π
arc cot

(

−π csc2(πxk
i )d

k
i t+ cot(πxk

i )
)

, i = 1, 2..., n, respectivamente
)

.

3. Escolhertk = 2−ik t̄, ondēt> 0 é dado eik é o menor número natural positivo tal que:

f(x(tk)) ≤ f(xk)− βt2k‖dk‖2,

comβ ∈ (0, 1).

4. Fazerxk+1 = xk(tk) e obter a distância geodésica entre os pontosxk exk+1 dada por:

d(xk, xk+1) =







n
∑

i=1

[

ln

(

xk+1
i

1− xk+1
i

)

− ln

(

xk
i

1− xk
i

)]2






1
2



d(xk, xk+1) =

{

n
∑

i=1

[

cot(πxk+1
i )− cot(πxk

i )
]2
} 1

2

, respectivamente



 .

5. Testar o critério de parada||d(xk, xk+1)|| < ǫ. Se cumpre a condição, parar. Senão, fazer

xk ← xk+1 e retornar ao passo1.
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Método B: Método de Cauchy com passos fixos

Este método é similar ao anterior, exceto pelo passo 4, o qual é substituido por:

Dadosδ1 > 0 e δ2 > 0 tal queδ1Γ + δ2 < 1, escolher

tk ∈
(

δ1,
2

Γ
(1− δ2)

)

,

ondeΓ é a constante de Lipschitz associada agradf , isto é,Γ satisfaz a seguinte propriedade:

para quaisquerp, q ∈ (0, 1)n e qualquer segmento geodésicoα : [0, a]→ (0, 1)n ligandop eq:

||gradf(α(t))− Pα,0,t(gradf(p))|| ≤ Γd(α(0), α(t)) (3.18)

parat ∈ [0, a] arbitrário, ondePα,0,t é o transporte paralelo, ver (3.3) e (3.4).

Resultados de Converĝencia

Temos os seguintes resultados, todos demonstrados para métricas gerais por Cruz Neto et

al. [16]. Devemos notar que para o método B, a função objetivo deve satisfazer a propriedade

(3.18).

Teorema 3.5.1(Teorema 5.1 [16]). Sejaf ∈ C1 e{xk} uma seq̈uência de pontos gerados por

um dos ḿetodos acima, então

1. Existe uma constanteβ ∈ (0, 1), tal que

f(xk+1) ≤ f(xk)− βt2k‖dk‖2 (3.19)

Em particular,{f(xk)} é ñao crescente.

2. A seq̈uência{xk} é fracamente convergente, em relação à métrica, no seguinte sentido:

(a) {xk} é limitado.

(b) lim
k→∞ d(xk+1, xk) = 0

(c) Qualquer ponto de acumulação de{xk} é um ponto cŕıtico def .

Teorema 3.5.2(Teorema 5.3 [16]). Sejaf ∈ C1 geodesicamente convexa, então a seq̈uência

{xk} converge globalmente para um ponto de mı́nimo.

Teorema 3.5.3(Teorema 5.4 [16]). Sejaf ∈ C2 e (geodesicamente) fortemente convexa, isto

é,a ≤ Hf ≤ b, ondeHf é hessiana def e0 < a < b. Ent̃ao a velocidade de convergência do

algoritmo geod́esico de Cauchy com busca de Armijoé dada pelo raio de Kantorovich.
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Caso ñao diferenciável: método subgradiente

O método subgradiente em variedades Riemannianas é uma extensão natural do algo-

ritmo subgradiente introduzido por Shor [83] e generaliza oalgoritmo gradiente, estudado na

subseção anterior.

Considere que a funçãof do problema (3.17) é geodesicamente convexa na variedade Rie-

manniana((0, 1)n, X−2(I−X)−2) ou respectivamente na variedade((0, 1)n, π2 csc4(πx)).Seja

O∗, o conjunto de minimizadores def , f ∗ = inf f(x), o valor ı́nfimo def e∂f(x) o subdifer-

encial def no pontox ∈ (0, 1)n. O problema é estimarf ∗ e também encontrar um ponto de

O∗ se este conjunto não é vazio.

Método C

Dada uma seqüência de números reais{tk} tal quetk > 0, ∀k = 1, 2, ...

1. Inicializar. Escolhax1 ∈ (0, 1)n e obtenhas1 ∈ ∂f(x1). Fazerk = 1.

2. Sesk = 0, parar. Senão, determinar a única geodésicax(t) de(0, 1)n tal quex(0) = xk

ex′(0) = dk = − sk

||sk|| , cuja expressão explicita é:

xk
i (t) =

1

2

{

1 + tanh

(

1

2

dk
i

xk
i (1− xk

i )
t+

1

2
ln

xk
i

1− xk
i

)}

, i = 1, 2..., n

(

xk
i (t) =

1

π
arc cot

(

−π csc2(πxk
i )d

k
i t+ cot(πxk

i )
)

, i = 1, 2..., n, respectivamente
)

.

3. Fazerxk+1 = xk(tk).

4. Obtersk+1 ∈ ∂f(xk+1), e voltar ao passo 2.

Resultados de Converĝencia

O seguinte resultado é uma adaptação para nossas variedades((0, 1)n, X−2(I − X)−2) e

((0, 1)n, π2 csc4(πx)) do resultado geral para curvatura não negativa demonstrado por Ferreira

e Oliveira [23].

Teorema 3.5.4(Teorema 5.1 [23]). Sejaf uma funç̃ao convexa na variedade(0, 1)n e {xk}
uma seq̈uência de pontos gerados pelo método acima. Se a seqüência de ńumeros reais{tk},
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comtk > 0, ∀k = 1, 2..., é escolhida tal que

∞
∑

k=0

tk =∞,

∞
∑

k=0

t2k <∞,

ent̃ao lim inf f(xk) → f ∗, quandok → ∞. Além disso, seO∗ 6= ∅, ent̃ao a seq̈uência{xk}
converge a um pontox∗ ∈ O∗.

3.5.2 Método de Ponto Proximal

Consideremos o problema (3.17). Para cadax ∈ (0, 1)n, a regularização def (introduzido

por Moreau-Yosida), comβ > 0, é dada por:

fβ(x) = min
y∈IRn

{

f(y) +
β

2
d2(x, y) : y ∈ (0, 1)n

}

Nesta aplicação, a distânciad pode ser escolhida como (3.12), ou (3.14).

Definição 3.5.1 O pontox =
−
x (x) = argminx∈(0,1)n fβ(x), é chamado ponto proximal dex

com respeito aβ, f ed2.

Baseado nas propriedades geométricas de((0, 1)n, X−2(I − X)−2) e ((0, 1)n, π2 csc4(πx))

(curvatura zero, completitude, geodésicas e distânciasRiemannianas explı́citas), apresentamos

o método de ponto proximal estudado no contexto das variedades Riemannianas com curvatura

seccional não positiva por Ferreira e Oliveira [25].

Método D: Ponto proximal com dist̂ancias Riemannianas.

Dados um ponto inicialx0 ∈ (0, 1)n eβ0 > 0. Escolha a seqüência{βk} tal que

∞
∑

k=0

1

βk
= +∞.

1. Fazerk = 0.

2. Testar o critério de parada para o pontoxk (0 ∈ ∂f(xk)).
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3. Calcular

xk+1 = arg min

{

f(y) +
βk

2
d2(xk, y) : y ∈ (0, 1)n

}

,

onded é dada por (3.12) ou (3.14).

4. Atualizarβk, k, xk, e voltar ao passo 2.

Um importante fato deste método, a diferença dos algoritmos apresentados na seção anterior, é

que ele não precisa da busca geodésica.

Resultado de Converĝencia

Teorema 3.5.5Sef é geodesicamente convexa na variedade(0, 1)n e existe uma solução

ótima, ent̃ao a seq̈uência gerada pelo ḿetodo converge globalmente para um mı́nimo do prob-

lema.

3.5.3 Barreiras para Problemas Canalizados

Devemos notar que as duas métricas Riemannianas estudadas, a saber,X−2(I − X)−2 e

π2 csc4(πx) são, respectivamente, as Hessianas das seguintes funções:

b1(x) = −1

6

n
∑

i=1

[4 ln(sin πxi)− cot2(πxi)],

b2(x) =
n
∑

i=1

(2xi − 1)[ln xi − ln(1− xi).]

De fato, as derivadas de primeira e segunda ordem são:

b′1(x)i = −π
(

cot(πxi) +
1

3
cot3(πxi)

)

, i = 1, ..n.

b′′1(x) = π2 csc4(πx).

b′2(x)i = 2 [ln xi − ln(1− xi)] + (2xi − 1)

[

1

xi(1− xi)

]

, i = 1, ..n.

b′′2(x) = X−2(I −X)−2.

Claramente, ambas Hessianas são definidas positivas, por isso, as funçõesb1 e b2 são estrita-

mente convexas. Além disso, sex → ∂((0, 1)n) (x se aproxima da fronteira de(0, 1)n) então
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b1(x) → ∞ e b2(x) → ∞, por isso elas são funções barreira para o hipercubo[0, 1]n. A se-

gunda função,b2, será estudada no Capı́tulo 6 em um contexto mais especı́fico para algoritmos

de pontos interiores seguidores da trajetória central.

Nota Bibliogr áfica

Parte deste capı́tulo se encontra em [61] e [64].
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Caṕıtulo 4

Método de Máxima Descida em

Variedades Riemannianas para Funç̃oes

Quase-Convexas

4.1 Introdução

O método de máxima descida é um dos mais antigos e mais conhecidos na lite-ratura para

resolver problemas de otimização diferenciáveis. Por´em os resultados de convergência para

uma função objetivo arbitrária são fracos devido à convergência global do método não estar

garantida. Somente podemos provar que todo ponto de acumulação, se ele existe, é um ponto

crı́tico do problema. A situação é muito diferente quando a função objetivo é convexa, já que

com a única hipótese de existência das soluções ótimas o método de máxima descida com

busca de Armijo e uma regularização proximal converge a umponto ótimo, ver Burachik et al.

[9] e Iusem e Svaiter [42] respectivamente. O primeiro resultado foi recentemente estendido

para otimização vetorial por Graña Drummond e Svaiter [35].

O método de máxima descida para resolver problemas de minimização para funções ar-

bitrárias em variedades Riemannianas de dimensão finita foi estudado por Udriste [82], Smith

[79] and Rapcsák [75], onde eles obtiveram os mesmos resultados de convergência do método

emIRn. Para o caso convexo em uma variedade Riemanniana com curvatura seccional não neg-
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ativa, a convergência global do método usando busca de Armijo, passos fixos e uma regularização

proximal foi desenvolvido por Cruz Neto et al. [16] e [18].

Neste capı́tulo estendemos a convergência global do método de máxima descida sobre estas

variedades para o caso quase-convexo seguindo as ideias de Kiwiel e Murty [48] mas usando a

teoria de quase-Fejér convergência. De fato, com a hipótese que o conjunto dos pontos ótimos

é nao vazio provamos a convergência global deste método para um ponto crı́tico do problema.

O esquema deste capı́tulo é a seguinte. Na Seção 4.2 apresentamos alguns resultados

básicos de quase-Fejér convergência e análise convexaem variedades Riemannianas. Na Seção

4.3 estudamos o método de máxima descida em variedades Riemannianas completas de di-

mensão finita e com curvatura seccional não negativa para problemas de minimização quando

a função objetivo é quase-convexa. Finalmente, na Seç˜ao 4.4 apresentamos alguns exemplos

do método de máxima descida.

4.2 Elementos B́asicos

Definição 4.2.1 Seja(X, d) um espaço ḿetrico completo. Uma seqüência{yk}, k ≥ 0, de

X, é quase-Fejér convergenteao conjuntoU ⊂ X, se para cadau ∈ U existe uma seq̈uência

{ǫk} ⊆ IR tal queǫk ≥ 0,
+∞
∑

k=0
ǫk < +∞ e

d2(yk+1, u) ≤ d2(yk, u) + ǫk.

Teorema 4.2.1Em um espaço ḿetrico completo(X, d), se{yk} é quase-Fej́er convergente

para um conjuntoU ⊆ X, ent̃ao {yk} é limitado. Se, aĺem disso, um ponto de acumulação ȳ

de{yk} pertence aU, ent̃ao{yk} converge elimk→+∞ yk = ȳ.

Demonstraç̃ao. Analoga à prova de Burachik et al. [9] substituindo a norma Euclidiana pela

distânciad.

Definição 4.2.2 SejaM uma variedade Riemanniana ef : M → IR uma funç̃ao real . f é

chamada quase-convexa emM se para todox, y ∈M , t ∈ [0, 1], se cumpre

f(γ(t)) ≤ max{f(x), f(y)},
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para toda curva geod́esicaγ : [0, 1]→ M , tal queγ(0) = x eγ(1) = y.

Teorema 4.2.2Sejaf : M → IR uma funç̃ao diferencíavel e quase-convexa em uma var-

iedade Riemanniana completaM e sejax, y ∈M . Sef(x) ≤ f(y) ent̃ao

〈gradf(y), γ′(0)〉 ≤ 0,

ondegradf é o gradiente def eγ é a curva geod́esica tal queγ(0) = y eγ(1) = x.

Demonstraç̃ao. Ver Németh [56], Proposição3.1.

Definição 4.2.3 Uma funç̃ao diferencíavelf : M → IR é pseudoconvexa se, para todo par de

pontos distintosx, y ∈M e toda curva geod́esica ligandox a y (γ(0) = x eγ(1) = y) temos

〈gradf(x), γ′(0)〉 ≥ 0, ent̃ao f(y) ≥ f(x).

Teorema 4.2.3Sejaf : M → IR uma funç̃ao diferencíavel e pseudoconvexa. Então,x∗ é um

ḿınimo global def se, somente se,gradf(x∗) = 0.

Demonstraç̃ao. Imediato.

4.3 O Método de Máxima Descida

Estamos interessados em resolver o seguinte problema de otimização:

(p) min
x∈M

f(x)

ondeM é uma variedade Riemanniana conexa, completa de dimensãofinita ef : M → IR é

uma função continuamente diferenciável e quase-convexa. O método de máxima descida gera

uma seqüência de pontos{xk} dados por:

x0 ∈M, (4.1)

xk+1 = expxk(−tkgradf(xk)) (4.2)

ondeexp é a aplicação exponencial etk é um parâmetro positivo.

Hipótese A1.O conjunto de pontos ótimos globais do problema(p), denotado porX∗, é não
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vazio.

Denotamos o valor ótimo de(p) porf ∗. Agora, definamos o seguinte conjunto

U := {x ∈M : f(x) ≤ inf
k
f(xk)}.

O lema seguinte é a chave de nosso trabalho já que ele será usado para provar que a seqüência,

definida pelo método de máxima descida, é quasi-Fejér convergente aU.

Lemma 4.3.1 Sejaf : M → IR uma funç̃ao continuamente differenciável e quase-convexa em

uma variedade Riemanniana conexa, completa e de dimensão finita com curvatura seccional

não negativa, ent̃ao

d2(xk+1, x) ≤ d2(xk, x) + t2k||gradf(xk)||2

para todox ∈ U e todotk > 0.

Demonstraç̃ao. Sejax ∈ U arbitrário. Seja tambémγ1 : [0, 1]→ M a geodésica minimal lig-

andoxk ex eγ2 : [0, 1]→M uma geodésica ligandoxk exk+1 comγ′2(0) = −tkgradf(xk).

Do Teorema 2.2.3 temos:

d2(xk+1, x) ≤ d2(xk, x) + t2k||gradf(xk)||2 + 2tkd(x
k, x)〈gradf(xk), γ′1(0)〉.

Comof é quase-convexa ef(x) ≤ f(xk), do Teorema 4.2.2 obtemos que

〈gradf(xk), γ′1(0)〉 ≤ 0.

Usando este resultado na desigualdade anterior obtemos o resultado desejado.

A partir de agoraM denotará uma variedade Riemannianaconexa, completa e de dimensão

finita com curvatura seccional não negativa.

4.3.1 Método com uma busca de Armijo generalizada

O método de máxima descida com busca de Armijo gera uma seq¨uência de pontos{xk} dados

por (4.1)-(4.2) onde

tk = arg max{t : f
(

expxk(−tgradf(xk))
)

≤ f(xk)−αt||gradf(xk)||2, t = 2−i, i = 0, 1, ...}
(4.3)
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comα ∈ (0, 1).

Nesta subseção provamos a convergência global deste método para o caso quase-convexo. Nos-

sos resultados são uma generalização de Kiwiel e Murty [48] para variedades Riemannianas e

estende prévios resultados de convergência obtidos, para o caso convexo, por Burachik et al.

[9] e Cruz Neto et al. [16]. Como em [48], considere a seguintehipótese:

Hipótese A2.Sejaφ : IR+ → IR+ uma função tal que:

A2.1 Existeα ∈ (0, 1), τα > 0, tal que∀t ∈ (0, τα] : φ(t) ≤ αt,

A2.2 Existeβ > 0, τβ ∈ (0,+∞], tal que∀t ∈ (0, τβ) ∩ IR: φ(t) ≥ βt2,

A2.3 Para todok, f(xk+1) ≤ f(xk)− φ(tk)||gradf(xk)||2 e0 < tk ≤ τβ em (4.2),

A2.4 Existeγ > 1, τγ > 0, tal que∀k : tk ≥ τγ ou
[

existet̄k ∈ [tk, γtk] : f(expxk(−t̄kgradf(xk))) ≥ f(xk)− φ(t̄k)||gradf(xk)||2
]

.

Observaç̃ao 4.3.1 Observemos que a hipóteseA2 é satisfeita pela regra de Armijo (4.3) para

φ(t) = αt, β = α, γ = 2 e τα = τβ = τγ = 1.

Observaç̃ao 4.3.2 A hipóteseA2 tamb́emé satisfeita pelo ḿetodo de ḿaxima descida com

passos fixos introduzida em [9] e generalizada para variedades Riemannianas em [16]. De

fato, em [9] e [16] a regra para obtertk é a seguinte:

Dadosδ1 e δ2 tal queδ1Γ + δ2 < 1, ondeΓ é a constante de Lipschitz associada agradf,

escolher

tk ∈
(

δ1,
2

Γ
(1− δ2)

)

.

Definindoφ(t) = βt2, comβ = Γδ2
2(1−δ2)

, τγ = δ1, τβ = (2/Γ)(1− δ2), α ∈ (0, 1) arbitrário e

τα = α/β, garantimos a hiṕoteseA2.

Proposiç̃ao 4.3.1 Sejaf : M → IR uma funç̃ao continuamente diferenciável e quase-convexa.

Suponha que as hipótesesA1 eA2 são satisfeitas. Então a seq̈uência{xk} gerada pelo ḿetodo

de ḿaxima descida com busca de Armijo generalizadaé quase-Fej́er convergente aU.

Demonstraç̃ao. Das hipótesesA2.2 eA2.3 temos

βt2k||gradf(xk)||2 ≤ f(xk)− f(xk+1) (4.4)
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Isto implica que
+∞
∑

k=0

t2k||gradf(xk)||2 ≤ f(x0)− f ∗

β
< +∞.

Do Lemma 4.3.1 e Definição 4.2.1 temos o resultado.

Teorema 4.3.1Sejaf : M → IR uma funç̃ao continuamente diferenciável e quase-convexa.

Suponha que as hipótesesA1 eA2 são satisfeitas. Então a seq̈uência{xk} gerada pelo ḿetodo

de ḿaxima descida com busca de Armijo generalizada converge. Além disso, ela converge para

um ponto estaciońario (um pontōx tal quegradf(x̄) = 0).

Demonstraç̃ao. Da Proposição anterior,{xk} é quase-Fejér convergente aU, assim{xk} é

limitado (ver Teorema 4.2.1). Então existemx̄ e uma subseqüência{xkj} de{xk} convergindo

parax̄. Da continuidade def obtemos

lim
j→+∞

f(xkj) = f(x̄).

Devido a que{f(xk)} é uma seqüência não crescente, ver (4.4), com uma subseqüência con-

vergindo paraf(x̄), toda a seqüência converge paraf(x̄) e assim

f(x̄) ≤ f(xk), ∀k ∈ IN.

Isto implica quēx ∈ U. Agora, do Teorema 4.2.1, concluimos que{xk} converge parāx.

Finalmente, provaremos quegradf(x̄) = 0. Por contradição, suponhamos quegradf(x̄) 6=
0.

Claramente, temos quegradf(xk) → gradf(x̄) 6= 0 e f(xk) → f(x̄). Agora, de (4.4),

cumpre-se que

lim
k→+∞

tk = 0. (4.5)

Por outro lado, usandoA2.4 eA2.1, temos, parak suficientemente grande,

f(expxk(−t̄kgradf(xk)))− f(xk) ≥ −αt̄k||gradf(xk)||2. (4.6)

Além disso, do teorema do valor medio, para cadak, existet∗k ∈ [0, t̄k] tal que

−〈gradf(expxk(−t∗kgradf(xk))), Pγk,0,t∗
k
gradf(xk)〉 ≥ −α||gradf(xk)||2
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ondePγk,0,t∗
k

é o transporte paralelo ao longo da geodésicaγk tal queγk(0) = xk e γ′k(0) =

−gradf(xk). Agora, (4.5) eA2.4 implicam quelimk→+∞ t∗k = 0. Fazendok → +∞ na de-

sigualdade acima e tomando em conta a continuidade degradf , exp e o transporte paralelo,

temos que1 ≤ α, o que contradizA2.1. Portanto,gradf(x̄) = 0.

Como conseqüência do teorema anterior e do Teorema 4.2.3 temos o seguinte resultado.

Corolário 4.3.1 Sejaf : M → IR uma funç̃ao continuamente diferenciável e pseudoconvexa.

Então, com as hiṕotesesA1 eA2, a seq̈uência{xk} converge para um ponto de mı́nimo global

do problema(p).

4.3.2 Método com uma regularizaç̃ao proximal

Seja{λk} uma seqüência de números reais tal que

λ′ ≤ λk ≤ λ′′,

onde0 < λ′ ≤ λ′′. O método de máxima descida com uma regularização proximal gera uma

seqüência{xk} definida por (4.1)-(4.2) onde

tk = arg min{f(expxk(−tgradf(xk))) + t2λk||gradf(xk)||2 : t ≥ 0}. (4.7)

Este método foi introduzido por Iusem e Svaiter em [42] pararesolver problemas de otimização

convexa em espaços Euclidianos e logo generalizado para variedades Riemannianas em Cruz

Neto et al. [18]. Nesta subseção, estendemos os resultados de convergência global destes

trabalhos para o caso quase-convexo.

Proposiç̃ao 4.3.2 Sejaf : M → IR uma funç̃ao continuamente diferenciável e quase-convexa.

Suponha que a hiṕoteseA1 é satisfeita. Ent̃ao, a seq̈uência{xk}, gerada por (4.1),(4.2) e (4.7),

é quase-Fej́er convergente ao conjuntoU.

Demonstraç̃ao. De (5.11) e (4.7) :

f(xk+1) + t2kλk||gradf(xk)||2 ≤ f(xk). (4.8)
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Daqui, é fácil verificar que

+∞
∑

k=0

t2k||gradf(xk)||2 ≤ (1/λ′)(f(x0)− f ∗) < +∞.

Do Lema 4.3.1 e Definição 4.2.1, obtemos o resultado desejado.

Teorema 4.3.2Sejaf : M → IR uma funç̃ao continuamente diferenciável e quase-convexa.

Suponha que a hiṕoteseA1 é satisfeita. Ent̃ao, a seq̈uência{xk}, gerada por (4.1),(4.2) e

(4.7), converge a um ponto estacionário.

Demonstraç̃ao. De (4.8) temos que{f(xk)} é uma seqüência não crescente. Usando os mes-

mos argumentos da demonstração do Teorema 4.3.1, podemosmostar que{xk} converge a um

pontox∗ ∈ U. Finalmente, temosgradf(x∗) = 0, como uma aplicação do Teorema4.1, iiii,

em [18], onde isto foi provado para uma função arbitária.

Similar ao Corolario 4.3.1 temos o seguinte resultado

Corolário 4.3.2 Sejaf : M → IR uma funç̃ao continuamente diferenciável e pseudoconvexa.

Então, com a hiṕoteseA1, a seq̈uência{xk} converge a um ponto de mı́nimo global de(p).

4.4 Alguns Exemplos

Os seguintes algoritmos resolvem, em particular, problemas de minimização não convexa

em espaços Euclidianos.

4.1 Um algoritmo de máxima descida paraIRn.

Considere o problema

min{f(x) : x ∈ IRn}.

47



ConsidereIRn associado à métrica

G(x) =























































1 0 0 ... 0 0 0

0 1 0 ... 0 0 0

0 0 1 ... 0 0 0

. . . ... . . .
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0 ... 0 0 0 1 + 4x2
n−1 −2xn−1
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.

Assim,(IRn, G(x)) é uma variedade Riemanniana conexa, completa, de dimensão finita

e com curvatura seccional nula, ver [17]. O gradiente def é dado porgradf(x) =

G−1(x)∇f(x) e a iteração do método é

xk+1
i = xk

i − tk
∂f(xk)

∂xi
, ∀i = 1, ..., n− 2,

xk+1
n−1 = xk

n−1 − tk
(

∂f(xk)

∂xn−1
+ 2xk

n−1

∂f(xk)

∂xn

)

,

xk+1
n = xk

n − tk
(

2xk
n−1

∂f(xk)

∂xn−1

+ (1 + 4(xk
n−1)

2)
∂f(xk)

∂xn

)

.

4.2 Um algoritmo de máxima descida paraIRn
++.

Considere o problema

min{f(x) : x ≥ 0}.

Tome o ortante positivoIRn
++ e considere a variedade Riemanniana(IRn

++, X
−2) (X−2

é a Hessiana da barreira logarı́tmica). Este espaço é conexo, completo e de dimensão

finita com curvatura seccional nula, ver Capı́tulo 3, Seção 3.4. O gradiente def é dado

porgradf(x) = X2∇f(x) (o oposto da direção affim escala) e a iteração é

xk+1
i = xk

i exp

(

−xk
i

∂f(xk)

∂xi

tk

)

, i = 1, 2, ..., n.
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4.3 Algoritmo de máxima descida para o hipercubo.

Considere o problema

min{f(x) : 0 ≤ x ≤ e}.

Consideremos a variedade(0, 1)n. Introduziremos três variedades Riemannianas conexas,

completas com curvatura seccional nula, ver Capı́tulo 3, Seção 3.4.

a. ((0, 1)n, X−2(I − X)−2). Então,gradf(x) = X2(I − X)2∇f(x). A iteração de

máxima decida é

xk+1
i =

1

2

{

1 + tanh

(

−1

2
xk

i (1− xk
i )
∂f(xk)

∂xi
tk +

1

2
ln

xk
i

1− xk
i

)}

, i = 1, 2, ..., n.

b. ((0, 1)n, csc4(πx)). Então,gradf(x) = sin4(πx)∇f(x). A iteração de máxima de-

cida é:

xk+1
i =

1

π
arc cot

(

π sin2(πxk
i )
∂f(xk)

∂xi
tk + cot(πxk

i )

)

, i = 1, 2, ..., n.

c. ((0, 1)n, csc2(πx)), ver Nesterov e Todd [59]. O gradiente def é dado porgradf(x) =

sin2(πx)∇f(x) e a iteração de máxima decida é:

xk+1
i = ψ−1(− sin(πxk

i )
∂f(xk)

∂xi

tk + ψ(xk
i )), i = 1, 2, ..., n,

onde

ψ(z) := (−1/π) ln(csc(πz) + cot(πz)).

49



Caṕıtulo 5

Método de Ponto Proximal com Dist̂ancias

de Bregman em Variedades de Hadamard

5.1 Introdução

Considere o seguinte problema de otimização:

min
x∈X

f(x),

ondef : IRn → IR é uma função convexa sobre um conjunto convexo fechadoX deIRn.

O método de ponto proximal com distância de Bregman, abreviado a partir de agora como

método PDB, gera uma seqüência{xk} definida por:

Dadox0 ∈ S,

xk = arg min
x∈X∩S̄

{f(x) + λkDh(x, x
k−1)},

ondeh é uma certa função definida em̄S, tal que,X ∩ S̄ 6= φ, λk é um parâmetro positivo e

Dh é uma distância de Bregman definido como:

Dh(x, y) = h(x)− h(y)− 〈∇f(y), x− y〉,

onde〈, 〉 denota o produto interno usual emIRn.

Resultados de convergência e taxa de convergência, com hipóteses apropriadas sobre o prob-

lema, foram provadas por varios pesquisadores para certas escolhas do parâmetro regularizador
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λk (ver por exemplo [12, 14, 44, 47]). Tal algoritmo também foigenerali-zado para resolver

problemas de Desigualdades Variacionais em espaços mais gerais como espaços de Hilbert e

Banach, ver [8, 10, 29]. Lembremos que problemas de Desigualdades Variacionais surgem

naturalmente em varias aplicações da Engenharia e recobrem proble-mas de otimização como

um caso particular.

Neste capı́tulo generalizamos o método PDB para resolver problemas de otimização para

funções convexas e quase-convexas em variedades de Hadamard. Nossa abordagem é nova,

mas ela está relacionada ao trabalho desenvolvido por Ferreira e Oliveira [25]. Naquele artigo

os autores generalizaram o método de ponto proximal usandoa distância Riemanniana em

variedades de Hadamard. Neste trabalho consideramos distˆancias de Bregman e usamos os

seguintes parâmetros de regularização

lim
k→+∞

λk = 0, com λk > 0. (5.1)

0 < λk < λ̄, (5.2)

Paraλk satisfazendo (5.1), obtemos a convergência do algoritmo PDB para problemas de

otimização com funções quase-convexas. Paraλk satisfazendo (5.2), obtemos a convergência

do algoritmo PDB para problemas de otimização com funções convexas. A noção de quase-

convexidade aparece em aplicações em Economia [3, 30, 81]e recentemente também na teoria

de controle [4] e em sistemas dinâmicos [33].

Este capı́tulo está dividido como segue. Na Seção 5.2 lembramos alguns fatos de análise

convexa em variedades de Hadamard. Na Seção 5.3 é introduzida a definição de funções de

Bregman em variedades de Hadamard, além disso, fornecemosalgumas propriedades destas

funções. Na Seção 5.4 apresentamos a regularização de Moreau-Yosida considerando distâncias

e funções de Bregman. Na Seção 5.5 introduzimos o método PDB e as hipóteses para resolver

problemas de otimização em variedades de Hadamard. Logo,na Seção 5.6, provamos a con-

vergência da seqüência gerada pelo método, para funç˜oes quase-convexas e contı́nuas usando

a condição (5.1) e para funções convexas, quando o parâmetro regularizador verifica (5.2).

A Seção 5.7 é uma aplicação de nossa abordagem para o método de ponto proximal com

distâncias Riemannianas para resolver problemas de otimização com funções quase-convexas,

estendendo assim os resultados obtidos em [25]. Finalmente, na Seção 5.8 apresentamos alguns
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exemplos de distâncias de Bregman em algumas variedades deHadamard.

5.2 Análise Convexa em Variedades de Hadamard

Nesta Seção estabelecemos algumas definições e resultados básicos de Análise Convexa

em variedades de Hadamard. As referências, para leitores interessados, são Ferreira e Oliveira

[25] e Udriste [82].

Definição 5.2.1 SejaM uma variedade de Hadamard. Um subconjuntoA é dito convexo em

M se para qualquer par de pontos, a (única) geod́esica ligando estes pontos está contida em

A, isto é, dadosx, y ∈ A e γ : [0, 1] → M a curva geod́esica tal queγ(0) = x e γ(1) = y,

temos queγ(t) ∈ A, para todot ∈ [0, 1].

Definição 5.2.2 SejaA um conjunto convexo em uma variedade de HadamardM e f : A →
IR uma funç̃ao de valor real.f é chamada uma função convexa emA se para todox, y ∈ A e

t ∈ [0, 1]

f(γ(t)) ≤ tf(y) + (1− t)f(x),

ondeγ : [0, 1]→ IR é a curva geod́esica tal queγ(0) = x eγ(1) = y.Quando a desigualdade

anterior é estrita parax 6= y e t ∈ (0, 1), a funç̃aof é chamada estritamente convexa.

Teorema 5.2.1SejaM uma variedade de Hadamard eA um conjunto convexo deM . A

funç̃ao f : A → IR é convexa se, e somente se,∀x, y ∈ A e γ : [0, 1] → M (a geod́esica

ligandox ey), a funç̃aof(γ(t)) é convexa em[0, 1].

Demonstraç̃ao. Ver Udriste [82], página 61, Teorema 2.2.

Uma funçãof : A → IR é chamada côncava se−f é convexa. Além disso, sef é con-

vexa e côncava entãof é dita afim sobreA. Pode-se provar que uma funçãof duas vezes

diferenciável em um conjunto convexo abertoA é afim se, e somente se,〈Hf
x (v), v〉x = 0,

para todox ∈ A e v ∈ TxM. De fato,〈Hf
x (v), v〉x = 0, se e somente se〈Hf

x (v), v〉x ≥ 0 e

〈Hf
x (v), v〉x ≤ 0. Em outras palavras,f é afim se, e somente se, o campogradf é paralelo.
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Proposiç̃ao 5.2.1 SejaM uma variedade de Hadamard eh : M → IR uma funç̃ao difer-

encíavel. Sejay ∈M e definag : M → IR tal que

g(x) = 〈gradh(y), exp−1
y x〉y,

parax ∈M. Então, os seguintes fatos se cumprem:

i. grad g(x) = Pγ,0,1gradh(y), ondeγ : [0, 1] → M é a geod́esica tal queγ(0) = y e

γ(1) = x.

ii. g é afim sobreM.

Demonstraç̃ao.

i. Sejav ∈ TxM (arbitrário). Considere a variação da geodésicaα : [0, 1]× (−ǫ, ǫ) → M tal

que

α(t, s) = expy(tu(s)),

ondeu(s) = exp−1
y x+ sPγ,1,0 v. Então

(dg)xv =
d

ds
(g(α(1, s))) |s=0

=
d

ds
〈gradh(y), u(s)〉 |s=0

= 〈gradh(y), u′(0)〉

= 〈gradh(y), Pγ,1,0v〉

= 〈Pγ,0,1gradh(y), v〉.

Portanto,

grad g(x) = Pγ,0,1gradh(y).

ii. O resultado segue dei.

Definição 5.2.3 SejaM uma variedade de Hadamard e sejaf : M → IR uma funç̃ao convexa.

Dadoy ∈M, o vetors ∈ TyM é dito subgradiente def emy se

f(x) ≥ f(y) + 〈s, exp−1
y x〉y, (5.3)

para todox ∈ M . O conjunto de todos os subgradientes def emy é chamado subdiferencial

def emy e é denotado por∂f(y).
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Teorema 5.2.2SejaM uma variedade de Hadamard e sejaf : M → IR uma funç̃ao convexa.

Para caday ∈M, existes ∈ TyM tal que∀x ∈M é satisfeita (5.3).

Demonstraç̃ao. Ver Ferreira e Oliveira [25], Teorema 3.3.

Do Teorema anterior o subdiferencial∂f(x) de uma função convexaf em x ∈ M é não

vazio.

Teorema 5.2.3SejaM uma variedade de Hadamard ef : M → IR uma funç̃ao convexa.

0 ∈ ∂f(x) se e somente sex é um ponto de ḿınimo def emM.

Demonstraç̃ao. Imediato.

Definição 5.2.4 SejaA um conjunto convexo em uma variedade de HadamardM e f : A →
IR uma funç̃ao real. f é chamada quase-convexa emA se para todox, y ∈ A, t ∈ [0, 1], se

cumpre que

f(γ(t)) ≤ max{f(x), f(y)},

ondeγ : [0, 1]→ IR é a geod́esica tal queγ(0) = x eγ(1) = y.

Teorema 5.2.4SejaA um conjunto convexo em uma variedade de HadamardM . A funç̃ao

f : A → IR é quase-covexa se, e somente se, o conjunto{x ∈ A : f(x) ≤ c} é convexo para

cadac ∈ IR.

Demonstração. Ver [82], página 98, Teorema 10.2.

Definição 5.2.5 SejaA um conjunto convexo em uma variedade de HadamardM e f : A →
IR uma funç̃ao real. A funç̃ao f é dita fortemente quase-convexa se para cadax, y ∈ A, com

x 6= y temos

f(γ(t)) < max{f(x), f(y)},

∀t ∈ (0, 1), ondeγ : [0, 1]→ IR é a curva geod́esica tal queγ(0) = x eγ(1) = y.

Observaç̃ao 5.2.1 Observemos, da prévia definiç̃ao, que toda funç̃ao estritamente convexáe

fortemente quase-convexa.
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Teorema 5.2.5Sejaf : A → IR uma funç̃ao fortemente quase-convexa. Considere o prob-

lemamin f(x), x ∈ A, ondeA é um conjunto convexo não vazio emM. Sex̄ é umótimo local,

ent̃ao x̄ é aúnico ḿınimo global do problema.

Proof. Desde quēx é uma solução ótima local, então existeB(x̄, ǫ) := {z ∈M : d(z, x̄) < ǫ}
tal quef(x̄) ≤ f(x), para todox ∈ A ∩ B(x̄, ǫ). Suponha, por contradição, que existe um

pontox∗ ∈ A tal quex∗ 6= x̄ ef(x∗) ≤ f(x̄). Pela forte quase-convexidade def , segue-se que

f(γ(t)) < max{f(x∗), f(x̄)} = f(x̄),

∀t ∈ (0, 1), ondeγ : [0, 1]→ IR é a curva geodésica tal queγ(0) = x̄ eγ(1) = x∗.

Parat suficientemente pequeno,γ(t) ∈ A ∩ B(x̄, ǫ), por isso, a desigualdade estrita acima

contradiz a otimalidade local dēx. Isto completa a demonstração.

Teorema 5.2.6SejaC um conjunto convexo fechado em uma variedade de HadamardM .

Sejay ∈ M um ponto fixo arbitŕario, ent̃ao existe umáunica projeç̃ao z = PCy. Além disso,

a seguinte desigualdadeé satisfeita

〈exp−1
z y, exp−1

z x〉 ≤ 0, (5.4)

para todox ∈ C.

Demonstraç̃ao. Ver em [25], Proposições 3.1 e 3.2.

5.3 Dist̂ancias e Funç̃oes de Bregman em Variedades de Hadamard

Para construir algoritmos de ponto proximal com distâncias de Bregman para resolver

problemas de otimização em variedades de Hadamard, é necessário estender as definições de

distâncias e funções de Bregman nesta estrutura. Estenderemos a definição dada por Censor e

Lent [13].

SejaM uma variedade de Hadamard eS um conjunto não vazio, aberto e convexo emM com

fecho topológico denotado por̄S. Sejah : M → IR uma função estritamente convexa sobre
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S̄ e diferenciável emS. A distância de Bregmanassociada ah, denotada porDh, é definida

como uma funçãoDh(., .) : S̄ × S → IR tal que

Dh(x, y) := h(x)− h(y)− 〈gradh(y), exp−1
y x〉y. (5.5)

Observemos queDh não é uma distância no sentido usual da definição. Em geral, a desigual-

dade triangular assim como a simetria não são válidos. Notemos também que a expressão da

distância de Bregman depende da definição da métrica Riemanniana. Alguns exemplos destas

distâncias em variedades de Hadamard serão apresentadosna Seção 5.8. Daremos a seguir a

seguinte notação para os conjuntos (parciais) de nı́vel deDh.

Γ1(α, y) := {x ∈ S̄ : Dh(x, y) ≤ α},

Γ2(x, α) := {y ∈ S : Dh(x, y) ≤ α},

ondeα ∈ IR.

Definição 5.3.1 SejaM uma variedade de Hadamard. Uma função h : M → IR é chamada

umafunção de Bregmanse existe um conjuntoS não vazio, aberto e convexo tal que:

a. h é cont́ınua sobreS̄;

b. h é estritamente convexa sobreS̄;

c. h é continuamente diferenciável emS;

d. Para todoα ∈ IR os conjuntos de nı́vel Γ1(α, y) e Γ2(x, α) são limitados para todoy ∈ S
ex ∈ S̄, respectivamente;

e. Selimk→∞ yk = y∗ ∈ S̄, ent̃ao limk→∞Dh(y
∗, yk) = 0;

f. Selimk→∞Dh(z
k, yk) = 0, limk→∞ yk = y∗ ∈ S̄ e{zk} é limitada, ent̃ao limk→∞ zk = y∗.

Denotaremos a famı́lia de funções de Bregman porB e chamaremos ao conjuntoS como a

zonada funçãoh.

Lemma 5.3.1 Sejah ∈ B com zonaS. Ent̃ao,
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i. gradDh(., y)(x) = gradh(x) − Pγ,0,1gradh(y), para todox, y ∈ S, ondeγ : [0, 1] →
M é uma curva geod́esica tal queγ(0) = y eγ(1) = x.

ii. Para caday ∈ S, Dh(., y) é estritamente convexa sobreS̄.

iii. Para todox ∈ S̄ e y ∈ S,Dh(x, y) ≥ 0 eDh(x, y) = 0 se, e somente se,x = y.

Demonstraç̃ao.

i. Da Proposição 5.2.1,i, obtemos o resultado.

ii Comoh é estritamente convexa em̄S e 〈gradh(y), exp−1
y x〉y, é uma função linear afim

(Proposition 5.2.1,ii) o resultado é estabelecido.

iii. Use, de novo, a estrita convexidade deh.

A partir de agora, usaremosgradDh(x, y) para denotargradDh(., y)(x). Por isso, usando o

Lemma 5.3.1, i, temos que

gradDh(x, y) = gradh(x)− Pγ,0,1gradh(y).

ondeγ é a curva geodésica tal queγ(0) = y eγ(1) = x.

Definição 5.3.2 SejaΩ ⊂ M e S um conjunto convexo aberto e sejay ∈ S. Um ponto

Py ∈ Ω ∩ S̄ que satisfaz

Dh(Py, y) = min
x∈Ω∩S̄

Dh(x, y), (5.6)

é chamadoDh−projeçãodo pontoy sobre o conjuntoΩ.

O seguinte Lema estabelece a existência e unicidade daDh−projeção para uma função de

Bregman considerando uma hipótese sobreΩ.

Lemma 5.3.2 SejaΩ um conjunto convexo fechado emM eh ∈ B com zonaS. SeΩ∩ S̄ 6= φ,

ent̃ao para caday ∈ S, existe umáunicaDh−projeç̃aoPy sobreΩ.

Demonstraç̃ao. Para cadax ∈ Ω ∩ S̄, o conjunto

B := {z ∈ S̄ : Dh(z, y) ≤ Dh(x, y)}
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é limitado (da Definição 5.3.1, d) e fechado (porqueDh(., y) é contı́nua emS̄, devido à

Definição 5.3.1, a). Portanto, o conjunto

T := (Ω ∩ S̄) ∩ B

é não vazio, já quex ∈ B∩Ω, e limitado. Como a interseção de conjuntos fechados é fechado,

entãoT é também fechado, daqui compacto. Conseqüentemente,Dh(., y) atinge um valor de

mı́nimo sobre o conjunto compactoT . Sejax∗ ∈ T um ponto de mı́nimo deDh(., y). Para

todoz ∈ Ω ∩ S̄ tal quez /∈ B temos

Dh(x
∗, y) < Dh(z, y);

daqui,x∗ satisfaz (5.6) e devido à estrita convexidade deDh(., y) temos quex∗ é único e

portanto,

x∗ = Py.

Lemma 5.3.3 Sejah ∈ B com zonaS e y ∈ S. Suponha quePy ∈ S, ondePy é a

Dh−projeç̃ao sobre algum conjunto convexo e fechadoΩ tal queΩ ∩ S̄ 6= φ. Ent̃ao, a funç̃ao

g(x) := Dh(x, y)−Dh(x, Py)

é linear afim sobrēS.

Demonstraç̃ao. De (5.5)

Dh(x, y)−Dh(x, Py) = h(Py)−h(y)+ 〈gradh(Py), exp−1
Py x〉Py−〈gradh(y), exp−1

y x〉y.

Devido à linearidade afim das funções〈gradh(Py), exp−1
Py x〉Py e 〈gradh(y), exp−1

y x〉y em

x, o resultado é obtido.

Proposiç̃ao 5.3.1 Sejah ∈ B com zonaS, Ω ⊂ M é algum conjunto convexo fechado dado

tal queΩ ∩ S̄ 6= φ. Sejay ∈ S e assume-se quePy ∈ S, ondePy denota aDh−projeç̃ao de

y sobreΩ. Para qualquerx ∈ Ω ∩ S̄ a seguinte desigualdade

Dh(Py, y) ≤ Dh(x, y)−Dh(x, Py)

é satisfeita.
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Demonstraç̃ao. Sejaγ : [0, 1] → M uma curva geodésica tal queγ(0) = Py e γ(1) = x.

Devido ao Lema 5.3.3 a função

G(x) = Dh(x, y)−Dh(x, Py)

é convexa sobrēS. Então, em particularG(γ(t)) é convexa emt ∈ (0, 1) (ver Teorema 5.2.1).

Assim,

G(γ(t)) ≤ tG(x) + (1− t)G(Py),

daqui,

Dh(γ(t), y)−Dh(γ(t), P y) ≤ t(Dh(x, y)−Dh(x, Py)) +Dh(Py, y)− tDh(Py, y),

onde usamos o fato de queDh(Py, Py) = 0. A desigualdade acima é equivalente a

(1/t)(Dh(γ(t), y)−Dh(Py, y))− (1/t)Dh(γ(t), P y) ≤ Dh(x, y)−Dh(x, Py)−Dh(Py, y).

(5.7)

ComoΩ ∩ S̄ é convexo ex, Py ∈ Ω ∩ S̄ entãoγ(t) ∈ Ω ∩ S̄ para todot ∈ (0, 1). Usando o

fato de quePy é a projeção temos que

(1/t)(Dh(γ(t), y)−Dh(Py, y)) ≥ 0.

Usando esta desigualdade em (5.7) obtemos

−(1/t)Dh(γ(t), P y) ≤ Dh(x, y)−Dh(x, Py)−Dh(Py, y).

Agora, comoDh(., z) é diferenciável para todoz ∈ S, podemos tomar limite emt obtendo

−〈gradDh(Py, Py), exp−1
Py x〉Py ≤ Dh(x, y)−Dh(x, Py)−Dh(Py, y).

O lado direito da desigualdade é zero, obtendo assim o resultado desejado.

5.4 Regularizaç̃ao

SejaM uma variedade de Hadamard ef : X ⊂ M → IR uma função de valor real. SejaS

um conjunto aberto e convexo eh : S̄ → IR uma função diferenciável emS. Paraλ > 0, a

regularização de Moreau-Yosidafλ : S → IR def é definida por

fλ(y) = inf
x∈X∩S̄

{f(x) + λDh(x, y)} (5.8)
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ondeDh(x, y) é dada em (5.5). Para que a função (5.8) esteja bem definida, h andf devem

satisfazer algumas condições.

Proposiç̃ao 5.4.1 Sef : X ⊂ M → IR é uma funç̃ao cont́ınua e limitada inferiormente sobre

um conjunto convexo fechadoX e h ∈ B com zonaS tal queX ∩ S̄ 6= φ, ent̃ao para todo

y ∈ S eλ > 0 existe um ponto, denotado porxf (y, λ), tal que

fλ(y) = f(xf (y, λ)) +Dh(xf (y, λ), y). (5.9)

Além disso, a unicidade dexf (y, λ) é garantida sef é tal quef(.) + λDh(., y) é fortemente

quase-convexa.

Demonstraç̃ao. Sejaβ uma cota inferior paraf sobreX, então para todox ∈ X ∩ S̄ :

f(x) + λDh(x, y) ≥ β + λDh(x, y),

Segue-se da Definição 5.3.1, d, que os conjuntos de nı́vel da função(f(.) + λDh(., y)) são

limitados. Além disto, esta função é contı́nua emX ∩ S̄, devido à Definição 5.3.1, a. Por

isso os conjuntos de nı́vel de(f(.) + λDh(., y)) são fechados, logo compactos. Agora, usando

argumentos de continuidade e compacidade,(f(.)+λDh(., y)) atinge um mı́nimo sobreX∩S̄.
Finalmente sef é tal que(f(.) + λDh(., y)) é fortemente quase-convexa, paraλ > 0, então do

Teorema 5.2.5,xf (y, λ) único.

Para estudar a boa definição da função (5.8) sobre outrascondições parah, consideremos o

caso irrestritoX = S = M , isto é, quando (5.8) é reduzido para

fλ(y) = inf
x∈M
{f(x) + λDh(x, y)}.

Para isso introduzimos a seguinte definição.

Definição 5.4.1 Uma funç̃aog : M → IR é dita1−coerciva emy ∈M se

lim
d(x,y)→∞

g(x)

d(x, y)
= +∞.

Notemos que, seg : M → IR é uma função contı́nua e1−coerciva emy ∈ M , então é fácil

verificar que o conjunto de minimizadores deg emM é não vazio.
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Lemma 5.4.1 Sef : M → IR é limitada inferiormente,λ > 0 e h : M → IR é uma

funç̃ao diferencíavel e1−coerciva emy ∈ M , ent̃ao a funç̃ao (f(.) + λDh(., y)) : M → IR é

1−coerciva emy ∈M .

Demonstraç̃ao. Sejaβ um limite inferior paraf . Então:

f(x) + λDh(x, y)

d(x, y)
≥ β

d(x, y)
+ λ

Dh(x, y)

d(x, y)

=
β

d(x, y)
+ λ

h(x)

d(x, y)
− λ h(y)

d(x, y)
− λ

〈

gradh(y),
exp−1

y x

d(x, y)

〉

y

≥ β

d(x, y)
+ λ

h(x)

d(x, y)
− λ h(y)

d(x, y)
− λ||gradh(y)||,

onde a igualdade vem da definição deDh, e a última desigualdade é obtida aplicando a de-

sigualdade de Cauchy, e do fato de que|| exp−1
y x|| = d(x, y). Tomandod(x, y) → +∞ e

usando a 1-coercividade deh emy obtemos

lim
d(x,y)→+∞

(f(.) + λDh(., y))(x)

d(x, y)
= +∞.

Proposiç̃ao 5.4.2 Sejah : M → IR uma funç̃ao diferencíavel e1−coerciva emy ∈ M ,

f : M → IR uma funç̃ao continua e limitada inferiormente. Então existe um pontoxf(y, λ)

tal que

fλ(y) = f(xf(y, λ)) + λDh(xf(y, λ), y).

Além disso, a unicidade dexf (y, λ) é garantida sef é tal quef(.) + λDh(., y) é fortemente

quase-convexa.

Demonstraç̃ao. O resultado segue do Lema 5.4.1 e da observação da Definiç˜ao 5.4.1.

5.5 Método de Ponto Proximal

Consideremos o seguinte problema de otimização

(p) min
x∈M

f(x)
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ondeM é uma variedade de Hadamard. Os principais resultados ser˜ao dados quandof é uma

função contı́nua quase-convexa ou convexa emM . O método PDB gera uma seqüência de

pontos{xk} definidos por

x0 ∈M, (5.10)

xk ∈ argmin
x∈M
{f(x) + λkDh(x, x

k−1)}, (5.11)

ondeh é uma função de Bregman com zonaM , Dh é dado por (5.5) eλk é um parâmetro

positivo.

Observe que sif é contı́nua e limitada inferiormente, a iteração acima existe, ver Proposição

5.4.1.

No caso particular em queM é o espaço EuclidianoIRn eh(x) = (1/2)xTx temos

xk = arg min
x∈IRn

{f(x) + (λk/2)||x− xk−1||2}.

Portanto, o método PDB é uma natural generalização do m´etodo de ponto proximal emIRn.

Usaremos os seguintes parâmetros de regularização parao método PDB:

0 < λk < λ̄, or (5.12)

lim
k→+∞

λk = 0, with λk > 0. (5.13)

Note que (5.12) implica que
∞
∑

k=1
(1/λk) = +∞. Observe que esta expressão é a condição

mı́nima em métodos de ponto proximal em espaços Euclidianos e espaços de Banach.

A hipótese que usaremos para resolver o problema(p) é a seguinte:

Hipótese A.O conjunto de soluções ótimas do problema(p), denotado porX∗, é não vazio.

Observaç̃ao 5.5.1 Para verificar queh : M → IR é uma funç̃ao de Bregman, com zonaM ,

é suficiente mostrar que as condiçõesa− d na Definiç̃ao 5.3.1 sejam satisfeitas, já quee e f

são conseq̈uências imediatas dea, b, c ed.
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5.6 Resultados de Converĝencia

Nesta seção, com as hipóteses dadas na seção anterior,provaremos a convergência do

método proposto. Nossos resultados são motivados pelos trabalhos de Iusem [44], Chen e

Teboulle [14] e Censor e Zenios [12].

5.6.1 O caso quase-convexo

Teorema 5.6.1Se a hiṕotesesA é satisfeita ef é uma funç̃ao quase-convexa e contı́nua ent̃ao,

a seq̈uência{xk}, gerada pelo ḿetodo PDB,́e limitada.

Demonstraç̃ao. Desde quexk satisfaz (5.11) temos

f(xk) + λkDh(x
k, xk−1) ≤ f(x) + λkDh(x, x

k−1), ∀x ∈M. (5.14)

Daqui,∀x ∈M tal quef(x) ≤ f(xk) cumpre-se

Dh(x
k, xk−1) ≤ Dh(x, x

k−1).

Potanto,xk é a únicaDh−projeção dexk−1 sobre o conjunto convexo fechado

Ω := {x ∈M : f(x) ≤ f(xk)}.

Usando a Proposição 5.3.1 e o fato de queX∗ ⊂ Ω obtemos

0 ≤ Dh(x
k, xk−1) ≤ Dh(x

∗, xk−1)−Dh(x
∗, xk), (5.15)

para todox∗ ∈ X∗. Assim,

Dh(x
∗, xk) ≤ Dh(x

∗, xk−1). (5.16)

Isto significa que{xk} é Dh− Fejér monótono relativamente ao conjuntoX∗. Finalmente,

aplicando a definição 5.3.1, d, temos que{xk} é limitado, já que

xk ∈ Γ2(x
∗, α),

ondeα = Dh(x
∗, x0).

Proposiç̃ao 5.6.1 Com as mesmas hipóteses do teorema anterior, os seguintes fatos são ver-

dadeiros:

63



a. Para todox∗ ∈ X∗ a seq̈uência{Dh(x
∗, xk)} é convergente;

b. limk→∞Dh(x
k, xk−1) = 0;

c. {f(xk)} é ñao crescente;

d. Selimj→+∞ xkj = x̄ ent̃ao, limj→+∞ xkj+1 = x̄.

Demonstraç̃ao.

a. De (5.16),{Dh(x
∗, xk)} é limitada inferiormente e não crescente, portanto convergente.

b. Considerando o limite quandok vai para infinito em (5.15) e usando o resultado anterior

obtemoslimk→∞Dh(x
k, xk−1) = 0.

c. Considerandox = xk−1 em (5.14) segue-se que

0 ≤ Dh(x
k, xk−1) ≤ (1/λk)(f(xk−1)− f(xk)), (5.17)

desde queDh(x
k−1, xk−1) = 0. Assim,{f(xk)} é não crescente.

d. Tomandozk = xkj+1 e yk = xkj na Definição 5.3.1, f, obtemos o resultado.

Teorema 5.6.2Se a hiṕoteseA é satisfeita ef é uma funç̃ao quase-convexa e contı́nua, ent̃ao

qualquer ponto de acumulação de{xk}, gerado pelo ḿetodo PDB comλk satisfazendo (5.13)

é uma soluç̃ao ótima do problema(p).

Demonstraç̃ao. Sejamx∗ ∈ X∗ uma solução ótima de (p) e x̄ ∈ M um ponto de acumulação

de{xk}; então existe uma subseqüência{xkj} tal que

lim
j→∞

xkj = x̄.

Devido a quexkj é solução de (5.11) temos

f(xkj) + λkj
Dh(x

kj , xkj−1) ≤ f(x∗) + λkj
Dh(x

∗, xkj−1).

Isto implica

λkj
(Dh(x

kj , xkj−1)−Dh(x
∗, xkj−1)) ≤ f(x∗)− f(xkj ).

Usando a caracterização de funções convexas diferenciáveis paraDh(., x
kj−1) obtemos:

λkj
〈gradDh(x

∗, xkj−1), exp−1
x∗ xkj〉x∗ ≤ f(x∗)− f(xkj ).
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Fazendoj →∞, usando a continuidade das funçõesgradDh(x
∗, .) eexp−1

x∗ e comoλk satisfaz

(5.13) obtemos

f(x̄) ≤ f(x∗).

Assim, qualquer ponto de acumulação de{xk} é uma solução ótima do problema(p).

Teorema 5.6.3Se a hiṕoteseA é satisfeita ef é uma funç̃ao quase-convexa e contı́nua, ent̃ao a

seq̈uência{xk} gerada pelo ḿetodo PDB, comλk satisfazendo (5.13), converge a uma solucão

ótima do problema(p).

Demonstraç̃ao. Do Teorema 5.6.1{xk} é limitada, por isso existe uma subseqüência conver-

gente. Seja{xkj} uma subseqüência de{xk} tal quelimj→∞ xkj = x∗. Da Definicão 5.3.1, e,

é verdade que

lim
j→∞

Dh(x
∗, xkj) = 0.

Do Teorema 5.6.2 temos quex∗ é uma solucão ótima de(p), por isso, da Proposicão 5.6.1, a,

Dh(x
∗, xk) é uma seqüência convergente, com uma subseqüência convergindo para0. Conse-

quentemente toda a seqüência converge para0, isto é,

lim
k→∞

Dh(x
∗, xk) = 0.

Para provar que{xk} têm um único ponto de acumulação, sejax̄ ∈ X∗ um outro ponto de

acumulação de{xk}. Entãoliml→∞Dh(x
∗, xkl) = 0 comliml→∞ xkl = x̄. Logo, da Definicão

5.3.1, f,x∗ = x̄. Segue-se que{xk} não pode ter mais de um ponto de acumulação e portanto,

lim
k→+∞

xk = x∗ ∈ X∗.

5.6.2 O caso convexo

Teorema 5.6.4Suponhamos que a hipóteseA é satisfeita e quef : M → IR é uma funç̃ao

convexa. Seλk satisfaz (5.12), então qualquer ponto de acumulação de{xk} é uma soluç̃ao

ótima do problema(p).

Demonstraç̃ao. Sejax̄ ∈ M um ponto de acumulação de{xk}. Logo existe uma subseqüência

{xkj} tal que

lim
j→∞

xkj = x̄.
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De (5.11) e Teorema 5.2.3 temos

0 ∈ ∂[f(.) + λkj
Dh(., x

kj )](xkj+1),

equivalentemente,

−λkj+1gradDh(x
kj+1, xkj ) ∈ ∂f(xkj+1).

Sejaγkj
a curva geodésica tal queγkj

(0) = xkj andγkj
(1) = xkj+1. Pelo Lema 5.3.1, i,

obtemos

λkj+1[Pγkj
,0,1gradh(x

kj )− gradh(xkj+1)] ∈ ∂f(xkj+1).

Sejax∗ uma solução ótima do problema(p). Usando (5.3) parax = x∗ ey = xkj+1 temos

f(x∗)− f(xkj+1) ≥ 〈ykj , exp−1

xkj+1 x
∗〉xkj+1 (5.18)

onde,

ykj := λkj+1[Pγkj
,0,1gradh(x

kj )− gradh(xkj+1)].

Por outro lado, da desigualdade de Cauchy

|〈ykj , exp−1

xkj+1 x
∗〉xkj+1| ≤ ||ykj ||xkj+1 || exp−1

xkj+1 x
∗||xkj+1.

Como|| exp−1

xkj+1 x∗||xkj+1 = d(x∗, xkj+1), e do Teorema 5.6.1, existeM > 0 tal que

|〈ykj , exp−1

xkj+1 x
∗〉xkj+1| ≤M ||ykj ||xkj+1.

Usando este fato na desigualdade (5.18) obtemos

f(x∗)− f(xkj+1) ≥ −M ||ykj ||xkj+1. (5.19)

Para concluir a demonstração provaremos que

lim
j→∞
||ykj ||xkj+1 = 0.

De fato, usando a continuidade do transporte paralelo, continuidade do campo gradiente, Proposição

5.6.1, d, e a limitação deλk obtemos quelimj→∞ ||ykj ||xkj+1 = 0, como desejado.

Finalmente, fazendoj → +∞ em (5.19) e usando a continuidade def obtemos que

f(x∗) ≥ f(x̄).

Portanto, qualquer ponto de acumulação de{xk} é uma solução ótima do problema(p).
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Teorema 5.6.5Com a HiṕoteseA e a convexidade def, a seq̈uência{xk} gerada pelo ḿetodo

PDB, comλk satisfazendo (5.13), converge para uma solucão ótima do proble-ma(p).

Demonstraç̃ao. A prova é análoga ao Teorema 5.6.3.

5.7 Métodos de Ponto Proximal com dist̂ancias Riemanni-

anas

Nesta seção adaptamos os resultados da seção anterior para o clássico método de ponto

proximal em variedades de Hadamard, baseada na distância Riemanniana. Observe que nestas

variedades a função distância é convexa (ver Sakai [78]). Nossos resultados são uma extensão

do trabalho de Ferreira e Oliveira [25], onde consideraram ocaso convexo.

Consideremos inicialmente a regularização de Moreau-Yosida. Paraλ > 0, seja:

ϕλ(y) = inf
x∈M
{f(x) + λd2(x, y)}

temos o seguinte resultado:

Proposiç̃ao 5.7.1 Sef : M → IR é uma funç̃ao cont́ınua e limitada inferiormente então, para

caday ∈M eλ > 0, existe um ponto, denotado porx(y, λ), tal que

ϕλ(y) = f(x(y, λ)) + λd2(x(y, λ), y).

Demonstraç̃ao. Claramente, a funçãod2(., .) é1-coerciva. Portanto o Lema 5.4.1 e a Proposição

5.4.2 são fácilmente adaptáveis.

Agora apresentamos os resultados de convergência para o m´etodo PPA, definido por

x0 ∈M, (5.20)

xk ∈ argmin
x∈M
{f(x) + (λk/2)d2(x, xk−1)}, (5.21)

Observe, analogamente ao método PBD, que sef é contı́nua e limitada inferiormente, a

iteração acima existe.
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5.7.1 O caso quase-convexo

Teorema 5.7.1Se a hiṕoteseA é satisfeita ef é uma funç̃ao cont́ınua e quase-convexa, então

a seq̈uência{xk} gerada pelo ḿetodo PPA, (5.20)-(5.21),é limitada.

Demonstraç̃ao. Considerando o Teorema 5.6.1, e substituindoDh(., .) por d2(., .), observa-

mos que todos os passos da prova podem ser obtidos, o único ponto que falta justificar é a

desigualdade (5.15), o qual é para o nosso caso

0 ≤ d2(xk, xk−1) ≤ d2(x∗, xk−1)− d2(x∗, xk) (5.22)

para todox∗ ∈ X∗. De fato, isto é uma conseqüência do Teorema 2.2.2 e do Teorema 5.2.6:

seja em (2.5),x = x∗, y = xk−1 ez = xk, e usando (5.4) obtemos (5.22).

Proposiç̃ao 5.7.2 Com as hiṕoteses do teorema anterior, os seguintes fatos são verdadeiros

a. Para todox∗ ∈ X∗ a seq̈uência{d2(x∗, xk)} é convergente;

b. limk→+∞ d2(xk, xk−1) = 0;

c. {f(xk)} é ñao crescente;

d. Selimj→+∞ xkj = x̄, ent̃ao limj→+∞ xkj+1 = x̄.

Demonstraç̃ao. Paraa, b ec, ver, respectivamente, a demonstração dea, b ec, da Proposição

5.6.1, com a óbvia substituição deDh(., .) por d2(., .). Parad, considere a propriedade da

desigualdade triangular, aplicada à distância Riemannianad, a qual dá, particularmente

d(xkj+1, x) ≤ d(xkj+1, xkj ) + d(xkj , x).

Tomandoj →∞ e usandob, obtemos o resultado.

Teorema 5.7.2Se a hiṕoteseA é satisfeita ef é uma funç̃ao cont́ınua e quase-convexa, então

a seq̈uência{xk} gerada pelo ḿetodo PPA, (5.20)-(5.21), comλk satisfazendo (5.13),́e uma

soluç̃ao ótima de(p).

Demonstraç̃ao. A adaptação do Teorema 5.6.2 é imediata.
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Teorema 5.7.3Se a hiṕoteseA é satisfeita ef é uma funç̃ao cont́ınua e quase-convexa, então

a seq̈uência{xk} gerada pelo ḿetodo PPA, (5.20)-(5.21), comλk satisfazendo (5.13), converge

a uma soluç̃ao ótima de(p).

Demonstraç̃ao. Como no Teorema 5.6.3.

5.7.2 O caso convexo

Resultados de convergência para o caso convexo, usandoλk tal que
n
∑

k=1
(1/λk) = +∞, foi

provado em [25]. Aqui apresentamos uma estimativa para o resı́duof(xk)− f(x∗), ondex∗ é

uma solução ótima de(p).

Teorema 5.7.4Sejaf uma funç̃ao convexa, com a hipótese A eλk tal que
n
∑

k=1
(1/λk) = +∞.

Então a seq̈uência{xk}, gerada pelo ḿetodoPPA, converge para uma solução ótima de(p),

e satisfaz

f(xn)− f(x∗) ≤ d(x∗, x0)

2
n
∑

k=1
(1/λk)

.

Demonstraç̃ao. A prova de convergência foi apresentada por Ferreira e Oliveira [25]. Por isso,

provaremos a segunda parte. De (5.21) temos

f(xk) + (λk/2)d2(xk, xk−1) ≤ f(x) + (λk/2)d2(x, xk−1),

para todox ∈M. Fixandox = xk−1 obtemos

(λk/2)d2(xk, xk−1) ≤ f(xk−1)− f(xk).

Definaσk = (1/λk) + σk−1 comσ0 = 0. Da última desigualdade temos

(λk/2)σk−1d
2(xk, xk−1) ≤ σk−1(f(xk−1)− f(xk))

= σk−1f(xk−1)− (σk − (1/λk))f(xk)

= σk−1f(xk−1)− σkf(xk) + (1/λk)f(xk).

Somando a suma dek = 1 atén e multiplicando por2 temos

n
∑

k=1

λkσk−1d
2(xk, xk−1) ≤ −2σnf(xn) +

n
∑

k=1

(2/λk)f(xk). (5.23)
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Por outro lado, pode ser provado (ver [25], Lema6.2) que

(2/λk)(f(xk)− f(x)) ≤ d2(x, xk−1)− d2(xk, xk−1)− d2(x, xk).

Daqui,

n
∑

k=1

(2/λk)(f(xk)− f(x)) ≤
n
∑

k=1

(

d2(x, xk−1)− d2(xk, xk−1)− d2(x, xk)
)

.

Isto implica que

n
∑

k=1

(2/λk)f(xk) ≤ 2σnf(x) + d2(x, x0)− d2(x, xn)−
n
∑

k=1

d2(xk, xk−1).

De (5.23) temos

n
∑

k=1

λkσk−1d
2(xk, xk−1) + 2σnf(xn) ≤ 2σnf(x) + d2(x, x0)− d2(x, xn)−

n
∑

k=1

d2(xk, xk−1).

Assim

2σn(f(xn)− f(x)) ≤ d2(x, x0)− d2(x, xn)−
n
∑

k=1

(1 + λkσk−1)d
2(xk, xk−1).

Como1 + λkσk−1 = λkσk então

2σn(f(xn)− f(x)) ≤ d2(x, x0)− d2(x, xn)−
n
∑

k=1

λkσkd
2(xk, xk−1).

Portanto

f(xn)− f(x) ≤ d2(x, x0)

2σn
.

Fazendox∗ ∈ X∗ na desigualdade anterior, concluimos a demonstração.

5.8 Alguns Exemplos de Dist̂ancias de Bregman

Os exemplos 5.1 até 5.4 são variedades Riemannianas com curvatura seccional nula. No

exemplo 5.5, é negativa. Todas estas variedades são de Hadamard. Em todos os exemplos

apresentamos a formulação geral da distância de Bregman, dependendo da funçãoh, e, devido

ao possı́vel uso do método de ponto proximal clássico, as distâncias Riemannianas.
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Exemplo 5.1 O espaço Euclidianóe uma variedade de Hadamard com a métricaG(x) = I.

As curvas geod́esicas s̃ao as retas e as distâncias de Bregman têm a forma

Dh(x, y) = h(x)− h(y)−
n
∑

k=1

(xi − yi)
∂h(y)

∂yi

A dist̂anciaé dada por

d(x, y) =

[

n
∑

i=1

(xi − yi)
2

]1/2

.

Exemplo 5.2 SejaIRn com a ḿetrica

G(x) =











































1 0 0 ... 0 0

0 1 0 ... 0 0

. . ... . .

. . . .. . .

. . . .. . .

0 ... 1 0 0

0 ... 1 + 4x2
n−1 −2xn−1

0 0 −2xn−1 1











































Assim,(IRn, G(x)) é uma variedade de Hadamard isométrica a (IRn, I) pela aplicaç̃ao φ :

IRn → IRn definida porΦ(x) = (x1, x2, ..., xn−1, x
2
n−1 − xn), ver [17]. A única curva

geod́esica, ligando os pontosγ(0) = y e γ(1) = x é γ(t) = (γ1, ...., γn), ondeγi(t) =

yi+t(xi−yi), ∀i = 1, ...n−1 eγn(t) = yn+t((xn−yn)−2(xn−1−yn−1)
2)+2t2(xn−1−yn−1)

2.

Então, a dist̂ancia de Bregmańe:

Dh(x, y) = h(x)− h(y)−
n
∑

k=1

(xi − yi)
∂h(y)

∂yi
+ 2

∂h(y)

∂yn
(xn − yn).

A dist̂ancia Riemanniana, ver [17],́e:

d(x, y) =

[

n−1
∑

i=1

(xi − yi)
2 + (x2

n−1 − xn − y2
n−1 + yn)

2

]1/2

Exemplo 5.3 M = IRn
++ com a ḿetrica de DikinX−2, é uma variedade de Hadamard.

Definindoπ : M → IRn tal queπ(x) = (− ln x1, ...,− ln xn), podemos verificar queπ é

uma isometria.É bem conhecido, ver por exemplo [75], que aúnica curva geod́esica ligando

os pontosγ(0) = y eγ(1) = x é:

γ(t) =
(

xt
1y

1−t
1 , ..., xt

ny
1−t
n

)

,
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onde

γ′(t) =
(

xt
1y

1−t
1 (ln x1 − ln y1), ..., x

t
ny

1−t
n (ln xn − ln yn)

)

.

A dist̂ancia de Bregmańe:

Dh(x, y) = h(x)− h(y)−
n
∑

i=1

yi ln(xi/yi)
∂h(y)

∂yi
.

A dist̂ancia Riemannianáe:

d(x, y) =

[

n
∑

i=1

(

ln
yi

xi

)2
]1/2

Exemplo 5.4 SejaM = (0, 1)n. Consideremos três ḿetricas Riemannianas.

1. (M,X−2(I −X)−2) é uma variedade de Hadamard; esta variedadeé isoḿetrica aIRn

mediante a funç̃aoπ(x) =
(

ln
(

x1

1−x1

)

, ..., ln
(

xn

1−xn

))

. A única curva geod́esica, ligando

os pontosγ(0) = y eγ(1) = x, é: γ(t) = (γ1, ...., γn) onde

γi(t) =
1

2
+

1

2
tanh

[

(1/2)

{

ln
(

xi

1− xi

)

− ln

(

yi

1− yi

)}

t+ (1/2) ln

(

yi

1− yi

)]

,

com derivada

γ′i(t) =
ln (xi/(1− xi))− ln (yi/(1− yi))

4 cosh ((1/2)t+ (1/2) ln(yi/(1− yi)))
.

A dist̂ancia de Bregmańe:

Dh(x, y) = h(x)− h(y)−
n
∑

i=1

(1− yi)
2

4y2
i cosh2(1/2)

{

ln
(

xi

1− xi

)

− ln

(

yi

1− yi

)}

∂h(y)

∂yi

.

A dist̂ancia Riemannianáe

d(x, y) =





n
∑

i=1

(

ln

(

yi

1− yi

)

− ln
(

xi

1− xi

)

)2




1
2

.

2. (M, csc4(πx)) é uma variedade de Hadamard, isométrica a IRn, mediante a funç̃ao

π(x) = 1
π

(cot(πx1), ..., cot(πxn)). A única curva geod́esica ligando os pontosγ(0) = y

eγ(1) = x éγ(t) = (γ1, ..., γn) onde

γi(t) =
1

π
arg cot[(cot πxi − cot πyi)t+ cot(πyi)],

com deriivada

γ′i(t) = (1/π) (cot(πyi)− cot(πxi)) sin2(πγi(t)),
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e a dist̂ancia de Bregmańe:

Dh(x, y) = h(x)− h(y)−
n
∑

i=1

1

π
(cot(πyi)− cot(πxi)) sin2(πyi)

∂h(y)

∂yi
.

A dist̂ancia Riemannianáe:

d(x, y) =

[

n
∑

i=1

[cot(πyi)− cot(πxi)]
2

]1/2

.

3. Finalmente, consideremos a métricacsc2(πx).Esta variedadée de Hadamard isoḿetrica

a IRn, veja [59]. A única curva geod́esica ligando os pontosγ(0) = y e γ(1) = x é

γ(t) = (γ1, ..., γn) onde

γi(t) = ψ−1 (ψ(yi) + t(ψ(xi)− ψ(yi))) ,

e

ψ(τ) := ln (csc(πτ)− cot(πτ)) .

Por isso,

γ′i(t) = (1/π) ln

(

csc(πxi)− cot(πxi)

csc(πyi)− cot(πyi)

)

sin(πγi(t)).

Portanto, a dist̂ancia de Bregmańe:

Dh(x, y) = h(x)− h(y)− 1

π

n
∑

i=1

ln

(

csc(πxi)− cot(πxi)

csc(πyi)− cot(πyi)

)

sin(πyi)
∂h(y)

∂yi

.

A dist̂ancia Riemannianáe:

d(x, y) =

[

n
∑

i=1

(ψ(yi)− ψ(xi))
2

]1/2

.

Exemplo 5.5 M = Sn
++, o conjunto das matricesn× n simétricas e definidas positivas, com

a métrica dada pela Hessiana de− ln det(X), é uma variedade de Hadamard com curvatura

não positiva. A curva geodésica ligando os pontosγ(0) = Y eγ(1) = X, see [59],é dado por

γ(t) = Y 1/2(Y −1/2XY −1/2)tY 1/2,

com

γ′(t) = Y 1/2 ln(Y −1/2XY −1/2)(Y −1/2XY −1/2)tY 1/2.
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Logo, a dist̂ancia de Bregmańe dada por:

Dh(X, Y ) = h(X)− h(Y )− tr[∇h(Y )Y 1/2 ln(Y −1/2XY −1/2)Y 1/2].

A dist̂ancia Riemannianáe:

d2(X, Y ) =
n
∑

i=1

ln2 λi(X
− 1

2Y X− 1
2 ),

ondeλ(A) denota os autovalores da matriz simétricaA.
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Caṕıtulo 6

Uma Nova Barreira Auto-concordante

para o Hipercubo

6.1 Introdução

A função barreira logarı́tmica, proposta por Frisch [27]no ano de 1955, e extensamente es-

tudada por Fiacco e McCormick [26], cumpre um papel fundamental na obtenção de métodos

de pontos interiores polinomiais para certas classes de problemas de otimização convexa, por

exemplo, programas lineares, programas quadráticos convexos e programas semidefinidos pos-

itivos. Outras funções barreiras foram propostas, garantindo propriedades de convergência para

seus algoritmos mas eles não são polinomiais (ver [40], [22], [73]). Observamos que todas es-

tas barreiras não são barreiras auto-concordantes, propriedade que foi introduzida por Nesterov

e Nemirovskii [58]. Estes autores desenvolveram uma abordagem geral que permite o uso de

métodos de pontos interiores para resolver programas convexos baseados nestas classes de bar-

reiras. Eles provaram que barreiras auto-concordantes associadas com métodos de Newton

permitem desenvolver algoritmos com complexidade polinomial na análise de pior caso.

Embora a grande importância teórica desta abordagem, atualmente a única barreira auto-

concordante conhecida é a função logarı́tmica. Por isso, surge naturalmente uma pergunta:

é possı́vel obter uma outra barreira auto-concordante compropriedades similares à barreira

logarı́tmica? Ela foi a motivação deste trabalho.

Neste capı́tulo respondemos parcialmente a esta pergunta introduzindo uma nova barreira
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auto-concordante para o hipercubo[0, 1]n, com parâmetro de auto-concordância(3/2)n. De

fato, esta barreira é diferente da logarı́tmica e embora o parâmetro de auto-concordancia seja

pior (a função logarı́tmo tem parâmetron), construiremos novos métodos de pontos interiores:

um algoritmo polinomial de passos longos seguidor da trajetória central e um método de ponto

proximal com distância de Bregman.

O esquema deste capı́tulo é a seguinte. Na seção 6.2, introduzimos a funçãoB(x) =
n
∑

i=1
(2xi − 1)[ln xi − ln(1 − xi)] e provamos que ela é(3/2)n barreira-auto-concordante para

[0, 1]n. Na Seção 6.3 apresentamos um problema de otimização convexa com restrições lin-

eares e variáveis limitadas, impomos algumas hipóteses sobre este problema e definimos uma

nova trajetória central primal-dual. Provamos que a trajetória primal converge e o ponto de

convergência é o centro analı́tico do conjunto de soluç˜oes ótimas do problema primal. Obte-

mos também convergência da trajetória primal-dual no caso linear. Na Seção 6.4 apresentamos

uma aplicação para otimização linear. Para esta classede problemas, introduzimos um novo

algoritmo primal polinomial de passos longos, derivando limites superiores para obter umaǫ-

solução. A complexidade de nosso algoritmo éO(n ln(nµ0/ǫ)), para o número de iterações,

idêntica ao algoritmo seguidor da trajetória central porpassos longos que utiliza a função bar-

reira logarı́tmica. Finalmente, na Seção 6.5 introduzimos um método de ponto proximal com

distância tipo Bregman obtendo resultados globais de convergência.

6.2 A Nova Barreira

Nesta seção, introduzimos uma nova barreira para o hipercubo[0, 1]n e mostramos que ela

é (3/2) -barreira auto-concordante.

Definimos em(0, 1)n a função:

B(x) =
n
∑

i=1

(2xi − 1)[lnxi − ln(1− xi)]. (6.1)

Temos imediatamente as seguintes propriedades:

• Sex→ front[0, 1]n (x se aproxima da fronteira) entãoB(x)→∞.

• B(x) ≥ 0, para todox ∈ (0, 1)n.
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• B ∈ C∞((0, 1)n), e a derivada de segunda ordem deB éX−2(I − X)−2. Assim,B é

uma função estritamente convexa em(0, 1)n.

Lembremos inicialmente a definição dada por Nesterov e Nemirovskii, [58].

Definição 6.2.1 SejaE um espaço vectorial real,Q ⊂ E um subconjunto convexo aberto de

E e g : Q→ IR uma funç̃ao. g é chamada barreira auto-concordante parāQ com par̂ametro

c > 0 (c barreira auto-concordante ) se:

1. g ∈ C3 é uma funç̃ao barreira paraQ̄, istoé,g(x)→ +∞ quandox→ frontQ.

2. g é uma funç̃ao convexa sobreQ.

3. Para qualquerx ∈ Q eh ∈ E:

|∇3g(x)[h, h, h]| ≤ 2(∇2g(x)[h, h])
3
2 .

4. Existec > 0 tal queg satisfaz:

|∇g(x)[h]| ≤ c
1
2 (∇2g(x)[h, h])

1
2 .

Teorema 6.2.1A funç̃ao B(x) =
n
∑

i=1
(2xi − 1)[lnxi − ln(1 − xi)] é (3/2)n barreira auto-

concordante para[0, 1]n.

Demonstraç̃ao. Primeiro, consideremos o termo geral

b(z) = (2z − 1)[ln z − ln(1− z)], z ∈ 〈0, 1〉

A primeira, segunda e terceira derivada são, respectivamente:

b′(z) = 2 [ln z − ln(1− z)]− 1

z
+

1

1− z ,

b′′(z) =
1

z2(1− z)2
,

b′′′(z) =
2(2z − 1)

z3(1− z)3
.

É fácil checar queb(z) satisfaz as duas primeiras condições, por isso provaremos somente as

restantes. Como
|b′′′(z)|

2(b′′(z))
3
2

= |2z − 1| ≤ 1,
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obtemos queb(z) satisfaz a terceira condição (freqüentemente chamada condição de1-auto-

concordância). Finalmente, provaremos a última condição:

|b′(z)|
(b′′(z))

1
2

=
|2 ln( z

1−z
) + (2z − 1) 1

z(1−z)
|

1
z(1−z)

=

∣

∣

∣

∣

2z(1− z) ln
(

z

1− z
)

+ 2z − 1

∣

∣

∣

∣

< 1.2,

por isso quec pode ser tomado como(1.2)2 = 1.44 < (3/2). Devido à propriedade de esta-

bilidade com respeito ao produto direto, ver Proposições2.1.1 e 2.3.1 de [58], obtemos que a

funçãoB é (3/2)n barreira auto-concordante para[0, 1]n e, portanto, a prova está estabelecida.

6.3 Uma Nova Trajet́oria Central para Problemas Convexos

Canalizados com Restriç̃oes Lineares

Neste capı́tulo estamos interessados em resolver o seguinte problema de otimização:

min{f(x) : Ax = b, 0 ≤ x ≤ e} (6.1)

ondef : IRn → IR é uma função convexa continuamente diferenciável,A é uma matrizm× n
comm < n, e é o vetorn−dimensional onde todas as componentes são 1,b ec são vetoresm−
e n−dimensional, respectivamente; o vetorn−dimensionalx é a variável. Observamos que

todos os resultados obtidos neste capı́tulo podem ser facilmente estendidos para hipercubos

mais gerais, dados porα ≤ x ≤ β, para quaisquer vetoresn−dimensionaisα e β tais que

α < β.

Denotamos por

F = {x ∈ IRn : Ax = b, 0 ≤ x ≤ e}

o conjunto viável do problema (6.1) e

F 0 = {x ∈ IRn : Ax = b, 0 < x < e}

seu interior relativo. Impomos as seguintes hipóteses sobre o problema (6.1)

Hipóteses:
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1. O conjuntoF 0 é não vazio.

2. A função objetivo satisfaz a seguinte condição: existe um subespaço vetorialW deIRn,

tal queker(∇2f(x)) = W , para todox ∈ (0, 1)n.

3. A matrizA tem posto completo, isto é,rank(A) = m.

Observemos que 1 é uma hipótese necessária em métodos depontos interiores. A hipótese

2, introduzida por Isem et al. [43] em um contexto mais geral,será importante para provar a

convergência da trajetória central para o centro analı́tico do conjunto de soluções ótimas do

problema (6.1). Esta hipótese é satisfeita pelas funções auto-concordantes (ver Nesterov and

Nemirovskii [58], Corollary 2.1.1), em particular, as func¸ões objetivo lineares e quadrático

convexas. A hipótese 3 pode sempre ser obtida em qualquer problema do tipo (6.1), retirando

linhas no caso em que estas sejam redundantes.

Como f é uma função contı́nua sobre o conjunto compactoF , o ponto de mı́nimo global

é atingido emF . Além disso, a convexidade def implica que todo mı́nimo local é mı́nimo

global. Assim, o conjunto de soluções ótimas do problema(6.1), que denotaremos porsol(P ),

é um conjunto não-vazio convexo e limitado.

A formulação dual de Wolfe para o problema (6.1) é:

max d(x, y, s, w) = f(x)− yT (Ax− b) + wT (x− e)− sTx

ATy + s− w = ∇f(x)

w, s ≥ 0

y ∈ IRm; x, s, w ∈ IRn

(6.2)

Um ponto viável(x, y, s, w) para (6.2), com(s, w) > 0, é chamado solução dual viável interior.

6.3.1 A Trajetória Central

Nesta subseção propomos um novo problema auxiliar de penalidade interior para resolver (6.1)

e estudamos a trajetória central (primal-dual), obtida pelas condições de otimalidade de KKT.

Veremos que uma propriedade desta trajetória é que é primal viável, com respeito a (6.1), e

dual inviável, com respeito ao problema dual (6.2), pelo termoµ[lnX(µ)− ln(I −X(µ))]e, e
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que converge para zero quandoµ converge a zero (ver Corolário 6.3.1).

Para resolver (6.1) propomos o seguinte problema penalizado:

min φB(x, µ) = f(x) + µ
n
∑

i=1
(2xi − 1)[lnxi − ln(1− xi)]

Ax = b

(0 < x < e)

(6.3)

ondeµ > 0 é um parâmetro positivo. As derivadas de primeira e segunda ordem deφB são,

respectivamente:

g(x, µ) := ∇f(x) + 2µ[lnX − ln(I −X)]e− µX−1e+ µ(I −X)−1e (6.4)

H(x, µ) := ∇2f(x) + µX−2(I −X)−2. (6.5)

Simplificamos a notação, denotandog := g(x, µ) eH := H(x, µ).

ComoφB(x, µ) é estritamente convexa ( porquef é uma função convexa eX−2(I − X)−2 é

uma matriz simétrica definida positiva) no interior relativo do conjunto viável, e tende a infinito

na fronteira deF , esta função atinge o valor mı́nimo no seu domı́nio (paraµ fixo) em um único

ponto. Sejax(µ) este ponto. As condições de otimalidade de KKT, necessárias e suficientes,

parax(µ) são:

ATy + s− w = ∇f(x) + 2µ[lnX − ln(I −X)]e (6.6)

Ax = b (6.7)

Xs = µe (6.8)

(I −X)w = µe (6.9)

(s, w) ≥ 0 (6.10)

0 < x < e (6.11)

A única solução deste sistema, denotada por(x(µ), y(µ), s(µ), w(µ)), µ > 0, chamaremos de

trajetória central primal-dual. Claramente, esta trajetória é primal viável e dual inviável em

relação aos problemas (6.1) e (6.2), respectivamente.

A seguir, provamos que a trajetória central primal-dual éuma curva regular.

Teorema 6.3.1A aplicaç̃ao µ → (x(µ), y(µ), s(µ), w(µ)), µ > 0, é continuamente difer-

encíavel.
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Demonstraç̃ao. Usaremos o Teorema da Função Implı́cita. Seja a funçãoF : IRn × IRm ×
IRn × IRn × IR −→ IRn × IRm × IRn × IRn definida por:

F (x, y, s, w, µ) =





















∇f(x) + 2µ[lnX − ln(I −X)]e− ATy − s+ w

Ax− b
XSe− µe

(I −X)w − µe





















(6.12)

e consideremos a equação não linear:

F (x, y, w, s, µ) = 0. (6.13)

Fixe µ0 > 0. Pela definição da trajetória central,(x(µ0), y(µ0), s(µ0), w(µ0), µ0) cumpre

(6.13). Também tem-se queF é contı́nuamente diferenciável, logo para utilizar o Teorema

da Função Implı́cita (ver capı́tulo 2, Teorema 2.3.2) deve-se provar que o JacobianoJF (z̄),

ondez̄ = (x(µ0), y(µ0), s(µ0), w(µ0), µ0), é não singular.

DerivandoF em relação a(x, y, s, w), obtemos:

JF (z̄) =





















∇2f(x(µ0)) + 2µ0(X
−1(µ0) + (I −X(µ0))

−1) −AT
n×m −In×n In×n

Am×n 0m×m 0m×n 0m×n

Sn×n(µ0) 0n×m Xn×n(µ0) 0n×n

−Wn×n(µ0) 0n×m 0n×n In×n −Xn×n(µ0)





















.

Seja(p, q, r, t) ∈ IRn × IRm × IRn × IRn tal que

∇2f(x(µ0))p+ 2µ0(X
−1(µ0) + (I −X(µ0))

−1)p−AT q − r + t = 0 (6.14)

Ap = 0 (6.15)

S(µ0)p+X(µ0)r = 0 (6.16)

−W (µ0)p+ (I −X(µ0))t = 0 (6.17)

Das equações (6.16) e (6.17) tem-se que:

r = −X(µ0)
−1S(µ0) p (6.18)

t = (I −X(µ0))
−1W (µ0) p (6.19)
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Multiplicando a equação (6.14) porpT e usando (6.15) obtemos:

pT∇2f(x(µ0))p+ 2µ0p
T (X−1(µ0) + (I −X(µ0))

−1)p− pT r + pT t = 0 (6.20)

Substituindo (6.18) e (6.19) em (6.20) obtemos:

pT
(

∇2f(x(µ0)) + 2µ0(X
−1(µ0) + (I −X(µ0))

−1)
)

p+pT
(

X−1(µ0)S(µ0) + (I −X(µ0))
−1W

)

p = 0

Devido a que∇2f(x(µ0)) + 2µ0(X
−1(µ0) + (I −X(µ0))

−1) é definida positiva, deduz-se que

p = 0. Daqui é imediato quer = t = 0. Finalmente, substituindop = r = t = 0 em (6.14)

obtemos

AT q = 0.

Multiplicando porA, e lembrando queAAT é invertı́vel, tem-se queq = 0. PortantoJF (z̄)

é não singular. Finalmente, aplicando o Teorema da Funç˜ao Implı́cita, obtemos o resultado

desejado.

6.3.2 A Trajetória Central Primal

Lemma 6.3.1 Sejax(µi) := arg min{φB(x, µi) : Ax = b, 0 < x < e}, i = 1, 2, com

0 < µ2 < µ1. Os seguintes enunciados são verdadeiros:

1. φB(x(µ2), µ2) ≤ φB(x(µ1), µ1), ondeφB vem dada por (6.3).

2.
n
∑

i=1
(2xi(µ1)−1)[ln xi(µ1)−ln(1−xi(µ1))] ≤

n
∑

i=1
(2xi(µ2)−1)[ln xi(µ2)−ln(1−xi(µ2))].

3. f(x(µ2)) ≤ f(x(µ1)).

Demonstraç̃ao. Desde que0 < µ2 < µ1, x(µ2) minimizaφB(x, µ2) eB(x) ≥ 0, ∀x ∈ F

temos:

φB(x(µ2), µ2) = f(x(µ2)) + µ2B(x(µ2))

≤ f(x(µ1)) + µ2B(x(µ1))

≤ f(x(µ1)) + µ1B(x(µ1))

= φB(x(µ1), µ1).

Isto prova1. Para provar 2 e 3, usar o Teorema 8 de [26].
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Lemma 6.3.2 Sex∗ é uma soluç̃ao ótima do problema (6.1) eµ > 0, ent̃ao

f(x∗) ≤ f(x(µ)) ≤ φB(x(µ), µ).

Demonstraç̃ao. Usando o fato quef(x∗) ≤ f(x(µ)), para todoµ > 0, eB ≥ 0, obtemos o

resultado desejado.

A partir deste ponto usaremos a notação:

(xk, yk, sk, wk) = (x(µk), y(µk), s(µk), w(µk)),

onde{µk} ⊂ IR++.

O seguinte teorema é um resultado bem conhecido para funç˜oes barreiras gerais não negativas.

Teorema 6.3.2Seja(µk) uma seq̈uência de ńumeros reais positivos tal queµk → 0 quando

k →∞. Ent̃ao

1. µkB(xk, µk)→ 0, quandok →∞.

2. Todo ponto de acumulação da seq̈uência{xk} é uma soluç̃ao ótima do problema (6.1).

Demonstraç̃ao. Ver Bazaara [7], Teorema 9.4.3.

Corolário 6.3.1 Seja(xk) a seq̈uência da trajet́oria central primal. Temos que:

µk[ln x
k
i − ln(1− xk

i ))]→ 0, k →∞, i = 1, ..., n.

Demonstraç̃ao. Pelo teorema anterior

µk

n
∑

i=1

[

(2xk
i − 1)(lnxk

i − ln(1− xk
i ))
]

→ 0, k →∞.

Comob(xk
i ) := (2xk

i − 1)(lnxk
i − ln(1− xk

i )) ≥ 0 então

µkb(x
k
i )→ 0, k →∞, i = 1, ..., n,

ou equivalentemente:

2µk[x
k
i ln xk

i +(1−xk
i ) ln(1−xk

i )]−µk ln xk
i−µk ln(1−xk

i )→ 0, k →∞, i = 1, ..., n. (6.21)
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A seqüênciaγ(xk
i ) := xk

i ln xk
i + (1 − xk

i ) ln(1− xk
i ) é limitada. Agora, comoµk → 0, k →

∞, i = 1, ..., n, temos

2µkγ(x
k
i )→ 0, k →∞, i = 1, ..., n. (6.22)

Subtraindo a expressão (6.22) de (6.21), e levando em contaque as duas são convergentes,

temos

−µk ln xk
i − µk ln(1− xk

i )→ 0, k →∞, i = 1, ..., n.

Além disso, comoxk
i ∈ (0, 1)n, então−µk ln xk

i > 0 e−µk ln(1− lnxk
i ) > 0, i = 1, ..., n. Por

isso,

µk ln xk
i → 0, k →∞, i = 1, ..., n, (6.23)

e

−µk ln(1− xk
i )→ 0, k →∞, i = 1, ..., n. (6.24)

Somando (6.23) e (6.24) concluimos que

µk[ln x
k
i − ln(1− xk

i ))]→ 0, k →∞, i = 1, ..., n.

Provaremos agora que a trajetória central primal converge, isto é, existe limite dex(µ) quando

µ → 0. Além disso, podemos caracterizar tal ponto como o centro analı́tico do conjunto de

soluções ótimassol(P ). Para provar este fato, usaremos a hipótese 2 e adaptaremos os resul-

tados obtidos para desigualdades variacionais por Iusen etal. [43].

O centro analı́tico do conjunto de soluções ótimas é definido como a solução de

min
∑

j∈J
(2xi − 1)[lnxj − ln(1− xj)]

x ∈ ri(sol(P )),
(6.25)

onderi(sol(P )) é o interior relativo do conjunto de soluções ótimas do problema (6.1), e

J = {j ∈ {1, 2, ..., n} : ∃ x ∈ sol(P ), 0 < xj < 1}. Observe que, da convexidade de

sol(P ), segue-se que

ri(sol(P )) = {x ∈ sol(P ) : 0 < xJ < 1}.

Sesol(P ) é um conjunto unitário, a única solução é um ponto extremo de[0, 1]n entãoJ = ∅,
e, por convenção,

∑

j∈J
(2xj − 1)[ln xj − ln(1− xj)] := 0. Note que a função objetivo de (6.25)
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é estritamente convexa sobreri(sol(P )), e diverge na fronteira relativa desol(P ). Logo,

devido à propriedade quesol(P ) é limitado, o centro analı́tico está bem definido.

Provaremos que a trajetória central primal converge ao centro analı́tico do conjunto de

soluções ótimas. Os argumentos são similares aos usados para a barreira logarı́tmica, em Graña

Drummond e Svaiter [34].

Teorema 6.3.3A trajetória central primalx(µ) converge ao centro analı́tico do conjunto de

soluç̃oesótimassol(P ).

Demonstraç̃ao. Estamos interessados no caso em queJ 6= ∅ ( SeJ = ∅, entãosol(P ) é

um conjunto unitário e a única solução é um ponto extremo, por isso, usando o Teorema 6.3.2,

parte 2,x(µ) converge para esse ponto). Como a trajetória central primal {x(µ)} é limitada,

existe um ponto de acumulaçãox∗. Seja(µk) uma seqüência de números positivos tal que

µk → 0, e x(µk)→ x∗ quando k →∞.

Denotexk = x(µk). Sejax̄ a solução de (6.25). Em vista do Teorema 6.3.2 provaremos que

0 < x∗J < 1 e

∑

j∈J

(2x∗j − 1)[ln xj
∗ − ln(1− x∗j )] ≤

∑

j∈J

(2x̄j − 1)[ln x̄j − ln(1− x̄j)].

A primeira condição implica quex∗ é viável para (6.25), a segunda implica quex∗ é um ponto

de mı́nimo para (6.25). Definindo a seqüência

pk = x̄+ xk − x∗,

obtemos imediatamente quepk → x̄ quandok → ∞. Primeiro, provaremos que parak

suficientemente grande,pk é um ponto estritamente viável para o problema (6.25). Claramente,

sendoxk viável ex∗ uma solução ótima, (ver Teorema 6.3.2), temos queApk = A(x̄ + xk −
x∗) = b, para todok. Agora, suponha-se quej /∈ J . Mostraremos quēxj = x∗j = 0 ou x̄j =

x∗j = 1. De fato, suponhāxj 6= x∗j , para algumj /∈ J . Claramente,z(t) = x∗ + t(x̄ − x∗)
resolve (P ). Da convexidade def e da otimalidade dēx ex∗ temos que,

f(z(t)) = f((1− t)x∗ + tx̄) ≤ (1− t)f(x∗) + tf(x∗) = f(x∗).
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Para o ı́ndicej acima, temoszj(t) = x∗j + t(x̄j − x∗j ). Sex̄j = 0, então, da hipótese,x∗j = 1,

e zj(t) = 1 − t, para qualquert ∈ [0, 1]. Usandot = 1/2, conseguimos quez(1/2) =

x∗ +(x̄−x∗)/2 é uma solução para (P ). Agora, observe que0 < zj(1/2) < 1, o qual significa

quej ∈ J , uma contradição. A prova é análoga se temosx̄j = 1 ex∗j = 0.

Assim,xk
j = pk

j paraj /∈ J e 0 < pk
j < 1, pois0 < xk

j < 1. Por outro lado, paraj ∈ J ,

desde quexk
j → x∗j quandok → ∞, e 0 < x̄j < 1, então0 < pk

j < 1 parak suficientemente

grande. Concluimos que0 < pk < e parak suficientemente grande.

Agora, provaremos que

f(pk) = f(xk).

Considerandof(x∗ + t(x̄ − x∗)) como uma função det ∈ [0, 1]. Desde quex∗ e x̄ pertence

ao conjunto convexosol(P ) e usando a convexidade def, segue quef(x∗ + t(x̄ − x∗)) é

constante. Conseqüentemente,

∇f(x∗)T (x̄− x∗) = 0,

(x̄− x∗)T∇2f(x∗)(x̄− x∗) = 0.

Desde que a Hessiana def é uma matriz simétrica semidefinida positiva, segue-se que

∇2f(x∗)(x̄− x∗) = 0,

assimx̄ − x∗ ∈ ker(∇2f(x∗)). Em vista da hipótese 2, é verdade quex̄ − x∗ ∈ W . Além

disso, pela fórmula da integral de Taylor, temos

∇f(xk) = ∇f(x∗) +
∫ 1

0
∇2f(x∗ + t(xk − x∗))(xk − x∗)dt.

Temos também que∇2f(x∗ + t(xk − x∗))(xk − x∗) ∈ range(∇2f(x∗ + t(xk − x∗)) =

(ker(∇2f(x∗ + t(xk − x∗)))T )⊥ = (ker(∇2f(x∗ + t(xk − x∗))))⊥ = W⊥, novamente, pela

hipótese 2, segue-se que
∫ 1
0 ∇2f(x∗ + t(xk − x∗))(xk − x∗)dt ∈W⊥. Assim

∇f(xk)T (x̄− x∗) = 0. (6.26)

Finalmente, usando a caracterização das funções convexas, a definição depk, e (6.26), obtemos

f(pk) ≥ f(xk) +∇f(xk)T (pk − xk)
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= f(xk) +∇f(xk)T (x̄− x∗)
= f(xk).

Assim

f(pk) ≥ f(xk). (6.27)

Similarmente, trocandoxk porpk, temos

f(xk) ≥ f(pk),

o qual, com (6.27), leva para

f(xk) = f(pk).

Agora, desde queApk = b e 0 < pk < e, parak suficientemente grande, a propriedade de

otimalidade dexk fornece, parak suficientemente grande,

f(xk) + µk

n
∑

i=1

(2xk
i − 1)[lnxk

i − ln(1− xk
i )] ≤ f(pk) + µk

n
∑

i=1

(2pk
i − 1)[ln pk

i − ln(1− pk
i )].

Comopk
j = xk

j , para todoj /∈ J , e f(xk) = f(pk), temos também, parak suficientemente

grande:

∑

j∈J

(2xk
j − 1)[ln xk

j − ln(1− xk
j )] ≤

∑

j∈J

(2pk
j − 1)[ln pk

j − ln(1− pk
j )].

Como o limite emk obtemos paraj ∈ J que

0 < x∗j < 1, e

∑

j∈J

(2x∗j − 1)[ln x∗j − ln(1− x∗j)] ≤
∑

j∈J

(2x̄j − 1)[ln x̄j − ln(1− x̄j)].

Desde quēx é única, pela estrita convexidade da função objetivo doproblema (6.25), con-

cluimos quex∗ = x̄, portanto a trajetória central primal{x(µ), µ > 0} converge para o centro

analı́tico desol(P ).

6.3.3 A Trajetória Central Primal-Dual

Proposiç̃ao 6.3.1 Para todor > 0 o conjunto{(x(µ), s(µ), w(µ)) : µ ≤ r} é limitado.
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Prova. Comox(µ) ∈ (0, 1)n então o conjunto{x(µ)} é limitado e, em particular, quando

µ ≤ r. Agora, provaremos que{(s(µ), w(µ)) : µ ≤ r} é também limitado.

Sabemos que(x(µ), y(µ), s(µ), w(µ)) resolve a equação

AT y + s− w = ∇f(x) + 2µ[lnX − ln(I −X)]e,

por isso, definindo a Lagrangeana

L(x, y, s, w) = f(x)− yT (Ax− b)− sTx+wT (x− e) + 2µeT [X lnX + (I −X) ln(I −X)]e

temos

∇xL(x(µ), y(µ), s(µ), w(µ)) = 0 (6.28)

onde∇x denota o gradiente deL com respeito à variávelx. Agora, observando que

L(., y(µ), s(µ), w(µ))) é uma função estritamente convexa sobre(0, 1)n, (6.28) implica

x(µ) ∈ arg min{L(x, y(µ), s(µ), w(µ))), x ∈ (0, 1)n}.

Por outro lado, temos que:f(x(µ))− L(x(µ), y(µ), s(µ), w(µ))

= s(µ)Tx(µ)− w(µ)T (x(µ)− e)− 2µeT [X(µ) lnX(µ) + (I −X(µ)) ln(I −X(µ))]e

= nµ+ nµ− 2µeT [X(µ) lnX(µ) + (I −X(µ)) ln(I −X(µ))]e

≤ 2nµ(1 + ln 2).

Logo, pela hipótese 1, podemos tomar um pontox0 primal viável, obtendo

f(x(µ))− 2nµ(1 + ln 2) ≤ L(x(µ), y(µ), s(µ), w(µ)))

≤ L(x0, y(µ), s(µ), w(µ))

≤ f(x0)− s(µ)Tx0 + w(µ)T (x0 − e),
onde a última desigualdade é uma conseqüência da viabilidade dex0, e que

n
∑

i=1
[x0

i lnx0
i + (1−

x0
i ) ln(1− x0

i )] ≤ 0. Assim,

f(x(µ))− 2nµ(1 + ln 2) ≤ f(x0)− s(µ)Tx0 + w(µ)T (x0 − e). (6.29)

Desde que0 < x0
i < 1, i = 1, .., n, o valorξ definido por

ξ = min{x0
i , 1− x0

i , i = 1, ..., n}
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é positivo. Agora, sejaf ∗ o valor ótimo do problema (6.1). De (6.29), e usandoµ ≤ r, obtemos

que:

||s(µ)||1 + ||w(µ)||1 ≤
1

ξ
(f(x0) + 2nµ(1 + ln 2)− f(x(µ)))

≤ 1
ξ
(f(x0) + 2n(1 + ln 2)r − f ∗),

onde||.||1 é a norma da soma (ver notação do capı́tulo 1). Portanto, oconjunto{(x(µ), s(µ), w(µ)) :

µ ≤ r} é limitado.

A seguir provamos a existência de pontos de acumulação datrajetória central primal-dual.

Lemma 6.3.3 . O conjunto dos pontos de acumulação da trajet́oria central primal-dual

{(x(µ), y(µ), s(µ), w(µ))} é ñao vazio.

Prova. Devido a que{(x(µ), s(µ), w(µ)) : µ ≤ r} é limitado (ver proposição anterior), existe

uma subseqüência{(x(µj), s(µj), w(µj))} e um ponto(x̄, s̄, w̄) tal que:

(x(µj), s(µj), w(µj))→ (x̄, s̄, w̄), j →∞, e

µj → 0, j →∞.

Da equação da trajetória central,

y(µj) = (AAT )−1A (∇f(x(µj)) + 2µj[ln(X(µj)− ln(I −X(µj))]− s(µj) + w(µj)) .

Esta expressão levada ao limite emj, usando a continuidade de∇f e o resultado do Corolário

6.3.1 fornece

y(µj)→ (AAT )−1A (∇f(x̄)− s̄+ w̄) , j →∞.

Definindoȳ := (AAT )−1A (∇f(x̄)− s̄+ w̄), obtemos que(x̄, ȳ, s̄, w̄) é um ponto de acumulação

da trajetória primal-dual. Portanto, o conjunto de pontosde acumulação é não vazio.

Proposiç̃ao 6.3.2 Todo ponto de acumulação da trajet́oria central primal-duaĺe soluç̃aoótima

do par de problemas primal (6.1) e dual (6.2).

Prova. Seja (x̄, ȳ, s̄, w̄) um ponto de acumulação da trajetória central primal-dual. Então

existem seqüências{µk} e{(x(µk), y(µk), s(µk), w(µk))} tais que

µk → 0, k →∞, e
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(x(µk), y(µk), s(µk), w(µk))→ (x̄, ȳ, s̄, w̄), k →∞.

Pelo Teorema 6.3.2,̄x é solução ótima do problema primal (6.1). Logo, resta provar que

(ȳ, s̄, w̄) é solução do problema dual (6.2). Das condições de KKT:

ATyk + sk − wk = ∇f(xk) + 2µ[lnXk − ln(I −Xk)]e,

logo, considerando o limite emk, usando a propriedade de continuidade e o Corolário 6.3.1,

tem-se:

AT ȳ + s̄− w̄ = ∇f(x̄). (6.30)

Também, comosk > 0 ewk > 0 obtemos:

s̄ ≥ 0 e w̄ ≥ 0. (6.31)

De (6.30) e (6.31) concluimos que(ȳ, s̄, w̄) é um ponto viável do problema (6.2). Para verificar

que(ȳ, s̄, w̄) é uma solução ótima, é suficiente provar a propriedade de complementaridade, isto

é, quew̄i(x̄i − 1) = 0 e s̄ix̄i = 0, para todoi = 1, 2, ..., n.

Das condições de KKT,xk
i s

k
i = µk, logo no limite

x̄is̄i = 0, ∀i = 1, 2, ..., n.

Da mesma forma pode-se mostrar que

w̄i(1− x̄i) = 0, ∀i = 1, 2, ..., n.

Portanto, a prova está concluida.

Finalmente, provaremos que no caso linear a trajetória central primal-dual converge. Para

obter este resultado usaremos o Lema 2.5.1 do Capı́tulo 2.

Teorema 6.3.4No caso linear, a trajet́oria central primal-dual(x(µ), y(µ), s(µ), w(µ)) con-

verge a um ponto(x∗, y∗, s∗, w∗) ∈ sol(P )× sol(D).

Demonstraç̃ao. Como a seqüência{(x(µ), y(µ), s(µ), w(µ))} é limitada, existe um ponto

(x∗, y∗, s∗, w∗) ∈ sol(P )× sol(D) e uma subseqüência{µk} tal que:

(xk, yk, sk, wk)→ (x∗, y∗, s∗, w∗) quandok →∞ e (6.32)
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µk → 0, quando k →∞.

Definamos o seguinte conjunto:

M =























































Ax̄ = 0

AT ȳ + s̄− w̄ = 2µ[ln(X̄ +X∗)− ln(I − (X̄ +X∗))]e

(x̄, ȳ, s̄, w̄, µ): (X̄ +X∗)(S̄ + S∗)e = µe

(I − (X̄ +X∗))(W̄ +W ∗)e = µe

(x̄+ x∗) > 0, (e− (x̄+ x∗)) > 0, (s̄+ s∗) > 0, (w̄ + w∗) > 0 eµ > 0.























































.

É fácil verificar que se existe um ponto(x̄, ȳ, s̄, w̄, µ) ∈M então(x̄+x∗, ȳ+y∗, s̄+s∗, w̄+w∗)

é um ponto da trajetória central primal-dual. Temos tamb´em que o elemento zero pertence ao

fecho deM . De fato, definamos a seqüência

(x̄k, ȳk, s̄k, w̄k, µ̄k) := (xk − x∗, yk − y∗, sk − s∗, wk − w∗, µk).

Claramente,(x̄k, ȳk, s̄k, w̄k, µ̄k) ∈M , e de (6.32) obtemos

(x̄k, ȳk, s̄k, w̄k, µ̄k)→ (0, 0, 0, 0, 0) quando k →∞.

Portanto,0 ∈ M . Agora, com vistas ao resultado de convergência, aplicaremos o Lema 2.5.1

da curva selecionada. Para isso, observemos que este lema implica a existência de umǫ > 0 e

uma função analı́ticaγ: [0, ǫ)→ IRn × IRm × IRn × IRn × IR tais que

γ(t) = (x̄(t), ȳ(t), s̄(t), w̄(t), µ(t))→ (0, 0, 0, 0, 0) quando t→ 0, (6.33)

e set > 0, (x̄(t), ȳ(t), s̄(t), w̄(t), µ(t)) ∈M, isto é,

Ax̄(t) = 0,

AT ȳ(t) + s̄(t)− w̄(t) = 2µ[ln(X̄(t) +X∗)− ln(I − (X̄(t) +X∗))]e,

(X̄(t) +X∗)(S̄(t) + S∗)e = µ(t)e,

(I − (X̄(t) +X∗))(W̄ (t) +W ∗)e = µ(t)e,

(x̄(t) + x∗) > 0,

(e− (x̄(t) + x∗)) > 0,

(s̄(t) + s∗) > 0,

(w̄(t) + w∗) > 0,

µ(t) > 0.

(6.34)
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Desde que a trajetória central é unica, o sistema (6.34) também tem uma única solução dada

por:

x(µ(t)) = x̄(t)+x∗, y(µ(t)) = ȳ+y∗, s(µ(t)) = s̄(t)+s∗, w(µ(t)) = w̄(t)+w∗,

set > 0. Apliquemos agora o limite quandot→ 0 e usemos (6.33), obtendo

lim
t→0

x(µ(t)) = x∗, lim
t→0

y(µ(t)) = y∗, lim
t→0

s(µ(t)) = s∗, lim
t→0

w(µ(t)) = w∗, lim
t→0

µ(t) = 0.

Desde queµ(t) > 0 em(0, ǫ), µ(0) = 0, eµ(t) é analı́tica em[0, ǫ), existe um intervalo,(0, ǫ′)

ondeµ′(t) > 0. Por issso, a função inversaµ−1:µ(t)→ t existe num intervalo(0, µ(ǫ′)). Além

disso,µ−1(t) > 0 para todot ∈ (0, µ(ǫ′)), e lim
t→0

µ−1(t) = 0. Portanto, segue-se que

lim
t→0

x(t) = lim
t→0

x(µ(µ−1(t))) = lim
t→0

x̄(µ−1(t)) + x∗ = x∗,

e, de uma maneira similar

lim
t→0

y(t) = y∗ lim
t→0

s(t) = s∗, lim
t→0

w(t) = w∗.

Desde que(x∗, y∗, s∗, w∗) é arbitrário, ele deve ser único, concluindo assim a demonstração.

6.4 Aplicação para Otimização Linear

Nesta seção aplicamos a nova barreira para resolver problemas de otimização linear. Apre-

sentamos um algoritmo primal seguidor da trajetória central e fornecemos um limite superior

para o número total de iterações aplicando o método de Newton, para obter umaǫ-solução

ótima, alcançamos a complexidade deO(n ln(nµ0/ǫ)) iterações, ondeµ0 é o parâmetro inicial

do algoritmo.

Consideremos o problema (6.1) quando a função objetivo élinear:

min cTx

Ax = b

0 ≤ x ≤ e

(6.35)
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As hipóteses 1 e 3 da Seção 6.3 são mantidas, enquanto a hipótese 2 é imediatamente satisfeita,

devido à linearidade da função objetivo. Além disso, a funçãocTx é contı́nua sobre o conjunto

compactoF ; devido a isto existe um ponto de mı́nimo para o problema. Além do mais, o

conjunto de soluções ótimassol(P ) é não vazio e limitado. A formulação dual de (6.1) é:

max d(y, s, w) = bT y − wTe

ATy + s− w = c

w, s ≥ 0

y ∈ IRm

(6.36)

ondey, s são vetoresm− en− dimensionais, respectivamente. O salto de dualidade, de (6.35)

e (6.36), é dado por:

gap := cTx− (bT y − wTe) = eT (Xs+ (I −X)w). (6.37)

Segue-se que

d(y, s, w) ≤ z∗ ≤ cTx,

ondez∗ denota o valor objetivo ótimo de (6.35).É também bem conhecido que, sex∗ é um

ponto ótimo de (6.35), então existe(y∗, s∗, w∗) que é ponto ótimo para (6.36), comcTx∗ =

d(y∗, s∗, w∗) = z∗. Estas soluções são caracterizadas pelas condições de Karush-Kuhn-Tucker

(KKT):

ATy + s− w = c (6.38)

Ax = b (6.39)

Xs = 0 (6.40)

(I −X)w = 0 (6.41)

(s, w) ≥ 0 (6.42)

0 ≤ x ≤ e (6.43)

A seguir consideramos a função barreira para o problema primal (6.35):

φB(x, µ) =
1

µ
(cTx) +

n
∑

i=1

(2xi − 1)[ln xi − ln(1− xi)] (6.44)
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ondeµ é um parâmetro positivo. As derivadas de primeira e segunda ordem deφB são:

g = g(x, µ) :=
c

µ
+ 2[lnX − ln(I −X)]e−X−1e+ (I −X)−1e (6.45)

H = H(x, µ) := X−2(I −X)−2. (6.46)

ComoφB(x, µ) é estritamente convexa no interior relativo do conjunto desoluções viáveis e

tende a infinito em pontos que se aproximan da fronteira deF , o valor mı́nimo desta função é

atingido no seu domı́nio (paraµ fixado) em um único pontox(µ). As condições de otimalidade

de primeira ordem (condições de KKT) necessárias e suficientes parax(µ) são:

AT y + s− w = c+ 2µ[lnX − ln(I −X)]e (6.47)

Ax = b (6.48)

Xs = µe (6.49)

(I −X)w = µe (6.50)

(s, w) ≥ 0 (6.51)

(0 < x < e) (6.52)

A única solução deste sistema é de novo denotada por(x(µ), y(µ), s(µ), w(µ)). O salto de

dualidade nesta solução satisfaz:

gap(µ) := cTx(µ)− d(x(µ), y(µ), s(µ), w(µ)) = 2µ(n− eT [lnX(µ)− ln(I −X(µ))]x(µ)).

Já provamos que o termoµ[lnX − ln(I − X)]e converge para zero e que a trajetória central

primal converge ao centro analı́tico do conjunto de soluç˜oes ótimassol(P ) (ver Corolário

6.3.1 e Teorema 6.3.3), logo o salto de dualidade converge para zero quandoµ→ 0.

No algoritmo que apresentaremos na Subseção 6.4.2, dado um ponto estritamente viávelx ∈
F 0, a direção de descidap será obtida resolvendo o problema:

min φB(x, µ) + g(x, µ)d+ 1
2
pTH(x, µ)p

s.a : Ap = 0 (6.53)

As condições de otimalidade são dadas pelo seguinte sistema:

g +Hp = ATλ (6.54)

Ap = 0. (6.55)
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Esta direção é chamadadireção projetada de Newtone sua expressão explı́cita é:

p = −H−1/2
(

I −H−1/2AT (AH−1AT )−1AH−1/2
)

H−1/2g. (6.56)

A estimativa dual é:

λ = (AH−1AT )−1AH−1g (6.57)

De forma usual, escrevemos||q||H =
√

qTHq, q ∈ IRn, para medir a distância entre pontos.

Claramente||.||H define uma norma poisH é definida positiva.

6.4.1 Propriedades em Vizinhanças da Trajet́oria Central

Nesta subseção apresentamos alguns lemas que serão necessários para obter um limite

superior para o número total de iterações internas e externas. Os seguintes dois lemas são

essenciais e foram introduzidas por Nesterov and Nemirovskii [58] (ver também Den Hertog

[39], para uma versão mais simples das provas).

Lema 6.4.1 Sejamx ∈ (0, 1)n ed ∈ IRn arbitrários. Se||d||H(x,µ) < 1, ent̃aox+ d ∈ (0, 1)n.

Demonstraç̃ao. Ver [39], Lema 2.20.

Lema 6.4.2 Sejamx ∈ F 0, p uma direç̃ao projetada de Newton ex+ = x + p. Se||p||H < 1

ent̃aox+ ∈ F 0 e

||p||H(x+,µ) ≤
1

(1− ||p||H)2
||p||2H.

Para ||p||H < 3−
√

5
2
, isto implica que||p(x+, µ)|| < ||p||H, assim asseguramos a convergência

do ḿetodo de Newton. Para||p||H < 1
3
, cumpre-se que

||p||H(x+,µ) ≤
9

4
||p||2H. (6.58)

Demonstraç̃ao. Ver [39], Lema 2.21.

Seja um ponto da trajetória central primalx(µ) (chamado centro com respeito aµ). Dizemos

queum ponto estritamente víavelx ∈ F 0 est́a centrado com respeito ax(µ) se||p||H < 1
3
.

O seguinte lema fornece um limite superior para a diferençados valores da barreiraB entre

um ponto centradox e seu centrox(µ).
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Lema 6.4.3 Se a direç̃ao projetada de Newtonp satisfaz||p||H < 1
3
, ent̃ao

φB(x, µ)− φB(x(µ), µ) ≤ ||p||2H
1− (9

4
)2||p||2H

. (6.59)

Demonstraç̃ao. A função barreira é convexa emx, donde

pTg + φB(x, µ) ≤ φB(x+ p, µ).

Usando agora o fato queg = ATλ−Hp eAp = 0 temos

pTg = −pTHp = −||p||2H.

Substituindo esta expressão na última desigualdade:

φB(x, µ)− φB(x+ p, µ) ≤ −pT g = ||p||2H. (6.60)

Sejamx0 := x, p0 := p; sex1, x2, ... denota a seqüência de pontos obtidos pela repetição de

passos de Newtonxk = xk−1 + pk−1, começando emx0, comk = 0, 1, 2, ..., então pelo Lema

6.4.1,

||pk||H ≤
4

9

(

9

4
||p||H

)2k

.

Retomando a (6.60) podemos escrever

φB(x, µ)− φB(x(µ), µ) =
∞
∑

k=0

(

φB(xk, µ)− φB(xk+1, µ)
)

≤
∞
∑

k=0
||pk||2H

≤
∞
∑

k=0

(

4
9

(

9
4
||p||H

)2k
)2

= (4
9
)2

∞
∑

k=0

(

9
4
||p||H

)2k+1

≤ ||p||2
H

1−( 9
4
)2||p||2

H

O seguinte Lema fornece um limite superior para a diferençade valores da função objetivo de

um ponto centradox e seu centrox(µ).

Lema 6.4.4 Se a direç̃ao projetada de Newtonp satisfaz||p||H < 1
3

ent̃ao

|cTx− cTx(µ)| ≤ 1 + 9
4
||p||H

1− 9
4
||p||H

µ

√

3n

2
||p||H. (6.61)
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Demonstraç̃ao. Comog = c/µ+∇B(x), temos

cT (x+ p)− cTx = cTp = µ(gTp−∇B(x)T p) = µ(−||p||2H −∇B(x)Tp).

Tomando valor absoluto e usando a desigualdade triangular:

|cT (x+ p)− cTx| ≤ µ(||p||2H + |∇B(x)Tp|).

Da propriedade de auto-concordância da barreiraB
(

|∇B(x)Tp| ≤
√

3
2
n||p||H

)

, segue-se:

|cT (x+ p)− cTx| ≤ µ(||p||2H +

√

3

2
n||p||H)

≤
√

3
2
nµ||p||H(1 + ||p||H).

De novo, sejamx := x0, d := d0 ex1, x2, ..., xk a seqüência de pontos obtidos pela repetição

de passos do método de Newton, começando porx0. Temos

|cTx(µ)− cTx| ≤
∞
∑

k=0

|cTxk − cTxk+1|

≤
√

3
2
nµ

∞
∑

k=0
||pk||H(1 + ||pk||H).

Usando a propriedade

||pk||H ≤
4

9

(

9

4
||p||H

)2k

<
9

4
||p||H,

obtemos

|cTx(µ)− cTx| ≤
√

3

2
nµ(1 +

9

4
||p||H)

∞
∑

k=0

||pk||H

≤ 1+ 9
4
||p||H

1− 9
4
||p||H

√

3
2
nµ||p||H

Notamos que, se||p||H = 0, então os lemas 6.4.3 e 6.4.4 implicamφB(y, µ) = φ(x(µ), µ)

e cTx = cTx(µ).

6.4.2 Um Algoritmo de Passos Longos Seguidor da Trajetória Central

Primal

A seguir apresentamos um algoritmo de passos longos seguidor da trajetória central o qual

analisamos na próxima seção. Os escalaresτ, ǫ e θ são parâmetros que devem ser especifica-

dos. Em nosso caso, usamosτ = 1/3, condição que assegura a convergência polinomial de
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nosso algoritmo. Este algoritmo também requer uma soluç˜ao inicial interiorx0 de (6.35), e um

valor inicialµ0, do parâmetro da barreira . Descrevemos agora o algoritmo STPL (Seguidor da

Trajetória Central por Passos Longos) para encontrar umaǫ-solução.

Algoritmo (STPL):

Dados de Entrada

0 < ǫ é o parâmetro de precisão;

τ = 1
3

é o parâmetro de proximidade da trajetória central;

θ é o parâmetro de redução (0 < θ < 1);

0 < µ0 é valor inicial do parâmetro da barreira;

x0 é o ponto interior viável tal que||p(x0, µ0)||H(x0,µ0) < τ

In ı́cio

x := x0; µ := µ0;

enquantoµ > ǫ
6n

fazer

inı́cio (passos externos)

µ := (1− θ)µ;

enquanto||p||H ≥ τ fazer

inı́cio (passos internos)
−
α:= argminα>0{φB(x+ αp, µ) : x+ αp ∈ F 0}
x := x+

−
α p

fim(passos intenos)

fim(passos externos)

Fim.

O comprimento de passoα usado nas iterações internas pode ser qualquer valor tal que

x + αp seja uma solução interior de (6.35). O mı́nimo decréscimo deφB(x, µ) é garantido

no Lema 6.4.8, que será enunciado e provado depois, assumindo que o valor inicial(x0, µ0)

satisfaz o critério de proximidade||p||H ≤ τ . Para encontrar um ponto inicial que satisfaz tal

critério, referimos o leitor Renegar [74], Monteiro e [54]e Güler et al. [37].
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6.4.3 Ańalise da Complexidade

Nesta subseção obtemos a complexidade do algoritmo STPL.No algoritmo usaremosτ =

1/3. Começamos com uma propriedade de auto-concordância da barreira.

Lema 6.4.5 SejaF umaν-barreira auto-concordante. Então para qualquerx ∈ domF , y ∈
cl(domF ) temos

(y − x)T∇F (x) ≤ ν. (6.62)

Demonstraç̃ao. Ver Nesterov [57], Teorema 4.2.4.

Lema 6.4.6 Sejaµ > 0, ez∗ o custoótimo para o problema (6.35). Temos que

cTx(µ)− z∗ ≤ 3

2
nµ. (6.63)

Demonstraç̃ao. Devido ao Lema anterior, a propriedade deB ser(3n/2)-barreira auto-concordante,

e a expressãog = (c/µ) +∇B(x), temos o resultado.

O próximo teorema fornece um limite superior para o númerode iterações externas.

Teorema 6.4.7No pior caso, aṕos
1

θ
ln
(

6nµ0

ǫ

)

(6.64)

iterações externas, o algoritmo (STPL) finaliza com uma solução x ∈ F 0 verificandocTx −
z∗ ≤ ǫ.

Demonstraç̃ao. O algoritmo para quandoµK = (1 − θ)Kµ0 ≤ ǫ/6n. Equivalentemente,

tomando logaritmos,

−K ln(1− θ) ≥ ln
6nµ0

ǫ
.

Desde queθ ≤ − ln(1− θ), cumpre-se

K ≥ 1

θ
ln

6nµ0

ǫ
.

Mostraremos agora que as diferenças entrecTx ez∗ é menor do queǫ.

cTx− z∗ = (cTx− cTx(µk)) + (cTx(µk)− z∗)
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≤ 1+ 9
4
||p||H

1− 9
4
||p||H

µK

√

3n
2
||p||H + 3n

2
µK

≤ 3
2
µK(7

3

√
n+ n)

≤ ǫ
4n

(7
3

√
n + n)

≤ ǫ,

onde a primeira desigualdade é devida ao Lema 6.4.3 e Lema 6.4.4.

O lema que se segue é uma adaptação para nossa barreira de uma propriedade geral de barreiras

auto-concordantes.

Lema 6.4.8 Seja
−
α= (1− ||p||H)−1, ent̃ao

∆ = φB(x, µ)− φB(x+
−
α, µ) ≥ ||p||H − ln(1 + ||p||H) > 0 (6.65)

Demonstraç̃ao. Ver den Hertog [39], Lema 2.24.

O teorema a seguir fornece um limite superior para o número total de iterações internas em

cada iteração externa.

Teorema 6.4.9Cada iteraç̃ao externa requer, no pior caso,

22θ

(1− θ)2





7

3

√

3n

2
+

3n

2



+
22

3
(6.66)

iterações internas.

Demonstraç̃ao. Denotamos o valor do parâmetro da barreira numa iteraçãoexterna arbitrária

por
=
µ, enquanto o valor do parâmetro na iteração prévia (externa) é denotado por

−
µ. O iterado

ao inı́cio da iteração externa é denotado porx. Vê-se quex é centrado com respeito ax(
−
µ), e

=
µ= (1− θ) −

µ. Pelo Lema 6.4.8, durante cada iteração interna o decréscimo do valor da função

barreira é pelo menos

△ =
1

3
− ln(1 +

1

3
) >

1

22
.

SejaN o número de iterações internas durante uma iteração externa. Temos

N

22
< N△ ≤ φB(x,

=
µ)− φB(x(

=
µ),

=
µ). (6.67)
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Agora definimos a função

ΨB(x,
=
µ) := φB(x,

=
µ)− φB(x(

=
µ),

=
µ).

De acordo com o Teorema do Valor Médio existe
∼
µ∈ (

=
µ,

−
µ) tal que

ΨB(x,
=
µ) = ΨB(x,

−
µ)− d

dµ
ΨB(x, µ)|

µ=
∼

µ
(
−
µ − =

µ). (6.68)

Lembrando queφB(x, µ) = (cTx/µ) +B(x), é imediato que

d

dµ
φB(x, µ) = −c

Tx

µ2
,

e, denotando as derivadas dex(µ) com respeito aµ porx′,

d

dµ
φB(x(µ), µ) = −(cTx(µ))/µ2 + (cTx′(µ))/µ+∇B(x(µ))Tx′(µ).

Como∇B(x(µ)) = 2[lnX(µ)− ln(I −X(µ))]e− (1/µ)s(µ) + (1/µ)w(µ) então

d

dµ
φB(x(µ), µ) = −(1/µ2)cTx(µ)+(1/µ)(c+2µ[lnX(µ)−ln(I−X(µ))]e−s(µ)+w(µ))Tx′(µ)

= −(1/µ2)cTx(µ) + (1/µ)(ATy(µ))Tx′(µ)

= −(1/µ2)cTx(µ) + (1/µ)y(µ)TAx′(µ).

Devido a queAx′(µ) = 0 obtemos

d

dµ
φB(x(µ), µ) = −c

Tx(µ)

µ2
.

Portanto

− d

dµ
ΨB(x, µ)|

µ=
∼

µ
=

(

cTx− cTx(µ)

µ2

)

|
µ=

∼

µ

≤ | cT x−cT x(
=
µ)

=
µ

2 |,

onde a última desgualdade segue do fato que
=
µ<

−
µ e cTx(

=
µ) ≤ cTx(

∼
µ).

Substituindo isto em (6.68) dá

ΨB(x,
=
µ) ≤ ΨB(x,

−
µ) + cT x−cT x(

=
µ)

=
µ

2 (
−
µ − =

µ)

≤ ΨB(x,
−
µ) +





|cTx(−µ)− cTx|
=
µ

+
cTx(

−
µ)− cTx(=

µ)
=
µ





−
µ − =

µ
=
µ

. (6.69)
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Devido a que||p(x, −µ)||
H(x,

−

µ)
< 1

3
, pelo Lema 6.4.3 obtemos

ΨB(x,
−
µ) ≤ 1

3
.

Agora, pelo Lema 6.4.4 e pelo fato de que||p||H < 1
3
:

|cTx− cTx(−µ)| ≤ 7

3

√

3

2
n

−
µ,

temos também
cT (

−
µ)− cTx(=

µ)
=
µ

≤ cTx(
−
µ)− z∗
=
µ

≤
3
2
n

−
µ

=
µ

.

Juntando todos estes limites superiores em (6.69) obtemos

ΨB(x,
=
µ) ≤ 1

3
+





7

3

√

3

2
n+

3

2
n





θ

(1− θ)2
. (6.70)

Substituindo o último limite em (6.67) temos

N ≤ 22





1

3
+





7

3

√

3

2
n +

3

2
n





θ

(1− θ)2





≤ 22θ
(1−θ)2

(

7
3

√

3
2
n+ 3

2
n
)

+ 22
3

Finalmente, podemos agregar os teoremas 6.4.7 e 6.4.9, obtendo o número total de ite-rações

de Newton requerida para nosso algoritmo:

Teorema 6.4.10O limite superior para o ńumero total de iteraç̃oes de Newtońe dado por




22

(1− θ)2





7

3

√

3

2
n +

3

2
n



+
22

3θ



 ln
(

6nµ0

ǫ

)

. (6.71)

É claro que para obter umaǫ− solução o algoritmo precisa deO(n ln(nµ0/ǫ)) iterações de

Newton para variantes de passos longos (0 < θ < 1).

6.5 Um Método de Ponto Proximal

Nesta Seção introduzimos um método de ponto proximal para resolver o problema (6.35)

baseada na distância de Bregman induzida pela barreiraB, isto é,

DB(z, y) = B(z)− B(y)−∇B(y)T (y − z).
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Este método gera uma seqüência{zk} ⊂ (0, 1)n definido por

z0 ∈ (0, 1)n tal que ∇B(z0) ∈ Im(AT ), (6.72)

zk+1 = arg min
z∈IRn

{cT z + λkDB(z, zk) : Az = b, 0 ≤ z ≤ e} (6.73)

onde{λk} ⊂ IR++ satisfaz
∞
∑

k=0

(1/λk) =∞ (6.74)

e

DB(z, zk) =
n
∑

i=1

[

(2z − 1)
(

ln(z/zk) + ln((1− z)/(1− zk))
)

+ (z/zk) + (1− z)/(1− zk)− 2
]

.

Desde que a função objetivo de (6.73) é estritamente convexa sobreF 0, e é ilimitada (+∞) na

fronteira deF , a seqüência{zk} gerada por (6.72)-(6.74) é bem definida e única (para cadak).

Potanto,zk ∈ F 0.

Comozk+1 é a solução do problema (6.73) então existeyk ∈ IRm tal que

c+ λk(∇B(zk+1)−∇B(zk)) = ATyk (6.75)

É facil provar, usando a hipótese de que∇B(z0) ∈ Im(AT ), que a trajetória central primal

X(µ), como foi definido na seção anterior, é a única soluçãodo seguinte problema

min
z∈IRn

{cT z + µDB(z, z0) : Az = b, 0 ≤ z ≤ e.}

Assimx(µ) satisfaz

c+ µ(∇B(x(µ))−∇B(z0)) = ATw(µ) (6.76)

para algumw(µ) ∈ IRm.

O próximo resultado é uma conseqüência da convergência da trajetória central.

Teorema 6.5.1A seq̈uência{zk} gerada por (6.72)-(6.74) converge ao centro analı́tico do

conjunto de soluç̃oesótimas do problema (6.35).

Demonstraç̃ao. Sejaµk = 1/(
k−1
∑

j=0
(1/λj)). Obviamente{µk} é uma seqüência decrescente

para cadak ≥ 1 e converge para zero quandok vai para infinito. De (7.46) temos

c + µk(∇B(x(µk))−∇B(z0)) = ATw(µk),
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c+ µk+1(∇B(x(µk+1))−∇B(z0)) = ATw(µk+1),

para alguma seqüência{w(µk)} ⊂ IRm. Estas equações implicam que

c + λk(∇B(x(µk+1))−∇B(x(µk))) = ATyk,

ondeyk = λk(µ
−1
k+1w(µk+1)− µ−1

k w(µk)). Devido à unicidade do mı́nimo de (7.45) podemos

garantir quezk = x(µk).

Assim,

lim
k→∞

zk = lim
k→∞

x(µk) = x∗

ondex∗ é o centro analı́tico do problema (6.35) e a última igualdade é conseqüência do Teo-

rema 6.3.3.
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Caṕıtulo 7

Nova Barreira para uma Classe de

Problemas de Otimizaç̃ao Semidefinida

7.1 Introdução

Neste capı́tulo introduziremos uma nova barreira para resolver uma classe de problemas

de otimização semidefinida, proporemos um problema auxiliar penalizado associado à barreira

e definiremos a trajetória central obtida a partir das suas condições de otimalidade. A seguir

estudaremos as propriedades de convergência da trajetória central primal e primal-dual e apre-

sentaremos um resultado de convergência global quando a função objetivo é linear. Finalmente

introduzimos um método de ponto proximal com uma distância de Bregman gerada pela nova

barreira para resolver problemas lineares semidefinidos e provamos sua convergência.

7.2 Definiç̃ao do Problema

Neste capı́tulo estamos interessados em resolver o seguinte problema de otimização:

min
X∈Sn

{f(X) : AX = b, 0 � X � I} (7.1)

ondef : Sn → IR é uma função real,Sn é o espaço vetorial das matrices simêtricas,I ∈ Sn

é a matriz identidade, o operadorA : Sn → IRm é definido porAX := (Ai • X)m
i=1 ∈ IRm,
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ondeAi ∈ Sn; X ∈ Sn,X � 0 significa queX é semidefinida positiva, eX � I significa que

I −X � 0. Denotamos por

F = {X ∈ Sn : AX = b, 0 � X � I}

o conjunto viável de (7.1) e

F 0 = {X ∈ Sn : AX = b, 0 ≺ X ≺ I}

seu interior relativo.

Impomos as seguintes hipóteses ao problema (7.1):

1. O conjuntoF 0 é não vazio.

2. f é uma função convexa sobreSn.

3. As matrizesAi são linearmente independentes.

Devido a quef é uma função contı́nua sobre o conjunto compactoF , o ponto de mı́nimo

global é atingido emF . Além disso, a convexidade def implica que todo mı́nimo local é

mı́nimo global. Assim, o conjunto de soluções ótimas do problema (7.1), que denotaremos por

Sol(P ), é um conjunto não-vazio convexo e limitado.

A formulação dual de Wolfe para o problema (7.1) é:

max d(X, y, S,W ) = f(X)− yT (AX − b) +W • (X − I)− S •X
A∗y + S −W = ∇f(X)

W,S � 0

y ∈ IRm; X,S,W ∈ Sn

(7.2)

Um ponto viável(X, y, S,W ) para (7.2), comS,W ≻ 0 é chamada uma solução dual viável

interior.

7.3 Exemplos

Nesta seção apresentamos alguns exemplos de problemas encontrados na literatura que

podem ser escritos na forma (7.1) para o caso linear.
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Exemplo 7.1 Soma dos maiores autovalores.

Overton e Womersley [63] (Teorema 3.4, pagina 329), apresentaram a seguinte caracterização

para a soma dosk primeiros maiores autovalores de uma matriz simétrica:

λ1(A) + ...+ λk(A) = max{A •X: TrX = k, 0 � X � I}, (7.3)

ondeλj(A), j = 1, ..., k, denota oj-ésimo maior autovalor deA. Podemos escrever (7.3)

comomax{A •X: AX = b 0 � X � I}, ondeAX = I •X e b = k. Portanto, (7.3)́e um

caso particular de (7.1).

Exemplo 7.2 Mı́nimo da soma dos maiores autovalores.

Consideremos o problema de minimizar a soma dos primeirosk maiores autovalores de

uma matriz sim̂etrica:

minλ1(A(y)) + ... + λk(A(y)) onde A(y) = A0 +
m
∑

i=1

yiAi, y ∈ IRm. (7.4)

Pode ser provado (ver Alizadeh [2], Teorema 4.3), que o dual deste problemáe:

max{A0 •X: TrX = k, Aj •X = 0 para j = 1, ..., m, 0 � X � I}. (7.5)

Note que podemos escrever (7.5) comomax{A0 •X: AX = b, 0 � X � I}, ondeAX =

(I •X,A1 •X, ..., Am •X)T e b = (k, 0, 0, ...0) ∈ IRm+1. Portanto, istoé uma aplicaç̃ao de

(7.1).

Exemplo 7.3 Minimizaç̃ao da soma ponderada dos autovalores. Considere o seguinte prob-

lema:

min m1λ1(A) + ... +mkλk(A) onde m1 ≥ ... ≥ mk > 0. (7.6)

Observe que devidòa condiç̃ao m1 ≥ ... ≥ mk > 0, este problemáe convexo. Donath e

Hoffman em [20] reformularam esta soma como segue:

m1λ1+...+mkλk = (m1−m2)λ1+(m2−m3)(λ1+λ2)+...+(mk−1−mk)(λ1+...+λk−1)+mk(λ1+...+λk).

Para cada soma parcial de autovalores no lado direito da igualdade podemos usar a formulação

do exemplo 2, obtendo:

min (m1 −m2)X1 • A+ (m2 −m3)X2 •A + ...+mkXk • A
s.a: Tr(Xi) = i for i = 1, ..., k

0 � Xi � I.
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Agora observe que este problema pode ser posto na forma (7.1), onde

C = diag((m1 − m2)A1, (m2 − m3)A2, ..., mkAk), X = diag(X1, X2, ..., Xn), A(X) =

I •X andb = (1, 2, ..., k)T . Assim, (7.6)́e um caso particular de (7.1).

Exemplo 7.4 O problema de partiç̃ao de um grafo. Um importante caso do problema de

partição de um grafo, ver [2], pode ser formulado como

min{C •X: Xii = k/n, 0 � X � I}, (7.7)

Podemos escrver (7.7) como (7.1) comA1 = diag(1, 0, ..., 0), A2 = diag(0, 1, 0, ..., 0),...,

An = (0, 0, ..., 0, 1) e b = (k/n, k/n, ...., k/n) ∈ IRn.

7.4 Uma Nova Barreira e sua Trajet́oria Central

Nesta seção introduzimos uma nova barreira e propomos um novo problema auxiliar de

penalidade interior para resolver (7.1) e estudamos a conduta da trajetória central (primal-dual),

obtida pelas suas condições de otimalidade (KKT). Observaremos que uma propriedade desta

trajetória é que é primal viável, com respeito a (7.1), edual inviável, com respeito ao problema

dual (7.2), pelo termoµ[lnX(µ)− ln(I −X(µ))], que converge para zero quandoµ converge

a zero (ver Corolário 7.4.1). Provaremos também, usando algumas ideias de geometria semi-

analı́tica, que no caso linear esta trajetória converge.

7.4.1 A Nova Barreira

Começamos denotando ocubo matricialcomoSn
[0,I] = {X ∈ Sn : 0 � X � I} e seu

interior relativo comoSn
(0,I). Definimos sobreSn

(0,I) = {X ∈ Sn : 0 ≺ X ≺ I} a seguinte

função:

B(X) = tr [(2X − I)(lnX − ln(I −X))] . (7.8)

Esta função generaliza paraSn
(0,I) a função barreira auto-concordante para o hipercubo intro-

duzida no capı́tulo anterior. Observemos queB(X) é invariante sob decomposição da matriz

X. Além disso, podemos escreverB(X) como:

B(X) =
n
∑

i=1

(2λi(X)− 1)(lnλi(X)− ln(1− λi(X))), (7.9)
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onde0 < λi(X) < 1, i = 1, ..., n, sao os autovalores deX.

A seguir apresentamos algumas propriedades desta função:

• B pode ser expressada em função de seus autovalores:

B(X) =
n
∑

i=1

(2λi(X)− 1)(lnλi(X)− ln(1− λi(X))), (7.10)

onde0 ≤ λi(X) ≤ 1 são os autovalores deX.

• B(X) ≥ 0, para todoX ∈ Sn
(0,I)

• B(X) é estritamente convexa e infinitamente diferenciável sobreSn
(0,I).

• SeX → frontSn
(0,I) (X se aproxima da fronteira, isto é,λi(X) → 0 ou λi(X) → 1),

entãoB(X)→∞. Portanto,B é uma função barreira sobreSn
(0,I).

• B′(X)[H ] = [2(lnX − ln(I −X))−X−1 + (I −X)−1] •H (Derivada de Gateaux na

direçãoH).

• B′′(X)[J,H ] = 2[X−1 +(I−X)−1]J •H+X−1JX−1 •H+(I−X)−1J(I−X)−1 •H
(Hessiana de Gateaux nas direções deJ eH).

7.4.2 Definiç̃ao da Trajetória Central

Para resolver o problema (7.1) propomos o seguinte problemapenalizado:

min φB(X,µ) = f(X) + µtr[(2X − I)(lnX − ln(I −X))]

AX = b

(0 ≺ X ≺ I)

(7.11)

ondeµ > 0 é um parâmetro. As derivadas de primeira e segunda ordem deφB são, respectiva-

mente:

g(x, µ) := ∇f(X) + 2µ[(lnX − ln(I −X))−X−1 + (I −X)−1] (7.12)

∇2φB(X,µ) := ∇2f(X)+2µ[X−1+(I−X)−1]+µ(X−1◦X−1)+µ((I−X)−1◦(I−X)−1).

(7.13)
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ondeX−1 ◦ X−1, [X−1 + (I − X)−1] e (I − X)−1 ◦ (I − X)−1 são operadores definidos

respectivamente por

(X−1 ◦X−1)Z = X−1ZX−1

[X−1 + (I −X)−1]Z = X−1Z + (I −X)−1Z

((I −X)−1 ◦ (I −X)−1)Z = (I −X)−1Z(I −X)−1.

Desde queφB(x, µ) é estritamente convexa ( porquef é uma função convexa eB é estrita-

mente convexa) sobre o interior relativo do conjunto viável, e é ilimitada (+∞) na fronteira de

F , esta função atinge o valor mı́nimo no seu domı́nio (para cada valor deµ fixo) em um único

ponto. SejaX(µ) este ponto. As condições de otimalidade KKT, necessárias e suficientes de

primeira ordem, paraX(µ) são:

A∗y + S −W = ∇f(X) + 2µ[lnX − ln(I −X)] (7.14)

AX = b (7.15)

S − µX−1 = 0 (7.16)

W − µ(I −X)−1 = 0 (7.17)

S,W ≻ 0 (7.18)

(0 ≺ X ≺ I) (7.19)

A única solução deste sistema, denotada por(X(µ), y(µ), S(µ),W (µ)), µ > 0, chamaremos

de trajet ória central primal-dual . Claramente esta trajetória é primal viável e dual invi´avel

com respeito aos problemas (7.1) e (7.2) respectivamente.

A seguir provamos que a trajetória contı́nua descrita pelatrajetória central primal-dual é uma

curva regular.

Teorema 7.4.1A aplicaç̃ao µ → (x(µ), y(µ), s(µ), w(µ)), µ > 0, é continuamente dife-

renciável.

Demonstraç̃ao. A prova segue do Teorema da Função Implı́cita, apresentado no Capı́tulo 2,

sempre que provemos que as equações que definem a trajetória central sejam diferenciáveis e

sua derivada (com respeito a(X, y, S,W )) seja não singular em todo ponto da trajetória.
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Obviamente as equações da trajetória central primal-dual são diferenciáveis faltando portanto

provar a segunda parte.

SejaF : Sn × IRm × Sn × Sn × IR −→ Sn × IRm × Sn × Sn definido por:

F (X, y, S,W, µ) =





















∇f(X) + 2µ[lnX − ln(I −X)]−A∗y − S +W

AX − b
S − µX−1

W − µ(I −X)−1





















(7.20)

DerivandoF com respeito a(X, y, S,W ) obtemos

JF ((X, y, S,W )) =





















∇2f(X) + 2µ[X−1 + (I −X)−1] −A∗ −In In

A 0m×m 0m×n 0m×n

µ(X−1 ◦X−1) 0n×m In 0n×n

−µ((I −X)−1 ◦ (I −X)−1) 0n×m 0n×n In





















Desejamos mostrar queJF é não singular, assim é suficiente verificar que o espaço nulo tem

um único elemento (que é o zero).

SejamU, T, P ∈ IRn×n ev ∈ IRm. Considere a equação:

∇2f(X)U + 2µ[X−1 + (I −X)−1]U −A∗v − T + P = 0 (7.21)

AU = 0 (7.22)

µ(X−1 ◦X−1)U + T = 0 (7.23)

− µ[(I −X)−1 ◦ (I −X)−1]U + P = 0 (7.24)

Da equação (7.23) e (7.24) tem-se:

T = −µ(X−1 ◦X−1)U (7.25)

P = µ[(I −X)−1 ◦ (I −X)−1]U (7.26)

Substituindo (7.25) e (7.26) em (7.21):

∇2f(X)U+2µ[(X−1 +(I−X)−1)+µ(X−1◦X−1)+µ((I−X)−1 ◦ (I−X)−1)]−A∗v = 0,
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isto é (ver (7.13)),

∇2φB(X,µ)U −A∗v = 0. (7.27)

Aplicando∇2φB(X,µ)−1 em (7.27):

U +∇2φB(X,µ)−1A∗v = 0,

e multiplicando porA temos

A∇2φB(X,µ)−1A∗v = 0.

Desde que as matricesAi são linearmente independentesA∇2φB(X,µ)−1A∗ é invertı́vel, por

conseguinte

v = 0. (7.28)

Substituindo (7.28) em (7.27) temos∇2φB(X,µ)U = 0, e

U = 0. (7.29)

Substituindo este valor em (7.25) e (7.26):

T = 0 e P = 0. (7.30)

De (7.28), (7.29) e (7.30), concluimos queJF é não singular sobre a trajetória central. Portanto

a trajetória central primal-dual(x(µ), y(µ), s(µ), w(µ)) é continuamente diferenciável.

Observaç̃ao 7.4.1 No caso linear, seguindo os mesmos passos, podemos provar que a aplicaç̃ao

µ→ (x(µ), y(µ), s(µ), w(µ)), µ > 0, é anaĺıtica, veja [67].

7.4.3 Propriedades da Trajet́oria Central Primal

Apresentamos nesta subseção algumas propriedades da trajetória central primal. Estes resulta-

dos sao extensões fácieis de barreiras gerais não-negativas emIRn paraSn.

Lemma 7.4.1 A funç̃ao0 < µ→ B(X(µ)), ondeB é definido por (7.8),́e ñao-crescente.

Demonstraç̃ao. Sejaµ2 < µ1. Provaremos queB(X(µ1)) ≤ B(X(µ2)). ComoX(µ1)

minimizaφB(X,µ1) eX(µ2) minimizaφB(X,µ2), ver (7.11), temos:

f(X(µ1)) + µ1B(X(µ1)) ≤ f(X(µ2)) + µ1B(X(µ2))
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e

f(X(µ2)) + µ2B(X(µ2)) ≤ f(X(µ1)) + µ2B(X(µ1)).

Somando estas desigualdades

µ2B(X(µ2)) + µ1B(X(µ1)) ≤ µ2B(X(µ1)) + µ1B(X(µ2)),

isto implica

(µ1 − µ2)B(X(µ1)) ≤ (µ1 − µ2)B(X(µ2)).

Comoµ2 < µ1 temos

B(X(µ1)) ≤ B(X(µ2)).

Lemma 7.4.2 Seµ2 < µ1 ent̃ao

i. φB(X(µ2), µ2) ≤ φB(X(µ1), µ1);

ii. f(X(µ2)) ≤ f(X(µ1)).

Demonstraç̃ao. Desde queµ2 < µ1,X(µ2) minimizaφB(X,µ2) eB ≥ 0:

φB(X(µ2), µ2) = f(X(µ2)) + µ2B(X(µ2))

≤ f(X(µ1)) + µ2B(X(µ1))

≤ f(X(µ1)) + µ1B(X(µ1))

= φB(X(µ1), µ1).

Isto provai. Para provarii, consideremos a seguinte desigualdade

f(X(µ2)) + µ2B(X(µ2)) ≤ f(X(µ1)) + µ2B(X(µ1)).

Desde queB(X(µ2)) ≤ B(X(µ1)), a desigualdade acima implica

f(X(µ2)) ≤ f(X(µ1)).

Lemma 7.4.3 SeX∗ é uma soluç̃ao ótima do problema (7.1), eµ > 0, ent̃ao

f(X∗) ≤ f(X(µ)) ≤ φB(X(µ), µ).
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Demonstraç̃ao. Desde queX∗ é uma solução ótima do problema primal, temos quef(X∗) ≤
f(X(µ)). ComoB ≥ 0,

f(X(µ)) ≤ f(X(µ)) + µB(X(µ)),

isto implica

f(X(µ)) ≤ φB(X(µ), µ).

Então

f(X∗) ≤ C •X(µ) ≤ φB(X(µ), µ).

Proposiç̃ao 7.4.1 Qualquer ponto de acumulação da trajet́oria central primal{X(µ)} é uma

soluç̃ao ótima do problema (7.1).

Demonstraç̃ao. SejaX̄ um ponto de acumulação de{X(µ)}. Note queAX̄ = b e

0 � X̄ � I. Seja{µk} uma seqüência positiva de números tal que

lim
k→∞

µk = 0

e

lim
k→∞

X(µk) = X̄.

FixeX ∈ P, uma solução viável arbitraria do problema (7.1). Pela hipótese1, podemos tomar

um pontoX0 primal viável. Consequentemente, para todoǫ ∈ (0, 1) se tem

X(ǫ) = (1− ǫ)X + ǫX0 ∈ P0.

Da condição de otimalidade paraX(µk) :

f(X(µk)) + µkB(X(µk)) ≤ f(X(ǫ)) + µkB(X(ǫ)).

Isto implica

µk[B(X(µk))− B(X(ǫ))] ≤ f(X(ǫ))− f(X(µk)).

ComoB é convexa, temos que

µk[∇B(X(ǫ))(X(µk)−X(ǫ))] ≤ f(X(ǫ))− f(X(µk)).
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Levando ao limite quandok →∞, obtemos

0 · [∇B(X(ǫ)) • (X̄ −X(ǫ))] ≤ f(X(ǫ))− f(X̄),

isto é,

0 ≤ f(X(ǫ))− f(X̄).

Agora, paraǫ→ 0 e usando a continuidade def obtemos

f(X̄) ≤ f(X).

Desde queX é uma solução viável arbitrária, a última desigualdade implica queX̄ é uma

solução ótima de (7.1).

Proposiç̃ao 7.4.2 Seja{µk} uma seq̈uência de ńumeros reais positivos tal queµk → 0 quando

k → 0. Ent̃ao:

µkB(X(µk))→ 0, quando k →∞.

Demonstraç̃ao. Por simplicidade denotaremosX(µk) porXk. SejaX̄ uma solução ótima do

problema primal (7.1). Pelo Lema 7.4.2,ii , {f(Xk)} é uma seqüência não crescente e limitada

inferiormente porf(X̄), daqui{f(Xk)} converge, isto é, existeα ∈ IR tal que

f(Xk)→ α, quando k →∞. (7.31)

Do Lema 7.4.3, temos

f(X̄) ≤ f(Xk) ≤ φB(Xk, µk)

e portanto a seqüência{φB(Xk, µk)} é limitada inferiormente. Além disso, pelo Lema 7.4.2,

i, sabemos queφB é não-crescente. Logo, existeζ∗ ∈ IR tal que

φB(Xk, µk)→ ζ∗ quando k →∞, (7.32)

ondef(X̄) ≤ ζ∗.

De (7.31) e (7.32) temos

f(Xk)− φB(Xk, µk)→ α− ζ∗, quando k →∞.
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Desde que

φB(Xk, µk) = f(Xk) + µkB(Xk),

obtemos

µkB(Xk)→ ζ∗ − α, quandok →∞.

ComoB ≥ 0 e ela é não-crescente, é claro que

µkB(Xk)→ 0, quando k →∞,

já queµk → 0, quandok →∞.

Considere agora a seguinte notação:

(Xk, yk, Sk,W k) = (X(µk), y(µk), S(µk),W (µk)).

Lembramos que nos teoremas de convergência que envolvem matrizes, usaremos a topologia

dada pela norma de Frobenius, isto é, dizemos queZk → Z, k → ∞ quando||Zk − Z||F →
0, k →∞ (onde||A||F = tr(AAT )).

Corolário 7.4.1 Seja{Xk} a seq̈uência da trajet́oria central primal. Temos que:

µk[lnX
k − ln(I −Xk))]→ 0, k →∞.

Demonstraç̃ao. Pela Proposição anterior

µk tr[(2Xk − I)(lnXk − ln(I −Xk))]→ 0, k →∞.

De (7.10), isto é equivalente a:

µk

n
∑

i=1

(2λi(X
k)− 1)[lnλi(X

k)− ln(1− λi(X
k))]→ 0, k →∞, i = 1, ..., n,

ondeλi(X
k), i = 1, ..., n, são os autovalores deXk.

Usando o Corolário 6.3.1, do Capı́tulo 6, temos:

µk[lnλi(X
k)− ln(1− λi(X

k))]→ 0, k →∞, i = 1, ..., n.
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elevando ao quadrado e aplicando somatório:

µ2
k

n
∑

i=1

[lnλi(X
k)− ln(1− λi(X

k))]2 → 0, k →∞.

Isto implica que

µk‖(lnXk − ln(I −Xk))‖F → 0, k →∞.

Portanto, concluimos que:

µk[lnX
k − ln(I −Xk))]→ 0, k →∞.

7.4.4 Propriedades da Trajet́oria Central Primal-Dual

Proposiç̃ao 7.4.3 Para todor > 0, o conjunto{(X(µ), S(µ),W (µ)) : µ ≤ r} é limitado.

Prova. ComoX(µ) ∈ Sn
(0,I), o conjunto{X(µ)} é limitado, em particular, quandoµ ≤

r. Agora, provaremos que{(S(µ),W (µ)) : µ ≤ r} é também limitado. Sabemos que

(X(µ), y(µ), S(µ),W (µ)) resolve as equações

A∗y + S −W = ∇f(X) + 2µ[lnX − ln(I −X)],

W = µ(I −X)−1,

S = µX−1.

Por isso, definindo a função Lagrangeana sobreSn
(0,I) × IRm × Sn × Sn

L(X, y, S,W ) = f(X)−yT (AX−b)−S•X−W•(I−X)+2µtr[X lnX+(I−X) ln(I−X)]

temos

∇XL(X(µ), y(µ), S(µ),W (µ)) = 0, (7.33)

onde∇X denota o gradiente deL relativo à variávelX. Agora, observando queL(. , y(µ), S(µ),W (µ))

é uma função estritamente convexa sobreSn
(0,I), (7.33) implica queX(µ) é o único mı́nimo da

funçãoL(X, y(µ), S(µ),W (µ))) sobreSn
(0,I). Por outro lado, temos que:

f(X(µ))− L(X(µ), y(µ), S(µ),W (µ))

= S(µ) •X(µ)−W (µ)(I −X(µ))− 2µtr[X lnX + (I −X) ln(I −X)]
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= nµ+ nµ − 2µtr[X(µ) lnX(µ) + (I −X(µ)) ln(I −X(µ))]

≤ 2nµ(1 + ln 2).

Logo, pela hipótese 1, podemos tomar um pontoX0 primal viável, obtendo

f(X(µ))− 2nµ(1 + ln 2) ≤ L(X(µ), y(µ), S(µ),W (µ))

≤ L(X0, y(µ), S(µ),W (µ))

≤ f(X0)− S(µ) •X0 −W (µ) • (I −X0) (7.34)

onde a última desigualdade é conseqüência da viabilidade deX0, e de que

n
∑

i=1

[λi(X
0) lnλi(X

0) + (1− λi(X
0)) ln(1− λi(X

0))] ≤ 0.

Usandoλmin(X)trS ≤ X • S e (1− λmin(X))trW ≤ (I −X) •W em (7.34), obtemos:

f(X(µ))− 2nµ(1 + ln 2) ≤ f(X0)− λmin(X0)trS(µ)− (1− λmin(X0))trW (µ),

e assim

λmin(X0)trS(µ) + (1− λmin(X0))trW (µ) ≤ f(X0) + 2nµ(1 + ln 2)− f(X(µ)). (7.35)

Desde que0 < λi(X
0) < 1 para todoi = 1, ..., n, temos, em particular,0 < λmin(X0) < 1, e

assim, o valorǫ definido por

ǫ = min{λmin(X0), 1− λmin(X0)}

é positivo.

Agora, sejaf ∗ o valor ótimo do problema (7.1). De (7.35), e usandoµ ≤ r, obtemos que:

trS(µ) + trW (µ) ≤ 1

ǫ
[f(X0) + 2nµ(1 + ln 2)− f(X(µ))]

≤ 1
ǫ
(f(X0) + 2n(1 + ln 2)r − f ∗).

Como‖S‖F ≤ trS e‖W‖F ≤ trW temos:

‖S(µ)‖F + ‖W (µ)‖F ≤
1

ǫ
[f(X0) + 2nµ(1 + ln 2)− f(X(µ))].

118



Portanto o conjunto{(X(µ), S(µ),W (µ)) : µ ≤ r} é limitado.

Embora a funçãoln(X(µ)) − ln(I − X(µ))) não seja limitada emSn
(0,I), é possı́vel provar

a existência de pontos de acumulação da trajetória central primal-dual.

Lemma 7.4.4 O conjunto dos pontos de acumulação da trajet́oria central primal-dual

{(X(µ), y(µ), S(µ),W (µ))} é ñao vazio.

Prova. Devido que{(X(µ), S(µ),W (µ)) : µ ≤ r} é limitado (ver proposição anterior) existe

uma subseqüência{(X(µj), S(µj),W (µj))} e um ponto(X̄, S̄, W̄ ) tal que:

(X(µj), S(µj),W (µj))→ (X̄, S̄, W̄ ), j →∞, e

µj → 0, j →∞.

Da equação da trajetória central:

y(µj) = (AA∗)−1A (∇f(X(µj)) + 2µj[ln(X(µj)− ln(I −X(µj))]− S(µj) +W (µj)) .

Aplicando o limite emj, usando a continuidade de∇f e o resultado do Corolário 7.4.1 temos

y(µj)→ (AA∗)−1A
(

∇f(X̄)− S̄ + W̄
)

, j →∞.

Definindo ȳ := (AA∗)−1A
(

∇2f(X̄)− S̄ + W̄
)

, obtemos que(X̄, ȳ, S̄, W̄ ) é um ponto de

acumulação da trajetória primal-dual. Portanto o conjunto de pontos de acumulação é não

vazio.

Proposiç̃ao 7.4.4 Todo ponto de acumulação da trajet́oria central primal-duaĺe soluç̃aoótima

do par de problemas primal (7.1) e dual (7.2).

Prova. Seja(X̄, ȳ, S̄, W̄ ) um ponto de acumulação da trajetória central primal-dual. Então

existem seqüências{µk} e (X(µk), y(µk), S(µk),W (µk)) tais que

µk → 0, k →∞, e

(X(µk), y(µk), S(µk),W (µk))→ (X̄, ȳ, S̄, W̄ ), k →∞.
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Pela Proposição 7.4.1̄X é solução do problema primal (7.1). Resta então provar que(X̄, ȳ, S̄, W̄ )

é solução do problema dual (7.2). Das condições de KKT do problema penalizado:

A∗yk + Sk −W k = ∇f(Xk) + 2µ[lnXk − ln(I −Xk)],

levando ao limite emk, usando a propriedade de continuidade de∇f e o Corolário 7.4.1,

tem-se:

A∗ȳ + S̄ − W̄ = ∇f(X̄) (7.36)

Também comoSk ≻ 0 eW k ≻ 0 obtemos:

S̄ � 0 e W̄ � 0 (7.37)

De (7.36) e (7.37) concluimos que(X̄, ȳ, S̄, W̄ ) é um ponto viável do problema (7.2). Para

verificar que(X̄, ȳ, S̄, W̄ ) é solução ótima, é suficiente provar a propriedade de complemen-

taridade, isto é,̄W • (X̄ − I) = 0 e S̄ • X̄ = 0.

Das condições de KKT do problema penalizado,X(µk) • S(µk) = µk, ou, no limite,

X̄ • S̄ = 0.

Da mesma forma pode-se mostrar que

W̄ • (I − X̄) = 0.

Portanto, a prova está concluida.

Mostraremos que no caso de ser a função objetivo linear a trajetória central primal-dual

converge. Para obter este resultado usaremos o Lemma 2.5.1.Os argumentos são similares aos

usados para a barreira logarı́tmica, em Halická et al. [38].

Teorema 7.4.2Sef(X) = C •X, ent̃ao a trajet́oria (X(µ), y(µ), S(µ),W (µ)) converge para

um ponto(X∗, y∗, S∗,W ∗) ∈ P ∗ ×D∗.

Proof. Usando o resultado de existência dos pontos de acumulação da seqüência

(X(µ), y(µ), S(µ),W (µ)), existe um ponto(X∗, y∗, S∗,W ∗) ∈ P ∗ × D∗ e uma seqüência

{µj} tal que

lim
µj→0

(X(µj), y(µj), S(µj),W (µj)) = (X∗, y∗, S∗,W ∗).
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Definamos o seguinte conjunto:

M :=






















































AX̄ = 0

A∗ȳ + S̄ − W̄ = 2µ[ln(X̄ +X∗)− ln(I − (X̄ +X∗))]

(X̄, ȳ, S̄, W̄ , µ): (X̄ +X∗)(S̄ + S∗) = µI

(I − (X̄ +X∗))(W̄ +W ∗) = µI

(X̄ +X∗) ≻ 0, (I − (X̄ +X∗)) ≻ 0, (S̄ + S∗) ≻ 0, (W̄ +W ∗) ≻ 0 andµ > 0.























































.

É simples mostrar que se existe(X̄, ȳ, S̄, W̄ , µ) ∈M, então(X̄+X∗, ȳ+y∗, S̄+S∗, W̄ +W ∗)

é um ponto da trajetória central primal-dual. Temos tamb´em que o elemento zero está contido

no fecho deM . De fato, como

lim
µj→0

(X(µj), y(µj), S(µj),W (µj)) = (X∗, y∗, S∗,W ∗), (7.38)

podemos definir a seqüência

(X̄j, ȳj, S̄j, W̄j, µ̄j) := (X(µj)−X∗, y(µj)− y∗, S(µj)− S∗, W (µj)−W ∗, µj).

De (7.38) temos que(X̄j , ȳj, S̄j, W̄j, µ̄j) ∈M e

lim
j→∞

(X̄j, ȳj, S̄j, W̄j, µ̄j) = (0n×n, 0m, 0n×n, 0n×n, 0).

Portanto,0 ∈M .

Neste ponto aplicaremos o Lema 2.5.1 da curva Selecionada. Observe que este Lema implica

a existência de umǫ > 0 e uma função analı́ticaγ: [0, ǫ)→ Sn × IRm × Sn ×Sn × IR tal que

γ(t) = (X̄(t), ȳ(t), S̄(t), W̄ (t), µ(t))→ (0n×n, 0m, 0n×n, 0n×n, 0) quando t→ 0, (7.39)
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e set > 0, (X̄(t), ȳ(t), S̄(t), W̄ (t), µ(t)) ∈M, isto é,

AX̄(t) = 0,

A∗ȳ(t) + S̄(t)− W̄ (t) = 2µ[ln(X̄(t) +X∗)− ln(I − (X̄(t) +X∗))],

(X̄(t) +X∗)(S̄(t) + S∗) = µI,

(I − (X̄(t) +X∗))(W̄ (t) +W ∗) = µI,

X̄(t) +X∗ ≻ 0,

I − (X̄(t) +X∗) ≻ 0,

S̄(t) + S∗ ≻ 0,

W̄ (t) +W ∗ ≻ 0,

µ(t) > 0.

(7.40)

Observando que a trajetória central é única, então o sistema (7.40) também tem uma única

solução, dada por

X(µ(t)) = X̄(t)+X∗, y(µ(t)) = ȳ(t)+y∗, S(µ(t)) = S̄(t)+S∗, W (µ(t)) = W̄ (t)+W ∗,

parat > 0. Agora, aplicando limite quandot→ 0 e usando (7.39), obtemos, paralim
t→0

µ(t) = 0,

lim
t→0

X(µ(t)) = X∗, lim
t→0

y(µ(t)) = y∗, lim
t→0

S(µ(t)) = S∗, lim
t→0

W (µ(t)) = W ∗ .

Desde queµ(t) > 0 em(0, ǫ), µ(0) = 0, eµ(t) é analı́tica em[0, ǫ), existe um intervalo,(0, ǫ′)

ondeµ′(t) > 0. Devido a isto a função inversaµ−1:µ(t) → t existe no intervalo(0, µ(ǫ′)).

Além disso,µ−1(t) > 0 para todot ∈ (0, µ(ǫ′)), e lim
t→0

µ−1(t) = 0. Portanto, segue-se que

lim
t→0

X(t) = lim
t→0

X(µ(µ−1(t))) = lim
t→0

X̄(µ−1(t)) +X∗ = X∗.

de manera similar, obtemos

lim
t→0

y(t) = y∗, lim
t→0

S(t) = S∗, lim
t→0

W (t) = W ∗.

Desde que(X∗, y∗, S∗,W ∗) foi arbitrário, ele deve ser único, terminando assim a demonstração.
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7.5 Um Método de Ponto Proximal

Nesta seção introduzimos um método de ponto proximal para resolver o problema (7.1)

baseada em uma distância de Bregman induzida pela barreiraB, isto é,

DB(Z, Y ) = B(Z)− B(Y )− tr[∇B(Y )(Y − Z)]. (7.41)

O método gera uma seqüência{Zk} ⊂ Sn
(0,I) definida como

Z0 ∈ Sn
(0,I) tal que ∇B(Z0) ∈ Im(A∗), (7.42)

Zk+1 = arg min
Z∈Sn
{C • Z + λkDB(Z,Zk) : AZ = b, 0 � Z � I} (7.43)

onde{λk} ⊂ IR++ satisfaz
∞
∑

k=0

λ−1
k =∞. (7.44)

e

DB(Z,Zk) = 2tr[Z lnZ − Z lnZk − Z ln(I − Z) + Z ln(I − Zk)]− ln det(ZZk−1
) +

ln det(I − Z)(I − Zk)−1 + tr(ZZk−1
) + tr((I − Z)(I − Zk)−1)− 2n.

A seqüência{Zk}, k = 1, 2, ..., gerada pelo método, é bem definida e única (para cadak)

devido à estrita convexidade da função objetivo sobreP0 e toma valores infinitos sobre a fron-

teira deP. Assim, para todok ≥ 1, Zk ∈ P0.

ComoZk+1 é a solução do problema (7.43), existevk ∈ IRm tal que

C + λk(∇B(Zk+1)−∇B(Zk)) = A∗vk (7.45)

Agora, é fácil verificar, usando a hipótese∇B(Z0) ∈ Im(A∗), que a trajetória central primal

X(µ), como foi definida na seção anterior, é a única soluçãodo seguinte problema

min
Z∈Sn
{C • Z + µDB(Z,Z0) : AZ = b, 0 � Z � I}.

Assim,X(µ) satisfaz

C + µ(∇B(X(µ))−∇B(Z0)) = A∗w(µ) (7.46)

para algumw(µ) ∈ IRm.

O resultado que mostraremos a seguir é uma natural extensão para programação semidefinida

do resultado obtido por Iusem et al. [43].
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Teorema 7.5.1A seqûencia{Xk} gerada por (7.42)-(7.43) e a trajetória central convergem

para o mesmo ponto.

Demonstraç̃ao. Sejaµk = (
k−1
∑

j=0
λ−1

j )−1. Obviamente{µk} é uma seqüência decrescente para

cadak ≥ 1 e converge para zero quandok vai para infinito. De (7.46) temos

C + µk(∇B(X(µk))−∇B(Z0)) = A∗w(µk)

C + µk+1(∇B(X(µk+1))−∇B(Z0)) = A∗w(µk+1),

para alguma seqüência{w(µk)}.
Usando o seguinte fatoµ−1

k+1 − µ−1
k = λ−1

k , a desigualdade acima implica que

C + λk(∇B(X(µk+1))−∇B(X(µk))) = A∗vk,

onde

vk = λk(µ
−1
k+1w(µk+1)− µ−1

k w(µk)).

Agora, devido à unicidade do ponto de minimo de (7.43), temos, da equação anterior e de

(7.45), queZk = X(µk). Finalmente

lim
k→∞

Zk = lim
k→∞

X(µk) = X∗

onde a última igualdade é conseqüência do Teorema 7.4.2.
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Caṕıtulo 8

Conclus̃oes

8.1 Conclus̃oes e Futuras Pesquisas do Capı́tulo 3

No Capı́tulo 3, estudamos as propriedades geométricas dasmétricas diagonais no ortante

positivoIRn
++ e o hipercubo(0, 1)n, vistos como variedades Riemannianas. Obtemos alguns

resultados importantes no contexto das aplicações da geometria Riemanniana à otimização,

por exemplo, curvatura zero, equações bem mais simples para obter geodésicas e distâncias

Riemannianas, condições suficientes para garantir completitude da variedade Riemanniana,

fórmulas explı́citas para o gradiente e a Hessiana de uma função diferenciável. Este estudo per-

mitiu descobrir duas métricas diagonais,π2 csc4(πx) eX−2(I−X)−2, com curvas e distâncias

geodésicas explı́citas, obtendo assim métodos de máxima descida, subgradientes e ponto prox-

imal, cujos resultados de convergência são conhecidos naliteratura de aplicações da geometria

Riemanniana à otimização. Outro fato interessante é que estas métricas são as Hessianas das

funções barreiras

b1(x) = −1

6

n
∑

i=1

{4 ln(sin πxi)− cot2(πxi)},

b2(x) =
n
∑

i=1

(2xi − 1)[ln xi − ln(1− xi)]

para o hipercubo[0, 1]n. Um futura pesquisa é o estudo das propriedades geométricas de uma

outra classe de métricas, não necessáriamente diagonais, no ortante positivo e no hipercubo.
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8.2 Conclus̃oes e Futuras Pesquisas do Capı́tulo 4

No Capı́tulo 4 estendemos os resultados de convergência global do método de máxima

descida com uma busca de Armijo generalizada e uma regularização proximal para resolver

problemas de minimização para funções quase-convexasem variedades Riemannianas. Em

particular, este método resolve problemas de minimizaç˜ao restrita quando as restrições con-

stituem uma variedade Riemanniana conexa, completa, de dimensão finita com curvatura sec-

cional não negativa e a função objetivo é quase-convexana variedade. Estensões de métodos

subgradientes para minimizar problemas não diferenciáveis e quase-convexas deIRn para var-

iedades Riemannianas constitue uma futura pesquisa.

8.3 Conclus̃oes e Futuras Pesquisas do Capı́tulo 5

No Capı́tulo 5 generalizamos o método de ponto proximal, PBD, para resolver problemas

de otimização definidas em variedades de Hadamard. Observamos que em nenhuma de nossas

provas usamos o fato da curvatura da variedade ser não positiva, isto é, somente precisamos

a unicidade da curva geodésica mı́nima. Por isso, nossa abordagem pode ser estendida para

variedades mais gerais, especificamente para variedades Riemannianas sem pontos focais.

O método de ponto proximal com a distância Logaritmo-Quadrática para funções quase-

convexas no ortante não negativo foi desenvolvido em [70] epara problemas restritos em var-

iedades de Hadamard com distâncias Riemannianas e de Bregman está sendo desenvolvido

em [71]. Uma futura pesquisa é a generalização deste método para resolver problemas de

desigualdades variacionais e de equilibrio.

8.4 Conclus̃oes e Futuras Pesquisas do Capı́tulo 6

No Capı́tulo 6, introduzimos a funçãoB(x) =
n
∑

i=1
(2xi− 1)[ln xi− ln(1− xi)], e provamos

que ela é(3/2)n barreira auto-concordante para[0, 1]n. Esta barreira é de fato nova em métodos

de pontos interiores, devido a que ela não pode ser obtida através da regra dada por Nesterov

and Nemirovskii [58]. Logo, usamosB para resolver problemas convexos com restrições
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lineares limitadas. Provamos que a trajetória central converge para o centro analı́tico do con-

junto das soluções ótimas e no caso linear obtemos a convergência da trajetória primal-dual.

Fornecemos também um novo algoritmo primal polinomial para este tipo de problemas com

limites superiores para o número de iterações para obterumaǫ−solução, como também intro-

duzimos um novo método proximal com convergência para o mesmo ponto da trajetória central

no caso linear. Como futura pesquisa, propomos o estudo da trajetória dual, além disso, se tal

limite existe, obter uma caracterização deste ponto, como foi feito para o caso primal.

Por outro lado, devido a que a constante de auto-concordância obtida paraB não é ótima

(no sentido de que ela é maior do quen) nossa barreira, pelo menos para algoritmos primais,

tem uma pequena desvantagem comparados com algoritmos dados pela barreira logarı́tmica

tradicional. Nossa esperança é que ela tenha melhores propriedades quando trabalhemos com

algoritmos primais-duais, devido a que nestes métodos o parâmetro de auto-concordância não

é empregado.

8.5 Conclus̃oes e Futuras Pesquisas do Capı́tulo 7

No Capı́tulo 7, introduzimos a função

B(X) = tr [(2X − I)(lnX − ln (I −X))]

para resolver a classe de problemas de otimização semidefinida:min {f(X) s.a:Ai •X = bi,

0 � X � I}. Esta famı́lia é motivada por alguns problemas, como minimização de somas

dos maiores autovalores de matrizes simétricas, ver Alizadeh [2]. Provamos que a trajetória

central primal-dual, obtida pelas condições de KKT do problema auxiliar associado à barreira

é continuamente diferenciável e que todo ponto de acumulação, o qual existe, é solução do par

de problemas primal e dual. No caso linear provamos a convergência de toda a seqüência para

uma solução ótima. Também apresentamos um novo métodoproximal com uma distância de

Bregman que converge para a mesma solução ótima (no caso linear) da trajetória central.

Um questão em aberto é a auto-concordância da barreiraB, que se põe naturalmente por

ser ela uma generalização paraSn
[0,I] de uma barreira auto-concordante em[0, 1]n. Além desta,

uma futura pesquisa é a construção de um algoritmo primal-dual (com possı́vel complexidade
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polinomial) que melhore as propriedades da barreira logar´ıtmica tradicional.

Por outro lado, do ponto de vista das aplicações da geometria Riemanniana à otimização,

uma futura pesquisa seria estudar as propriedades geométricas, como curvatura, geodésicas

explı́citas e distâncias Riemannianas, da variedade Riemanniana

Sn
(0,I) = {X ∈ Sn : 0 ≺ X ≺ I}

com métrica induzida pela Hessiana da barreiraB.
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[9] BURACHIK, R.S., GRAÑA DRUMMOND, L.M, IUSEM, A.N., SVAITER, B.F., Full

convergence of the steepest descent method with inexact line searches,Optimization, v.

32, 137-146, 1995.

[10] BURACHIK, R.S., SCHEIMBERG, S. “A Proximal Point Method for the Variational

Inequality Problem in Banach Spaces”,SIAM J. Control Optim., v. 39, n. 5, pp. 1633-

1649, 2000.

[11] do CARMO, M.P.Riemannian Geometry, Birkhausen, Boston, 1992.

[12] CENSOR, Y., ZENIOS, A. “Proximal minimization algorithms with D-functions”,Jour-

nal of Optimization Theory and Aplication, v. 73, n. 3, pp. 451-464, 1992.

[13] CENSOR, Y., LENT, A. “An Iterative Row-Action Method for Interval Convex Program-

ming”, Journal of Optimization Theory and applications, v. 34, n. 3, pp. 321-353, Jul.

1981.

[14] CHEN, G., TEBOULLE, M. “Convergence Analysis of the Proximal-Like Minimization

Algorithm Using Bregman Functions”,SIAM J. Optimization, v. 3, pp. 538-543, August

1993.

[15] da CRUZ NETO, J.X., OLIVEIRA, P.R.,Geodesic Methods in Riemannian Man-

ifolds, Technical Report ES-352/95, Systems Engineering and Computer Sciences,

PESC/COPPE, Federal University of Rio de Janeiro, 1995.

[16] da CRUZ NETO, J. X., LIMA, L.L., OLIVEIRA, P.R., “Geodesic Algorithms in Rieman-

nian Geometry”,Balkan Journal of Geometry and its Applications, v. 3, n. 2, pp. 89-100,

1998.

[17] da CRUZ NETO, J.X., FERREIRA, O.P., LUCAMBIO PEREZ, L.,NÉMETH, S.Z.,
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[75] RAPCSÁK, T., Smooth Nonlinear Optimization inIRn, Kluwer Academic Publishers,

1997.
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