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Resumo da Tese apresentada à COPPE/UFRJ omo parte dos requisitosneessários para a obtenção do grau de Doutor em Ciênias (D.S.)REARRANJOS DE GENOMAS: TEORIA E APLICAÇÕESRodrigo de Alenar HausenDezembro/2007Orientador: Celina Miraglia Herrera de FigueiredoPrograma: Engenharia de Sistemas e Computação
Este trabalho apresenta aspetos teórios e prátios do problema de re-arranjo de genomas, em partiular para rearranjos por transposições. Naparte teória, são demonstrados alguns resultados onheidos baseados nodiagrama de realidade e desejo (também denominado �grafo de pontos dequebra�), porém om provas mais rigorosas do que as enontradas em traba-lhos anteriores de outros autores; também é abordado o problema de orde-nação por transposições omo um problema de teoria dos grafos, abordagemmuito pouo utilizada na literatura, e para a qual são demonstrados algunsresultados novos sobre a estrutura do grafo tório para o onjunto das per-mutações de n elementos, onde n+1 é primo. Na parte prátia, é desrito ummétodo para omparação entre os genomas humano e do himpanzé, ondepela primeira vez são onsideradas transposições. Com esse método, foramenontradas 542 reversões e 255 transposições.vi



Abstrat of Thesis presented to COPPE/UFRJ as a partial ful�llment of therequirements for the degree of Dotor of Siene (D.S.)GENOME REARRANGEMENTS: THEORY AND APPLICATIONSRodrigo de Alenar HausenDeember/2007Advisor: Celina Miraglia Herrera de FigueiredoDepartment: Systems Engineering and Computer Siene
This work presents theoretial and pratial aspets of the genome re-arrangement problem, in partiular for rearrangements by transpositions.Regarding the theory, some known results based on the reality and desirediagram (also denominated as �breakpoint graph�) are shown, but with moresrupulous proofs than those found in previous papers by other authors; anoft-overlooked graph-theoretial approah to the problem of sorting by trans-positions is also used, for whih some new results are found on the strutureof the tori graph for the set of permutations of n elements, where n + 1 isprime. On the pratial side, a method to ompare the human and him-panzee genomes is desribed, where for the �rst time transpositions havebeen taken into onsideration. By using this method, 542 reversals and 255transpositions have been found.
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Capítulo 1
Introdução

Avanços tenológios reentes permitiram a aptação de uma quantidaderesente de informação sobre a biologia moleular dos organismos. Muitosgenomas, desde batérias até o ser humano, foram mapeados extensivamente.Tal quantidade de dados fomentou o interesse no problema de omparaçãode genomas, ou seja, determinar o quão relaionadas estão duas espéies dis-tintas por meio da observação dos seus onjuntos de genes. A distânia entreduas espéies é omumente usada omo entrada em algoritmos de onstruçãode árvores �logenétias, úteis para o estudo da evolução das espéies.Há duas abordagens prinipais para determinação de distânia entre doisdiferentes organismos pela omparação dos seus dados genétios: alinha-mento de adeias e rearranjo de genomas.A abordagem de alinhamento de adeias onsiste em determinar as dife-renças e similaridades entre duas ou mais adeias, atribuindo uma pontuação(sore) para ada alinhamento ou não-alinhamento que oorre (�gura 1.1). Adistânia entre as duas adeias é determinada ao se enontrar o alinhamentoque possui pontuação total máxima, alulado sobre as adeias de bases deDNA � no alfabeto {a, t, , g} � ou adeias de aminoáidos � no alfabeto1



Seqüênias alinhadas:agatattaga---gagtMatriz de similaridade S e penalidade de espaço d:a g  ta 10 -1 -3 -4
S = g -1 7 -5 -3 -3 -5 9 0t -4 -3 0 8 d = −5Pontuação:

S(a,)+S(g,g)+S(a,a)+ 3 · d + S(g,g)+S(t,a)+ S(t,)+ S(a,g)+S(,t)=-3 + 7 + 10 + 3 · (−5)+ 7 + (-4) + 0 + (-1) + 0 =
= 1Figura 1.1: Cálulo da pontuação de um alinhamento entre duas adeias de DNA.{A, V, L, I, P, M, F, W, G, S, T, C, N, Q, Y, D, E, K, R, H}. Essa aborda-gem é extremamente sensível a mutações pontuais entre as adeias, e podefalhar na identi�ação de mutações grandes. Para maiores detalhes sobreesta abordagem, sugerimos a onsulta ao apítulo 3 do livro de introdução àbiologia moleular omputaional de Setubal e Meidanis [21℄.Na abordagem por rearranjo de genomas estamos interessados em de-terminar a distânia entre dois genomas diferentes através da apliação demutações ao primeiro genoma de modo que, ao �nal, o segundo genoma sejaenontrado. Esta abordagem difere da anterior no sentido em que não es-tamos mais omparando �letras� individuais, mas um onjunto de genes. Adistânia entre dois genomas é, então, o número mínimo de mutações quetransforma um genoma em outro [2, 21℄ (�g. 1.2).Apesar de alguns bons resultados haverem surgido no urso dos últimosanos para rearranjos por reversões [12℄ e até mesmo para asos em que sãoadmitidos mais de um tipo de mutação, omo reversões e interâmbio de2



Figura 1.2: Evolução entre o loroplasto do tabao e da L. fervens (adaptadode [2℄).bloos [27℄, alguns eventos evoluionários ainda são difíeis de se lidar, noque tange à omplexidade dos algoritmos atuais. Um desses eventos é atransposição.Uma transposição é um desloamento de um bloo ontíguo em um ge-noma. Pode-se enontrar a distânia de transposição, ou seja, a menorseqüênia de transposições que transforma um genoma A em um genomaB, de maneira e�iente (em tempo polinomial)? Esta é uma questão aindaem aberto, a qual abordaremos neste texto.Este doumento está organizado da seguinte forma: de�niremos a seguiros eventos de reversão, transposição e interâmbio de bloos e os problemasde rearranjo, omo álulo da distânia por reversões e por transposições; oapítulo 2 introduz algumas estruturas auxiliares para a resolução dos pro-blemas, omo o diagrama de realidade e desejo, e revisa alguns resultadosonheidos sobre limites para as distânias; no apítulo 3 propomos o grafo3



de rearranjos por transposições para reinterpretar alguns resultados da teoriausando essa estrutura; no apítulo 4, a parte mais apliada de nosso traba-lho, apresentamos os resultados obtidos durante o período em que o alunoesteve trabalhando sob a orientação do prof. David Sanko�, da Universi-dade de Ottawa, sobre a análise de rearranjos entre os genomas humano e dohimpanzé. Por �m, no apítulo 5, enerraremos om um sumário dos desen-volvimentos desta tese e apresentaremos prováveis desdobramentos futurosdeste trabalho.Esta tese ontribui para o estudo de rearranjos de genomas tanto noaspeto teório quanto no aspeto prátio.No aspeto teório, o apítulo 2 revisa a teoria lássia de rearranjos degenomas por transposições, forneendo provas mais detalhadas para os limi-tes do diâmetro de transposição sem reorrer a demonstrações simplesmenteatravés de diagramas. A rítia ao pouo formalismo das provas apresentadasna teoria lássia [1, 2, 3, 4℄ foi feita em pelo menos dois trabalhos [15, 17℄onde uma teoria algébria foi proposta omo alternativa para obter um maiorrigor. Já o apítulo 3 propõe o estudo de rearranjos por transposições omoum problema de teoria de grafos. Enontramos apenas uma referênia [10℄que também usa teoria de grafos, através de um grafo auxiliar, denominadografo tório, que reduz o número de permutações. Desrevemos neste a-pítulo várias propriedades do problema de ordenação por transposições, jáonheidas ou novas, omo propriedades de teoria de grafos. Em relação aografo tório, também apresentamos novas propriedades.No aspeto prátio, o apítulo 4 propõe um método omputaional usadopara omparação dos genomas humano e do himpanzé. Pela primeira vez,são onsideradas transposições na omparação de genomas em larga esala.Como resultado, onseguimos identi�ar 542 reversões e 255 transposições.4



1.1 De�niçõesUma permutação linear , ou simplesmente uma permutação, de n elemen-tos é uma função bijetiva π tal que
π : {1, 2, . . . , n} → {1, 2, . . . , n}

i 7→ π(i) = πi,denotada usualmente por
π =




1 2 . . . n

π1 π2 . . . πn



 ,ou de forma mais suinta,
π = (π1π2 . . . πi . . . πj . . . πn).Cada elemento πi é um inteiro no intervalo 1 ≤ πi ≤ n, e todos os elementossão distintos: πi 6= πj se i 6= j.Duas permutações, em partiular, são importantes no estudo de rearran-jos, uma por possuir todos os seus elementos em ordem resente e outra porpossuir todos em ordem deresente.De�nição 1.1 (permutação identidade). A permutação identidade é umapermutação que leva todos os elementos neles próprios, sendo denotada por

ι[n] = (1 2 . . . n).

5



De�nição 1.2 (permutação reversa). A permutação reversa é uma permu-tação que leva o elemento i no elemento n− i + 1, sendo denotada por
ρ[n] = (n n−1 . . . 2 1).Por brevidade, onde o valor de n estiver laramente de�nido, utilizaremos

ι e ρ para denotar, respetivamente, ι[n] e ρ[n].De�nição 1.3 (inversa de uma permutação). A inversa da permutação π,denotada por π−1, é uma permutação que mapeia ada elemento πi de π emsua posição π−1(πi) = i, ou seja:
π−1 = ( π−1

1 π−1
2 . . . π−1

n ),onde π−1
i é a posição do elemento i em π.Exemplo 1.4. Seja π = (35214). A sua inversa π−1 deve ser tal que

π−1(3) = 1, π−1(5) = 2, π−1(2) = 3, π−1(1) = 4 e π−1(4) = 5. Portanto,
π−1 = (43152).O produto (ou omposição) entre duas permutações π e σ é uma permuta-ção γ = σπ onde γ(i) = σ(π(i)). Note que, em geral, σπ difere de πσ. O pro-duto de uma permutação pela sua inversa é a identidade: π−1π = ππ−1 = ι(neste aso espeí�o, a operação produto é omutativa). Claramente, oproduto de permutações é assoiativo: γ(σπ) = (γσ)π.As de�nições e propriedades menionadas aima permitem-nos onluirque as permutações lineares de n elementos formam um grupo Sn, hamadode grupo simétrio, om ordem n!.

6



Um evento de mutação, ou operação de rearranjo, altera a ordem doselementos de uma permutação de uma maneira bem de�nida. Entre as ope-rações de rearranjo mais estudadas, estão as reversões e as transposições.De�nição 1.5 (reversão). [1, 13, 26℄ Uma reversão, denotada por r(i, j),
1 ≤ i ≤ j ≤ n, é uma operação que inverte a ordem dos elementos deuma permutação entre as posições i e j, da forma ilustrada a seguir. Seja
π = (π1π2 . . . πi . . . πj . . . πn); a apliação da reversão r(i, j) à permutação πproduz a seguinte permutação:

π · r(i, j) = (π1π2 . . . πi−1 πjπj−1 . . . πi+1πi πj+1 . . . πn).O aso partiular r(1, n)ι[n] = ρ[n] justi�a o nome da permutação reversa.Notamos que uma operação de reversão também pode ser vista omo aseguinte permutação em Sn:
r(i, j) = (1 2 . . . i−1 j j−1 . . . i+1 i j+1 . . . n).Observe que apliando-se r(i, j) à permutação π · r(i, j), obtemos nova-mente π, ou seja, a inversa de uma dada reversão é ela própria: π · r(i, j) ·

r(i, j) = π para qualquer π, portanto r(i, j) · r(i, j) = ι, logo r(i, j) =

(r(i, j))−1. Também é fáil ver que, dada uma permutação π ∈ Sn, sem-pre existe uma seqüênia de reversões r1, . . . , rm tal que π · r1 · r2 · . . . rm = ι.Diremos que uma tal seqüênia ordena π.Exemplo 1.6. Seja π = (3 2 5 4 1) e onsidere a reversão r(3, 5), apliada àpermutação π:
π · r(3, 5) = (3 2 1 4 5 ).7



Neste aso, r(3, 5) pode ser vista omo a permutação (1 2 5 4 3), e a apliaçãode r(3, 5) a π equivale ao produto:
π · (1 2 5 4 3) = (3 2 1 4 5).Vemos que a reversão r(1, 3), quando apliada a (3 2 1 4 5), produz ( 1 2 3 4 5),a permutação identidade.De�nição 1.7 (transposição). [4℄ Uma transposição1, denotada por t(i, j, k),onde 1 ≤ i < j < k ≤ n + 1, �orta� os elementos entre as posições j e k− 1(ambas inlusas) e �ola-os� imediatamente antes da posição i. Seja

π = (π1π2 . . . πi−1πi . . . πj−1 πj . . . πk−1 πk . . . πn),então:
π · t(i, j, k) = (π1π2 . . . πi−1 πj . . . πk−1 πi . . . πj−1πk . . . πn).A transposição t(i, j, k) pode ser vista omo a permutação

t(i, j, k) = (1 2 . . . i−1 j j+1 . . . k−1 i i+1 . . . j−1 k k+1 . . . n).Exemplo 1.8. (8 7 6
?

5 1 4 3 2) · t(1, 3, 5) = ( 6 5 8 7 1 4 3 2)A inversa de uma transposição é também uma transposição, omo vere-mos na expliação que se segue. Seja π′ = π · t(i, j, k), e queremos enontrara permutação (t(i, j, k))−1 tal que π′ · (t(i, j, k))−1 = π. Desrevamos ada1Chamamos a atenção do leitor familiarizado om Teoria de Grupos para o fato que,apesar da igualdade de nomes, o oneito de transposição usado neste texto difere dooneito lássio de transposição da Álgebra.8



elemento π′

ℓ de π′, em função de i, j, k e ℓ:
π′

ℓ =







πℓ se ℓ < i ou ℓ ≥ k

πℓ−i+j se i ≤ ℓ < i + k − j

πℓ−k+j se i + k − j ≤ ℓ < k,

(1.1)e onsidere a apliação da transposição t(i, i + k− j, k) a π′, dando origem a
π′′ = π′ · t(i, i + k − j, k), ou seja,

π′′ = (π′

1π
′

2 . . . π′

i−1 π′

i+k−j . . . π′

k−1 π′

i . . . π
′

i+k−j−1π
′

k . . . π′

n),onde ada elemento π′′

ℓ′ é tal que
π′′

ℓ′ =







π′

ℓ′ se ℓ′ < i ou ℓ′ ≥ k

π′

ℓ′+k−j se i ≤ ℓ′ < j

π′

ℓ′+i−j se j ≤ ℓ′ < k.

(1.2)Para ℓ′ < i ou ℓ′ ≥ k, temos π′′

ℓ′ = π′

ℓ′ = πℓ′; no aso i ≤ ℓ′ < j, obtemos que
π′′

ℓ′ = π′

ℓ′+k−j e, omo neste aso ℓ′ + k − j varia entre i + k − j (inluso) e
k (exluso), então π′′

ℓ′ = π′

ℓ′+k−j = π(ℓ′+k−j)−k+j = πℓ′. Em última instânia,
j ≤ ℓ′ < k, logo π′′

ℓ′ = π′

ℓ′+i−j = π(ℓ′+i−j)−i+j = πℓ′, pois neste aso i ≤

ℓ′+i−j < i+k−j. Em todos os asos, temos que π′′

ℓ′ = πℓ′ , logo t(i, i+k−j, k)é a inversa de t(i, j, k).Exemplo 1.9. Considere a transposição t(2, 5, 7) apliada a ι[8]:
(1 2 3 4 5

?
6 7 8) · t(2, 5, 7) = (1 5 6 2 3 4 7 8).

9



A transposição t(2, 2 + 7− 5, 7) = t(2, 4, 7) é a inversa de t(2, 5, 7), pois
(1 2 3 4 5

?
6 7 8)·t(2, 5, 7)·t(2, 4, 7) = (1 5 6 2 3

?
4 7 8)·t(2, 4, 7) = (1 2 3 4 5 6 7 8).As de�nições das operações de reversão e transposição são motivadas poreventos de mutação observados na omparação entre os genomas de organis-mos distintos [11, 23℄. Christie [6℄ de�ne uma operação de rearranjo que nãoé motivada por razões biológias, mas que é uma generalização de transpo-sições, e ujo tratamento teório é mais simples:De�nição 1.10 (interâmbio de bloos). [6℄ Um interâmbio de bloos(ou blok-interhange, também denominado blok-swapping) om parâme-tros (i, j, k, ℓ), onde 1 ≤ i < j ≤ k < ℓ ≤ n + 1, troa a posição dos bloos deelementos πi . . . πj−1 e πk . . . πℓ−1 em uma permutação:

π · b(i, j, k, ℓ) = (π1π2 . . . πi−1 πk . . . πℓ−1 πj . . . πk−1 πi . . . πj−1 πℓ . . . πn).A operação b(i, j, k, ℓ) pode ser desrita omo a seguinte permutação:
(1 2 . . . i−1 k k+1 . . . ℓ−1 j j+1 . . . k−1 i i+1 . . . j − 1 ℓ ℓ+1 . . . n).Exemplo 1.11. (8 7 6 5 1 4 3 2 ) · b(3, 5, 6, 9) = (8 7 4 3 2 1 6 5 ).Uma transposição t(i, j, k) equivale a um interâmbio de bloos b(i, j, j, k),onde dois bloos adjaentes troam de posição. Assim omo no aso das rever-sões e transposições, essas operações estão no grupo simétrio Sn, a inversade um interâmbio de bloos é um interâmbio de bloos, e sempre existeuma seqüênia de interâmbios de bloos que ordena uma dada permutaçãode Sn. 10



Exemplo 1.12. A transposição do exemplo 1.8 pode ser desrita omo o se-guinte interâmbio de bloos: ( 8 7 6 5 1 4 3 2) b(1, 3, 3, 5) = ( 6 5 8 7 1 4 3 2).1.2 Problemas de rearranjoDadas duas permutações π, σ ∈ Sn, vê-se que sempre é possível transfor-mar a primeira na segunda usando-se, no máximo, n−1 transposições, omodesrito a seguir: para ada elemento σx = σ1, . . . , σn que está na posição
σ−1(σx) = x na permutação σ, de tal forma que a sua posição na permutação
π seja diferente de sua posição em σ � ou seja, π−1(σx) 6= x � é possível,se x < π−1(σx) apliar a π a transposição t(x, π−1(σx), π

−1(σx) + 1) a π, detal forma que
σ = ( σ1 . . . σx . . . . . . . . . σn )

π = ( π1 . . . πx . . .
?

σx . . . πn )

π · t(x, π−1(σx), π
−1(σx) + 1) = ( π1 . . . σx πx . . . . . . πn ),ou se x > π−1(σx) apliar a π a transposição t(π−1(σx), π

−1(σx) + 1, x + 1),obtendo-se
σ = ( σ1 . . . . . . . . . σx . . . σn )

π = ( π1 . . . σx . . .
?

πx . . . πn )

π · t(π−1(σx), π
−1(σx) + 1, x + 1) = ( π1 . . . . . . πx σx . . . πn ).Em ambos os asos a apliação da transposição a π resulta em uma per-mutação que tem o elemento σx na x-ésima posição, que é a sua posição em

σ. Vê-se failmente que aso essa operação seja efetuada uma vez para adaelemento de σ que está em uma posição diferente em π, seguindo a ordem
σ1, σ2, . . . , σn, ao abo de n − 1 transposições, no pior aso, teremos trans-11



formado π em σ. Esta seqüênia de transposições apresentada, em muitosasos, não é ótima.De�nição 1.13 (distânia de transposição). [4℄ A distânia de transposi-ção, dt(π, σ) entre duas permutações π,σ ∈ Sn é o número mínimo q detransposições t1, . . . , tq tal que π · t1 · t2 · . . . · tq = σ.Como visto na disussão que preede à de�nição, se π e σ são permutaçõesdos mesmos n elementos, sempre é possível enontrar uma seqüênia om,no máximo, n− 1 transposições que transforma π em σ, logo a distânia detransposição é limitada superiormente e está bem-de�nida.Exemplo 1.14. Seja π = (54321) e σ = (12345). Existe uma seqüênia de
3 transposições que transforma π em σ:

π = (5 4 3 2
?

1 )

?
t(2, 4, 6)

(5 2 1
?

4 3)

?
t(1, 3, 5)

(1 4 5 2
?

3 )

?
t(2, 4, 6)

σ = (1 2 3 4 5)Isto implia que dt(π, σ) ≤ 3.A distânia de transposição dt(π, σ) é nula se, e somente se, π = σ;é óbvio que, se não preisamos de nenhuma transposição para transformaruma permutação em outra, elas são idêntias. Por outro lado, se temosque t1, t2, . . . , tq é uma seqüênia mínima que transforma π em σ, a seqüên-ia t−1
q , t−1

q−1, . . . , t
−1
1 , onde a inversa t−1

ℓ de uma transposição tℓ é também12



uma transposição, transforma σ em π, e não é possível enontrar uma ou-tra seqüênia om menor número de transposições om essa araterístia(aso ontrário, poderíamos invertê-la e transformar π em σ om menostransposições do que o mínimo, uma ontradição). O leitor atento deveter anteipado que provaremos que a distânia de transposição obedee àdesigualdade triangular em seguida; laramente, se temos π, γ, σ ∈ Sn, e to-marmos uma seqüênia mínima de transposições t1, . . . , tq que transforma πem γ e outra seqüênia mínima t′1, . . . , t
′

s que leva γ em σ, então a seqüênia
t1, . . . , tq, t

′

1, . . . , t
′

s, om q+s transposições transforma π em σ (não neessari-amente om um número mínimo de operações). O raioínio deste parágrafonos induz a onluir que a distânia de transposição é uma métria no on-junto das permutações de n elementos.De�nição 1.15 (ordenação mínima por transposições). Dada uma permu-tação π ∈ Sn, o problema de ordenação mínima por transposições on-siste em enontrar uma seqüênia om omprimento mínimo de transposições
t1, . . . , tq tal que π · t1 · t2 · . . . · tq = ι. O omprimento da menor seqüêniade transposições que ordena π é denotado por dt(π).Como geralmente somente estamos interessados em enontrar uma seqüên-ia mínima de transposições que transforma uma dada permutação na permu-tação identidade, a expressão ordenação por transposições será utilizada paradesignar o problema de ordenação mínima por transposições, salvo quandoindiarmos expliitamente que a seqüênia que ordena uma permutação nãoé mínima.Os problemas de transformar uma permutação em outra por transposiçõese de ordenar uma permutação por transposições são equivalentes, omo vistono orolário 1.17. 13



Lema 1.16. Sejam γ, π, σ ∈ Sn. Então dt(π, σ) = dt(γπ, γσ).Prova. Seja t1, . . . , tq uma seqüênia de transposições que transforma π em
σ, ou seja, π · t1 · . . . · tq = σ. Considere o produto γ · π · t1 · . . . · tq; pelaassoiatividade do produto, temos que ele é equivalente a γ · (π · t1 · . . . · tq) =

γ · σ. Logo, a seqüênia t1, . . . , tq também transforma γπ em γσ, portanto
dt(γπ, γσ) ≤ dt(π, σ). O argumento também é válido no sentido inverso, ouseja, que dt(π, σ) ≤ dt(γπ, γσ). As duas desigualdades obtidas impliam que
dt(π, σ) = dt(γπ, γσ). �Corolário 1.17. Sejam π, σ ∈ Sn. Então dt(π, σ) = dt(σ

−1π, σ−1σ) =

dt(σ
−1π, ι) = dt(σ

−1π).
Outro problema relaionado à determinação da distânia de transposiçãoé enontrar a maior distânia entre dois elementos quaisquer do onjunto Sn.

De�nição 1.18 (diâmetro de transposição). [4℄ O diâmetro de transposi-ção Dt(n) do grupo simétrio Sn é a maior distânia de transposição entrequaisquer dois elementos do grupo, ou seja:
Dt(n) := max{dt(π, σ); π, σ ∈ Sn}.Como dt(π, σ) = dt(σ
−1π), podemos reesrever a de�nição aima omo:

Dt(n) := max{dt(σ); σ ∈ Sn}.14



As de�nições de distânia, ordenação, e diâmetro podem ser apliadastambém a outros eventos de rearranjo, omo para as reversões e para osinterâmbios de bloos, alterando-se as de�nições de maneira onveniente.Como exemplo, veremos omo de�nir a distânia entre duas permutaçõespor meio de reversões.De�nição 1.19 (distânia de reversão). [1, 13, 26℄ A distânia de reversão,
dr(π, σ) entre duas permutações π,σ ∈ Sn é o número mínimo q de reversões
r1, . . . , rq tal que π · r1 · . . . · rq = σ.Exemplo 1.20. Sejam π = (7 1 2 3 5 4 6 8) e σ = (1 2 3 4 5 6 7 8). Existe umaseqüênia de 3 reversões que transforma π em σ:

π = (7 1 2 3 5 4 6 8)

?
r(5, 6)

(7 1 2 3 4 5 6 8)

?
r(2, 7)

( 7 6 5 4 3 2 1 8)

?
r(1, 7)

σ = (1 2 3 4 5 6 78)Isto implia que dr(π, σ) ≤ 3.Como esperado, dr(π, σ) é sempre bem-de�nida para quaisquer permu-tações π, σ om o mesmo número n de elementos e dr é uma métria noespaço Sn. Os argumentos são semelhantes aos utilizados para as transposi-ções: sempre é possível transformar π em σ fazendo-se uma reversão que, aada passo, leva um elemento para a sua orreta posição em σ; para provar-mos que dr é uma métria podemos pratiamente repetir o argumento vistoanteriormente ipsis litteris, substituindo �transposição� por �reversão�.A partir deste ponto, onentraremos o nosso foo sobre os problemas deordenação por transposições e de determinação do diâmetro de transposição.15



Capítulo 2
O diagrama de realidade e desejo

Apresentaremos, neste apítulo, estruturas auxiliares e resultados onhe-idos, omo limites para a distânia e o diâmetro de transposição, iniiandoom uma disussão do que já se onhee para os problemas de rearranjo.Apesar de problemas de rearranjo espeí�os já serem estudados desde oiníio do séulo XX [23℄, somente em tempos reentes prinipiou-se a pratiaruma abordagem mais formal para soluioná-los [18, 26℄.As estruturas utilizadas atualmente foram primeiramente introduzidaspor Nadeau e Taylor [18℄ e Bafna e Pevzner [1, 3℄, sendo que o primeiro algo-ritmo aproximativo polinomial a usá-las para ordenar uma permutação porreversões foi proposto por Keeioglu e Sanko� em 1992 [13℄. Hannenhalli,Bafna e Pevzner propuseram, em seguida, um algoritmo exato om omplexi-dade temporal polinomial para um problema relaionado, de ordenação porreversões de permutações em que ada elemento possui um sinal que indiaa sua orientação, e ada reversão inverte o sinal de todos os elementos afeta-dos [12, 3℄. O problema original de ordenação por reversões permaneeu emaberto até que Caprara [5℄ provou que determinar a distânia de reversão éum problema NP-difíil. 16



Sobre o problema de ordenação por transposições, sabe-se muito menosque para ordenação por reversões. Desde os primeiros trabalhos formais [3℄até os resultados mais reentes [9℄, busa-se sem suesso uma forma de esti-mar de maneira exata a distânia de transposição. Mesmo a estratégia de seadiionar informação sobre orientação aos elementos de uma permutação [25℄,omo feito no problema de ordenação por reversões, não deu origem ainda anenhum algoritmo exato. Além disso, ainda há uma grande diferença entreos limites superior e inferior demonstrados para a distânia de transposição[14, 7℄.Para este apítulo, seguiremos o seguinte roteiro: na seção 2.1, apre-sentaremos o oneito de pontos de quebra entre duas permutações e umlimite inferior que pode ser obtido diretamente por meio dessa de�nição.Na seção 2.2, faremos uma mudança de ponto de vista, estudando o pro-blema de deisão dt(π) ≤ d para um inteiro �xo não-negativo d, o que nosdá um algoritmo para determinação exata para a distânia de transposição,uja omplexidade é polinomial quando onsideramos d omo uma onstante.Conluiremos o apítulo na seção 2.3 apresentando a demonstração de um li-mite inferior mais justo para a distânia de transposição a partir do diagramade realidade e desejo, de�nido nessa seção. Nossa demonstração é a mesmaapresentada em [4℄, porém usamos um rigor maior no desenvolvimento daprova, sem usar argumentos puramente baseados em �guras. Desta forma,areditamos ter ontribuído para a ompreensão das provas e sanado algumasdas rítias [15, 17℄ ao pouo formalismo da teoria lássia.
17



2.1 Um limite inferior por pontos de quebraDadas duas permutações π e σ e uma operação de rearranjo que permite-nos transformar π em σ om uma seqüênia de operações, podemos estimarde maneira simples um limite inferior para o número mínimo de operaçõesque devem ser apliadas suessivamente a π para transformá-la em σ.Para o álulo do número de operações neessárias, adiionaremos maisdois elementos às permutações que desejarmos alular a distânia, de formaa �xar os seus extremos.De�nição 2.1 (permutação estendida). Dada π = (π1π2 . . . πn) uma permu-tação de Sn, a sua permutação estendida é a permutação aresida de doiselementos �xos, π0 = 0 e πn+1 = n + 1, de�nida por (0 π1 π2 . . . πn n+1).De�nição 2.2 (elementos subseqüentes). Dada uma permutação π, os ele-mentos πi, πj de sua permutação estendida (0 π1 π2 . . . πn n+1) são ditossubseqüentes se j = i + 1.Observa-se imediatamente que, se dois elementos πi e πi+1 são subseqüen-tes em π, mas não em σ, então esses dois elementos neessariamente deverãotornar-se não-subseqüentes por alguma operação de uma seqüênia que trans-forma π em σ.De�nição 2.3 (pontos de quebra, elementos adjaentes). Dadas duas per-mutações π e σ, om suas orrespondentes permutações estendidas, um parde elementos subseqüentes πi, πi+1 na permutação estendida de π, mas não-subseqüentes na permutação estendida de σ é um ponto de quebra (do inglês,breakpoints) de π em relação a σ. Caso πi, πi+1 sejam subseqüentes em π eem σ, diremos que esses elementos são adjaentes.18



De�nição 2.4. Dadas duas permutações π e σ, o número b(π, σ) de pontosde quebra de π em relação a σ é a quantidade de pares subseqüentes na per-mutação estendida de π que não são subseqüentes na permutação estendidade σ.Exemplo 2.5. Sejam π = (156234) e a permutação identidade ι = (123456).A permutação estendida de π e da identidade são, respetivamente
(0 1 5 6 2 3 4 7)e
(0 1 2 3 4 5 6 7).Os pares 1 5, 6 2 e 4 7 são os pontos de quebra de π em relação a ι, logo

b(π, ι) = 3.Veremos que o número de pontos de quebra b(π, σ) é nulo se, e somente se,
π = σ. Com efeito, se π = σ, então todo par de elementos subseqüentes em πé adjaente om relação a σ, logo não há pontos de quebra. Por outro lado, se
b(π, σ) = 0, os pares 0π1, π1π2, . . .πn−1πn, πnn+1 são todos adjaênias omrelação a σ; mas, para isso, é neessário que π1 = σ1, π2 = σ2, . . . , πn = σn,ou seja, π = σ.Como temos n + 1 pares de elementos 0π1, π1π2, . . . , πn−1πn, πn+1n+1,então 0 ≤ b(π, σ) ≤ n + 1. Observe que o limite superior é atingido pela per-mutação reversa, om relação à permutação identidade: b(ρ[n], ι[n]) = n + 1.Portanto, para toda permutação π ∈ Sn, b(π, ι[n]) ≤ b(ρ[n], ι[n]).Podemos ver também que o número de pontos de quebra b(π, σ) é iguala b(σ−1π, ι), onforme o resultado a seguir.Lema 2.6. Sejam γ, π, σ ∈ Sn. Então b(π, σ) = b(γπ, γσ).19



Prova. Primeiramente, demonstraremos que, todo ponto de quebra de π,om relação a σ, orresponde a um ponto de quebra de γπ, om relação a
γσ, o que irá impliar a desigualdade b(π, σ) ≤ b(γπ, γσ).Seja πℓ−1πℓ um ponto de quebra de π, om relação a σ, onde ℓ satisfaz 1 ≤

ℓ < n+1. Como π e σ são permutações sobre o mesmo onjunto de elementos,existe um elemento σm−1 tal que πℓ−1 = σm−1; Porém, σm 6= πℓ, pois πℓ−1πℓé um ponto de quebra. Consideremos agora o par de elementos γ(πℓ−1)γ(πℓ),subseqüentes em γπ. Como πℓ−1 = σm−1, então o elemento γ(πℓ−1) de γπé igual ao elemento γ(σm−1) de γσ, mas γ(πℓ) 6= γ(σm), pois γ é bijetora e
πℓ 6= σm. O par de elementos γ(σm−1)γ(σm) não é subseqüente em γσ, logo
γ(πℓ−1)γ(πℓ) é um ponto de quebra em γπ om relação a γσ. Novamenteusamos a araterístia de que γ é bijetora para onluir que ada ponto dequebra πℓ−1πℓ é levado em um ponto de quebra distinto γ(πℓ−1)γ(πℓ), logo
b(π, σ) ≤ b(γπ, γσ).A desigualdade b(π, σ) ≥ b(γπ, γσ) é obtida fazendo-se π′ = γπ, σ′ = γσ eomparando-se b(π′, σ′) e b(γ−1π′, γ−1σ′), omo �zemos no parágrafo anterior.
�Corolário 2.7. Sejam π, σ ∈ Sn. Então b(π, σ) = b(σ−1π, σ−1σ) =

b(σ−1π, ι).Com as de�nições apresentadas anteriormente, estamos prontos para es-timar um primeiro limite inferior para a distânia de transposição.Teorema 2.8. [4℄ Sejam π e σ duas permutações de n elementos. Então,
dt(π, σ) ≥ ⌈b(π, σ)/3⌉.Prova. Sabemos que b(π, σ) = 0 se, e somente se, π = σ. Além disso, vemosque, se π′ = π · t(i, j, k), para alguma transposição t(i, j, k), então b(π, σ) −

b(π′, σ) ≤ 3, ou seja, uma transposição diminui o número de pontos de quebra20



pontos de quebra

π = (π1 . . .
︷ ︸︸ ︷
πi−1 πi πi+1 . . .

︷ ︸︸ ︷
πj−1 πj . . .

︷ ︸︸ ︷
πk−1 πk . . . πn)

t(i, j, k)

π · t(i, j, k) = (π1 . . . πi−1 πj
︸ ︷︷ ︸

. . . πk−1 πi
︸ ︷︷ ︸

πi+1 . . . πj−1 πk
︸ ︷︷ ︸

. . . πn)

adjacênciasFigura 2.1: Remoção de pontos de quebra por uma transposição.em, no máximo, 3 unidades (�gura 2.1). Uma seqüênia de transposições quetransforma π em σ poderá, então, subtrair 3 unidades do número de pontos dequebra, na melhor das hipóteses, a ada transposição apliada, até hegarmosa 0 pontos de quebra, donde obtemos a ota inferior dt(π, σ) ≥ ⌈b(π, σ)/3⌉.
� Para a permutação reversa ρ[n], obtemos dt(ρ[n], ι[n]) ≥

⌈
n+1

3

⌉, e on-seqüentemente um limite inferior para o diâmetro de transposição Dt(n) =

max{dt(σ), σ ∈ Sn} ≥
⌈

n+1
3

⌉.A prova do teorema 2.8 usa que se dt(π, σ) ≤ 1, então b(π, σ) ∈ {0, 3}. Areíproa também é verdadeira, omo veremos na seção 2.2, a seguir.2.2 Determinação da distânia de transposiçãovista omo problema de deisãoO problema de enontrar a menor seqüênia de transposições que trans-forma uma transposição π em σ pode ser transformado no problema de de-isão equivalente, de determinar se dt(π, σ) ≤ d, para algum inteiro d �xo,onde 0 ≤ d ≤ n− 1. Para d = 0, o problema reduz-se a determinar se π = σ,21



o que pode ser feito trivialmente em tempo linear no número de elementos.Se d = n− 1, a resposta ao problema é sempre positiva, pois podemos tomarada elemento de π individualmente e oloá-lo om uma transposição emsua posição orrespondente em σ.Também é fáil determinar se dt(π, σ) ≤ 1. Neste aso, preisamosdeterminar se π = σ � ou, equivalentemente, que b(π, σ) = 0 � ou se
σ = π · t(i, j, k), o que pode ser feito também em tempo linear, bastando-se perorrer as duas permutações e veri�ar se existem apenas 3 pontos dequebra em π om relação a σ, de aordo om o que nos diz o lema 2.9. Oalgoritmo 1 desreve o proedimento em maiores detalhes. Para deixar maislaro para o leitor qual a transposição que transforma σ em π, os parâme-tros i, j e k da transposição são alulados, apesar de não serem neessários,pois apenas estamos interessados em determinar se a distânia entre duaspermutações é igual ou inferior a 1.Lema 2.9. Sejam π e σ duas permutações. Existe uma transposição t(i, j, k)tal que π · t(i, j, k) = σ se, e somente se, b(π, σ) = 3.Prova. Se σ = π · t(i, j, k), então é trivial veri�ar que b(π, σ) = 3 (veja odiagrama da �gura 2.1). A a�rmação reíproa é veri�ada mais failmenteomparando-se σ−1π e ι. Pelo orolário 2.7, b(π, σ) = b(σ−1π, ι) = 3.Seja π′ de�nida por π′ := σ−1π. Existem três pares de elementos, os quaisdenominaremos π′

i−1π
′

i, π′

j−1π
′

j e π′

k−1π
′

k, tais que πℓ−1πℓ são onseutivosem π, para ℓ ∈ {i, j, k}, mas π′

i 6= π′

i−1 + 1. Suponhamos, sem perda degeneralidade, que 1 ≤ i < j < k ≤ n + 1.Como há apenas 3 pontos de quebra entre π′ e ι, então devemos ter que:
• π′

ℓ = ιℓ = ℓ, 0 ≤ ℓ ≤ i− 1 ou k ≤ ℓ ≤ n + 1;22



Algoritmo 1 Determina se dt(π, σ) ≤ 1Sejam: π, σ ∈ Sn.Retorna: verdadeiro, aso dt(π, σ) ≤ 1, falso aso ontrário.1: b← 0 { número de pontos de quebra }2: i′ ← 13: enquanto i′ ≤ n faça4: se πi′ = σi′ então5: i′ ← i′ + 16: senão7: b← b + 18: i← i′9: j′ ← i′ + 110: enquanto σj′ 6= πi′ faça11: j′ ← j′ + 112: j ← j′13: enquanto σj′ = πi′ faça14: j′ ← j′ + 115: i′ ← i′ + 116: b← b + 117: j′ ← i + 118: enquanto σj′ = πi′ faça19: j′ ← j′ + 120: i′ ← i′ + 121: k ← i′ { neste ponto, se dt(π, σ) = 1 então π = σ · t(i, j, k) }22: b← b + 123: se b = 0 ou b = 3 então24: retorna verdadeiro25: senão26: retorna falso
23



• π′

i 6= ιi, mas existe i′ 6= i tal que π′

i = i′ e, portanto, π′

i+1 = i′ + 1,
π′

i+2 = i′ + 2, . . . , π′

i+(j−1−i) = π′

j−1 = i′ + (j − 1− i);
• π′

j 6= i′ + j − i, mas existe j′ tal que π′

j = j′ e, portanto, π′

j+1 = j′ + 1,
π′

j+2 = j′ + 2, . . . , π′

j+(k−1−j) = πk−1 = j′ + (k − 1− j);
• π′

k−1 6= k − 1.Logo, a permutação estendida de π′ possui a forma
(0 1 . . . i−1 i′ i′+1 . . . i′+(j−1−i) j′ j′+1 . . . j′+(k−1−j) k k+1 . . . n n+1).Como nas duas seqüênias i′, i′+1, . . . , i′+(j−1−i) e j′, j′+1, . . . , j′+(k−1−j)temos k − i elementos, ada elemento é 1 unidade maior do que o anterior,e todos os números i, i + 1, . . . , k − 1 devem estar presentes nessas duasseqüênias, então i′ > j′ pois, aso i′ < j′, para que todos os números entre
i e k − 1 estivessem em ambas as seqüênias preisaríamos que i′ fosse iguala i, uma ontradição. Além disso, j′ = i e i′ = j′+(k−1−j)+1, novamentepelo fato de as duas seqüênias serem resentes e terem que onter todosos números entre i e k − 1. Conluímos então que a transposição t(i, j, k)transforma
σ−1π = (1 . . . i−1 i′ i′+1 . . . i′+(j−1−i) j′ j′+1 . . . j′+(k−1−j) k k+1 . . . n).em
(1 . . . i−1 j′ j′+1 . . . j′+(k−1−j) i′ i′+1 . . . i′+(j−1−i) k k+1 . . . n).
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que é igual a
ι = (1 . . . i−1 i i+1 . . . j − 1 j j+1 . . . k−1 k k+1 . . . n).Ou seja, dt(σ

−1π, ι) = 1. Mas, pelo orolário 1.17, dt(π, σ) = dt(σ
−1π, ι) = 1.

� Para deidir se duas permutações π e σ estão a uma distânia �xa d, emgeral, tomamos valores i, j, k tais que 1 ≤ i < j < k ≤ n + 1, apliamosa transposição t(i, j, k) a π e veri�amos se a permutação π′ = π · t(i, j, k)possui dt(π
′, σ) ≤ d − 1; se a resposta for positiva, então dt(π, σ) ≤ d, asoontrário, esolhemos outros valores para i, j e k até enontrarmos π′ tal que

dt(π
′, σ) ≤ d− 1 ou até esgotarmos todas as possibilidades. O proedimentoé desrito de maneira estruturada no algoritmo 2.Determinar dt(π, σ) = 0 ou dt(π, σ) ≤ 1 pode ser exeutado om umaquantidade de operações linear em n. A veri�ação de dt(π, σ) ≤ 2 requerque apliquemos todas as possíveis transposições a π, o que é feito no laçoompreendido entre as linhas 12 e 17. Calulemos quantas esolhas admis-síveis existem para i, j e k, de tal forma que t(i, j, k) seja uma transposiçãoválida e sem repetirmos transposições:
n−1∑

i=1

n+1∑

k=i+2

k−1∑

j=i+1

1 =

n−1∑

i=1

n+1∑

k=i+2

k − (i + 1)

=
n−1∑

i=1

(

−(i + 1)(n− i) + (i + 2 + n + 1)
n− 1

2

)

=
n−1∑

i=1

n− i

2
(−2i− 2 + i + 2 + n + 1)

=

n−1∑

i=1

n− i

2
(n− i + 1)(ontinua na página 27)25



Algoritmo 2 Determina se dt(π, σ) ≤ dSejam: π, σ ∈ Sn, d inteiro não-negativo.Retorna: verdadeiro, aso dt(π, σ) ≤ d, falso aso ontrário.Função distânia(π, σ, d)1: se d = 0 então2: se π = σ então3: retorna verdadeiro4: senão5: retorna falso6: se d = 1 então7: se σ = π · t(i, j, k) ou π = σ então {veri�ável em tempo linear}8: retorna verdadeiro9: senão10: retorna falso11: se d > 1 então12: para i = 1 . . . n− 1 faça13: para j = i + 1 . . . n faça14: para k = j + 1 . . . n + 1 faça15: π′ ← π · t(i, j, k)16: se distânia(π′, σ, d− 1) = verdadeiro então17: retorna verdadeiro18: retorna falso
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=
1

2

n−1∑

i=1

n2 + n− 2ni + i2 − i

=
1

2

(

(n− 1)(n2 + n)− 2n

n−1∑

i=1

i +

n−1∑

i=1

i2 −

n−1∑

i=1

i

)

=
1

2

(

n3 − n2 + n2 − n−2n
n2 − n

2
︸ ︷︷ ︸

−n3+n2

−
n2 − n

2

︸ ︷︷ ︸

n2

2
−

n
2

+

+
2(n− 1)3 + 3(n− 1)2 + n− 1

6

)

=
n2 − n

4
+

2n3 − 6n2 + 6n− 2 + 3n2 − 6n + 1 + n− 1

12

=
3n2 − 3n

12
+

2n3 − 3n2 + n

12

=
n3 − n

6
.Tal valor é usado para a análise do algoritmo de força bruta que, exaus-tivamente, proura transformar π em σ por transposições. Logo daremosmaior ênfase a esse resultado no parágrafo a seguir.Proposição 2.10. Dada uma permutação π ∈ Sn, existem n3

−n
6

permutações
π′ tais que π′ = π · t(i, j, k).Voltando à análise da omplexidade do algoritmo 2, onluímos que, para
d = 2, são efetuadas n3

−n
6

iterações, onde a ada iteração exeutamos oproedimento distânia para d = 1, o que é feito em tempo O(n). Logo, aexeução do algoritmo onsome, neste aso, tempo O(n4). Para valores �xos
27



e arbitrários de d, onsumiremos um tempo T (d), onde
T (d) = O(

n3 − n

6
T (d− 1))

= O(
n3 − n

6

n3 − n

6
T (d− 2))

= . . .

= O((
n3 − n

6
)d−1T (1))

= O(n3(d−1)n)

= O(n3d−2).Vemos assim que a omplexidade do problema de determinação da distân-ia de transposição é polinomial em n quando onsideramos d uma onstante.Porém, se não impusermos limites a d, omo dt(π, σ) ≥ ⌈b(π, σ)/3⌉ e o nú-mero de pontos de quebra pode alançar valores de até n+1, poderemos, nopior aso, despender um tempo exponenial na exeução de nosso algoritmo.2.3 O diagrama de realidade e desejo: um li-mite inferior mais justoAnalisemos o omportamento do limite inferior para a distânia de trans-posição dt(π, σ) ≥ ⌈b(π, σ)/3⌉ e veri�quemos o quão próximo ele se enontrada distânia real, usando a permutação reversa para essa análise.Já se sabia desde o artigo de Bafna e Pevzner [4℄ que a permutação reversa
ρ[n] pode ser ordenada om, no máximo, ⌊n/2⌋+ 1 transposições. Meidanis,Walter e Dias [16℄ formalizaram o resultado de Bafna e Pevzner, exibindouma seqüênia om ⌊n/2⌋+1 transposições que ordena a permutação reversa
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e provaram que essa seqüênia era mínima, omprovando então que vale aigualdade dt(ρ[n]) = ⌊n/2⌋+1, estabeleendo o limite inferiorDt(n) ≥
⌊

n
2

⌋
+1.Apresentaremos, nesta seção, os resultados que permitem-nos alular adistânia de transposição exata entre a permutação reversa e a identidade, eonluiremos que o limite inferior ⌈b(π, σ)/3⌉ para a distânia pode não sermuito próximo da distânia real.Proposição 2.11. [4, 16℄ A permutação reversa ρ[n], n ≥ 3 pode ser orde-nada om ⌊n/2⌋+ 1 transposições.Prova. Se n = 2ℓ é par, a seqüênia om ℓ + 1 transposições da �gura 2.2ordena ρ[n].Para n = 2ℓ + 1 ímpar, apresentamos uma seqüênia om ℓ + 1 transpo-sições na �gura 2.3.�A proposição 2.11 nos dá um limite superior dt(ρ[n]) ≤ ⌊n/2⌋+ 1 para adistânia entre ρ[n] e ι[n]. O limite inferior obtido no teorema 2.8 pela análisedos pontos de quebra dá-nos dt(ρ[n]) ≥

⌈
b(ρ[n], ι[n])/3

⌉
= ⌈(n + 1)/3⌉. Háuma grande diferença entre o limite inferior e o superior, logo este limiteinferior não é de muita valia para estimar a distânia neste aso. Podemosobter limites melhores se utilizarmos uma estrutura que aptura melhor aomplexidade do problema.De�nição 2.12 (diagrama de realidade e desejo). [4, 21℄ Dadas duas per-mutações π, σ ∈ Sn, o diagrama de realidade e desejo RD(π, σ) = (V, R∪D)é um multigrafo tal que:

V = {0,−1, +1,−2, +2, . . . ,−n, +n,−(n + 1)}

R = {(+πi,−πi+1) ; πiπi+1 são elementos subseqüentes em π}

D = {(+σi,−σi+1) ; σiσi+1 são elementos subseqüentes em σ}29



(

n n−1 n−2 n−3 . . . ℓ ℓ−1
?

. . . 2 1
)

?
t(3, ℓ + 2, n + 1)

(

n n−1 ℓ−1 . . . 2 1
?

n−2 n−3 . . . ℓ
)

?
t(1, ℓ + 1, ℓ + 3)

(

1 n−2 n n−1 ℓ−1 . . . 2
?

n−3 . . . ℓ
)

?
t(2, ℓ + 2, ℓ + 4)...

?
t(ℓ− 1, n− 1, n + 1)

(

1 2 . . . ℓ−1 ℓ . . . n−3 n−2 n n
?

−1
)

?
t(n− 1, n, n + 1)

( 1 2 . . . ℓ−1 ℓ . . . n−3 n−2 n−1 n )Figura 2.2: Seqüênia de transposições que ordena ρ[n], para n par.
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(

n n−1 n−2 . . . ℓ+1 ℓ
?

. . . 2 1
)

?
t(2, ℓ + 1, n + 1)

(

n ℓ . . . 2 1
?

n−1 n−2 . . . ℓ+1
)

?
t(1, ℓ, ℓ + 2)

(

1 n−1 n ℓ . . . 2
?

n−2 . . . ℓ+1
)

?
t(2, ℓ + 1, ℓ + 3)...

?
t(ℓ− 1, n− 2, n)

(

1 2 . . . ℓ−1 ℓ+1 . . . n−2 n−1 n ℓ
?

ℓ+1
)

?
t(ℓ, n− 1, n + 1)

( 1 2 . . . ℓ−1 ℓ ℓ+1 ℓ+1 . . . n−2 n−1 n )Figura 2.3: Seqüênia de transposições que ordena ρ[n], para n ímpar.
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A �gura 2.4 mostra alguns exemplos de diagramas de realidade e desejo
RD(π, σ), para diversas permutações π e σ. Representamos as arestas doonjunto R om linhas mais fortes. Os vérties estão dispostos segundo aordem dos elementos em π.Na literatura, o diagrama de realidade e desejo ostuma ser apresentadotambém sob o nome de grafo de pontos de quebra (breakpoint graph), sendoesta última a denominação adotada originalmente1 por Bafna e Pevzner [4℄.Optamos por nos referir a esse multigrafo exlusivamente pelo nome de di-agrama de realidade e desejo, omo o fazem2 Setubal e Meidanis em seulivro [21℄ por rer que ele desreve melhor a estrutura do grafo e a razão pelaqual o de�nimos.Cada aresta de RD(π, σ) pertene a um dos onjuntos R ou D, aos quaisnos referiremos pelos nomes �realidade� e �desejo�, respetivamente. As ares-tas de realidade desrevem a estrutura da permutação π, a permutação quedeverá ser transformada por suessivas transposições até hegarmos à per-mutação desejada σ, uja estrutura é re�etida pelas arestas de desejo. Se osonjuntos R e D ontêm as mesmas arestas, então π = σ.Pela de�nição de RD(π, σ), ele é 2-regular, pois há exatamente 1 arestade realidade e 1 aresta de desejo inidentes a ada vértie. Logo, podemospartiioná-lo de maneira únia em ilos alternantes, ou seja, onde as arestasde R e D se alternam, e disjuntos em vérties entre si. Chamamos a atençãoao leitor para o fato de que, apesar da semelhança no nome, não se deve on-fundir a de�nição de ilo no diagrama de realidade e desejo om a de�niçãode ilo (ou órbita) de uma permutação, enontrada na Teoria de Grupos.1Ressaltamos que a de�nição adotada por Bafna e Pevzner em [4℄ faz om que ada parde vérties +i e −i seja ontraído em um só, além de serem utilizadas arestas direionadas.Porém, as propriedades do grafo são as mesmas, omo veremos mais adiante.2Setubal e Meidanis de�nem o grafo no ontexto do estudo de rearranjos por reversões.A estrutura do grafo, porém, é a mesma. 32



0 −5 +5 −4 +4 −3 +3 −2 +2 −1 +1 −6(a)
0 −1 +1 −2 +2 −3 +3 −4 +4 −5 +5 −6(b)
0 −5 +5 −4 +4 −3 +3 −2 +2 −1 +1 −6()Figura 2.4: Diagramas de realidade e desejo: a) RD(ρ[5], ι[5]) ; b) RD(ι[5], ι[5])) RD((54321), (52143))
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De�nição 2.13 (número de ilos). Denotaremos por c(π, σ) o número deilos de RD(π, σ).Exemplo 2.14. Observando a �gura 2.4a, vemos que c(ρ[5], ι[5]) = 2.Exemplo 2.15. O número de ilos da permutação identidade, relativamentea ela mesma, é c(ι[n], ι[n]) = n + 1.Exemplo 2.16. O número de ilos da permutação reversa, relativamenteà identidade é
c(ρn, ι[n]) =







1 se n é par,
2 se n é ímpar.Proposição 2.17. Se c(π, σ) = n + 1, então π = σ.A prova da proposição anterior é imediata. Se o número de ilos c(π, σ)for n + 1, os onjuntos de realidade e desejo possuem as mesmas arestas, oque somente oorre quando π = σ.Vemos que c(π, σ) pode variar entre 1 � sempre há um ilo, pois o grafoé �nito e 2-regular � e n + 1. O proesso de apliação de uma seqüênia

t1, t2, . . . , tq de transposições que transforma π em σ deverá, então, aumentaro número de ilos de c(π, σ) até c(πt1t2 . . . tq, σ) = c(σ, σ) = n + 1. Veremosa seguir que há um limite para a alteração no número de ilos que umatransposição ausa no diagrama de realidade e desejo, o que irá impor umlimite inferior à distânia de transposição.Lema 2.18. [4℄ Sejam π, σ ∈ Sn e t(i, j, k) uma transposição. Então:
c(π · t(i, j, k), σ)− c(π, σ) ∈ {−2, 0, 2}.Em outras palavras, uma transposição altera em no máximo duas unidadeso número de ilos no diagrama de realidade e desejo.34



Adiaremos a prova do lema 2.18 para apresentar um resultado importanteno estudo da teoria de rearranjos por transposições, que deorre failmentedo lema 2.18, devido a Bafna e Pevzner.Teorema 2.19. [4℄ A distânia de transposição entre duas permutações π e
σ obedee ao seguinte limite inferior:

dt(π, σ) ≥

⌈
n + 1− c(π, σ)

2

⌉Prova. Seja t1, t2, . . . , tq uma seqüênia de transposições que transforma πem σ. Pelo lema 2.18, a ada transposição apliada a π o número de ilosdo diagrama de realidade e desejo aumenta de, no máximo, 2 unidades, ouseja, c(πt1, σ) ≤ c(π, σ) + 2, c(πt1t2, σ) ≤ c(πt1, σ) + 2, . . . . Por indução,vemos que a progressão do número de ilos se dá, então, da seguinte forma:
c(π, σ)

c(πt1, σ) ≤ c(π, σ) + 2

c(πt1t2, σ) ≤ c(π, σ) + 4...
c(πt1t2 . . . tq, σ) ≤ c(π, σ) + 2qComo devemos ter c(πt1t2 . . . tq, σ) = n + 1 para que π = σ, temos que

2q ≥ n + 1− c(π, σ).�Prova do lema 2.18. Sejam (+πi−1,−πi), (+πj−1,−πj), (+πk−1,−πk) trêsarestas de realidade de RD(π, σ) = (V, R ∪D). Veri�quemos a estrutura dodiagrama de realidade e desejo RD(π · t(i, j, k), σ) = (V, R′ ∪D′).Claramente, os onjuntos de arestas de desejo D e D′ são idêntios, jáque a ordem dos elementos de σ permanee inalterada. Relembremos omo35



uma transposição t(i, j, k) altera uma permutação π para observarmos omo
R′ é alterado em relação a R:

π = ( π1 . . . πi−1 πi . . . . . . πj−1 πj

?
. . . πk−1 πk . . . πn )

?
t(i, j, k)

π′ = π · t(i, j, k) = ( π1 . . . πi−1 πj . . . πk−1 πi . . . . . . πj−1 πk . . . πn )

Podemos obter as seguintes relações entre os pares de elementos de π′

• πi−1πi, πj−1πj e πk−1πk deixam de ser subseqüentes;
• πi−1πj , πk−1πi e πj−1πk tornam-se subseqüentes;
• as demais relações entre os pares de elementos são mantidas em relaçãoa π.Deste modo, podemos desrever o onjunto de arestas de realidade R′ emrelação a R:

R′ = R \ {(+πi−1,−πi), (+πj−1,−πj), (+πk−1,−πk)} ∪

∪ {(+πi−1,−πj), (+πk−1,−πi), (+πj−1,−πk)}.

Determinaremos agora de que forma os ilos de RD(π′, σ) são alteradosem relação a RD(π, σ), dividindo a análise em asos segundo as relações entreas arestas (+πi−1,−πi), (+πj−1,−πj) e (+πk−1,−πk):
• Caso 1 : todas as arestas (+πi−1,−πi), (+πj−1,−πj) e (+πk−1,−πk)estão em um únio ilo C. 36



• Caso 2 : as arestas (+πi−1,−πi), (+πj−1,−πj) e (+πk−1,−πk) estão emilos distintos C1, C2, C3.
• Caso 3 : as arestas (+πi−1,−πi) e (+πj−1,−πj) estão em um ilo C1 e

(+πk−1,−πk) está em outro ilo C2.
• Caso 4 : a aresta (+πi−1,−πi) está em um ilo C1 e (+πj−1,−πj),

(+πk−1,−πk) estão em outro ilo C2.
• Caso 5 : as arestas (+πi−1,−πi), (+πk−1,−πk) estão em um ilo C1 e

(+πj−1,−πj) está em outro ilo C2.Notemos que, omo as únias arestas de RD(π, σ) alteradas são
(+πi−1,−πi), (+πj−1,−πj) e (+πk−1,−πk), os demais ilos que não as on-têm permaneem inalterados em RD(π′, σ).Análise do aso 1 : Dividiremos a análise deste aso em 2 subasos:
• Subaso 1.1 : O aminho alternante −πi, +πi−1, . . . ,−πj , +πj−1 nãoontém a aresta (+πk−1,−πk) (�g. 2.5). Neste aso, após apliar-mos a transposição t(i, j, k), o subaminho +πi−1, . . . ,−πj perma-nee inalterado, pois ele não ontém nenhuma das arestas afetadas

(+πi−1,−πi), (+πj−1,−πj) (pois as retiramos do aminho para om-por o subaminho) ou (+πk−1,−πk) (por hipótese), e temos uma novaaresta (+πi−1,−πj) que forma um ilo passando por +πi−1 e −πj .Consideremos agora o aminho +πi−1,−πi, . . . , +πk−1,−πk; a hipótesenos permite dizer que este aminho não ontém a aresta (+πj−1,−πj)(aso ontrário, violaríamos a hipótese deste subaso, e teríamos assimuma situação omo a da �gura 2.6, relativa ao subaso 1.2), logo osubaminho −πi, . . . , +πk−1 não ontém nenhuma aresta afetada pelatransposição e a inlusão da aresta (+πk−1,−πi) forma outro ilo. De37



maneira semelhante, temos que +πj−1, . . . ,−πk, +πj−1 é um ilo de
RD(π′, σ). Logo, c(π · t(i, j, k), σ) = c(π, σ) − 1 + 3, o que implia
c(π · t(i, j, k), σ)− c(π, σ) = +2.
• Subaso 1.2 : O aminho alternante −πi, +πi−1, . . . ,−πj , +πj−1 on-tém a aresta (+πk−1,−πk) (�g. 2.6). Neste aso, o aminho

+πi−1,−πi, . . . , +πk−1,−πk deve onter a aresta (+πj−1,−πj) e o a-minho −πj , +πj−1, . . . ,−πk, +πk−1 deve onter a aresta (+πi−1,−πi).Observemos então os seguintes aminhos:(i) +πi−1,−πi, . . . , +πj−1,−πj , que não ontém (+πk−1,−πk);(ii) −πi, +πi−1, . . . ,−πk, +πk−1, que não ontém (+πj−1,−πj);(iii) +πj−1,−πj , . . . , +πk−1,−πk, que não ontém (+πi−1,−πi)).Os respetivos subaminhos −πi, . . . , +πj−1, +πi−1, . . . ,−πk,
−πj , . . . , +πk−1 não ontêm nenhuma aresta afetada pela trans-posição, logo +πi−1,−πj , . . . , +πk−1,−πi, . . . , +πj−1,−πk, +πi−1é um ilo em RD(π′, σ). Logo, c(π′, σ) = c(π, σ), portanto
c(π · t(i, j, k), σ)− c(π, σ) = 0.Análise do aso 2 (�g. 2.7): Neste aso, ada aresta está em um ilodistinto (este aso é o �ontrário� do subaso 1.1). A transposição t(i, j, k)transforma 3 ilos em um, logo c(π · t(i, j, k), σ)− c(π, σ) = −2.Análise do aso 3 (�g. 2.8): Por hipótese, temos que:(i) o ilo +πi−1,−πi, . . . , +πj−1,−πj , . . . , +πi−1 não ontém a aresta
(+πk−1,−πk);(ii) o ilo +πk−1,−πk, . . . , +πk−1 não ontém a aresta (+πi−1,−πi) nem aaresta (+πi−1,−πi). 38



Os subaminhos −πi, . . . , +πj−1, −πj , . . . , +πi−1 (obtidos a partir do iloi) e −πk, . . . , +πk−1 (obtido a partir do ilo ii) não ontêm nenhuma dasarestas afetadas pela transposição. A transposição t(i, j, k) desfaz, então, osilos i e ii e ria dois novos ilos +πk−1,−πi, . . . , +πj−1,−πk, . . . , +πk−1 e
+πi−1,−πk, . . . , +πi−1, logo c(π · t(i, j, k), σ) = c(π, σ) − 2 + 2, impliandoque c(π · t(i, j, k), σ)− c(π, σ) = 0.Análise dos asos 4 e 5 : estes asos são semelhantes ao aso 3 (ver �gura2.9). �O resultado do lema 2.18 pode ser melhorado para forneer um limiteinferior maior para a distânia de transposição.De�nição 2.20 (omprimento de um ilo). Um ilo de omprimento k,ou um k-ilo, no diagrama de realidade e desejo RD(π, σ) é um ilo quepossui k arestas de realidade (ou, equivalentemente, k arestas de desejo).De�nição 2.21 (ilo par, ilo ímpar). Um ilo ímpar (par) é um k-ilotal que k é ímpar (par).De�nição 2.22 (número de ilos ímpares). Denotaremos por codd(π, σ) onúmero de ilos ímpares de RD(π, σ).Lema 2.23. Sejam π, σ ∈ Sn e t(i, j, k) uma transposição. Então:

codd(π · t(i, j, k), σ)− codd(π, σ) ∈ {−2, 0, 2}.Prova. Dados um diagrama de realidade e desejo RD(π, σ) e uma transpo-sição t(i, j, k), diremos que um ilo C é alterado por t(i, j, k) se pelo menosuma das arestas (+πi−1,−πi), (+πj−1,−πj) ou (+πk−1,−πk) pertene a C.Por de�nição, uma transposição pode alterar, no máximo, 3 ilos.Na análise dos asos do lema 2.18, podemos levar em onta a paridade dosilos para alançarmos o resultado enuniado neste lema. Sejam C1, . . . , Cm39



+πi−1 −πi +πj−1 −πj +πk−1−πk

?
t(i, j, k)

+πi−1 −πj +πk−1 −πi +πj−1−πkFigura 2.5: Análise do subaso 1.1. As linhas traejadas representam um aminho(podendo ser uma aresta).
+πi−1 −πi +πj−1 −πj +πk−1−πk

?
t(i, j, k)

+πi−1 −πj +πk−1 −πi +πj−1−πkFigura 2.6: Análise do subaso 1.2. As linhas traejadas representam um aminho(podendo ser uma aresta).
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+πi−1 −πi +πj−1 −πj +πk−1−πk

?
t(i, j, k)

+πi−1 −πj +πk−1 −πi +πj−1−πkFigura 2.7: Caso 2. As linhas traejadas representam um aminho (podendo seruma aresta).
+πi−1 −πi +πj−1 −πj +πk−1−πk

?
t(i, j, k)

+πi−1 −πj +πk−1 −πi +πj−1−πkFigura 2.8: Caso 3. As linhas traejadas representam um aminho (podendo seruma aresta).
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+πi−1 −πi +πj−1 −πj +πk−1−πk

?
t(i, j, k)

+πi−1 −πj +πk−1 −πi +πj−1−πk(a)
+πi−1 −πi +πj−1 −πj +πk−1−πk

?
t(i, j, k)

+πi−1 −πj +πk−1 −πi +πj−1−πk(b)Figura 2.9: Caso 4 (a) e aso 5 (b). As linhas traejadas representam um aminho(podendo ser uma aresta).
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ilos de RD(π, σ) afetados por uma transposição t(i, j, k), que são trans-formados em ilos C ′

1, . . . , C
′

m′ de RD(π · t(i, j, k), σ). Como a transposiçãoremove 3 arestas de realidade de RD(π, σ) e aresenta outras 3 arestas derealidade a RD(π · t(i, j, k), σ), o número total de arestas não se altera e,onseqüentemente, a soma dos omprimentos de C ′

1, . . . , C
′

m′ é igual à somados omprimentos de C1, . . . , Cm.Análise do subaso 1.1 : Neste aso, um k-ilo C1 é dividido em 3 ilos
C1, C2 e C3, om seus respetivos omprimentos k1, k2 e k3. Se k é ímpar,então, para que k1+k2+k3 seja ímpar, temos que os três valores são ímpares,e portanto,

codd(π · t(i, j, k), σ) = codd(π, σ)− 1 + 3 = codd(π, σ) + 2,ou apenas um dos valores é ímpar, impliando
codd(π · t(i, j, k), σ) = codd(π, σ)− 1 + 1 = codd(π, σ).A análise dos demais asos é bem semelhante, sendo pratiamente umarepetição da prova do lema 2.18 om o uidado adiional da análise da pa-ridade dos ilos, motivo pelo qual pouparemos o leitor de uma prova maisextensa, e que, areditamos, não trará maiores ganhos para a ompreensãodo resultado. �Corolário 2.24. [4℄ A distânia de transposição entre duas permutações πe σ obedee ao seguinte limite inferior:

dt(π, σ) ≥

⌈
n + 1− codd(π, σ)

2

⌉
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0 −7 +7 −6 +6 −5 +5 −4 +4 −3 +3 −2 +2 −1 +1 8Figura 2.10: diagrama de realidade e desejo RD(ρ[7], ι[7]).O limite inferior do orolário 2.24 é um pouo maior do que o obtidoatravés do teorema 2.19, omo podemos veri�ar no exemplo a seguir.Exemplo 2.25. O grafo RD(ρ[7], ι[7]) possui 2 ilos pares e nenhum iloímpar (�g. 2.10). Logo, dt(ρ[7], ι[7]) ≥
⌈

7+1−0
2

⌉
= 4. Como a proposição2.11 nos dá uma seqüênia om 4 transposições que ordena ρ[7], então essaseqüênia deve ser neessariamente mínima.Esolhemos uidadosamente a permutação do exemplo 2.25 para demons-trar um aso em que o limite inferior obtido no orolário 2.24 dá-nos demaneira direta a distânia, o que nem sempre oorre. Por exemplo, para apermutação ρ[5] (�g. 2.4a), o limite inferior é ⌈5+1−2
2

⌉
= 2, enquanto que olimite superior é 3. Porém, veremos adiante que nenhuma transposição quepode ser apliada a ρ[5] onsegue aumentar o número de ilos ímpares nodiagrama de realidade e desejo, donde onluímos que será neessária umatransposição a mais do que o limite inferior para ordenar ρ[5].
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Teorema 2.26. [16℄ São neessárias ao menos ⌊n/2⌋+ 1 transposições paraordenar a permutação ρ[n], n ≥ 3.Prova. (Esboço) Dividiremos a análise deste teorema nos asos a seguir:
• Caso 1 : n é ímpar;� Caso 1.1 : n = 4k + 3, para k ∈ N;� Caso 1.2 : n = 4k + 1, para k ∈ N;
• Caso 2 : n é par.Como o número total de arestas de Desejo do diagrama de realidade edesejo é sempre n + 1, para o aso 1, RD(ρ[n], ι[n]) possuirá um número parde arestas de Desejo; já no aso 2, teremos um número ímpar de arestas.No aso 1, um dos ilos do diagrama de realidade e desejo é

0,−1, +2, . . . ,−i, +(i + 1), . . . , +(n − 1),−n, 0 e o outro ilo é +n,−(n +

1), +1,−2, . . . , +i,−(i + 1), . . . ,−(n − 1), +n; ambos possuem o mesmo ta-manho (�gura 2.11).Análise do subaso 1.1 : Como o número de arestas de Desejo é n + 1 =

4k+4, o omprimento de ada ilo é 2k+2, ou seja, par. O limite inferior doorolário 2.24 nos dá dt(ρ[n], ι[n]) ≥
⌈

n+1−0
2

⌉
=
⌈

4k+4
2

⌉
= 2k + 2 = 4k−2

2
+ 1 =

⌊n/2⌋+ 1.Análise do subaso 1.2 : O número de arestas de Desejo é n+1 = 4k+2 e oomprimento de ada ilo é 2k+1, ou seja, ímpar. Pelo orolário 2.24 temos
dt(ρ[n], ι[n]) ≥

⌈
n+1−2

2

⌉
=
⌈

4k
2

⌉
= 2k = 4k

2
= ⌊(n− 1)/2⌋. Porém, qualquertransposição que afeta um dos dois ilos é uma transposição do mesmo tipodo subaso 1.2 do lema 2.18, que não inrementa o número de ilos; logo,preisaremos de 1 transposição para ada ilo de modo a transformá-losem ilos do mesmo tipo analisado no subaso 1.1 do lema 2.18, para os45



0 −n +n−(n−1) +(i+1)−i +i−(i+1) +2 −1 +1 n+1Figura 2.11: Análise do aso 1 do teorema 2.26.quais existe transposição que aumenta o número de ilos. Logo, teremosque dt(ρ[n], ι[n]) ≥ ⌊(n− 1)/2⌋+ 2 = ⌊n/2⌋+ 1.Análise do aso 2 : Neste aso, temos apenas 1 ilo de tamanho ímparno diagrama de realidade e desejo: 0, −1, +2, . . . , −(n− 1), +n, −(n + 1),
+1, −2, . . . , +(n− 1), −n, 0 (�gura 2.12). Pelo orolário 2.24 temos

dt(ρ[n], ι[n]) ≥

⌈
n + 1− 1

2

⌉

=
n

2
.Podemos apliar uma transposição que quebre esse ilo em três ilos ímpa-res, porém Meidanis, Walter e Dias [16℄ demonstraram que, após a primeiratransposição, não há nenhuma transposição que possa ser apliada em se-guida que aumente o número de ilos ímpares. Dessa forma, é neessárioapliar, pelo menos, uma transposição que não aumente o número de ilos,o que nos dá um limite inferior de n

2
+ 1 para este aso. �A proposição 2.11 e o teorema 2.26 nos dão o resultado prinipal desteapítulo, devido a Meidanis, Walter e Dias: a distânia de transposição exataentre a permutação reversa e a identidade, destaada no orolário 2.27.46



0 −n +n −(n−1)+(n−1)−(n−2) +2 −1 +1 n+1Figura 2.12: Análise do aso 2 do teorema 2.26.Corolário 2.27. [16℄ A distânia de transposição entre a permutação reversa
ρ[n] e a identidade ι[n] é

dt(ρ[n], ι[n]) =
⌊n

2

⌋

+ 1.Note que, pelo fato de sabermos qual é a distânia entre a permutaçãoreversa ρ[n] e a identidade, temos o seguinte limite para o diâmetro de trans-posição Dt(n) = max{dt(π), π ∈ Sn} ≥ dt(σ[n]) =
⌊

n
2

⌋
+ 1. Meidanis, Waltere Dias [16℄ onjeturaram que esse limite inferior era de fato igual ao diâme-tro de transposição, uma vez que eles não onseguiram enontrar nenhumapermutação mais distante da identidade do que a permutação ρ[n] para to-dos os valores de n até 12, que eram os valores para os quais era possívelenontrar a distânia entre ι[n] e todas as n! permutações de Sn. Erikssonet al. [10℄ demonstraram que a onjetura não era válida, usando uma des-trutura denominada grafo tório � a qual desrevemos no apítulo 3 � paradiminuir o número de permutações que deveriam ser testadas, enontrando
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a permutação de 13 elementos
( 4 3 2 1 5 13 12 11 10 9 8 7 6 ),que está a uma distânia 8 > dt(ρ[13], ι[13]) = 7 da permutação identidade.Vê-se que é possível transformar ( 4 3 2 1 5 13 12 11 10 9 8 7 6 ) na permutaçãoidentidade ordenando-se as partes 4 3 2 1 e 13 12 11 10 9 8 7 6 separadamente,usando respetivamente ⌊4/2⌋ + 1 e ⌊8/2⌋ + 1 transposições, num total de

3 + 5 = 8 transposições. É omputaionalmente viável usar o algoritmo 2para veri�ar que a distânia entre essa permutação de 13 elementos e aidentidade é maior do que 7.
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Capítulo 3
O grafo de rearranjos portransposições

No nosso estudo dos rearranjos de permutações por transposições, in-troduziremos um grafo que india as relações entre as permutações de Snsegundo essa operação. Desta forma, propomos nesta tese o estudo de rear-ranjos por transposições omo um problema de teoria dos grafos.De�nição 3.1 (grafo de rearranjos por transposições). Denotaremos por
TRG(n) o grafo ujo onjunto de vérties é Sn, possuindo omo arestas ospares πσ para os quais σ = π·t(i, j, k) ou, equivalentemente, π = σ·t(i′, j′, k′),onde t(i, j, k) e t(i′, j′, k′) são transposições.Pela de�nição, TRG(n) possui n! vérties. A �gura 3.1 exibe os grafos
TRG(n) para valores de n até 4. Observe que ada um dos quatro grafosé regular. Representamos o grafo TRG(3) de maneira planar; optamos pordesenhar o grafo não-planar TRG(4) em amadas, à exeção dos vérties
(2413) e (3412), para failitar a visualização da distânia entre os vérties
(1234) e (4321). Os vérties (2413) e (3412) foram destaados pois eles são49



os únios que não se enontram em nenhum aminho mínimo entre (1234) e
(4321). Lembramos que o omprimento de um aminho é o seu número dearestas e que, dados dois vérties v e w em um grafo, a distânia d(v, w) é oomprimento de um aminho mínimo entre v e w. Sendo assim, a distâniaentre os vérties (1234) e (4321) no grafo TRG(4) é d((1234), (4321)) = 3.Veja que em TRG(4) temos d(v, w) ≤ 3 para todo par de vérties v, w. Parapermitir uma melhor ompreensão, olorimos as arestas entre os vértiesque são vizinhos da identidade em vermelho, as arestas entre os vizinhos dapermutação reversa em verde, as arestas inidentes à permutação (2413) emmagenta e em azul as arestas inidentes a (3412).De�nição 3.2 (exentriidade). Dados G = (V, E) um grafo e um vértie
v ∈ V , a exentriidade de v, denotada por ecc(v), é de�nida omo

ecc(v) := max{d(v, w); w ∈ V },onde d(v, w) é o omprimento de um aminho mínimo entre v e w.De�nição 3.3 (diâmetro). O diâmetro de um grafo G é o valor máximo quea exentriidade atinge para os seus vérties:
D(G) := max{ecc(v); v ∈ V }.Em outras palavras, D(G) é o menor inteiro que satisfaz d(v, w) ≤ D(G)para todo par de vérties v, w de G.De�nição 3.4 (par diametral). Dizemos que dois vérties u, v de um grafo

G formam um par diametral se o omprimento d(v, w) do aminho mínimoé D(G). 50
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De�nição 3.5 (geodésia). Um aminho mínimo entre dois vérties de umpar diametral é denominado geodésia.Por de�nição, as geodésias de um grafo G são os aminhos mínimos deomprimento D(G).Pela maneira omo de�nimos TRG(n), o aminho mínimo entre dois vér-ties π e σ desse grafo orresponde a uma seqüênia mínima de transposiçõesque transforma a permutação π em σ; mais ainda, há uma equivalênia entre odiâmetro D(TRG(n)) e o diâmetro de transposição Dt(n) para Sn. Portanto,valem as seguintes identidades entre as de�nições estabeleidas nos apítulos1 e 2, omparadas om as do apítulo 3. Sejam π, σ ∈ Sn, respetivamenteorrespondentes aos vérties π, σ de TRG(n). Temos dt(π, σ) = d(π, σ) e
Dt(n) = D(TRG(n)).Seguiremos o seguinte roteiro neste apítulo: primeiramente, estabelee-remos uma série de propriedades de TRG(n) que nos permitirão araterizaralguns aminhos mínimos e, onseqüentemente, seqüênias de transposiçõesque ordenam uma determinada permutação, omo por exemplo, aquela quedenominamos �prinípio de atração dos TRGs�. Em seguida, apresentaremosuma simpli�ação do TRG(n), proposta por Eriksson et al. [10℄ e extraire-mos propriedades não menionadas no artigo original, omo por exemplo onúmero exato de vérties do grafo simpli�ado em alguns asos. Areditamosque essas propriedades podem ser úteis em futuros desenvolvimentos, omodisutiremos na onlusão da tese.
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3.1 Propriedades de TRG(n)Iniiaremos esta seção om uma pequena disussão informal sobre propri-edades que podemos observar nos grafos da �gura 3.1, após o que daremosde�nições que nos permitirão formalizar esses resultados.Nota-se uma erta simetria em todos os grafos da �gura 3.1. No
TRG(3) sempre é possível enontrar um aminho mínimo de omprimento
2 � o diâmetro de TRG(3) � a partir de qualquer vértie; o aminhomínimo (123), (132), (321), por exemplo, pode ser transformado no ami-nho mínimo (213), (321), (312) através de uma �rotação�. Podemos dizeralgo similar sobre o TRG(4), ujo diâmetro é 3. Por exemplo, a ge-odésia (1234), (1243), (1432), (4321) pode ser transformada na geodésia
(2413), (2431), (2314), (3142). Através de uma rotulação onveniente paraos vérties, podemos transformar uma geodésia a partir de (1234) em umageodésia a partir de qualquer outro vértie, o que nos permite dizer quequalquer vértie de TRG(4) pertene a um par diametral.As simetrias desritas no parágrafo anterior não se dão por aaso, maspor propriedades do TRG que passaremos a formalizar a partir deste ponto.De�nição 3.6 (automor�smo). Seja G = (V, E) um grafo e Φ uma funçãobijetiva no onjunto de vérties de G:

Φ : V → V

v 7→ Φ(v) = w.Diremos que a função Φ é um automor�smo se preserva as relações de ad-jaênia entre os vérties, ou seja, existe uma aresta entre os vérties u e vse, e somente se, os vérties Φ(u) e Φ(v) são adjaentes.53



De�nição 3.7 (grafo vértie-transitivo). Um grafo G é vértie-transitivo se,para qualquer par de vérties v e w de G, existe um automor�smo Φ tal que
Φ(v) = w.Dados quaisquer dois vérties π, σ, podemos de�nir um automor�smo
Φπ,σ em TRG(n) que transforma o vértie π no vértie σ:

Φπ,σ : V (TRG(n)) → V (TRG(n))

γ 7→ Φπ,σ(γ) = σπ−1γ.Veri�a-se imediatamente que Φπ,σ(π) = σ. Se ππ′ é uma aresta de
TRG(n), então 1 = d(π, π′) = dt(π, π′). Pelo lema 1.16, dt(π, π′) =

dt((σπ−1)π, (σπ−1)π). Como as permutações (σπ−1)π e (σπ−1)π′ orrespon-dem respetivamente aos vérties Φπ,σ(π) e Φπ,σ(π′), a distânia de transposi-ção dt((σπ−1)π, (σπ−1)π) equivale à distânia d(Φπ,σ(π), Φπ,σ(π
′)), portanto

d(Φπ,σ(π), Φπ,σ(π
′)) = d(π, π′) = 1 ou seja, Φπ,σ(π) e Φπ,σ(π′) são adjaentes.Logo, o grafo TRG(n) é vértie-transitivo.Como onseqüênia da transitividade dos vérties de um TRG, temos queo grafo é �visto� por ada vértie da mesma maneira. Mais formalmente, seja

π, π′, π′′, . . . , π(ℓ) um aminho mínimo de omprimento ℓ em um TRG e seja σum vértie qualquer. Existe um aminho de omprimento ℓ partindo de σ =

Φπ,σ(π) em direção a Φπ,σ(π(ℓ)), a saber, σ, Φπ,σ(π′), Φπ,σ(π′′), . . . , Φπ,σ(π
(ℓ));tal aminho é mínimo, pois aso houvesse um aminho σ, σ′, σ′′, . . . , σ(m) =

Φπ,σ(π(ℓ)) de omprimento m < ℓ, então poderíamos transformá-lo em umaminho Φ−1(σ) = π, . . . , Φ−1(σ(m)) = π(ℓ) om omprimento menor que o doaminho mínimo entre π e π(ℓ). Em partiular, uma geodésia a partir de umvértie π pode ser transformada em uma geodésia a partir de qualquer outrovértie de TRG(n), logo o diâmetro de TRG(n) pode ser alulado a partir54



da exentriidade de qualquer vértie, ou seja, todos os vérties possuem amesma exentriidade.Continuando o paralelo entre as de�nições estabeleidas nos apítulos 1e 2, omparadas om as deste apítulo, temos que dt(σ) = dt(σ, ι) = d(σ, ι),para σ uma permutação de Sn orrespondente a um vértie σ de TRG(n). Oproblema entral, o álulo do diâmetro de transposição Dt(n) é, portanto:
Dt(n) = max

π∈Sn

dt(σ) = ecc(ι) = D(TRG(n)).Outra onseqüênia do fato de o grafo de rearranjos por transposiçõesser vértie-transitivo é a sua regularidade, isto é, todos os vérties do grafopossuem o mesmo grau. Podemos alular este grau utilizando a proposição2.10, que nos india de quantas formas distintas podemos apliar uma trans-posição a uma permutação π, e o teorema a seguir deorre diretamente desseresultado.Proposição 3.8. O grafo TRG(n) é regular, om grau n3
−n
6

.A proposição 3.8, e o fato de que TRG(n) possui um número exponenialde vérties, indiam-nos que estamos tratando om grafos uja densidadedeai exponenialmente onforme n aumenta.Observemos o onjunto de vérties TRG(n) que representam as permu-tações na forma (x π2 . . . πn), para algum x �xo entre 1 e n; tal onjunto devérties orresponde a (n − 1)! permutações, e o subgrafo induzido por esteonjunto de vérties será denotado por TRGx(n). Podemos partiionar osvérties de TRG(n) em n subonjuntos disjuntos, que são respetivamenteos vérties de TRG1(n), TRG2(n), . . . , TRGn(n), sendo que ada um orres-ponde a um subgrafo isomorfo a TRG(n− 1), omo visto no teorema 3.11.55



Para a prova do teorema seguinte, neessitaremos de�nir a operação deinserção de um elemento à esquerda em uma permutação:De�nição 3.9 (inserção de elemento à esquerda). Seja π = (π1 . . . πn−1)uma permutação de n− 1 elementos e x um inteiro entre 1 e n. De�niremos
x⊕ π omo sendo a permutação (x π′

2 π′

3 . . . π′

n) onde
π′

i =







πi−1 se πi−1 < x

πi−1 + 1 se πi−1 ≥ x
.Ou seja, a operação de inserção de um elemento x à esquerda em uma permu-tação π onsiste em inserir esse elemento na primeira posição e renumeraros demais elementos.Exemplo 3.10. A inserção do elemento 3 à esquerda da permutação (3241)resulta em 3⊕ (3241) = (34251).Teorema 3.11. Existem n ópias disjuntas de TRG(n− 1) em TRG(n).Prova. Sejam π = (π1 . . . πn−1) e σ = (σ1 . . . σn−1) dois vérties distintos de

TRG(n − 1). Considere a permutação x ⊕ π, sendo x um inteiro entre 1e n. Veremos a seguir que x ⊕ π é um vértie de TRGx(n) e que σ, π sãoadjaentes se e somente se x⊕ σ, x⊕ π são adjaentes.Seja t(i, j, k) uma transposição tal que σ = π · t(i, j, k), ou seja,
σ = ( π1 . . . πi−1 πj . . . πk−1 πi . . . πj−1 πk . . . πn ),onde o ℓ-ésimo elemento de σ é

σℓ =







πℓ se ℓ < i ou ℓ ≥ k

πℓ+j−i se i ≤ ℓ < i + k − j

πℓ−k+j se i + k − j ≤ ℓ < k

.56



Cada elemento da permutação σ′ = x⊕ σ é desrito da seguinte forma:
σ′

ℓ =







x se ℓ = 1

σℓ−1 se σℓ−1 < x

σℓ−1 + 1 se σℓ−1 ≥ x

.Apliando-se t(i, j, k) a π′ = x⊕π, obtemos π′′ = π′ · t(i+1, j +1, k +1),desrita por:
π′′

ℓ =







π′

ℓ se ℓ < i + 1 ou ℓ ≥ k + 1

π′

ℓ+j−i se i + 1 ≤ ℓ < (i + 1) + k − j

π′

ℓ−k+j se (i + 1) + k − j ≤ ℓ < k + 1

.Comparemos um elemento σ′

ℓ om um elemento π′′

ℓ . Se ℓ = 1, então
σ′

1 = π′′

1 = x. Sendo ℓ > 1, dividamos a análise em três asos:
• ℓ < i + 1 ou ℓ ≥ k + 1:

π′′

ℓ = π′

ℓ =







πℓ−1 se πℓ−1 < x

πℓ−1 + 1 se πℓ−1 ≥ x

=







σℓ−1 se σℓ−1 < x

σℓ−1 + 1 se σℓ−1 ≥ x(pois σl−1 = πℓ−1 para ℓ− 1 < i ou ℓ− 1 ≥ k)
= σ′

ℓ
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• i + 1 ≤ ℓ < (i + 1) + k − j:
π′′

ℓ = π′

ℓ+j−i =







πℓ+j−i−1 se πℓ+j−1 < x

πℓ+j−i−1 + 1 se πℓ+j−1 ≥ x

=







σℓ−1 se σℓ−1 < x

σℓ−1 + 1 se σℓ−1 ≥ x(pois σℓ−1 = πℓ−1+j−i para i ≤ ℓ− 1 < i + k − j)
= σ′

ℓ

• (i + 1) + k − j ≤ ℓ < k + 1: analogamente ao aso anterior, hegamostambém à onlusão que π′′

ℓ = σ′

ℓ.Logo, temos que todo e qualquer elemento de π′′ = (x ⊕ π) · t(i + 1, j +

1, k+1) é igual a σ′ = x⊕σ, ou seja, existe uma transposição que transforma
x⊕ π em x⊕ σ, o que india que estas duas permutações são adjaentes em
TRG(n). �A �gura 3.2 mostra as 4 ópias de TRG(3) ontidas em um TRG(4); parafailitar a visualização, dentre as arestas entre ópias distintas de TRG(3),exibimos apenas aquelas que são inidentes à permutação identidade, um vér-tie de TRG1(4), ou à permutação reversa, um vértie de TRG4(4), omitindoas demais.Conentraremos agora nossos esforços nas relações de adjaênia entreópias distintas de TRG(n − 1) ontidas em um TRG(n). Observemos, na�gura 3.2, os vérties adjaentes a (1234) que estão em TRG2(4) � (2134),
(2314) e (2341) � induzem uma lique, ou seja, um subgrafo onde todos osvérties são adjaentes dois a dois. O mesmo pode ser dito para os vértiesadjaentes a (1234) que estão em TRG3(4) � (3124) e (3412) induzem uma58



TRG4(4)

TRG3(4)

1 2 3 4

1 3 4 2 1 4 2 3

1 4 3 2

1 3 2 4 1 2 4 3

2 1 3 4

2 3 4 1 2 4 1 3

2 4 3 1

2 3 1 4 2 1 4 3

3 2 1 4

3 1 4 2 3 4 2 1

3 4 1 2

3 1 2 4 3 2 4 1

4 2 3 1

4 3 1 2

4 1 2 3

4 1 3 2

4 3 2 1

4 2 1 3

TRG1(4)

TRG2(4)

(Obs.: as arestas representadas são apenas aquelas entre vérties de adaópia de TRG(3), entre a permutação identidade e seus vizinhos e entre apermutação reversa e seus vizinhos.)Figura 3.2: O grafo TRG(4) omo 4 ópias de TRG(3).59



lique de 2 vérties � e em TRG4(4) � (4123), que induz trivialmente umalique de apenas 1 vértie. Generalizamos esta observação no teorema 3.12.Teorema 3.12. Seja π um vértie de TRGx(n). O subonjunto de vértiesadjaentes a π e ontidos em TRGy(n), y 6= x induz uma lique.Prova. O vértie π, pertenente a TRGx(n), pode ser esrito da seguinteforma:
(x π2 . . . πj−1 y πj+1 . . . πn),onde x e y são inteiros entre 1 e n, distintos entre si e dos demais πi. Sejam

σ′, σ′′ vérties de TRGy(n), expressos da seguinte forma:
σ′ = (y σ′

2 . . . σ′

n),

σ′′ = (y σ′′

2 . . . σ′′

n).Sendo σ′ e σ′′ vizinhos de π, existem transposições t′ e t′′ tais que σ′ = π ·t′e σ′′ = π · t′′.Podemos a�rmar que t′ = t(1, j, k′) e t′′ = t(1, j, k′′), onde j = π−1(y) (ouseja, j é a posição de y em π) e j + 1 ≤ k′, k′′ ≤ n + 1. Logo, σ′ e σ′′ sãoiguais a
σ′ = ( y πj+1 . . . πk′−1 x π2 . . . πj−1 πk′ . . . . . . . . . πn)

σ′′ = ( y πj+1 . . . . . . . . . πk′′−1 x π2 . . . πj−1 πk′′ . . . πn).Suponha, sem perda de generalidade, que k′′ > k′. Então, a transposição
t(k′ − j + 1, k′, k′′) transforma σ′ em σ′′, o que permite-nos dizer que σ′ e σ′′são adjaentes. �O teorema anterior nos dá alguma informação sobre a es-trutura dos aminhos mínimos no grafo. Por exemplo, seja60



π, π′, . . . , π(ℓ−1), π(ℓ), π(ℓ+1), . . . , π(d) = σ um aminho mínimo. Consi-deremos as seguintes hipóteses, mutuamente exlusivas, sobre três vértiesonseutivos π(ℓ−1), π(ℓ), π(ℓ+1) neste aminho:(i) todos os três vérties pertenem ao mesmo TRGx(n);(ii) os vérties pertenem a três TRGs distintos TRGx(n), TRGy(n) e
TRGz(n);(iii) π(ℓ−1) e π(ℓ) pertenem ao mesmo TRGx(n) e π(ℓ+1) pertene a um TRGdistinto TRGy(n);(iv) π(ℓ) e π(ℓ+1) pertenem ao mesmo TRGx(n) e π(ℓ−1) pertene a um TRGdistinto TRGy(n);(v) π(ℓ−1) e π(ℓ+1) pertenem ao mesmo TRGx(n) e π(ℓ) pertene a um TRGdistinto TRGy(n);À exeção da hipótese (v), todas as outras podem oorrer. A últimahipótese não é válida pois, omo π(ℓ−1), π(ℓ), π(ℓ+1) são onseutivos, temos asarestas π(ℓ−1)π(ℓ) e π(ℓ)π(ℓ+1); omo, por hipótese, π(ℓ−1) e π(ℓ+1) pertenemao mesmo TRGx(n) e π(ℓ) enontra-se em outro TRG, então o teorema 3.12nos diz que π(ℓ−1) e π(ℓ+1) são adjaentes, portanto poderíamos diminuir oomprimento do aminho, indo de π(ℓ−1) a π(ℓ+1) sem passar por π(ℓ), o queontradiz o fato de que o aminho é mínimo.O próximo lema nos dará a quantidade exata de vizinhos de um vértie

π de TRGx(n) ujas permutações orrespondentes têm o elemento πi omoprimeiro elemento.Lema 3.13. Existem exatamente n − j + 1 vérties na vizinhança de umvértie π de TRGπ1
(n) que estão em TRGπj

(n), 2 ≤ j ≤ n.61



Prova. Dado j, esolha k tal que j < k ≤ n + 1. A transposição t(1, j, k)oloa o elemento πj na primeira posição de σ = π · t(1, j, k). Logo σ é umvértie de TRGπj
(n). Vê-se failmente que qualquer transposição que levao elemento πj para a primeira posição é da forma t(1, j, k) e que existem

n− j + 1 valores possíveis para k. �Em outras palavras, o lema anterior india-nos que um dado vértie possuium número distinto, entre 1 e n − 1, de vizinhos em ópias distintas de ummesmo TRG(n− 1) �xo em um TRG(n).Resta-nos alular o número de vizinhos de um vértie π que estão nomesmo TRGπ1
(π). Como este subgrafo é isomorfo a TRG(n − 1) (teorema3.11), há (n−1)3−(n−1)
6

vérties adjaentes a π em TRGπ1
(n), segundo a pro-posição 3.8.Tomemos o TRG(3) omo exemplo e vejamos as relações de vizinhançaentre a permutação identidade (123), a permutação reversa (321) e os demaisvérties do grafo. Os vérties adjaentes à permutação reversa e à identidadesão:

• 1 vértie em TRG1(3): (132);
• 2 vérties em TRG2(3): (213) e (231); e
• 1 vértie em TRG3(3): (312).Vemos que os vérties (123) e (321) possuem os mesmos vizinhos em TRG(3).Diremos que esses dois vérties são gêmeos.De�nição 3.14 (vérties gêmeos). Dados dois vérties u e v de um grafo

G, seja N(u) o onjunto dos vérties de G que são adjaentes a u e N(v) oonjunto dos vérties que são adjaentes a v. Diremos que u e v são gêmeosse N(u) = N(v). 62



No grafo TRG(3) podemos identi�ar os vérties vizinhos aos gêmeos
(123) e (321), unindo-os em um únio vértie w. O grafo resultante � om-posto pelos vérties (123), w e (321), om arestas entre (123) e w e entre
(321) e w � possui araterístias similares ao TRG(3) original; em espeialo seu diâmetro também é 2.Infelizmente, a estratégia de identi�ação dos vizinhos de vérties gêmeosnão funiona para TRG(n) em geral, om n ≥ 3, pois o únio aso em quehá gêmeos o grafo é para n = 3, omo veremos a seguir.Proposição 3.15. Não há vérties gêmeos em TRG(n), n ≥ 4.Prova. Provaremos a proposição por indução em n. No aso base, n = 4,onsideremos o vértie (1234) e provaremos que ele não possui nenhum gêmeo.Consideremos um vértie σ 6= (1234). Em um TRG(4), somente existem trêspossibilidades para σ (ver TRG(4) na �gura 3.1), a saber: (i) σ é vizinho de
(4321); (ii) σ é vizinho de (1234); ou (iii) σ = (3142) ou σ = (2413).No aso (i), σ não pode ser gêmeo de (1234) pois o vértie (4321) nãoestá na vizinhança de (1234). Nos asos em que σ satisfaz (ii) e (iii), existemvizinhos de σ que estão na vizinhança de (4321) � novamente, isto pode servisto laramente na �gura 3.1 � portanto, esses vizinhos não são adjaentes a
(1234). Logo, qualquer vértie que não seja (1234) possui vizinhança diferentedeste.Como TRG(4) é vértie-transitivo, podemos transformar (1234) em umoutro vértie qualquer π desse grafo por meio de um automor�smo Φ. Dadoque Φ preserva as relações de vizinhança, temos que π não possui gêmeos,pois (1234) não possui gêmeos.Para n > 4, a hipótese de indução é que não existem vérties gêmeos em
TRG(n − 1). Tome um par de vérties π, σ. Se π e σ pertenem ambosao mesmo TRGπ1

(n), então eles não podem ser gêmeos, pois TRGx(n) é63



isomorfo a TRG(n− 1). Se π e σ pertenem a TRGs diferentes, respetiva-mente TRGπ1
(n) e TRGσ1

(n), om σ1 6= π1, então π possui, pelo lema 3.13,no máximo n− 1 vizinhos em TRGσ1
(n), ao passo que σ possui (n−1)3−(n−1)

6vizinhos nesse mesmo subgrafo. �O próximo resultado forneer-nos-á uma primeira visão sobre a estruturados aminhos mínimos em um TRG.Teorema 3.16 (Prinípio de atração dos TRGs). Entre dois vérties de
TRGx(n), sempre existe um aminho mínimo que passa apenas por vértiesde TRGx(n).Prova. Sejam π e σ dois vérties de TRGx(n), e π, π′, π′′, . . . , π(t), om π(t) =

σ, um aminho mínimo entre π e σ que possui vérties fora de TRGx(n)(estamos supondo que tal aminho existe, pois aso qualquer aminho mínimosomente possuísse vérties em TRGx(n), a prova do teorema seria imediata).Considere os seguintes vérties pertenentes ao aminho:
• π(a) vértie de TRGx(n) tal que o vértie seguinte no aminho, π(a+1),não está em TRGx(n);
• π(b) vértie de TRGx(n) tal que o vértie anterior no aminho, π(b−1),não está em TRGx(n);
• todos os vérties π(a+1), . . . , π(b−1) não estão em TRGx(n).De�niremos a operação de remoção de um elemento x de uma per-mutação π de n elementos, que dá origem à permutação denotada por

π ⊖ x = (γ1 γ2 . . . γn−1), onde ada elemento γi da permutação resultante
64



é
γi =







πi se i < π−1(x) e πi < x

πi − 1 se i < π−1(x) e πi > x

πi−1 se i > π−1(x) e πi < x

πi−1 − 1 se i > π−1(x) e πi > x

.Ou seja, π⊖x é a permutação obtida a partir de π, donde se apaga o elemento
x e renumeram-se os demais elementos maiores do que x para obtermos umapermutação de n− 1 elementos.Seja γ(i) = π(i) ⊖ x, para i = a, . . . , b. A seqüênia γ(a), γ(a+1), . . . , γ(b) éum aminho entre γ(a) e γ(b) em TRG(n−1) � observe que, pela minimalidadedo aminho entre π(a) e π(b), não há vérties repetidos na seqüênia. Observa-mos que x⊕γ(a), x⊕γ(a+1), . . . , x⊕γ(b) é um aminho om o mesmo númerode vérties que o aminho mínimo entre x⊕γ(a) = π(a) e x⊕γ(b) = π(b), sendoque este passa apenas por vérties de TRGx(n), logo, podemos substituir otreho π(a+1), . . . , π(b−1) por x⊕ γ(a+1), . . . , x⊕ γ(b−1).Repetindo-se a substituição desrita aima para todos os trehos do a-minho que passam por vérties exteriores a TRGx(n), transformaremo-lo emum aminho ontido em TRGx(n). �Uma interpretação do prinípio de atração dos TRGs nos diz que, noproesso de transformar uma permutação σ em π, sendo σ, π ∈ Sn, omum número mínimo de transposições, podemos onsiderar que, no momentoem que a seqüênia de transposições der origem a uma permutação π′ ujoprimeiro elemento é π1, então as permutações que se seguirem possuirãotodas o mesmo elemento π1 na primeira posição. Podemos assim desartaro primeiro elemento de π1 e enontrar a distânia entre duas permutações
π′ ⊖ π1 e π ⊖ π1, ambas om n− 1 elementos.
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A estratégia de remoção de um elemento utilizada na prova do prinípiode atração dos TRGs dá-nos também a oportunidade de limitar o diâmetro
D(TRG(n)) em função do diâmetro D(TRG(n− 1)).Teorema 3.17. A seguinte relação entre os diâmetros de TRG(n) e
TRG(n−1) é válida: D(TRG(n−1)) ≤ D(TRG(n)) ≤ D(TRG(n−1))+1.Prova. Demonstraremos primeiro que D(TRG(n)) ≤ D(TRG(n − 1)) + 1.Seja π, σ um par diametral em TRG(n); suponha, sem perda de generalidade,que π ∈ TRGx(n) e σ ∈ TRGy(n), om x 6= y (aso π e σ estivessemno mesmo TRGx(n), então a distânia entre esses dois vérties seria, nomáximo, D(TRG(n− 1)), pois TRGx(n− 1) é isomorfo a um TRG(n− 1)).Existe pelo menos um vértie π′ de TRGx(n) que é adjaente a σ, a saber,o vértie π′ = σ · t(1, σ−1(x), σ−1(x) + 1), ou seja, aquele que é obtido apartir de σ pela transposição do elemento x para a primeira posição. Logo,
dt(π, σ) ≤ dt(π, π′) + dt(π

′, σ) ≤ D(TRG(n− 1)) + 1.A desigualdade D(TRG(n − 1)) ≤ D(TRG(n)) é válida pois, aso
D(TRG(n)) < D(TRG(n − 1)), poderíamos tomar qualquer par diame-tral π, σ no mesmo TRGx(n), de tal forma que um aminho mínimo
π, π′, π′′, . . . , π(d) = σ teria omprimento d < D(TRG(n − 1)). Pelo prin-ípio de atração dos TRGs, podemos onsiderar que tal aminho mínimoestá ontido em TRGx(n). Como TRGx(n) é isomorfo a TRG(n − 1), oaminho mínimo entre o par diametral π e σ seria orrespondente a um a-minho mínimo em TRG(n − 1), mas isso seria uma ontradição om o fatode que um aminho mínimo entre um par diametral de TRG(n − 1) possuiomprimento D(TRG(n− 1)). �A desigualdade D(TRG(n)) ≤ D(TRG(n − 1)) + 1 permite-nos darum limite superior para a distânia através da análise do TRG: omo
D(TRG(2)) = 1, teremos que D(TRG(n)) ≤ n − 1, n ≥ 2. Este limite66
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( 1 2 3 4 ) ( 1 2 3 4 )Figura 3.3: Ordenações mínimas diferentes para ρ[4].é igual ao limite obtido no apítulo 1, ao oloarmos ada elemento de umapermutação no seu lugar, usando no máximo n− 1 transposições.3.1.1 Número de aminhos mínimos entre dois vértiesPassemos a analisar de quantas formas distintas possíveis podemos trans-formar uma permutação π em σ om um número mínimo de transposições.Usando a estrutura do grafo de rearranjos por transposições, transformamoso problema em enontrar o número de aminhos mínimos entre os vérties πe σ em TRG(n).Começaremos om um exemplo pequeno, o de transformar a permutaçãoreversa de 4 elementos ρ[4] = (4321) na permutação identidade ι[4] = (1234).Sabemos, pelo teorema 2.26, que pelo menos 3 transposições são neessá-rias para ordenar ρ[4]; tanto a seqüênia t(3, 4, 5), t(1, 3, 5), t(3, 4, 5) quanto
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ι[4], este possui exatamente 4 vérties adjaentes w1, w2, w3, w4 que estão na67
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3 4 2 14 2 3 12 4 3 13 2 4 14 3 1 24 1 3 21 4 3 24 2 1 32 1 4 33 2 1 4 Figura 3.4: Caminhos mínimos entre ρ[4] e ι[4].vizinhança de ρ[4]. Como existem 10 vizinhos de ι[4], teremos um total de
4 · 10 = 40 ombinações � isto é, geodésias � entre ρ[4] e ι[4]. Além disso,vemos que o únio par diametral que ontém a identidade é ρ[4], ι[4].Passaremos à análise em TRG(5) e veremos que a quantidade de geodési-as entre ι[5] e ρ[5] é bem menor. Por outro lado, há mais de 1 par diametralontendo ι[5].Vemos que, entre os 20 vizinhos de ι[5], aqueles 16 que orrespondem apermutações obtidas da identidade pela transposição de um únio elementonão são adjaentes a nenhum dos vizinhos de ρ[5]. Por simetria, podemostambém a�rmar que, entre os vizinhos de ρ[5], todos aqueles obtidos poruma transposição de um únio elemento não são adjaentes a vizinhos de
ι[5]. As a�rmativas anteriores são justi�adas pelo lema que demonstraremosa seguir, que nos diz que qualquer permutação obtida a partir de ι[5] poruma transposição t(i, j, j + 1) � que move 1 elemento para a esquerda � ou
t(i, i + 1, k) � que move um elemento para a direita � está a uma distâniade ρ[5] de, no mínimo, ⌊5−1

2
⌋+ 1 = 3.
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Lema 3.18. Seja σ0 = ι[n] · t(i, i + 1, k) ou σ0 = ι[n] · t(i, j, j + 1), onde
1 ≤ i < j < k ≤ n + 1. Então a distânia de σ0 a ρ[n] é, pelo menos,
⌊n−1

2
⌋+ 1.Prova. Apresentaremos a prova apenas para o aso σ0 = ι[n] · t(i, i + 1, k),uma vez que o raioínio é bem similar para o outro aso. A permutação

σ0 pode ser esrita omo (1 . . . i − 1 i + 1 . . . k − 1 i k . . . n). Suponha queexista uma seqüênia t(i1, j1, k1), t(i2, j2, k2), . . . t(il, jl, kl) om l < ⌊n−1
2
⌋+ 1transposições que transforma σ em ρ[n].Considere agora as permutações σ0 ⊖ i e ρ[n] ⊖ i obtidas pela remo-ção do elemento i e renumerando-se os demais elementos. Vemos que

σ0 ⊖ i = ι[n−1] e ρ[n] ⊖ i = ρ[n−1]. A seqüênia de transposições
t(i1, j1, k1), . . . , t(il, jl, kl) pode ser alterada para uma seqüênia om l′ ≤ ltransposições, t(i′1, j

′

1, k
′

1), . . . , t(i
′

l′,j
′

l′ , k
′

l′) que transforma ι[n−1] em ρ[n−1] (ver�gura 3.5). Mas isso ontradiz o fato de que preisamos de ⌊n−1
2
⌋+ 1 trans-posições para ordenar ρ[n−1].�Resta-nos examinar apenas as relações de adjaênia entre os vizi-nhos de ι[5] e de ρ[5] que orrespondem a permutações obtidas por trans-posições de mais de 1 elemento. para os vizinhos da identidade, so-mente existem quatro permutações que satisfazem essas ondições, a sa-ber: (34125), (14523), (34512) e (45123). Para os vizinhos de ρ[5], temos:

(32541), (52143), (21543) e (32154). Vemos que apenas existem as adjaên-ias (14523), (52143) e (34125), (32541). Destarte, somente há 2 aminhosentre ι[5] e ρ[5],
(12345), (14523), (52143), (54321) e (12345), (34125), (32541), (54321).
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σ0 = (1 . . . i−1 i+1 . . . k−1 i k+1 . . . n) σ0 ⊖ i = (1 . . . i−1i . . . k−1 k . . . n)
σ1 = σ0 · t(i1, j1, k1) σ1 ⊖ i = (σ0 ⊖ i) · t(i′

1
, j′

1
, k′

1
)

σ2 = σ1 · t(i2, j2, k2) σ2 ⊖ i = (σ1 ⊖ i) · t(i′
1
, j′

1
, k′

1
)... ...

rn = σl = σl−1 · t(il, jl, kl) rn−1 = σl ⊖ i = (σl−1 ⊖ i) · t(i′l, j
′

l , k
′

l)Caso 1:
σm−1 = (σm−1

1
σm−1

2
. . . σm−1

i−1
σm−1

i . . . σm−1

j−1
σm−1

j

?
. . . σm−1

k−1
σm−1

k . . . i . . . σm−1

n )

σm−1 ⊖ i = (σm−1

1
σm−1

2
. . . σm−1

i−1
σm−1

i . . . σm−1

j−1
σm−1

j

?
. . . σm−1

k−1
σm−1

k . . . i/\ . . . σm−1

n )Caso 2:
σm−1 = (σm−1

1
σm−1

2
. . . σm−1

i−1
σm−1

i . . . σm−1

j−1
σm−1

j . . .
?

i . . . σm−1

k−1
σm−1

k . . . σm−1

n )

σm−1 ⊖ i = (σm−1

1
σm−1

2
. . . σm−1

i−1
σm−1

i . . . σm−1

j−1
σm−1

j . . .
?

i/\ . . . σm−1

k−1
σm−1

k . . . σm−1

n )Caso 3:
σm−1 = (σm−1

1
σm−1

2
. . . σm−1

i−1
σm−1

i . . . i . . . σm−1

j−1
σm−1

j

?
. . . σm−1

k−1
σm−1

k . . . σm−1

n )

σm−1 ⊖ i = (σm−1

1
σm−1

2
. . . σm−1

i−1
σm−1

i . . . i/\ . . . σm−1

j−1
σm−1

j

?
. . . σm−1

k−1
σm−1

k . . . σm−1

n )Caso 4:
σm−1 = (σm−1

1
σm−1

2
. . . i . . . σm−1

i−1
σm−1

i . . . σm−1

j−1
σm−1

j

?
. . . σm−1

k−1
σm−1

k . . . σm−1

n )

σm−1 ⊖ i = (σm−1

1
σm−1

2
. . . i/\ . . . σm−1

i−1
σm−1

i . . . σm−1

j−1
σm−1

j

?
. . . σm−1

k−1
σm−1

k . . . σm−1

n )

(i′m, j′m, k′

m) =







(im, jm, km) se σm−1−1(i) ≥ km (aso 1)
(im, jm, km − 1) se jm ≤ σi−1−1(i) ≤ jm (aso 2)

(im, jm − 1, km − 1) se im ≤ σi−1−1(i) ≤ jm (aso 3)
(im − 1, jm − 1, km − 1) se σi−1−1(i) < im (aso 4)Figura 3.5: Alterando a seqüênia de transposições que transforma σ em ρ[n] paratransformar ι[n−1] em ρ[n−1] para o lema 3.18.
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Aproveitaremos a abordagem adotada no lema anterior para estimar adistânia entre uma série de permutações de n elementos e a permutaçãoidentidade ι[n] a partir da distânia entre uma permutação de n−1 elementose ι[n−1].Lema 3.19. Para ada permutação π de Sn−1, existem n permutações
σ1, . . . , σn pertenentes a Sn tais que d(ι[n−1], π) ≤ d(ι[n], σ

i) ≤ d(ι[n−1], π)+1.Prova. Considere as n + 1 permutações σ1 = (nπ1π2 . . . πn−1),
σ2 = (π1nπ2 . . . πn−1), . . . , σi = (π1 . . . πi−1nπi . . . πn−1), . . . , σn =

(π1π2 . . . πn−1n).A desigualdade d(ι[n], σ
i) ≤ d(ι[n−1], π) é obtida através da onstrução doaminho

ι[n] = ι[n−1]⊕n, γ1⊕n, . . . , γd⊕n, t((σi)−1(n), n, n+1)(γd⊕n) = σia partir do aminho mínimo
ι[n−1], γ1, . . . , γd = πonde d = d(ι[n−1], π).O fato de que d(ι[n−1], π) ≤ d(ι[n], σ

i) advém da seguinte propriedade: sepudéssemos enontrar um aminho
ι[n], γ

1, . . . , γℓ = σide omprimento ℓ < d(ι[n−1], π), então poderíamos onstruir um aminho
ι[n] ⊖ n = ι[n−1], γ1 ⊖ n, . . . , γℓ ⊖ n = π71



entre ι[n−1] e π om omprimento menor do que o aminho mínimo entreesses dois vérties, o que seria uma ontradição. �Através do lema 3.19, podemos estimar a distânia de transposição entreum onjunto de permutações de n elementos e a permutação identidade ι[n],desde que saibamos resolver o problema de determinar a distânia entre umapermutação de n−1 elementos e a identidade ι[n−1]. Idealmente, gostaríamosde poder agrupar as permutações segundo oleções que possuam a mesmadistânia em relação à permutação identidade, reduzindo assim o número devérties do TRG e tornando omputaionalmente possível a tarefa de se en-ontrarem aminhos mínimos, mas infelizmente o lema 3.19 nos fornee umaestimativa da distânia om uma margem de erro de 1 transposição, e nãoa distânia exata. Os resultados que veremos a seguir, devidos a Erikssonet al. [10℄, são um desenvolvimento nessa direção: é possível separar as per-mutações em lasses de equivalênia de tal forma que, se π e σ pertenem àmesma lasse, então dt(π) = dt(σ).3.2 Agrupando vérties no grafo de rearranjospor transposiçõesNosso objetivo, nesta seção, será desrever o resultado de Eriksson etal. [10℄, que enontraram lasses de permutações uja distânia em relaçãoà permutação identidade é a mesma. Com isso, eles onseguiram desreverum grafo om menos vérties que o grafo de rearranjos por transposições,mas om o mesmo diâmetro. Ao �nal da seção, a partir do teorema 3.32,apresentamos ontribuições originais derivadas da abordagem de Eriksson etal. 72



De�nição 3.20 (permutação irular). [10℄ Uma permutação irular πc de
n elementos, representada por

πc = ( π0 π1 π2 . . . πn )c,onde πi ∈ {0, . . . , n} e πi 6= πj se i 6= j, é uma função bijetiva tal que
πc(πi) = πi+1 para 0 ≤ i < n e πc(πn) = π0.De�nição 3.21 (permutação irular identidade). [10℄ A permutação iru-lar identidade ιc[n] de n elementos é

ιc[n] = ( 0 1 2 . . . n )c.De�nição 3.22. Denotaremos por Sc
n o onjunto das permutações irularesde n elementos.Podemos observar que a permutação irular ( π0 π1 π2 . . . πn )c possui asseguintes representações equivalentes

( π1 π2 . . . πn π0 )c

( π2 . . . πn π0 π1 )c...
( πn π0 π1 . . . πn−1 )c,

ou seja, as permutações obtidas por rotações ílias de uma permutação sãotodas equivalentes entre si. Diremos que duas permutações irulares πc, σcsão iliamente equivalentes, πc ≡c σc, se σc pode ser representada poruma rotação ília de πc. Como existe mais de uma forma para representar73



a mesma permutação irular, adotaremos, por padrão, a representação aseguir.De�nição 3.23 (representação an�nia). [10℄ A representação an�nia deuma permutação irular é aquela ujo primeiro elemento é 0.Representaremos ada lasse de equivalênia em Sc
n por um de seus ele-mentos, expresso em sua representação an�nia.De�nição 3.24 (irularização). [10℄ Dada uma permutação linear π =

( π1 π2 . . . πn ) ∈ Sn, a irularização de π é uma permutação irular πc ∈ Sc
ntal que

πc = ( 0 π1 π2 . . . πn )c.Vemos imediatamente que, dada uma permutação irular πc, existe ape-nas 1 permutação linear π tal que a sua irularização seja πc. Deste modo,podemos de�nir sem ambigüidade a operação de transposição para permuta-ções irulares da maneira a seguir.De�nição 3.25 (transposição apliada a uma permutação irular). Dados
πc ∈ Sc

n e i, j, k inteiros tais que 1 ≤ i < j < k ≤ n+1, de�nimos a operaçãode transposição t(i, j, k) apliada a πc omo πc · t(i, j, k) = σc, onde σc é airularização de σ = π · t(i, j, k).A �gura 3.6 mostra omo uma transposição apliada a uma permutaçãoirular �orta� essa permutação em três partes e ola-as de maneira diferente.O problema original de ordenação de uma permutação linear por trans-posições pode ser transformado no problema equivalente de transformar umapermutação irular na permutação identidade ιc usando a menor seqüêniapossível de transposições. 74



π = (π1 . . . πi−1 πi . . . πj−1 πj . . . πk−1 πk . . . πn)

0 π1
· ·
·
πi−1
πj···πk−1

πi

· · ·

πj−1

πk

πn··
·

0 π1
· ·
·
πi−1
πi···πj−1

πj

· · ·

πk−1

πk

πn··
·

σ = (π1 . . . πi−1 πj . . . πk−1 πi . . . πj−1 πk . . . πn)

t(i, j, k)

πc

σc

Figura 3.6: Efeito de uma transposição em uma permutação irular
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O leitor poderá indagar-se sobre a utilidade de se introduzirem permu-tações irulares no estudo do problema da distânia de transposição, vistoque, até aqui, elas não trazem aparentemente nenhum resultado novo. O queveremos a seguir é que, a partir das permutações irulares, produziremosuma lasse de equivalênia para as permutações lineares de tal forma que aspermutações que estiverem na mesma lasse terão a mesma distânia omrelação à permutação identidade.De�nição 3.26 (desloamento ílio). [10℄ Dados uma permutação irular
πc = ( 0 π1 . . . πn )c e um número m ∈ N, usaremos a notação m + πc paradenotar a permutação

m + πc := ( m π1 + m . . . πn + m )c,onde x é o resto da divisão (módulo) de x por n + 1. 1Qualquer desloamento ílio da permutação irular identidade ιc[n] pro-duz a própria permutação irular identidade. O mesmo vale para a permu-tação irular reversa ρc
[n], ou seja, m + ρc

[n] = ρc
[n].Exemplo 3.27. Seja πc = ( 0 1 2 4 3 )c. As permutações que podem ser obti-das a partir de um desloamento ílio de πc são

1 + πc = ( 1 2 3 0 4 )c = ( 0 4 1 2 3 )c

2 + πc = ( 2 3 4 1 0 )c = ( 0 2 3 4 1 )c

3 + πc = ( 3 4 0 2 1 )c = ( 0 2 1 3 4 )c

4 + πc = ( 4 0 1 3 2 )c = ( 0 1 3 2 4 )c.1N.B.: Não onfunda a operação de desloamento ílio om a operação de inserçãode um elemento da de�nição 3.9. 76



De�nição 3.28 (equivalênia tória). [10℄ Dadas duas permutações iru-lares πc e σc, diremos que σc é toriamente equivalente a πc, σc ≡t πc, seexiste um inteiro m tal que σc = m + πc.Estenderemos a de�nição 3.28 para permutações lineares, dizendo queduas permutações lineares π, σ são toriamente equivalentes, π ≡t σ, se vale
πc ≡t σc para as suas respetivas irularizações πc, σc.A relação de equivalênia tória é simétria pois a operação de somamodular é inversível. Ou seja, existe um número natural, denotadopor −m e denominado inverso aditivo de m, para o qual −m + m ≡

0 ( mod n + 1). Logo, σc ≡t πc ⇒ existe m tal que σc = m +

πc ⇒ existe −m tal que −m + m ≡ 0 ( mod n + 1) ⇒ −m + σc =

−m + m + πc = πc ⇒ πc ≡t σc. Claramente, a relação de equivalêniatória é também re�exiva e transitiva.Já vimos que m + ιc[n] = ιc[n] para qualquer valor �xo de m, assim omo
m + ρc

[n] = ρc
[n]. Ou seja, a permutação ι[n] é o únio elemento da lassede equivalênia que a ontém, segundo a relação ≡t; a mesma observação éválida para ρ[n].Voltemos ao exemplo 3.27 e veri�quemos que a permutação π = ( 1 2 4 3 )está a distânia 1 da permutação identidade, pois ( 1 2 3 4

?
) · t(3, 4, 5) =

( 1 2 4 3 ). O mesmo oorre om as permutações toriamente equivalentes a
π:

1 + πc = (12304)c , que equivale a (4123) = ( 1 2 3 4
?

) · t(1, 4, 5)

2 + πc = (23410)c , que equivale a (2341) = ( 1 2 3
?

4 ) · t(1, 2, 5)

3 + πc = (34021)c , que equivale a (2134) = ( 1 2
?

3 4 ) · t(1, 4, 5)

4 + πc = (40132)c , que equivale a (1324) = ( 1 2 3
?

4 ) · t(1, 4, 5).77



O seguinte teorema, um dos resultados prinipais desta seção, generaliza oomportamento observado no parágrafo anterior e nos permitirá determinara distânia de transposição para uma oleção de permutações que sejamtoriamente equivalentes, dado que saibamos alular a distânia de umapermutação que esteja nessa mesma lasse de equivalênia.Teorema 3.29. [10℄ Sejam π, σ ∈ Sn duas permutações tais que π ≡t σ.Então dt(π) = dt(σ).Prova. A prova do teorema onsiste em transformar qualquer seqüênia queordena π em uma seqüênia que ordena σ, resultando em dt(σ) ≤ dt(π). Demaneira similar, podemos transformar qualquer seqüênia que ordena σ emuma seqüênia que ordena π, logo dt(π) ≤ dt(σ). As duas desigualdadesimpliam que dt(σ) = dt(π). Dediaremos o restante da prova a desreveromo transformar uma seqüênia de transposições que ordena π em umaseqüênia que ordena σ. Utilizaremos indução na distânia dt(π) para isso.Primeiramente, suporemos que dt(π) = 1 e, queremos demonstrar que,sendo σ toriamente equivalente a π, então dt(σ) = 1. Em outras palavras,se existe uma transposição t(i, j, k) tal que π = ι · t(i, j, k), então existe umatransposição t(i′, j′, k′) tal que σ = m+π = (m+ι) ·t(i′, j′, k′) = ι ·t(i′, j′, k′).Desreveremos os parâmetros i′, j′, k′ em função de i, j, k e de m, sendoque m é o inteiro tal que σc = m + πc. Sendo −m o inverso de m módulo
n + 1, om 1 ≤ −m ≤ n, onsideraremos os seguintes asos:
• aso 1: −m < i (�g. 3.7);
• aso 2: i ≤ −m < j (�g. 3.8);
• aso 3: j ≤ −m < k; e
• aso 4: k ≤ −m ≤ n. 78



Caso 1 : −m < i. Desrevamos a irularização πc de π = ι · t(i, j, k) e σc = m + πc:
πc = ( 0 1 . . . −m . . . i−1 j . . . k−1 i . . . j−1 k . . . n )c

σc = ( m m+1 . . . m+(−m) . . . m+i−1 m+j . . . m+k−1 m+i . . . m+j−1 m+k . . . m+n )c

= ( m m+1 . . . 0 . . . m+i−1 m+j . . . m+k−1 m+i . . . m+j−1 m+k . . . m+n )cColoando σc na forma an�nia, temos:

σc =
(

0 m+(−m)+1 . . . m+i−1 m+j . . . m+k−1 m+i . . . m+j−1 m+k . . . m+n m+1 . . .m+(−m)− 1
)c

,donde obtemos que a permutação linear σ é
σ =

(

1 2 . . . i−(−m)−1 j−(−m) . . . k−(−m)−1 i−(−m) . . . j−(−m)−1 k−(−m) . . . n
)c

.Podemos ver imediatamente que σ = ι · t
(
i− (−m), j − (−m), k − (−m)

).

Figura3.7:Caso1doteorema3.29.
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Caso 2 : i ≤ −m < j. Desrevamos a irularização πc de π = ι · t(i, j, k) e σc = m + πc:
πc = ( 0 1 . . . i−1 j . . . k−1 i . . . −m . . . j−1 k . . . n )c

σc = ( m m+1 . . . m+i−1 m+j . . . m+k−1 m+i . . . m+(−m) . . . m+j−1 m+k . . . m+n )c

= ( m m+1 . . . m+i−1 m+j . . . m+k−1 m+i . . . 0 . . . m+j−1 m+k . . . m+n )cColoando σc na forma an�nia, temos:

σc =
(

0 1 . . . m+j−1 m+k . . . m+n m m+1 . . . m+i−1 m+j . . . m+k − 1 m+i . . . m+(−m)− 1
)c

,donde obtemos que a permutação linear σ é
σ =

(

1 2 . . . j−(−m)−1 k−(−m) . . . i−(−m)−1 j−(−m) . . . k−(−m)−1 i−(−m) . . . n
)c

.Podemos ver imediatamente que σ = ι · t
(
j − (−m), k − (−m), i− (−m)

)
= ι · t(j − (−m), k − (−m), i + m).

Figura3.8:Caso2doteorema3.29.
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Nas �guras 3.7 e 3.8 mostramos a análise para os asos 1 e 2, respeti-vamente. Omitiremos a análise para os asos 3 e 4, notando que eles sãosimilares aos asos anteriores. Em todos os asos, podemos desrever σ omo
ι · t(i′, j′, k′).Tendo provado a base da indução, dt(σ) ≤ dt(π), assumiremos agora ahipótese dt(σ

′) ≤ dt(π
′) para quaisquer permutações toriamente equivalentes

π′ e σ′, onde dt(π
′) = d para algum d �xo, e provaremos que a hipótesepermanee válida para σ e π toriamente equivalentes tais que dt(π) = d+1.Para isso, enontramos uma permutação π′, om dt(π

′) = dt(π)− 1 = d, talque π′ = π · t(i, j, k) para alguma transposição t(i, j, k). Uma análise emasos idêntia à efetuada para a base de indução, nos permite enontrar umatransposição t(i′, j′, k′) tal que σ′ = m + π′ = σ · t(i′, j′, k′), logo dt(σ
′) =

dt(π
′) = d, portanto dt(σ) ≤ d + 1. �O teorema 3.29 permite-nos simpli�ar o grafo de rearranjos por transpo-sições, agrupando vérties de maneira que as distânias sejam preservadas.Chamaremos esse grafo simpli�ado de grafo tório.De�nição 3.30 (grafo tório). [10℄ Seja o grafo Tor(n) = (V, E), deno-minado grafo tório de ordem n, onde ada vértie de V orresponde a umalasse de equivalênia tória das permutações de n elementos, e ujo onjuntode arestas é:

E = {ΠΣ; Π, Σ ∈ V e existe aresta πσ em TRG(n), onde π ∈ Π e σ ∈ Σ}Corolário 3.31. [10℄ Seja Π um vértie de Tor(n), π ∈ Π uma permutaçãoque está nessa lasse de equivalênia, e I a lasse de equivalênia da permuta-ção ι[n]. Então a distânia d(Π, I), em Tor(n), equivale à distânia d(π, ι[n])em TRG(n). 81



Prova. Imediata, a partir do teorema 3.29 e da de�nição 3.30. �Usaremos [π1 π2 . . . πn]◦
◦
para denotar a lasse equivalênia tória de π =

(π1 π2 . . . πn). Notemos que, em geral, uma lasse de equivalênia tória podeser denotada de mais de uma maneira; usaremos, então, a que se apresentarmais onveniente em ada aso. A �gura 3.9 exibe os grafos tórios para nentre 3 e 5.Analisemos o tamanho do grafo tório Tor(n), relativamente ao grafo derearranjos por transposições TRG(n). Pela de�nição 3.26, um desloamentoílio m+π pode gerar, no máximo, n+1 permutações diferentes (ontando-se π omo uma dessas permutações). Portanto, ada lasse de equivalêniatória possui, no máximo, n+1 elementos. Como a permutação identidade ea permutação reversa estão em duas lasses que possuem apenas 1 elemento,um limitante inferior para o número de vérties de Tor(n) é n!−2
n+1

+ 2. Infe-lizmente, o resimento do número de vérties é exponenial em n, porém,mesmo assim, a redução do número de vérties torna possível analisar om-putaionalmente o grafo Tor(n) em tempo menor do que TRG(n), o que nospermite alançar valores maiores para n.Como já sabemos, nem todas as lasses de equivalênia tória possuem
n + 1 elementos, omo, por exemplo, a lasse da permutação identidade e alasse da permutação reversa. Porém, o número de elementos de uma lassede equivalênia tória deve ser, neessariamente, um divisor de n + 1, omodemonstrado a seguir.Teorema 3.32. Sejam π ∈ Sn e a sua respetiva lasse de equivalênia tória
π◦

◦
. O número de elementos que pertenem a essa lasse de equivalênia tóriaé um divisor de n + 1.Prova. Pela de�nição de desloamento ílio, é óbvio que (n + 1) + π = π.Considere o menor número natural m′ tal que m′ + π = π. Observe que o82
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[2 4 1 3]◦
◦

[3 1 4 2]◦
◦

@
@

�
�

[4 3 1 2]◦
◦

[2 1 4 3]◦
◦

@
@

�
�

[4 3 2 1]◦
◦

Tor(5)

[12345]◦
◦

[21345]◦
◦

[23145]◦
◦

[23415]◦
◦

[14523]◦
◦

[52143]◦
◦

[54321]◦
◦

[25143]◦
◦

[31542]◦
◦

[15432]◦
◦

12 vértices

[25431]◦
◦

[21543]◦
◦

Figura 3.9: Os grafos tórios T (3), T (4) e T (5).
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desloamento ílio de π por um múltiplo km′ de m′ é igual a π, pois
km′ + π = m′ + . . . + m′

︸ ︷︷ ︸

k

+π = m′ + . . . + m′

︸ ︷︷ ︸

k−1

+(m′ + π)

= m′ + . . . + m′

︸ ︷︷ ︸

k−1

+π = . . .

= π.Suponha que m′ não é divisor de n+1; ou seja, n+1 = km′ + r para inteiros
k, r, onde 0 < r < m′. Então,

(n + 1) + π = (r + km′) + π = r + (km′ + π) = r + π.Como (n + 1) + π = π, hegamos à onlusão que r + π = π, mas istoontradiz o fato que m′ é o menor valor tal que m′ + π = π. Logo, m′ deveneessariamente ser um divisor de n + 1. �Corolário 3.33. Se n + 1 é primo, as lasses de equivalênia tória de Snpossuem 1 ou n + 1 elementos.No aso em que n + 1 é primo, também é possível araterizar as lassesque possuem apenas 1 elemento. Diremos que uma lasse de equivalêniatória é unitária se ela possui apenas 1 elemento. Por exemplo, para n = 4,existem exatamente 4 lasses unitárias, a saber, aquelas que ontêm uma dasseguintes permutações: (1234), (2413), (3124) e (4321).Teorema 3.34. Se n+1 é primo, uma lasse de equivalênia tória é unitáriase, e somente se, ela ontém uma permutação da forma
( 0 k 2k 3k . . . nk )c,onde k é um inteiro, 1 ≤ k ≤ n. 84



Prova. Se n+1 é primo, então ℓk ≡/ 0 (mod n+1). É fáil ver que uma lassede equivalênia tória que ontém a permutação ( 0 k 2k 3k . . . nk )cé unitária. Consideremos a permutação 1 + ( 0 k 2k 3k . . . nk )c, eonsidere que ℓk + 1 = 0, para algum inteiro ℓ entre 1 e n:
1 + ( 0 k 2k . . . nk )c =

= ( 0 + 1 k + 1 2k + 1 . . . ℓk + 1 (ℓ + 1)k + 1 . . . nk + 1 )c

= (ℓk + 1 (ℓ + 1)k + 1 . . . nk + 1 0 + 1 k + 1 2k + 1 . . . (ℓ− 1)k + 1)c

= (0 ℓk + k + 1 . . . nk + 1 0 + 1 k + 1 2k + 1 . . . ℓk − k + 1)c

= (0 k 2k . . . nk)c.Como m + (0 k 2k . . . nk)c = 1 + . . . + 1
︸ ︷︷ ︸

m−1

+1 + (0 k 2k . . . nk)c =

1 + . . . + 1
︸ ︷︷ ︸

m−1

+(0 k 2k . . . nk)c = . . . = (0 k 2k . . . nk)c, então a lassede equivalênia tória de (0 k 2k . . . nk)c é unitária.Por outro lado, onsidere que πc = (0π1π2 . . . πn)c é a únia permutaçãoque pertene a uma lasse unitária; isto implia que m + πc para qualquerinteiro m, em partiular para m = 1. Ou seja,
(0π1π2 . . . πn)c = (1 π1 + 1 π2 + 1 . . . πn + 1)c.Seja ℓ tal que πℓ + 1 = 0. Então πℓ+1 + 1 = π1, πℓ+2 + 1 = π2,

. . . , πℓ+n + 1 = πn, ou seja, πℓ+i + 1 ≡ πi(mod n + 1) para todo inteiro ientre 1 e n. Como πi 6= πj se i 6= j, e 1 ≤ π1 ≤ n para todo i entre 1 e
n, o sistema de equações modulares só pode ser satisfeito se πi = ik onde
k = πℓ+1 + 1. � 85



O teorema 3.34 permite-nos determinar om preisão o número de vértiesde Tor(n), no aso em que n + 1 é primo. Segundo o teorema, se n + 1é primo, há exatamente n lasses de equivalênia tória que são unitárias.Dessa forma, os restantes n! − n vérties estão distribuídos em lasses detamanho n + 1, logo há n!−n
n+1

lasses de tamanho n + 1. O teorema 3.35sumariza este resultado.Teorema 3.35. Se n+1 é primo, Tor(n) possui exatamente n!−n
n+1

+n vérties.Disutiremos prováveis desenvolvimentos futuros deste resultado no apí-tulo 5.
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Capítulo 4
Uma apliação: enontrandoreversões e transposições entre osgenomas humano e do himpanzé

Este apítulo tem o propósito de apresentar os resultados enontrados naomparação entre os genomas do ser humano (Homo sapiens) e do himpanzé(Pan troglodytes), forneendo dados que indiquem a relevânia biológia doestudo dos rearranjos de genomas por reversões e transposições. Este traba-lho foi desenvolvido pelo aluno durante o período de doutorado sanduíhe,quando esteve sob a orientação do prof. David Sanko� na Universidade deOttawa, Canadá, om auxílio da CAPES através da bolsa BEX1182/05-6.Os primeiros estudos que indiaram a presença de rearranjos entre geno-mas de dois organismos distintos datam da déada de 1930, quando Sturte-vant e Dobzhansy [23℄ relataram a existênia de reversões no tereiro romos-somo de diferentes indivíduos da espéie Drosophila pseudoobsura (mosadas frutas), desobertos a partir da omparação dos padrões de faixas (oubandas) enontrados nos romossomos, que podem ser vistos pela observa-87



ção em mirosópio das élulas provenientes das glândulas salivares dessesanimais. Os mesmos autores, em um artigo seguinte [24℄, desreveram rever-sões entre diferentes espéies de Drosophila, forneendo inlusive prováveisseqüênias de reversões que transformam segmentos de romossomos de umindivíduo nos segmentos orrespondentes em outro � vale ressaltar, omouriosidade, que os pesquisadores de�niram o oneito de pontos de quebra(não om esse nome) e a sua relação om a distânia de reversão mais de 40anos antes [26, 18℄ que esse oneito viesse a ser utilizado rotineiramente noestudo de rearranjos de genomas.Em estudos mais reentes [19, 11℄, realizados após a publiação dos geno-mas ompletos de diversos organismos, houve uma mudança radial na formade se detetarem rearranjos, uma vez que tornou-se possível ompararem-sediretamente as adeias de nuleotídeos dos romossomos dos animais a seremestudados. Esta é a abordagem utilizada neste trabalho, a qual desrevere-mos em detalhe no deorrer deste apítulo. Destaamos que, nesta tese, pelaprimeira vez são onsideradas transposições. Em [19℄, o genoma humano eo do amundongo foram omparados, levando-se em onta reversões, fusões(união de dois romossomos A e B em um romossomo AB), �ssões (divisãode um romossomo AB em dois romossomos A e B) e transloações (ondeoorre uma troa de onteúdo entre dois romossomos AB e CD, resultandoem AD e CB). Em [11℄, os autores ompararam os genomas humano e dohimpanzé, busando apenas reversões.4.1 Formalização do problemaDesreveremos aqui formalmente o problema de omparação entre doisgenomas de organismos distintos. Em linhas gerais, desejamos omparar88



dois onjuntos de adeias, onde ada adeia é omposta por letras do alfa-beto {a, t, c, g}, e desobrir onde há subadeias omuns, ignorando algumasdiferenças menores. A partir dessas subadeias omuns, desejamos enontrarregiões onde houve reversões ou transposições.De�nição 4.1 (nuleotídeo). Um nuleotídeo é um elemento do onjunto
{a, t, c, g}.De�nição 4.2 (romossomo). Um romossomo é uma adeia de nuleotí-deos. Se T é um romossomo, denotaremos os nuleotídeos de sua adeiapor T1T2 . . . TℓT

, onde ℓT é o omprimento desse romossomo.De�nição 4.3 (genoma). Um genoma é um onjunto de romossomos.É omum, em diferentes organismos, haver romossomos que desempe-nham funções similares. Por vezes, partes diferentes de um romossomo emuma espéie orrespondem a romossomos inteiros em outra espéie. Um ma-peamento entre romossomos similares em dois genomas é dito uma relaçãode sintenia. A tabela 4.1 mostra a relação de sintenia entre os romossomosdo ser humano e do himpanzé. Pode-se observar que parte do romossomohumano número 2 é mapeada no romossomo 12 do himpanzé e outra parteé similar ao romossomo 13. Para simpli�ar, onsideraremos os romosso-mos 12 e 13 do himpanzé omo um só, uja adeia é a onatenação dasadeias dos romossomos 12 e 13, nesta ordem.Como estamos interessados apenas em enontrar reversões e transposi-ções, que são eventos de mutação que aonteem dentro de um romossomo,iremos omparar apenas romossomos similares segundo a relação de sinteniaentre eles.Dados dois romossomos T e Q que possuam uma relação de sinteniaentre eles, preisamos de um modo de assoiar subadeias de arateres de T89



Tabela 4.1: Relação de sintenia entre os romossomos do ser humano e do him-panzé [28℄.Humano Chimpanzé Humano Chimpanzé Humano Chimpanzé1 1 9 11 17 192 12 e 13(*) 10 8 18 173 2 11 9 19 204 3 12 10 20 215 4 13 14 21 226 5 14 15 22 237 6 15 16 X X8 7 16 18 Y Y(*) ver observação no texto.a subadeias de arateres de Q, de tal forma que possamos identi�ar regiõessimilares entre elas. Daremos o nome de alinhamento a essa assoiação.De�nição 4.4 (alinhamento). Sejam Q e T duas adeias, om seus respe-tivos omprimentos ℓQ e ℓT . Um alinhamento é uma função parial1
f : {1, 2, . . . , ℓQ} → {1, 2, . . . , ℓT},que mapeia uma posição i de Q na posição f(i) de T .De�nição 4.5 (grá�o de pontos). Sejam Q e T duas adeias, om seusrespetivos omprimentos ℓQ e ℓT , e f um alinhamento entre Q e T . Umgrá�o de pontos (em inglês, dot plot) é uma matriz [mi,j], de ℓQ linhas por

ℓT olunas, onde ada elemento da matriz é
mi,j =







1, se f(i) = j

0, aso ontrário.1Uma função parial é uma relação binária que assoia elementos de um onjunto,denominado domínio, a no máximo 1 elemento de outro onjunto, denominado ontra-domínio. Diferentemente de uma função omum, uma função parial pode não estarde�nida para todo elemento do domínio. 90



O grá�o de pontos é uma representação grá�a de um alinhamento entreduas adeias. No aso em que duas adeias de mesmo omprimento alinham-se perfeitamente, ou seja, a função de alinhamento é f(i) = i para todo i, ográ�o de pontos é uma matriz diagonal.Se duas adeias Q, T têm o mesmo omprimento, e Q alinha-se om aadeia reversa de T , ou seja, a função de alinhamento entre Q e T é f(i) =

ℓT − i + 1, o grá�o de pontos é a matriz







0 0 0 1

0 0 1 0. . .
1 0 0 0








.As �guras 4.1, 4.2 e 4.3 mostram exemplos de grá�os de pontos, ondeestamos omparando duas adeias no alfabeto {a, . . . , i}. Os rótulos a, . . . ,i das olunas e linhas dos grá�os de pontos foram oloados apenas parafailitar a visualização.Em geral, um alinhamento entre duas adeias pode onter espaços, ou�gaps� (�g. 4.1), reversões (�g. 4.2) e transposições (�g. 4.3) de subadeias.A reversão de uma adeia T1T2 . . . TℓT −1TℓT
é a adeia TℓT

TℓT −1 . . . T2T1. Umatransposição de uma adeia T1T2 . . . Tj−1Tj . . . TℓT −1TℓT
é uma troa na po-sição de dois bloos de arateres: Tj . . . TℓT−1TℓT

T1T2 . . . Tj−1. Portanto, ográ�o de pontos de um alinhamento poderá onter várias diagonais, e éa partir da análise dessas diagonais que iremos detetar onde oorrem asreversões e transposições, omo veremos a seguir.
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Cadeias: Q = abdefgi, T = abdfghi.Alinhamento:
a

��

b

��

d

��

e f

��

g

��

i

��

a b c d f g h iGrá�o de pontos:
a b c d f g h i

a 1 0 0 0 0 0 0 0
b 0 1 0 0 0 0 0 0
d 0 0 0 1 0 0 0 0
e 0 0 0 0 0 0 0 0
f 0 0 0 0 1 0 0 0
g 0 0 0 0 0 1 0 0
i 0 0 0 0 0 0 0 1Figura 4.1: Exemplo de grá�o de pontos para um alinhamento om espaços (gaps).Cadeias: Q = abdefghi, T = abfedghi.Alinhamento:

a

��

b

��

c

))RRRRRRRRRRRRR d

��
::

::
e

����
��
�

f

uullllllllllll g

��

h

��

i

��

a b f e d c g h iGrá�o de pontos:
a b f e d c g h i

a 1 0 0 0 0 0 0 0 0
b 0 1 0 0 0 0 0 0 0
c 0 0 0 0 0 1 0 0 0
d 0 0 0 0 1 0 0 0 0
e 0 0 0 1 0 0 0 0 0
f 0 0 1 0 0 0 0 0 0
g 0 0 0 0 0 0 1 0 0
h 0 0 0 0 0 0 0 1 0
i 0 0 0 0 0 0 0 0 1Figura 4.2: Exemplo de grá�o de pontos onde houve uma reversão na ordem doselementos em uma das adeias. 92



Cadeias: Q = abdefghi, T = abfdehi.Alinhamento:
a

��

b

��

c

%%LLLLLLLL d

%%LLLLLLLL e

%%LLLLLLLL f

uullllllllllll g

uullllllllllll h

��

i

��

a b f g c d e h iGrá�o de pontos:
a b f g c d e h i

a 1 0 0 0 0 0 0 0 0
b 0 1 0 0 0 0 0 0 0
c 0 0 0 0 1 0 0 0 0
d 0 0 0 0 0 1 0 0 0
e 0 0 0 0 0 0 1 0 0
f 0 0 1 0 0 0 0 0 0
g 0 0 0 1 0 0 0 0 0
h 0 0 0 0 0 0 0 1 0
i 0 0 0 0 0 0 0 0 1Figura 4.3: Exemplo de grá�o de pontos onde houve uma transposição na ordemdos elementos em uma das adeias.
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4.2 O métodoOs alinhamentos no formato net entre as adeias de DNA do ser hu-mano (versão 17 de maio/2004) e do himpanzé (versão 1, novembro/2003)foram obtidos do sítio web do projeto genoma da Universidade da Cali-fórnia, Santa Cruz (http://hgdownload.se.us.edu/goldenPath/hg17/vsPanTro1/). O diagrama enontrado na �gura 4.4 desreve de maneira su-inta omo os dados são proessados para a identi�ação das reversões etransposições.O formato net desreve um alinhamento, obtido om o programaBLASTZ [20℄, entre uma adeia alvo (target), neste aso, a do ser humano,e uma adeia de busa (query), a do himpanzé. Em resumo, o programaBLASTZ divide a adeia alvo em um número arbitrário de segmentos ontí-guos de mais alto nível (ao qual hamaremos de nível 1), om omprimentosvariáveis, de tal forma que ada segmento possua um alinhamento de pon-tuação máxima om algum segmento � possivelmente, om gaps � da adeiade busa. Após isso, gaps são inseridos nos alinhamentos do nível anterior eoutro onjunto de segmentos, ujo nível é 1 unidade maior do que o nível an-terior, é alinhado entre esses gaps. Esse proedimento é repetido um número�nito de vezes, por exemplo, 7 vezes, omo é o aso dos dados menionadosanteriormente.Os dados podem ser representados omo uma oleção de tuplas:
S = (S.tipo, S.nı́vel, S.tchr, S.tinı́cio, S.tfim, S.qchr, S.qinı́cio, S.qfim, S.fita),onde S.tipo ∈ {fill, gap} representa o tipo do segmento, se é um alinhamento(�ll) ou um espaço (gap); S.nı́vel ∈ N é o nível do segmento; S.tchr representao romossomo do genoma alvo (neste aso, ser humano) em que o alinhamento94



Figura 4.4: Diagrama esquemátio do método adotado para identi�ar reversões etransposições entre os genomas humano e do himpanzé.
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é enontrado; S.tinı́cio e S.tfim são dois inteiros tais que S.tinı́cio < S.tfim, queindiam, respetivamente, as posições de iníio e �m2 na adeia do romos-somo S.tchr onde este alinhamento é enontrado; S.qchr é o romossomo dogenoma de busa (himpanzé) no qual este segmento é enontrado; S.qinı́cio e
S.qfim são as posições de iníio e �m do segmento na adeia do romossomo
S.qchr onde este alinhamento é enontrado; e S.fita ∈ {+,−} espei�a se asubadeia TS.tinı́cio

. . . TS.tfim
é alinhada om a subadeia QS.qinı́cio

. . . QS.qfim(S.fita = �+�) ou om a subadeia reversa QS.qfim
. . . QS.qinı́cio

(S.fita =�−�). As tuplas estão ordenadas em ordem resente por S.tinı́cio. Por exem-plo, parte do alinhamento ompreendido entre as posições 1025 e 245432976no romossomo 1 do ser humano é desrita desta forma:
(fill, 1, chr1, 1025, 245432976, chr1, 1033, 229565299,+)

(gap, 1, chr1, 52410, 54421, chr1, 60827, 62696,+)

(fill, 2, 52820, 52926, chr1, 50599, 50705, +)Ou seja, a subadeia entre as posições 1025 e 245432976 do romossomo 1do ser humano alinha-se om a subadeia entre as posições 1033 e 229565299do romossomo 1 do himpanzé. Entre as posições 52410 e 54421 do ro-mossomo 1 do ser humano e 60827 e 62696 do romossomo 1 do himpanzé,há um espaço (gap) no alinhamento. Parte desse espaço no alinhamentoromossomo 1 do ser humano é preenhido pelo alinhamento de nível 2 en-tre as posições 52820 e 52926 do romossomo humano e as posições 50599e 50705 do romossomo do himpanzé. O espaço no alinhamento divide oalinhamento de nível 1 em duas partes, a saber, uma parte à esquerda, om-2Nota de implementação: os índies de iníio e �m nos dados obtidos do sítio web doprojeto genoma da UCSC omeçam em 0, ou seja, o índie do primeiro aratere em umaadeia é 0. Para lidarmos om índies omeçando em 1, adiionamos 1 unidade a adaíndie. 96



preendida entre 1025 e 52409 (ser humano, romossomo 1) e 1033 e 60826(himpanzé, romossomo 1), e uma parte à direita, ompreendida entre 54422e 245432976 (ser humano, romossomo 1) e 62697 e 229565299 (himpanzé,romossomo 1).Desreveremos, a seguir, todos os passos do método, na ordem em queapareem no diagrama da �gura 4.4.Passo 1 : Neste passo, os segmentos alinhados estão aninhados, ondeada segmento no nível i + 1 está ontido em um segmento do nível i. Paraque o próximo passo do método seja exeutado, é neessário �desaninhar�os segmentos, ou seja, se um segmento X está ontido em um segmento Y ,devemos quebrar o segmento Y em duas partes, Y1 e Y2, de tal forma que
X não esteja ontido em nenhuma das partes. Além disso, omo desejamosdesartar mudanças em esala muito pequena (que podem ser devidas a errosno seqüeniamento ou mutações de nuleotídeos que oorrem omumente)devemos desartar alinhamentos pequenos ou ujo nível é muito grande. Demodo a podermos omparar os resultados neste estudo àqueles enontradosem [11℄, desartamos segmentos em níveis superiores a 3 ou mais urtos doque 20 nuleotídeos. O proedimento para exeutar essa operação é desritono algoritmo 3.Faremos uma análise simples da omplexidade temporal do algoritmo 3.As operações entre as linhas 5 e 18 são exeutadas 1 vez para ada segmento.Todas as operações ompreendidas nesse laço são exeutadas em tempo O(1);o laço entre as linhas 8 e 11 é exeutado um número �xo de vezes, uma vezque estamos limitando os níveis de aninhamento e o número de segmentosem Ddir depende da quantidade de níveis. Logo, o algoritmo é exeutado emtempo linear no número de segmentos.
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Algoritmo 3 Desaninhamento dos segmentos.1: seja D uma lista duplamente enadeada (deque) {D onterá os segmentosdesaninhados }2: para todo romossomo alvo tchr faça3: seja A o onjunto de segmentos alinhados ao romossomo alvo tchr,ordenados por seu índie tstart4: seja Ddir uma lista duplamente enadeada {Ddir onterá uma lista dossegmentos que estão à direita de S no romossomo tchr }5: para todo segmento S em A faça6: se S.nı́vel ≤ 3 ou comprimento_em_alvo(S) ≥ 20 ou
comprimento_em_busca(S) ≥ 20 então7: Sdir ← primeiro_elemento(Ddir)8: enquanto Sdir.tstart < S.tstart faça {se Sdir está à esquerda de S }9: insira Sdir ao �nal de D10: remova Sdir de Ddir11: Sdir ← primeiro_elemento(Ddir)12: se S.tipo = fill então13: insira S no �nal de D14: senão {S.tipo = gap }15: C ← remove_último(D) {C é o segmento que ontém S }16: sejam Cesq, Cdir as duas partes de C após inserir o gap repre-sentado por S, tais que Cesq.tinı́cio < Cesq.tfim ≤ S.tinı́cio <

S.tfim ≤ Cdir.tinı́cio < Cdir.tfim17: insira Cesq ao �nal de D18: insira Cdir ao �nal de Ddir19: insira em D todos os segmentos que restaram em Ddir20: retorna D
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Passo 2 : após desaninhar os segmentos no formato net, são eliminadosos segmentos uja maior parte do onteúdo é de repetições e/ou dupliações.Uma repetição é uma subadeia que oorre mais de uma vez onseutiva emuma adeia (exs.: aa. . . a e agag. . . ag). Uma dupliação é uma subadeiade omprimento maior do que 1 que oorre mais de uma vez em uma adeia(por exemplo, em agatta gtatta  a subadeia atta é uma dupliação).Grande parte do DNA humano é de repetições e/ou dupliações [22℄.As informações sobre repetições foram obtidas do sítio web do grupo debioinformátia da UCSC 3, e as informações sobre dupliações foram retiradasdo bano de dados �Human Genome Segmental Dupliation Database�, doCentro de Gen�mia Apliada do Canadá4. Os dados foram transformadosem uma oleção de tuplas D = (D.tchr, D.tinı́cio, D.tfim) desrevendo regiõesno genoma alvo que são repetições/dupliações, onde D.tchr é o romossomodo genoma alvo e D.tinı́cio, D.tfim são respetivamente os índies de iníioe �m na adeia do romossomo alvo. A interseção entre ada segmentoalinhado e os segmentos repetidos/dupliados é alulada e, se o tamanhoda interseção dividido pelo omprimento do alinhamento está aima de umdeterminado limiar, o alinhamento é desartado. No nosso aso, usamos 0.2omo limite (assim omo [11℄); ou seja, se mais de 20% do onteúdo de umsegmento alinhado é de repetições ou dupliações, ele é desartado. No nossoestudo, é importante desartar repetições e dupliações pois eles podem geraralinhamentos espúrios, apesar de estarmos perdendo alguma informação.Passo 3 : neste passo, os segmentos alinhados são ompara-dos om as melhores orrespondênias reíproas (reiproal best mat-hes) entre as adeias alvo e de busa. As melhores orres-3http://hgdownload.se.us.edu/goldenPath/hg17/database/, arquivos*_rmsk.txt.gz4http://projets.tag.a/humandup 99



pondênias reíproas são representadas por tuplas na forma R =

(R.tchr, R.tinicio, R.tfim, R.qchr, R.qinicio, R.qfim, R.fita), de tal forma que oalinhamento de pontuação máxima para a subadeia TR.tinı́cio
. . . TR.tfim

noromossomo alvo R.tchr é aquele que se alinha à subadeia QR.qinı́cio
. . . QR.qfimno romossomo de busa R.qchr, e vie-versa. Cada segmento alinhado é ve-ri�ado e, aso não esteja ontido em uma melhor orrespondênia reíproa,ele é desartado.Passo 4 : os segmentos restantes são agrupados em bloos, de tal formaque segmentos no mesmo bloo estão próximos da mesma diagonal no grá�ode pontos (�g. 4.5e). Um bloo é representado por uma tupla

B = (B.tchr, B.tinı́cio, B.tfim, B.qchr, B.qinı́cio, B.qfim, B.fita).Como os segmentos nem sempre seguem perfeitamente uma diagonal, poispodem haver gaps no alinhamento (omo na �g. 4.1), usamos uma abordagemheurístia para montar os bloos. Esta abordagem, desrita no parágrafo aseguir, tenta imitar o modo omo alguém reonhee, intuitivamente, umadiagonal em um grupo de segmentos próximos no grá�o de pontos.Para ada romossomo alvo, um novo bloo é riado e o segmento S1 maisà esquerda no grá�o de pontos (ou seja, aquele em que S1.tinı́cio possui omenor valor) é adiionado a esse bloo. Neste momento, o bloo é desritopor
B = (S1.tchr, S1.tinı́cio, S1.tfim, S1.qchr, S1.qinı́cio, S1.qfim, S1.f ita).Consideramos, agora, uma reta que passa pelos pontos ujas oordenadassão (B.tinı́cio, B.qinı́cio) e (B.tfim, B.qfim), e o lugar geométrio dos pontosuja distânia à reta é menor do que w/2 e que estão a, no máximo, uma100



distânia5 d do ponto (B.tfim, B.qfim) � veja �g. 4.5a. Se o próximo segmento
S2 é tal que S2.f ita = S1.f ita, e S2.qchr = S1.qchr, e S2 está dentro da regiãodesrita, ele é adiionado ao bloo B, que torna-se, então

B = (S1.tchr, S1.tinı́cio,S2.tfim, S1.qchr, S1.qinı́cio,S2.qfim, S1.f ita),(�g. 4.5b); aso ontrário, outro bloo é riado e adiionamos S2 a ele(�gs. 4.5 e 4.5d). Este proedimento é repetido para todos os segmentosalinhados no romossomo alvo, por ordem resente de seus índies tinı́cio(�g. 4.5e).Passo 5 : O último passo no nosso método é identi�ar as reversões etransposições a partir dos bloos previamente montados. Isso é failmenterealizado, para ada romossomo alvo, perorrendo-se os bloos por ordemresente de seus índies tinı́cio. Sejam Ba, Bb e Bc três bloos onseutivosno mesmo romossomo alvo; se Ba.f ita = Bc.f ita = +, Bc.f ita = −, e
Ba.qinı́cio < Bb.qinı́cio < Bc.qinı́cio, então Bb é um bloo onde houve umareversão; se Ba.f ita = Bb.f ita = Bc.f ita = +, Ba.qinı́cio < Bc.qinı́cio, mas
Bb.qinı́cio < Ba.qfim, então houve uma transposição que moveu o bloo Bb(veja �g. 4.5f).4.3 ResultadosForam enontradas 542 reversões (ontrastando om as 1576 reversõesem [11℄) e 255 transposições. Os grá�os 4.7 e 4.6 mostram a distribuiçãodos tamanhos dos segmentos que sofreram reversão e dos que sofreram trans-5Nota de implementação: os valores w e d são parâmetros pré-�xados. Usamos, paraeste trabalho, d = 200000 e w = 150000.
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(a) (b)
() (d)
(e) (f)Figura 4.5: Agrupando segmentos alinhados em bloos (diagonais): (a) iniie omo segmento mais à esquerda; (b) adiionando segmentos ao bloo; () próximoalinhamento está fora da região; (d) um novo bloo é riado; (e) bloos enontradosapós a exeução do algoritmo; (f) identi�ação de reversões e transposições.
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posição, respetivamente. A listagem om todas as reversões e transposiçõesenontradas está no apêndie B.Vemos que as reversões enontradas neste trabalho, em muitos asos,oinidem om as enontradas em [11℄. Por exemplo, a reversão entre asposições 18313193 e 26198378 do romossomo humano 15 (posições 20589043a 28367385 do romossomo 16 do himpanzé) aparee no trabalho de Feuket al. omo entre as posições 18313193 e 26244831 do mesmo romossomohumano (posições 20542252 a 28367385 do romossomo 16 do himpanzé).Observa-se, em alguns asos, algumas reversões enontram-se �divididas� emvárias partes, omo as 9 reversões entre as posições 34441312 e 95939805 doromossomo 5 do ser humano (posições 19227253 a 81490988 do romossomo4 do himpanzé), e que em [11℄ está listada omo apenas uma reversão. Éimportante notar que, no trabalho de Feuk et al., há uma fase de validaçãomanual dos resultados, em que os autores uniram vários segmentos em umsó, enquanto que os resultados obtidos nesta tese são obtidos puramente pelaexeução omputaional do método.Ressaltamos também que a distribuição do tamanho das reversões en-ontradas neste trabalho difere de [11℄. No nosso trabalho, grande partedas reversões enontradas orrespondem a segmentos alinhados om ompri-mento entre 1000 e 10000 nuleotídeos no ser humano, enquanto que Feuket al. enontraram grande parte das reversões om omprimento de até 250nuleotídeos. Essa diferença é devida aos parâmetros d e w usados por nós nopasso 4 do método. Valores menores para d e w fariam om que a distribuiçãodas reversões e transposições tendesse mais para os omprimentos menores,porém isso ausaria um número ainda maior de reversões �quebradas� empequenos segmentos. Os parâmetros d e w foram ajustados de forma queas reversões enontradas oinidissem da melhor forma possível om as do103



trabalho de Feuk et al. [11℄, sem termos que reorrer a ajustes manuais nosresultados após a exeução do método, de maneira que os resultados entreos dois trabalhos fossem omparáveis.O método desrito nesta tese segue as mesmas linhas gerais do métodode Feuk et al., om a diferença que estamos levando em onta transposiçõesno passo 5. Prouramos também desrever de maneira mais detalhada todosos passos da exeução. O passo 4, em espeial, pratiamente não é desritoem [11℄, o que obrigou-nos a desenvolver um novo proedimento. Areditamosque este proedimento seja ligeiramente melhor do que o original, uma vezque o fato de que enontramos menos reversões, om distribuição de tamanhotendendo a segmentos maiores, india que muitos segmentos que eram des-ritos separadamente no artigo original foram unidos em um únio segmentoneste trabalho, de maneira automátia. Um exemplo disso é a reversão om-preendida entre as posições 41673868 e 55003655 do romossomo humano17 (posições 50169262 a 63465787 do romossomo 19 do himpanzé), queem [11℄ está separada em duas partes, de 41673868 a 41733269 e de 54956779a 55003655 no romossomo humano (respetivamente, posições 63397185 a63465787 e posições 50169262 a 50216602 no romossomo orrespondente dohimpanzé).
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Capítulo 5
Conlusão

Delinearemos, nesta parte �nal, as realizações alançadas nesta tese eos aminhos que poderão ser trilhados a partir dos desenvolvimentos destetrabalho.No apítulo 2, revisamos dois limites inferiores para a distânia de trans-posição enontrados na literatura, um baseado em pontos de quebra e o outrobaseado na estrutura do diagrama de realidade e desejo. Na demonstraçãodo limite inferior usando o diagrama de realidade e desejo, desrevemos for-malmente a estrutura dos ilos desse diagrama e omo uma transposiçãopode alterar esses ilos, usando as �guras apenas omo meio de auxílio aoentendimento, e não omo prinipal meio para a demonstração. Ressaltamosque não enontramos referênias anteriores onde essa análise dos ilos do di-agrama de realidade e desejo para o problema de rearranjos por transposiçõesé feita om tal rigor.Apresentamos no apítulo 3 o problema de rearranjos por transposiçõesomo um problema de teoria dos grafos. Somente enontramos uma úniareferênia na literatura, devida a Eriksson et al. [10℄, em que tal abordagemé utilizada. Nessa referênia, a abordagem mostrou-se frutífera, uma vez que106



os autores onseguiram uma demonstração alternativa para o fato de que adistânia de transposição entre a permutação reversa ρ[n] e a identidade ι[n]é de ⌊n/2⌋+1 através do uso da equivalênia tória, além de terem determi-nado o diâmetro de transposição para o onjunto Sn das permutações de nelementos para 13 ≤ n ≤ 15, através de uma busa no grafo tório Tor(n),que reduziu o número de permutações que deveriam ser examinadas paradeterminar-se o diâmetro. No proesso de determinação do diâmetro de S13e S15, eles também enontraram uma permutação que está a uma distâniamaior da identidade do que a reversa, invalidando então uma onjetura deMeidanis, Walter e Dias [16℄.Curiosamente, no artigo de Eriksson et al., os autores desrevem muitosuintamente o grafo tório, e não apresentam nenhuma estimativa do númerode vérties desse grafo. Nesta tese, damos uma de�nição detalhada do grafotório e estimamos que ele possui ao menos n!−2
n+1

+2 vérties; mais ainda, parao aso em que n + 1 é primo, determinamos que Tor(n) possui exatamente
n!−n
n+1

+ n vérties.Ainda restam muitas perguntas em aberto sobre o problema de rearran-jos por transposições. Até o presente momento, não se enontrou nenhumalgoritmo polinomial para ordenar uma permutação usando apenas transpo-sições, nem se demonstrou que o problema é NP -ompleto.A determinação do diâmetro de transposição é outro problema que aindanão foi ompletamente soluionado, uma vez que não se sabe nenhuma fór-mula geral para Dt(n) (aso ela exista). Sabemos, devido ao fato de que
dt(ρ[n], ι[n]) = ⌊n/2⌋ + 1, que o diâmetro de transposição não é inferior a
⌊n/2⌋ + 1. Os resultados de Eriksson et al. [10℄ e Elias e Hartman [9℄ in-diam que Dt(n) é estritamente maior do que ⌊n/2⌋ + 1, nos asos em que
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n ≥ 13 é ímpar. Para valores pares de n ≥ 16, não se sabe se o diâmetro detransposição é igual ou maior do que o limite inferior ⌊n/2⌋+ 1.Cremos estar próximos de determinar o diâmetro de transposição Dt(16),uma vez que, pelo fato de 17 ser primo, sabemos um pouo mais sobre a estru-tura do grafo tório Tor(16): ele possui exatos 16 vérties que orrespondema lasses de equivalênia tória om apenas 1 elemento, e 16!−16
17

vérties queorrespondem a lasses om 17 elementos. Em nossos estudos, para todos osasos testados em que n+1 é primo, no grafo de rearranjos por transposições
TRG(n) os aminhos mínimos entre o vértie orrespondente à identidade
ι[n] e a um vértie diametral σ não passam por vérties que estão em lassesde equivalênia tória que ontém apenas 1 elemento, a não ser, é laro, oprimeiro vértie ι[n] e o último vértie σ. Por exemplo, no TRG(4), qualqueraminho mínimo entre o vértie ι[4] e o vértie ρ[4], que faz par diametralom ι[4], passa por vérties que pertenem a lasses de equivalênia tóriaontendo 5 elementos, exeto, laro, pelo primeiro vértie ι[4] e pelo últimovértie ρ[4].Outra araterístia que pudemos observar, para todos os pares de vérti-es π, σ que nós testamos, se π e σ estão em dois TRGs distintos TRGπ1

(n)e TRGσ1
(n), respetivamente, então sempre há um aminho mínimo entreesses dois vérties que passa apenas por TRGπ1

(n) e TRGσ1
(n). Em termosde permutações, isso signi�a que, dadas duas permutações π e σ tais que

π1 6= σ1, existe uma seqüênia de transposições t1, t2, . . . , tq que transforma πem σ e somente troa o primeiro elemento uma únia vez, omo é mostradona �gura 5.1.Infelizmente, não onseguimos desenvolver uma demonstração formalpara essa araterístia, mas esperamos no futuro poder demonstrá-la. Essapropriedade é interessante, pois, dados dois vérties orrespondendo a duas108



π = (π1 π2 . . . πn)

π · t1 = (π1 . . . . . . . . .)...
π · t1 · tp = (π1 . . . . . . . . .)

π · t1 · . . . · tp · tp+1 = (σ1 . . . . . . . . .)...
π · t1 · . . . · tq = σ = (σ1 σ2 . . . σn)Figura 5.1: Uma seqüênia de transposições que troa o primeiro elemento umaúnia vez.permutações π e σ em TRG(n), poderíamos restringir a busa de ami-nhos mínimos entre esses dois vérties apenas aos subgrafos TRGπ1

(n) e
TRGσ1

(n).Com relação ao apítulo 4, apresentamos um método para omparaçãodos genomas humano e do himpanzé que proura reversões e transposiçõesque possam ter oorrido entre esses dois genomas, sendo que não enontramosreferênias anteriores de trabalhos que prourassem transposições entre doisgenomas nessa esala e de maneira puramente omputaional.O trabalho de Feuk et al. [11℄, que nos inspirou o estudo feito no apí-tulo 4, prourava apenas por reversões, e essas passaram por uma validaçãomanual após a etapa omputaional. Nesta tese usamos uma abordagem pu-ramente omputaional, baseada na original, a qual desrevemos em maiordetalhe do que a desrição feita em [11℄, e levando em onta transposições.Ressalta-se que enontramos resultados diferentes, om menos reversões, osquais atribuímos a um melhor agrupamento dos segmentos alinhados em blo-os exeutado pelo nosso método. 109



Esperamos em breve fazer uma revisão dos resultados do apítulo 4, utili-zando a omparação entre as versões mais reentes hg18 do genoma humanoe panTro2 do genoma do himpanzé. Esses dados tornaram-se disponíveisapenas reentemente, o que não permitiu a sua inlusão neste texto. Alémdisso, planejamos fazer um estudo mais detalhado do efeito dos parâmetros de w, usados no passo 4 do método, nas reversões e transposições enontradas.
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Apêndie A
Alguns parâmetros onheidos

A tabela a seguir sumariza valores onheidos para o diâmetro de trans-posição e a distânia entre a permutação reversa e a identidade, para até 15elementos. Apresentamos também, para onveniênia do leitor, a quantidadede vérties, o grau e a quantidade de arestas de TRG(n).Os valores para a distânia de transposição entre a permutação reversae a identidade já eram onheidos para n até 10 desde o artigo de Bafna ePevzner [4℄, e já se havia desoberto uma seqüênia om ⌊n
2

⌋
+1 transposiçõespara ordenar a permutação reversa, o que garantia um limite superior para asua distânia. Meidanis, Walter e Dias [16℄ demonstraram que d(ρ[n], ι[n]) ≥

⌊
n
2

⌋
+ 1, estabeleendo assim a igualdade entre esse limite e a distânia; elesonjeturaram que esse era o diâmetro de transposição para Sn, uma vez que,para qualquer permutação om n ≤ 10 elementos, d(π, ι[n]) ≤ d(ρ[n], ι[n]).Eriksson et al. [10℄ enontraram, por meio de busa exaustiva, permuta-ções om 13 e 15 elementos que estavam a uma distânia maior da identidadeque ρ[13] e ρ[15], respetivamente. Eles também determinaram o diâmetro para

13 ≤ n ≤ 15.
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Tabela A.1: Parâmetros onheidos relaionados ao problema de ordenação portransposições.
n |V | ∆ |E| d(ρ[n], ι[n]) Dt(n)
1 1 0 0 0 0
2 2 1 1 1 1
3 6 4 12 2 2
4 24 10 120 3 3
5 120 20 1200 3 3
6 720 35 12600 4 4
7 5040 56 141120 4 4
8 40320 84 1693440 5 5
9 362880 120 21772800 5 5
10 3628800 165 299376000 6 6
11 39916800 220 4390848000 6 6
12 479001600 286 68497228800 7 7
13 6227020800 364 1133317785600 7 8
14 87178291200 455 19833061248000 8 8
15 1307674368000 560 366148823040000 8 9

112



Apêndie B
Lista de reversões e transposiçõesenontradas entre o ser humano eo himpanzé

Dados obtidos pela omparação do genoma humano (hg17 ) e do him-panzé (PanTro1 ).Tabela B.1: Reversões entre os genomas humano e dohimpanzé.romoss.humano iníiohumano �mhumano romoss.himp. iníiohimp. �mhimp.hr1 2517646 2518621 hr1 2454344 2455299hr1 2519272 2519822 hr1 2453143 2453693hr1 2520571 2523007 hr1 2449903 2452393hr1 2523902 2527785 hr1 2445136 2449022hr1 3712839 3712998 hr1 3566667 3566826hr1 13148309 13200117 hr1 13286514 13337904hr1 13464365 13466487 hr1 13240584 13242708hr1 13485310 13485716 hr1 13221364 13221769hr1 13489275 13490451 hr1 13216662 13217799hr1 16976992 16977037 hr1 17138801 17138846113



Tabela B.1: Reversões entre os genomas humano e dohimpanzé.romoss.humano iníiohumano �mhumano romoss.himp. iníiohimp. �mhimp.hr1 20593108 20594513 hr1 20910458 20911857hr1 20597128 20609738 hr1 20894566 20907019hr1 20611728 20613661 hr1 20890637 20892572hr1 20619586 20621685 hr1 20881595 20883691hr1 29879461 29879822 hr1 30479398 30479768hr1 32551140 32565896 hr1 33301125 33316277hr1 76335600 76335953 hr1 74893099 74893452hr1 77940100 77940163 hr1 115379286 115379349hr1 78762874 78763055 hr1 77355275 77355456hr1 101529434 101529500 hr1 100578437 100578503hr1 105075590 105083136 hr1 104138745 104146363hr1 109923787 111948702 hr1 110317888 112511796hr1 111949406 113371599 hr1 108881401 110316525hr1 113376859 113399189 hr1 112897292 112921391hr1 113406945 113655554 hr1 112590603 112889536hr1 113669596 113678640 hr1 112567480 112576558hr1 113689399 113696451 hr1 112549219 112556726hr1 120750113 120818517 hr1 123893067 123961143hr1 142346417 142436732 hr1 113013969 113106265hr1 142441814 142468082 hr1 112982531 113008920hr1 142468186 142468216 hr1 112982397 112982427hr1 142482538 142483844 hr1 112966767 112968075hr1 142486281 142525080 hr1 112925060 112964330hr1 143746122 143746419 hr1 127189070 127189367hr1 143761475 143765090 hr1 127171526 127175137hr1 146602496 146603996 hr1 128380958 128382897hr1 194489414 194489643 hr1 177143436 177143665hr1 202704365 202875288 hr1 186160249 186330610hr1 244791936 244792170 hr1 228802491 228802726hr1 244804651 244804813 hr1 228795397 228795562hr1 245161343 245181641 hr1 229037924 229055883hr2 1589507 3020329 hr12 1618753 3079857hr2 8047586 8051501 hr12 8699866 8703776hr2 34257653 34257734 hr12 35653559 35653640hr2 35422484 35423968 hr12 36837336 36838807114



Tabela B.1: Reversões entre os genomas humano e dohimpanzé.romoss.humano iníiohumano �mhumano romoss.himp. iníiohimp. �mhimp.hr2 41106315 41107062 hr12 42653964 42654711hr2 47311482 47311555 hr12 49345033 49345108hr2 64721050 64721103 hr12 66953510 66953563hr2 75227541 75227685 hr12 77633749 77633893hr2 82061054 82062191 hr12 84887797 84888936hr2 82523243 82523454 hr12 85356478 85356686hr2 87050058 87052404 hr12 91015149 91017500hr2 87281131 87282300 hr12 115425210 115426385hr2 89928470 89934904 hr12 92088699 92095126hr2 95584615 95612009 hr12 98625570 98652750hr2 95612830 95641389 hr12 98601718 98624749hr2 95642238 95667415 hr12 98575492 98600867hr2 95944236 95945192 hr12 91843937 91844890hr2 95947451 95947919 hr12 91841418 91841886hr2 96058959 96060357 hr12 114194388 114195766hr2 97639594 97652197 hr12 114173863 114184806hr2 97653641 97654925 hr12 114171257 114172405hr2 108336113 108336154 hr12 116087478 116087519hr2 108336369 108336392 hr12 116087240 116087263hr2 110588149 110592231 hr12 113372794 113376883hr2 111152313 111152668 hr12 114164407 114164763hr2 119671893 119672106 hr13 5691849 5692061hr2 130639888 130640808 hr13 18029495 18030418hr2 130653778 130655585 hr13 18014606 18016425hr2 132016651 132021355 hr13 17913453 17918131hr2 138838732 138842320 hr13 27851068 27854662hr2 156445101 156445419 hr13 45633794 45634112hr2 175410035 175411087 hr13 41945350 41946403hr2 176498500 176498678 hr13 66135344 66135522hr2 181457577 181476067 hr13 71255064 71273715hr2 192911245 192912333 hr13 82807288 82808378hr2 205309948 205310033 hr13 95323076 95323160hr2 226241151 226241794 hr13 116825868 116826511hr2 233255894 233256377 hr13 123847311 123847794hr2 234256246 234262638 hr13 124994291 125000743115



Tabela B.1: Reversões entre os genomas humano e dohimpanzé.romoss.humano iníiohumano �mhumano romoss.himp. iníiohimp. �mhimp.hr2 234262677 234265587 hr13 124992592 124994252hr2 235304784 235306111 hr13 126028805 126030130hr2 242226139 242227030 hr13 133702783 133703688hr3 850688 857030 hr2 870711 877143hr3 12698978 12699055 hr2 13153577 13153653hr3 30797191 30797214 hr2 31779002 31779025hr3 32329909 32330398 hr2 33322984 33323473hr3 50902683 50908872 hr2 52487419 52493604hr3 54167662 54169999 hr2 55817738 55820077hr3 96204791 96204880 hr2 97282180 97282269hr3 96465140 96465739 hr2 97543169 97544452hr3 125892323 125892475 hr2 127718878 127719030hr3 129357522 129357582 hr2 131249275 131249335hr3 160103702 160103817 hr2 163284067 163284183hr3 170088600 170091341 hr2 173577309 173580049hr3 178384355 178385788 hr2 182107531 182108971hr3 195542642 195542939 hr2 199663960 199664257hr4 7729208 7729262 hr3 7804002 7804056hr4 9186711 9188235 hr3 4293520 4295045hr4 31377772 31383231 hr3 31972192 31977650hr4 44671174 57204059 hr3 89426696 102294272hr4 57204090 65134026 hr3 81507847 89426100hr4 65134679 65134719 hr3 81507154 81507194hr4 65136339 65136527 hr3 81505328 81505516hr4 65139017 69814463 hr3 77032076 81502838hr4 69877633 69879425 hr3 76976450 76978240hr4 69881467 69921783 hr3 76967336 76974414hr4 69926314 69926348 hr3 76962774 76962808hr4 69927072 69955942 hr3 76930351 76962050hr4 69958067 69958107 hr3 76928181 76928221hr4 69960105 69960722 hr3 76925546 76926162hr4 69961745 69962082 hr3 76924165 76924514hr4 69963561 69964749 hr3 76921498 76922688hr4 69965997 69966133 hr3 76920130 76920266hr4 69968658 69969220 hr3 76917041 76917604116



Tabela B.1: Reversões entre os genomas humano e dohimpanzé.romoss.humano iníiohumano �mhumano romoss.himp. iníiohimp. �mhimp.hr4 69970449 69971035 hr3 76915217 76915803hr4 69971450 69972157 hr3 76914425 76914807hr4 69973706 69973782 hr3 76912821 76912897hr4 69978953 69979046 hr3 76907557 76907650hr4 69980747 69996651 hr3 76890067 76905858hr4 69999340 69999392 hr3 76887328 76887380hr4 70001224 70001530 hr3 76885193 76885499hr4 70002776 70014956 hr3 76871668 76883944hr4 70049084 70049775 hr3 76836587 76837279hr4 70067000 70067039 hr3 76819295 76819334hr4 70067550 70142281 hr3 76744159 76818784hr4 70142789 70142829 hr3 76743611 76743651hr4 70160778 70163700 hr3 76722619 76725575hr4 70194502 70195711 hr3 76705455 76706658hr4 70199000 70200236 hr3 76696390 76697632hr4 70202031 70202121 hr3 76694454 76694534hr4 70202617 70221269 hr3 76675176 76693958hr4 70222529 70225224 hr3 76671222 76673908hr4 70302808 70305686 hr3 76650039 76652973hr4 70306193 70306259 hr3 76649474 76649540hr4 70308899 70309129 hr3 76646705 76646935hr4 70311042 70311076 hr3 76644372 76644402hr4 70332809 70332870 hr3 76641131 76641193hr4 70332951 70332975 hr3 76641026 76641050hr4 70337956 70340751 hr3 76634884 76636014hr4 70340814 70340903 hr3 76634732 76634821hr4 70422628 70435659 hr3 76621260 76634279hr4 70436227 70436271 hr3 76620644 76620688hr4 70436312 70436344 hr3 76620571 76620603hr4 70449208 70454713 hr3 76614524 76619981hr4 70454763 70454807 hr3 76614433 76614474hr4 70455569 70455611 hr3 76613628 76613670hr4 70456189 70457302 hr3 76611935 76613049hr4 70458162 70460866 hr3 76608616 76611332hr4 70477456 70527585 hr3 76539420 76590995117



Tabela B.1: Reversões entre os genomas humano e dohimpanzé.romoss.humano iníiohumano �mhumano romoss.himp. iníiohimp. �mhimp.hr4 70542722 70542807 hr3 76524193 76524278hr4 70542959 70822121 hr3 76243550 76524041hr4 70822450 73403379 hr3 60332218 76241736hr4 73403961 73404368 hr3 60331225 60331632hr4 73407826 86315437 hr3 47358490 60327796hr4 89204343 89212421 hr3 105199787 105207803hr4 95237011 95237106 hr3 111451872 111451967hr4 96649338 96649460 hr3 112943838 112943960hr4 110986047 110986151 hr3 127482961 127483065hr4 117391316 117392194 hr3 134058500 134058973hr4 133402241 133425660 hr3 150399225 150399111hr4 134282344 134286773 hr3 151263251 151267665hr4 136313622 136314106 hr3 153357216 153357699hr4 136671147 136671176 hr3 153716686 153716715hr4 138000890 138007037 hr3 155178372 155190586hr4 139261019 139261141 hr3 156436842 156436964hr4 147242947 147260093 hr3 164494747 164511914hr4 187377194 187377450 hr3 205596591 205596847hr4 190983692 190988265 hr3 209200281 209203151hr5 271217 274101 hr4 1705326 1708235hr5 18589078 20727255 hr4 99547730 101743160hr5 20850617 20851856 hr4 96574003 96575247hr5 20875403 20877453 hr4 96550190 96552241hr5 20887990 20922374 hr4 96500509 96539653hr5 20923688 20925463 hr4 96497414 96499196hr5 20928974 20929027 hr4 96493780 96493833hr5 20931269 20932838 hr4 96489957 96491531hr5 20935159 20935255 hr4 96487526 96487622hr5 20940092 20948477 hr4 96474269 96482670hr5 20949927 20951017 hr4 96471731 96472819hr5 21324017 21406595 hr4 96015778 96098860hr5 21410252 21429294 hr4 95992994 96012082hr5 21497080 21498165 hr4 95924119 95925204hr5 21509063 21538023 hr4 95884595 95913212hr5 21558880 26652011 hr4 90802394 45509920118



Tabela B.1: Reversões entre os genomas humano e dohimpanzé.romoss.humano iníiohumano �mhumano romoss.himp. iníiohimp. �mhimp.hr5 26675757 29130801 hr4 88312408 90786579hr5 29149433 29466532 hr4 87991277 88294259hr5 29468590 29475693 hr4 46133448 87989221hr5 29492470 32038443 hr4 85333796 87885851hr5 34441312 35330976 hr4 81499890 82417810hr5 35338145 37428245 hr4 79330797 81490988hr5 37428293 69137573 hr4 46435085 79330689hr5 69142826 69143999 hr4 46428678 46429841hr5 69157807 70202026 hr4 45016863 46414653hr5 70204319 70206240 hr4 45012671 45014586hr5 70222561 79212162 hr4 35976338 44997358hr5 79213749 94703190 hr4 20474573 35974761hr5 94704723 95939805 hr4 19227253 20473021hr5 98949085 99410215 hr4 104683812 105147879hr5 101051689 101056216 hr4 119354501 119359034hr5 105928549 105934652 hr4 111817053 111823176hr5 105934680 105938726 hr4 111812991 111817025hr5 117519850 117520222 hr4 123723971 123724342hr5 125750968 125751243 hr4 30007891 30008166hr5 144513021 144526373 hr4 151189848 151203168hr5 168469975 168470808 hr4 175713416 175714249hr5 170193335 170193672 hr4 185621451 185621789hr5 171817898 171818115 hr4 179139711 179139890hr5 177317719 177320282 hr4 184821613 184824244hr6 8929968 8930071 hr5 9301907 9302010hr6 9854774 9854855 hr5 10069236 10069317hr6 31117202 31118074 hr5 31581562 31582432hr6 62022373 62071854 hr5 62678876 62734478hr6 62072461 62159925 hr5 62585162 62676997hr6 69459242 69459330 hr5 70569697 70569785hr6 69906942 69908737 hr5 71020457 71022258hr6 72090380 72090993 hr5 73222667 73223297hr6 84072796 84072887 hr5 85709245 85709336hr6 93505644 93513309 hr5 95250727 95258373hr6 93513346 93515235 hr5 95248807 95250690119



Tabela B.1: Reversões entre os genomas humano e dohimpanzé.romoss.humano iníiohumano �mhumano romoss.himp. iníiohimp. �mhimp.hr6 141661682 141662115 hr5 144560012 144559999hr6 161133096 161133360 hr5 164951297 164951561hr6 161156373 161156621 hr5 164795771 164796016hr6 168005703 168006083 hr5 172433421 172433801hr6 168911261 168912284 hr5 173379136 173380147hr7 5055820 5056938 hr6 5477080 5478198hr7 5059608 5060400 hr6 5471696 5472488hr7 5802995 5804555 hr6 6998563 7000122hr7 5806557 5806761 hr6 6996358 6996561hr7 5807329 5807638 hr6 6995477 6995786hr7 5808986 5809246 hr6 6993874 6994134hr7 5810563 6518007 hr6 6281602 6992559hr7 6518064 6518796 hr6 6280820 6281545hr7 6520014 6542455 hr6 6255758 6279604hr7 6547108 6547275 hr6 6242255 6242424hr7 8665460 8668362 hr6 9112677 9115597hr7 35266178 35266490 hr6 36438161 36438477hr7 35735584 35736380 hr6 47137232 47138012hr7 39199429 39203939 hr6 45164706 45169239hr7 39356320 39356647 hr6 45163346 45163670hr7 39356827 39356853 hr6 45163135 45163163hr7 39358321 40652615 hr6 43599928 45161662hr7 40653710 43664983 hr6 40575221 43598946hr7 53030844 53704127 hr6 54721836 55400709hr7 56865010 56865460 hr6 63977238 63977688hr7 62995497 62995843 hr6 66542426 66542770hr7 63238470 63238636 hr6 58193586 58193752hr7 63279472 63288663 hr6 58201400 58207900hr7 63698718 63715865 hr6 65496122 65522817hr7 71641035 71678158 hr6 67690928 67735494hr7 71680620 71681516 hr6 67687571 67688465hr7 71684002 71684527 hr6 67684565 67685085hr7 71686722 71689051 hr6 67680043 67682374hr7 71691335 71692411 hr6 67676682 67677759hr7 71694654 71697119 hr6 67671948 67674444120



Tabela B.1: Reversões entre os genomas humano e dohimpanzé.romoss.humano iníiohumano �mhumano romoss.himp. iníiohimp. �mhimp.hr7 71698388 71700329 hr6 67668317 67670583hr7 71717423 71719267 hr6 67649351 67651204hr7 73930376 73932608 hr6 75480638 75482859hr7 74648295 74649150 hr6 73985150 73986006hr7 75478985 75479051 hr6 76578106 76578172hr7 80553522 80588840 hr6 81781455 81816825hr7 94925418 94927419 hr6 96537024 96539015hr7 122719914 122719958 hr6 125068740 125068784hr7 123758232 123758821 hr6 126119037 126119626hr7 142859016 142873533 hr6 145622204 145636849hr7 143894744 143895647 hr6 146520226 146521133hr7 143895670 143895940 hr6 146519934 146520203hr8 6142792 6144697 hr7 6356679 6358566hr8 7133431 7143502 hr7 12762192 12764642hr8 16188127 16205890 hr7 16940697 16961590hr8 33960604 33960688 hr7 35144690 35144778hr8 48378817 48388148 hr7 49931351 49940672hr8 50533585 50537114 hr7 52115939 52119468hr8 54573512 54573776 hr7 56244720 56244983hr8 65411772 65411858 hr7 67414353 67414439hr8 75000285 75000373 hr7 77039920 77040007hr8 106889337 106889470 hr7 109325452 109325591hr8 118990567 118991046 hr7 121716096 121716577hr8 138210629 138210986 hr7 141203488 141203846hr8 145115791 145116751 hr7 148393731 148394687hr9 8188514 8188570 hr11 8114750 8114806hr9 17472936 17473208 hr11 17709896 17710168hr9 30298832 30299643 hr11 30769125 30769933hr9 31418405 31419607 hr11 31890619 31891827hr9 39216440 39217454 hr11 40306483 40307484hr9 40264618 40264846 hr11 40342380 40342608hr9 40268671 40269446 hr11 40337605 40338589hr9 40303706 40306273 hr11 40300206 40302757hr9 40307691 40326864 hr11 40280144 40298960hr9 42021637 42025889 hr11 42694575 42698829121



Tabela B.1: Reversões entre os genomas humano e dohimpanzé.romoss.humano iníiohumano �mhumano romoss.himp. iníiohimp. �mhimp.hr9 43443244 43444954 hr11 40035040 40036757hr9 45310284 45443087 hr11 48890266 49027748hr9 45456030 45456358 hr11 48876990 48877318hr9 65274191 65275776 hr11 50242296 50243868hr9 65347271 65348544 hr11 50176595 50177770hr9 65390752 65422486 hr11 50102749 50134554hr9 66360398 66364447 hr11 50083717 50087843hr9 67226640 67231153 hr11 52043645 52046530hr9 74127695 74127943 hr11 57958754 57959002hr9 85570782 85572536 hr11 67702214 67703968hr9 85629056 85629384 hr11 67642700 67643029hr9 85643439 85643872 hr11 67614057 67614490hr9 87815543 87878496 hr11 71829384 71888651hr9 87983061 87983777 hr11 71955686 71956405hr9 101684793 101685039 hr11 85942590 85942836hr9 103014613 103015658 hr11 87275614 87276660hr9 107780931 107781972 hr11 92305187 92306229hr9 112932144 112939927 hr11 97487694 97495489hr9 114294256 114294714 hr11 98836036 98836494hr9 114294735 114298706 hr11 98832031 98836015hr9 133143245 133144592 hr11 118010582 118012032hr9 137374371 137375141 hr11 112748695 112749465hr10 4978653 4985937 hr8 5110466 5117754hr10 11532239 11532846 hr8 11672638 11673245hr10 26910848 26921757 hr8 27945554 27953365hr10 28304028 28304486 hr8 27877016 27877473hr10 29798980 29813588 hr8 31401845 31416734hr10 46456036 46478424 hr8 47442764 47467450hr10 47242108 47246284 hr8 47759429 47763621hr10 47491219 47818295 hr8 76352134 53052081hr10 51298068 51298866 hr8 51157839 51158638hr10 51427050 51427854 hr8 42810356 42811160hr10 51636570 51753561 hr8 52912725 53025666hr10 51806257 52095219 hr8 52569883 52860029hr10 52098397 52099973 hr8 52566554 52568137122



Tabela B.1: Reversões entre os genomas humano e dohimpanzé.romoss.humano iníiohumano �mhumano romoss.himp. iníiohimp. �mhimp.hr10 52101904 52103621 hr8 52562902 52564623hr10 58276526 58278360 hr8 59191962 59193795hr10 80960960 80965932 hr8 83359412 83364373hr10 81274348 81274464 hr8 83359193 83359311hr10 81576151 81576548 hr8 82480075 82480472hr10 93193325 93195766 hr8 94916473 94918921hr10 117877464 117877546 hr8 120049634 120049716hr10 133302133 133303009 hr8 136046554 136047425hr11 1649113 1659255 hr9 1788012 1798234hr11 1882620 1892054 hr9 2087334 2096796hr11 7755655 7756268 hr9 7874772 7875385hr11 42337395 42337539 hr9 42811330 42811495hr11 51275554 51276084 hr9 55539188 55539721hr11 85523229 85523331 hr9 87170029 87170131hr11 87850908 87851661 hr9 89685364 89686117hr11 104607594 104608398 hr9 106545199 106545996hr11 113877739 113878055 hr9 115882091 115882407hr11 123763149 123767999 hr9 125842835 125847683hr11 131430121 131430184 hr9 133580180 133580243hr11 131993156 132013281 hr9 134163135 134184084hr12 41131550 41134133 hr10 41724125 41726731hr12 46134049 46188190 hr10 47107288 47158728hr12 65800790 65805965 hr10 67367044 67372220hr12 73652434 73652740 hr10 75376587 75376893hr12 85744858 85754030 hr10 87868698 87877955hr12 90305218 90305416 hr10 92472745 92472943hr12 121450986 121453340 hr10 124522273 124524645hr12 130297741 130297852 hr10 133863643 133863755hr12 130530820 130530894 hr10 133698826 133698896hr13 43030632 43030710 hr14 42741732 42741811hr13 64757212 64758128 hr14 47119465 47120381hr13 66222497 66222575 hr14 48618702 48618780hr13 66783979 66784135 hr14 49179917 49180073hr13 81825546 81830859 hr14 64534970 64540282hr13 82171545 82171869 hr14 64879482 64879789123



Tabela B.1: Reversões entre os genomas humano e dohimpanzé.romoss.humano iníiohumano �mhumano romoss.himp. iníiohimp. �mhimp.hr13 103550518 103551071 hr14 86946211 86946772hr13 111949900 111950403 hr14 95583094 95583598hr14 23327740 23336793 hr15 22270862 22280363hr14 24035952 24038656 hr15 22933309 22936028hr14 28831277 28831999 hr15 27783038 27783761hr14 35454226 35461892 hr15 34781017 34788613hr14 39050969 39056010 hr15 38411245 38416290hr14 48784628 48785040 hr15 48171749 48172162hr14 50209204 50209393 hr15 49624803 49624995hr14 63404199 63406567 hr15 62971561 62973918hr14 66935373 66935652 hr15 66553926 66554204hr14 67673916 67674158 hr15 67298025 67298267hr14 83504719 83504993 hr15 83635449 83635719hr14 94477163 94478182 hr15 94914132 94915213hr14 94557546 94558514 hr15 94995463 94996432hr15 18313193 26198378 hr16 20589043 28367385hr15 26517076 26517128 hr16 20517959 20518011hr15 26996736 28489097 hr16 18428715 20042977hr15 28537891 28539884 hr16 18377909 18379898hr15 28619971 28657889 hr16 18260001 18297864hr15 32488648 32488844 hr16 20043428 20043621hr15 43031921 43032209 hr16 42952460 42952748hr15 54303233 54303316 hr16 54650726 54650810hr15 75993598 75995105 hr16 77521029 77522540hr15 76009462 76020690 hr16 77495349 77506574hr15 80747259 80768499 hr16 76642228 84369603hr15 80831752 80832545 hr16 84470569 84471360hr15 86187948 86191937 hr16 87032683 87036699hr15 100152676 100157947 hr16 99231735 99237010hr16 3170240 3170337 hr18 3054237 3054333hr16 11926201 11927014 hr18 2725256 2726069hr16 15351393 15351472 hr18 15162748 15162827hr16 20352897 20354866 hr18 20953406 20955375hr16 28390711 28545637 hr18 29110008 29273443hr16 29403156 29404068 hr18 2722888 2723113124



Tabela B.1: Reversões entre os genomas humano e dohimpanzé.romoss.humano iníiohumano �mhumano romoss.himp. iníiohimp. �mhimp.hr16 29798667 29798848 hr18 30560215 30560396hr16 32566759 32571784 hr18 34023931 34028923hr16 32631298 32631591 hr18 33964047 33964340hr16 32634466 32635635 hr18 33960174 33961346hr16 32638178 32652853 hr18 33941902 33957568hr16 32654079 32654167 hr18 33940590 33940678hr16 32678731 32680380 hr18 33914356 33916015hr16 32717043 32718704 hr18 33876325 33877994hr16 32733849 32734073 hr18 33861532 33861756hr16 32739522 32740886 hr18 33854722 33856086hr16 32744017 32744700 hr18 33850885 33851569hr16 32976588 32977674 hr18 33628260 33629346hr16 33044811 33383509 hr18 35022835 33561625hr16 33424422 33424969 hr18 34979897 34980436hr16 33460481 33469775 hr18 34937127 34946276hr16 33471481 33472677 hr18 34934181 34935382hr16 33490132 33491455 hr18 34915223 34916543hr16 54195836 54199127 hr18 48257868 48261286hr16 66087808 66089081 hr18 60342437 60343711hr16 72921348 72922230 hr18 63092101 63092982hr16 73797610 73798480 hr18 68210625 68211494hr16 73801975 73810399 hr18 68198650 68207133hr16 73810467 73813062 hr18 68196102 68198582hr16 83746447 83747108 hr18 78663196 78663857hr17 1083532 1083824 hr19 559823 560109hr17 11790717 11791814 hr19 12143443 12144547hr17 21736344 21737295 hr19 21828675 21829630hr17 22580597 22580779 hr19 29739389 29739570hr17 27406044 27419428 hr19 29758203 29772494hr17 41673868 55003655 hr19 50169262 63465787hr17 55560245 57660951 hr19 47477836 49592706hr17 57667301 57667610 hr19 47471343 47471663hr17 57667961 57668264 hr19 47470685 47470988hr17 57693605 60076862 hr19 45056525 47470565hr17 69643821 69644236 hr19 72974571 72974985125



Tabela B.1: Reversões entre os genomas humano e dohimpanzé.romoss.humano iníiohumano �mhumano romoss.himp. iníiohimp. �mhimp.hr18 123124 10585975 hr17 2076623 12677269hr18 60799148 60799218 hr17 57660612 57660682hr18 61351670 61351904 hr17 58215144 58215376hr18 63800683 63800738 hr17 60746817 60746872hr18 64219658 64219739 hr17 61180664 61180745hr18 64706235 64706474 hr17 61678306 61678545hr19 7743266 7743291 hr20 8051718 8051753hr19 11998329 12000934 hr20 12412138 12414745hr19 16750522 17003347 hr20 17983388 18240445hr19 19779932 19780343 hr20 21676134 21676525hr19 20312197 20416758 hr20 21134608 21690020hr19 20581576 20581881 hr20 21569070 21569375hr19 20583565 20585228 hr20 21565703 21567382hr19 20601946 20602824 hr20 21547786 21548666hr19 20623018 20623316 hr20 21675352 21675650hr19 20640153 20665417 hr20 21485215 21510456hr19 20666654 20670128 hr20 21480510 21483978hr19 20679787 20680094 hr20 21470355 21470663hr19 20682802 20693034 hr20 21457302 21467653hr19 23090917 23092520 hr20 22583710 22586827hr19 23108868 23111530 hr20 22570306 22571880hr19 23119367 23120168 hr20 22560799 22561614hr19 23254271 23254624 hr20 24894865 24895219hr19 38699394 38699416 hr20 35215146 35215168hr19 41500388 41501320 hr20 39276094 39277034hr19 41504868 41505162 hr20 39275241 39275529hr19 41506278 41513992 hr20 39266380 39274125hr19 41515494 41523182 hr20 39262787 39264898hr19 41524055 41931651 hr20 38847173 39261914hr19 41932387 42208004 hr20 38571492 38846437hr19 42284262 42425485 hr20 38338869 38431451hr19 42426358 42434425 hr20 38329947 38337996hr19 42435131 42435635 hr20 38328766 38329272hr19 42443363 42443759 hr20 38320501 38320896hr19 43960157 43967092 hr20 40889975 40899409126



Tabela B.1: Reversões entre os genomas humano e dohimpanzé.romoss.humano iníiohumano �mhumano romoss.himp. iníiohimp. �mhimp.hr19 43967231 43968946 hr20 40888114 40889836hr19 44744970 44783796 hr20 41790122 41825382hr19 44811377 44856311 hr20 41728626 41773696hr19 44858816 44859412 hr20 41725530 41726126hr19 44859685 44859722 hr20 41725220 41725257hr19 46084464 46090486 hr20 43246086 43257402hr19 50320133 50320566 hr20 47462106 47462544hr19 55132132 55133579 hr20 53231566 53233002hr19 55135022 55260077 hr20 53105203 53230106hr19 56405878 56407909 hr20 54051621 54053608hr19 58564789 58565088 hr20 55557435 55557738hr20 5502021 5502167 hr21 5487022 5487168hr20 10736465 10737082 hr21 10614467 10615084hr20 20993589 20994495 hr21 20914931 20915834hr20 29430595 29430624 hr21 31128228 31128257hr20 29430662 29433167 hr21 31125688 31128190hr20 34682601 34682679 hr21 36920267 36920345hr20 45914002 45915219 hr21 49188064 49189294hr20 45919641 45920431 hr21 49185704 49186492hr21 17267126 17268064 hr22 17345197 17346140hr21 17343291 17345441 hr22 17425394 17449830hr21 40320324 40329742 hr22 40364021 40373719hr21 44712843 44713230 hr22 44886454 44886837hr22 16133235 16133912 hr23 15992708 15993362hr22 16986339 16988050 hr23 16912130 16913845hr22 20133826 20146044 hr23 20128104 20141186hr22 22912447 22913559 hr23 21100845 21101996hr22 22937288 22937472 hr23 21092736 21092921hr22 22944282 22944404 hr23 21090216 21090341hr22 22974522 22974625 hr23 17293542 17293652hr22 28159879 28160174 hr23 28249865 28250159hr22 34532842 34533087 hr23 34657429 34657673hrX 11522793 11522861 hrX 11846551 11846619hrX 42859196 42860277 hrX 70002508 70003589hrX 44238224 44239382 hrX 45684191 45685354127



Tabela B.1: Reversões entre os genomas humano e dohimpanzé.romoss.humano iníiohumano �mhumano romoss.himp. iníiohimp. �mhimp.hrX 46567858 46586760 hrX 48143503 48162481hrX 47712647 47714346 hrX 49282130 49283829hrX 47953906 47954488 hrX 53921356 53921938hrX 48772251 48775268 hrX 50094857 50097857hrX 50616684 50618452 hrX 51836086 51837205hrX 50740106 50740896 hrX 51709502 51710292hrX 51230041 51243942 hrX 52500113 52513970hrX 51306799 51319066 hrX 52420189 52432725hrX 51340855 51342167 hrX 52397088 52398400hrX 51344190 51410012 hrX 52327911 52395065hrX 52734884 52748605 hrX 53774910 53786587hrX 54951041 54957226 hrX 56217249 56223146hrX 55389764 55392909 hrX 56756131 56759249hrX 55394598 55400449 hrX 56747050 56752905hrX 55400755 55403244 hrX 56744261 56746744hrX 62187579 62190522 hrX 63935505 63938445hrX 70357459 70376725 hrX 72625218 72645640hrX 70402015 70416450 hrX 72557555 72572875hrX 72079036 72080198 hrX 74279680 74280847hrX 100678976 100681250 hrX 103919573 103921828hrX 101556657 101561388 hrX 104549605 104554465hrX 101585728 101595375 hrX 104515227 104524877hrX 103075575 103075883 hrX 106442722 106443033hrX 105328722 105329830 hrX 108893936 108895043hrX 117129791 117130280 hrX 121101131 121101620hrX 136705671 136711436 hrX 141372842 141378601hrX 138810865 138863111 hrX 143818338 143870605hrX 138877264 138950857 hrX 143729418 143804185hrX 140489952 140490769 hrX 144461907 144462727hrX 140491772 140492097 hrX 144460220 144460544hrX 140492337 140500207 hrX 144452094 144459974hrX 145586302 145587551 hrX 150760747 150761988hrX 145589216 145589771 hrX 150788001 150788554hrX 145611452 145612689 hrX 150779596 150780818hrX 148392597 148402585 hrX 153781671 153791516128



Tabela B.1: Reversões entre os genomas humano e dohimpanzé.romoss.humano iníiohumano �mhumano romoss.himp. iníiohimp. �mhimp.hrX 148410169 148411021 hrX 153773074 153773922hrX 148413013 148437797 hrX 153751620 153771082hrX 148469758 148509463 hrX 153671767 153711814hrX 149242145 149254719 hrX 154471926 154484543hrX 153100837 153119930 hrX 158420864 158440049hrX 153122170 153127182 hrX 158413497 158418587hrX 153127822 153132095 hrX 158408556 158412857Tabela B.2: Transposições entre os genomas humano edo himpanzé.romoss.humano iníiohumano �mhumano romoss.himp. iníiohimp. �mhimp.hr1 9851327 9970838 hr1 9875303 9999704hr1 25424037 25428336 hr1 25758168 25762464hr1 25432124 25433979 hr1 25764659 25766509hr1 25436447 25437484 hr1 25768769 25769809hr1 25439743 25443296 hr1 25772084 25775874hr1 25447427 25455824 hr1 25780144 25794766hr1 25457935 25458137 hr1 25796890 25797092hr1 25479183 25479364 hr1 26022026 26022207hr1 67917157 67937683 hr1 66284773 66305290hr1 141890250 141969666 hr1 124420263 108870098hr1 144747150 144748193 hr1 125915935 125916979hr1 144982743 144982921 hr1 124240788 124240965hr1 146434560 146494320 hr1 127879570 127938533hr1 149883423 149911710 hr1 131664187 131692150hr1 179376792 179402329 hr1 161784569 161810753hr1 179449860 179474849 hr1 161858252 161883298hr1 193552136 193553951 hr1 176172089 176173905hr2 4613317 4982777 hr12 3180610 3549749hr2 5003805 5066463 hr12 3570777 3640741hr2 34180557 34207908 hr12 35275837 35303322hr2 34255541 34257274 hr12 35350954 35352673hr2 34265134 34409254 hr12 35504748 35504390hr2 46008211 46055398 hr12 47760774 47808586129



Tabela B.2: Transposições entre os genomas humano edo himpanzé.romoss.humano iníiohumano �mhumano romoss.himp. iníiohimp. �mhimp.hr2 46063033 46066016 hr12 47816359 47819346hr2 46068248 46072933 hr12 47821579 47826264hr2 76579588 76616025 hr12 79148543 79184834hr2 76630861 76658664 hr12 79199670 79228292hr2 106445187 106445250 hr12 89906760 89906819hr2 108337621 108754738 hr12 111379777 111786334hr2 159124113 159177814 hr13 48260032 48339923hr2 170205482 170210231 hr13 59659917 59664640hr2 170214475 170216210 hr13 59668883 59670637hr2 170217754 170220189 hr13 59672181 59674612hr2 170231287 170242937 hr13 59681938 59693592hr2 170333321 170348335 hr13 59783976 59803217hr2 178292901 178317565 hr13 67939970 67939209hr2 222213555 222335218 hr13 112431038 112553072hr2 236295277 236302542 hr13 127022709 127030865hr2 236303074 236399512 hr13 127031397 127132814hr3 6980687 7079006 hr2 7193524 7292493hr3 13119194 13146342 hr2 13573483 13600656hr3 13158287 13178033 hr2 13612601 13629031hr3 95060856 95060905 hr2 92723029 92723078hr3 102254502 102256726 hr2 103504763 103503641hr3 102257638 102257749 hr2 103504548 103504658hr3 102275490 102408209 hr2 103525558 103665458hr3 113671175 113701976 hr2 115265912 115296982hr3 164697551 164838498 hr2 167977417 168108262hr4 19219840 19237725 hr3 19572666 19589167hr4 37245156 37262320 hr3 37621168 37638357hr4 37277729 37303225 hr3 37653771 37679492hr4 120198532 120254361 hr3 136673236 136729364hr4 120275541 120315429 hr3 136749838 136790962hr4 120652715 122111733 hr3 137253041 138771026hr4 137783463 137887112 hr3 154832462 154937168hr4 172238345 172313480 hr3 189911034 189988088hr4 172356469 172381455 hr3 190031077 190056271hr4 182120133 182139501 hr3 200249047 200268420130



Tabela B.2: Transposições entre os genomas humano edo himpanzé.romoss.humano iníiohumano �mhumano romoss.himp. iníiohimp. �mhimp.hr5 10284365 10343708 hr4 10506134 10565301hr5 16803928 16865682 hr4 17232221 17293772hr5 16867998 16869490 hr4 17296083 17297616hr5 16872037 16872621 hr4 17300141 17300725hr5 16873774 16874040 hr4 17301872 17302138hr5 134831543 134835164 hr4 141187271 141190888hr5 134851490 134987927 hr4 141207214 141338766hr5 146452796 146543289 hr4 153166463 153256499hr5 156744792 156783004 hr4 163745632 163781695hr5 156803030 156819442 hr4 163801725 163818156hr5 156821586 156823220 hr4 163820300 163821933hr5 156837126 156859713 hr4 163833992 163856689hr6 3949364 3974556 hr5 3905988 3931229hr6 4918016 5026444 hr5 5132370 5238974hr6 45903141 45923027 hr5 46503732 46523714hr6 55239932 55241822 hr5 56229941 56231828hr6 55243589 55263295 hr5 56233595 56253680hr6 55289379 55303171 hr5 56276812 56290630hr6 74545013 74570547 hr5 75749649 75775138hr6 102540096 102544682 hr5 104524254 104528825hr6 134507456 134587571 hr5 137149741 137230406hr6 134587873 134587901 hr5 137230710 137230738hr6 134590010 134593110 hr5 137233501 137232582hr6 147636219 147663774 hr5 150937768 150965177hr6 150352899 150363793 hr5 153760033 153770768hr6 150368161 150387045 hr5 153774419 153793160hr6 157211185 157227258 hr5 160778344 160794303hr6 157246943 157313237 hr5 160813988 160882144hr6 158242781 158243965 hr5 161936135 161937320hr6 158251818 158277452 hr5 161945203 161970631hr6 161703512 161766204 hr5 165554038 165616569hr6 161803103 161811063 hr5 165651447 165659014hr6 162001662 162122232 hr5 166090101 166210572hr7 4801023 4802017 hr6 5100200 5101184hr7 9248001 9261270 hr6 9659322 9670950131



Tabela B.2: Transposições entre os genomas humano edo himpanzé.romoss.humano iníiohumano �mhumano romoss.himp. iníiohimp. �mhimp.hr7 9277211 9293394 hr6 9694785 9711005hr7 9330288 9345386 hr6 9747899 9763212hr7 55516579 55518134 hr6 44574111 44575658hr7 81773965 81854595 hr6 83047089 83132005hr7 81872395 81884928 hr6 83159684 83173721hr7 114713371 114772407 hr6 116795624 116853865hr8 8310382 8324021 hr7 8785724 8799337hr8 8379900 8476201 hr7 8799443 8904556hr8 58356827 58365983 hr7 60097097 60106266hr8 133703270 133762353 hr7 136477892 136537059hr8 133787517 133797170 hr7 136575187 136584858hr9 11778544 11780717 hr11 11701595 11703769hr9 24049148 24068073 hr11 24380145 24399227hr9 64653325 64654475 hr11 48398556 48399700hr9 64660635 64683829 hr11 48405957 48429428hr9 92727341 92730399 hr11 71781836 71784870hr9 104884620 104886798 hr11 89202355 89204529hr9 104888397 104890617 hr11 89206119 89209088hr9 104891778 104896498 hr11 89210249 89214950hr9 104902996 104905004 hr11 89221392 89223393hr9 104910897 104923850 hr11 89229294 89242281hr9 133045960 133080185 hr11 117930362 117965910hr9 133111939 133112736 hr11 117997664 117998461hr10 16944408 16953580 hr8 17464849 17478686hr10 16953862 17895446 hr8 17478969 18421196hr10 45055192 45066059 hr8 17422018 17446867hr10 47051406 47069758 hr8 47751246 47765534hr10 60679009 60694270 hr8 61363922 61379340hr10 64670166 64765559 hr8 65508296 65604850hr10 81407537 81408342 hr8 82489370 82490172hr10 114484675 114577212 hr8 116412783 116506452hr11 54929353 54929803 hr9 55473260 55473709hr11 54941871 54942119 hr9 55498545 55504157hr11 55002338 55008364 hr9 55580534 55616195hr11 64364955 64368615 hr9 65357708 65361373132



Tabela B.2: Transposições entre os genomas humano edo himpanzé.romoss.humano iníiohumano �mhumano romoss.himp. iníiohimp. �mhimp.hr11 84790239 84816079 hr9 86250004 86276040hr11 84829825 84873463 hr9 86291945 86336219hr11 84896968 84936072 hr9 86359724 86399658hr11 86028205 86064056 hr9 87685351 87721361hr11 86077267 86101462 hr9 87735070 87759242hr11 122623494 122624860 hr9 124661010 124662383hr11 132877375 132886132 hr9 135079039 135087791hr12 3980370 4148040 hr10 4061334 4231922hr12 5155440 5191698 hr10 5546251 5582556hr12 5195070 5197718 hr10 5585926 5588574hr12 5252365 5253559 hr10 5524434 5525628hr12 5255431 5265910 hr10 5527496 5538862hr12 45028111 45029617 hr10 45651203 45652713hr12 45459386 45471754 hr10 46185409 46198141hr12 45618730 45658351 hr10 46371333 46409820hr12 68619395 68628855 hr10 70163967 70173148hr12 79656211 79679143 hr10 81298869 81321782hr12 79743995 79751655 hr10 81386636 81394301hr12 79785716 79812100 hr10 81428362 81456538hr12 84382291 84421854 hr10 86295681 86335351hr12 95355993 95545451 hr10 97684133 97870095hr12 110319960 110320158 hr10 112817128 112817326hr12 110328720 110331172 hr10 112825887 112828316hr12 114388862 114558092 hr10 117076099 117246056hr13 20274243 20291110 hr14 19244061 19261598hr13 20291287 20292483 hr14 19261773 19262964hr13 20306685 20386269 hr14 19277166 19357609hr13 39386344 39407546 hr14 38761623 38783223hr13 39431747 39449987 hr14 38806549 38825813hr13 89119202 89138052 hr14 71905654 71924390hr13 96585327 96585364 hr14 79644082 79644119hr13 113117913 113120139 hr14 96740555 96742710hr13 113121307 113125816 hr14 96743877 96748490hr14 35333606 35362705 hr15 34498624 34527483hr14 35396125 35410155 hr15 34549055 34563118133



Tabela B.2: Transposições entre os genomas humano edo himpanzé.romoss.humano iníiohumano �mhumano romoss.himp. iníiohimp. �mhimp.hr14 46325229 46342062 hr15 45569127 45586030hr15 26631487 26631637 hr16 18777486 18777636hr15 26674044 26674703 hr16 18793701 18794366hr15 26694777 26695182 hr16 18815505 18815910hr15 26697276 26697534 hr16 18818158 18818410hr15 26698735 26699265 hr16 18819600 18820129hr15 26699906 26700151 hr16 18820944 18821189hr15 26701548 26718360 hr16 18822587 18840093hr15 26720040 26720123 hr16 18841783 18841866hr15 32358588 32455984 hr16 32004962 32105187hr15 50881712 50905768 hr16 50932033 50960839hr15 50914178 50917279 hr16 50969249 50972326hr15 50925960 51060470 hr16 50981007 51137011hr16 5193917 5351439 hr18 5140243 5298664hr16 10120541 10126274 hr18 10254677 10260393hr16 10161663 10275637 hr18 10295782 10409941hr16 11844319 11847341 hr18 12173922 12176977hr16 11861063 11874872 hr18 12190699 12204931hr16 11875651 11877577 hr18 12205709 12207623hr16 11880258 11881659 hr18 12210304 12211707hr16 11890893 11901093 hr18 12220941 12231136hr16 11904386 11919269 hr18 12233406 12248212hr16 11919484 11920857 hr18 12248427 12249794hr16 29037472 29045593 hr18 21765993 21776814hr16 29218048 29257293 hr18 12360687 12403486hr16 32311370 32321996 hr18 33211687 33222290hr16 32348559 32350215 hr18 33248888 33250520hr16 32355384 32356725 hr18 33255693 33257032hr16 32379405 32380153 hr18 33280005 33280754hr16 32390868 32392204 hr18 33291484 33292990hr16 32751426 32753799 hr18 33648591 33651070hr16 32776891 32786329 hr18 33674167 33683517hr16 32791983 32793149 hr18 33689174 33690340hr16 32796158 32798164 hr18 33693353 33695341hr16 32808333 32808461 hr18 33705558 33705682134



Tabela B.2: Transposições entre os genomas humano edo himpanzé.romoss.humano iníiohumano �mhumano romoss.himp. iníiohimp. �mhimp.hr16 32813632 32814613 hr18 33712488 33713471hr16 32830609 32839251 hr18 33731253 33740621hr16 32854772 32857126 hr18 33756149 33758510hr16 32869130 32870272 hr18 33770521 33771667hr16 32883041 32883410 hr18 33784439 33784810hr16 32887109 32888093 hr18 33788513 33789594hr16 32889739 32897766 hr18 33791242 33799294hr16 75407217 75408388 hr18 69875237 69876406hr16 75430310 75435846 hr18 69898328 69903855hr16 75436628 75574258 hr18 69904637 70045215hr16 86450685 86451956 hr18 21978596 21979812hr16 86587392 86637860 hr18 21778393 12417068hr16 86864217 86866412 hr18 12363063 12364963hr16 86872495 86872806 hr18 12367790 12368101hr17 20241281 20241988 hr19 16977719 16978425hr17 33685370 33815809 hr19 36872555 36925549hr17 60101984 60102176 hr19 44345935 44346127hr17 60194424 60194466 hr19 44150669 44150711hr17 60345569 60347022 hr19 63411517 63413011hr17 73346686 73364733 hr19 76840832 76863598hr18 52473402 52542892 hr17 49156893 49227015hr19 12207468 12225451 hr20 12549515 12567582hr19 12230661 12235238 hr20 12572786 12577361hr19 33510380 33533333 hr20 29686996 29709976hr19 33550017 33715506 hr20 29726660 29892842hr19 62121428 62122013 hr20 59635709 59636295hr19 62247336 62259964 hr20 59834320 59846963hr20 23074561 23083559 hr21 23026293 23035264hr20 23083590 23084498 hr21 23035265 23036166hr20 23115481 23236592 hr21 23068270 23188450hr20 23375650 23382667 hr21 23662417 23669441hr20 23403981 23404470 hr21 23701805 23702301hr20 23404982 23405592 hr21 23702663 23703347hr20 23405671 23405782 hr21 23703418 23703528hr20 23407282 23408758 hr21 23704044 23705529135



Tabela B.2: Transposições entre os genomas humano edo himpanzé.romoss.humano iníiohumano �mhumano romoss.himp. iníiohimp. �mhimp.hr20 33954954 33956310 hr21 35987090 35988428hr20 34023191 34033728 hr21 36055307 36065554hr20 34036506 34089748 hr21 36068332 36120187hr20 34103747 34142128 hr21 36134185 36172908hr21 45650247 45651673 hr22 45834153 45835591hr21 45777671 45834558 hr22 45961589 46020168hr22 16856407 16858438 hr23 16781739 16783772hrX 3525594 3538781 hrX 3293852 3307034hrX 3541077 3693092 hrX 3309328 3484457hrX 6934272 6935664 hrX 6893653 6895060hrX 6938320 6939220 hrX 6897722 6898617hrX 27742330 27744043 hrX 28622232 28623942hrX 30607470 30643683 hrX 31620120 31667206hrX 52808468 53667754 hrX 54053335 54917774hrX 55659542 58189747 hrX 57020366 59650496hrX 98095369 98216277 hrX 101185329 101305388hrX 101754373 101767315 hrX 105094079 105107098hrX 101769874 101771252 hrX 105109658 105111036hrX 101845358 101866034 hrX 105185142 105205874hrX 118775787 118776918 hrX 122811297 122812436hrX 118779876 131822452 hrX 122815394 136173087hrX 139868449 139882065 hrX 144717749 144731002
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