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1 Introducao

Diariamente sao produzidos e manipulados em todo o mundo um nimero explosiva-
mente crescente de arquivos contendo dados sobre universos das mais diversas naturezas.
No entanto, apenas a disponibilidade desses dados nao é suficiente para dar-se um uso
eficiente e eficaz aos mesmos. E necessdrio tratd-los, categoriza-los e classifica-los para pro-
mover o seu uso de forma eficiente, para afinal explorar ao méaximo suas potencialidades.
Assim, sobretudo nos tltimos 30 anos, foram publicados inumeraveis artigos dedicados ao

estudo do tratamento de informacoes visando o aprimoramento da sua utilizacao.

Dentre as técnicas estudadas para tais fins, serao consideradas duas de grande re-

levancia: agrupamento e classificacao.

Agrupamento Agrupamento ou andlise de agrupamento envolve a identificagao de sub-
conjuntos de dados que sao similares. Os subconjuntos usualmente correspondem
intuitivamente a pontos que sao mais similares entre si do que a pontos de outro
subconjunto. O agrupamento é conduzido de forma dita nao supervisionada, ten-
tando encontrar subconjuntos de pontos que sao similares, sem que se tenha uma
nocao prévia de qualquer tipo de vinculacao entre os mesmos. Elementos pertencen-
tes a uma determinado grupo devem ser o maximo possivel homogéneos, mantendo
grande similaridade entre si, enquanto que elementos pertencentes a grupos distintos

devem guardar entre si maiores diferencas.

Classificagao A classificagdo envolve a atribuicao dita supervisionada de elementos de
dados com vinculacoes conhecidas e pré-definidas. Aqui, hd um conjunto de ob-
servagoes que possuem classes ja rotuladas e o problema consiste em rotular uma
nova observagao sem rétulo a uma classe utilizando a estrutura intrinseca vigente
ao conjunto original. Usualmente, as classes conhecidas de exemplos constituem
um conjunto de treinamento e sao usadas para caracterizar uma descricao destas
classes. Outra possibilidade existente no problema de classificacao é que uma nova

informacao a ser classificada nao seja alocada em nenhuma das classes existentes,



mas que seja associada a uma nova classe a ser especificamente criada.

Diversos artigos foram dedicados ao estudo de tais problemas anteriormente apresen-
tados. Dentre estes, destacam-se pelos bons resultados os artigos [Bagirov et al., 2002] e
[Bagirov and Yearwood, 2003] que tratam, utilizando sofisticados métodos de programagao
matematica, tanto do problema de determinacao de agrupamentos quanto do problema de
classificacao. No entanto, o assunto nao se esgota em Bagirov, ja que é possivel aprimorar

ainda mais tanto a precisao quanto o tempo de processamento do seu método.

As técnicas de agrupamento e classificacdo podem ser aplicadas em uma grande va-
riedade de problemas advindos dos mais diferentes contextos. Por exemplo, suponha que
um conjunto de doentes sofra de uma certa moléstia e que nesses doentes essa moléstia se
manifesta com diferentes graus de intensidade. Em primeiro lugar, as técnicas de agrupa-
mento poderiam ser utilizadas para agrupar os doentes de modo a categorizar os diferentes
estagios da doenga. Com base nessa categorizagao e através das técnicas de classificacao,
pode-se classificar um novo doente, ou seja, pode-se fazer um diagnéstico do estagio da
doenca em que esse doente se encontra. Essas medidas contribuiriam para definir a me-
dicacao mais adequada em cada estagio da doenca ou até mesmo para subsidiar a criacao

de medicamentos mais eficientes para o tratamento.

Outro exemplo, suponha que uma empresa de cartoes de créditos deseja potencializar
seus lucros. Para isso, deve conhecer bem os seus clientes a fim de evitar perdas devido
a inadimpléncia. Uma forma de alcangar este objetivo é classificar os atuais clientes
em categorias que caracterizem adequadamente seu comportamento e, a0 mesmo tempo,
definir procedimentos de classificagao de novos clientes, visando estabelecer os riscos dos

créditos a eles concedidos.

E conveniente ressaltar que nos trabalhos de Bagirov, os problemas de agrupamento
e classificacao, sao tratados de forma independente, embora haja o reconhecimento das
fortes relacoes que eles guardam entre si. Existem autores que estudam os dois problemas

de forma integrada, explorando intensamente as suas relagoes.

O objetivo principal deste trabalho é propor um novo e eficiente método para o pro-
blema especifico de classificacao. Esse novo método é fortemente motivado pelos trabalhos

de Bagirov.

O contetddo aqui exposto é divido em seis capitulos. No capitulo 2, sao apresenta-
dos diferentes métodos de abordagem para os problemas associados a agrupamentos. No

capitulo 3, sao formalmente definidos os problemas de agrupamento e de classificacao.



Além disso, ainda no capitulo 3, sao apresentados os algoritmos propostos por Bagirov
para a solucao desses problemas. No capitulo 4, propoem-se uma nova metodologia para
resolucao do problema de classificacao que é baseada nas técnicas de suavizacao e pe-
nalizacao hiperbdlicas. Foram realizados experimentos numéricos com alguns problemas
artificiais e com problemas classicos apresentados na literatura. No capitulo 5, sao apre-
sentados os resultados obtidos nesses experimentos com a implementacao em FORTRAN

da metodologia proposta. O capitulo 6 destina-se as conclusoes.



2 Problemas de agrupamento e
classificacao

A andlise de dados da apoio a diversas aplicagoes computacionais, seja numa fase de
projeto ou numa fase operacional. Procedimentos de andlise de dados podem ser clas-
sificados como exploratdrios ou confirmatoérios, baseados na disponibilidade de modelos
apropriados para as bases de dados. Um elemento chave em ambos os procedimentos (seja
para comprovagao de hipéteses ou para uma tomada de decisao) é o agrupamento, ou a
classificacdo de medidas baseadas em (i) bom ajustamento a um modelo postulado, ou

(ii) grupos naturais revelados através da andlise.

Anélise de agrupamento é a organizacao de uma colegao de padroes (usualmente re-
presentados como vetores de medidas, ou pontos num espago multidimensional) em grupos
baseados na similaridade. Conceitualmente, um padrao que pertenca a um determinado
grupo é mais similar a padroes que pertencam a esse mesmo grupo que a padroes que
pertencam a outros grupos. Um exemplo de agrupamento com similaridade baseada na
distancia é mostrado na Figura 1. Os padrdes sdo mostrados na Figura 1(a) e os grupos

identificados pelos rétulos (numeragao) sao mostrados na Figura 1(b).

A variedade de técnicas para a representacao de dados, de medidas de proximidade
(similaridade) entre elementos de dados e de critérios de agrupamento tem produzido um

rico e muitas vezes até confuso conjunto de métodos de agrupamento.

E importante entender as diferengas entre procedimentos de agrupamento (classi-
ficagdo nao supervisionada) e procedimentos de discriminagao (classificacdo supervisio-
nada). Na classificacido supervisionada, tem-se um conjunto de rétulos de padroes (pré-
classificados), o problema é rotular uma nova informagao, recentemente obtida, num
padrao. Tipicamente, em uma etapa denominada treinamento, os dados padroes sao
usados para aprender a descricao das classes, que por outro lado sao usadas para rotular
um novo padrao. No caso do agrupamento, o problema ¢é agrupar uma dada colecao de

padrdes, ainda nao rotulados, em grupos significativos. Em certo sentido, rétulos sao
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Figura 1: Agrupamento de dados.

associados a grupos, mas essa categorizacao de rétulos e de dados derivados sao obtidos

exclusivamente a partir dos dados disponiveis.

Agrupamentos sao usados em diversas andlises exploratorias de padroes, tomada de
decisoes e situacoes de aprendizagem por maquinas, incluindo mineracao de dados, recu-
peracao de documentos, segmentacao de imagens e classificacao de padroes. Entretanto,
em muitos problemas desse tipo, hd menos informagao a priori (por exemplo, modelos
estatisticos) disponiveis sobre os dados, e o decisor deve fazer algumas hip6teses sobre os
dados. E com essas condicoes e restricoes que a metodologia de agrupamento é particu-
larmente apropriada para a exploracao de relagoes entre os elementos de dados para fazer

afirmagoes (ainda que preliminares) sobre a sua estrutura.

O termo agrupamento é usado por varios autores para descrever métodos de agrupa-
mento de dados nao rotulados. Esses autores possuem diferentes terminologias e hipoteses
para a especificacao do processo de agrupamento e para o contexto no qual os agrupamen-
tos sao usados. Assim, o escopo deste tépico se configura como um verdadeiro dilema. A
producao de um resumo totalmente compreensivel sobre métodos de agrupamento é uma
tarefa muito dificil devido ao grande volume da literatura nesta area. A acessibilidade
do resumo pode ser questiondvel dada a necessidade de reconciliar diferentes vocabularios
e hipéteses relativas aos agrupamentos apresentados por diferentes grupos de autores
([Hansen and Jaummard, 1997], [Jain and Dubes, 1988],[Spath, 1980], etc).



2.1 Agrupamento

De acordo com Jain, a tarefa de gerar agrupamentos, em geral, envolve os seguintes

passos [Jain et al., 1999]:

1. representacao dos dados;

2. escolha de uma medida de similaridade, ou distancia métrica, que é mais apropriada

para a tarefa de agrupamento;
3. realizacao do agrupamento;
4. descricao dos grupos resultantes;

5. avaliacao.

A representacao dos dados consiste em definir o nimero de atributos disponiveis para
utilizagao, sua natureza e escala, o tamanho do conjunto de dados e o nimero de grupos
ou classes. Algumas dessas informacoes podem nao ser controldveis na pratica pelo deci-
sor. Selecao de atributos, ou componentes do vetor de dados, é o processo de selecionar
um subconjunto de atributos, que seja o mais efetivo para ser usado nos procedimentos
de agrupamento. A selecao de atributos é usada para identificar os atributos mais infor-
mativos, para remover alguns atributos pouco informativos ou com ruido e para reduzir
a dimensao do problema em analise. Extragao de atributos ou combinacao de atributos
é usada para transformar o conjunto de atributos disponiveis, produzindo atributos mais

expressivos, para serem usados eficientemente pelo algoritmo de classificagao.

O conceito de proximidade é usualmente medido por uma funcao de distancia definida
nos pares de padroes. Uma variedade de medidas de distancia é usada por varios autores
([Anderberg, 1973], [Jain and Dubes, 1988], [Diday and Simon, 1976]). Uma medida de
distancia simples, como a distancia euclidiana, pode muitas vezes refletir a dissimilari-
dade entre dois padroes, enquanto outras medidas podem ser usadas para caracterizar a
similaridade entre padroes [Michalski et al., 1983]. De acordo com Jain e Dubes, é muito
importante selecionar uma métrica adequada para medir a similaridade ou a dissimila-
ridade entre individuos, assim como é necessario uma boa escolha para a representacao

justa das classes [Jain and Dubes, 1988].

O processo de realizagao de agrupamento pode ser realizado de varias formas. O

resultado do agrupamento (ou agrupamentos) pode ser uma parti¢ao perfeita dos dados



em grupos completamente desconexos ou, alternativamente, em um particionamento fuzzy,

onde cada padrao tem um grau variavel de ser membro de cada grupo.

A abstracao de dados é o processo de extrair uma representagao simples e compacta
do conjunto de dados. Aqui, busca-se a simplicidade sob a perspectiva de uma andlise
automética (de modo que uma maquina possa fazer processamentos posteriores eficiente-
mente) ou sob a perspectiva de viabilizar a andlise humana (de modo que a representacao
obtida é facil de compreender, tendo um apelo intuitivo). No contexto do agrupamento,
uma abstracao de dados tipica é uma descricao compacta de cada grupo, usualmente em
termos dos prototipos de grupos ou de padroes de representatividade, como, por exemplo,

os centréides [Diday and Simon, 1976].

Como o resultado do algoritmo de agrupamento é avaliado? O que caracteriza um bom
agrupamento e um agrupamento pobre? Todos os algoritmos de agrupamento, quando
trabalham com os dados, irao produzir grupos, independente dos dados ja os conterem ou
nao. Se os dados nao contém grupos naturais, alguns algoritmos de agrupamento podem
obter melhores resultados que os outros. A avaliacao do resultado de um algoritmo de
agrupamento tem varias facetas. Uma delas é uma avaliagdo do dominio dos dados ao
invés do algoritmo em si mesmo. O estudo de tendéncias intrinsecas na constituicao dos
grupos para examinar se os dados possuem algum tipo de estrutura a priori é uma area
onde a literatura ainda ¢é insipiente. Os interessados podem consultar [Dubes, 1987] e

[Cheng, 1995 para maiores informagoes.

A andlise de validade dos grupos produzidos, ao contrario, é a avaliagao dos resultados
de um algoritmo de agrupamento. Muitas vezes, essa andlise usa um critério especifico
de otimalidade, entretanto, estes critérios sao usualmente subjetivos. Dai, pouco existe a
respeito de bons padroes de formacao de grupos, com exce¢ao em dominios pré-prescritos.
A validade dessas avaliagoes deve ser objetiva, tendo a perspectiva de verificar se o resul-
tado é significativo sob o ponto de vista préatico [Dubes, 1993]. Uma estrutura de grupos
é valida se ela nao pode razoavelmente ter ocorrido por acaso, ou como um artificio do

algoritmo de agrupamento.

Quando métodos estatisticos sao aplicados a problemas de agrupamento, a validacao
é acompanhada pela aplicacao cuidadosa de métodos e testes de hipéteses. Ha trés tipos
de estudo de validacao. Uma avaliacao externa compara a estrutura recoberta com uma
estrutura dada a priori. Um exame interno de validade tenta determinar se a estrutura
é intrinsecamente apropriada para os dados. Um teste relativo compara duas estruturas

e mede os seus méritos relativos. Um conjunto de indices alternativos usados para essa



comparagao é discutido em detalhes em [Jain and Dubes, 1988] e [Dubes, 1993].

A nocao de agrupamento é relativamente flexivel, assim como o objetivo para iden-
tificar e revelar grupos numa anélise exploratéria de dados. Um conceito importante de
um grupo representativo é o chamado perfil de grupo, ou vetor de classificacao, ou rétulo
de grupo ou centréide. Esse deve ser proximo ou similar a cada objeto do grupo em um
sentido médio. A similaridade dos objetos para outros objetos é medida por uma funcao

de similaridade.

A nocao de similaridade é crucial na definicado de um agrupamento. Similaridade é
usualmente medida por alguma medida contraria de dissimilaridade como, por exemplo,
distancias ou métricas definidas no conjunto de dados. Entretanto, ha outros meios de
explicitar a nocao de similaridade. Por exemplo, através de relagoes de equivaléncia e,

nesse caso, o conceito de similaridade é mais forte que o usual definido por distancias.

2.2 O lema do usuario e o papel do especialista

A disponibilidade de uma vasta colecao de algoritmos de agrupamento na literatura
pode facilmente confundir um usuério que tenta selecionar um algoritmo adequado para o
problema a ser resolvido. Em [Dubes and Jain, 1976], um conjunto de critérios admissiveis
definidos por Fisher em [Fisher and Van Ness, 1971] é usado para comparar algoritmos
de agrupamento. Estes critérios sao baseados em (1) a maneira pela qual o agrupamento
¢ formado, (2) a estrutura dos dados e (3) a sensibilidade da técnica de agrupamento
quanto a mudancas que nao afetam a estrutura dos dados. Entretanto, nao ha nenhuma

analise critica de algoritmos de agrupamento que tratem questoes importantes tais como
1. Como os dados devem ser normalizados;
2. Que medida de similaridade é apropriada para ser usada em cada situagao;
3. Como o dominio do conhecimento deve ser usado em cada situacao;
4. Como pode um grande conjunto de dados (por exemplo, um milhao de padrdes) ser

agrupado eficientemente.

Esses resultados motivaram a idéia de formalizar uma perspectiva sobre o estado da

arte no que concerne as metodologias de agrupamento e aos algoritmos de agrupamento.



Com essa perspectiva, um especialista bem informado deve ser capaz de avaliar com confi-
abilidade os resultados de diferentes técnicas e, finalmente, tomar uma decisao competente

sobre a técnica a ser empregada em cada aplicagao.

Nao hd uma técnica que seja universalmente aplicavel as diferentes estruturas da
variedade de conjuntos de dados. Por exemplo, considere a Figura 1(a). Nem todas as
técnicas de agrupamento podem tratar os grupos ali contidos com a mesma eficiéncia,
porque os algoritmos muitas vezes contém hipoteses implicitas, a respeito da forma dos

grupos, baseadas nas medidas de similaridade e nos critérios de agrupamento utilizados.

O desempenho humano pode ser capaz de competir com procedimentos automaticos
de agrupamento em problemas com duas dimensoes, mas muitos problemas reais envolvem
vérias dimensoes. E extremamente dificil para os humanos obter interpretacoes intuitivas
de dados imersos num espaco de grande dimensao. Adicionalmente, os dados raramente
seguem uma estrutura ideal (por exemplo, hiperesférica, linear) como mostrada na Figura
1. Isso explica o grande nimero de algoritmos de agrupamento que continuam a surgir na
literatura, cada novo algoritmo trabalha melhor que os demais para uma dada distribuicao

de padroes.

E essencial para o uso de um algoritmo de agrupamento, nao apenas ter um completo
entendimento da técnica particular que esta sendo utilizada, mas também conhecer os
detalhes do processo de obtencao dos dados. Quanto mais informacao o especialista
tiver sobre os dados disponiveis, mais provavel sera a realizacao de uma andlise bem
sucedida do problema [Jain and Dubes, 1988]. Esse dominio da informacao pode também
ser usado para melhorar a qualidade da extracao de atributos, da especificacao do cédlculo

da similaridade, e da representagdo do grupo [Murty and Jain, 1995].

Restricoes apropriadas na fonte de dados podem ser incorporadas num procedimento
de agrupamento. Um exemplo disto é a resolugao do problema da mistura
[Titterington et al., 1985, onde é assumido que os dados s@o retirados de uma mistura
de um nimero de fungoes densidades com parametros desconhecidos (muitas vezes essas
fungoes sdo supostas serem Gaussianas). O problema de agrupamento aqui é identificar
o numero de componentes da mistura, bem como os parametros de cada componente.
O conceito de densidade de um agrupamento e uma metodologia de decomposi¢ao do
espago de atributos [Bajcsy, 1997] tém sido incorporados em metodologias tradicionais de

agrupamento, conduzindo a uma técnica de extracao de grupos sobrepostos.
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2.3 Histdrico

Mesmo pensando que ha um interesse crescente no uso de métodos de agrupamento
em problemas de reconhecimento de padroes [Anderberg, 1973], prote¢ao de informagoes
([Salton, 1991], [Rasmussen, 1992]) e processamento de imagens [Jain and Flynn, 1996,
o agrupamento tem uma histéria rica em outras disciplinas tais como: taxonomia numérica
[Sneath and Sokal, 1973]; biologia, geologia, geografia e marketing [Jain and Dubes, 1988|;
quantizacao de vetores [Oehler and Gray, 1995]. Outras dreas mais ou menos associa-
das com agrupamentos incluem: aprendizagem por observagao [Michalski et al., 1983] e
aprendizagem nao-supervisionada [Jain and Dubes, 1988]. O campo da anélise espacial
de padroes é também relacionado a andlise de agrupamento [Ripley, 1989]. A importancia
e a natureza interdisciplinares do tema agrupamento sao evidentes através da vasta lite-

ratura sobre o assunto.

Um grande numero de livros sobre agrupamentos tém sido publicado
([Anderberg, 1973], [Duran and Odell, 1974], [Hartigan, 1975], [Spath, 1980],
[Jain and Dubes, 1988], [Everitt, 1993], [Backer, 1995]), em adi¢do a indmeros artigos
de revista. Um resumo do estado da arte em agrupamentos pode ser encontrado em
[Dubes and Jain, 1980]. Uma comparagao de varios algoritmos de agrupamento para
construir a arvore geradora minima e o caminho gerador mais curto foram dados em
[Lee, 1981]. Anélise de agrupamento foi também resumida em [Jain et al., 1986]. Uma re-
visao de segmentacao de imagens por agrupamento foi reportada em
[Jain and Flynn, 1996]. Comparagoes de diversos métodos combinatoriais de otimizagao
aplicados a problemas de agrupamento, baseados em experimentos, foram também repor-
tados em [Mishra and Raghavan, 1994] e [Al-Sultan and Khan, 1996].

2.4 Definicoes e notacao

Serd usada a seguinte notagao neste texto:

e Padrao (ou vetor de atributos, observagoes ou dados) é um item de dado simples
usado num algoritmo de agrupamento, que, tipicamente, consiste de um vetor com

n medidas ou componentes;
e n ¢ a dimensao do padrao ou o espago do padrao;

e Um conjunto padrao é denotado por H = {z1,...,2,}. O i-ésimo padrao em
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H édenotado por x; = {z;,...,2Zsxn}. Em muitos casos o conjunto padrao a ser

agrupado ¢ visto como uma matriz m X n;

e As componentes escalares individuais x;,, k= 1,...,n de um padrao =z; sao

chamadas atributos;

e Uma classe, no abstrato, refere-se a um estado da natureza que governa certo pro-
cesso de geracao de padroes. Mais concretamente, uma classe pode ser vista como
uma fonte de padroes cuja distribuicao no espaco de atributos é governada por uma
especifica densidade de probabilidades para a classe. As técnicas de agrupamento
tentam agrupar padroes de modo que as classes obtidas reflitam as diferencas e

semelhangas entre os padroes envolvidos;

e Técnicas de agrupamento associam um rétulo [; a cada padrao z; identificando
a sua classe. O conjunto de todos os rotulos para um conjunto padrao H ¢

L=Al,....l,,} com [;€{l,...;k}, onde k é o numero de grupos;

e Procedimentos para agrupamentos fuzzy atribuem a cada padrao x; um grau
fraciondrio de pertinéncia  f;; a cada grupo j, obedecendo normalmente a

relacao:
k
d fi=1i=1...,m.
j=1

e Uma medida de distancia (uma especializagdo da nogao de proximidade) é uma
métrica (ou quase métrica) no espaco de atributos usada para quantificar a simila-

ridade entre padroes.

Um mapeamento d : U x U — R (que atribui um ndmero real a cada par de

elementos de U) é chamado de funcao distancia se, para arbitrarios x,y € U, tem-se:

d(z,y) > do, (2.1)
d(z,z) = do, (2.2)
d(z,y) = d(y,z), (2.3)

onde dy ¢éum numero arbitrario real finito. Das relagdes (2.1) e (2.2) conclui-se que d
é minima quando os pares de valores sao iguais. A equagao (2.3) expressa a propriedade

de simetria.
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Uma fungao distancia definida como acima serd uma métrica se, em adigao, as seguin-

tes condigoes forem verdadeiras:

dlz,y) = dy=x=1y (2.4)
d(z,z) < d(z,y)+d(y,z), Vo,y,z€U. (2.5)

Além disso, se dy for zero, obtém-se o conceito de métrica da andlise funcional.

2.5 Representacao de padroes, selecao e extracao de
atributos

Nao hé orientagoes tedricas que determinem quais padroes e/ou atributos sdo apropri-
ados em situagoes especificas. De fato, o processo de geracao de padroes muitas vezes nao
é diretamente controldvel. O papel do usudrio no processo de representacao de padroes
é obter fatos e conjecturas sobre os dados, opcionalmente realizar selecao de atributos e
extracao, e projetar os préximos elementos do sistema de agrupamento. Devido as di-
ficuldades que cercam a representacao de padroes, é convenientemente assumido que a

representacao de padroes esta disponivel antes de realizar o agrupamento.

Uma cuidadosa investigacao dos atributos disponiveis e a realizacao de transformacgoes
adequadas sobre os mesmos (mesmo que sejam simples) podem gerar melhorias signifi-
cativas nos resultados do agrupamento. Uma boa representacao de padroes pode muitas
vezes resultar num simples e compreensivel agrupamento. Uma representagao pobre pode
resultar em grupos complexos cuja verdadeira estrutura pode ser dificil ou impossivel
explicitar. A Figura 2 mostra um exemplo simples e representativo dessa problematica.
Os pontos neste espaco de 2 dimensoes sao dispostos num grupo curvilineo com distancia

aproximadamente constante até a origem.

Se forem escolhidas coordenadas cartesianas para representar os padroes, muitos al-
goritmos de agrupamento irao fragmentar o grupo em dois ou mais grupos, visto que o
conjunto de padroes nao apresenta uma estrutura muito compacta. Se, entretanto, for
usado um sistema de coordenadas polares para a representagao dos padroes, a distribuicao
da coordenada raio exibird uma estrutura compacta e uma solu¢ao com um tnico grupo

serd provavelmente obtida.

Um padrao pode medir seja um objeto fisico simples (por exemplo, uma cadeira)
ou uma nogao abstrata (por exemplo, o estilo de escrever), tal como notado acima.

Padroes sao representados convencionalmente como vetores multidimensionais, onde cada
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Figura 2: Um grupo curvilineo cujos pontos sao aproximadamente equidistantes da ori-
gem. Diferentes representagoes de padroes (sistemas de coordenadas) podem levar algo-
ritmos de agrupamento a gerarem diferentes resultados para estes dados.

dimensao é um atributo simples [Duda and Hart, 1973]. Esses atributos podem ser quan-
titativos ou qualitativos. Por exemplo, se peso e cor sao dois atributos utilizados, entao
(20, preto) é uma representacao de um objeto preto com 20 unidades de peso. Os atributos

podem ser subdivididos nos seguintes tipos [Gowda and Diday, 1992]:

(1) atributos quantitativos , i.e.,

(1.a) valores continuos (por exemplo, peso),
(1.b) valores discretos (por exemplo,o niimero de computadores),

(1.c) valores de intervalos (i.e., a duragao de um evento),
(2) atributos qualitativos,

(2.a) nominais ou nao ordinais (por exemplo, cor),

(2.b) ordinais (por exemplo, ordenamento militar ou grau de instrugao).

Atributos quantitativos podem ser medidos numa escala de razoes (com valores de

referéncia, tal como temperatura) ou escalas nominais ou ordinais.

Pode-se usar também atributos estruturados [Michalski et al., 1983], os quais sao re-
presentados como arvores, onde os nds pais num nivel superior representam uma genera-
lizacao dos nés descendentes. Por exemplo, um né pai ‘veiculo’ pode ser uma generalizacao
de nés descendentes ‘carro’, ‘Omnibus’, ‘caminhoes’, e ‘motocicletas’. Além disso, 0s nés
‘carros’ podem ser uma generalizacao de carros do tipo ‘Toyota’, ‘Ford’, ‘Mercedes-Benz’,
etc. Uma representacao generalizada de padroes chamada de objetos simbdlicos foi pro-

posta em [Diday, 1988]. Objetos simbdlicos sao definidos por uma conjun¢ao simbdlica
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de eventos. Estes eventos ligam valores e atributos nos quais os atributos podem assumir
um ou mais valores e todos os objetos nao necessitam ser definidos no mesmo conjunto

de atributos.

Pode ser muitas vezes interessante isolar somente os atributos mais descritivos e dis-
criminativos do conjunto de dados de entrada, e utilizar somente esses atributos na andlise
subsequente. Técnicas de selecao de atributos identificam um subconjunto de atributos
existentes para uso subsequente, enquanto que técnicas de extracao de atributos determi-
nam novos atributos a partir do conjunto original. Em qualquer caso, o objetivo é melhorar
a classificacao original e ou a eficiéncia computacional. A selecao de atributos é um topico
bem explorado em estatistica para reconhecimento de padroes [Duda and Hart, 1973]. En-
tretanto, no contexto de andlise de agrupamento, isto é, na auséncia de classes de rétulos
padroes, o processo de selecao de padroes é de necessidade quase obrigatéria e pode
envolver um processo de “tentativa e erro”, onde varios subconjuntos de atributos sao
selecionados, os padroes resultantes sao agrupados e os resultados sao avaliados usando
um indice de validade. Em oposigao, alguns dos processos populares de extragao (por
exemplo, anélise de componentes principais [Fukunaga, 1990]) ndo dependem dos dados
rotulados e podem ser usados diretamente. A reducao do nimero de atributos possui um
beneficio adicional, que é a possibilidade de produzir resultados que podem ser entendidos

com mais facilidade e até mesmo visualmente representados.

2.6 Medidas de similaridade

Visto que a similaridade é fundamental para a definicao de um agrupamento, a medida
da similaridade entre dois padroes do mesmo espaco de atributos é essencial na maioria
dos procedimentos de agrupamento. Devido a variedade dos tipos de atributos e escalas,
a medida de distancia deve ser escolhida cuidadosamente. E muito comum calcular as
dissimilaridades entre dois padroes usando uma medida de distancia definida no espaco
de atributos. Neste trabalho, a atencao sera concentrada nas bem conhecidas medidas de

distancia usadas em padroes cujos atributos sao continuos.

A mais popular métrica para atributos continuos é a distancia euclidiana:

d 1/2
do (s, ;) = || — 24|, = (Z(xi,k — :cj,k)2> : (2.6)

k=1
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que é um caso especial (p = 2) da distancia de Minkowski:

d 1/17
dp(i, 5) = ||lzi — 5'3]'||p = (Z(%k - xj,k)p> : (2.7)

k=1

A distancia euclidiana tem um apelo intuitivo, pois é comumente usada na avaliagao
da proximidade de objetos em espacos de duas ou trés dimensoes. Essa distancia trabalha
bem quando o conjunto de dados contém grupos compactos ou isolados [Mao and Jain, 1996].
A consequéncia direta do uso de qualquer métrica de Minkowski é a tendéncia dos atri-
butos de maior porte dominarem os demais atributos. Solugoes para essa dificuldade
incluem a normalizacdo dos atributos continuos (para um intervalo comum de variancia)

ou a adocao de outros esquemas de pesos.

A presenga de correlagao linear entre atributos pode distorcer as medidas de distancia.
Essa distor¢ao pode ser aliviada aplicando uma transformacao simples nos dados ou

usando a distancia quadratica de Mahalanobis.
dM(SL’Z', S(Zj) = 2_1(1’@]{ — LL’Lk)T (28)

onde os padroes, x; sao assumidos serem vetores linha e Y é a matriz de covariancias
entre os padroes. A distancia dy(-,-) atribui diferentes pesos aos diferentes atributos
baseando-se tanto na variancia dos atributos quanto nas correlagoes existentes entre eles.
E implicitamente assumido que as densidades condicionais das classes sao unimodais e
caracterizadas por uma dispersao multidimensional, e, ademais, que as densidades sao
Gaussianas multidimensionais. A distancia regularizada de Mahalanobis foi usada por

[Mao and Jain, 1996] para extrair grupos hiperelipsoidais.

Recentemente, alguns pesquisadores usaram a distancia de Hausdorff no contexto de
um conjunto de pontos ([Huttenlocher et al., 1993], [Dubuisson and Jain, 1994]). Sendo
A e B dois conjuntos, essa distancia é definida como:

h(A, B) = max {min |la — bH} :
acA | beB
Alguns algoritmos trabalham numa matriz de valores de proximidades ao invés do

conjunto original de padroes. Isto é 1til em situagoes onde se pré-calculam os n(n —1)/2

pares de distancias para os n padroes e elas sdo guardadas em uma matriz (simétrica).

O calculo de distancias entre padroes com alguns ou todos os atributos nao sendo

continuos é problematico, visto que diferentes tipos de atributos nao sao comparaveis.
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Nessa situagao, a nogao de proximidade é efetivamente valorada por binarios para atribu-
tos com escala nominal. A despeito deste fato, alguns estudiosos, especialmente aqueles
associados a aprendizagem por maquinas onde padroes mistos sao comuns, desenvolve-
ram medidas de proximidade para tipos de padroes heterogéneos. Um exemplo recente
é [Wilson and Martinez, 1997], que propde uma combinagdo da métrica modificada de
Minkowski para atributos continuos e uma distancia baseada em contagens para atributos
nominais. Uma variedade de outras métricas foi reportada em [Diday and Simon, 1976]
e [Ichino and Yaguchi, 1994] para computar as similaridades entre padroes representados

por atributos quantitativos e qualitativos.

Padroes podem ser representados usando cadeias ou estruturas de arvores
[Knuth, 1973]. Cadeias sao usadas em agrupamentos sintaticos [Fu and Lu, 1977]. Virias
medidas de similaridade entre cadeias sdo descritas em [Baeza-Yates, 1992]. Um bom
resumo de medidas de similaridades entre arvores é dada em [Zhang, 1995]. Uma com-
paracao de métodos estatisticos e sintaticos para o reconhecimento de padroes foi apre-
sentado em [Tanaka, 1995], onde foi concluido que os métodos sintaticos sao inferiores
em todos os aspectos. Portanto, os métodos sintaticos nao mais serao considerados neste

texto.

Uma fungao de similaridade ¢ um mapeamento s: U x U — R com as seguintes

propriedades:
s(z,y) < s, (2.9)
s(z,x) = so, (2.10)
s(z,y) = s(y, ), (2.11)

onde sy ¢éum numeroreal. A distin¢ao entre as medidas de distancia d e similaridade

s estd nas expressoes (2.1) e (2.9).

Uma funcao de similaridade é chamada uma métrica se as seguintes condigoes sao
verdadeiras

Se s(x,y) =sp, entdo x =1y, (2.12)

s(z,2) < s(@,y) +s(y, 2), Va,y,2€U. (2.13)

As relagoes (2.9) e (2.10) correspondem a proposicao de que a méxima similaridade
pode apenas ser verdadeira se os dois pontos sao iguais. A relagao (2.11) é andloga a
relagao (2.3) e daf nao hd maior diferenca entre fungao de distancia e funcao de similari-
dade.
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E possivel provar que (ver [Bock, 1970], [Deichsel, 1972], [Fritsche, 1973] e
[Soergel, 1967]) que se d ¢é uma funcdo (métrica) distancia tal que o seus valores estao
em R™ ou R™, entao 1/d é uma fungao (métrica) de similaridade. Além disso, se d
assume apenas valores finitos, entao

s(z,y) = [ max d(w,z)] —d(x,y),
(w,z)eU?

Y

(o) = | e d(w.2)] - o)

(w,z)eU?

8($7y> = exp(—d(x,y))
sao fungoes (métricas) de similaridade.

H& certas medidas de distancia reportadas na literatura [Gowda and Krishna, 1977],
[Jarvis and Patrick, 1973] que levam em conta o efeito de pontos da vizinhanga ou préximos

dela. Estes pontos sdo chamados em [Michalski et al., 1983] de contextos.

A similaridade entre dois pontos z; e z;, dado o contexto, é dada por
s(xi — x;) = f(zi, 25, E) (2.14)

onde FE  é o contexto (o conjunto de pontos da vizinhanca). Uma métrica de-
finida usando o contexto é a distancia de vizinhanga reciproca (M ND) proposta em
[Gowda and Krishna, 1977] que é dada por

onde NN (z;,x;) é o ntimero da vizinhanca de z; com relagao a x;.

As Figuras 3 e 4 dao um exemplo. Na Figura 3, a vizinhanga mais préxima de A
é B e a vizinhanca mais proxima de B é A. Assim, tem-se os numeros de vizinhos
NN(A,B) = NN(B,A) =1 e a vizinhanca reciproca MND(A, B) = 2. Entretanto,
NN(B,C)=1, NN(C,B) =2 e, entao, MND(B,C) = 3.

A Figura 4 foi obtida da Figura 3 adicionando trés novos pontos D, FE e F'. Agora
MND(B,C) = 3 (como anteriormente), mas MND(A,B) =5. A MND entre A e B
cresceu introduzindo pontos adicionais, mesmo considerando que A e B nao se moveram
a partir das suas posigoes adicionais. A MND nao é uma métrica (ela nao satisfaz a
desigualdade triangular) [Zhang and Michalski, 1995]. Apesar desse fato, M N D tem sido

aplicada com sucesso em diversas aplicagoes de agrupamentos [Gowda and Diday, 1992].
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Essa observagao conduz a conclusao que a dissimilaridade nao necessita ser uma métrica.

A

.

'xl

Figura 3: A e B sao mais similares que A e C.

Figura 4: Apés uma mudanga no contexto, B torna-se mais similar a C.

Isto implica que é possivel fazer dois padroes arbitrarios igualmente similares consi-
derando um numero suficientemente grande de atributos. Como uma consequéncia, dois
padroes quaisquer arbitrarios sao igualmente similares, a menos que se use alguma in-
formacao adicional. Por exemplo, no caso do agrupamento conceitual

[Michalski et al., 1983] a similaridade entre x; é x; e definida como
s(x; —x5) = f(z4,24,C) (2.16)

onde C' é um conjunto pré-definido de conceitos. Na Figura 5, a nogao ¢ ilustrada conside-
rando em destaque 3 pontos: A, B e C do conjunto de pontos. Aqui, a distancia euclidiana
entre os pontos A e B é menor que a distancia entre B e C. Entretanto, B e C' podem
ser vistos como mais similares que A e B porque B e C' pertencem ao mesmo conceito
(elipse) e A pertence a um conceito diferente (retangulo). A similaridade conceitual é a

medida mais geral de similaridade.
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Figura 5: Similaridade conceitual entre pontos.

Muitos algoritmos de agrupamento usam parametros empiricamente determinados

tals como:

e 0 nimero de grupos;

o tamanho minimo e maximo de cada grupo;

e um limite para a funcao de similaridade, abaixo do qual um objeto nao sera incluido

no grupo;
e um controle sobre o espaco entre grupos;

e uma fungao objetivo a ser otimizada.

2.7 Técnicas de agrupamento

Diferentes métodos podem ser usados para descrever os dados em problemas de agru-
pamento. A Figura 6, mostra a taxonomia das metodologias de agrupamento, original-

mente apresentada em [Jain and Dubes, 1988].

No nivel mais elevado, h&d uma distin¢ao entre métodos hierarquicos e métodos parti-
cionais. Essa distincao é de certa forma universal, pois amplamente adotada na literatura

([Hansen and Jaummard, 1997], [Jain et al., 1999]).

A taxonomia mostrada na Figura 6 deve ser suplementada por uma discussao dos
principios dos critérios de corte ou de separacao, que, em principio, afetam todos os

diferentes métodos, independentemente da sua posi¢ao na arvore de taxonomia.
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Grupamento
Hicrarquico Particional
Single Complete Square Graph Mixture Mode
Link Link Error Theoretic Resolving Seeking
K-means Expectation

Maximization

Figura 6: Taxonomia dos agrupamentos.

2.7.1 Agrupamentos hierarquicos

A operacao de algoritmos hierarquicos para agrupamentos é ilustrada usando o con-
junto de dados bidimensionais mostrados pela Figura 7. Essa figura representa sete

padrées rotulados A, B,C, D, E, F, e G em trés grupos.

Um algoritmo hierarquico conduz a um dendrograma, que é essencialmente uma es-
trutura em arvore cujos diferentes niveis podem ser usados para a especificacao do agru-
pamento. Um dendrograma correspondente a sete pontos (obtidos pelo algoritmo de co-
nexao simples) [Jain and Dubes, 1988] ¢ mostrado na Figura 8. Esse dendrograma pode

ser quebrado em diferentes niveis, para se obter diferentes agrupamentos dos dados.

GO

Grupo 37

X2

F 3

@mpo 2

‘,Gmpo 1

Figura 7: Pontos pertencentes a trés grupos.

oa 4
i

A maioria dos algoritmos de aglomeracao hierarquica sao variantes dos métodos de co-
nexao simples [Sneath and Sokal, 1973|, de conexao completa [King, 1967], e de variancia

minima [Ward, 1963], [Murtagh, 1984]. Destes, os algoritmos de conexao simples e de
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c L

A B C D E F G

Figura 8: O dendrograma obtido usando o algoritmo de conexao simples.

conexao completa sao os mais populares. Estes dois algoritmos diferem na forma que
caracterizam a similaridade entre pares de grupos. No método de conexao simples, a
distancia entre dois grupos é a minima das distancias entre todos os pares de padroes
retirados dos dois grupos (um padrao do primeiro grupo, o outro do segundo grupo). No
algoritmo de conexao completa, a distancia entre dois grupos é o maximo de todas as
distancias entre padroes dos dois gruposs. Em cada caso, dois grupos sao misturados

para formar um grupo maior com base no critério da minima distancia.

Os algoritmos de conexao completa produzem grupos mais compactos
[Baeza-Yates, 1992]. Os algoritmos de conexao simples, ao contrario, sofrem de um efeito
cadeia [Nagy, 1968] com a tendéncia de produzir grupos retos e alongados. Os algoritmos
de variancia minima consideram a minimizacao da soma da variancia intra de todos os

grupos como critério de particionamento.

As Figuras 9 e 10 mostram dois grupos separados por uma ponte de padroes estranhos.
O algoritmo de conexao simples produz os grupos mostrados na Figura 9, enquanto que

o algoritmo de conexao completa obtém os grupos mostrados na Figura 10.

2.7.2 Algoritmos particionais

Um algoritmo particional para agrupamentos obtém uma particao simples dos dados
ao invés de promover uma estrutura dos dados, tal como num dendrograma produzido por
uma técnica hierarquica. Métodos particionais tém vantagens em aplicagoes envolvendo
grandes conjuntos de dados para os quais o dendrograma é computacionalmente proibitivo.

Um problema associado ao uso do algoritmo particional é a escolha do ntimero de grupos.
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Figura 9: Agrupamento obtido pela aplicacao de um algoritmo de conexao simples em
um conjunto formado por duas classes (1 e 2) conectadas por uma cadeia de padroes
estranhos.

qu

B
L

Xy

Figura 10: Agrupamento obtido pela aplicagao de um algoritmo de conexao completa em
um conjunto que formado por duas classes (1 e 2) conectadas por uma cadeia de padroes
estranhos.

Um artigo fundamental [Dubes, 1987] d& informagoes sobre essa importante questao.

A técnica particional usualmente produz grupos pela otimizagao de uma funcao critério
definida localmente (definida por um subconjunto de padroes) ou globalmente (definida
por todos os padrdes). Pesquisa combinatorial do conjunto de rétulos possiveis para
um valor 6timo do critério é claramente proibitiva sob o ponto de vista computacional.
Na préatica, entretanto, o algoritmo é executado vérias vezes, com diferentes pontos de
partida, e a melhor configuracao obtida de todas as execucoes é usada como o melhor

agrupamento.

2.7.3 Algoritmo do erro quadratico

A mais intuitiva e frequentemente utilizada funcao critério em técnicas de aglomeracao

particional é o critério do erro quadratico. O erro quadratico para um agrupamento L de
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um padrao H (contendo k grupos) é dado por

k. nj

e(H,L)=) >

j=1 i=1

. 2
aZ(J)

(2.17)

— )

()

onde a;” ¢é o i-ésimo padrao pertencente ao j-ésimo grupo, n; é o ntmero de padroes

do grupo j e a/ é o centréide do j-ésimo grupo.

O k-média é o mais simples e mais comum algoritmo empregado utilizando o critério do
erro quadrético [McQueen, 1967]. Esse algoritmo parte de uma parti¢ao inicial aleatéria
e mantém as reassociagoes de padroes aos grupos baseados na similaridade entre padroes
e os centros dos grupos, até que um critério de convergéncia é alcancado (isto é, nao
h& nenhuma reassociacao de padroes de um grupo a outro, ou o erro quadratico torna-
se abaixo de um nivel significativo). O algoritmo k-média é popular porque é facil de
implementar, e a sua complexidade em tempo de cada iteragao é O(n), onde n o nimero
de padroes. Uma dificuldade com esse algoritmo é sua sensibilidade a particao inicial,
pois pode convergir para um minimo local com alto valor da funcao critério, portanto

inadequado, se a particao inicial calhar muito desfavoravel.

A Figura 11 mostra sete padrdes bidimensionais a ser agrupados em grupos. Se
forem utilizados os padroes A, B e C' como valores iniciais em torno dos quais os grupos
sao construidos, entdo produz-se a particao ((A), (B, C), (D, E, F,&))) representada por

elipses.

ay
C
B

®

iy

1

Figura 11: O algoritmo k-means é sensivel a particao inicial.

O critério do erro quadratico é bem mais elevado para essa particao do que para a
sua partigao 6tima ((A, B,C), (D, E), (F,G)), representada por retangulos, que conduz
ao valor minimo da funcao erro quadratico para um agrupamento com trés grupos. Uma
solugao correta para o problema com trés grupos é obtida escolhendo, por exemplo, A, D

e I’ como ponto de partida.
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Vérias variantes [Anderberg, 1973] do algoritmo k-média tem sido apresentadas na
literatura. Algumas deles tentam selecionar uma boa particao inicial de modo que o

algoritmo convirja com mais certeza, senao ao minimo global, a um minimo local profundo.

Uma possibilidade de variacao do algoritmo k-média envolve a selecao de uma outra
funcao critério. O algoritmo de agrupamento dinamico (que permite representagoes de
grupos que nao os centrdides) estd proposto em [Diday, 1973]. [Symon, 1977] descreve
um método de agrupamento dinamico obtido pela formulacao do problema de agrupa-
mento no contexto da estimagao por maxima verossimilhanga. A distancia regularizada

de Mahalanobis foi usada em [Mao and Jain, 1996] para obter grupos hiperelipsoidais.

2.7.4 Agrupamentos via teoria dos grafos

O melhor algoritmo para agrupamentos baseado em teoria dos grafos é apoiado na
construgao de arvores geradoras minimas (MST - minimun spanning tree) dos dados
[Zahn, 1971]. A seguir, sao retirados os arcos da MST de maior comprimento para se obter
novos grupos. A Figura 12 apresenta a MST obtida a partir de nove pontos bidimensionais.
Quebrando o arco C'D com um comprimento de 6 unidades (o arco de maior comprimento),
dois grupos (A, B,C) e (D, E,F,G, H,I)sao obtidos. O segundo grupo pode ser dividido
em dois grupos quebrando o arco E'F, com comprimento de 4,5 unidades e assim por

diante.

XEJ

™

aresta com o tamanho maximo

X

Figura 12: Usando a arvore geradora minima para formar grupos.
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2.7.5 Agrupamentos de vizinhanga mais préxima

Visto que a proximidade tem um papel importante na no¢ao intuitiva de agrupamento,
distancias mais proximas da vizinhanca podem servir como uma base para o agrupamento.
Um processo interativo foi proposto em [Lu and Fu, 1978], em que se atribui cada padrao
nao rotulado ao grupo do padrao da sua vizinhanca mais proxima, desde que a distancia
a essa vizinhanca seja menor que um dado limite. O processo prossegue até que todos os
padrdes sao rotulados ou nenhum rétulo adicional ocorre. O valor da vizinhanga (descrito
anteriormente no contexto do calculo da distancia) pode ser usado para aumentar os

grupos a partir de vizinhancas mais préximas.

2.7.6 Algoritmo de agrupamento fuzzy

Métodos de agrupamento tradicionais ou complexos geram partigoes ou grupos onde
cada ponto pertence a um e somente um grupo. Agrupamento fuzzy estende este conceito
para o dominio multi-rétulo, onde cada ponto pode estar simultaneamente em varios
grupos. Esse propoésito é alcancado usando-se uma fungao de pertinéncia, que da a cada

ponto o grau de sua vinculacao a cada grupo.

Nos métodos de agrupamento tradicionais, o resultado é uma particao perfeita do
conjunto inicial de padroes. Nos métodos de agrupamento fuzzy o resultado é uma matriz
de pertinéncia P com dimensdo (m,k), onde os elementos genéricos p;; sao o0s

valores da vinculacao do padrao ¢ ao grupo j.

A Figura 13 mostra um conjunto de 9 pontos agrupados em dois grupos segundo
o enfoque tradicional, referenciados por H; = {1,2,3,4,5} e Hy = {6,7,8,9}. Os
mesmos pontos sao agrupados sob o enfoque fuzzy nos grupos F; e F,. Observa-se que

nesse enfoque os pontos 4, 5, 6 e 7 pertencem simultaneamente aos grupos Fj e Fs.

2.7.7 Agrupamentos por redes neurais artificiais

Redes neurais artificiais (ANNs - artificial neural networks) [Hertz et al., 1991] sao
motivadas por redes bioldgicas neurais. ANN’s tém sido usadas extensivamente ao longo
das trés ultimas décadas tanto para o agrupamento quanto para a classificacao
[Sethi and Jain, 1991], [Jain and Mao, 1994].

Redes neurais competitivas (ou consideradas vencedoras) [Jain and Mao, 1996] sao

muitas vezes usadas para agrupar dados de entrada. Em aprendizagem competitiva,
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Figura 13: Agrupamento fuzzy.

padroes similares sao agrupados pela rede e representados por uma unidade simples
(neurdnio). Esse agrupamento é feito automaticamente baseado em correlagao de da-

dos.

Exemplos bem conhecidos de redes neurais para agrupamentos incluem a quantificacao
do vetor de aprendizagem de (LVQ - learning vector quantization) e mapas de auto orga-
nizacao (SOM - self-organized map) [Kohonen, 1989], e modelos de teoria de ressonancia

adaptativa [Carpenter and Grossberg, 1990].

A arquitetura destas ANN’s sao simples. Elas sao simplesmente estratificadas. Padroes
sao representados na entrada e sao associadas com os nés de saida. Os pesos entre os
nés de entrada e os nés de saida sao iterativamente alterados (isto é conhecido como

aprendizagem) até que um critério de terminagao é satisfeito.

Aprendizagem competitiva foi inspirada em redes neurais bioldgicas. Entretanto, a
aprendizagem ou os processos de atualizacao de pesos sao bastante similares aqueles usa-
dos em alguns métodos classicos de agrupamento. Por exemplo, a relagao entre o algo-
ritmo k-média e LVQ é explicitada em [Pal et al., 1993]. O algoritmo de aprendizagem

em modelos ART ¢ similar ao algoritmo de agrupamento lider [Moor, 1988].

2.7.8 Agrupamentos por Simulated Annealing

O método Simulated Annealing é uma busca aleatéria emulada nos processos fisicos

associados ao recozimento de cristais. Algoritmos de Simulated Annealing sdao projeta-
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dos tendo como objetivo a obtengao de um ponto de minimo global de um problema
de otimizacao. Para esse fim, adotam uma estratégia que consiste em aceitar com certa
probabilidade uma nova solucao de menor qualidade para a proxima iteragao. A probabi-
lidade de aceitacao é governada por um parametro chamado de temperatura, que varia a

partir de um valor de partida na primeira iteragao até um valor final na dltima iteragao.

Um algoritmo de Simulated Annealing seleciona aleatoriamente um ponto de partida,
valores para as temperaturas inicial e final e calcula o erro quadratico. Pontos sao realoca-
dos em grupos com base no valor do erro quadratico e com certa probabilidade dependente

da temperatura da iteracao. A cada iteragao, o valor da temperatura é reduzido.

Simulated Annealing pode ser lento para alcancar a solucao 6tima. Solugbes 6timas
globais requerem temperaturas decrescentes bem vagarosamente no processo iterativo.
[Selim and Al-Sultan, 1991] estudaram os efeitos dos parametros de controle. Existe um
resultado tedrico que garante estatisticamente a obtencao de um étimo global pelo algo-

ritmo de Simulated Annealing [Aarts and Korst, 1989).

2.8 Classificacao de dados

Classificacao é uma atribuicao supervisionada de dados a classes pré-definidas. Aqui,
h& uma colecao de padroes com rotulos associados a um conjunto de classes. O problema
consiste em rotular uma nova observagao ou dado como pertencente a uma ou mais classes.
O objetivo em muitos casos, onde os dados pertencem a um espaco real n-dimensional,
é determinar uma funcao f : R" — y;, ¢ = 1,...,0 a partir dos dados de treinamento.
Aqui, as [ classes conhecidas sao representadas pelos rotulos ;. Essa funcao pode ser
usada para atribuir novos exemplos as classes. O problema é estimar f de modo que o
rétulo previsto f(x) seja o verdadeiro rétulo y para exemplos (z,y), que sejam gerados a
partir da mesma distribuicao de probabilidades. O problema, como representado acima,
determina a funcao de classificacao ou classifier f que prediz muitas classes, mas associa

uma classe simples a cada ponto de dados.

H& problemas de classificacao que requerem uma predicao e estes sao usualmente
denominados problemas de classificagao multi-nivel. Além disso, classificadores sao usu-
almente bindrios, mas o caso mais geral de problemas multi-nivel pode ser resolvido pela

aprendizagem de varios classificadores binarios.

O campo da classificagao é muito amplo e cobre uma larga variedade de areas, in-

cluindo biologia, ciéncia da informagao e bio-informatica. Fisher apresenta um trabalho
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pioneiro usando classificadores lineares [Fisher, 1936]. Uma boa revisao de aprendizagem
por maquina, métodos neurais e estatisticos, incluindo algoritmos de arvore de decisao

podem ser encontrados em [Michie et al., 1994].

2.8.1 Maquina de vetores suporte

A classificagdo por maquina de vetores suporte (SVM - support vector machine) é

baseada na definicao de classes através de um hiperplano:
(w,z) +b=0, (2.18)
w,r € R" b e R, correspondendo a funcao binaria de decisao:

f(z) = sign({w, z) +b). (2.19)

E possivel provar que o hiperplano 6timo é o que maximiza a margem de separacao
entre duas classes [Vapnik, 1995]. Esse hiperplano pode ser construido resolvendo um
problema de otimizacao quadratica restrito, cuja solucao tem w como uma combinacao
linear do subconjunto de dados de treinamento que estao préximos da fronteira. Estes
pontos de treinamento, chamados de vetores suporte, carreiam todas as informagoes rele-
vantes acerca do problema de classificacao. E facil mostrar que a margem é inversamente

proporcional a ||w|| e que o problema é

min  (w,w) (2.20)
s.a y[{w, @) +b) > 1

A funcao final de decisao pode ser escrita como
fl@) = (w,z) +b =" gicvi(ws, x) +b (2.21)

onde o indice ¢ cobre apenas os vetores suportes. Isto é, se todos os dados, além dos
vetores suportes forem removidos, o algoritmo encontra a mesma solugao. Essa proprie-
dade de esparsidade é importante na implementacao e anélise de algoritmo. O problema
de programacao quadratica e a funcao final de decisao dependem apenas dos produtos
internos entre dados e isto permite a generalizacao deste método para o caso nao-linear

via fungoes Kernel.

A idéia principal dos métodos Kernel é a imersao dos dados num espago vetorial de
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maior dimensao em que haja separabilidade entre as duas classes. Isto envolve o uso de
técnicas de algebra  linear para  identificar estrutura  nos dados,
[DeCoste and Scholkopf, 2002].

O uso de técnicas de maquina de vetores suporte tem obtido importantes resultados
nas tarefas de classifica¢do incluindo, categorizacao de textos, [Joachins, 1969], reconheci-
mento de digitos, [DeCoste and Scholkopf, 2002] e com expressdao genética
[Brown et al., 2000]. SVM tém demonstrado melhor desempenho que outros métodos

em diversas areas.

Esse método, entretanto, nem sempre conduz a um bom resultado. De forma genérica,
podem ser feitos os seguintes comentarios negativos sobre a abordagem SVM, centrados

basicamente em criticas a definicao do Kernel:

1. Existem véarias alternativas para se efetuar o Kernel;
2. Nao existe procedimento de definicao a priori da melhor alternativa;
3. A escolha da transformacao é feita empiricamente;

4. Definida a transformacao, a escolha dos parametros intrinsecos a essa transformacgao,

também é feita por ajuste manual-empirico.
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3 Procedimentos para a andlise
de agrupamento e classificacao

3.1 Analise de agrupamento via otimizacao nao-dife-
renciavel

3.1.1 Introducao

Agrupamento é uma classificagao nao supervisionada de padroes. Na andlise de agru-

pamento, tem-se um conjunto A finito de pontos do espaco n-dimensional R", isto é

A:{al,...,am}, ondea' €eR™, i=1,...,m.

Ha diferentes tipos de agrupamentos, como particionais, packing, coberturas e hierdr-

quicos. Nesta se¢ao, serao considerados agrupamentos particionais.

O objetivo da andlise de agrupamento é a particao do conjunto A em £k

subconjuntos disjuntos A%, i =1,...,k com respeito a um critério predefinido tal que

Os conjuntos A* sao chamados grupos.

Conforme ja relatado, existem diferentes procedimentos de agrupamento. Descrigoes
de wvarios desses algoritmos podem ser encontradas, por exemplo, em
[Dubes and Jain, 1976], [Hawkins et al., 1982] e [Spath, 1980]. Um excelente resumo atu-

alizado de métodos disponiveis é proporcionado por [Jain et al., 1999].

O problema de agrupamento é denominado complexo se cada ponto pertence a um
e somente um grupo. Fora dos agrupamentos complexos é permitido aos grupos for-

mar intersegoes (overlaps) com outros grupos (agrupamentos fuzzy). Neste texto, serd
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considerado o problema de agrupamento complexo nao restrito. Isto é, é assumido que:
ANA =0, Yi,j=1,...k

e nenhuma restricao é imposta aos grupos A?, i =1,...,k. Entdo, cada ponto a € A

estd contido em exatamente um e somente um conjunto A’

Muitos autores reduzem o problema de agrupamento ao seguinte problema de oti-
mizacao (ver, por exemplo, [Bock, 1974], [Bock, 1998] e [Spath, 1980]).

min ¢(C,x):%22 Hxi—aHi (3.1)

i=1 qeA?
s.a (CecC,
r= (2, ... 2%) € R,
onde |zl|, ¢ a norma euclidiana, C = {A',...,A¥} & um particular conjunto de

grupos, C é o conjunto de todas as k-particoes possiveis do conjunto A e, além disso,

cada 2° representa o centro do grupo A* com i=1,... k.

Visto que o conceito de agrupamento é flexivel, pode-se usar diferentes normas segundo
as conveniéncias especificas. O seguinte problema pode ser considerado como alternativa

ao problema (3.1):

min = ¢ (C,z) = %Z Z |2* — | (3.2)

i=1 qe A

= (z',... 2% € R™¥
O problema (3.2) depende da escolha da norma e, consequentemente, diferentes normas
podem conduzir a diferentes grupos.

A formulagao (3.1) pode ser colocada sob o seguinte problema de programagcao nao-

linear inteira mistas:

m k

min ZZ wij |27 — a H (3.3)
i=1 j=

s.a x= (2" ) e R

wije{O,l}, Vi=1,...,m, Vj=1,...,k
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onde sao dados: o numero k de grupos e o nimero m de padroes disponiveis, e se quer
determinar: o vetor z € R™* de centros dos grupos e os pesos w;; das associagoes

dos padroes a' com os grupos j dados por

1, se o padrao ¢ é alocado no grupo j;

W —
Y 0, caso contrario,

Vi = 1,....,m, Vj=1,... k.

Como w é uma matriz booleana m xk e z € R™* & um vetor real, entdo esse

¢ um problema misto (contém tanto variaveis continuas como inteiras).

A fungao objetivo  g(x,w) de (3.3) tem um numero extremamente grande de
minimos locais. Diferentes métodos de programacao matematica, como, por exemplo,
programagcao dinamica, branch and bound, planos cortantes e algoritmos k-média po-
dem ser aplicados para resolver esse problema. Uma revisao desses algoritmos pode ser

encontrada em [Hansen and Jaummard, 1997].

O método da programacao dinamica, vide, por exemplo, [Jensen, 1969], pode ser
efetivamente aplicado ao problema de agrupamento quando o nimero de observagoes

m < 20, o que significa que este método nao é eficiente para resolver problemas reais.

Algoritmos de  branch and bound, vide, por exemplo, [Diehr, 1985,
[Hansen and Jaummard, 1997] e [Koontz et al., 1975], sdo efetivos quando o conjunto de
dados contém somente centenas de registros e o nimero de grupos nao é muito grande
(menor que 5). Para esses métodos, a solugdo de problemas de agrupamento de grande
porte estd fora de propodsito. Isto leva ao uso de técnicas locais e diferentes heuristicas,
como o algoritmo k-média, que na esséncia procuram um minimo local de um problema

equivalente a (3.1).

Resultados bem melhores tém sido obtidos com metaheuristicas para otimizacao glo-
bal, tais como Simulated Annealing, busca Tabu e algoritmos genéticos [Reeves, 1993]. O
método de Simulated Annealing para agrupamento tem sido estudado, por exemplo, em
[Brown and Entail, 1992], [Selim and Al-Sultan, 1991] e [Sun et al., 1994]. Aplicacoes de
busca Tabu para resolver problemas de agrupamento estao descritas em [Al-Sultan, 1995].

Algoritmos genéticos para agrupamentos foram estudados em [Reeves, 1993].

Os resultados de experimentos numéricos apresentados em [Al-Sultan and Khan, 1996]
mostram que mesmo para problemas pequenos de analise de agrupamento, com nimero

de observacoes m < 100 e ntimero de grupos k < 5, esses algoritmos consomem de 500 a
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700 vezes o tempo de CPU do algoritmo k-média. Para conjuntos de dados maiores pode-
se esperar uma otimizacao global ineficiente. Portanto, os algoritmos de metaheuristica
para otimizacao global sao ineficientes para resolver muitos problemas de agrupamento

de grande porte.

Uma metodologia para analise de agrupamento baseada em técnicas de programacao
bilinear foi apresentada em [Mangasarian, 1997]. Se uma distancia poliédrica tal como a
distancia de norma-1 é usada, o problema de andlise de agrupamento pode ser formulado
como um problema de minimizacao do produto de duas fungoes lineares num conjunto

que satisfaz um sistema de desigualdades lineares.

O artigo [Bagirov and Rubinov, 2001] descreve um processo de otimizacao global para
o problema de agrupamento (3.1) e demonstra como o problema de classificacao de dados
supervisionados pode ser resolvido via agrupamentos. Uma apresentagao detalhada das
idéias principais desse artigo pode ser encontrada em [Bagirov et al., 2002]. A fungao ob-
jetivo do problema de classificagao definida em [Bagirov et al., 2002] é tanto nao-convexa
como nao-diferenciavel e possui um grande niimero de minimizadores locais. Problemas
desse tipo sao desafiadores para as técnicas de otimizacao global. Como uma regra geral,
devido ao grande nimero de varidaveis e a complexidade da funcao objetivo, técnicas de

otimizacao global de propdsito geral falham para resolver esses problemas.

Fungoes objetivo de problemas de otimizagao que sao equivalentes a (3.1) usualmente
tém varios minimos locais, que nao provéem uma boa descricao do conjunto de dados.
Entretanto, como mencionado acima, as técnicas de solucao global consomem tempo de
execugao exagerado. Sendo assim, é muito importante desenvolver algoritmos de agrupa-
mento baseados em técnicas de otimizacao que calculam adequadamente minimos locais

profundos.

Tais minimizadores profundos devem naturalmente proporcionar uma boa e suficiente
descricao do conjunto de dados em andlise. Assim, como o agrupamento é uma noc¢ao
intrinsecamente flexivel, assume-se que um minimo local profundo descreve de forma

satisfatoria a estrutura de dados para o agrupamento.

Um método diferente, que pode ser usado com sucesso para a classificacao supervi-
sionada, ¢ trocar o problema de otimizacao em anéalise por uma série de problemas mais
simples (método passo a passo). Alguns destes métodos passo a passo podem ser usados

no agrupamento.

Usualmente, os padroes em anélise contém dois tipos de atributos (coordenadas):
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continuos ou categdricos. Atributos continuos frequentemente refletem resultados de al-
guma medicao. Um atributo é chamado categdrico, se é nominal ou ordinal. Uma variavel
¢ nominal se seus valores sao cddigos de possiveis estados do correspondente atributo. Se
os estados de uma variavel nominal podem ser arranjados numa ordem significativa, entao

ela é uma variavel ordinal.

A experiéncia demonstra que os algoritmos de otimizacao trabalham muito melhor
quando o conjunto de dados contém vetores com variaveis continuas. Entretanto, algo-
ritmos de otimizagao podem também ser usados para alguns conjuntos de dados com
atributos categéricos, havendo, em geral, necessidade de uma quantificagao criteriosa des-

ses ultimos.

3.1.2 Otimizacao nao-diferenciavel para agrupamentos

Aqui, descreve-se a abordagem do problema de agrupamento apresentada em
[Bagirov et al., 2002]. Essa abordagem leva & formulagao de um problema de otimizagao
nao-convexo e nao-diferenciavel equivalente a (3.2), no entanto mais simples do ponto de

vista computacional.

Considera-se um espago real n-dimensional com uma norma ||-||. Como regra, assume-
se que |[|-[[=[l,, 1<p<oo, onde
n 1/p
lzll, = | D lul”
=1
Considere um conjunto A de m vetores n-dimensionais a = (a1, ..., an).

O propésito do agrupamento é representar este conjunto como a uniao de k classes.
Aceita-se a hipotese de que cada classe pode ser descrita por um ponto que pode ser
considerado como seu centro. Assim deve-se definir os centros a fim de descrever adequa-
damente as classes A',..., A¥. Primeiro, é necessaria uma definicio formal dos centros
de um sistema finito de conjuntos de classes disjuntas A!,..., A* tendo em conta que

estes conjuntos sao desconhecidos e deseja-se apenas a sua uniao.

Considere um conjunto arbitrario X. A distancia d(a, X') de um ponto a € A a este
conjunto é definida por

X) = mi — A4

d(a, X) = min ||z — al (3.4)
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O desvio d(A, X) do conjunto A para o conjunto X ¢ definido como

d(A,X) = d(a,X)

acA

O conjunto X = {El, . ,T’“} é dito conjunto 6timo de centros das k classes do
conjunto A se d(A, X) < d(A, X), para qualquer X = {xl, . ,xk}. Entao, a busca pelos

centros das classes (dai, a busca pelos grupos) pode ser reduzida ao seguinte problema de

minimizagao
min  Cy(z!, ..., 2") (3.5)
s.a (zf,..., o) e R
onde
Culat, .. %) = % ZASE% e — al] (3.6)
ac

A funcao Cy definida em (3.6) serd chamada fungao agrupamento. A Figura 14 ilustra

um grafico da funcao agrupamento Cy em R? para um conjunto de 20 dados.

10-10

Figura 14: Funcao agrupamento em R2.

Se k > 1, a funcao agrupamento é nao-convexa e nao-diferenciavel. Pode ser mostrado

que esta funcao possui varios minimos locais, que normalmente sao préximos entre si.

Note que o nimero de variaveis no problema de otimizacao (3.5) é n x k. Se o niimero
k  de classes e o niimero de atributos sao grandes, tem-se um problema de otimizacao

global de grande porte. No entanto, a forma da funcao objetivo nesse problema ainda é
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bastante complexa para a aplicacao direta de métodos de otimizacao global. Portanto,
dentro de uma perspectiva de natureza pratica, o uso de métodos de otimizacao local se

configura como a tnica alternativa adequada.

Obviamente, o uso de métodos de otimizagao local nao garante uma solucao global
para o problema (3.5). Entretanto, como o agrupamento é uma nogao flexivel, nao é
necessario ter uma solu¢do exata para (3.5), é suficiente ter uma boa aproximagao para
esta solucao. Esta aproximacao esta associada a profundidade do minimo local da fungao
agrupamento. E, assim, natural admitir que um minimo local profundo prové uma boa
descricao do conjunto de dados em consideragao. Dentro desta perspectiva, bucam-se
minimos locais profundos. O método de suavizacao, que sera apresentado mais a frente,

tem exatamente esse propésito.

E mostrado em [Bock, 1974] que os problemas (3.1), (3.3) e (3.5) sdo equivalentes.
O ntmero de varidveis no problema (3.3) é (m +n) x k , enquanto no problema
(3.5) este numero é apenas n X k, ou seja, o nimero de varidveis nao depende do
nimero de observagoes. Deve ser notado que em muitas bases de dados reais o nimero de
observacoes m ¢é substancialmente maior que o niimero de atributos n. Além disso, os
coeficientes w;; no problema (3.3) sdo inteiros, enquanto que o problema (3.5) possui
apenas variaveis continuas. Todas estas circunstancias podem ser consideradas como

vantagens da formulacdo nao-diferencidvel (3.5) sobre a formulacao (3.1) e sua versao
(3.3).

3.1.3 A funcao agrupamento como uma ferramenta para medir
a qualidade de um ajuste

Muitas vezes, diferentes vetores X = (x!,...,2%) podem ser considerados como cen-
tros das classes. E uma tarefa importante comparar esses candidatos. Agora, serd descrita

uma situacao bastante simples onde se faz necessaria tal comparacao.

Assuma que um certo método local serd utilizado para achar os centros das classes.
Esse método pode ser utilizados muitas vezes a partir de diferentes pontos iniciais. Como

regra geral, diferentes solucoes serao obtidas. Qual é a melhor dessas solugoes?

Pode-se usar uma fungao agrupamento para a comparacao. Assuma que a norma ||-||

é fixada e que a funcao agrupamento C} ¢é gerada por esta norma. Segue diretamente

da definicio da funcdo agrupamento, que o candidato X, = (zl,...,2%) serd melhor

ajustado para o papel de centro do que o candidato X = (2',...,2%) no sentido da
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norma ||-||, se
Ck(l’i, .. ,LL’I:) < Ck(il}l,. .. ,S(Ik).

3.1.4 O algoritmo k-média

Nesta se¢ao, apresenta-se o algoritmo k-média que é um dos mais eficientes para
resolver problemas de agrupamento de larga escala. Esse algoritmo é baseado na mini-
mizacao das variancias dentro das classes e da maximizacao simultanea das variancias
entre as classes. A variancia depende da norma escolhida e diferentes verstes desse
método foram estudadas (ver [Spath, 1980]). Usualmente, a norma ||-||, é usada para
esse proposito, entretanto versoes do k-média com diferentes normas podem também ser
usadas [McQueen, 1967].

Em sua versao mais simples, o algoritmo k-média assume como entrada uma k-particao

arbitraria do conjunto das m observacoes e segue 0s seguintes passos:

Passo 1: Determina o centrdide de cada um dos grupos da particao.

Passo 2: Gera uma nova particao associando cada uma das observagoes ao centrodide

mais proximo no sentido da norma escolhida.

Passo 3: Se nenhuma das observagoes muda de grupo, finaliza. Caso contrario, retorna

ao passo 1.

O algoritmo k-média é muito rdpido e portanto adequado para resolver problemas
com grande dimensao. Esse algoritmo da bons resultados quando ha poucas classes, mas
se deteriora quando sdo varias classes [Hansen and Jaummard, 1997]. O algoritmo k-
média encontra um minimo local do problema (3.1) (ver [Selim and Ismail, 1984]), sendo
que certos experimentos mostram que o melhor agrupamento encontrado com k-média
pode ser 50% pior do que a melhor solu¢ao [Hansen and Jaummard, 1997]. Isto é porque
o k-média, tal como a maioria dos métodos locais, é muito sensivel ao ponto inicial.
Dessa forma, esses experimentos mostram que o algoritmo k-média usualmente conduz a

minimos locais de (3.1) que ndo descrevem bem a estrutura dos dados.

Devido a sua rapida convergéncia, o método k-média é muitas vezes utilizado para
geracao de solugoes iniciais de métodos mais complexos para a solucao de problemas de

agrupamento.
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3.1.5 Um algoritmo de otimizacao para o agrupamento

Sera apresentado a seguir o algoritmo proposto por Bagirov e Yearwood em
[Bagirov and Yearwood, 2003] para resolver o problema de agrupamento. Trata-se de
um procedimento iterativo para resolver o problema (3.5) no qual, em cada iteracao, é
resolvido um problema de otimizacao de grandes dimensoes, que é nao-convexo e nao-
diferenciavel. Portanto, nao necessariamente sera determinada uma solucao global. Em

geral, determina-se uma solugao local, idealmente profunda.

Conforme ja apresentado anteriormente, o problema a ser resolvido consiste em par-
ticionar o conjunto de n pontos em k classes de modo que a funcao agrupamento seja
minimizada. Essas k classes estao associadas a k varidveis que representam os seus

centros. Como cada variavel é um ponto do R"™ ;| o total de varidveis do problema é n x k.

Uma escolha adequada do nimero de classes é muito importante para a analise de
agrupamento. E dificil definir a priori quantas classes representam um conjunto A em
andlise. A fim de aumentar o conhecimento a respeito do agrupamento, o decisor pode
partir de um pequeno nimero de classes £ e, gradualmente, aumentar essa quantidade
até que certo critério de terminacgao seja satisfeito. Ou seja, se a solugao do problema
(3.5) com k classes nao for satisfatéria, o decisor deve considerar o problema (3.5) com
k+ 1 classes e assim por diante. Neste caso, serda necessario resolver repetidamente o
problema de otimizagao (3.5) com diferentes e cada vez maiores valores de k. A fim de
evitar essa dificuldade, Bagirov e Yearwood propoem uma determinacao de classes passo

a passo.

A idéia central do algoritmo proposto por Bagirov e Yearwood em
[Bagirov and Yearwood, 2003] ¢é usar os resultados obtidos num certo passo para encon-
trar um boa solucao inicial para o proximo passo. Note que a funcao agrupamento para
k =1 é convexa e, portanto, nesse caso, as técnicas de programacao convexa podem ser

utilizadas.

Esse algoritmo tem dois atributos importantes:

e permite ao decisor manipular o conjunto de dados para reduzir com sucesso o niimero
de observagoes (registros) do conjunto em andlise sem perda de informacao dis-

ponivel;

e prové a capacidade de calcular grupos passo a passo, gradualmente aumentando

o numero de grupos até que uma condicao de parada é satisfeita, isto é, permite
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calcular tantos grupos quanto os contidos no conjunto de dados com relagao a alguma

especificada tolerancia.

Algoritmo 3.1 Um algoritmo para resolver o problema de andlise de agrupamento.

Passo 1 (Inicializagao) Selecione uma tolerancia € > 0 e um inteiro positivo kg
como numero de partida do total de classes. Faca k = ky , selecione um
ponto de partida em R™* ¢ resolva o problema de minimizacio (3.5)
com k = k. Seja z'* € R"™*  uma solucdo desse problema e Cj, o

correspondente valor da fungao objetivo.

Passo 2 (Calculo do préximo centro de classe) Selecione um ponto z° € R™ e

resolva o seguinte problema de minimizacao de dimensao n.

min  Cy(7) (3.7)

s.a xeR"Y

onde

2 —a

C(z) = Zmin{Hxl* —a

a€A

|/ llz—all}-

o

k+1,x

Passo 3 (Refinamento dos centros das classes). Seja T a solucao do problema

(3.7). Com funcao objetivo Cj1, resolva o problema (3.5) tomando 2%+ =

(xt*, ..., 2% 1) como ponto de partida.

Passo 4 (Critério de Parada) Seja "™ a solucio obtida no passo anterior e Cj, 1 .
o correspondente valor da fungao objetivo. Se

Chx — Chy1.4

<€
Cl*

entao pare, caso contrario faca k = k + 1 e va para o Passo 2.

No Passo 1, os centros das primeiras kg classes sao calculados. Em particular, se
for tomado ko =1 , entao o centro do conjunto total A sera calculado. No Passo
2, calcula-se um centro da proxima classe (k + 1), assumindo conhecidos os centros
das k classes anteriores. Note que o numero de varidveis do problema (3.7) é n , o
qual é substancialmente menor que o ntmero de varidveis quando todas as classes sao
calculadas simultaneamente. No Passo 3, o refinamento de todos os centros é efetuado. E

k+1,0

bem possivel que o ponto x calculado no passo anterior, Passo 2, nao esteja distante

daquele obtido na solucao de (3.5). Neste caso, um nimero moderado de iteragoes serd
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suficiente para obter uma nova solugao. Esta estratégia permite uma significativa redugao

do tempo de calculo para resolver o problema (3.5)

Tem-se que Ci, > 0 paratodo k >1 e queaseqiiéncia {Ci.} ¢é mondtona
decrescente, ou seja,
Ck—i—l,* S Ck,*a vk Z 1.

Dai, apds certo nimero iteragoes, o critério de parada no Passo 4 serd satisfeito.

3.1.6 Reducao da complexidade para conjuntos de dados de
grande porte via funcoes de agrupamento generalizadas

Devido a natureza combinatéria do problema de agrupamento, duas caracteristicas
do conjunto de dados podem afetar severamente o desempenho da ferramenta de agrupa-
mento: o nimero de registros de dados (observagdes) e o nimero de atributos de dados.
Em muitos casos o desenvolvimento de ferramentas eficientes requer a reducao de ambos
os numeros, isto é, observagoes e atributos, sem perda da capacidade de conhecimento.
Primeiro considera-se a reducao do numero de observacoes. A reducao do numero de

atributos sera discutida posteriormente.

Grandes bancos de dados usualmente contém um imenso niimero de pontos localizados
dentro de um conjunto limitado. Entao, varios pontos do conjunto de dados estao muito
préoximos uns dos outros. Seja A C R™ um conjunto finito. Assuma que uma certa
vizinhanga de um ponto b € R® contém m, pontosde A. Pode-se aproximar cada
um destes pontos por b e substituir a parte correspondente da funcao agrupamento

pelo termo my X min, ||x; — b||.

Mais precisamente, para um dado conjunto A e para uma dada tolerancia €
considere um conjunto B C R™ , tal que para cada a € A exista b€ B com a
propriedade ||b —al| < e. A colegdo (Ap)pep de subconjuntos de A ¢ dita uma

e-cobertura disjunta de A se

la=b|| < € (a€ Ay,
AbmAb’ - ®> (b%b,%

A = UA,,

beB

Seja  m; a cardinalidade de A,. Substituindo cada a € A, por b na

apresentacao da funcao agrupamento (', obtém-se a seguinte fungao de agrupamento
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generalizado:

)

Ck(xl,...,xk) = %Zmbmin{Hxl —b

beB

A Figura 15 ilustra uma funcao de uma variavel f(z) = Cy(z, &) com Z, fixo, onde
C, é uma funcio de agrupamento generalizada em R! para um conjunto de dados de 23

pontos. A figura 15 ilustra a multiplicidade de pontos de minimo local.

-30 ~20 -10 10 Vh 20 30
32.5

Figura 15: Funcao agrupamento generalizada em R*.

Pode-se usar funcoes de agrupamento generalizadas para efetuar uma adequada apro-
ximacao de fungoes de agrupamento. E, visto que a nocao de agrupamento é intrinseca-
mente flexivel, pode-se utilizar uma aproximacao apropriada da funcao de agrupamento,

mesmo que essa aproximacao nao seja exata.

3.1.7 Reducao da complexidade para conjuntos de dados de
grande porte via selecao de atributos

Os métodos de solugao para os problemas de agrupamento sugeridos por varios au-
tores tornam-se ineficientes em conjuntos de dados de grande porte. Para contornar esse
problema, foram propostos algoritmos de selecao de atributos. Esses algoritmos visam
determinar um conjunto tao pequeno quanto possivel de atributos que descreva adequa-
damente o conjunto das observagoes sob o ponto de vista da classificacao. Alguns métodos
estatisticos sao usados para a selecao de atributos, por exemplo, andlise de componentes

principais, ver [Mirkin, 1996] e referéncias.

Uma abordagem para efetuar a selecao de atributos supoe que a informacao nao é uma

propriedade individual do atributo, ela depende da estrutura de classificacao dos dados
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em consideracao. Em principio, um conjunto de atributos de informacao deve ajudar a
diferenciar as classes. E melhor considerar atributos de informacao nao individuais, mas
subconjuntos de atributos de informagoes. Um exemplo simples: se os valores de x; sao
proporcionais aos valores de x5, pode-se considerar z; como informativo e x5 como

supérfluo ou vice-versa.

Assumindo que os centros dos grupos fornecem alguma informacao sobre a estrutura
das classes, a abordagem acima pode ser implementada através de um algoritmo de selecao
de atributos que parta do agrupamento no interior de cada classe. Entao, usando um
conjunto de regras, alguns atributos sao removidos, passo a passo, até que a estrutura das
classes comeca a se alterar. Mais especificamente, se os grupos gerados apds a remocao
de algum atributo sao diferentes dos anteriores, entao o atributo eliminado é informativo
(sua eliminacao levou a um resultado diferente) e o processo ¢ finalizado. Caso contrério,

o atributo nao é informativo e pode ser eliminado.

3.2 Classificacao supervisionada via agrupamento

3.2.1 Introducao

O objetivo da classificagao de dados supervisionada é estabelecer regras para a clas-
sificacao de um conjunto de observagoes, assumindo que as classes ja sao conhecidas.
Para encontrar essas regras, um pesquisador pode usar conhecimento sobre subconjun-
tos de treinamento. A construcao do procedimento de classificacao pode também ser
um procedimento de reconhecimento de padroes, um procedimento de discriminagao ou
um procedimento de aprendizagem supervisionada. Esses problemas ocorrem num amplo

campo das atividades humanas.

Ha varios métodos para a classificacao de dados, que sao baseados em diferentes
metodologias: estatistica, redes neurais, métodos de teoria da informacao, etc. Uma
excelente revisao destes métodos, incluindo a parte computacional e comparagcoes, pode ser
encontrada em [Michie et al., 1994]. Métodos estatisticos para a classificacao sao descritos
em [McLachlan, 1992].

Um dos mais promissores enfoques para a classificagao de dados é baseado em métodos
de otimizagao matematica. Existem duas diferentes formas de aplicacao de técnicas de
otimizacao para a classificacao supervisionada de uma base de dados que consiste de pelo

menos duas classes e em que ha um conjunto treinamento para cada classe.
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A primeira, dita externa, é baseada na separagao do conjunto treinamento por meio
de uma certa (nao necessariamente linear) fungao. O método externo é atualmente o mais
popular. Em [Bradley and Mangasarian, 2000], problemas de programacao quadraticos e

bilineares sao usados para definir o processo de classificagao.

A segunda metodologia, dita interna, consiste em descrever o agrupamento para um
dado conjunto treinamento. Os vetores de dados sao atribuidos ao grupo mais préximo
e, consequentemente, ao conjunto que contém esse grupo. Para a implementacao desse
método é necessario resolver um problema complexo, nao-convexo e nao-diferenciavel de

otimizagao, seja local ou globalmente.

3.2.2 O método interno para a classificagao

Assuma que tem-se um conjunto de dados consistindo de [ classes A4;, ..., A;. Assuma
que a classe A, seja composta por k; grupos. Assim, pode-se usar a minimizacao da
fungao agrupamento Cj, a fim de encontrar os centros destes grupos e, entao, usé-los
para a classificacao. A primeira vista, este método nao é adequado. De fato, na verdade
reduz-se o problema mais simples de classificacao supervisionada a uma série de problemas
mais complicados de classificacao nao supervisionada. Entretanto, a presenca de classes

conhecidas facilita substancialmente a busca de grupos.

A funcdo agrupamento C} depende de n X k varidveis, onde n ¢é o numero de
atributos e k& é o nimero de grupos. Se as classes sao conhecidas, pode-se aplicar um
certo procedimento de selecao para diminuir o numero de atributos, e dai pode-se usar
somente n; < n atributos. Segundo, pode-se determinar os centros dos grupos passo a
passo. Isto significa que sera considerada uma série de k problemas de dimensao ny
ao invés de um problema de dimensao m; X k. A solucao dessa série é muito mais facil
do que a solucao de um tnico problema com dimensao maior. A seguir, é apresentado o

procedimento passo a passo usado para a classificacao supervisionada.

Seja A um conjunto composto de duas classes A; e Ay . Assumindo que cada classe
A; (j =1,2) consiste de um tnico grupo, pode-se calcular seus centros pela solucao do

seguinte problema de programacao convexa.

min  Cy(27) = Z |27 — a|.- (3.8)

aEAj

S. a 2 e R”
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A influéncia de todos os pontos de um dado conjunto, como por exemplo A;, esta
nele refletida. Tendo o centro de A,, pode-se definir pontos nao classificados de A; como
pontos que sao mais préoximos do centro As do que do centro A;. Removendo todos os
pontos nao classificados e resolvendo novamente o problema (3.1) para j = 1, pode-se
encontrar uma solucao mais precisa para o centro x; do conjunto A'. Pode-se considerar
x1 como o centro do primeiro grupo (principal) do conjunto A;. Entdo, pode-se olhar
para o centro do segundo grupo com o conhecimento do centro do primeiro grupo e assim

por diante. Uma idéia similar pode ser usada para a redugao da complexidade do processo.

3.3 Procedimento passo a passo para encontrar os
centros dos agrupamentos

Nesta secao, sera feito um preambulo para o algoritmo de classificacao. Sera apre-
sentado um método refinado, baseado na presenca de classes conhecidas, que permite

encontrar grupos do conjunto de dados por um processo passo a passo.

Seja A; uma das classes do conjunto A. Assumindo que cada classe é formada por
um Unico grupo, pode-se determinar o centro de cada classe, isto é, o centro de cada
subconjunto A;, resolvendo o problema (3.8). Um refinamento evidente pode ser feito
removendo todos os pontos nao classificados corretamente e, em seguida, resolvendo no-
vamente o problema (3.8), mas desta vez considerando somente os pontos corretamente
classificados. Cada solucao x]l obtida pode ser considerada como centro do primeiro grupo

de cada classe A;.

A fim de determinar o centro do segundo grupo de cada classe, resolve-se para cada

A; o seguinte problema:

min fo;(z) = Y min{|jz] —al|, |z —all}. (3.9)
aEAj
S. a xr e R",
Assuma que ja foram calculados os centros x}, ...,2t7' de t—1 grupos em cada

J
classe A;. Entao, o centro :173 do t-ésimo grupo ¢ definido como a solu¢ao do seguinte

problema:

min  fi;(2) (3.10)

s.a x€R"
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onde

S —al|, lz —al} (3.11)

fij(z) = Z min{Hx; —a

aGA]‘

e
Note que a minimizacao da fungao agrupamento requer muito mais tempo do que a
solugdo de uma série de problemas (3.10), ja que o nimero de varidveis em (3.10), i.e., n,

¢ substancialmente menor que em (3.5).

Seja X; = {le, ceey :c;} o conjunto formado pelos centros dos t primeiros grupos
da classe A;. Entao, pode-se apresentar a fungdo f;; definida por (3.11) na seguinte

forma:

fis(w) = 3 min {d(a, X{"V), o —al }, t=2.

aEAj

Assim, tem-se o seguinte problema de otimizacao global:

min fiy(z) = Y min {d(a, X)), — a||} (3.12)
aEAj
S. a reR"

Esta claro que
0< fij(z) < fan,(@) < ... < fij(z)

para todo x € R™ e que portanto esta sequiéncia é convergente. Assim, denotando por

xg a solugao do problema (3.12) na iteragao t, pode-s assumir como critério de parada

f(t—l)j(ff;_l) - ftj(l";') <,

onde € >0 é alguma tolerancia, pois a solu¢ao do problema (3.12) na préxima iteragao

nao ira melhorar significativamente a descrigao da classe A;.

Segue-se imediatamente da definicao da funcao fi; , que para todo z € R" vale

ful@) = 3 min{d(a, X!7), & - al|}

aEAj

> d(a, X))

aEAj

= d(Aja X;_l)

IA

Ou seja, é vélida a seguinte afirmativa (ver [Bagirov et al., 2002]):

Proposicao 3.1
fii(z) < d(A;, {Ijl, . ,1’;_1}), Vo € R™.
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Feito o preambulo, serd apresentado o algoritmo principal de classificagao.

3.4 O principal algoritmo de classificacao

Nesta se¢ao, sera apresentado uma descricao do algoritmo de classificacao para a

solucao do problema de classificacao.

As p-normas com p =1 ou p =2 podem ser usadas indistintamente. Por
simplicidade, serd considerada uma base de dados que contém unicamente as classes A;
e Ag.

Sejam e>0, Ny = {1,...,|A1|}, Ny = {|A1| + 1,...,|A1| + ‘AQ‘}

Algoritmo 3.2 Algoritmo de Classificacao.

Passo 1 (Inicializa¢do) Determinacao dos centros dos grupos assumindo que A; e
Ay contém um unico grupo.

min Y [la! - d'|| (3.13)

1€EN]

min Y [l2? — d'|| (3.14)

1€ N2
s.a 2/ eR™, j=1,2.
Faca k = 1.

Sejam x}, e x5, as solugdes do problema (3.13) e (3.14) e sejam f; e f3, os

valores destes problemas respectivamente.

Passo 2 Encontre o conjunto de pontos que nao foram classificados corretamente

nos grupos atuais. Ou seja, calcule os conjuntos:
*

1k — {’l € Nl : t:Irll,ln,lc H:L’;t — a,’H S t:Irll}n,]g H:L’Tt - a}H

*

2% {’l € N2 : t:Irll,ln,lc H:L’Tt — a,’H S t:Irll}n,]g H:L’;t - a}H

Passo 3 Calcule os seguintes conjuntos:

1. k—1

K, = {Z € N1\ Nyy Hvﬁk - aiH < t:min Hf{t o aiH} ’

K2 = {ZGNQ\ 2*k‘

Tor — @ H < min Hx —a H
2k t=1, k-1 12
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Passo 4 Refine os centros dos grupos usando apenas pontos que sao préximos dos
centros desses grupos, ou seja, os pontos que pertencem aos conjuntos K e

K.

Resolva o seguinte problema de programacao convexa:

min Z H:L’l —d|| (3.15)

1€EN7

min Z H:L’2 —d|| (3.16)
1€ No

s.a 2 eR™ j=1,2.

Sejam 2! e 2°% as solugoes dos problemas (3.15) e (3.16) respectivamente. Faca

* .01 * .02
T =27 ey =x°.
Passo 5 Determine o proximo grupo.

Resolva os seguintes problemas de otimizagao:

min —all,.. =5 —d|} (3.17)
S

min me{H —adl,..., —aiH} (3.18)
i€ N2

s.a xeR" j7=12

Passo 6 Seja z'' e z'? assolugoes, e firi1 € faory1 0s valores dos problemas

(3.17) e (3.18), respectivamente. Faca x},,, =" e a2}, , ="

Passo 7 Verificando o critério de parada.

Se
max { | fihs1 — f1k|’ | fors1 — forl } <e
Ji f
entao o algoritmo termina. Caso contrario, faca k =k + 1 e vé para o Passo
2.

Nota: Visto que os problemas (3.17) e (3.18) tem a forma (3.12), a fim de aplicar este
algoritmo para conjuntos de dados reais, é necessario resolver eficientemente o pro-
blema de minimizacao (3.12). Note que o algoritmo pode ser abordado com dois
diferentes enfoques: um, utilizando técnicas de otimizacao local, e outro, o ferra-
mental de otimizacdo global, na resolu¢ao do problema (3.12). Entao, diferentes

métodos de otimizagao numérica conduzem a diferentes versoes desse algoritmo.

Observagoes: Essa estratégia proposta por Bagirov apresenta as seguintes vantagens em
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relacao as demais alternativas de classificacao:

1. o enfoque é geral,;
2. o enfoque é adaptativo a conformacao das classes;

3. pode ser facilmente estendido para efetuar a classificacao com qualquer niimero

de classes;

4. Nao carece de transformagoes mais elaboradas.
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4 Proposta de solucao do
problema de classificacao

Nesta secao, propoem-se uma alternativa diferenciavel para a resolucao de problemas
da forma (3.12), entre os quais encontram-se os principais problemas presentes no algo-
ritmo de classificacao (3.2). Significa dizer que, neste trabalho, a preocupacao principal é
com uma proposta alternativa ao algoritmo (3.2), de modo que os demais algoritmos nao

serao objeto de analise mais profunda.

Nesta proposta, sugere-se que o principal problema de otimizagao do algoritmo (3.2),
seja resolvido através de um processo de suavizacao hiperbdlica que garante a diferencia-
bilidade do problema. Com esta proposta, embora nao seja possivel garantir um minimo
global, espera-se obter minimos locais profundos, ja que como sera visto o processo de

suavizagao pode reduzir o nimero de minimos locais.

Na solugdo do problema de classificagdo utilizando o algoritmo (3.2), tem-se como

maior desafio a solugao dos problemas de otimizagao (3.17) e (3.18) do passo 5, explicita-

mente,
min Zmin{“azl—ai}},}xfl—ai}},..., o, —d'||}
1€N1
min Zmin{“azz—aiH,}le—a’”,..., ka—aiH}
1EN2

s.a o eR™ j=1,2.

E considerada uma base de dados que contém duas classes: A; e As, sendo

N1 == {1,...,|A1|},
Ny = {[A|+1,... [A] +[Asf}.

Com o sentido de simplificar a definicao dos problemas de otimizacao (3.17) e (3.18),
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define-se

i

Dji = min {‘

|l = |}, i e N, (4.1)

*

*

onde z7y, ..., T}, sao constantes que representam as coordenadas dos k centros da classe

j gerados da primeira até a k-ésima iteragao do algoritmo (3.2).

Para a obtencao de uma forma mais conveniente do problema a aplicagao da sua-

vizagao, serao definidas as variaveis

Z;i(«’) =min { ||/ — &'||, Dj;}, i € N;. (4.2)

Usando as defini¢oes (4.1) e (4.2), tem-se:

Hzgn mln{Hx a H s } le a H, Cy Ijk a H} = II:BII mln{Hx a H >D]z}
1EN; 1EN;
= win Y Z,()
x)
1€EN;

4.1 Transformacao do problema

Para j = 1,2, serao considerados os problemas equivalentes a (3.17) e (3.18)

min Z Zj; (4.3)

1EN;

S. a Zj-:min{ij—ai 7Dji}7 iENj.

Considerando esta definicao, cada Zj; deve necessariamente satisfazer as seguintes

restrigoes de desigualdade:

Zji < HSL’J - CLi } 5 Vi € Nj, (44)
Zi; < Dy, VieN;. (4.5)

Substituindo as restrigoes de igualdade do problema (4.3) pelas desigualdades acima,

para cada j = 1,2, obtém-se o seguinte o problema relaxado:

1EN;

S. a Zji S HLE‘] —a

Y

Zi <D

7y

i €N
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Uma vez que as varidveis Zj; sao inferiormente ilimitadas, entao o problema rela-
xado (4.6) também serd inferiormente ilimitado. Segue que, para se obter a equivaléncia
desejada entre os problemas (4.3) e (4.6), é necessario modificar este ultimo. Para tal,

primeiro define-se ¢(y) = max{y,0} e observa-se que para o conjunto de desigualdades

do problema (4.6) vale
Para j, 7 fixos, sao definidos

& = min{|le’ — ' D3},
dy

max{H:Ej — ai

aDji

Pela defini¢ao, tem-se d; < ds. A Figura 16 mostra as duas parcelas de (4.7) em funcao
de Zj;, considerando a situagao em que prevalece a relacao mais frequente em que se

manifesta a desigualdade estrita d; < ds .

max(Zji -dy, 0 x max(Zji -d,, 0)

0] S ——
d d; z;

Figura 16: Os valores das parcelas do lado esquerdo da equagao (4.7).

Usando as igualdades (4.7) no lugar das restrigdes de desigualdade do problema (4.6),
seria obtido um novo problema onde Zj; continuaria inferiormente ilimitado. Note que a
funcao objetivo do problema (4.6) for¢a a reducao de cada Zj;, portanto pode se pensar

em limitar estas varidveis inferiormente substituindo o sinal “=" em (4.7) pelo sinal
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“>”_ Obtém-se assim o problema nao canodnico, i.e., com restri¢coes de desigualdade estrita
min Y Zj (4.8)

S. a ()O(Zjl— HSL’)—CLZH)—FQO(Z]Z—DJJ >0, ieNj.

A formulagao candnica pode ser recuperada a partir de (4.8) pela adi¢ao de um termo

perturbacao e. Considera-se assim o problema modificado

min Y Zj (4.9)

1EN;

para € > 0.

Uma vez que a regiao vidvel do problema (4.8) é o limite da regidao viavel de (4.9)
quando € — 04, pode-se entao solucionar o problema (4.8) resolvendo uma sequéncia de

problemas da forma (4.9) gerada por uma sequéncia de valores de e que tende a zero.

4.2 Suavizacao do problema

Analisando o problema (4.9), vé-se que a definigao da fungao ¢ envolve uma estrutura
rigida e nao-diferenciavel, o que torna a sua solu¢cao computacionalmente muito complexa.
Em vista disso, o método numérico que sera adotado para resolver as restricoes do pro-
blema (4.3) faz uso de uma estratégia de suavizagdo [Xavier, 1993]. Dessa perspectiva,

define-se a funcao
oy, 7) = (y+ Vy*+7°)/2; (4.10)

para y e R e 7> 0.

A funcdo ¢ tem as seguintes propriedades:

(@) ¢(y,7) > ¢ly), v >0;
(b) lim é(y, 7) = ¢(y);
(c) ¢(-,7) é uma fungdo C'* crescente e convexa.
A fungao ¢ ¢é uma boa aproximagao da fungao ¢ . O parametro 7 indica o nivel

da aproximacao, pois a medida que 7 tende 0, a funcao suavizadora ¢ se aproxima

da funcao original ¢. Adotando-se as mesmas hipéteses da Figura 16, as parcelas das
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restrigoes do problema (4.9) e suas correspondentes aproximagoes suavizadas, dadas por

(4.10), sao exibidas na Figura 17.

max(Zji -d, 0) _;.; max(Zji -d,, 0)

A

0(Z;-dp, D) 0(Z;i-dy, D) !/I’f,{’!

i
ey
./. I

/ _____________ ,fi T/2

Figura 17: O valor das parcelas das restri¢oes do problema (4.9) e suas respectivas apro-
ximagoes suavizadas dadas pela funcao ¢.

Substituindo a fun¢do ¢ por ¢ mno problema (4.9) obtém-se

min Y Zj (4.11)

iEN;

s.a ¢(Zj— o) —d

,T)+¢(Zji — Dyji, 7) > €, i € Nj.
para € > 0.

Para se obter um problema completamente diferenciavel é necessario, ademais, suavi-

zar a funcao distancia euclidiana ||z7 — a||. Com este propésito, define-se a fungao

02 a',7) = /lla7 — @ils + 42, paray > 0.

A funcao 6 tem as seguintes propriedades:

%

E

() lim 0, ') = o7 —

(b) 6 ¢é uma fungao C*™.

unca 7, al & u roxi a r istancia euclidiana ||z7 — a'|| .
A funcao 6(z7,a’,v) é uma boa aproximacao para a distancia euclidiana ||z’ g

O parametro v indica a qualidade da aproximacao. Na medida em que 7 se aproxima
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de 0, a fungdo @ tende para o valor exato da distancia, conforme visualizado na figura
18.

‘‘‘‘‘‘‘

j i
Ix’ - a'll,

Figura 18: Distancia euclidiana entre os pontos 27 e a' e sua suavizacao dada pela
funcao 0(z7,a’, ).

Substituindo a distancia ||z/ — a|| pela fungdo 6 no problema (4.11), obtém-se o

problema diferencidavel

min Y Zj (4.12)

1€EN;

s @(Zj —0(2,a',7),7) + ¢(Zji — Dji,7) > €, i € N,

As propriedades das fungbes ¢ e 6 permitem encontrar a solugao do problema (4.8)
resolvendo uma sequéncia de subproblemas da forma (4.12) produzida pelo decréscimo

dos parametros v, T, €.

Dado um centréide z7, a propriedade (c¢) da fungao hiperbdlica ¢ implica que as

restrigoes do problema (4.12) serdo ativas. Portanto, o problema (4.12) é equivalente a

min Y Zj (4.13)

1EN;

S. a hji(Zji,Zlﬁ'j) = ¢(Z] — 9(arj,ai,7),7') + QS(Z]Z — Dji,T) — €= 0, 1€ Nj.

A dimenséao do espaco das varidveis do problema (4.13) é |N;|+n. Como em geral, o

nimero de observacoes dado por |N;| é grande, o problema (4.13) tem um grande nimero
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de variaveis. Todavia, ele possui uma estrutura separavel, pois cada varidavel Z; aparece
em uma Unica restri¢ao de igualdade. Além disso, a derivada parcial de h;;(Z;;, 27) com
respeito a Zj; ¢ estritamente positiva, pois hj,-(Zj,-,xj ) € crescente com respeito a Zj;
(vide Figura 17). Portanto, é possivel usar o Teorema da Fungao Implicita para calcular

cada componente Z;; como fungao do centrdide 7.

Dessa forma, o problema irrestrito

min f(x) = Y Zji(2)). (4.14)

1EN;

é obtido, onde cada Z;;(27) resulta do cdlculo de uma raiz de cada equagao

hji(Zji,Ij) = ¢(ij — H(xj, CLi,’)/),T) + ¢(ZJZ — Dji,T) — € = 0, 1 E Nj. (415)

Devido a propriedade (a) da fungdo hiperbdlica ¢, as duas primeiras parcelas da
equacao acima sao estritamente crescentes com respeito a varidvel Z;; e, portanto, a

equacao acima possui raiz unica.

Novamente, devido ao Teorema da Fun¢ao Implicita as fungoes Z;;(27) tém todas as
derivadas com respeito a varidvel 27/. Assim, é possivel calcular o gradiente da funcao

objetivo do problema (4.14) da seguinte forma:

Vi)=Y VZa), (4.16)

1€EN,;
onde .
8hji(Zji, x?

VZ;i(x') = =Vh;i(Z)/ 07
J

(4.17)

A metodologia acima emprega as mesmas idéias de [Abadie and Carpenter, 1969] uti-
lizadas no desenvolvimento do algoritmo do gradiente reduzido dedicado a resolucao do
problema geral de programacao nao-linear sujeito a restricoes de igualdade. Dessa forma,
é facil resolver o problema (4.14) utilizando qualquer método baseado em informagoes da
derivada de primeira ordem. E necessdrio enfatizar que o problema (4.13) é definido em

um espago n-dimensional, ou seja, trata-se de um problema de pequeno porte.

Em suma, pelo uso da suavizacao hiperbdlica, conforme acima apresentado para
j = 1,2, deve ser resolvida uma sequéncia de problemas da forma abaixo, obtida pela
manipulagao conveniente dos parametros 7, €, v:

min Y Zj (4.18)

1EN;
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S. a hji(Zji,SL’j) = (b(Zj — H(xj,ai,y),T) + (b(ij — Dji,T) — € = 0, 1€ Nj,
onde

¢y, 7) = W+ VyZ+77)/2, (4.19)
0w, a',7) = Il — @i} 2 (420)

Ademais, esse problema pode ser resolvido pela forma irrestrita (4.14).

Agora, serd feita uma digressao sobre os efeitos adicionais engendrados pelo uso da
suavizacao. Para efeito de uma ilustracao bem singela, serd considerado um problema

com unicamente trés pontos num espaco de uma tnica dimensao.

Na Figura 19, sao representadas as parcelas Z;1, Zj2, Zj3 da funcao objetivo do
problema original como funcao de 7. A Figura 20 é a representacao suavizada do mesmo
caso representado pela Figura 19. As parcelas suavizadas representadas na Figura 20
foram geradas a partir das solugoes Z;1, Zjo, Zj3 das restri¢oes de igualdade do problema

suavizado (4.12) em funcao de 27 e um conjunto de trés valores pré-fixados dos parametros

T,7, €.
d; Parcelas originais
— Z;
d;
d
a ay az ]

Figura 19: Parcelas originais Z;; do problema (4.3).

Na Figura 21, foram representadas a soma das trés parcelas da funcao objetivo, bem
como das respectivas fungoes suavizadas. Observa-se na Figura 21, a reducao do ntimero
de minimos locais. Em particular, os minimos locais existentes em a; e as na funcao
original sao eliminados na funcao objetivo suavizada. Isso mostra o poder convexificador
da proposta de suavizacao hiperbdlica. Constata-se que a soma das parcelas suavizadas

resultou numa fun¢ao unimodal com minimo global préximo ao da funcao original. Em-
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Parcelas suavizadas
comt=y=€=0.5
comT=y=¢=1.0
- comT=Y=¢€=2.0

a3

Figura 20: Parcelas do problema suavizado (4.12) com diferentes valores dos pardametros
T, 7, €.

bora esse fato seja extremamente promissor, nao se pode garantir que, para qualquer caso,

0 mesmo torne a ocorrer.

Funcao original
Zji .
Funcoes suavizadas E
el comT=y=¢=0.5
R mm—— comT=Y=¢ . o
A . e comT=Y=§€

=1.0
=20

a a a3

Figura 21: Funcao objetivo original Z;; do problema (4.3) e funcoes objetivo do problema
suavizado (4.12) com diferentes valores dos parametros 7, v, €.

A transformagao do problema original nao-diferencidvel e fortemente nao-convexo em
um problema diferenciavel e menos nao-convexo, i.e., com um menor nimero minimos
locais é uma das principais vantagens da suavizacao hiperbdlica. As Figuras 20 e 21

ilustram essa afirmagao no caso em que 27/ € R e i € {1,2,3}.

Assim, de acordo com a apresentagao acima o processo de solu¢ao do problema (4.18)

serd implementado através do seguinte algoritmo geral:
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Algoritmo SH (suavizagao hiperbdlica)
Inicializacao
Escolha ponto inicial 2 para parametros ', 71, ¢
Escolha valores de reducdo p;, j = 1,2, 3 no intervalo aberto (0, 1).
Faca k=1
Passo Principal
Enquanto algum critério de parada nao for satisfeito, repita:
Resolva para j = 1,2 o problema (4.18) com

0 1

v =",
T=r1k
€= e,
tomando como ponto inicial z*~! e obtendo como z* como solucao.
Faca
Y = ik,
TR = prk,
e+l = poek,
k=Fk+1.

Como em outros métodos de suavizagao, a solu¢ao para o problema (4.18) serd obtida
através da resolucao de uma seqiiéncia de subproblemas de minimizacao irrestritos (k =

1,2,...,m) conforme indicado no Algoritmo SH.

Note que o Algoritmo SH faz 7 e v se aproximarem de zero, logo as fungoes ¢ e 6
presentes nas restri¢goes do problema (4.18) aproximam-se das fungoes ¢ e ||-|| respec-
tivamente. Adicionalmente, faz € se aproximar de zero, portanto, em um movimento
simultaneo, o problema resolvido se aproxima gradativamente do problema original. E
implicit t id lgorit t lugao de mini lobal, z*, d
implicitamente assumido que o algoritmo encontra uma solugao de minimo global, ¥, do
subproblema suavizado ou, pelo menos, um minimo local profundo, ou seja, com valor

muito baixo.
Sob essa hipdtese e devido as propriedades de continuidade de todas as fungoes envol-
id iiéncia zt, 2 de val Sti d der igual lor 6ti
vidas, a sequencla x,x”,... de valores otimos deve tender 1gualmente a um valor otimo

profundo do problema original.
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5 Experimentos computacionais

Neste capitulo, serao apresentados os resultados de experimentos computacionais re-
alizados com o intuito de avaliar e validar proposta de solugcao deste trabalho. Foram
primeiramente utilizadas cinco bases de dados sendo duas delas sintéticas e as demais

reais.

As bases de dados reais utilizadas nos experimentos utilizando o método aqui proposto
fazem parte do repositério UCI - Machine Learning Repository [Asuncion and Newman, 2007].
Dentre as bases de dados disponiveis nesse repositério, foram selecionadas a base de da-
dos australiana de aprovacao de crédito (Australian Credit Approval), a base de dados
de diagnéstico de cancer de mama do estado de Wisconsin (Breast Cancer Wisconsin
- Diagnostic) e a base de dados de doengas do figado (Liver Disorders Data Set), aqui
referidas, respectivamente, por BDCA, BDCW e BDDF.

Para implementar o algoritmo de solucao, foi escrito um cédigo fonte em FORTRAN
77 e compilado no compilador Compaq Visual Fortran v6.1. Os experimentos computa-
cionais foram realizados em um computador com sistema operacional Windows XPSP2,
processador Intel Pentiun Dual Core 2 Duo E-6320 - 1,86GHz e 2GB de meméria RAM. Os
procedimentos de minimizagao incondicional foram efetuados através do método Quase-
Newton com atualizagao da matriz hessiana dada pela formula BFGS, obtida na Harvell
Subroutine Library (HSL - http://hsl.rl.ac.uk/archive/hslarchive/ hslarchive.html).

5.1 Experimentos computacionais com bases de da-
dos sintéticas

As duas bases de dados sintéticas ART1 e ART?2 foram criadas objetivando tao so-
mente um teste inicial do algoritmo, em que fosse possivel um acompanhamento visual
e 16gico dos procedimentos do mesmo. Nao é feita qualquer comparagao de desempe-

nho, inclusive pela inexisténcia de quaisquer outros resultados. Os testes foram realizados
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adotando-se como tnico critério de parada o nimero maximo de iteragoes do algoritmo.

O método proposto é recursivo e em cada iteracao cria dois novos grupos, um para
cada classe, e determina seus respectivos centros. Em seguida, cada uma das observagoes
da base de dados é associada ao grupo de cujo centro estda mais proxima. Apds essa etapa,
ocorre um refinamento na posicao dos ultimos centros gerados, levando-se em conta apenas
as observagoes corretamente classificadas. Mesmo apds o refinamento dos centros, podem
ocorrer erros em que uma observacao pertencente a uma dada classe é alocada, de forma
equivocada, em um agrupamento pertencente a outra classe. A despeito dos esforcos
do algoritmo ao longo das iteragoes para reducao desses erros, tendéncia empiricamente
constatada, nao ha garantias de que eles sejam completamente eliminados até o final do

Processo.

Observa-se ainda que, devido as caracteristicas do algoritmo, pode ocorrer em certos
casos um ligeiro acréscimo do valor da funcao objetivo entre duas iteracoes consecutivas,
mas se mantém a tendéncia de decréscimo do valor da fungdo objetivo ao longo das

iteragoes na quase totalidade das iteragoes desses experimentos.

5.1.1 Base de dados sintética ART1

A base de dados sintética ART1 é formada por 148 observagoes divididas igualmente
entre duas classes. As observacoes de ART1 possuem dois atributos. Nesse experimento,
as classes sao relativamente simétricas e formadas por subgrupos completamente separa-
dos, ou seja, bem definidos (ver Figura 22). Na geracao da solu¢ao, o niimero maximo de

iteracoes foi arbitrariamente fixado em quatro.

Na Tabela 1, a coluna K corresponde ao ntimero da iteracao, as colunas EA1 e EA2
correspondem ao percentual de observacoes mal classificadas das classes A; e Ay respec-
tivamente, a coluna EA indica o percentual total de observacoes mal classificadas, as
colunas FO1 e FO2 correspondem respectivamente ao valor da funcao objetivo nas classes
Aj e Ay e as colunas TP1 e TP2 correspondem aos tempos de processamento em segundos

consumidos pelo algoritmo em cada uma das classes por iteracao.

Observa-se claramente na Tabela 1 a tendéncia de redugao tanto do ntimero de ob-
servacoes mal classificadas quanto do valor da funcao objetivo a cada iteracao em am-
bas as classes. Nota-se também que os tempos de processamento sao baixos e relativa-
mente proximos entre iteragoes. A proximidade do tempo de processamento nas diferentes

iteragoes é um comportamento esperado, ja que a cada iteragao é resolvido um problema
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Figura 22: Base de dados ART1 - as observagoes pertencentes a classe A; sao represen-
tadas em azul pelo simbolo (x) e as pertencentes a classe Az, em vermelho pelo simbolo

().

de otimizacao ligeiramente diferente do resolvido na iteracao anterior, mas exatamente do

mesmo porte.

K| EA1l | EA2 EA FO1 FO2 | TP1 | TP2
1 |324% | 32,4% | 32,4% | 324,95 | 324,95 | 0,01 | 0,04
2
3

12,2% | 12,2% | 12,2% | 302,67 | 302,67 | 0,01 | 0,02
12,2% | 12,2% | 12,2% | 151,48 | 151,48 | 0,03 | 0,03
41 0,0% | 0,0% | 0,0% | 137,19 | 137,19 | 0,01 | 0,02

Tabela 1: Base de dados ART1: erros percentuais, valores da fun¢ao objetivo e os tempos
de processamento em segundos em cada classe por iteracao.

As Figuras 23-26 ilustram o comportamento do algoritmo proposto em cada uma das

quatro iteracoes.

Na primeira iteracao do algoritmo proposto sempre gera-se dois grupos iniciais. Nesse
caso, os dois grupos possuem observagoes erradamente vinculadas, mas observa-se que a

maioria das observagoes ja estd corretamente classificada (ver Figura 23).

Na segunda iteragao, sao formados dois novos centros. Os grupos associados a esses

centros sao formados apenas por observagoes corretamente classificadas (ver Figura 24).

Na terceira iteragao (Figura 25), devido aos ditames da minimizagao da funcao obje-
tivo, valeu a pena dividir os grupos mais numerosos ao invés de criar dois novos grupos

em cima dos subconjuntos de observagoes mal classificadas.

O resultado final, a classificagao sem erros de todas as observagoes da base de dados,

¢ exibido na Figura 26.
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Figura 24: Base de dados ART1, na segunda iteragao os novos grupos formados possuem
apenas classificagoes corretas.
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Figura 25: Base de dados ART1, na terceira iteracao o algoritmo dividiu os grupos mais
NUMerosos.
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Figura 26: Base de dados ART1, configuragao final com todas as observagoes corretamente
classificadas.

Cabe observar que a solugao obtida captura a simetria da distribuicao das classes o

que reflete a racionalidade implicita nos procedimentos do algoritmo.

5.1.2 Base de dados sintética ART?2

A base de dados ART?2 ¢é formada por 1000 observagoes dividas igualmente entre duas
classes. As observacao da base ART2 possuem somente dois atributos. Aqui, as classes
sao distribuidas de forma quase que continua, nao ocorrendo a formacao de subgrupos
bem definidos no interior de cada classe. Além disso, a classe A; estd distribuida ao redor
da classe A, de tal forma que a intersecao de seu fecho convexo com a classe Ay nao é
vazia (ver Figura 27). Por isso, esse problema teste apresenta dificuldades de resolugao a

despeito da sua separabilidade visualmente evidente.

2.5 T T

0.5+

-0.5
-1

o -
-
[
w
-
w
[=2]

Figura 27: Base de dados ART?2 - as observacoes pertencentes a classe A; sao representa-
das em vermelho pelo simbolo (%) e as pertencentes a classe Ay, em vermelho pelo simbolo

().
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Na Tabela 2, a coluna K corresponde ao ntimero da iteracao, as colunas EA1 e EA2
correspondem ao percentual de observacoes mal classificadas das classes A; e A respec-
tivamente, EA indica o percentual total de observacoes mal classificadas, as colunas FO1
e FO2 correspondem respectivamente ao valor da funcao objetivo nas classes A; e Ay e
as colunas TP1 e TP2 correspondem aos tempos de processamento em segundos consu-
midos pelo algoritmo em cada uma das classes por iteracao. Nesse experimento o niimero

maximo de iteracoes foi arbitrariamente fixado em sete.

Novamente, observa-se claramente a tendéncia de reducao do percentual de erros a

cada iteracao e que os tempos de processamento sao baixos e relativamente préximos.

K| EA1 | EA2 EA FO1 FO2 | TP1 | TP2
25,0% | 33,0% | 29,0% | 529,59 | 261,03 | 0,13 | 0,14
23,6% | 31,8% | 27,7% | 434,28 | 194,35 | 0,14 | 0,13
10,6% | 31,8% | 21,2% | 339,96 | 140,47 | 0,15 | 0,16
0,8% | 23,2% | 12,0% | 282,88 | 121,18 | 0,15 | 0,18
0,8% | 18,0% | 9,4% | 227,69 | 104,04 | 0,15 | 0,19
0,8% | 18,0% | 9,4% | 200,02 | 88,04 | 0,16 | 0,15
71 08% | 132% | 7,0% | 179,46 | 81,35 | 0,16 | 0,23

| T = | W DN —

Tabela 2: Base de dados ART2: erros percentuais, valores da funcao objetivo e os tempos
de processamento em segundos em cada classe por iteracao.

As Figuras 28-34 ilustram a evolucao do algoritmo ao longo das sete iteracoes.

A primeira iteracao do algoritmo proposto sempre gera dois grupos iniciais (ver Fi-
gura 28). Nesse caso, devido a distribuicao das observagoes da classe A; e aos critérios
definidos pela funcao objetivo, o algoritmo posicionou o primeiro centro da classe A; sobre

observacoes da classe As.

25 T T T

05 I 1 1 I I 1
-1

Figura 28: Base de dados ART2, os primeiros centros gerados pelo algoritmo.

Na segunda iteracao, o algoritmo posicionou dois novos centros para as classes, me-
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lhorando a classificagao segundo os critérios estabelecidos pela fungao objetivo. Contudo
o novo centro da classe A; também estd localizado sobre observagoes da classe Ay (ver

Figura 29).

25 T T

05 1 I I I I 1
-1 0 1 2 3 4 ) 6

Figura 29: Base de dados ART2, segunda iteracao: os grupos gerados e seus centros.

Da terceira a sexta iteracao, o algoritmo gera para ambas as classes novos centros que

refinam os grupos no interior de cada uma delas (ver Figuras 30-33).

25 T T T

Figura 30: Base de dados ART2, terceira iteracao.

A Figura 34, ilustra o resultado final alcancado pelo algoritmo com sete centros em
cada classe. Os dois primeiros centros da classe A; (azul) estdo erroneamente posiciona-
dos sobre observagoes da classe Ay (vermelha). O grupo quatro da classe A, (vermelha)
contém equivocadamente uma pequena parcela de pontos da classe A; (azul). Apesar
desses comentarios, constata-se que o resultado final obtido pelo algoritmo tem boa qua-
lidade, uma vez que o percentual total de pontos equivocadamente classificados se situa

em torno de apenas 7%.

Vé-se pelas figuras que a intersecao do fecho convexo da classe A; com a classe A,

ocasionou a definicao equivocada dos dois primeiros centros da classe A;. Assim, é possivel
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Figura 32: Base de dados ART2, quinta iteragao.
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Figura 33: Base de dados ART2, sexta iteracao.

ver uma certa fragilidade do algoritmo em lidar com superposicoes de fechos convexos
das classes consideradas, sobretudo nas primeiras iteracoes. No entanto, a resultado final
apresenta erro relativamente baixo em ambas as classes como é exibido na Figura 34. Vale
ressaltar que os grupos definidos pelos dois primeiros centros da classe A; sao formados

apenas por observacoes da classe Ay, portanto uma alternativa para aumentar a eficiéncia
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Figura 34: Base de dados ART2, configuracao final.

do método é considerar a possibilidade de exclusao dos centros de grupos que ao final do
algoritmo apresentem alto grau de impureza, i.e., um percentual elevado de observagoes

equivocadamente classificadas.

5.2 Bases de dados reais

A seguir serao analisados os resultados obtidos com o algoritmo proposto para trés
bases de dados estudadas também por Bagirov em [Bagirov and Yearwood, 2003|. Especi-
ficamente, sera analisado o desempenho do método proposto na classificacao utilizando a
base de dados australiana de aprovacao de crédito (Australian Credit Approval), a base de
dados de diagndstico de cancer de mama do estado de Wisconsin (Breast Cancer Wiscon-
sin - Diagnostic) e a base de dados de doencas do figado (Liver Disorders Data Set), aqui
referidas, respectivamente, por BDCA, BDCW e BDDF, todas contidas no repositério
UCI - Machine Learning Repository [Asuncion and Newman, 2007].

Nos experimentos computacionais realizados com as bases de dados reais utilizou-se
como critério de parada uma tolerancia na variacao da fungao objetivo entre duas iteragoes
consecutivas. A parada do algoritmo ocorre quando o médulo da diferenca de valores da
funcao objetivo, em duas iteragoes sucessivas, dividido pelo valor inicial da fungao objetivo
for inferior a uma dada tolerancia, conforme definido no passo 7 do algoritmo (3.2). Em

todos os experimentos foi adotada a tolerancia € = 1072,

As bases de dados aqui analisadas tém caracteristicas bem distintas das bases artifi-
ciais estudadas no item anterior. Em primeiro lugar, no caso das bases artificiais, cada
observacao tinha apenas dois atributos que assumiam valores continuos e comparaveis,

a0 passo que, nas bases reais, as observacoes tém varios atributos, alguns continuos com
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valores bem dispares e outros discretos. Tal fato gera um problema de natureza pratica
que é a necessidade de harmonizar as diferentes escalas em que os atributos sao expressos.
Visando a comparabilidade dos diferentes atributos, é usual adotar um procedimento de

homogeneizagao dos dados.

Nesse estudo, foram aplicados trés procedimentos de homogeneizacao encontrados
no software MATLAB: meanvar, softmaz e minmaz. Denotando, respectivamente, por
Told » Tpew s T , 0y, min(x) e max(x) . Os valores original e homogeneizado do
atributo, a média, o desvio padrao, o minimo e o maximo do atributo considerando todas
as observacoes da base de dados, esses procedimentos de homogeneizacao sao definidos da

seguinte forma:

a) meanvar

Told — T
Tnew = l‘jjim (5.1)
b) softmax )
Tnew = (1 + exp (m))_ , (5.2)
Oz
¢) minmax
. x — min(x) . (5.3)

max(z) — min(z)

Para cada base de dados, foram realizados testes de comparagao entre os trés métodos
de homogeneizacao visando escolher em cada caso o mais adequado. Para os testes com as
bases de dados BDCA, BDCW e BDDF, as homogeneizagoes que produziram os melhores
resultados foram, respectivamente, meanvar, softmax e minimax(ver Tabela 3). O critério
de julgamento utilizado baseou-se no erro percentual cometido pelo método de classificacao

proposto apods a aplicacao de cada um dos procedimentos de homogeneizacao.

BD none | meanvar | softmax | minmax
BDCA | 351% | 13,6% 14,9% 19,1%
BDCW | 10,5% 5,3% 3.2% 3, 7%
BDDF | 44,3% | 37,7% 35,7% 33,0%

Tabela 3: Erros percentuais obtidos pelo método de classificagao proposto com as diferen-
tes estratégias de homogeneizacao. A coluna none apresenta os erros percentuais obtidos
quando os dados nao sofrem qualquer homogeneizacao.

Além disso, em foi adotada a estratégia de validagao dos resultados denominada ten-
folder. Esta estratégia ciclica é dividida em duas etapas: treinamento e teste. Inicialmente,
os dados sao aleatoriamente divididos em dez subconjuntos com cardinalidades aproxima-

damente iguais. Em seguida, inicia-se a fase de treinamento, onde obtém-se uma solugao
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(centros das classes) para o problema de classificacao utilizando nove dos dez subcon-
juntos. Na fase de teste, o subconjunto nao utilizado é classificado com base na solugao
obtida na fase de treinamento. Esse processo é realizado dez vezes, deixando-se, em cada
caso, outro dos dez subconjuntos de fora. Ao final considera-se a média dos resultados

obtidos na fase de teste para julgar a eficiencia do método.

Os resultados obtidos por trés diferentes métodos apresentados em
[Bagirov and Yearwood, 2003] serao utilizados para comparagao. Esses métodos serao
denotados por BAG1, BAG2 e BAG3 e sao aplicados para resolucao do problema de
otimizagao do passo 5 do algoritmo (3.2). O método BAG1 utiliza um algoritmo de oti-
mizacao local baseado em aproximacoes continuas do subdiferencial de Clarke, o método
BAG2 aplica um algoritmo de otimizagao local do problema baseado em aproximagoes
continuas do quasidiferencial de Demyanov-Rubinov e o método BAG3 utiliza um algo-

ritmo de otimizacao global.

Os resultados dos experimentos de Bagirov foram gerados utilizando-se cédigos es-
critos em FORTRAN 90 que foram processados em um PC Pentium-S com CPU de 150
MHz.

Conforme assinalado no artigo [Bagirov and Yearwood, 2003|, os métodos BAGI,
BAG2 e BAG3 foram aplicados apds uma estratégia de homogeneizacao e selecao de
atributos que permitiu uma consideravel reducao do ntmero de atributos dos proble-
mas. Assim, foi possivel obter uma reducao no nimero de atributos de 14 para 3 na
base BDCA e de 30 para 3 na base BDCW. Nao houve reducao do ntumero de atri-
butos da base de dados BDDF. Em todos os experimentos numéricos apresentados em
[Bagirov and Yearwood, 2003], o critério de parada definido pela variagao relativa do valor
da funcdo objetivo estabelecido pelo parametros e = 1072, Esses autores também lacam

mao do método ten-folder para validacao dos procedimentos.

Os erros encontrados utilizando a formulagao aqui proposta sao relativamente préximos
aos obtidos por Bagirov, embora o ntimero de grupos seja bem diferente. Isso deve-se a
uma série de fatores, entre os quais destacam-se: as diferentes estratégias de homoge-
neizacao de dados, particularidades de implementagao, nimero de grupos, e, principal-
mente, o fato de nao ser utilizado nenhum procedimento de selecao de atributos nos
experimentos computacionais realizados. Outro aspecto relevante é que os problemas
tratados apresentam diversos minimos locais, podendo a convergéncia de cada algoritmo

especifico ocorrer em um particular minimo local diferente do obtido por outro método.

Ressalva-se que existe conjunto de fatores intervenientes que difere nos experimentos
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computacionais, tais como: homogeneizacao, selecao de atributos e escolha do ntimero de
grupos. Tais diferencas limitam destarte o alcance das comparacoes aqui realizadas. A
despeito dessas limitacoes sao incluidas comparagoes para dar idéia minima a respeito da

performance relativa do método aqui proposto.

Observou-se que em todos os experimentos, os tempos de processamento obtidos com
o método aqui proposto foram bastante inferiores aos obtidos por Bagirov podendo ser
de 1,2% chegando no méaximo a 30% destes. Além disso, os tempos foram obtidos sem a
utilizagao de qualquer procedimento de selecao de atributos, o que, naturalmente, propi-
ciaria a diminuicao do tempo de processamento, na medida em que reduziria a dimensao

dos problemas considerados.

Destaca-se a relevancia desse desempenho como um indicativo da potencialidade de
aplicagao do método proposto para resolucao de problemas concretos de classificacao,
problemas de grande porte, intrinsecas as aplicacoes consentaneas sobre grandes bancos
de dados.

Convém ressaltar que nos experimentos realizados e aqui apresentados foi utilizado
um equipamento de informatica mais moderno que o utilizado por Bagirov. A velocidade
extremamente maior dos experimentos aqui realizados em relagao ao tempos obtidos por
Bagirov em seus estudos se deve basicamente a dois fatores: a eficiéncia do método aqui
proposto e a utilizacao de equipamentos mais modernos de informética. As experiéncias
conduzidas em estudos equivalentes realizados por [Xavier, 1993] mostram que é inegével
a reducao do tempo de processamento obtida com a aplicacao da suavizagao hiperbdlica
na solugao de problemas de otimizagao. Assim, a natural velocidade de evolucao dos

equipamentos de informatica nao diminuem o mérito do presente trabalho.

Serao exibidos os resultados de dois experimentos computacionais utilizando cada uma
das bases de dados reais. No primeiro experimento, o método aqui proposto foi utilizado
para classificar toda a base de dados e foi registrado o percentual de acerto, o valor da
funcao objetivo e o tempo de processamento por iteracao em cada classe. No segundo
experimento, foram comparados o erro médio, o tempo de processamento e nimero de
grupos gerados pelos métodos de classificacao BAG1, BAG2, BAG3 e o método aqui

proposto no procedimento de validagao ten-folder.
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5.2.1 Base de dados BDCA

A base de dados BDCA (Australian Credit Approval) foi provida por J. R. Quinlan
[Quinlan, 1993]. O propdsito dessa base de dados é o de fornecer regras que decidam o
risco de concessao de crédito. A BDCA é formada por 690 observagoes com 14 atributos
dividas em duas classes. A primeira classe possui 307 observacoes e a segunda classe
possui 383 observagoes. A base BDCA é interessante pois suas observagoes possuem
tanto atributos continuos quanto discretos. Além disso, os atributos discretos assumem

2, 3,9 e até 14 valores distintos.

Na Tabela 4, exibe-se o desempenho do método proposto, denotado por MCSH
(método de classificacio com suavizagao hiperbdlica), na classificagdo da base de da-
dos BDCA em cada iteragdo. A coluna K corresponde as iteragoes, as colunas EA1 e
EA2 correspondem ao percentual de observacoes equivocadamente classificadas em cada
uma das classes, a coluna EA indica o percentual total de classificacoes equivocadas, as
colunas FO1 e FO2 indicam o valor da funcao objetivo alcancado em cada uma das classes
e, finalmente, as colunas TP1 e TP2 os tempos em segundos consumidos em cada iteracao

para geracao dos centros de cada classe.

K| EAL | EA2 | EA | FOIL FO2 | TPl ]| TP2
21,2% | 9,4% | 14,6% | 1.066,81 | 1.188,32 | 0,11 | 0,14
12.4% [ 13,3% | 12,9% | 1.037,18 | 1.166,41 | 0,11 | 0,14
143% | 13,3% | 13,8% | 1.022,49 | 1.149,84 | 0,11 | 0,14
13,7% | 13,3% | 13,5% | 1.008,59 | 1.136,37 | 0,09 | 0,13
13,0% | 14,1% | 13,6% | 997,04 | 1.121,54 | 0,10 | 0,13
13,0% | 14,1% | 13,6% | 997,04 | 1.114,63 | 0,12 | 0,13

Y| UY = | WD —

Tabela 4: Resultados obtidos em cada iteracao pelo método MCSH utilizando a base de
dados BDCA.

Percebe-se na Tabela 4 a clara tendéncia de reducao do valor da fungao objetivo (FO1
e FO2) em ambas as classes a cada iteragdo. No entanto, cabe ressaltar que a redugao
na valor da funcao objetivo nao produz necessariamente reducao no percentual de erro
da classificagao das observagoes (EA1 e EA2), ainda que esteja clara a conexao existente

entre esses valores.

Na Tabela 5, sao comparados os desempenhos dos métodos citados no procedimento
de validacao (ten-folder) de diferentes métodos de classificagao utilizando a base de da-
dos BDCA. As colunas TP, TE, NG, NORMA e N representam, respectivamente: o
tempo médio em segundos de processamento na fase de treinamento, o erro percentual

médio cometido na fase de teste, o nimero de grupos gerados, a norma utilizada e o
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numero de atributos considerados. Sao exibidos os resultados dos métodos BAG1, BAG2
e BAG3 anteriormente citados e também os resultados obtidos pelo método MCSH pro-
posto. Destaca-se que o método MCSH convergiu muito mais rapidamente e apresentou o
menor percentual de erro dentre todos os métodos citados que se baseiam em otimizagoes
locais, perdendo apenas para o método BAG3, que se utiliza de otimizagoes globais, mas

em compensacao, com consumo de tempo computacional expressivamente maior.

Método | TP ET | NG | Norma | N
BAG1 | 7,51 | 14,4% | 2 2 3
BAG2 | 20,50 | 14,4% | 2 2 3
BAG3 | 87,90 | 12,8% | 3 2 3
MCSH | 147 |13,3% | 6 2 14

Tabela 5: Resultados obtidos via ten-folder para a base de dados BDCA pelos diferentes
métodos de classificacao.

5.2.2 Base de dados BDCW

A base de dados BDCW (Breast Cancer Wisconsin - Diagnostic) foi criada por W.
H. Wolberg e O. L. Magasarian, membros, respectivamente, do departamento de Cirurgia
Geral e do departamento de Ciéncia da Computagao da Universidade de Wisconsin. A
base BDCW contém 2 classes, 569 pontos e 30 atributos. Todos os atributos da base
BDCW sao continuos. Os valores dos atributos sao gerados a partir de imagens digita-
lizadas de uma pequena amostra da mama e descrevem caracteristicas dos ntcleos das

células presentes nessas imagens.

Na Tabela 6, exibe-se o desempenho do método proposto na classificacao da base de
dados BDCW em cada iteragao. A coluna K corresponde as iteragoes, as colunas EA1 e
EA2 correspondem ao percentual de observacoes equivocadamente classificadas em cada
uma das classes, a coluna EA indica o percentual total de classificacbes equivocadas, as
colunas FO1 e FO2 indicam o valor da fun¢ao objetivo alcangado em cada uma das classes
e, finalmente, as colunas TP1 e TP2 com os tempos em segundos consumidos em cada

iteracao para geracao dos centros de cada classe.

Percebe-se na Tabela 6 que os resultados obtidos para a base de dados BDCW sao
bastante satisfatorios. O percentual de acerto alcancado foi de aproximadamente 97% na

classificacao das observagoes dessa base de dados.

Na Tabela 7, sdo comparados os desempenhos no procedimento de validagao (ten-

folder) de diferentes métodos de classificagao utilizando a base de dados BDCW. As
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K| EAL | EA2 | EA | FOL | FO2 | TP1 | TP2
1 [12,3% | 3.1% | 6,5% | 179,83 | 253,54 | 0,19 | 0,30
2 | 75% | 2.8% | 4,6% | 165,20 | 244,64 | 0,17 | 0,38
31 5,7% | 3.4% | 4.2% | 156,50 | 227,83 | 0,17 | 0,34
1 61% |2,8% | 4,0% | 148,66 | 220,68 | 0,18 | 0,34
5| 3.3% | 5,3% | 4,6% | 142,44 | 216,08 | 0,20 | 0,41
6 | 3.3% |5,3% | 4,6% | 138,48 | 208,29 | 0,20 | 0,33
71 3,3% | 3.9% | 3,7% | 136,57 | 202,68 | 0,22 | 0,35
8 | 3.3% |2,8% | 3.2% | 134,57 | 199,50 | 0,24 | 0,33
9 | 2.8% |3,4% | 3.2% | 132,50 | 197,64 | 0,23 | 0,38
10| 2.8% | 3.4% | 3,2% | 130,01 | 194,78 | 0,27 | 0,37
11| 28% | 3.4% | 3,2% | 129,25 | 190,95 | 0,24 | 0,40
12| 28% | 3.4% | 3,2% | 126,67 | 188,27 | 0,20 | 0,38
13] 33% | 3.1% | 3,2% | 124,92 | 186,22 | 0,22 | 0,53

Tabela 6: Resultados obtidos em cada iteracao pelo método MCSH utilizando a base de
dados BDCW.

colunas TP, ET, NG, NORMA e N representam respectivamente: o tempo médio em
segundos de processamento na fase de treinamento, o erro percentual médio cometido na

fase de teste, o nimero de grupos gerados, a norma utilizada e o nimero de atributos

considerados.
Método | TP ET | NG | NORMA | N
BAG1 | 27,10 [ 32% | 3 2 3
BAG2 | 125,33 | 1,6% | 3 2 3
BAG3 | 23541 | 1,4% | 3 2 3
MCSH | 747 |3,7% | 13 2 30

Tabela 7: Resultados obtidos via ten-folder para a base de dados BDCW pelos diferentes
métodos de classificacao.

A Tabela 7 mostra que os resultado obtido pelo método MCSH é coerente com os
encontrados na literatura ainda que ligeiramente maior. E conveniente observar que o
crescimento do nimero de atributos pode influenciar no erro total obtido. Por exem-
plo, em um problema com dois atributos pode se ter uma solucao evidente, sem erros,
bem conformada com classes disjuntas de informagoes, enquanto que, se for considerado
um atributo adicional, as classes podem ser modificadas de tal que produzam erros na

classificacao.

O tempo de processamento foi consideravelmente menor que o obtido pelo algoritmo
BAG1, o mais rapido dentre os apresentados em [Bagirov and Yearwood, 2003], equiva-
lendo a menos de 1/3 deste. O nimero de grupos gerados pelo método MCSH é maior

que o gerado pelos outros métodos. E, uma vez que a geracao de um novo grupo esta
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condicionada a solu¢ao de um problema de otimizacao, ressalta-se que o método MCSH
resolveu um nimero muito maior de problemas de otimizagao com um ntimero N de atri-
butos dez vezes maior. A despeito disso, consumiu um tempo total inferior ao dos demais

métodos.

5.2.3 Base de dados BDDF

A base de dados BDDF (Liver Disorders Data Set) foi disponibilizada por Richard S.
Forsyth (BUPA Medical Research Ltd). A base BDDF contém 2 classes, 345 observagoes
e 6 atributos. As primeiras 5 variaveis sao resultados de exames sanguineos supostamente
sensiveis a doencas do figado advindas do consumo excessivo de alcool. As observacoes

da base BDDF sao formadas tanto por atributos continuos quanto discretos.

Na Tabela 8, exibe-se o desempenho do método proposto na classificacao da base de
dados BDDF em cada iteragdo. A coluna K corresponde as iteragoes, as colunas EA1 e
EA2 correspondem ao percentual de observacoes equivocadamente classificadas em cada
uma das classes, a coluna EA indica o percentual total de classificacoes equivocadas, as
colunas FO1 e FO2 indicam o valor da funcao objetivo alcancado em cada uma das classes
e, finalmente, as colunas TP1 e TP2 os tempos em segundos consumidos em cada iteracao

para geracao dos centros de cada classe.

K| EAL | EA2 | EA | FO1 | FO2 | TP1 | TP2
29,0% | 54,5% | 43.8% | 38,93 | 59,73 | 0,05 | 0,09
43,4% | 40,0% | 41,4% | 35,53 | 54,59 | 0,06 | 0,08
36,6% | 49,0% | 43,8% | 33,70 | 50,91 | 0,06 | 0,08
35,2% | 45,0% | 40,9% | 31,63 | 47,91 | 0,10 | 0,09
42.1% | 42,5% | 42,3% | 30,44 | 45,16 | 0,06 | 0,08
A1,4% | 41,0% | 41,2% | 29,99 | 44,23 | 0,06 | 0,10
A1,4% | 37,0% | 38,8% | 29,79 | 43,64 | 0,07 | 0,08

|| T | W N~

Tabela 8: Resultados obtidos em cada iteracao pelo método MCSH utilizando a base de
dados BDDF.

O resultado final nao é muito satisfatorio, no entanto na Tabela 9 vé-se que esse baixo
percentual de acerto acontece também ocorre com outros métodos de classificacao. Essa
concordancia nos resultados sugere que as observagoes/atributos dessa base nao fornecem
informagoes suficientes para a caracterizacao das classes. Os resultados obtidos pelo
método MCSH nao foram tao precisos quanto os obtidos por Bagirov. No entanto, cabe
ressaltar que os estudos de Bagirov envolveram transformacoes de escala nos atributos

das informagoes dos problemas, que nao foram claramente explicitadas em seu trabalho.
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Esse fato por si s6 justifica os erros mais elevados obtidos pelo método MCSH. Assim,
os erros mais baixos obtidos pelos outros métodos podem nao ser decorrentes do mérito
de tais métodos, mas, provavelmente, decorrem do fato de se trabalhar com informagoes

mais organizadas, apés o seu tratamento.

Novamente, o tempo computacional consumido pelo método MCSH foi consideravel-

mente menor que os dos demais métodos, mesmo tendo gerado quase o dobro de grupos.

Método | TP ET | NG | NORMA | N
BAG1 | 47,19 | 30,9% | 6 2 6
BAG2 | 103,71 | 29,4% | 6 2 6
BAG3 | 142,26 | 274% | 6 2 6
MCSH | 1,07 |39,8% | 11 2 6

Tabela 9: Resultados obtidos via ten-folder para a base de dados BDDF pelos diferentes
métodos de classificacao.

5.3 Comentarios

Os experimentos realizados com as bases de dados sintéticas demonstraram a racionali-
dade implicita do método proposto e também suas limitacoes. Destacam-se positivamente
a velocidade de convergéncia do método e seu comportamento quase mondtono tanto na
reducao do valor da fungao objetivo quanto do percentual de classificacoes equivocadas.
Cabem criticas com respeito a sensibilidade do método a sobreposicao do fecho convexo
das classes, sobretudo nas primeiras iteragoes. Como dito anteriormente, esse contra-
tempo pode ser dirimido excluindo-se os centros dos grupos com alto grau de impureza,
i.e., com elevado numero de observacoes mal classificadas e recalculando, a seguir, mais

precisamente os novos centros.

Outra caracteristica favoravel é o cardter interno do método proposto, pois em sua
definicao nao se faz qualquer hipdtese sobre a distribuicao das observacoes e, portanto,
nao requer transformacoes na base de dados. O método ¢é intrinsecamente adaptativo,

i.e., conforma-se naturalmente as caracteristicas subjacentes a distribuicao dos dados.

Nos experimentos com as bases reais, o método proposto apresentou alta velocidade
de convergéncia e acuracia comparavel a dos demais métodos apresentados. Portanto,
fica clara a potencialidade de aplicacao do método proposto na resolucao de problemas de
classificacao em bases de dados de grande porte, consentaneas as aplicacoes que surgem

na realidade atual.
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6 Conclusoes

Neste trabalho, baseamo-nos principalmente nos trabalhos [Jain and Dubes, 1988] e
[Bagirov and Yearwood, 2003]. De inicio, em uma revisao bibliografica, apresentou-se

uma consolidacao dos conceitos a respeito dos problemas de agrupamento e classificacao.

No problema de agrupamento, dado um conjunto de informagoes para as quais sao de-
finidos um conjunto de atributos, busca-se agrupar essas informacoes em grupos, de modo
que informagoes contidas num mesmo grupo sejam semelhantes, isto é, sejam caracteri-
zadas por atributos similares, enquanto que informacoes em grupos diferentes devam ser

as mais distintas possiveis.

O problema de classificacao esta associado a um conjunto de informagoes para as
quais, além do conjunto de atributos, existe adicionalmente um atributo de pertinéncia
a um conjunto finito de classes. A problemaética intrinseca a classificacdo diz respeito a
discriminar as observacoes segundo as classes, de modo que um ponto externo possa ser

alocado a uma das classes da forma mais criteriosa possivel.

Foram enumeradas diferentes técnicas de agrupamento e de classificacao. Além disso,
procurou-se trazer a baila o carater flexivel do conceito de similaridade que é o grande

indutor.

Os problemas de agrupamento foram analisados sob o ponto de vista conceitual e, em
seguida, foram analisados os algoritmos propostos por Bagirov para resolvé-los. Partindo
de um algoritmo para resolucao de problemas de agrupamento, Bagirov desenvolveu um
método de classificagdo com bom desempenho computacional. No entanto, esse método
apodia-se essencialmente na resolucao de problemas de otimizacao nao-diferenciavel com

diversos minimos locais.

Propoe-se em nosso trabalho um método alternativo para resolucao do problema de
classificacao que se baseia no método proposto por Bagirov. Por esse método alternativo,
os problemas nao-diferenciaveis formulados por Bagirov sao substituidos por problemas

equivalentes suavizados, nos quais as restricoes dos problemas originais sao representadas
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de forma aproximada por fungoes hiperbdlicas. Observa-se que essa estratégia tem como
vantagem, nao sé a diferenciabilidade dos problemas considerados, que possibilita o uso
de técnicas consagradas e eficientes de otimizacao, mas também, a reducao da quantidade
de minimos locais. Em consequéncia, nosso algoritmo pode conduzir a solugoes que sao

minimos locais mais profundos e, portanto, de boa qualidade.

A fim de validar a metodologia proposta, foram realizados experimentos computaci-
onais utilizando duas bases de dados sintéticas e trés bases de dados da biblioteca UCT -
Machine learning repository. Especificamente, foram consideradas a base de dados aus-
traliana de aprovacao de crédito, a base de dados de diagndstico de cancer de mama da
cidade de Wisconsin e a base de dados de doencas do figado. O algoritmo proposto foi
implementado em linguagem FORTRAN 77. Os problemas de otimizagao considerados
foram resolvidos utilizando o método Quase-Newton com atualizacao da aproximagao
da matriz hessiana dada pela férmula BFGS. Especialistas interessados em utilizar o
método aqui proposto poderao consultar o professor Adilson Elias Xavier através do email

adilson@cos.ufrj.br.

No que tange a acuracia, o método proposto obteve desempenho comparavel ao dos
métodos apresentados por Bagirov em [Bagirov and Yearwood, 2003]. Com rela¢ao ao
tempo de processamento, o método aqui proposto mostrou-se muito mais veloz, conver-
gindo para solucoes comparaveis a dos demais algoritmos considerados em tempo expres-
sivamente menor. Portanto, os resultados obtidos sao plenamente satisfatérios e, dada a
velocidade de convergeéncia, fica clara a possibilidade de aplicacao do método proposto na
resolucao de problemas de classificagao em bases de dados de grande porte, consentaneas

as aplicagoes reais que concretamente surgem hoje em dia.

Os problemas relacionados a agrupamentos e classificacao nao se encerram na proposta
desta tese. Diversas extensoes deste trabalho estao abertas para novas investigagoes. Em
particular, o desempenho do método aqui proposto pode ser aperfeicoado aplicando-se,
pelo menos, dois procedimentos: a exclusao de clusters que ao final do procedimento
apresentem alto grau de impureza e a implementacao de técnicas de redugao do porte do

problema, tanto através da selecao de observacoes quanto da selecao de atributos.

Conclui-se a partir das analises realizadas que os problemas de classificacao de dados
em bases com grande nimero de observagoes e atributos constituem-se ainda grandes
desafios. Assim, ha uma expectativa de que a pesquisa e a busca de algoritmos mais
eficientes para resolucao desses problemas devam ser uma preocupagao permanente no

futuro préximo.
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