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Resumo da Tese apresentada a COPPE/UFRJ como parte dos requisitos

necessarios para a obtengao do grau de Doutor em Ciéncias (D.Sc.)

OTIMIZACAO COMBINATORIA: PROBLEMAS DE ARVORES EM
GRAFOS

Luidi Gelabert Simonetti

Fevereiro/2008

Orientador: Nelson Maculan Filho

Programa: Engenharia de Sistemas e Computagao

Neste trabalho, apresentamos modelos e algoritmos para problemas rela-
cionados ao problema de arvore geradora. Trés problemas foram estudados:
0 Problema de Arvore Geradora Minima com restricao de Nivel (PAGMN), o
Problema de Arvore Geradora Minima com restricao de Didmetro (PAGMD)
e o Problema de Arvore Geradora com niimero Méximo de Folhas (PAGMF).
Apresentamos modelos para o PAGMN e o PAGMD, onde o problema é re-
formulado em grafos direcionados em niveis. Na verdade, isto é equivalente
a transformacao desses problemas em um Problema de Arvore de Steiner Di-
recionada (PASD) no grafo em niveis. Os testes computacionais realizados
mostraram um grande ganho em relacao aos métodos anteriores para os dois
problemas. Para o PAGMF, apresentamos uma reformulacao direcionada de
uma formulagao proposta na literatura, que se mostrou mais forte que a ori-
ginal. Introduzimos também uma reformulagao do problema em termos do
PASD. Para este problema, os teste computacionais também mostraram um

ganho em relagao aos métodos propostos na literatura.
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Abstract of Thesis presented to COPPE/UFRJ as a partial fulfillment of the

requirements for the degree of Doctor of Science (D.Sc.)

COMBINATORIAL OTIMIZATION: TREE PROBLEMS IN GRAPHS

Luidi Gelabert Simonetti

February /2008

Advisor: Nelson Maculan Filho

Department: Systems Engineering and Computing

In this Thesis, we presented models and algorithms for problems related
with the Spanning Tree problem. Three problems were studied: the Hop
constrained Minimal Spanning Tree Problem (HMSTP), the Diameter cons-
trained Minimal Spanning Tree Problem (DMSTP) and the Maximum Leaf
Spanning Tree Problem (MLSTP). We propose two new formulations for the
HMSTP and the DMSTP problems based on layered directed graph. In fact,
this is equivalent to transform the problems into a suitable directed Steiner
Tree Problem (STP) over that layered graph. Experiments show a signifi-
cant increase with respect to previous methods. We propose a reformulation
for the MLSTP, stronger than the original one, and another transformation
to STP. Extensive computational experiments were carried out in order to
evaluate the methods. A significant gain in performance with respect to

previous methods shows the strength of the approachs.
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Capitulo 1

Introducao

A evolucao da informéatica e dos métodos de otimizacao tornou possivel
a resolugao, com garantia de otimalidade, de instancias de problemas de oti-
mizacao combinatéria de dimensoes inimaginaveis a a cerca de duas décadas
atras. Com o objetivo de contribuir para essa continua evolugao, escolhemos
alguns problemas de otimizagao combinatéria em grafos para testar novos
algoritmos de solugao para os mesmos. Os problemas aqui escolhidos sao
algumas variantes do problema de arvore geradora. Essas variantes sao o
problema de arvore geradora minima com restri¢ao de nivel, Hop-constrained
Minimum Spanning Tree Problem (HMSTP), o problema de arvore geradora
minima com restricao de diametro, Diameter-constrained Minimum Span-
ning Tree Problem (DMSTP), e o problema de arvore geradora com ntimero

maximo de folhas, Mazimum Leaf Spanning Tree Problem (MLSTP).

1.1 Arvores Geradoras

A variante mais famosa da familia de problemas de arvore geradora é o

Problema de Arvore Geradora Minima (PAGM). Dado um grafo G = (V, E)



com um conjunto de vértices V' = {1,...,n}, um conjunto de arestas e =
(i,j) € E com custos associados ¢, desejamos encontrar uma arvore geradora
T, onde T' C E é uma componente conexa e sem ciclos, que contém todos
os vértices de V (i.e. existe um tdnico caminho nessa componente entre
qualquer par de vértices de V'), com custo minimo. Esse problema pode ser
resolvido facilmente, ver em [1]. Entretanto, as variantes aqui estudadas nao
apresentam essa caracteristica. Enquanto, atualmente, os algoritmos para
o PAGM podem resolver instancias de milhares de vértices, os algoritmos
existentes para as variantes aqui estudadas nao conseguem resolver, com
garantia de otimalidade, instancias de cem vértices. Com os algoritmos aqui
propostos, conseguimos aumentar substancialmente o tamanho das instancias
desses problemas resolvidas com garantia de otimalidade.

O primeiro problema estudado aqui (HMSTP) pode ser definido como
encontrar uma arvore geradora minima onde o caminho tinico entre um dado
vértice (raiz) e qualquer outro vértice dessa arvore nao contenha mais do
que um dado nimero de arestas. O segundo (DMSTP) é uma generalizagao
do primeiro, onde desejamos construir uma arvore geradora minima em que
o caminho tunico entre qualquer par de vértices nao contenha mais do que
um dado nuimero de arestas. O terceiro e ultimo problema aqui tratado,
difere bastante dos outros dois. Embora, nesse problema também se deseje
encontrar uma arvore geradora, sua funcao objetivo é totalmente diferente
daquela associado ao PAGM. Nessa variante do problema nao lidamos com
custos de arestas a minimizar. Nosso objetivo é maximizar o ntmero de
folhas da arvore geradora da solugao, onde folhas sao vértices adjacentes a

um unico vértice naquela arvore.



1.2 Problema de Steiner em Grafos

Mesmo nao sendo objeto de estudo desta tese, a compreensao do Problema
de Steiner em Grafos (PSG) e de alguns algoritmos para a sua solucao sao
fundamentais para o entendimento de algumas das formulagoes e algoritmos
de solucao aqui propostos.

O PSG pode ser definido como: dado um grafo G = (V, E), um con-
junto de vértices terminais R C V' e custos associados as arestas, encontrar
uma arvore de G conectando todos os vértices terminais a custo minimo. O
PSG foi um dos primeiros problemas provados NP-dificeis (ver [2]). Mais

informagoes sobre o PSG podem ser encontradas em [3, 4, 5, 6, 7].

1.3 Meétodos de resolucao

Serao descritos os métodos e técnicas de otimizacao inteira utilizados na
tese. Sem perda de generalidade, fazemos a apresentacao, assumindo que os
problemas a serem aqui resolvidos encontram-se na forma de minimizacao.

Mais informagoes sobre os métodos podem ser obtidas em [8].

1.3.1 Algoritmos Branch-and-Bound

Genericamente, os algoritmos Branch-and-Bound consistem em um pro-
cedimento inteligente de enumeracao de todas as possiveis solugoes de um
problema de Otimizacao Inteira ou Combinatoria. Ao invés de enumerar ex-
plicitamente todas as possiveis solugoes do problema, utiliza-se a combinacao
de duas estratégias principais: a primeira consiste em particionar o dominio
do problema em uma série de subespacos disjuntos, e a segunda consiste em

encontrar limites para os problemas definidos em cada subespago. A pri-



meira estratégia da-se o nome de Branching (ou ramificacao) e a segunda,
Bounding (ou poda).

Seguindo motivacoes puramente didaticas, vamos considerar a partir de
agora, nesta se¢do, que o Problema de Otimizacao Linear Inteiro (PI) a ser
resolvido tem suas varidveis binarias 0 — 1. Isto nao implica em perda de
generalidade do método. Vamos considerar que o PI a ser resolvido ¢é descrito
como z = min{c’z : Ax < b,x € B"}, onde A € R™*" b € R™, ¢ € R" eé
denotado por Plj.

Suponha que dispomos de um limite inferior zy e de um limite superior
Zo validos para Py, tais que zy < Zy. Recorremos, entao, a uma forma de
enumeracao implicita das solugoes do mesmo. Esta enumeracao é feita da
seguinte forma: ao invés de tentar resolver Ply, vamos resolver, por exemplo,
dois novos problemas PI; e Pl,, definidos respectivamente em espacos ideal-
mente disjuntos. Suponha que, por um critério qualquer (ramificagao), tenha-
mos escolhido uma varidvel z; para gerar o particionamento. Entao, resolver
PI, equivale a resolver, em separado, os problemas PI; e P, que se originam
de PIy, definidos respectivamente por: min{c'z : Az < b,z; < 0,z € B"} ¢
min{c’z : Az < b,z; > 1,2 € B"}, e escolher, entre as duas solugdes obtidas,
aquela de menor custo.

Observe que em funcao do particionamento de Ply em dois subproblemas
PI; e PI,, desenvolve-se uma arvore de enumeracao binaria. Cada né i da
arvore corresponde a um subproblema PI;. A cada um deles, limites superior
e inferior podem ser associados.

Considere agora que na investigacao do problema PI; tenhamos obtido,
por um método qualquer, um limite inferior z; para PI; tal que z; > Z,.
Naturalmente, nesse caso, nao é necessario prosseguir com o particionamento

de PIy, ja que z; > %z, comprova nao existir na regiao de viabilidade associada



a PI; uma solugao 6tima para Pl,. Note, ainda, que no caso em que z; = Zy,
poderiamos também excluir de nossa analise o espaco de solucoes associado
a PI;. Isso se aplica, pois o valor de qualquer solugao viavel em PI; teria um
valor igual ou superior a Z.

A nés restaria agora prosseguir na investigacao do né da arvore de enu-
meracao que ainda nao foi investigado, correspondente ao problema Pls.
Suponha que, ao investiga-lo, tenhamos obtido novos limites z; e 2z, tais que
20 < 23 < Zo < Zj. Estes limites nao permitem cessar a investigacao do pro-
blema PIj nesse ramo da arvore, de forma que devemos particionar Ply, por
exemplo, em dois novos subproblemas disjuntos, tendo agora 2o e Zs como
limites globais para PI. O procedimento de ramificacao e poda prossegue
até que, para todos os nés da arvore de enumeracao, tenhamos a garantia
de que um limite inferior obtido naquele né supera ou iguala o melhor limite
superior conhecido para o problema, ou que nao é possivel gerar uma solucao
vidvel a partir daquele n6 (poda por inviabilidade).

E crucial destacar a generalidade do algoritmo Branch-and-Bound. Note
que o método nao se restringe ao critério de ramificagdo (em wvaridveis) des-
crito aqui. Note, também, que em momento algum particularizamos o modo
como os limites inferiores e superiores sao obtidos. Dependendo do modo
como sao gerados estes limites, familias distintas de algoritmos sao obtidas.

Uma destas familias ¢ tratada a seguir.

1.3.2 Algoritmos Branch-and-Cut

Os algoritmos Branch-and-Cut sao algoritmos de Planos de Corte inse-
ridos em um esquema de enumeracao implicita Branch-and-Bound. Nestes
algoritmos, os limites inferiores z; em cada né da arvore de enumeragao sao

obtidos, inicialmente, a partir da Relaxacao Linear da formulagao inicial do



subproblema PI;. Se T é uma solugao 6tima, fraciondaria, para PI;, antes
de prosseguir com a estratégia de ramificacao, tentamos fortalecer os limites
inferiores no noé ¢, através da identificacao de desigualdades validas violadas
por T. Estas desigualdades, entao, incorporadas a formulagao do problema
PI;, e um novo limite inferior, reforcado, é obtido para o problema, através
da Relaxacao Linear correspondente.

Conforme destacado em [8], embora a diferenga entre um algoritmo Branch-
and-Cut e um algoritmo Branch-and-Bound pareca pequena, ela implica em
uma nova filosofia. Nos algoritmos Branch-and-Cut, tipicamente, investe-se
mais tempo em cada né da arvore de enumeracao, na tentativa de diminuir

o tempo total do algoritmo.

1.4 Contribuicoes da tese

Nos dois primeiros problemas tratados nesta tese (HMSTP ¢ DMSTP),
apresentamos uma transformacao desses problemas no PSG. Para cada trans-
formacao, foi necessario criar um grafo em niveis G, de acordo com o grafo
original G. No total, foram necesséarios trés grafos em niveis diferentes. De-
pois da transformacao, apresentamos formulagoes baseadas nas formulacoes
existentes para o PSG. Também apresentamos algoritmos para a resolugao
de cada um dos problemas.

Esses dois algoritmos apresentam o que hé de melhor na literatura, atu-
almente, sobre PSG direcionado. Usamos heuristicas primais e dual, buscas
locais, fixacao por custo reduzido e algoritmo de planos de cortes, todos
desenvolvidos para o PSG. Entretanto, todos foram modificados em peque-
nos detalhes, para aproveitar as caracteristicas especificas de cada problema.

Além disso, propusemos heuristicas primais e buscas locais para cada um dos



problemas.

Para o terceiro problema (MLSTP), propusemos duas novas formulagoes.
Ambas sao versoes mais fortes de uma formulagao existente, obtidas através
de uma reformulacao direcionada de tal formulacao. Uma terceira formulagao
é proposta, fazendo uma nova transformacao para o PSG. Além dos trés novos
modelos, propusemos um novo teste de pré-processamento, uma heuristica

primal e uma busca local.

1.5 Organizacao da tese

Organizamos esta tese pelos trés problemas estudados. No capitulo 2,
temos a descricao formal do HMSTP e os trés modelos propostos para resolve-
lo. Também ¢é apresentada a transformagao do problema em que os modelos
sao baseados. Em seguida, apresentamos o algortimo Branch-and-Cut usado
para resolver o problema e as heuristicas primais e dual usadas para acelerar
o algoritmo.

No capitulo 3, apresentamos o DMSTP e a adaptagao do método usado
para resolver o HMSTP para este problema, incluindo a heuristica primal
especifica para o DMSTP.

No capitulo 4, apresentamos o MLSTP e os trés modelos propostos.
Também apresentamos a transformacao do problema para o PSG e adap-
tamos o método usado no HMSTP para o terceiro modelo. Em seguida,
apresentamos as heuristicas primais e buscas locais utilizadas para acele-
rar os métodos propostos. Por fim, é apresentado um novo teste de pré-
processamento para o problema.

Concluimos a tese no capitulo 5, revisando os principais resultados obti-

dos.



Capitulo 2

Arvore geradora minima com

restricao de nivel

2.1 Introducao

O problema de arvore geradora minima com restricao de nivel, Hop-
constrained Minimum Spanning Tree Problem (HMSTP), é definido como
segue: dado um grafo ndo-direcionado G = (V, E) com um conjunto de
vértices V = {0,1,...,n}, um conjunto de arestas (i,j) € E com custos as-
sociados ¢;j, (i, ) € E e um ntmero inteiro positivo H < |V| — 1, desejamos
encontrar uma arvore geradora com custo minimo, onde o caminho tnico
entre o vértice raiz, vértice 0, e qualquer outro vértice nao tenha mais de H
niveis (arestas).

O HMSTP ¢é NP-dificil. Este resultado deve-se ao fato de que o problema
contém um caso particular, quando H = 2, de uma versao NP-dificil do
problema de localizagao de facilidade simples sem capacidade (ver [9, 10, 11]).
Em [11] foi mostrado que o HMSTP nao pertence a APX, isto é, ndo pertence

a classe de problemas para a qual é possivel ter uma heuristica com tempo



polinomial, com garantia de um limite aproximado.

A principal aplicagdo do HMSTP é a modelagem do design de uma rede
de telecomunicacao centralizada com restricoes de qualidade de servigo. O
vértice raiz representa a servidora de processador central e os vértices restan-
tes representam os terminais a ligar a servidora. A restricao de nivel limita
o numero de linhas de transmissoes (arestas) entre o vértice raiz e qualquer
outro e garante certo nivel de servico com respeito a alguma restricao de
performance, como disponibilidade e confiabilidade (ver [12]). Disponibili-
dade é a probabilidade de que todas as linhas de transmissao no caminho
entre a servidora (vértice raiz) e o terminal (outro vértice) estejam funcio-
nando. Confiabilidade é a probabilidade de que uma comunicagao nao seja
interrompida por uma falha na linha. Em geral, essas probabilidades dimi-
nuem com o numero de linhas no caminho. Sendo assim, um caminho com
menor numero de arestas (niveis) tem uma performance melhor com respeito
a disponibilidade e confiabilidade.

Esquemas de limites inferiores para o HMSTP baseados em fluxo de redes
foram sugeridos em [13, 14, 15]. Recentemente, DAHL et al. [16] propuseram
uma formulagao envolvendo uma varidvel associada a cada aresta (em todas
as outras formulagoes é usada uma varidvel associada a cada aresta e nivel)
e um numero exponencial de restricoes, e propuseram um limite inferior,
baseado em relaxacao lagrangiana. Um recente trabalho de DAHL et al.
[17] sumariza esses métodos, incluindo a formulac¢ao de caminho minimo em
um grafo em niveis, apresentada em [14], que possui os melhores resultados

na literatura e as menores diferencas entre relaxacao linear e solugao otima

(gaps).



2.2 Formulacao num grafo em niveis

As formulagoes propostas aqui sao oriundas da transformacao do HMSTP
em PSG. Para transformar o problema, devemos primeiro definir como cons-
truir o grafo em niveis a partir do grafo G. Entretanto, para a construgao
do grafo em niveis é necessario definir o grafo D. Seja D = (V, A) um grafo
direcionado, definido a partir de G da seguinte maneira: para cada aresta
(i,7) € E, dois arcos (i,7) e (j,7) sdo definidos em A. Considere o grafo
em niveis Gy = (Vy, Ay), que é um grafo direcionado, onde o conjunto de

vértices Vy é definido como
Vv ={0}U{(i,h): 1 <h<H, iecV\{0}}
e o conjunto de arcos é definido como

Ay = {(0,(4,1)): (0,5) € A}
U{((i,h),(j,h—I—l)):(i,j)eA, 1# 0, 1§h§H—1}
U{((i,h), (i, H)) i € V\{0}, 1< h<H—1)}.

O vértice (i,h) é associado a utilizagao do vértice ¢ no nivel h no grafo
original, isto é, o caminho do vértice 0 até o vértice ¢ contém h arestas. Note
que o grafo Gy possui H + 1 niveis e a cada nivel esta associada uma cépia do
conjunto de vértices de G, com excec¢ao do primeiro nivel, composto somente
pelo vértice raiz. Na figura 2.3 é apresentado um exemplo da transformagao
do grafo original (figura 2.1) para o grafo em niveis (figura 2.2).

Considere a arvore de Steiner direcionada minima em G, onde o vértice
raiz é o vértice raiz do grafo original, 0, e os vértices terminais sao R =
{(i,H) :i € V'\ {0}}. Nao é dificil ver que a arvore geradora com profundi-
dade menor ou igual a H no grafo original corresponde a arvore de Steiner

em Gy, com raiz no vértice 0 e com os vértices terminais R. Note que o
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g ] ] ] ] [
3 10 4 1 5 13 23 33 3 (53)
Figura 2.1: Grafo Original Figura 2.2: Grafo em nivel (H = 3)

Figura 2.3: Exemplo da transformagao do grafo original no grafo em nivel

arco ((i,h), (i, H)) deve ser utilizado sempre que o vértice (i,h), i € V '\ {0}
e h < H — 1, estd na solugao. Na figura 2.6 é apresentado um exemplo da
relac@o entre as solugbes no grafo original (figura 2.4) e no grafo em niveis
(figura 2.5).

O interessante dessa construcao é que associando uma variavel binaria
X/ a cada arco ((i,h —1),(j,h)) em Gy e associando uma variavel bindria
X]’-’j para cada arco ((j,h — 1),(j, H)) em Gy, podemos usar qualquer mo-
delo para o problema de Steiner no grafo em niveis, para fornecer um modelo
valido para o HMSTP. Em seguida, apresentaremos trés modelos. O primeiro
é uma adaptagao para o grafo em niveis da conhecida formulacao por cortes
orientados, apresentada em [18], para o problema de arvore de Steiner. O
segundo modelo é a formulagao por multifluxos apresentada em [19], é equi-

valente ao primeiro, no sentido que os dois modelos possuem o mesmo valor
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Figura 2.4: Solucao original

(41) (6.1
° °

»(22) ! ®(32)¢4Je (52e

1 y
n ]
43

] u u
(13) 23 33 (63

Figura 2.5: Solucao correspondente

Figura 2.6: Exemplo da transformagao do HMSTP para o PSG (H = 3)

na relaxacao linear. Ja o terceiro modelo é a versao simplificada do segundo.

2.2.1 Formulacao por cortes orientados

Antes de introduzir o modelo, apresentaremos algumas notacoes usadas

para descrever os cortes orientados. Seja S um subconjunto de vértices, onde

0¢ SeSNR#{0}, eS oconjunto de todos os subconjuntos de vértices S.

Cada subconjunto S representa um corte §(.S) no grafo em niveis, ou seja, o
conjunto de arcos ((i,h — 1), (j,h)), onde (i,h — 1) € Vy \ Se (j,h) €S, e
((i,h), (i, H)), onde (i,h) € Vy\ S e (i, H) € S. Considerando que X"(5(9))

¢ o somatorio das variaveis Xihj associadas aos arcos do corte §(5), podemos
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apresentar a formulacao a seguir:

H
min Z CijZXihj (2.1)
-1

(i.j)eA  h

H
sa »  XTH> XL=1 jeVv\{0} (2.2)
i€V\{0,5} h=2

XMy >1 Ses 2.3

[\
o

X(%j < {071} (Oaj) S

(\V]

5

2

(2.3)
(2.4)
X e{0,1}  (i,j)€Ai#0,h=2,...,H (2.5)
(2.6)

h . _
Xmef{0,1} jeV\{0}h=2,.. H

As restrigoes (2.2) garantem que cada vértice terminal seja visitado uma
unica vez. As inequagoes (2.3) sao restrigoes de cortes orientados e garantem
que a solugao do problema tera pelo menos um arco em 4(.S), garantindo que
a solucao seja uma arvore de Steiner. A formulagao mostrada acima contém
um ndmero exponencial de restrigdes (2.3). Entretanto, podemos facilmente
separar, verificar se existe uma restricao violada, em tempo polinomial.

Para separar desigualdades diretamente, temos que achar |R| cortes ori-
entados minimos entre pares de vértices, respectivamente entre o vértice 0 e
cada um dos vértices em R. Um dos melhores algoritmos para esse problema
é o highest-label preflow-push, que tem complexidade O(|V[2.|A['/?), mais
informagoes em [20]. HAO e ORLIN [21] propuseram uma variante desse
algoritmo, capaz de encontrar o corte minimo que separa um dado vértice
v de todos os demais vértices no grafo, em um tnico passo, com a mesma
complexidade. E possivel adaptar esse algoritmo para encontrar o corte ori-
entado minimo que separa v de algum outro terminal, incluindo a raiz. Essa
adaptagao ja foi usada em [22, 6]. O algoritmo de separacao aqui utilizado
é uma adaptagao do algoritmo usado por UCHOA [6], que foi adaptado da

implementagao do algoritmo original de Hao-Orlin disponivel na internet em
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[23].

2.2.2 Formulacao multifluxos

Para comparar a formulagao por cortes orientados com outras na litera-

tura, reescrevemos a restri¢ao (2.3) de uma maneira compacta (como feito

em [18]), usando fluxo em rede. Para cada k € V \ {0}, adicionamos as

variaveis de fluxo bindrio yfjk, indicando quando o arco (i, j) estd na posi¢ao

h no caminho para o vértice k no grafo original (ou alternativamente, quando

oarco ((i,h—1), (j, h)) de Gy estd no caminho para o vértice terminal (k, H)

- , . R 'Y ,
na solucao da arvore de Steiner), e varidveis Y; J] , indicando quando o vértice

j estd na posigao h—1 (ou alternativamente, quando o arco ((j,h—1), (7, H))

de G estd na solugao). Considere o conjunto de restri¢oes a seguir:

> wy =1

(0.5)eE
1k 2k
Yoi — Z vij =0
FE€V\{0,i}
1k 2k
Yok — Yk =0

Sy

FEV\{0,i,k} 5EV\{0,i}
h+1)k
Z y?]f_y/(ck; * =0

JEVA{0.A)
H
Hk hk
D Yk F D vkk =
FeV\{0,k} h—2
vo; >0
Yk >0
hj
Yj; 20

ke v\ {0} (2.7)
ke V\{0hi#£k (2.8)
ke v\ {0} (2.9)

ikeV\{0}i#kh=2,.. . H-1 (2.10)

keV\{0},h=2,....,.H—1 (2.11)
ke V\{0} (2.12)
(0,7) € E, ke V\ {0} (2.13)

(t,§) € E;i,k e V\{0};h=2,...,H (2.14)

jeVA\{0},h=2,. . H. (2.15)

As restrigoes (2.7) forcam a saida de uma unidade de fluxo do vértice 0

para o vértice k. As restrigoes (2.8), (2.9), (2.10) e (2.11) garantem a con-
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servacao de fluxo. Ja as restrigoes (2.12) forgam a chegada de uma unidade
de fluxo no vértice k.
Também precisamos de restricoes para conectar as variaveis Xihj com as

variaveis ylh]k

yo; < Xo;  (0,5) € B,k e V\ {0} (2.16)
yrk < X (i,j) € Bi#0,ke V\{0},i#kh=2,...,H (217

v

yi < xho jev\{0L,h=2,... H. (2.18)

Substituindo as restrigdes (2.3) pelas restrigoes (2.7)-(2.15) e adicionando
as restrigoes (2.16)-(2.18), obtemos uma outra formulacdo valida para o
HMSTP. Essa formulagao é uma formulacao de fluxo em rede para o pro-
blema de Steiner (definida no grafo em niveis), e é sabido que o valor da
relaxacao linear ¢ igual a relaxagao linear do modelo anterior por cortes ori-

entados.

2.2.3 Formulacao multifluxos revisada

Podemos reescrever a formulacao apresentada na secao 2.2.2, eliminando
as variaveis X e yJ], onde j € V\ {0} e h=2,..., H. Primeiro, podemos
observar que as restri¢oes (2.9) e (2.11) nos permite eliminar as variaveis yjhjj .
Também podemos observar que na relaxacao linear da formulagao anterior as
restrigoes (2.16)-(2.18) quando j = k sdo satisfeitas como igualdade. Entéao,

podemos combinar essas restrigoes com as restrigoes (2.9) e (2.11), obtendo

Xo; =X jeV\{o} (2.19)

> Xk = jeV\{0},h=3, ... H, (2.20)
iEV\{0,5}

permitindo eliminar as variaveis X ]hj Continuamos com as restrigoes (2.7),

(2.8) e (2.10), com as restri¢oes de conexao (2.16) e (2.17), e modificamos as
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restrigoes (2.2) e (2.12), obtendo a formulacao a seguir:

min E CZJE

(i,9)eE
s.a. Z dXE+Xp;=1  jeVv\{0}
h=24ieV\{0,5}

S ouit=1 keV\{0}

(0,5))eE

yOz Zy - Z,kGV\{O}/L#k‘

J€V\{0,}

STyt Syt 0 ke VA {0hi Ak h=2....,

jEV\{O,z,k} 7jeV\{0,i}

Z Zy]k+y0k: ke V\{0}

h=2jeV\{0,k}

voj < Xg;  (0,5) € E, ke V\{0}
yif <X (i,4) € Byik € V\{0}i # k,h =2
yO] >0 0,])€Ek€V\{0}

waO (i,7) € Eyi,k e V\{0};h =2,..

Xg; €{0,1}  (0,4) €

Xith{O,l} (i,j) € Eyi #0,h = 2,.

(2.21)

(2.22)
(2.23)
(2.24)

H—1 (2.25)

As restrigoes (2.22) forcam que um tunico arco chegue em j. As res-

trigoes (2.23) forcam a saida de uma unidade de fluxo do vértice 0 para o

vértice k. As restrigoes (2.24) e (2.25) garantem a conservacao de fluxo. Ja

as restrigoes (2.26) forcam a chegada de uma unidade de fluxo no vértice k.

As restrigoes ( 2.27) e (2.28) sdo as restrigoes para conectar as varidveis X!

com as varidveis y/.
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2.3 Acelerando a resolucao do modelo por
cortes orientados

Nesta secao, apresentaremos os métodos usados para acelerar a resolugao

do modelo utilizado.

2.3.1 Heuristica Dual

A formulacao por cortes orientados apresentada em 2.2.1 ja foi bastante
estuda para o problema de Steiner em grafos. O problema dual dessa for-
mulagao também j& foi estudado. WONG [18] propos uma heuristica cons-
trutiva, chamada dual ascent, para obter solucoes duais vidveis de boa qua-
lidade. Melhorias dessa heuristica foram propostas em [6]. Essas heuristicas
duais apresentam um bom desempenho, demandando baixos tempos com-
putacionais e gerando limites inferiores de qualidade. Além disso, geram
um conjunto inicial de cortes, que acelera a resolucao da relaxacao linear do
modelo por cortes orientados.

Para facilitar o entendimento, apresentamos o problema dual da for-

mulagao por cortes orientados sem a restri¢ao (2.2):

max Z TS (2.33)

Se s
s.a. Z s <c, a€Ay (2.34)
Se S:aeé(S)
g >0 SeS. (235)

Associa-se uma variavel dual mg a cada corte direcionado de S, portanto,
o numero de varidaveis é exponencial. O problema consiste em maximizar a
soma das varidveis duais. A restri¢do (2.34) garante que a soma das varidveis

duais associadas aos cortes que contém um arco a nao pode ser superior ao
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custo do préprio arco (c,).

O custo reduzido ¢,(a) da varidvel associada a um arco a em relacdo a
uma solugao dual vidvel 7 ¢ definido a seguir:

Cr(a) =c4 — E Ts.
SeS:aed(s)

Dizemos que um arco estd saturado, se o seu custo reduzido for zero. Seja
Gr = (Vn,Ay) o subgrafo de Gy contendo apenas os arcos saturados, R
uma componente fortemente conexa de G e V(R) o conjunto de vértices de

R. R serd uma componente-raiz, se obedecer as seguintes condigoes:
e V(R) contém pelo menos um terminal.
e V(R) nao contém a raiz.

e Nao existe um caminho em G, de um terminal r, onde r € RU {0} e

ré¢R,até R.

Dado um componente-raiz R, define-se w(R) como o conjunto de vértices
que alcancam R em G, incluindo os préprios vértices de R, ou seja, V(R).
O conjunto de arcos nao saturados incidentes em w(R), arcos (i,7), onde
i € Vn \w(R) e j € w(R), érepresentado por d(w(R)). A varidvel dual
associada ao corte definido por w(R), ou seja, d(w(R)), é denotada por
Tw(R)-

O algoritmo 2.1 apresenta o pseudocddigo do algoritmo dual ascent, que
pode ser aplicado em qualquer solugao dual viavel 7.

Comegamos com 7 = 0, com isso, s6 temos os arcos saturados ((z, h), (i, H)),
onde 1 < h < H — 1. No nosso problema, cada terminal é uma componente-
raiz e s6 deixara de ser quando existir um caminho em G da raiz até ele.
As outras duas formas de deixar de ser um componente-raiz, que nao ocor-

rem no nosso problema, seriam existir um caminho em G entre terminais

18



Algoritmo 2.1 Dual_Ascent ()
1: Cria G, com os arcos saturados em relagao a m

2: enquanto existe uma componente-raiz R em G, faga

33 S—wR)

4:  Aumente 7g até que algum arco em 46(5) fique saturado
5. Adicione a G, os novos arcos saturados

6: fim enquanto

7: return

que nao pertencam a um mesmo componente-raiz, e nao conter a raiz. Isso
ocorre, porque cada componente-raiz nao muda durante o algoritmo, ja que
nao existe arco saindo dos terminais no grafo GG. Como a cada iteracao pelo
menos um arco ¢ adicionado a G, o maximo de iteragoes é |Ay| ¢ no fim do
algoritmo existird um caminho entre a raiz e cada terminal.

O algoritmo 2.1 exige que em cada iteracao seja escolhida uma componente-
raiz, mas nao especifica exatamente qual deve ser a escolhida. Em [6] é
apresentado um estudo sobre o impacto dessa escolha. Aqui utilizamos treés
tipos de escolha: circular, MinArcos e MinArcos+MinSaturados. A escolha
circular, a cada iteracao, percorre a lista de componentes-raizes, escolhendo
uma componente-raiz seguinte a selecionada na iteracao anterior; quando
se chega ao final da lista de componentes-raizes, retorna-se ao comeco. Na
escolha MinArcos, escolhe-se uma componente que induz um corte com o
minimo numero de arcos. Ja na escolha MinArcos+MinSaturados, escolhe-
se uma componente, usando o critério principal de MinArcos e, como critério
de desempate, o MinSaturados (na escolha MinSaturados, escolhe-se uma

componente que induz um corte que satura o minimo nimero de arcos).
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Melhorando a solugao da heuristica dual

O procedimento Dual Adjustment é um método heuristico proposto em [6],
para tentar aumentar o valor da solugao dual encontrada pelo algoritmo dual
ascent. Esse procedimento consiste em reduzir o valor de algumas variaveis
duais para possibilitar o aumento de outras. Esse método usa uma solucao
primal como guia, para reduzir o valor das variaveis duais e, em seguida,

aplica o dual ascent na nova solucao dual gerada.

2.3.2 Heuristica primal

Depois de terminada a execugao do dual ascent, havera pelo menos um
caminho da raiz até qualquer terminal em G. Sendo assim, podemos usar
heuristicas nesse grafo para tentar encontrar uma solugao primal para o pro-
blema. Normalmente, o grafo GG, contém um nimero muito menor de arcos
que o grafo Gy, o que garante um tempo computacional menor para uma
heuristica, normalmente, diretamente dependente do ntimero de arcos. Além
disso, esse grafo, na pratica, se mostra um bom subgrafo de Gy para obter
uma solucao primal de boa qualidade.

Pensando nisso, escolhemos dois conjuntos de procedimentos para tentar
encontrar uma boa solugao primal. O primeiro conjunto sao procedimentos
feitos para o PSG. O primeiro procedimento desse conjunto é a heuristica
proposta por TAKAHASHI e MATSUYAMA [24] para o problema de Steiner.
Em seguida, utilizamos duas buscas locais (Node [25, 26] e Key-path [27]) para
tentar melhorar a solucao obtida pelo primeiro procedimento. O segundo
conjunto é formado por uma heuristica construtiva e uma busca local feitos
diretamente para o HMSTP. Nesse segundo conjunto, usaremos um outro

grafo gerado de G.
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2.3.3 Heuristica e Buscas Locais para o PSG

Apresentaremos de forma resumida a heuristica construtiva e as duas
buscas locais usadas aqui.

O algoritmo de TAKAHASHI e MATSUYAMA [24] é uma modifica¢ao
do tradicional algoritmo proposto por PRIM [1], para a resolugao do PAGM.
Neste algoritmo, uma arvore geradora de custo minimo ¢ construida, seqiien-
cialmente, a partir de um no raiz. Em cada passo, um vértice é adicionado a
arvore geradora em construcao, através de uma aresta de menor custo. Apds
|V| — 1 passos, todos os vértices do grafo terdo sido incluidos na érvore, que
se torna, assim, geradora. A heuristica correspondente para o PSG opera de
forma analoga. Em cada iteracao, adicionamos a solucao o vértice terminal
mais proximo, ou seja, aquele que se encontra a uma distancia minima da
arvore de Steiner em construcao. No processo, adicionamos a solucao todos
os vértices no caminho minimo que leva ao vértice terminal escolhido. Dessa
maneira, em |R| iteragoes, uma arvore de Steiner é gerada para o conjunto
de vértices terminais R e raiz em 0.

A busca local Node [25, 26] consiste em procurar vizinhos de uma solugao,
adicionando ou removendo um vértice de Steiner numa solucao. Lembramos
que vértice de Steiner sao todos os vértices de uma arvore de Steiner que nao
¢ a raiz ou um vértice terminal.

A busca local Key-path [27] consiste em procurar vizinhos de uma solugao
encontrada, desconectando um terminal e reconectando com o menor cami-
nho até o resto da solugao. Se encontrar um caminho menor do que o anterior,
uma nova solugao com custo menor foi encontrada. Esse procedimento con-
tinua, até nao conseguir reconectar nenhum outro vértice terminal com custo

menor.

21



2.3.4 Heuristica e Busca Local para o HMSTP

Além das heuristicas para o PSG, também utilizamos uma heuristica es-
pecifica para o HMSTP. Essa heuristica, que chamaremos de Hop-Prim, pode
ser separada em duas partes. A primeira parte é uma adaptacao do algo-
ritmo de PRIM [1], onde criamos uma solugao vidvel para o HMSTP. A cada
iteragao dessa primeira parte, construimos um nivel para a arvore geradora
T, até conectarmos todos os vértices do grafo. Essa primeira parte tem no
maximo H iteragoes; se chegarmos na iltima iteracao e nao construimos uma
arvore geradora, a instancia ¢ inviavel. Cada iteracao consiste em achar as
arestas com menores custos que ligam um vértice ¢, ¢ € I, onde I é o con-
junto de vértices conectados na iteragao anterior, a um outro vértice j, j ¢ T,
que ainda nao foi adicionado a arvore geradora em construcao. Na primeira
iteragao, o conjunto I sé contém a raiz, I = {0}, e adicionamos as arestas
(0,7) € E. Na proxima iteracdo, o conjunto I serd formado pelos vértices j
das arestas (0, 7).

Depois de construir uma solucao viavel com a primeira parte da heuristica
Hop-Prim, usamos um procedimento de busca local para melhorar essa solugao
na segunda parte da heuristica. A busca local consiste em trocar uma
aresta (i,7) da solugdo corrente por uma outra que nao pertence a solugao
(k,j). Essa aresta (k,j) tem que respeitar alguns critérios: menor custo
(c(k,j) < c(i,7)) ou mesmo custo (c(k,j) = c(i,7)), sé que k estd num nivel
menor que ¢ (mais préximo da raiz 0); nao formar ciclos; respeitar a restrigao
de nivel tanto para j como para os seus filhos (vértices que possuem j no
caminho tnico do vértice raiz 0 e eles).

A heuristica Hop-Prim nao é usada no grafo original, com excecao da
primeira parte, que pode usar (se necessirio) o grafo original. Ela usa o

grafo G911, onde GO = (V, A’) é criado a partir de G,. Se existe um arco
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(0,(i,1)), i € V no grafo G, adicionamos a aresta (0,i) a GO, Se existe
pelo menos um dos arcos ((i,h — 1),(j,h)), (i,j) € Eeh =2,...,H, em
G, adicionamos a aresta (i,5) a GO, J& os arcos ((i,h), (i, H)),i € V e
h=1,...,H— 1 sao ignorados. Na verdade estamos transformando o grafo
G num subgrafo do grafo original G. Esse novo grafo GO tem propriedades
semelhantes a GG,. Possui um nimero menor de aresta do que G e contém
pelo menos uma solugao vidvel para o problema (se existir uma solugao vidvel
em (7). A primeira parte da heuristica Hop-Prim, onde criamos uma solugao
vidvel, tenta criar uma solucdo usando sé as arestas de GO, Entretanto, se
numa iteragdo nao existe uma aresta (i, j), onde i € I e j ¢ T, no grafo G,?ri,
mas existe no grafo original GG, adicionamos a menor aresta (i, j) de G, onde
i€leyjgT. Isso é feito para garantir uma solugao viavel para o HMSTP

no final da primeira parte da heuristica.

2.3.5 Fixacao por custos reduzidos

Depois de calculado um limite inferior, solucao dual, e um limite supe-
rior, solugao primal, podemos tentar eliminar, fixar algumas varidveis do
problema, usando o custo reduzido. Para mais informagoes sobre fixacao de
varidveis por custo reduzido ver [8].

Seja m uma solugao dual vidvel de valor v(m) e seja Z o valor da melhor
solugao primal conhecida. Pode-se fixar a variavel Xihj, referente ao arco

((i,h —1),(j,h)) € Ay, em zero, se a seguinte condi¢ao for observada:
U(ﬂ-) + EW(@'? h — 1)7 (]7 h)) > Z.

A fixacao em zero baseia-se numa reducao ao absurdo. Supode-se que o arco

((i,h — 1), (j,h)), referente & varidvel X/

i, estéd na solugao dtima. Entao,

pode-se aumentar a varidvel dual em ¢, ((i,h—1), (4,h)). O custo da solugdo
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passa de v(m) para v(m) + ¢, ((i,h — 1),(j, h)). Se esse valor nao for menor
que a melhor solucao primal conhecida, chega-se a uma contradicao.

Esse teste pode ser melhorado para o problema de Steiner, como mos-
trado em [28, 29], tornando maiores as chances de fixar uma varidvel. A
suposi¢ao de que o arco ((i,h — 1), (7, h)) estd na solugdo 6tima tem outras
conseqiiéncias. A primeira é que todo arco ((i,h — 1), (j,h)) na solucao deve
ter um caminho da raiz até (i, h—1). A segunda é que deve haver um caminho
entre (j, h) e algum terminal, isso se (7, h) ndo for um terminal. Entao, pode-
mos melhorar o teste de fixacao, calculando o menor caminho entre a raiz e
o vértice (i, h — 1), usando como custo dos arcos o custo reduzido. O mesmo
pode ser feito para o vértice (j,h) e um terminal, s6 que, no nosso caso, a
distancia sempre sera zero, ja que todo vértice tem um arco saindo para um
terminal com custo zero, ((j,h), (7, H)), conseqiientemente saturado e com

custo reduzido zero. O teste de fixagao melhorado é apresentado a seguir:
/U(ﬂ-> + Eﬂ((i7 h — 1)7 (]7 h)) + Q(Oa (Za h — 1)) > Z.

O novo termo Q(0,(i,h — 1)) é a menor distancia entre a raiz e o vértice
(i,h — 1) no grafo Gy e com os custos dos arcos substituidos pelos custos
reduzidos correspondentes. Esse valor é nao negativo, portanto, aumentando

a probabilidade de eliminar o arco ((i,h — 1), (j,h)).

2.3.6 Procedimento inicial

No inicio do nosso algoritmo, geramos limites superiores e inferiores,
usando os procedimentos mencionados nesta se¢ao. Na tentativa de melhorar
os limites obtidos, decidimos utilizar esses procedimentos da forma explicada
a seguir. Utilizamos os trés tipos de escolha da componente-raiz para o dual

ascent: circular, MinArcos e MinArcos+MinSaturados. Entao, para cada
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vez que executamos o dual ascent (uma para cada tipo de escolha), geramos
um grafo G diferente. Depois, executamos a heuristica e busca local para
o HMSTP no grafo GO (transformacdo do grafo G,). Se melhorarmos o
limite superior (solugao viavel), fazemos o teste de fixagao por custos redu-
zidos. Em seguida, executamos a heuristica e buscas locais para o PSG no
grafo G. Se melhorarmos o limite superior, fazemos o teste de fixagao por
custos reduzidos. Com a solucao encontrada no dual ascent e com a melhor
solugao primal encontrada, utilizamos o procedimento dual adjustment para
tentar melhorar o limite inferior. No final do procedimento inicial, teremos
pelo menos trés limites inferiores e seis limites superiores. Ficamos com o
maior dos limites inferiores e o menor dos limites superiores. Em seguida,
fazemos o ultimo teste de fixacao por custos reduzidos, utilizando esses dois

valores.

2.3.7 Heuristicas e fixagcao durante o Branch-and-Cut

O algoritmo Branch-and-Cut (BC) demora a convergir (demora a resol-
ver a relaxagao linear) em algumas instancias, mesmo com os procedimentos
iniciais, as heuristicas e a fixacao de variaveis. Por causa desse comporta-
mento, decidimos incorporar ao BC alguns procedimentos usados no inicio
do algoritmo, na tentativa de torna-lo mais robusto (mais independente do
éxito do procedimento inicial).

O primeiro procedimento utilizado foi a fixagdo de variaveis por custo
reduzido. Utilizamos o teste de fixacao s6 no né zero do BC. Inicialmente, a
idéia era rodar o teste em todas as iteragoes do né zero do BC, mas depois de
alguns testes verificamos que nao era necessario. S6 fazemos o teste quando
um dos trés critérios é verdadeiro: (1) se nao rodamos o teste nas tltimas

p1 iteragoes do BC; (2) se uma nova solugao foi encontrada; (3) se do ultimo
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teste rodado até a iteracao corrente, o valor da relaxacao linear aumentou
pelo menos ps unidades. Utilizamos os parametros 5 e 0.5 para p; e po,
respectivamente.

O segundo e ultimo procedimento utilizado foi a heuristica detalhada em
2.3.3 com as buscas locais. A heuristica é usada em todas as iteragoes do BC;
a unica diferenca entre cada iteracao sao os custos dos arcos. Os custos dos
arcos sao modificados usando a informagao da relaxacao linear. O custo de
um arco ((i, h—1), (7, h)) é multiplicado pelo inverso do seu uso pela relaxagao
linear, ou seja, '((i,h —1),(j,h)) = c(i,j) * (1 — X}}). Para ndo tornar o
uso desse segundo procedimento muito dispendioso, nao utilizamos as buscas
locais em todas as iteragoes, s6 utilizamos quando a solugao encontrada pela
heuristica na iteracao corrente multiplicada por um fator p3 for menor que a

melhor solugao encontrada até o momento. Utilizamos o valor de 0.85 para

Dps3-

2.4 Resultados

Nesta secao, comparamos a formulacao por cortes orientados e multifluxos
revisada com a melhor formulacao da literatura para o HMSTP.

Usamos instancias de grafo completo de 21 a 161 vértices para testar os
algoritmos. Podemos dividir as instancias em 3 grupos, dois grupos (TC
e TE) tém custo euclidiano, e o terceiro (TR) tem custo randomico. Nos
grupos com custo euclidiano, o que muda ¢ a localizagao do vértice raiz: no
grupo TC, a raiz fica no centro do grafo e, no grupo TE, a raiz fica num dos
extremos do grafo. Cada instancia é resolvida com os parametros de nivel H
igual a 3, 4 e 5.

Para reduzir o tamanho de cada instancia, usamos o teste a seguir. Para
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mais detalhes, ver [13]. Serdo eliminadas as arestas que nao atendam a
seguinte condigao:

Cij < Coj, ’l,j eV \ {O}

Se a aresta (7,j) tem custo maior do que a aresta (0, j), nenhuma solugao
6tima possui a aresta (i, j). No caso de ter o mesmo valor, podemos substituir
(1,7) pela aresta (0, ), que nao altera o valor da solugdo e nao compromete
a restricao de nivel. O teste de reducao é aplicado em todas as instancias
antes de aplicar os algoritmos. A tabela 2.1 apresenta o percentual restante

de cada instancia, apds a aplicacao do teste.

Vi
Grupo 20 30 40 50 60 80 100 120 160
TC 2% 27% 28% 25% 25% 26% 26% 28% 53%
TR  45% 51% 46% - 52% 47% - - -
TE  70% 73% 68% 71% 70% 68% T71% 76% T78%

Tabela 2.1: Tamanho das instancias do HMSTP apds a reducao

Os resultados computacionais foram obtidos em um PC Intel Core 2 Duo,
2.2 GHz com 2Gb de RAM, utilizando-se o programa XPRESS 2007A para
resolver as relaxagoes lineares e a programagcao inteira, quando necessario.
Comparamos nossos resultados com os resultados obtidos em [17]. Os resul-
tados computacionais dos modelos apresentados em [17] foram obtidos em
um PC Pentium 1V, 2.4 GHz com 769MB de RAM, utilizando o programa
CPLEX 7.1 para resolver as relaxacoes lineares e a programacao inteira.
Além dos resultados obtidos em [17], Gouveia disponibilizou outros resulta-
dos, para outras instancias, usando o mesmo algoritmo e computador usado
em [17].

Os resultados das duas formulacoes propostas aqui para as instancias até

27



80 vértices sao apresentados nas tabelas 2.2, 2.3 e 2.4. Cada tabela é referente
aos resultados de um grupo de instancias. A primeira coluna indica o nome
da instancia, que é formado por duas partes; as duas letras iniciais indicam
a que grupo a instancia pertence (TC, TE ou TR); em seguida, o nimero de
vértices da instancia, sem contar o vértice raiz. A segunda coluna indica o
valor de H. A terceira coluna indica o valor da solugao 6tima. Nas colunas
seguintes, indicamos o valor da relaxacao linear e o tempo computacional da
melhor formulagao apresentada em [17] e de cada formulagao proposta aqui
(Hopcut e Multifluxo). Essa formulacao vai ser chamada aqui por HopMCF.
Os resultados da formulacao HopMCF apresentados nessas tabelas possuem
dois tempos computacionais: o primeiro é o tempo necessario para resolver
a relaxacao linear, e o segundo, entre parénteses, é o tempo necessario para
obter a solucao inteira étima. Quando os dois tempos estiverem com o valor
-, significa que nao testaram o modelo nessa instancia. Ja quando o segundo
tempo for -, significa que nao tentaram obter a solugao 6tima inteira. Os
resultados da formulagao por cortes orientados (Hopcut) apresentados nessas
tabelas também possuem dois tempos computacionais: o primeiro é o tempo
sem as melhorias apresentadas na secao 2.3, e o segundo, entre parénteses,
com as melhorias.

Como mencionado anteriormente, as formulagoes por cortes orientados e
a de multifluxo revisada apresentam a mesma relaxacao linear; a diferenca
estd no tempo computacional gasto para resolver as instancias. Constata-
mos que a relaxacao linear das duas formulacoes em todas as instancias ¢é o
6timo do problema. Nao foi possivel resolver todas as instancias utilizando a
relaxacao linear da formulacao multifluxo revisada, devido ao grande tempo
computacional necessario. Pode-se constatar que as melhorias apresentadas

na secao 2.3 reduziram consideravelmente o tempo necessario para resolver
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HopMCF Hopcut Multifluxo

Nome H Otimo LP T(s) LP T(S) LP T(S)

3 340 339 0 (0) 340 0.04 (0) 340 0.17
TC20 4 318 318 0 (0) 318 0.04 (0) 318 0.86

5 312 312 0 (0) 312 0.08 (0) 312 045

3 506 - - 506 0.13 (0.04) 506  1.61
TC30 4 448 - - 448 0.19 (0.03) 448  47.2

5 426 - - 426 0.33 (0) 426  288.1

3 609 6045 2 (40) 609  0.34 (0.06) 609 7.03
TC40 4 548 547 8 (3) 548  1.25 (0.07) 548 305

5 522 522 13 (0) 522 411 (0.29) 522 2014

3 746 - - 746 0.74 (0.18) 746 208
TC50 4 683 - - 683  4.46 (0.22) 683 53014

5 646 - - 646  12.3 (0.02) - -

3 866  861.6 21 (578) 866 2.3 (0.35) 866 27667
TC60 4 781  778.3 120 (2052) 781  10.6 (1.26) - -

5 734 734 159 (1) 734 34.3 (0.56) - -

3 1072 1069 160 (3470) 1072 11.7 (0.49) - -
TC80 4 981 9765 1811 (23659) 981 175 (46.9) - -

5 922 920.6 4198 (7590) 922 429 (6.57) - -

Tabela 2.2: Resultados das formulagoes do HMSTP para o grupo TC

HopMCF Hopcut Multifluxo
Nome H Otimo  LP T(s) LP T(S) LP  T(S)
3 449 4438 2 (37) 449 021 (0.03) 449  1.08
TE20 4 385 384.5 6 (5) 385  0.31 (0.02) 385  5.46
5 366 364 14 (108) 366  1.19 (0.05) 366  16.1
3 597 - - 597  1.53 (0.12) 597  24.2
TE30 4 521 - - 521  3.52 (0.14) 521  90.6
5 483 - - 483  6.65 (0.42) 483 249
3 708 701.7 175 (1984) 708  3.31 (0.13) 708 3485
TE40 4 627 625.3 969 (9797) 627  10.6 (0.14) 627 20866
5 590 588.1 2794 (23052) 590  29.7 (0.41) - -
3 1366 - - 1366 9.79 (0.12) 1366 22949
TES0 4 1212 - - 1212 54.3 (0.54) - -
5 1110 - - 1110 100 (2.21) - -
3 1525 15034 2548 (31825) 1525 19 (0.48) - -
TE60 4 1336  1314.5 23402 (> 11 dias) 1336 115 (3.77) - -
5 1225 12125 73300 (-) 1225 255 (0.46) - -
3 1806 17925 11367 (-) 1806 76 (1.24) - -
TES0O 4 1558  1544.5 160127 (-) 1558 549 (4.7) - -
5 1442 - - 1442 2143 (226) - -

Tabela 2.3: Resultados das formulacoes do HMSTP para o grupo TE

29



HopMCF Hopcut Multifluxo

Nome H Otimo LP T(s) LP T(S) LP T(S)

3 168 168 0 (0) 168  0.01 (0) 168  0.23

TR20 4 146 146 0 (0) 146 0.04 (0) 146  2.07

5 137 137 0 (0) 137 0.07 (0) 137 7.22

3 229 - 229 0.21 (0.03) 229 147

TR30 4 174 - - 174  0.64 (0.1) 174 230
5 155 - - 155  0.95 (0) 155 600

3 176 176 2 (0) 176 0.25 (0.05) 176 7.84

TR40 4 149 1483 9 (3) 149 1.16 (0.13) 149 119
5 139 139 26 (1) 139 2.02 (0) 139 93

3 213 - 213 2.76 (0.17) 213 58761
TR60 4 152 - - 152 9.59 (0.18) - -
5 124 - - 124  10.6 (0.02) - -

3 208 208 21 (3) 208 1.36 (0.14) 208 86.2
TR80 4 180 180 676 (4) 180 9.87 (0.36) - -
5 164 164 1271 (6) 164 29.8 (0.92) - -

Tabela 2.4: Resultados das formulacoes do HMSTP para o grupo TR

a formulagao por cortes orientados.

Os resultados da formulagao por cortes orientados (Hopcut), com as me-
lhorias apresentadas na secao 2.3, para as instancias maiores que 80 vértices
sao apresentados na tabela 2.5. A primeira coluna indica o valor de H. Nas
colunas seguintes indicamos o nome da instancia, o valor da solugao 6tima,
a relaxagao linear e o tempo computacional, para as instancias do grupo TC
e TE. Para a instancia TE160 e H = 5, apresentamos dois tempos computa-
cionais: o segundo, entre parénteses, ¢ o tempo necessario a mais para obter
a solucao inteira 6tima. Esse foi o tnico caso que nao resolvemos sé com a

relaxacao linear da formulacao Hopcut, foi necessario resolver 4 nés da arvore

de busca do Branch-and-Cut.

TC TE
H Nome Otimo LP T(s) Nome  Otimo LP T(S)
3 1259 1259 15.3 2092 2092 9.85
4 TC100 1166 1166 190 TE100 1788 1788 356
5 1104 1104 251 1625 1625 36.6
3 1059 1059 2.68 1267 1267 15.6
4 TC120 926 926 25.9 TE120 1074 1074 608
5 853 853 103 969 969 3992
3 1357 1357 163 1496 1496 76.2
4  TC160 1133 1133 643 TE160 1229 1229 5626
5 1039 1039 11335 1107 1106.5 57011 (6704)

Tabela 2.5: Resultados das formulacoes do HMSTP para as instancias mai-

ores
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Os resultados das heuristicas estao nas tabelas 2.6, 2.7 e 2.8. A primeira
coluna das tabelas indica o nome da instancia, a segunda indica o valor de H e
a terceira coluna indica o valor da solugao 6tima. Nas cinco colunas seguintes,
indicamos o melhor valor obtido com as heuristicas duais, a melhor solucao
encontrada por todas as heuristicas primais, a melhor solucao encontrada
pela heuristica Hop-Prim, o niimero de variaveis fixadas pelo teste de custo
reduzido e o tempo computacional total do procedimento inicial (heuristicas
duais e primais, e fixacao de varidveis). As ultimas trés colunas sao referentes
a heuristica primal, ao nimero de varidveis fixadas, ao tempo computacional

total das heuristicas e as fixacoes de variaveis durante o BC.

Procedimento Inicial Durante BC
Nome H Otimo Dual Primal Hop-Prim Var. Fix. T(S) Primal Var. Fix. T(S)
3 340 340 340 340 - 0 - - -
TC20 4 318 318 318 318 - 0 - - -
5 312 312 312 312 - 0 - - -
3 506 502 522 524 134 0.01 506 249 0.01
TC30 4 448 448 452 452 640 0 448 4 0
5 426 426 426 426 - 0 - - -
3 609 601 609 623 720 0.01 - 96 0
TC40 4 548 540 548 552 1105 0 - 115 0
5 522 516 524 526 1413 0 522 242 0
3 746 734 773 773 92 0.02 752 859 0.04
TC50 4 683 679 683 689 1684 0.02 - 88 0.01
5 646 646 646 656 - 0.02 - - -
3 866 857 892 919 218 0.03 866 1407 0.04
TC60 4 781 775 795 801 1199 0.03 785 1132 0.02
5 734 734 738 748 3306 0.02 734 4 0
3 1072 1066 1084 1148 1418 0.05 1072 1316 0.01
TC80 4 981 973 995 1017 1601 0.06 981 709 0.06
5 922 920 934 942 3954 0.05 922 1342 0.08
3 1259 1237 1290 1350 31 0.08 1271 2585 0.12
TC100 4 1166 1158 1198 1219 318 0.11 1166 3148 0.14
5 1104 1098 1116 1116 5416 0.07 1104 1362 0.11
3 1059 1051 1102 1174 65 0.2 1059 4017 0.06
TC120 4 926 921 962 1001 551 0.32 926 355 0.11
5 853 849 857 900 4985 0.39 853 8649 0.11
3 1357 1349 1426 1715 151 0.89 1357 3122 0.16
TC160 4 1133 1130 1163 1286 15693 1.38 1133 1242 0.1
5 1039 1033 1055 1116 32124 1.48 1039 4084 0.18

Tabela 2.6: Resultados das heuristicas do HMSTP para o grupo TC

Na tabela 2.9, compara-se o desempenho da formulacao por corte orien-

tado com as melhorias apresentadas na secao 2.3, com a melhor formulagao
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Procedimento Inicial Durante BC
Nome H Otimo Dual Primal Hop-Prim Var. Fix. T(S) Primal Var. Fix. T(S)
3 168 168 168 168 - 0 - - -
TR20 4 146 146 146 146 - 0 - - -
5 137 137 137 137 - 0 - - -
3 229 224 229 237 880 0.01 - 48 0
TR30 4 174 168 174 181 1295 0.01 - 56 0
5 155 155 155 157 - 0 - - -
3 176 172 177 177 1447 0.01 176 85 0.01
TR40 4 149 147 149 151 2238 0 - 48 0
5 139 139 139 139 - 0 - - -
3 213 206 217 217 3223 0.03 213 303 0.01
TR60 4 152 151 153 155 5457 0.02 152 6 0.01
5 124 124 124 124 - 0.02 - - -
3 208 206 208 209 6090 0.02 - 35 0.01
TR80 4 180 178 180 182 8989 0.03 - 120 0
5 164 162 164 167 11905 0.02 - 182 0

Tabela 2.7: Resultados das heuristicas do HMSTP para o grupo TR

Procedimento Inicial Durante BC
Nome H Otimo Dual Primal Hop-Prim Var. Fix. T(S) Primal Var. Fix. T(S)
3 449 446 457 496 453 0.01 449 87 0
TE20 4 385 384 385 385 924 0 - 0 0
5 366 361 366 366 1152 0 - 28 0
3 597 594 609 609 898 0.02 597 53 0.01
TE30 4 521 515 522 541 1815 0 522 134 0
5 483 478 493 493 2191 0.02 483 84 0
3 708 708 728 762 1401 0.02 - 2 0
TE40 4 627 623 630 676 2954 0.02 627 111 0
5 590 589 596 596 3935 0.03 590 223 0.01
3 1366 1365 1375 1471 3223 0.03 1369 204 0.01
TE50 4 1212 1210 1259 1266 2724 0.11 1212 2036 0
5 1110 1103 1140 1149 4842 0.1 1110 1810 0.01
3 1525 1521 1569 1714 2805 0.06 1525 1788 0.01
TEG60 4 1336 1328 1373 1388 4207 0.15 1336 2795 0
5 1225 1225 1229 1279 9545 0.21 1225 36 0
3 1806 1802 1840 1929 5970 0.13 1806 2387 0.02
TES0 4 1558 1549 1580 1601 9518 0.24 1558 3120 0.06
5 1442 1435 1477 1508 10912 0.39 1442 466 0.14
3 2092 2082 2121 2329 9525 0.24 2092 4044 0.08
TE100 4 1788 1771 1888 2038 2000 1.02 1788 7769 0.12
5 1625 1625 1699 1760 9536 1.36 1625 15563 0.26
3 1267 1258 1352 1424 308 0.8 1267 16912 0.16
TE120 4 1074 1071 1155 1197 728 1.48 1074 114 0.28
5 969 963 1020 1041 8449 2.02 969 1520 0.25
3 1496 1488 1616 1761 4 5.49 1500 0 0.31
TE160 4 1229 1221 1286 1464 5704 10.4 1229 43756 0.88
5 1107 1098 1182 1259 1603 13.6 1107 925 1.71

Tabela 2.8: Resultados das heuristicas do HMSTP para o grupo TE
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apresentada em [17], para as instancias usadas em [17]. Essas instancias sao
esparsas e foram criadas a partir das instancias de grafos completos, menci-
onadas no inicio desta secao. Foram usadas as instancias de 40 e 80 vértices
e foram escolhidas 400 e 800 arestas, respectivamente. A primeira coluna da
tabela 2.9 indica o nome da instancia, a segunda indica o niimero de arestas, a
terceira o valor de H, e a quarta coluna indica o valor da solucao 6tima. Nas
colunas seguintes, indicamos o valor da relaxagao linear, a melhor solucao

encontrada e o tempo computacional para cada formulacgao.

Hopcut HopMCF
Nome |E| H Otimo LP SOL T(s) LP SOL T(s)
3 566 566 566  0.06 566 566 1
TC40 400 4 519 519 519 017 5175 519 10
5 496 496 496  0.46 494 496 177
3 710 710 710 0.39 701 710 1238
TE40 400 4 625 625 625 1.36 6195 625 28758
5 581 581 581 0.41 5785 581 33079
3 219 219 219 0.05 219 219 1
TR40 400 4 176 176 176  0.07 176 176 4
5 155 155 155 0.01 155 155 9
3 1054 1054 1054 3.78 1054 1054 28
TC80 800 4 967 967 967 10.1 9465 967 4634
5 918 918 918 356 913.1 918 42003
3 1808 1808 1808 5.52 1794.1 1808 75765
TESO 800 4 1568 1568 1568 60.4 1549.2 1568 > 2 semanas
5 1442 1442 1442 304 14226 1751 -
3 208 208 208 0.1 208 208 4
TR0 800 4 180 180 180  0.29 180 180 47
5 164 164 164 0.84 164 164 115

Tabela 2.9: Comparando com a literatura do HMSTP

2.5 Comentarios Finais

Apresentamos uma transformagcao do problema de arvore geradora minima
com restricdo de nivel (HMSTP) para o problema de Steiner em Grafos
(PSG). Com essa transformagcao, mostramos que podemos usar modelos do
problema de Steiner num grafo em nivel para resolver o HMSTP. Apresen-

tamos dois modelos para o PSG no grafo em nivel; para o segundo modelo,
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também apresentamos uma versao melhorada. Mostramos que esses modelos
apresentam uma relaxacao linear melhor do que as encontradas na literatura.

Para o primeiro modelo, foi proposto um esquema de Branch-and-Cut que
¢ inicializado com uma heuristica dual. Nesse algoritmo foram acrescentadas
heuristicas primais e fixacao de variaveis, onde uma das heuristica foi pro-
posta aqui. Os resultados obtidos com o algoritmo foram muito superiores
aos encontrados na literatura. Resolvemos todas as instancias da literatura
em um tempo computacional significativamente inferior. As instancias que
estavam em aberto (ndo foram resolvidas de forma exata, s6 apresentaram
limites para a instancia) foram resolvidas da mesma forma que as instancias
em grafos completos até 160 vértices. Com isso, dobramos o tamanho da

maior instancia resolvida na literatura.
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Capitulo 3

Arvore geradora minima com

restricao de diametro

3.1 Introducao

O problema de arvore geradora minima com restricao de diametro, Di-
ameter constrained Minimum Spanning Tree Problem (DMSTP), é definido
como segue: dado um grafo G = (V, E) com um conjunto de vértices V =
{1,2,...,n}, um conjunto de arestas (i,j) € E com custos associados ¢;; e
um numero natural D, onde 2 < D < |V| — 1, desejamos encontrar uma
arvore geradora de custo minimo, onde o caminho entre qualquer par de
vértices tem no maximo D arestas.

Demonstrou-se que o DMSTP é NP-dificil para D > 4 em [30]. Algumas
aplicagoes em redes de computadores, onde todos os nds da rede devem se
comunicar com o menor custo possivel e atingir um certo grau de qualidade,
podem ser modeladas por esse problema (ver em [31]).

As formulagoes para o DMSTP na literatura usam implicitamente uma

propriedade do problema que ¢é a existéncia de um vértice central, quando D
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é par, e uma aresta central, no caso de D impar. Essas formulagoes também
usam uma estrutura de fluxo em rede para garantir a estrutura de arvore. Em
[32, 33] foi proposta uma formulagao de fluxo de um produto em rede que usa
um vértice artificial para o caso par. Neste trabalho nao foram feitos testes
computacionais. GOUVEIA e MAGNANTT [34] propuseram uma formulagao
de fluxo de multiprodutos em rede, que apresenta um limite melhor que o
apresentado em [32, 33], mas, devido ao grande nimero de varidveis, exige
uso excessivo de memoria. Para a formulagao de Gouveia, foram feitos testes
computacionais com grafos esparsos e obtidos resultados para instancias de
60 vértices, para o caso de D par, e somente para problemas menores, no caso
de D fmpar (40 vértices). Gouveia propds outra formulagao em [35] para o
caso especifico de D impar. Essa nova formulacao apresentou uma relaxacao
linear um pouco inferior a apresentada em [34]. Entretanto, como possui
um numero menor de varidveis, foi possivel resolver instancias de até 60
vértices num grafo esparso. Em [36] foram propostas melhorias na formulacao
apresentada em [32, 33], que geraram bons resultados computacionais em
grafos esparsos, de tamanho méximo de 60 vértices, para o caso de D impar,
e de tamanho méximo de 40 vértices, para o caso de D par, e para grafos
completos com no maximo 25 vértices. Uma formulacao compacta 0 — 1 foi
proposta em [37], usando a idéia de precedéncia de vértices. Os resultados
computacionais obtidos em [37] foram comparados aos obtidos em [34, 36] e
mostraram que nenhuma abordagem domina a outra. Uma nova abordagem
usando Constraint Programming foi apresentada em [38] e o resultado foi
superior, comparando com os resultados obtidos em [36, 37|, em 25 instancias,

de um total de 29.
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3.2 Formulacao num grafo em niveis

Nesta secao, propomos uma adaptacao da formulacao para o HMSTP,
apresentada na secao 2.2, para o DMSTP. Para isso, usaremos uma carac-
teristica da solucao do problema DMSTP: quando D for par, a arvore gera-
dora minima possui um vértice ¢ central, que ¢ ligado a duas subérvores de
profundidade maxima D/2; quando D for impar, a &rvore geradora minima
tem uma aresta (i, 7) central, que é ligada a duas ou mais subérvores de pro-
fundidade maxima (D — 1)/2. Sendo assim, a grande diferenca do problema
DMSTP para o problema HMSTP é escolher a aresta central, para o caso
impar, ou o vértice central, para o caso par. Para o caso par, é possivel resol-
ver o DMSTP, usando a solugao para o HMSTP diretamente. Basta resolver
|V| problemas HMSTP, fixando um vértice raiz i« € V em cada problema.
Uma abordagem semelhante poderia ser usada em relagao as arestas para o
caso impar, mas nao seria eficiente.

Assim como no HMSTP, construimos o grafo em nivel. Para facilitar a
notagao, usaremos | D/2] = D/2, quando D for par, e |[D/2| = (D —1)/2,
quando D for impar. Para o caso par, considere o grafo em niveis Gp =

(Vp, Ap), onde o conjunto de vértices Vp é definido como
Ve ={0}U{(i,h): 0<h < |D/2|, i€V}
e o conjunto de arcos Ap é definido como
Ap = {(0,(j,0)):j eV}

U{((t,h=1),(j,h): (i,) € B, 1 <h < |D/2]}
U {((,h), (i, | D/2])) s 1€V, 0<h < |D/2] —1}.

O vértice 0 foi adicionado ao grafo para auxiliar na escolha do vértice

central do problema original. O vértice (i, h) é associado ao vértice ¢ no nivel
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h no grafo original, isto é, o caminho do vértice 0 até o vértice ¢ contém h+1
arestas. Note que o grafo Gp é construido em niveis com os vértices do grafo
original copiados |D/2] vezes e o primeiro nivel (zero) ¢é ligado ao vértice
raiz 0. Na figura 3.3 é apresentado um exemplo da transformacao do grafo

original (figura 3.1) para o grafo em niveis (figura 3.2), no caso de D par.

Figura 3.1: Grafo Original Figura 3.2: Grafo em nivel (D = 4)

Figura 3.3: Exemplo da transformagao do DMSTP para o PSG para D par

O grafo em niveis construido é o mesmo apresentado para o problema
HMSTP. Sendo assim, podemos usar a mesma formulacao de cortes orienta-
dos apresentada na secao 2.2.1. Para isso, adicionamos um custo alto C aos
arcos (0, (4,0)), onde j € V. Esse custo alto garante que somente um arco
(0, (4,0)) estard na solugao, garantindo a escolha do vértice central (7).

Para o caso fmpar, considere o grafo em niveis G; = (V7, A7), onde o

conjunto de vértices V; é definido como

Vi=VpU{(i,—1): ie V}U{-1}
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e o conjunto de arcos A; é definido como

Ar = ApU {((4,0),(5,-1)) : (4,5) € E}
U{((i,~1),~1):i eV}

U {((i,—1),(:,0)) : i € V'}.

Esse grafo é igual ao grafo Gp com a adigao dos vértices —1 e (i, —1),
onde i € V. Os vértices (i,—1) foram adicionados para formar a aresta
central do caso impar. J& o vértice —1 é adicionado para ser um vértice
terminal e garantir que um vértice (i, —1) estard na solugao. Com isso,
garantimos a construcao do caminho do vértice raiz até o vértice termi-
nal —1, {(0, (4,0)), ((7,0), (i, —1)), ((¢, —1), —1)}, e, implicitamente, estamos
construindo a aresta central, porém, ainda temos que garantir que o vértice
(1,—1) volte a se conectar com o resto do grafo. Por isso, foram adicio-
nados os arcos ((i,—1),(#,0)), onde i € V. Para garantir que sé um arco
((7,0), (i,—1)) estard na solugdo, utilizamos o mesmo artificio usado na es-
colha do arco (0, (j,0)): adicionamos ao custo da aresta do grafo original cj;
um custo alto C. Na figura 3.4 é apresentado um exemplo da transformacgao
do grafo original (figura 3.1) para o grafo em niveis, no caso de D impar. Os
arcos nao mostrados na figura 3.4 estao em detalhe na figura 3.5.

Com esses grafos em niveis, podemos transformar esse problema em um
problema de arvore de Steiner, como feito para o problema HMSTP. Para o
caso de D par, os vértices terminais sao Rp = {(i, |D/2]): 1 € V'}, e para o
caso fmpar, os vértices terminais sdo Ry = RpU{—1}. Nao é dificil ver que a
arvore geradora com diametro menor do que D no grafo original corresponde
a arvore de Steiner em Gp, para o caso par, ou (G;, para o caso impar, com
raiz no vértice 0 e contendo os vértices terminais Rp ou R, respectivamente.

O interessante dessa construgao é que associando uma varidvel bindria

39



(1,-1)  (2-1) (3,-1) (4-1)
N

(1,2) (2:2)

Figura 3.4: Exemplo da transformacao do DMSTP para o PSG para D impar
(D =5)

Figura 3.5: Detalhe das ligacoes entre os vértices no retangulo na figura 3.4
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Xl-hj a cada arco em Gp, caso par, ou (G, caso impar, podemos usar qualquer
modelo para o problema de Steiner no grafo em niveis para fornecer um
modelo valido para o DMSTP, como feito para o problema HMSTP na secao
2.2.

3.2.1 Formulacao por cortes orientados

Para descrever os cortes orientados, usaremos a mesma notagao apresen-
tada na secao 2.2.1, alterando apenas o conjunto de vértices terminais que
dependera do valor de D, R = Rp, no caso par, e R = R, no caso impar.

Para o caso de D par, temos a seguinte formulacgao:

LD/2]
min CZXOJ + Z Cij Z (3.1)
JeV (i.4)eE
LD/2]
s.a Z XD/2J+Z Jjev (3.2)
i€VA{j}

Xh((S(S)) >1 Ses 3.3

Xo—jle{o,l} jeVv

h .o
Xhe{0,1} () eBh=1,...,[D/2] (35

(3.3)
(3.4)
(3.5)
Xe{0,1} jeV.h=1,...,[D/2]. (3.6)

Para D impar, mantemos as restrigoes (3.2)-(3.6) e utilizamos a fungao
objetivo a seguir:

LD/2]

min CZXOJ + Z Cij Z 5+ Z (cij +C)X ZJ

JjeV (i,9)eE (i,5)eE

e adicionamos as seguintes restrigoes:



X1l ef{o1} ievV (3.9)

(2

X} e{0,1} eV (3.10)

As restrigoes (3.2) (caso par), (3.2) e (3.7) (caso impar) garantem que
cada vértice terminal seja visitado uma tunica vez. As restri¢des (3.3) sdo
restri¢oes de cortes orientados e garantem que a solucao do problema possua
pelo menos um arco em 6(.S), o que torna a solu¢do uma arvore de Steiner.
A formulagdo descrita contém um ntdmero exponencial de restrigoes (3.3).
O algoritmo de separacao dessas restricoes é o mesmo apresentado na secao

2.2.1.

3.3 Acelerando a resolucao do modelo por

cortes orientados

O procedimento de resolucao é o mesmo apresentado na segao 2.3. Pri-
meiro é aplicada a heuristica dual Dual Ascent, em seguida, as heuristicas
primais e, com posse de uma solucao dual e primal, é possivel tentar fixar
variaveis pelo custo reduzido. Se nao foi possivel provar a otimalidade da
melhor solugao heuristica encontrada, seguimos para a resolucao do modelo
exato com a adicao dos cortes construidos na heuristica dual.

Alguns ajustes foram necessarios, o primeiro foi na escolha do componente-
raiz da heuristica Dual Ascent, no caso de D impar, e o segundo foi a subs-
tituicdo da heuristica especifica para o HMSTP, para uma adaptacao dessa
heuristica para o DMSTP, detalhada na secao 3.3.1.

Para o caso de D impar, o vértice terminal —1 s6 é escolhido quando
nao existir nenhum outro componente-raiz, independentemente do método de

escolha do componente-raiz (circular, MinArcos e MinArcos-+MinSaturados).
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Este procedimento vem de observagoes dos testes computacionais.

3.3.1 Heuristica e Busca Local para o DMSTP

Como feito para o HMSTP, além das heuristicas para o PSG, também
utilizamos uma heuristica especifica para o DMSTP. Essa heuristica é, na
verdade, uma adaptacao da heuristica Hop-Prim, detalhada na secao 2.3.4.

No caso de D par, s6 mudamos a primeira parte da heuristica (construcao
de uma solugao viavel). A diferenga é que escolhemos um subconjunto de
vértices V., onde V. C V| e executamos a heuristica Hop-Prim |V, | vezes, cada
uma com um vértice de V. como raiz da arvore geradora minima com restricao
de nivel com H = | D/2]. A escolha do subconjunto V. é feita de acordo com
o grafo saturado G, construido pela heuristica Dual Ascent. Para cada arco
(0,(4,0)) presente no grafo G, acrescentamos o vértice j no subconjunto
V... Diferentemente do HMSTP, essa primeira parte da heuristica modificada
para o DMSTP nao garante uma solugao viavel, pois nao testamos todos
os vértices como vértice central. A segunda parte da heuristica Hop-Prim
(busca local) s6 é executada para a melhor solugao encontrada na primeira
parte, se foi encontrada alguma.

No caso de D impar, a adaptacao é muito parecida, com um procedimento
a mais na primeira parte da heuristica. Escolhemos, da mesma forma, um
subconjunto de vértices v, e executamos para cada vértice r de V, a primeira
parte da heuristica Hop-Prim, construcao de uma solucao viavel do problema
de arvore geradora minima com restri¢ao de nivel com H = | D/2] e raiz em
r. Note que nao levamos em consideracao a aresta central, tratamos até o
momento como no caso de D par. Se no final da primeira parte, para o vértice
r, nao foi possivel construir uma arvore geradora, um novo procedimento é

executado. Esse procedimento é uma maneira heuristica de escolher uma
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aresta central. Para cada aresta (r, j) presente na arvore gerada, verificamos
se a adigdo de um nivel para os filhos de j no nivel | D /2] (vértices que tém
| D/2] arestas no caminho unico até o vértice r e esse caminho contém a
aresta (r, 7)) tornaria a arvore uma arvore geradora. Esse procedimento, na
verdade, estd escolhendo uma das arestas (r,j) como aresta central. Como
no caso de D par, nao garantimos uma solugao viavel. Se encontramos uma
solugao viavel na primeira parte da heuristica, executamos a segunda parte

(busca local) para a melhor solugao construida.

3.4 Resultados

Nesta secao, apresentamos nossos resultados computacionais e compa-
ramos a formulacao por cortes orientados com as melhores formulacoes e
algoritmos da literatura para o DMSTP. As formulagoes escolhidas sao apre-
sentadas em [36, 34, 37, 38].

Para a comparagao direta entre as formulacoes, usamos algumas das
instancias criadas em [36, 34]. Essas instancias sdo as mais usadas para
comparagao. As instancias criadas em [36] sao de grafos completos de 15 a
25 vértices e de grafos esparsos de 20 a 40 vértices. J& as criadas em [34]
sao de grafos esparsos de 20 a 30 vértices e divididas em dois grupos (TR
e TE). O grupo TR tem custo randomico e o grupo TE tem custo euclidi-
ano. Para esses dois conjuntos de instancias, resolvemos com os diametros
de 4 a 8, como especificado nas referéncias. Para testar nossa formulagao,
usamos, também, instancias do problema HMSTP. Essas instancias sao de
grafos completos de 41 a 161 vértices. Podemos dividir essas instancias em 3
grupos: dois grupos, TC e TE, com custo euclidiano, e o terceiro, TR, com

custo randomico. Cada instancia ¢é resolvida com diametros de 4 a 12.
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Os resultados computacionais foram obtidos em um PC Intel Core 2 Duo,
2.2 GHz com 2Gb de RAM, utilizando-se o programa XPRESS 2007A para
resolver as relaxagoes lineares e a programagcao inteira, quando necessario.
Comparamos nossos resultados com os resultados obtidos em [37, 38]. Os
resultados computacionais apresentados em [37] foram obtidos em um PC
Pentium IV 2.8 GHz com 2Gb de RAM, utilizando-se o programa CPLEX
8.1 para resolver as relaxagoes lineares e a programacao inteira. Os resul-
tados computacionais para os modelos propostos em [34, 36] também foram
apresentados em [37]. Os resultados computacionais apresentados em [38] fo-
ram obtidos em um PC Pentium IV, 3 GHz com 1Gb de RAM, utilizando-se
o programa OPL Studio 3.7.1 para resolver a constraint programming.

Os resultados obtidos com a formulacao por cortes orientados para as
instancias do HMSTP sao apresentados nas tabelas 3.1, 3.2 e 3.3. Cada ta-
bela é referente aos resultados de um grupo de instancias. A primeira coluna
indica o valor de D. Nas colunas seguintes, informamos o nome da instancia,
o valor da solucao 6tima, o valor da relaxagao linear, o niimero de nds ne-
cessarios para encontrar a solucao inteira 6tima e o tempo computacional.

Como podemos notar nas tabelas 3.1, 3.2 e 3.3, a relaxacao linear em
quase todas as instancias resolveu o problema. Quando foi necesséario entrar
no algoritmo Branch-and-Cut, o nimero de nds necessario para encontrar a
solucao 6tima foi muito pequeno.

Os resultados das heuristicas estao nas tabelas 3.4, 3.5 e 3.6. A primeira
coluna das tabelas indica o nome da instancia, a segunda indica o valor de D e
a terceira coluna indica o valor da solucao 6étima. Nas cinco colunas seguintes
indicamos o melhor valor obtido com as heuristicas duais, a melhor solucao
encontrada por todas as heuristicas primais, a melhor solucao encontrada

pela heuristica Hop-Prim adaptada, o nimero de variaveis fixadas pelo teste
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D | Nome Otimo  LP T(s) No6s | Nome Otimo LP T(s) Nos
4 747 747 0.27 1 1083 1081.5 1.32 5
5 673 673 0.38 1 977 977 3.98 1
6 606 606 4.49 1 856 856 6.86 1
7 575 575 2.14 1 821 821 5.96 1
8 TC40 544 544 6.05 1 TC60 781 781 386 1
9 532 532 2.22 3 760 760 9.87 1
10 516 516 9.73 1 734 734 91.8 1
11 508 508 0.72 1 722 722 5.91 1
12 498 498 6.55 1 712 712 7.38 1
4 1303 1303 1.39 1 1549 1549 9.58 1
5 1203 1203 8.36 1 1438 1438 362 1
6 1064 1064 226 1 1259 1259 1858 1
7 1024 1024 169 1 1220 1220 1333 1
8 TC80 976 976 2933 1 TC100 1158 1158 4574 1
9 952 952 1869 1 1136 1136 522 1
10 920 920 2341 1 1104 1104 31718 1
11 906 906 2510 1 1088 1088 42182 1
12 884 884 776 1 1060 1060 7416 1
4 1431 1431 6.82 1 1731 1731 19.7 1
5 1281 1281 42.7 1 1572 1572 8377 1
6 1059 1059 1183 1 1247 1245.83 13611 11
7 1005 1005 322 1 1177 1177 15560 1
8 TC120 925 925 4023 1 TC160 - - - -
9 894 894 5636 1 - - - -
10 851 851 13901 1 - - - -
11 836 836 36925 1 - - - -
12 812 812 29596 1 - - - -

Tabela 3.1: Resultados do modelo para o DMSTP para o grupo TC

D | Nome | Otimo LP T(s) Noés | Nome | Otimo LP T(s) Nés
4 742 742 0.31 1 1657 1657 0.68 1
5 678 678 0.76 1 1528 1528 2.72 1
6 606 606 0.43 1 1317 1317 25.1 2
7 585 585 1.19 1 1255 1255 15.9 1
8 TE40 562 562 2.54 1 TE6O 1174 1174 6.16 1
9 553 552.5 53.1 1 1139 1139 44.1 1
10 537 537 0.15 1 1083 1083 1.04 1
11 529 529 1.52 1 1063 1063 2.89 1
12 525 525 30.7 1 1044 1044 21.1 1
4 2045 2045 2.11 1 2377 2377 4.07 1
5 1828 1828 6.39 1 2166 2166 217 1
6 1564 1564 12.8 1 1802 1802 257 1
7 1479 1479 39.8 1 1708 1708 352 1
8 | TESO 1399 1399 963 1 TE100 1585 1585 1037 2
9 1355 1355 3786 1 1545 1545 428 1
10 1293 1293 20.4 1 1486 1486 879 1
11 1267 1267 30.1 1 1453 1453 1302 1
12 1232 1232 309 1 1415 1415 5540 1
4 1448 1448 6.72 1 1741 1741 23.8 1
5 1297 1297 4.31 1 1583 1583 6918 1
6 1077 1077 2120 1 1253 1251.83 14422 11
7 1019 1019 333 1 1182 1182 20812 1
8 | TE120 938 938 4213 1 TE160 1081 1081 158572 1
9 907 907 415 1 - - - -
10 866 866 9565 1 - - - -
11 848 848 4859 1 - - - -
12 826 826 74178 2 - - - -

Tabela 3.2: Resultados do modelo para o DMSTP para o grupo TE
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D | Nome | Otimo LP T(s) No6s | Nome | Otimo LP T(s) Nos
4 249 249 0.05 1 264 264 0.15 1
5 198 198 0.43 1 213 211.25 3.34 5
6 155 155 0.24 1 155 155 7.47 1
7 144 144 0.75 1 140 140 25.1 1
8 TRA40 135 135 0.9 1 TR60 124 124 7.12 1
9 131 131 0.48 1 117 117 8.75 1
10 129 129 1.04 1 114 114 8.32 1
11 128 128 2.08 1 112 111.5 13.7 1
12 127 127 0.22 1 108 108 0.57 1
4 416 416 0.93 1

5 326 324 884 15

6 208 208 85.8 1

7 187 187 91.3 1

8 TRS80 168 167.25  8.41 1

9 160 160 14.7 1

10 153 153 2.39 1

11 152 152 2.41 1

12 151 151 1.65 1

Tabela 3.3: Resultados do modelo para o DMSTP para o grupo TR

de custo reduzido e o tempo computacional total do procedimento inicial
(heuristicas duais e primais, e fixagdo de varidveis). As ultimas trés colunas
sao referente a heuristica primal, ao nimero de variaveis fixadas e ao tempo
computacional total das heuristicas e fixacoes de variaveis durante o BC.

Na tabela 3.7, o desempenho da formulac¢do por cortes orientados (Hop-
cut) é comparado com as formulagoes apresentadas em [34, 37|, usando as
instancias criadas em [34]. As formulagoes apresentadas em [34, 37| serao
denominadas aqui por G&M e ILP, respectivamente. A primeira coluna da
tabela 3.7 indica o nimero de vértices da instancia, e a segunda, o nimero
de arestas. A terceira coluna indica o valor de D. Nas colunas seguintes
indicamos o tempo computacional para cada formulacao.

Na tabela 3.8, o desempenho da formulac¢do por cortes orientados (Hop-
cut) é comparado com as formulagoes apresentadas em [36, 37, 38], usando as
instancias criadas em [36]. As formulagoes apresentadas em [36, 38] serao de-
nominadas aqui por Lift DMST e CP, respectivamente. A primeira coluna da
tabela 3.8 indica o nimero de vértices da instancia, e a segunda, o nimero

de arestas. A terceira coluna indica o valor de D. Nas colunas seguintes
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Procedimento Inicial Durante BC

Nome D Otimo Dual Primal Hop-Prim Var. Fix. T(S) Primal Var. Fix. T(S)
4 747 735 753 802 2375 0.02 749 504 0
5 673 673 740 759 907 0.1 673 2740 0
6 606 593 640 640 1961 0.07 606 68 0.02
7 575 568 597 597 3208 0.09 575 2194 0.02
TC40 8 544 536 587 587 2261 0.14 548 3344 0.06
9 532 530 536 540 6946 0.13 532 301 0.01
10 516 506 526 538 6187 0.13 516 1639 0
11 508 508 513 513 8444 0.15 508 422 0.02
12 498 494 500 502 8626 0.22 498 870 0
4 1083 1065 1084 1200 5794 0.03 1083 953 0.01
5 977 968 1005 1082 6199 0.15 977 2392 0.05
6 856 849 919 933 2498 0.26 856 7603 0.03
7 821 819 859 859 6538 0.35 821 5822 0.02
TC60 8 781 769 828 828 4273 0.47 781 766 0.18
9 760 757 801 801 7349 0.66 760 8790 0.12
10 734 729 775 783 8092 0.61 734 7674 0.09
11 722 722 732 732 18727 0.58 722 139 0.02
12 712 712 720 728 20239 0.39 712 1301 0.04
4 1303 1292 1316 1426 10208 0.05 1303 2088 0.01
5 1203 1199 1302 1302 2549 0.89 1203 12053 0.16
6 1064 1056 1124 1124 5128 0.63 1064 699 0.09
7 1024 1016 1084 1084 4920 1.27 1024 15669 0.44
TC80 8 976 965 1032 1032 4990 1.14 976 6117 0.32
9 952 947 980 980 16820 1.42 952 1079 0.14
10 920 916 956 956 17234 1.83 920 8565 0.51
11 906 902 934 937 21782 1.68 906 3612 0.53
12 884 881 928 928 17675 2.26 884 17777 1.35
4 1549 1529 1600 1799 9920 0.18 1552 8686 0.06
5 1438 1430 1569 1694 2266 2.35 1438 12925 0.37
6 1259 1245 1337 1337 2925 1.52 1259 1186 0.32
7 1220 1216 1291 1291 4186 2.72 1220 28888 0.6
TC100 8 1158 1155 1223 1223 5684 2.58 1158 1020 0.23
9 1136 1136 1193 1193 10597 3.59 1136 32595 0.69
10 1104 1098 1124 1124 34190 2.28 1104 6419 1.58
11 1088 1084 1126 1133 25570 4.06 1088 15480 1.15
12 1060 1060 1104 1104 30242 3.68 1060 25745 1
4 1431 1417 1456 1656 20301 0.26 1431 2126 0.04
5 1281 1281 1559 1559 680 6.58 1281 34811 0.27
6 1059 1043 1139 1139 6776 2.73 1059 431 0.13
7 1005 1003 1152 1152 42 6.35 1005 48664 0.78
TC120 8 925 916 1026 1026 1065 4.95 925 28 0.33
9 894 892 1004 1004 159 6.87 894 6 0.53
10 851 845 943 943 1079 6.99 851 246 0.61
11 836 830 906 906 8578 9.83 836 1245 1.08
12 812 807 862 862 24605 8.43 812 2239 1.54
4 1731 1718 1753 2066 37909 0.5 1731 8503 0.06
5 1572 1555 1661 1989 12586 8.2 1572 13317 0.17
6 1247 1227 1394 1448 2654 7.65 1247 68794 0.65
7 1177 1173 1358 1388 159 16.1 1177 0 0.62
TC160 8 - 1062 1179 1240 504 12.2 - - -
9 - 1037 1110 1135 13016 18.1 - - -
10 - 982 1055 1065 15391 18.2 - - -
11 - 963 1010 1078 51812 19.4 - - -
12 - 934 977 1041 66593 18.6 - - -

Tabela 3.4: Resultados das heuristicas do DMSTP para o grupo TC
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Procedimento Inicial Durante BC

Nome D Otimo Dual Primal Hop-Prim Var. Fix. T(S) Primal Var. Fix. T(S)
4 742 730 763 787 1913 0.02 742 1050 0.01
5 678 670 715 715 1831 0.06 678 1930 0.02
6 606 601 620 637 3660 0.04 609 789 0
7 585 579 600 625 4203 0.08 585 1315 0.01
TE40 8 562 555 574 589 4784 0.09 562 1194 0.03
9 553 544 566 582 5142 0.12 553 564 0.08
10 537 537 537 551 - 0.15 - - -
11 529 527 537 557 7920 0.17 529 922 0.01
12 525 522 533 533 8307 0.21 - 440 0.01
4 1657 1649 1682 1894 5779 0.07 1657 1283 0
5 1528 1521 1592 1754 4888 0.26 1528 2218 0.02
6 1317 1295 1398 1398 3160 0.31 1317 484 0
7 1255 1243 1372 1372 1352 0.76 1255 10788 0.12
TE60 8 1174 1167 1220 1247 9118 0.63 1175 5247 0.04
9 1139 1131 1237 1237 3610 1.06 1139 11953 0.16
10 1083 1083 1083 1178 - 1.04 - - -
11 1063 1063 1109 1168 14368 0.96 1063 5078 0.05
12 1044 1038 1066 1127 17761 0.45 1055 2169 0.06
4 2045 2024 2068 2127 10356 0.08 2045 2180 0.02
5 1828 1811 1843 2090 13408 0.22 1828 2350 0.02
6 1564 1554 1718 1718 1658 0.79 1564 16965 0.07
7 1479 1468 1644 1644 652 1.56 1479 21225 0.12
TE80 8 1399 1385 1544 1544 1041 2.25 1399 12308 0.22
9 1355 1334 1502 1502 511 2.33 1355 272 0.64
10 1293 1293 1340 1397 22333 1.9 1293 8872 0.15
11 1267 1265 1322 1343 22869 2.53 1267 10442 0.4
12 1232 1219 1246 1281 33505 1.51 1232 4210 0.32
4 2377 2351 2433 2671 12838 0.19 2377 6729 0.06
5 2166 2142 2231 2542 12498 0.9 2166 10264 0.05
6 1802 1782 1934 2024 4872 1.29 1802 22806 0.1
7 1708 1698 1916 1916 337 4.09 1708 1 0.18
TE100 8 1585 1565 1622 1717 24930 1.55 1585 2304 0.24
9 1545 1541 1650 1650 9126 5.27 1545 35015 0.47
10 1486 1484 1545 1599 26042 5.28 1486 2425 0.23
11 1453 1450 1539 1539 18031 6.24 1453 31778 0.26
12 1415 1411 1464 1518 37427 4.95 1415 1949 0.2
4 1448 1436 1468 1632 22127 0.25 1448 6002 0.01
5 1297 1297 1298 1527 36488 2.39 1297 132 0
6 1077 1060 1197 1203 1967 291 1077 0 0.19
7 1019 1019 1098 1098 5525 6.3 1019 41928 0.31
TE120 8 938 929 1021 1021 3086 5.34 938 225 0.33
9 907 907 999 1008 1891 7.76 907 29 0.29
10 866 857 961 961 1095 7.03 866 31 0.56
11 848 844 905 905 16818 9.82 848 56333 0.43
12 826 817 853 904 46490 7.88 826 16929 0.83
4 1741 1729 1751 2100 43400 0.38 1741 6830 0.03
5 1583 1563 1726 1924 6334 11.3 1583 0 0.16
6 1253 1231 1449 1449 434 7.98 1253 72801 0.64
7 1182 1174 1417 1417 6 15 1182 0 2.03
TE160 8 1081 1064 1226 1226 3 12.7 1081 0 1.55
9 - 1035 1271 1271 0 17.8 - - -
10 - 986 1095 1095 665 19.6 - - -
11 - 961 1002 1089 59736 29.3 - - -
12 - 934 958 1029 107686 11.96 - - -

Tabela 3.5: Resultados das heuristicas do DMSTP para o grupo TE
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Procedimento Inicial Durante BC

Nome D Otimo Dual Primal Hop-Prim Var. Fix. T(S) Primal Var. Fix. T(S)
4 249 244 249 249 3318 0.01 - 0 0
5 198 185 204 282 3409 0.04 198 493 0
6 155 151 155 168 4723 0.04 - 160 0.01
7 144 140 145 166 5197 0.05 144 472 0
TRA40 8 135 134 139 139 6061 0.06 135 313 0
9 131 131 134 134 7034 0.09 131 88 0
10 129 128 132 133 7668 0.08 129 388 0.01
11 128 126 128 128 8422 0.13 - 449 0.01
12 127 127 130 130 9281 0.1 127 35 0
4 264 261 264 266 7144 0.03 - 14 0
5 213 200 217 274 7529 0.07 213 1049 0.02
6 155 148 165 202 8670 0.1 155 1345 0.04
7 140 134 166 166 8530 0.21 140 3393 0.12
TR60 8 124 122 130 138 12932 0.16 124 296 0.04
9 117 116 125 131 14304 0.22 117 1422 0.01
10 114 113 116 118 16850 0.22 114 494 0.04
11 112 110 113 113 18762 0.29 112 498 0.03
12 108 107 108 109 21444 1 - 33 0
4 416 402 418 423 12002 0.05 416 406 0.02
5 326 298 331 395 12092 0.22 326 1959 0.07
6 208 196 228 242 14747 0.28 208 1686 0.02
7 187 182 198 234 19417 0.35 187 649 0.07
TRS80 8 168 166 171 176 25016 0.36 168 666 0.06
9 160 159 170 175 26456 0.43 160 2380 0.06
10 153 153 157 163 31525 0.49 153 788 0
11 152 152 155 155 34776 0.55 152 270 0.01
12 151 151 153 154 37979 0.59 151 168 0

Tabela 3.6: Resultados das heuristicas do DMSTP para o grupo TR

Hopcut G&M  ILP
Nome |E| | D T(s) T(s) T(s)
4 0 0.5 0.9
5 0 6.3 2.4
TR20 100 | 6 0.05 5.8 2.9
7 0.08 94 2.6
8 0.01 1.3 3.4
4 0 0.8 3.5
5 0.01 58.6 283
TR30 200 | 6 0.09 2.9 5.7
7 0.15 529 53.9
8 0.07 2.3 3.67
4 0.05 0.1 1.1
5 0 5.3 1.7
TE20 100 | 6 0 3.1 7.3
7 0.03 49.5 10
8 0 1.1 10.7
4 0.07 130 59.5
5 0.1 25.1 36.1
TE30 200 | 6 0.08 1381 348
7 0.4 6912 1014
8 0.21 1111 2430

Tabela 3.7: Resultados dos modelos para o DMSTP para as instancias criadas
por Gouveia
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indicamos o tempo computacional para cada formulacgao.

Hopcut  LiftDMST  ILP CP

vl 18| D | TG T(s)  T(s) T(s)
4 0.05 4.7 0.7 0.08

5 0.06 22.8 3 0.22

6 0.06 18.6 8.1 0.28

15 105 | 7 0.07 26.9 20 0.38
9 0.07 6.2 10.7  0.47

10 0.08 1 4.3 0.41

4 0.07 562 2.5 0.2

5 0.08 436 8.1 1.06

6 0.06 455 95 2.03

20 190 | 7 0.01 5.1 4.5 0.97
9 0.01 73.4 66.7 5.01

10 0.01 29.7 101 6.08

4 0 15203 12 1.48

5 0.07 >20000 64.3 2.83

6 0.11 826 26.4 39.1

25 300 | 7 0.13 11521 770 56
9 0.11 246 295 114

10 0.11 254 404 55.4

4 0.03 1 0.2 0.05

5 0 4.6 1 0.17

6 0 0.8 5.1 0.13

20 50 7 0.06 0.8 1.2 0.14
9 0.01 0.7 2.8 0.45

10 0 0.2 1.3 0.64

4 0.07 43.7 1.9 5.44

5 0.08 291 6.4 7.31

40 100 | 6 0 50.9 13.2  4.72
7 0.09 459 212 34.3

9 0.13 1565 979  40.1

Tabela 3.8: Resultados dos modelos para o DMSTP para as instancias criadas

por Santos

Como podemos ver nas tabelas 3.7 e 3.8, os resultados obtidos com a nova
formulagao Hopcut sao superiores aos anteriores. Em todas as instancias, o
tempo necesséario para resolver foi inferior a um segundo. Também podemos
notar que quanto maior for o tamanho das instancias, maior sera a diferenca

de desempenho. Todas as instancias foram resolvidas s6 com a relaxacao

linear.
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3.5 Comentarios Finais

Como feito para o HMSTP, apresentamos uma transformacao do pro-
blema de &rvore geradora minima com restrigao de diametro (DMSTP) para
o problema de Steiner em Grafos (PSG). Com essa transformacao, mostra-
mos que podemos usar modelos do problema de Steiner num grafo em nivel
para resolver o DMSTP. Apresentamos um modelo para o PSG no grafo em
nivel.

Os resultados obtidos com o algoritmo proposto aqui foram bem supe-
riores aos encontrados na literatura. Resolvemos as instancias da literatura
em um tempo computacional significativamente inferior e, pela primeira vez,
resolvemos de forma exata instancias de grafos completos, superiores a 25
vértices, chegando até 160 vértices. Como para o HMSTP, a diferenga en-
tre o valor da relaxacao linear e a solugao 6tima foi muito pequena. Em
quase todas as instancias foi possivel resolver o problema sé com a relaxacao
linear. Nas instancias em que foi necessario entrar no método Branch-and-
Cut, encontramos a solugao étima inteira resolvendo poucos nés (no maximo

15).
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Capitulo 4

Arvore geradora com nimero

maximo de folhas

4.1 Introducao

O problema de arvore geradora com nimero maximo de folhas, Maxi-
mum Leaf Spanning Tree Problem (MLSTP), é definido como segue: seja
G = (V, E) um grafo conexo nao-direcionado, formado por um conjunto V'
de vértices e um conjunto F de arestas. Denomina-se uma arvore de G a
qualquer um dos subgrafos conexos aciclicos daquele grafo. Arvores de G,
por sua vez, sao chamadas de geradoras quando contém todos os vértices em
V. Seja 6(i) € F o conjunto das arestas com uma extremidade em i € V.
O nimero |§(7)| dessas arestas é denominado o grau de i. Em particular, em
uma arvore de GG, vértices com grau 1 sao denominados folhas, e o problema
da arvore geradora com nimero maximo de folhas consiste em encontrar uma
arvore geradora de G com o maior niimero possivel de folhas.

Esse problema modela, dentre outras aplicagoes préticas, projetos de

redes de telecomunicacoes e o desenho de layouts de circuitos eletronicos
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[39, 40]. Por exemplo, considere o caso de redes de telecomunicagao onde
os vértices correspondem a terminais e o objetivo é projetar uma rede com
arquitetura de uma arvore. “Terminais folhas” envolvem entdo uma menor
carga de trabalho que os “terminais intermediarios”, com grau pelo menos
dois, que podem eventualmente servir como ponto intermediario no rotea-
mento de mensagens. Nessas aplicagoes (vide [41] para maiores informagoes),
maximizar o numero de folhas se mostra, em diversas situacoes praticas, um
objetivo bastante “atraente”.

Embora seja de solucao trivial, se G é um grafo completo, o MLSTP ¢, no
caso geral, quando G é esparso, um problema NP-dificil [30]. Um algoritmo
de solugao, com um fator de aproximacao 3, foi proposto para o problema em
[42, 43]. Posteriormente, outro algoritmo, com um fator de aproximacao 2,
foi sugerido em [44]. A seguir, foi demonstrado em [45] que MLSTP é MAX-
SNP-dificil, o que implica em dizer que existe um € > 0 tal que é NP-dificil
encontrar uma solugdo com fator de aproximacao (1 + €), para o problema.

Duas formulagoes e um algoritmo de solugao exata foram propostos para
o MLSTP em [41], sendo 14 aplicados a uma dada variante do problema.
Essa variante considera custos {c. : ¢ € E} para as arestas de G e impde
um numero fixo pré-especificado de folhas a aparecer na arvore geradora de
custo minimo que se deseja encontrar. O algoritmo proposto em [41], do
tipo Branch-and-Bound, utiliza Relaxacao Lagrangeana para gerar limites
duais, obtidos através da resolucao de arvores geradoras de custo minimo.
Instancias aleatérias do problema, com até 40 vértices, foram resolvidas em
[41], com garantia de otimalidade. Duas outras formulagdes e um estudo po-
liedral a elas associado, foram introduzidos em [46]. Um algoritmo Branch-
and-Bound, baseado em uma dessas duas formulagoes, foi implementado em

[47]. Esse algoritmo, que nao utiliza nenhuma das desigualdades vélidas for-
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tes, caracterizadas em [46], gera limites superiores para o MLSTP, através
da resolucao de um problema da arvore geradora de custo minimo, conveni-
entemente definido sobre G. O algoritmo exato em [47] parece ser o tnico,
na literatura, especificamente desenvolvido para o MLSTP. Esse algoritmo
foi capaz de resolver, com garantia de otimalidade, instancias aleatorias do

MLSTP com até 100 vértices.

4.2 Uma formulacao da literatura

Nesta se¢ao, apresentamos uma das duas formulac¢oes propostas em [46]
e, em seguida, o algoritmo do tipo Branch-and-Bound implementado em [47].
Associe variaveis © = {z. € R, :e € E} e z = {z € {0,1} : i € V}},
respectivamente, as arestas e aos vértices de (G. Variaveis no primeiro con-
junto definem a arvore que se quer construir, enquanto aquelas, no segundo,
explicitam os vértices que induzem folhas daquela arvore. Uma formulagao

para o MLSTP [46] é entao dada por

max Z 2 (4.1)

eV

sa. Y ze=[V|-1 (4.2)

eclR
d oz <IS|-1  ScVS| =2 (4.3)

e€E(S)
S w4 (106) - Dz < 0G6)] i€V (4.4)

e€d (i)

0<z, <1 eckE (4.5)
z€{0,1} eV (4.6)

Na desigualdade (4.3), E(S) sao todas as arestas (i,j) € E onde i € S
e j € S. Nessa formulagao, as desigualdades (4.2), (4.3) e (4.5) definem o
politopo da arvore geradora, como caracterizado por EDMONDS [48]. Pelas
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desigualdades (4.4), quando um vértice ¢ € V' induz uma folha da arvore de
solugao, z; = 1 explicita esse fato. Nesse caso, em conseqiiéncia, apenas uma
das arestas em (i) C E poderd também aparecer na arvore. Caso contrério,
se ¢ nao induz uma folha da arvore de solucao, z; = 0 se impoe, e todas as
arestas em (i) estardo eventualmente livres para aparecer na mesma. Vale
ressaltar que sao precisamente as restrigoes (4.4) que fazem com que essa
formulagao seja uma versao fortalecida de uma formulacao para o MLSTP,
introduzida em [41].

Como observado em [46], para que o vetor z represente exatamente o

conjunto de folhas da arvore geradora que se deseja obter, as desigualdades
Y wmetz=2 QieV (4.7)
eed (i)

devem ser adicionadas a formulagao. Note, entretanto, que, devido a funcao

objetivo (4.1), onde todos os coeficientes sao positivos, as desigualdades

acima sao naturalmente satisfeitas pela solucao inteira a ser obtida. De

qualquer forma, essas desigualdades sao validas para aquela formulacao e

podem ser utilizadas para reforcar a relaxacao linear da mesma.

Algumas desigualdades adicionais que, sob condi¢oes nao muito fortes,
definem facetas do politopo associado a (4.2)-(4.6), foram também caracte-
rizadas em [46]. Em particular, a familia de desigualdades

Y e+ (F| -1z <|F| i€V, FCHi),|F|>2 (4.8)
ecF

pode ser utilizada para fortalecer a relaxacao linear daquela formulagao.

4.2.1 Um algoritmo exato

A formulagao (4.1)-(4.6) pode ser reescrita como

max Z 2 (4.9)

eV
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sa. Y we+ ([0(0)] = 1)z < [6()] i€V (4.10)
e€d(i)

z € STq (4.11)

% €{0,1} i€V, (4.12)

onde ST ¢é a regiao poliedral definida por (4.2), (4.3) e (4.5), ou seja, uma
arvore geradora de G.

Como (4.10) e (4.11) garantem que z; < 1 para i € V, podemos rela-
xar linearmente a restricao (4.12) como uma restrigado de nao-negatividade.
Entao, numa solucdo 6tima do problema relaxado, a restri¢ao (4.10) deve ser
satisfeita como igualdade. Com isso, o problema relaxado é equivalente ao

seguinte problema:

100 = D eesiiy e
max ZEZV 500 = i( ) (4.13)

N L 1 LY,
R GET GZ%GE(iﬂwl—”ié(ﬁ\—l) e
s.a. xz e STg. (4.14)

Podemos resolver esse problema eficientemente, usando um algoritmo para
arvore geradora minima ([1]), com os custos das arestas e = (7, j) € E igual
a 1/(6()] - 1) + 1/(9(7)] — 1).

O algoritmo Branch-and-Bound descrito em [47] é baseado na formulagao
(4.9)-(4.12) e utiliza o problema relaxado (4.13)-(4.14) para gerar limites
superiores validos, em cada né da arvore de procura. Denotaremos por
SP(S1, S, F') o subproblema genérico em qualquer um desses nés, onde (57, Sy, F')
é uma particao de V', onde qualquer vértice em S; tem que ser folha, nenhum
vértice de Sy pode ser folha, e F' =V \ {(S1 U Sp)} é o conjunto de vértices
livres. No né raiz, o subproblema corresponde ao problema original, que é

expresso por SP((), 0, V).
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A relaxagao linear associada ao subproblema SP(S, Sy, F') é dada por

max Z 3 —Z dexe + 51| (4.15)

=(i,j)€E
a. Y z.<1 i€S (4.16)
e€d(i)
v € ST, (4.17)
onde
1 1 ..
13(i)[—1 + so—1 »J € F,
de = \6(i§|—1 icF,j¢F,
0 i,j & F,

e pode também ser resolvido por um algoritmo que encontre uma arvore
geradora minima para G'\ S, sob custos d., conectando-se a seguir os vértices
de S; aquela arvore.

O algoritmo Branch-and-Bound proposto em [47], é esquematicamente

descrito em 4.1, a seguir.

4.2.2 Detalhes da implementacao

Para efetuar comparacoes com os métodos aqui propostos, implemen-
tamos o algoritmo 4.1. Apds a realizacdo de alguns testes, identificamos
algumas possibilidades de melhora naquele algoritmo.

A primeira modificagao é feita no primeiro passo do algoritmo (Iniciacao).
Verificamos que o algoritmo aproximativo Solis-Obi [44] ndo apresentou bons
resultados e o eliminamos da nossa implementagao (comportamento similar
foi também observado em [47]).

No segundo passo do algoritmo (Selegdo do Subproblema), criamos uma
nova opc¢ao. Além de escolher um subproblema através da estratégia depth-

first (o n6 mais profundo da drvore de busca é o escolhido), implementamos
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Algoritmo 4.1 Branch-and-Bound
1 - Iniciagao: Executar as seguintes heuristicas:

BFS: Gerar drvores geradoras com raiz em i € V' (usou um algoritmo de
busca breadth first [49]).
Lu-Ravi: Executar algoritmo 3-aproximado [43].
Solis-Obi: Executar algoritmo 2-aproximado [44].
Seja LB a melhor soluc@o encontrada (nimero de folhas).
Se LB= |V| — 1 entao FIM se nao L := {SP((},0,V)}
2 - Selegcao do Subproblema:
Se L = {0} entao FIM
Escolha SP(S1, Sy, F') € L de maneira depth-first.
Se |Si| + |F| < LB entao Volte para 2.
3 - Checando viabilidade:
Se SP(51, So, F') ndo é vidvel entao Volte para 2.
4 - Atualizando o limite inferior:
Se |S;| > LB entao
Execute BF'S com raiz em v € SoUF e fazendo os vértices de S; folhas.
Seja LB a nova melhor solugao.
fim Se
5 - Limite superior:
Resolva o problema (4.15)-(4.17) e compute UB
Se |UB| < LB entao Volte para 2.
6 - Criagao dos Subproblemas:
L := L U{SP(Sy, Sy, F),SP(S1, So, F)}, onde v = argmax{|dg(u)| : u €
F}, S =S U{v}, Sog=S U{vte F=F\{v}
Volte para 2.
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também uma opcao onde o escolhido é o subproblema de maior limite superior
(best bound). Um beneficio direto dessa modificacdo foi o fortalecimento do
teste de poda |S;| + |F'| < LB para |S;| + |F| < LB.

O quarto passo (atualizacdo do limite inferior) do algoritmo 4.1 s6 ocorre
se |S1| > LB. Na nossa implementagao, além de atualizar o limite infe-
rior nesse quarto passo, também atualizamos o limite inferior em todas as
iteracoes onde um limite superior é obtido. Note que isso é possivel pois no
calculo do limite superior construimos uma arvore geradora e o nimero de
folhas dessa arvore fornece um limite inferior valido para nosso problema.
Além disso, aplicamos a busca local sugerida em [43] a toda solugao vidvel

com valor maior que o melhor limite inferior disponivel.

4.3 Formulacao Direcionada

Na literatura, é comum encontrar problemas definidos sobre grafos nao-
orientados que sao reformulados, com ganho, através de grafos direcionados.
Nesse sentido, confira, por exemplo, a formulacao de Cut Sets proposta para
o Problema de Steiner em Grafos por ANEJA [50] e sua versao direcionada
utilizada em [51, 22], dentre outros.

Seja D = (V, A) um grafo direcionado, definido a partir de G' da seguinte
maneira: para cada aresta e = (i,j) € F, dois arcos (4, ) e (j,4) sdo definidos
em A. Adicionalmente, assuma que um vértice r, qualquer, é escolhido em V
para atuar como raiz da arborescéncia que se quer construir. Assim sendo,
para o vértice raiz, s6 adicionamos a A os arcos (r,j) e nenhum arco (j,7),
ja que nenhum arco apontando para a raiz ird existir na arborescéncia. Com
a transformagao, algumas novas defini¢oes sao necessérias, seja 07 (i) C A,

i € V, o conjunto de arcos (i, j) que saem de i e § (i) C A, i € V, o conjunto
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de arcos (j,1) que chegam em i. Introduzindo-se variaveisy = {y, € R, : a €
A} e utilizando-se, mais uma vez, as varidveis z = {z; € {0,1} : i € V'}, como

definidas anteriormente. Uma reformulagao de (4.1)-(4.6) é, entao, dada por

max Z 2 (4.18)
s.a. Zya =|V|-1 (4.19)
acA

S ow=1 jeV\{r} (420
a€d—(j)

Z v <IS|—1 ScCV,|S|>2(4.21)

acA(S
S Yat D et (1067(0) |—1) <[oT@)  ieV\{r} (422)
acd— (i) a€d™ (i)
> va+ (107 = 1)z < |67 ()] (4.23)
a€dt(r)
0<y, <1 a€A (4.24)
z € {0,1} 1eV. (4.25)

Da mesma forma que anteriormente, A(S) sao todos os arcos (i,7) € A,
onde 7 € SejeS. A reformulacio do MLSTP descrita acima resulta da
substituicao, em (4.2)-(4.6), das varidveis z., e = (4,7) € E, por (y;; + y;i)-
Assim sendo, (4.19)-(4.21) e (4.24) corresponde a uma descri¢ao alternativa
do politopo da &rvore geradora (veja [52] para mais detalhes). A formulacao,
imposta por (4.20), garante que exatamente um tnico arco deve existir na
arborescéncia de solucdo apontando para cada vértice i € V' \ {r}. Com
isso, a desigualdade (4.19) fica redundante. As desigualdades (4.22) e (4.23)
correspondem a desigualdade (4.4) na formulagao nao direcionada.

Ao tentar resolver uma dada instancia de MLSTP, em principio, nao

terfamos vantagem alguma em escolher (4.18)-(4.25), em detrimento de (4.1)-
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(4.6). Por outro lado, é facil verificar que as desigualdades
Yat+2<1 a=(i,5) € AiecV\{r} (4.26)

nao pode ser reproduzida em (4.1)-(4.6), obtemos uma formulacdo direcio-
nada que domina a formulagao nao direcionada que lhe deu origem.
Podemos, ainda, ressaltar que as desigualdades (4.8) podem ser adaptadas
para a nossa reformulagao direcionada como
> Yot > vt (FH =1z <|FT| i€ V,FTCoM(i), |FF] > 2.(4.27)
a€Ft a=(j,1)€A|(i,5)eFT

Vale, também, notar que as desigualdades

Yo gutzm=1 ieV\{r} (4.28)
a€dt (i)
(§]
> Yotz >2 (4.29)
a€dt(r)

sao validas para (4.18)-(4.25), pois se derivam diretamente de (4.7).

4.4 Formulacao Multifluxos

Lancando mao de uma terceira descri¢ao para o politopo da arvore gera-
dora, proposta em [53] e discutida em [52], é possivel obter outra reformulagao
de (4.1)-(4.6), tao forte quanto (4.18)-(4.25). Essa nova reformulagao, no en-
tanto, envolve apenas um niumero polinomial de restricoes, o que permite
resolver o MLSTP sem a necessidade de implementar algoritmos de solugao
especificos.

Seja D = (V, A), definido a partir de GG, como explicado anteriormente,

e uma raiz r € V, pré-especificada. Da raiz r, deverao ser enviados uma
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unidade especifica de mercadoria, para cada vértice em v € V' \ {r}. Essa
operacio é modelada através das varidveis de fluxo {f¥ € R, : a = (i,j) €
Ak € V\ {r},i # k}. Dessa maneira, se um arco a € A ¢ utilizado para
enviar uma unidade da mercadoria k ao seu destino k € V'\ {k}, a varidvel f*
devera assumir um valor igual a 1. Caso contrario, a variavel devera assumir
um valor igual a 0. Como feito anteriormente, as varidveis y = {y, € R, :
a € A} sdo utilizadas para caracterizar os arcos de defini¢do da arborescéncia
que se quer construir (y, = 1, se o arco faz parte da solucdo; y, = 0, em
caso contrario). Da mesma forma, as varidveis z = {z; € {0,1} : i € V'}
sao utilizadas para modelar as folhas da arvore geradora (z; = 1 se o vértice

i € V induz uma folha, e z = 0, em caso contrario). Uma outra reformulagao

de (4.1)-(4.6) ¢, entao, dada por

maxz Zi (4-30)
eV
sa. Y ya=V]-1 (4.31)
a€A
Yotz <1 a=(i,5) € AicV\{r}432)
> va+ (167 (r) = D)z, < [57(r)| (4.33)
a€dt(r)

Yoofi=1 keV\{r} (4.34)

a€dt(r)
D= =0 ikeV\{rki#k (4.35)

a€d—(3) a€dt (i)
dofi=1 keV\{r} (4.36)

a€d— (k)
fF<y, acAkeV\{r} (4.37)
0< fh<1 acAkeV\{r} (4.38)
0<y,<1 a€Ad (4.39)
zef{0,1} eV (4.40)



Aqui vale notar que as desigualdades (4.27), (4.28) e(4.29) sao vélidas

para essa formulacao.

4.5 Transformacao para o PSG

A formulagao proposta aqui é oriunda da transformagao do MLSTP em
PSG, como feito nas secoes 2.2 e 3.2. Para transformar o problema, devemos
primeiro definir como construir o grafo em dois niveis, a partir do grafo D.
Seja D = (V, A) um grafo direcionado, definido a partir de G da seguinte
maneira: para cada aresta (i,j) € F, dois arcos (i, 7) e (j,?) sdo definidos em
A. Considere o grafo em niveis Gp = (Vp, Ap), onde o conjunto de vértices

Ve é definido como
Ve={0}U{(i,h):1<h<2 icV}

e o conjunto de arcos ¢é definido como

Copiamos os vértices e as arestas de G duas vezes. Os vértices (i,1) € V
representarao o centro da arvore geradora, ou seja, os vértices nao folhas
(6(i) > 2). Ja os vértices (i,2) € V serao os vértices folhas da arvore ge-
radora. Podemos ver que nenhum arco sai dos vértices (i,2). A adigdo do
vértice 0 e dos arcos (0,(j,1)), 7 € V, sdo para ajudar na construgao da
arvore de Steiner, o vértice 0 é a raiz, e somente um arco (0, (j,1)) estard

na solucao. Identificando-se de antemao um vértice ¢ € V' que nao pode ser
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folha, nao serd necessario adicionar o vértice 0 e os seus arcos adjacentes
(0,(4,1)). Ja os arcos ((i,1),(i,2)) sdo adicionados para garantir que um
vértice i nao folha tenha ligagdo a seu vértice terminal (i,2) correspondente.
Na figura 4.3 é apresentado um exemplo da transformacao do grafo original

(figura 4.1) para o grafo em niveis (figura 4.2).

2 (1.2) (22) (32) (4.2)

Figura 4.1: Grafo Original Figura 4.2: Grafo em nivel

Figura 4.3: Exemplo da transformagao do MLSTP para o PSG

Como feito para o HMSTP e o DMSTP, relacionaremos o MLSTP com
uma arvore de Steiner no grafo Gr. A transformacao direta para o PSG seria
maximizar o nimero de arcos ((i,1), (j,2)), ¢ # j, com uma tnica restrigao:
ser uma arvore de Steiner direcionada com raiz em 0 e vértices terminais
R = {(i,2) : i € V}. Entretanto, existe aqui uma diferenca fundamental:
os problemas anteriores eram de minimizacao enquanto o MLSTP é de ma-
ximizagao. Na aplicacao de alguns modelos para o PSG, especificamente
quando a topologia da solucao desejada ¢ a de uma arvore, é recomendado

(em algumas formulagoes é até exigido) que o problema tratado seja o de
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minimizagao sob custos positivos, ou, alternativamente, o de maximizacao
sob custos negativos. Essa limitacao pode ser facilmente contornada. No
MLSTP, a fungao objetivo contém somente as varidaveis referente as folhas; na
transformagao utilizada, essas variaveis correspondem aos arcos ((i, 1), (4, 2)).
Bastaria entao impor aos demais arcos um custo suficientemente elevado, su-
perior a soma dos custos de todos os arcos ((7,1),(7,2)) juntos. Feito isso,
o problema recairia entao no modelo tradicional, ou seja, minimizagao sob
custos nao negativos. Como sugerido anteriormente para o DMSTP, os arcos
(0,(5,1)), 7 € V, terdo um custo ainda maior que os demais, para garantir
que um unico arco desse tipo apareca na arvore de Steiner.

Associando uma varidvel bindria Xo; a cada arco (0, (j,h)) em G, uma
variavel bindria X; a cada arco ((i,1),(j,1)) em Gp, uma varidvel bindria
X7 a cada arco ((4,1),(4,2)) em G e associando uma varidvel bindria X;
para cada arco ((7,1),(7,2)) em G, podemos usar qualquer modelo para o
problema de Steiner no grafo em niveis, para fornecer um modelo valido para

o MLSTP. Em seguida, apresentaremos um modelo.

4.5.1 Formulagao por cortes orientados

Para descrever os cortes orientados, usaremos a mesma notagao apresen-

tada na segao 2.2.1. Temos a seguinte formulagao:

min CYY Xo; +C Y X5+ > X7 (4.41)

JjEV (i,5)€eA (i,5)€A
sa Y X2+ X;;=1 jeV (4.42)
eV
X(6(8)=1 Ses (4.43)
Xo; €1{0,1} jeV (4.44)

X, e{0,1}  (i,j)eA (4.45)
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X, e{0,1} (i,j)eA (4.46)

X;€{0,1} jeV (4.47)

As restrigoes (4.42) garantem que cada vértice terminal seja visitado uma
unica vez. As restrigoes (4.43) sdo restrigoes de cortes orientados e garantem
que a solugao do problema possua pelo menos um arco em 6(.5), o que torna
a solucao uma arvore de Steiner. A formulacao descrita contém um nimero
exponencial de restrigdes (4.43). O algoritmo de separacdo dessas restri¢oes

é o mesmo apresentado na segao 2.2.1.

4.6 Acelerando a resolucao dos modelos

Nesta secao, apresentamos os métodos usados para acelerar a resolucao

das formulagoes orientadas e por cortes orientados.

4.6.1 Modelo por cortes orientados

O procedimento de resolucao utilizado é o mesmo apresentado na secao
2.3. Primeiro é aplicada a heuristica dual Dual Ascent, em seguida, a heuristica
primal. De posse de uma solucao dual e de outra primal, tentamos entao fixar
variaveis pelo custo reduzido. Quando nao é possivel provar a otimalidade
da melhor solucao heuristica encontrada, partimos entao para a resolucao do
modelo exato, com a adi¢ao dos cortes identificados na heuristica dual. Espe-
cificamente para o MLSTP, utilizamos apenas a heuristica primal construtiva

e as buscas locais apresentadas na secao 2.3.3.

67



4.6.2 Heuristica primal para o MLSTP - Fujie

Utilizamos o método de resolucao da relaxacao de um subproblema do
algoritmo Branch-and-Bound proposto por FUJIE [47], como uma heuristica
primal inicial. A relaxa¢do de um subproblema, (4.15)-(4.17), pode ser resol-
vida através de um algoritmo para obter uma arvore geradora minima, sob
o custo das arestas modificadas. Para o subproblema raiz (SP(0,0,V)), um
algoritmo de arvore geradora minima estara implicitamente escolhendo as
arestas (4, 7) que possuem i e j com os maiores graus. Com isso, o algoritmo
ird construir uma arvore geradora, onde os vértices de maior grau tenderao
a ser vértices intermediarios e aqueles de menor grau tenderao a ser folhas.

Essa heuristica é usada no inicio do algoritmo Branch-and-Cut proposto
para resolver a reformulacao direcionada, apresentada na secao 4.3. E bom
lembrar que uma das mudancas que fizemos no algoritmo Branch-and-Bound
proposto por FUJIE [47] foi aproveitar a resolugao da relaxagao do subpro-
blema para computar um limite inferior.

Ao longo da aplicagao do algoritmo Branch-and-Cut para a resolugao
da formulagao direcionada (4.18)-(4.25), também utilizamos a resolu¢ao da
relaxacdo de um subproblema (4.15)-(4.17) como heuristica. Na verdade,
utilizamos a relaxacao linear da formulacao direcionada para modificar os
custos das arestas. Isso é feito da seguinte forma: (i, j) = Z(W+1)/(|0(i)| —
1) +z(W+1)/(]6(4)| —1), onde Z; é o valor da varidvel z; na relaxacao linear
corrente e VW é um valor grande. Esse valor YW é uma alternativa para
resolver a relaxacao do subproblema onde o conjunto S; nao é vazio. S; é o
conjunto de vértices que sao fixados para ser folha. Se o valor W for grande
o suficiente, uma aresta (7, j), onde i € S ou j € Sj, nao serd usada. Entao,
se z; = 0, tudo se passaria como se i pertencesse a Sy e, de forma analoga,

se z; = 1, como se i pertencesse a S7. Esta heuristica é utilizada em todas
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as iteragoes do no raiz do algoritmo Branch-and-Cut e depois de resolver a

relaxacao linear nos outros nos.

4.6.3 Heuristica primal para o MLSTP - Cobertura

Em quase todas as heuristicas propostas até o momento para o MLSTP,
procura-se escolher os vértices com maiores graus em G para representar
vértices intermediarios da arvore geradora. Essa idéia pode ser refinada,
levando-se em conta as intersecoes entre os vértices. Nao ¢ vantajoso escolher
dois vértices de grau elevado para atuarem simultaneamente como vértices
intermedidarios, se ambos tém o mesmo conjunto de vértices adjacentes.

A heuristica de Cobertura, aqui proposta, mantém duas listas: uma con-
tendo vértices intermediarios e a outra vértices cobertos. A heuristica é
inicializada escolhendo-se um vértice para atuar como “raiz”. Em seguida,
adicionamos o vértice raiz e os vértices adjacentes a ele, na lista dos vértices
cobertos. Escolhemos entao, na lista dos vértices cobertos, aquele de maior
grau, reiniciamos a lista de cobertos e adicionamos a lista dos vértices inter-
medidrios o vértice escolhido. Também adicionamos os vértices adjacentes
a esse vértice escolhido a lista de cobertos, exceto os vértices que ja estao
na mesma. Nas iteracoes seguintes, o processo utilizado é o basicamente
o mesmo. Entretanto, na escolha de um vértice de maior grau na lista de
vértices cobertos, s6 contabilizamos, para o grau de um dado vértice, as
arestas onde a outra extremidade nao faz parte de nenhuma das duas listas
consideradas. A heuristica ¢é finalizada quando todos os vértices do grafo
estiverem em uma dessas listas.

A heuristica descrita acima é usada no inicio do algoritmo Branch-and-
Cut proposto para resolver a reformulacao direcionada, apresentada na secao

4.3. Como nessa formulagao ja escolhemos, de antemao, um vértice para
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atuar como raiz, o mesmo vértice cumprird o mesmo papel na heuristica.
Durante a aplicacao do algoritmo Branch-and-Cut para a formulacao di-
recionada (4.18)-(4.25), também utilizamos a heuristica de Cobertura para
tentar encontrar novas solugoes viaveis para o problema. Modificamos um
pouco a heuristica, para utilizar a relaxagao linear da formulagao direcio-
nada como guia. Dessa maneira, sao passados para a heuristica os valores
correntes, na relaxacao linear, das variaveis z;, © € V. Na escolha de um
vértice da lista de vértices cobertos para insercao na lista dos vértices in-
termediarios, utilizamos como eventual critério de desempate, para vértices
de mesmo grau, o valor de suas respectivas variaveis, na relaxacao linear
corrente. Esta heuristica é utilizada em todas as iteragoes do né raiz do
algoritmo Branch-and-Cut e nos demais nés da arvore de procura, apenas

quando resolvemos a relaxacao linear.

4.6.4 Pos-processamento e busca local

Ao obtermos uma nova solucao viavel, pelas heuristicas de Fujie ou de
Cobertura, aplicamos a busca local proposta em [43] apenas quando a nova
solugao tiver um valor superior a qualquer outra anteriomente obtida. Essa
busca local consiste em trocar (uma ou duas) arestas da solu¢ao por outras
(uma ou duas) arestas, de forma a melhorar a solu¢do corrente. Além dessa
busca local, aplicamos também um pés-processamento, descrito a seguir.

O pés-processamento consiste em percorrer todos os vértices intermediarios
de uma solucao e verificar, para cada um deles, se é possivel, com uma tinica
excessao, conectar diretamente a outros vértices intermediarios os vértices ad-
jacentes ao vértice intermediario que estamos verificando. Em caso de éxito,
uma solugao vidvel, com uma folha a mais, terd sido encontrada. Descreve-

mos a seguir, o procedimento para um vértice intermediario ¢z, numa solucao
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orientada. O procedimento, entretanto, é geral e independe da orientacao da
solugao. No caso de uma solugao orientada, os arcos que tentaremos remover
sao aquelas que saem de i. O tnico arco apontando para i devera ser man-
tido, ja que é ele que possibilita a conexao da raiz a . E possivel verificar
que existem diversas maneiras de se implementar o procedimento indicado,
entretanto, escolhemos uma que agiliza o mesmo. Vale aqui ressaltar que
o caminho por nés seguido pode eventualmente impedir uma melhora na
solugao. Isso se justifica por nao explorarmos todas as alternativas de troca
disponiveis. No que fizemos, rotulamos inicialmente todos os descendentes
de i, na arvore. Nesse caso, um descendente de ¢ é um vértice para o qual
existe um caminho levando de ¢ ao mesmo. Feito isso, verificamos, para todo
vértice j adjacente a ¢, a menos do vértice de chegada a i, se existe um vértice
z € V, intermediario e nao rotulado (nao descendente de i), que possui, no
grafo D, uma aresta (z,j). Em caso afirmativo, passamos a investigar o
proximo vértice adjacente a i. Caso nao exista tal vértice, interrompemos o
procedimento para o vértice i. Se o movimento de transferéncia de vértices
for bem sucedido, para todos os vértices candidatos adjacentes a i, é possivel
entao melhorar a solucao investigada, em uma unidade.

E possivel tornar o procedimento mais abrangente, mas isso o tornaria
mais lento. Em nossa experiéncia, a caracteristica principal desejada para o
mesmo ¢ ser rapido, pois ele é utilizado ao longo da execucao do algoritmo
Branch-and-Cut, para toda solucao viavel que melhore a solucao corrente.
Nao podemos esquecer que, aplicado o pds-processamento, aplicamos a seguir

a busca local proposta em [43].
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4.6.5 Teste de pré-processamento

Todos os testes de pré-processamento apresentados aqui sao relativos aos
vértices. Nao encontramos, na literatura, nenhum teste desse tipo, aplicado
a arestas.

O tnico teste de pré-processamento que encontramos na literatura foi:

Teste 4.6.1 (Grau 1) Um vértice i € V' com grau um em G, € um vértice

folha. Se |V| > 2, o vértice j adjacente a i é vértice intermedidrio.

Esse teste ¢ trivial, ja que, por definigao, um vértice é folha quando o seu
grau é um. Se |V| =2, os dois vértices sao folhas, caso contrério, o vértice j
se conecta diretamente a i, jA que é o Unico passivel de fazé-lo. Conecta-se
também, necessariamente, a pelo menos um outro vértice de V.

Um outro teste trivial, mas nao utilizado até esse trabalho, é:

Teste 4.6.2 (Ponte) Um vértice i € V', que quando removido de V' torna

o grafo G desconezo, é um vértice intermedidrio.

Como ¢ é um vértice ponte, ou seja, um vértice cuja exclusao particiona
o grafo em pelo menos duas componentes conexas disjuntas, qualquer arvore
geradora de G tem que ter, no minimo, uma aresta ligando um vértice de cada
uma dessas componentes ao vértice ¢. Entao, em qualquer arvore geradora de
G, o grau de ¢ é necessariamente maior ou igual ao nimero de componentes
conexas que resultam da sua exclusao.

O 1ultimo teste que utilizamos é um teste de dominancia de vizinhanca. Na
descri¢ao desse teste, denotamos por N (i) o conjunto de vértices adjacentes

a i, ou seja, qualquer vértice j € V tal que (i,5) € E.

Teste 4.6.3 (Dominado) Dados dois vértices i,j € V tais que N(i) 2
N(j), existe uma drvore geradora de G com um nimero mdzimo de folhas,

contendo i como vértice folha.
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Para qualquer arvore geradora de G com niimero maximo de folhas, se a
vizinhanga de ¢ € V' é dominada por algum outro vértice, podemos construir
uma outra arvore geradora onde ¢ é um vértice folha. Seja T essa arvore
6tima. Se ¢ é um vértice folha, nao é necessario fazer nada. Se i e j sao
vértices intermedidrios, entao a arvore 1" nao pode ser 6tima. Para verificar
essa condicao, suponha que T' é 6tima e que ¢ e j sao vértices intermediarios
de T'. Entao, existe um vértice z adjacente a ¢ que também ¢é intermediario.
Note que z deve necessariamente existir para que a solucao seja conexa, ja
que, como N(i) D N(j), entdo (i,j) ¢ E. Podemos entdo trocar as arestas
(1,w), (i,w) € T e w # z, pelas arestas (j,w). Com isso, a solu¢ao obtida
contém uma folha a mais, ja que assumimos ser ¢ um vértice intermediario.
Dessa maneira, T' nao pode ser étima. Se, por outro lado, ¢ é intermediario e
j € uma folha, existe um vértice z adjacente a ¢ que também é intermediario.
Podemos entdo trocar as arestas (i,w), (i,w) € T e w # z, pelas arestas
(j,w). Com isso, i torna-se um vértice folha e j um vértice intermedidrio,
nao alterando o valor da solugao.

Os testes de pré-processamento sao aplicados antes da resolucao das for-

mulacoes orientadas e por cortes orientados.

4.7 Resultados

Nesta secao, comparamos o algoritmo Branch-and-Bound proposto em
[47], com as melhorias apresentadas na segao 4.2, com a reformulagao orien-
tada, apresentada na secao 4.3, e com a formulagao do problema transfor-
mado em PSG, apresentada na secao 4.5.

O tnico estudo computacional que encontramos na literatura foi aquele

apresentado em [47]. Nesse trabalho, as instancias usadas foram obtidas
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gerando-se arestas aleatoérias até o grafo se tornar conexo e atingir uma
certa densidade. Para cada densidade e nimero de vértices especificados,
10 instancias foram geradas. A densidade imposta aos grafos variou de 10%
a 70%, enquanto o nimero de vértices variou de 30 a 100. Entretanto, para
as instancias com mais de 60 vértices, sao apresentados resultados em [47],
apenas para instancias de maior densidade.

As instancias aqui utilizadas sao construidas de forma diferente daquela
sugerida em [47]. Primeiro, construimos um caminho hamiltoniano. Em
seguida, adicionamos arestas de forma aleatéria, até atingirmos a densidade
desejada. Variamos a densidade de 5% a 70% e o ntimero de vértices de 30
a 150.

Os resultados computacionais aqui apresentados foram obtidos em um
PC Intel Core 2 Duo, 2.2 GHz com 2Gb de RAM, utilizando o programa
XPRESS 2007A para resolver as relaxacoes lineares e a programacao inteira,
quando necessario.

Na tabela 4.1, apresentamos os resultados dos trés algoritmos: Branch-
and-Bound (B&B), reformulagao orientada (Dir) e transformado em PSG
(PSG). Nas colunas referentes ao algoritmo Branch-and-Bound, apresenta-
mos o melhor resultado dos dois tipos de busca (depth-first e best bound). Nas
trés primeiras colunas, indicamos o nimero de vértices, a densidade e o valor
da solucao 6tima, para cada instancia considerada. Em seguida, indicamos
para cada algoritmo o valor da relaxacao linear, o nimero de nés necessarios
para provar otimalidade, o tempo computacional e a melhor solucao inicial
encontrada (cada algoritmo possui uma ou mais heuristicas iniciais). Os

[Tk

campos com “-"significam que nao foi possivel resolver a instancia por causa
de um dos motivos a seguir: excedeu 24 horas de processamento, problema

relacionado a excesso de memoria.
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B&B Dir SPG
[V] d  Otimo LP Nés T(s) Heu LP Nés T(s) Heu LP Nés  T(s) Heu
10 15 17.83 291 0.12 15 15.57 1 0.01 15 15.80 1 0.04 15
20 23 26.04 5055 0.33 22 24.48 7 0.1 22 23.95 1 0.12 22
30 30 26 27.44 842 0.24 24 27.05 1 0.03 25 26.13 5 26.7 25
50 27 28.46 307 0.19 26 28.13 3 0.09 27 27.94 1 1.28 25
70 28 28.83 1 0.16 28 28.73 1 0.01 28 28.00 1 0.26 26
5 19 21.50 265 0.94 19 19.00 1 0.02 19 19.00 1 0.09 16
10 38 42.16 82599 4.54 34 39.75 41 0.82 36 38.86 38 94 35
50 20 43 46.58 225771 16.9 42 45.22 77 1.32 43 44.48 57 1827 42
30 45 47.59 38155 5.97 42 46.80 39 1.21 45 46.08 43 22424 43
50 47 48.45 3050 4 46 48.18 13 0.51 47 47.36 - - 44
70 48 48.82 5 1.64 47 48.62 1 0.09 48 48.00 1 2.08 -
5 43 49.57 9068999 313 41 44.45 53 0.99 40 43.56 19 103 39
10 57 63.18 - - 52 59.20 174 4.73 56 58.60 - - 53
70 20 63 66.22 - - 60 65.04 607 16.3 62 64.37 - - 60
30 65 67.62 4113677 536 62 66.91 35 2.9 64 66.15 - 62
50 67 68.52 33058 25.3 65 68.14 7 1.33 67 - - - 65
70 68 68.76 2661 10.8 67 68.68 5 1.92 67 68 1 8.55 66
5 76 83.42 - - 66 79.36 605 24.5 69 78.57 - - 69
10 87 93.27 - - 7 89.52 135 9.36 86 - - - 80
100 20 92 96.56 - - 86 94.85 1025 86.1 91 - - - 88
30 94 97.39 - - 92 96.68 1753 258 93 - - - 90
50 96 98.36 348389 213 95 98.03 479 132 96 - - - 95
70 97 98.76 9091 50.5 97 98.64 121 154 97 - - - -
5 95 105.04 - - 85 97.77 24 2.65 92 - - - 87
10 107 113.16 - - 97 109.83 869 65.4 103 - - - 98
120 20 112 116.39 - - 107 114.93 2401 393 112 - - - 108
30 114 117.40 - - 111 116.69 2301 653 114 - - - 112
50 116 118.42 571335 435 115 118.12 1297 815 116 - - - 113
70 117 118.72 13791 97 116 | 118.63 137 356 117 - - - 116
5 124 135.11 - - 112 128.74 31077 2954 122 - - - 114
10 136 142.81 - - 125 | 139.59 6089 3247 134 - - - 128
150 20 141 146.81 - - 135 145.12 173425 61639 140 - - - 137
30 144 147.38 - - 140 146.67 3043 2617 143 - - - 140
50 146 148.38 2104992 2190 144 148.10 1755 2756 146 - - - 144
70 147 148.72 21625 301 147 148.63 219 1828 147 - - - 145
5 - 185.22 - - 153 | 177.88 - - 166 - - - 159
10 - 193.21 - - 172 189.70 - - 182 - - - 178
200 20 - 196.33 - - 185 | 195.13 - - 190 - - - 184
30 - 197.35 - - 189 | 196.77 - - 193 - - - 190
50 196 198.32 - - 195 | 198.07 3125 20155 195 - - - 193
70 197 198.73 38215 1322 196 | 198.63 253 8154 197 - - - 195

Tabela 4.1: Resultados dos algoritmos para o MLSTP

75




Como podemos notar na tabela 4.1, a melhor relaxacao linear foi a da
transformacao para o PSG. Entretanto, o algoritmo de melhor desempenho
foi o da reformulacao orientada. Mesmo com as melhorias implementadas no
algoritmo Branch-and-Bound proposto em [47], o comportamento daquele
algoritmo foi o mesmo apresentado em [47]. Para instancia de menor den-
sidade, o algoritmo Branch-and-Bound tem um desempenho inferior. Pos-
sivelmente, esse foi o motivo para que, nos testes realizados em [47], para
instancias envolvendo de 60 a 100 vértices, apenas as de maior densidade
terem sido testadas (para as instancias de 70 vértices, densidades a partir
de 30% e, para as instancias de 100 vértices, densidades a partir de 50%).
A reformulacao direcionada obteve o melhor resultado para quase todas as
instancias (31 em 37). O algoritmo Branch-and-Bound se mostrou melhor
para as maiores instancias (maior densidade e maior nimero de vértices).
Esse resultado é coerente, uma vez que, para essas instancias, a solugao
Otima e a relaxacao linear ja estao muito proximas do limite maximo do pro-
blema, ou seja, (|V| —1). Com isso, a diferenca entre os limites superiores
cai. Podemos também notar que as heuristicas usadas no Branch-and-Bound
melhoram o desempenho do mesmo, para as instancias com maior densidade.

Na tabela 4.2, apresentamos os resultados das heuristicas de forma mais
detalhada. Nas trés primeiras colunas, indicamos o nimero de vértices, a
densidade e o 6timo de cada instancia. Nas proximas duas colunas, indicamos
o valor da solucao inicial encontrada com a heuristica Fujie e Cobertura,
apresentadas nas segoes 4.6.2 e 4.6.3, respectivamente. Indicamos a melhor
solucao encontrada durante o Branch-and-Cut da reformulagao orientada, na
sexta coluna, e da formulagao da transformacao em PSG, na sétima coluna.
Nas cinco ultimas colunas, indicamos o tempo total (heuristicas iniciais e

durante o Branch-and-Cut) gasto nas heuristicas Fujie, Cobertura, para o
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PSG com busca local (ver segao 2.3.4), pds-processamento (ver secao 4.6.4)

e busca local (proposta em [43]).

Inicial B&C
[V| d Otimo | Fujie Cobertura | Dir SPG | T_FJ(s) T.Ch(s) T.PSG(s) T.-Pos() T.BL()
10 15 12 15 - 0 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
20 23 18 22 23 23 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
30 30 26 22 25 26 0 0,00 0,00 0,01 0,00 0,00
50 27 24 27 - 27 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
70 28 28 28 - 28 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
5 19 13 19 - 19 0,00 0,00 0,01 0,00 0,01
10 38 29 36 38 36 0,00 0,00 0,00 0,00 0,01
50 20 43 39 43 - 43 0,00 0,00 0,05 0,00 0,00
30 45 42 45 - 45 0,00 0,00 0,16 0,00 0,00
50 47 46 47 - 46 0,00 0,00 - 0,00 0,00
70 48 47 48 - 48 0,00 0,00 0,01 0,00 0,00
5 43 33 40 43 40 0,00 0,00 0,03 0,03 0,05
10 57 51 56 57 0 0,03 0,00 - 0,00 0,02
70 20 63 57 62 63 0 0,02 0,01 - 0,00 0,03
30 65 61 64 65 63 0,00 0,00 - 0,00 0,03
50 67 63 67 - 66 0,00 0,00 - 0,00 0,00
70 68 66 67 68 68 0,00 0,00 0,00 0,00 0,05
5 76 59 69 76 0 0,08 0,01 - 0,10 0,13
10 87 70 86 87 83 0,00 0,00 - 0,00 0,01
100 20 92 86 91 92 89 0,11 0,04 - 0,00 0,06
30 94 90 93 94 93 0,14 0,04 - 0,00 0,19
50 96 93 96 - 96 0,04 0,02 - 0,00 0,00
70 97 96 97 - 97 0,01 0,03 - 0,00 0,16
5 95 70 92 95 38 0,01 0,00 - 0,00 0,17
10 107 92 103 107 101 0,13 0,04 - 0,00 0,21
120 20 112 102 112 - 109 0,30 0,11 - 0,00 0,00
30 114 108 114 - 113 0,36 0,13 - 0,00 0,00
50 116 115 116 - 115 0,20 0,06 - 0,00 0,00
70 117 114 117 .17 0,05 0,00 - 0,00 0,00
5 124 107 122 124 115 5,66 1,75 - 0,12 0,08
10 136 119 134 136 131 1,64 0,63 - 0,00 0,16
150 20 141 133 140 141 138 86,44 20,79 - 0,00 0,51
30 144 139 143 144 142 0,74 0,22 - 0,00 0,44
50 146 141 146 - 145 0,49 0,13 - 0,00 0,00
70 147 145 147 - 147 0,05 0,00 - 0,00 0,00
5 - 141 166 172 162 0,00 0,00 - - -
10 - 166 182 184 180 0,00 0,00 - - -
200 20 - 181 190 191 188 0,00 0,00 - - -
30 - 186 193 - 192 0,00 0,00 - - -
50 196 193 195 196 194 1,56 0,38 - 0,00 2,29
70 197 195 197 - 196 0,17 0,05 - 0,00 0,00

Mesmo sem ser o objetivo principal desta tese, os resultados da heuristica
proposta (Cobertura) apresentaram um bom desempenho, solugoes com valo-
res melhores e um tempo computacional menor que os da alternativa testada.

O resultado foi tao bom, que a busca local e o pés-processamento quase nao

Tabela 4.2: Resultados das heuristicas para o MLSTP
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melhoraram as solugoes encontradas.

4.8 Comentarios Finais

Apresentamos trés formulagoes para o MLSTP. Dessas trés formulagoes,
implementamos dois algoritmos Branch-and-Cut para resolver duas delas.
Um desses algoritmos é o mesmo utilizado para o HMSTP e DMSTP. Para
o outro algoritmo foram adicionadas duas heuristicas, uma busca local e um
pés-processamento.

Os resultados dos algoritmos foram superiores aos existentes na litera-
tura, mesmo apés refinarmos o algoritmo proposto em [47]. O algoritmo
envolvendo a reformulagao para o PSG obteve a menor diferenca entre a
relaxacao linear e a solugao o6tima. Entretando, o tempo requerido para
resolver a relaxacao linear correspondente, é excessivo. Ja o algoritmo da
reformulagao orientada obteve o melhor desempenho, conseguindo resolver,
com garantia de otimalidade, um ntmero maior de instancias, em menor

tempo computacional.
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Capitulo 5

Conclusoes

Nesta tese, apresentamos trés trabalhos que tratam de problemas que
envolvem a determinagao de arvores geradoras étimas em grafos.

Na primeira parte, apresentamos o problema de arvore geradora minima
com restricao de nivel, construimos um grafo em nivel a partir do grafo ori-
ginal e propusemos trés formulagoes usando esse grafo em nivel. Na verdade,
podemos ver o problema nesse novo grafo em nivel como um problema de
Steiner em grafo direcionado. Varios métodos foram incorporados ao algo-
ritmo de resolugao do modelo proposto, objetivando melhorar o desempenho
do algoritmo. Esses métodos, exceto um, foram tirados da literatura do pro-
blema de Steiner em grafos. Apresentamos, ainda, uma nova heuristica com
busca local para o para o problema tratado, ou seja, o HMSTP. Mesmo sendo
uma heuristica simples, ela cumpriu o papel de construir solucoes, de quali-
dade razoavel, de forma muito rapida. Os resultados computacionais obtidos
em nosso estudo nos pareceu expressivos, pois conseguimos resolver, de forma
exata, instancias teste do problema em tempos de CPU muito menores que
aqueles reportados na literatura. Da mesma forma, resolvemos instancias do

HMSTP com o dobro do tamanho da maior instancia resolvida na literatura,
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provando a otimalidade de solugoes para instancias com até 160 vértices.

Na segunda parte, investigamos o problema da arvore geradora minima
com restricao de diametro, ou seja, o DMSTP. Para esse problema, apresen-
tamos uma reformulacao para o problema de Steiner direcionado, como feito
na primeira parte da tese para o HMSTP. O algoritmo de solugao proposto
para o DMSTP foi praticamente o mesmo, com alguns ajustes. Em termos
relativos, os resultados computacionais aqui obtidos foram ainda melhores
que aqueles obtidos na da primeira parte da tese. Com o nosso trabalho,
o tempo de CPU necessario para resolver instancias teste do problema caiu
drasticamente. Em relacao a dimensao das instancias resolvidas com ga-
rantia de otimalidade, o ganho foi ainda maior. Antes, s6 eram resolvidas
instancias de até 25 vértices, em grafos completos, e 60 vértices, em grafos
esparsos. Conseguimos resolver instancias com até 160 vértices, para grafos
completos.

Na terceira e ultima parte, apresentamos o problema de arvore geradora
com um numero maximo de folhas, ou seja, o MLSTP. Apresentamos uma
reformulagao mais forte que a formulagao que lhe deu origem, na literatura.
Também apresentamos uma reformulacao do MLSTP como um problema
de Steiner em grafos. Uma nova heuristica foi proposta para o problema
com um procedimento de pds-processamento. Os resultados obtidos com
a primeira reformulacao dominam aqueles encontrados na literatura. Ja a
segunda reformulagao levou a relaxacoes lineares mais fortes que aquelas
obtidas por qualquer outra formulacao proposta para o problema. Isso ocorre,
entretanto, a um elevado tempo de CPU. Dessa forma, o desempenho do
algoritmo proposto para nossa segunda reformulagao do MLSTP ¢é dominado
por aquele proposto para a nossa primeira reformulacao do problema.

nova transformacao também apresentou uma diferenca entre a relaxagao
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linear e a solugao 6tima menor que as outras formulacoes, mas a um custo
computacional muito grande. Com isso, a reformulagao obteve um resultado

computacional melhor.
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