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As 16gicas de “geralmente” (LG’s) foram introduzidas para tratar de maneira formal e
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precisa afirmagoes com nogoes vagas, tais como, “geralmente”, “muitos” etc, que ocorrem
freqlientemente em linguagem natural e em muitos ramos da ciéncia. As LG’s capturam
as distintas nogoes de “geralmente”, isto é, constrdi-se uma légica especifica para cada
uma das nogoes de “geralmente”. Nesta tese apresentamos sistemas dedutivos no estilo
de deducao natural e calculo de seqiientes para as LG’s, mostramos o resultado de nor-

malizacao e a consisténcia para os diferentes sistemas de dedugao natural e examinamos

o resultado de eliminacao do corte para os diversos calculos de seqiientes.
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Capitulo 1

Introducao

Afirmacoes que contém nocoes vagas, tais como “geralmente”, “muitos”, “raramente”
etc. ocorrem freqiientemente em linguagem natural e em varios ramos da ciéncia. Diversos
tratamentos para tais nogoes sao encontradas na literatura, como, por exemplo, logicas

de “geralmente” [1, 2], 16gica fuzzy [3], 16gica default [4] e enfoques 16gico-lingiiisticos [5].

Nesta tese utilizamos como tratamento para as nogoes vagas as logicas de “geralmente”
(LG’s). O objetivo é desenvolver sistemas dedutivos no estilo de dedu¢ao natural e célculo

de seqiientes e estudar a estrutura das provas e as propriedades dos sistemas.

A escolha das LG’s como tratamento para as nogoes vagas foi motivada pelo fato que
as LG’s s@o extensoes conservativas da légica de primeira ordem (FOL) que possuem
algumas propriedades caracteristicas da FOL, tais como, a propriedade de interpolacao

[6] e de Lowenheim-Skolem [2].

As LG’s captam as distintas nogoes de “geralmente”, sao logicas monotonicas e sao
obtidas estendendo a FOL pela introduc¢ao de um novo quantificador V para representar
‘geralmente’, ‘muitos’ etc. Intuitivamente, o quantificador V ¢ utilizado para expressar

“objetos geralmente tém uma dada propriedade”.

A semantica das LG’s é obtida a partir do acréscimo de familias de conjuntos a uma

estrutura usual para a FOL, dando o significado para o novo quantificador V. Os valores



de verdade nas LG’s sao verdadeiro ou falso, como na FOL. Diferentemente das LG’s, na
logica fuzzy temos, verdade, muito verdade, nao muito verdade, falso etc. como valores

de verdade e a légica default é nao-monotonica.

Inicialmente, foram desenvolvidos sistemas axiomdticos corretos e completos [2] para
as LG’s, estendendo-se o sistema axiomético para a logica de primeira ordem. Estes
sistemas se caracterizam por introduzir esquemas e axiomas especificos a manipulacao de
formulas com o quantificador V como simbolo 16gico principal, denominadas de formulas
generalizadas, a um sistema axiomatico para FOL. Os esquemas e axiomas especificos

correspondem as propriedades caracteristicas das familias de conjuntos.

A obtencao de procedimentos de construcao de provas, muitas vezes chamados prova-
dores automaticos de teoremas, tem sido objeto de estudo de pesquisadores em diversas
areas da computacao, revelando aplicacoes em questoes envolvendo verificacao de pro-
gramas, bases de dados dedutivas, sistemas baseados em conhecimentos entre outras.
Diferentes formalismos logicos tém sido utilizados como base para provadores, tais como

calculo de sequientes, deducao natural e os métodos de resolucao e de tableaux.

Com a motivagao de obter sistemas dedutivos mais adequados a automacao, nesta
tese desenvolvemos um arcabouco de deducao natural e de calculo de seqiientes para as
LG’s. Inicialmente adaptamos o método geral de obtencao de sistemas dedutivos corretos
e completos, desenvolvido na construcao dos sistemas axiomaticos para as LG’s, para
obtermos os sistemas dedutivos no estilo de deducao natural para as diferentes nogoes
de “geralmente”. Em seguida, demonstramos o resultado de normalizacao, estudamos a

estrutura das provas e demonstramos a consisténcia dos sistemas de deducao natural.

Os célculos de seqiientes para as LG’s sao obtidos a partir da traducao das regras dos
sistemas de dedugao natural para as LG’s em regras no estilo de calculo de seqiientes e
a introdugao destas regras no calculo de seqiientes para a légica classica, intuicionista e

minimal de primeira ordem [8]. Os resultados de corretude e completude dos célculos de



seqlientes para as LG’s sao obtidos em relagao ao célculo de seqiientes para a légica de

primeira ordem.

Em [7] foram desenvolvidos sistemas de dedugao natural corretos e completos para a
logica de ultrafiltros e para a légica de filtros, que a principio se aplicam apenas a essas
duas interpretacoes de “geralmente”. Estes sistemas se caracterizam principalmente pela

utilizagao de férmulas rotuladas por seqiiéncias de variaveis.

Os sistemas desenvolvidos em [7] sdo construidos a partir da reescrita das regras do
sistema de deducao natural para a logica classica de primeira ordem para a manipulagao
das seqiiéncias de variaveis e da introdugao de novas regras para o quantificador genera-
lizado V. Assim sendo, nestes sistemas as regras e suas respectivas restrigoes determi-
nam o gerenciamento da manipulagao de férmulas e o gerenciamento da manipulagao das

sequiéncias de variaveis.

Diferentemente dos sistemas em [7], nos sistemas dedutivos desenvolvidos para as LG’s
utilizamos uma abordagem de modo a nao existir a necessidade de um gerenciamento de

seqiiéncias de variaveis.

Tanto a nossa construcao do sistema de deducao natural quanto o de calculo de
sequientes foram feitos de maneira modular. Estruturamos as diversas logicas a serem
tratadas como parametrizadas: um parametro se refere a légica subjacente (minimal, in-
tuicionista ou cléssica) e o outro percorre as distintas nogoes de “geralmente” (e.g. bésica,
reticulados etc). Construimos um sistema de dedugao natural e um célculo de seqiientes

que se instanciam a cada uma dessas logicas.

A seguir tecemos alguns comentérios sobre a obtencao desses sistemas e a andlise de

algumas de suas propriedades.

A construgao dos sistemas de dedugao para as LG’s consiste em introduzir novas regras

a um sistema de deducao natural, originalmente desenvolvido para a logica de primeira



ordem [9, 8].

Intuitivamente, os sistemas de deducao natural para as LG’s sao construidos do
seguinte modo. Inicialmente acrescentamos regras a um dado sistema de dedugao natural
para a FOL que correspondem ao significado extensional do quantificador V, obtendo
assim, um sistema de deducao natural para a légica de “geralmente” em que a familia de
conjuntos nao possui restricoes, denominado de logica basica de “geralmente”. Posterior-
mente, introduzimos novas regras ao sistema de deducao natural para a logica basica de
“geralmente”. As regras correspondem a restri¢oes ou propriedades impostas a familia de

conjuntos.

As regras introduzidas em um dado sistema de deducao natural para a FOL na cons-
trucao dos sistemas de deducao natural para as LG’s correspondem a traducao dos esque-

mas e axiomas especificos dos sistemas axiomaticos para as LG’s.

Os resultados de corretude e completude dos sistemas de dedugao natural para as LG’s

sao obtidos em relacao ao sistema de dedugao natural para a Légica de Primeira Ordem.

O método de construcao dos sistemas de dedugao natural e as caracteristicas das LG’s
nos remetem a examinar as propriedades dos sistemas de deducao natural nos sistemas
dedutivos desenvolvidos para as LG’s: analizamos o resultado que garante a existéncia
de derivagoes normais (sem ocorréncias de ‘redundancias’ ou ‘desvios’), propriedade de

subférmula e a consisténcia dos sistemas de dedugao para as LG’s.

Em [9, 10] o resultado de normalizagao para os sistema de deducao natural para a
l6gica intuicionista utiliza uma estratégia de restringir as aplicacoes da regra de absurdo
intuicionista a férmulas atomicas, ou seja, as aplicagoes da regra de absurdo intuicionista
tém apenas féormulas atomicas como conclusao, simplificando a obtencao do resultado
de normalizagao (i.e. sem a necessidade de considerar ‘desvios’ envolvendo aplicacoes

da regra de absurdo intuicionista). Adaptamos essa estratégia para a normaliza¢ao dos



sistemas de deducao natural para as LG’s obtidos a partir do sistema de deducao natural
para a légica intuicionista de primeira ordem: restringimos as aplicacoes da regra de

absurdo intuicionista apenas a férmulas atomicas ou generalizadas.

Nos sistemas de dedugao natural para as LG’s obtidos, a partir da introdugao de regras
no sistema de dedugao natural para a légica cldssica de primeira ordem, o resultado de
normalizacao é demonstrado utilizando uma estratégia analoga a de transformar provas
em derivagoes que contém no maximo uma aplicagao da regra de absurdo cléssico, como

desenvolvida em [11, 12].

A partir do resultado de normalizacao caracterizamos a estrutura das provas normais

nos diferentes sistemas de deducao natural para as LG’s.

Para demonstrarmos a consisténcia dos sistemas de deducao natural utilizamos o fato
que toda derivagao em um dado sistema de dedugao natural para uma légica de “geral-
mente” pode ser transformada, em uma derivagdo em um sistema de dedugao natural
para FOL. Em [7] o resultado de normaliza¢ao é demonstrado apenas para o sistema de

deducao natural para a légica de ultrafiltros.

Como ja mencionado, construimos nossos sistemas dedutivos acrescentando regras
(que intuitivamente captam distintos significados de “geralmente”) a sistemas da légica
subjacente. Essa construcao transfere algumas propriedades sem contudo, transferir todas
as propriedades estruturais. Assim sendo, podemos garantir a propriedade da subféormula
e o resultado de eliminacao do corte para alguns sistemas, como por exemplo a légica

bésica de “geralmente”.

Para os sistemas dedutivos sem a propriedade de subférmulas apresentamos um resul-
tado que controla a aplicagao da regra que gera ocorréncias de formulas que nao satisfazem
a propriedade de subférmulas. Nos cédlculos de seqiientes em que nao temos o resultado

de eliminagao do corte, caracterizamos exatamente as ocorréncias de aplicacao da regra



do corte que nao podem ser eliminadas.

As principais contribuicoes desta tese sao: a construgao de sistemas dedutivos no estilo
de deducao natural e calculo de seqiientes para as diferentes nocoes de “geralmente” e

uma analise das propriedades carcteristicas de cada um dos sistemas dedutivos.

A estrutura da tese é descrita a seguir. No Capitulo 2 serao apresentados nog¢oes basicas
sobre sistema de deducgao natural e calculo de sequentes e no Capitulo 3 serao apresentadas
as légicas de “geralmente” (motivagao, sintaxe, semantica e sistemas axioméaticos). No
proximo capitulo sera introduzida a idéia de férmula marcada e serao apresentados os
sistemas de deducao natural para as LG’s. No Capitulo 6 serao demonstrados o resultado
de normalizacao e a consisténcia para os diferentes sistemas de deducao natural para
as LG’s. No Capitulo 7 serao apresentados os calculos de sequentes para as LG’s e no
préximo capitulo examinaremos o resultado de eliminacao do corte para os calculos de
sequentes para as LG’s. No Capitulo 9 serd examinado a propriedade de subférmulas para
os sistemas dedutivos e serao apresentados resultados que controlam a aplicacao de regra
que gera ocorréncias de férmulas que nao satisfazem a propriedade de subférmulas. As
conclusoes obtidas, como também uma previsao de trabalhos futuros e correlacionados,

serao apresentados no Capitulo 10.



Capitulo 2

Nocoes Basicas

Gentzen desenvolveu formalizacoes para a nocao de deducao baseadas em sistemas
de regras, buscando se aproximar da pratica dos matematicos em suas diversas areas
de atuacao e buscando enunciar e demonstrar o resultado denominado Hauptsatz, que
garantia a existéncia de deducgoes “livres de redundancias”, distintamente de Frege, Russell

e Hilbert que desenvolveram formalismos baseados em sistemas axiomaticos.

Inicialmente, Gentzen apresenta um sistema de regras denominado Célculo de Deducao
Natural, com versoes para a Légica Classica e para a Légica Intuicionista, que se mostrou
nao muito adequado para os seus objetivos. Convém ressaltar que, anos mais tarde,
Prawitz [9] demonstrou um problema andlogo no Célculo de Dedugao Natural para a
Légica Minimal, Intuicionista e Classica, enunciado a partir da nocao de forma normal

para dedugoes.

2.1 Deducao Natural

Nesta secao é apresentado o Sistema de Deducao Natural para a Légica de Primeira

Ordem |8, 9].

Dada uma assinatura p, L(p) é a linguagem usual de primeira ordem da assinatura p.

No sistema de deducgao natural, as férmulas A <~ B e = A, sao definidas respectivamente



como (A — B)A(B — A) e A — L, tomando como conectivos: A, V, —, quantificadores:

V, 3 e constante légica: L (absurdo).

A nocao de ocorréncia de variavel livre (free(A)) em uma férmula A é a usual. Usa-se a
notacao occ|A] para o conjunto de varidveis que ocorrem em uma férmula A e free[l'] para
o conjunto de varidveis que ocorrem livres em alguma férmula do conjunto de férmulas
['. Usaremos a notacao A[z/y] para a no¢ao de substituigdo das ocorréncias da varidvel

livre x pela varidvel y em uma férmula A.

A seguir, é apresentado o conjunto de regras do sistema de deducgao natural contendo
regras de eliminacao (E) e introdugao (I) para cada um dos conectivos e quantificadores.

Utilizamos as seguintes convencoes:

r
e  representa uma derivacao de « a partir de I'; e
a
L, [Af
B . o
e (R) 1 representa o descarte da hipétese A pela aplicacao da regra

C
(R) (com i € IN).

Regras de inferéncia:

A B AANB AAB
Sv: (NE)— B
I [A] A [B)
A B AV B C C
VDIVE avE (VE) c '
[A]*
B A A— B
(= D2 ~ i



A VrA
(VI)V:EA[a/x] ( )A[x/t]
L, [Alz/a]]*
T dz A
(EII)M (3E) 5 b i
L, [_'A]Z
(Abs)j1 (RaA)jz’

As seguintes restrigoes sao impostas sobre as aplicagoes das regras:

regra (VI): a nao ocorre livre em qualquer hipdtese da qual A depende,
regra (3E): a ndo ocorre em 3x A, nem em B e nem em I,

regra (Abs): A é diferente de L,

regra (RaA): A nao tem a forma B — L.

Denota-se por (Aj,...,A,/B) uma aplicacdo de uma regra de inferéncia (R) onde
1 <n <3, Ay,..., A, sao denominadas de premissas e B é a conclusao da aplicacao
da regra (R). Deste modo, numa aplicacdo da regra (— E): (A, A — B/B), ou numa
aplicacao da regra (VE): (BVC, A, AJ/A) ou numa aplicagao da regra (IE): (JzB, A/A),
a premissa A é denominada de premissa menor. Uma premissa que nao é dita ser menor

é uma premissa maior.

O sistema de dedugao natural para a légica minimal (M L) contém todas as regras de
introducao e eliminagao para os conectivos e quantificadores apresentadas anteriormente.
O sistema de dedugao natural para a légica intuicionista (/L) contém as regras de ML e

a regra (Abs). O sistema de dedugao natural para a légica classica (C'L) é obtido a partir
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da inclusao da regra (RaA) ao sistema de deducao natural IL.

A seguir define-se a nog¢ao de deriva¢ao ou prova e posteriormente a nogao de compri-

mento de uma derivagao nos sistemas ML, IL e C'L.

Definigao 2.1.1 Uma derivacao ou prova consiste em um nimero finito (ndo nulo) de
formulas dispostos em forma de drvore e combinadas de acordo com aplicacoes das re-
gras de inferéncia, de tal modo que cada formula (com exce¢io da formula final) € uma

premissa de pelo menos uma regra de inferéncia cuja conclusao também estd na prova.

Definigao 2.1.2 Seja m uma derivag¢ao. Entao, o comprimento de 7, denotado por l(7),
¢ o numero de ocorréncias de formulas em m. Mais precisamente, l(m) € definido por

indugao, como seque:

(i) se w € constituida de apenas uma unica formula, entdo I(m) = 1,

X1 .. XY,
C

(i1) se = , entao l(m) =1(X1) + ... +1(X,) + 1; n < 3.

Em [9, 10] demonstra-se a existéncia de derivacgoes “livres de redundéancias”, a partir

da nocao de forma normal para derivacoes, como definido a seguir.

Definicao 2.1.3 Seja m uma derivacao. Entao, m € uma derivagcao normal se, e somente

se, ™ ndo contém ocorréncia de segmento maximal e aplicacio supérflua de (VE) ou de

(3E).

A seguir definem-se as nocoes de caminho, segmento e segmento maximal.

Definigao 2.1.4 Seja m uma derivagio em ND € {ML,IL,CL}. Entao, um caminho

em 7 € uma Ssequéncia Ay, ..., A, de ocorréncias de formulas tais que:

(i) Ay é uma hipdtese que nao € descarregada por uma aplicagao de (VE) e nem de

(3E);
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(ii) se A; nao é uma premissa menor de (— E), nao é premissa maior de (VE) e de
(3E) e nem € a formula final de 7, entao A;yq € a formula que ocorre imediatamente

abairo de A;;

(111) se A; € premissa maior de uma aplica¢ao de (VE) ou de (IE), entao A, 41 € qualquer

hipotese descarregada em funcao destas aplicagoes;

(iv) A, € premissa menor de uma aplicagao de (— E) ou € a formula final da derivagado.

Definigao 2.1.5 Sejam uma derivagio em ND € {ML,IL,CL}. Uma sequéncia Ay, ..., Ay

de ocorréncias consecutivas em um caminho de m é um segmento se, e somente se,

o Ay nao € a conclusio de uma aplicacdo de (VE) ou (IE);
o Vi <n A; é uma premissa menor de uma aplicagio de (VE) ou (IE); e

e A, nao € premissa menor de uma aplica¢io de (VE) ou (IE).

Definigao 2.1.6 Seja m uma derivagao em ND € {ML,IL,CL}. Entdo, um segmento
Ay, ..., A, dew éum segmento mazimal se, e somente se, Ay € conclusao de uma aplicag¢ao
de regra de introdugao ou (Abs) ou (RaA) e A, € premissa maior de uma aplica¢io de

regra de eliminacao.

Intuitivamente, uma aplicagdo («) de (VE) ou de (IE) é dita supérflua se existe uma
subderivacao de uma premissa menor de («) a partir de I' tal que I ndo contém hipdtese

descarregada na aplicacao de ().
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Exemplo 2.1.1 Seja m uma derivag¢io de A — B a partir de BV C e =(A N —B).

[A]" [-BP?
(= 1) (AT) AAN-B —(AA-B)
(RaA) L 2 [B]3
pve 71 (A_>1]%* L (=035
™ =(VE) 5B 3

Note que, o conjunto de hipdteses ' = {=(A N =B)} da subderiva¢io da premissa
menor (A — B)* da aplicacao de (VE) ndo contém hipdteses descarregadas na aplicagdo

da regra (VE). Portanto, a aplica¢ao da regra (VE) é uma aplica¢ao supérflua.

Teorema 2.1.1 Seja o sistema de dedu¢ao natural ND € {ML,IL,CL} e seja m uma
derivacao de A a partir de I' em ND. Entao, existe uma derivacao normal @ de A a

partir de I' em ND.

Para os sistemas de deducao natural ML e I L, a prova do teorema acima, apresentada
em [9, 10], é feita por indugao sobre o par (d,n) onde d é o mais alto grau de um segmento

maximal® e n é o nimero de férmulas de grau d que pertence a um segmento maximal.

No sistema C'L a prova do teorema anterior é feita de modo similar [11, 12]. Porém,
para minimizar as complicagoes envolvendo aplicagoes da regra de absurdo cléssico (RaA)
demonstra-se o teorema a seguir para o sistema de deducdo natural C' L7 obtido a partir

da exclusao das regras de introdugao e eliminacao para o quantificador universal (V).

Teorema 2.1.2 Seja © uma derivacio de A a partir de I' em CL?. Entdo, ™ pode ser
transformado em uma derivacio 7 de A a partir de I' em CL? tal que 7' contém no
mazximo uma aplicagdo (o) de regra de absurdo cldssico e, caso esta aplica¢ao ocorra, ()

€ a ultima inferéncia de 7'.

A prova do teorema acima é feita por inducao sobre o comprimento de uma derivacao.

1Se S um segmento maximal em uma derivagao 7, entdo o grau de S é o grau da férmula que ocorre
em S.
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2.2 Calculo de Seqiientes

Nesta segao apresentaremos o calculo de seqiientes para a légica de primeira ordem

[8].

O célculo de sequentes foi apresentado por Gentzen como um formalismo mais ade-
quado que o Célculo de Deducao Natural para enunciar e demonstrar o resultado deno-

minado Hauptsatz, que garantia a existéncia de dedugoes “livres de redundancias”.

Dada uma assinatura p, L(p) é a linguagem usual de primeira ordem da assinatura
p tomando como conectivos: —, A, V, —, quantificadores: V, 3 e constante logica: L

(absurdo).

Um seqiiente tem a seguinte forma:
Ay, .. A, = Bi,..., By

onde as partes esquerdas e direita do seqiiente, em relagao ao separador =, sao seqiiéncias
possivelmente vazias de férmulas, sendo chamadas de antecedente e de conseqiiente, res-

pectivamente.

Intuitivamente, um seqiiente A, ..., A, = B, ..., By da Légica de Primeira Ordem

pode ser lido como a possibilidade de derivar By V...V By, a partir de A; A... A A,,.. Entao,

e se o0 conseqiiente e o antecedente de um seqiiente nao sao vazios, ou seja, o seqiiente
tem a forma Ay, ..., A, = Bi, ..., By, entao o seqiiente pode ser lido como a férmula

e se 0 antecedente de um seqiiente é vazio, ou seja, o seqiiente tem a forma

= By, ..., By, entao o sequente pode ser lido como a féormula By V ... V By.

e se o conseqiiente de um seqiiente é vazio, ou seja, o seqiiente tem a forma
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Ay, ..., A, =, entao o seqiiente pode ser lido como a férmula —(A; A ... A A,) ou

(AyN . ANA) — L

e se 0 antecedente e o conseqiiente de um seqiiente sao vazios, entao o seqiiente pode

ser lido como L, ou seja, proposicao falsa.

Célculos de seqiientes possuem um conjunto de regras de inferéncias escritas do seguin-

te modo:

onde S, ..., 5., m > 1, e S sdo seqiientes, sendo que S, ..., S, sao denominados seqiientes

superiores e S seqiiente inferior.

Apresentaremos a colegao de regras do calculo de sequentes para a légica de primeira

ordem, considerando-se que I', A, II, A s@o seqiiéncias de féormulas e A e B sao férmulas.

REGRAS ESTRUTURAIS

Atenuacao:
m (Aa) rF:Aix (Ac)
Contracao:
A;(jlfF:?AA (Ca) FF:;AX,tA (o)
Permutagcao:
SEaToa ") roaman
REGRAS LOGICAS
'=AA AT = A

A2  Tsa-a



AF:A<A)
AANBT = AV

Fé&AF#ABM)
T= A AAB ¢

'=AA
I'=AAVB

(\/Cl)

I'=AA B/II=A
A— B TI'II=AA

Alz/t],T = A
VAT = A

AT = A
JzAla/z],T = A

(3a)
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RF:A(A)
ANBT = A"

Al'=A B I'=A

(= a)

AvBT=a V9

I'=AB
'=AAVBEB

(\/CQ)

ATl'=AB
'=AA—B

(=)

'=AA
I'= AVxAla/x]

(Ve)

I'= A, Alz/t]
= A ea 9

As seguintes restrigoes sao impostas sobre as aplicagoes das regras:

regra (Vc): a nao ocorre livre em I e A.

regra (Ja): a ndo ocorre livre em I' e A.

REGRA DO CORTE

'=AA AIl=A

[II= A A

(corte)

O célculo de seqiientes para a logica cldssica (SCCL) contém todas as regras de

inferéncia apresentadas anteriormente. O calculo de seqiientes para a légica intuicionista

(SCIL) contém as regras de SCCL e o conseqiiente de um seqiiente contém no maximo

uma férmula. O cédlculo de seqiientes para a légica minimal (SCML) é obtido a partir

da exclusao da regra (Ac) (atenuagao no conseqiiente) do calculo de seqiientes SCIL.
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Definigao 2.2.1 Uma derivacao ou prova consiste em um nimero finito (ndo nulo) de
seqlientes dispostos em forma de drvore e combinados de acordo com aplicacoes das regras

de inferéncia, de tal modo que:

(1) Os seqiientes iniciais de uma derivagdo sao seqientes iniciais da forma A = A onde

A é uma formula.

(ii) Cada seqiiente (com excecao do seqiiente final) é um seqiiente superior de uma regra

de inferéncia cujo sequente inferior também estd na prova.

I'=06

A notacao ¢é usada para representar a derivagao do seqiiente A = A a

A=A

partir do seqliente I' = © por aplicagoes de regras estruturais.

Apresentaremos a seguir a nocao de comprimento de uma derivacao em calculo de

sequentes.

Definigao 2.2.2 Seja m uma deriva¢ao. O comprimento de w, denotado por l(7), € o
nimero de ocorréncias de seqiientes em w. Mais precisamente, (1) € definido por indug¢ao,

Como Seque:

(i) se ™ € constituida de apenas um unico seqiiente, entdo l(w) =1,

by m
: ,entao () =1(31) + ... +1(X,) +1; m < 2.

(i1) sem =
S
Na proposicao a seguir mostraremos que o sistema de deducao natural e o cédlculo de

seqiientes para a légica minimal tém o mesmo poder dedutivo.

Proposicao 2.2.1 FExiste uma derivacao de A a partir de I' em ML se, e somente se,

existe uma derivagao para o sequente I' = A em SCML.
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A prova da proposigao 2.2.1 é feita por indugao sobre o comprimento da derivagao e

¢é apresentada no apendice.

Ao considerarmos a instancia mais simples da regra do corte (A, B e C sao férmulas)

A= B B=C
A=C

(corte)

destaca-se que ela é a tnica regra, em comparacao com as demais, onde uma férmula,
chamada de féormula de corte B, pode desaparecer sem deixar qualquer traco na conclusao.
Em termos do formalismo de seqiientes, seria mais adequado dizer que em todas as ou-
tras regras, necessariamente, as férmulas que ocorrem nos seqiientes superiores ocorrem

também nos inferiores ou sao subférmulas de férmulas que 14 ocorrem.

Assim, costuma-se dizer que provas que envolvem aplicagoes da regra do corte sao
“provas indiretas”, visto que dependem da obtencao de duas outras provas para seqiientes
que envolvem uma féormula completamente estranha ao seqiiente original. Assim, o Haupt-
satz, como enunciado por Gentzen [8], estipula que cada derivac¢ao pode ser transformada
em uma derivagao com o mesmo seqiiente terminal que nao possui aplicagoes da regra do
corte. Esse resultado passou a ser conhecido como Teorema de Eliminacdo do corte, que

é encontrado freqiientemente com a seguinte formulagao:

Teorema 2.2.1 Se existe uma derivacdo © para um sequente S, entao existe uma deri-

vagao livre de corte, ', para S.

A prova é feita por indugado sobre o par (gr(w), (7)) onde gr(m) é o grau e r(w) é o

rank da derivagao 7 [8, 30]%.

2Note que a prova do resultado de Hauptsatz para SCML é andloga & prova deste resultado para

SCIL.



Capitulo 3

Loégicas de “Geralmente”

Neste capitulo apresentaremos as l6gicas de “geralmente” (LG’s) e os seus sistemas

axiomaticos como desenvolvidos em [13, 2].

3.1 Motivacao

Nogoes vagas, tais como “geralmente”, “raramente”, “muitos” etc. aparecem fre-
quentemente em afirmacoes e argumentos em linguagem natural e em alguns ramos da
ciéncia. As LG’s foram desenvolvidas para capturar as distintas nog¢oes de “geralmente”.

Agora ilustraremos esta idéia.

Em primeiro lugar, considere o universo dos brasileiros e imagine que sao aceitas
as seguintes afirmacgoes: («) “Brasileiros geralmente ganham um saldrio minimo” e (/)
“Brasileiros geralmente comem bacalhau trés vezes por ano'”. Neste caso, provavelmente

também aceitamos a seguinte afirmacao:
(U) “Brasileiros geralmente ganham um saldrio minimo ou gostam de futebol”;
mas provavelmente, nao aceitamos a seguinte afirmagao;

(N) “Brasileiros geralmente ganham um saldrio minimo e comem bacalhau trés vezes por

7

ano

10 Brasil é o maior consumidor mundial de bacalhau.
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Agora, considerando o universo dos niimeros naturais, imaginemos que sao aceitas as
seguintes afirmagoes: () “Os numeros naturais geralmente sdo maiores que quinze” e
(0) “Os nimeros naturais geralmente nao dividem doze”. Entao, podemos provavelmente

aceitar também as seguintes afirmacoes:
(V) “Numeros naturais geralmente sdo maiores que quinze ou sdo pares”; e
(A) “Numeros naturais geralmente sdo maiores que quinze e nao dividem doze”.

Note que, nos exemplos acima temos dois tipos distintos de conseqiiéncias légicas en-
volvendo “geralmente”: no exemplo mais abaixo teremos (A), porém no primeiro exemplo

nao desejamos ter (N).

As LG’s estabelecem uma maneira formal e precisa para capturar as distintas nogoes
intuitivas de “geralmente”. A idéia béasica é: constréi-se um logica especifica de “geral-
mente” dependendo da nogao de “geralmente” que temos em mente. Assim, teremos um
sistema que permite inferir (U) (mas nao podemos obter (N)) a partir de {«a, 5} e um
outro sistema que permite concluir (V) e (A) a partir de {7, ¢}, embora (N) e (A) tenham

estruturas sintaticas similares.

Expressoes envolvendo “geralmente”, ou nogoes vagas similares, ocorrem freqiiente-
mente em afirmacoes e argumentos, como nos exemplos acima. Deseja-se expressar tais
afirmacoes de uma maneira formal e precisa. Para expressar “objetos geralmente tém uma
dada propriedade”, adiciona-se a Légica de Primeira Ordem (FOL) um novo quantificador

V para representar “geralmente”.

3.2 Sintaxe

A sintaxe das LG’s s@ao obtidas adicionando-se o novo quantificador V a sintaxe usual

para FOL.

Dada uma linguagem de primeira ordem L, usa-se LY para a extensao de L pelo novo
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quantificador V. As férmulas da linguagem LV sdo contruidas pelas regras de formacio
usuais [14], acrescidas de uma nova regra para formulas generalizadas: se v é uma varidvel

e A é uma férmula de LV, entdao VvA também é uma férmula de LV.

3.3 Semantica

Intuitivamente, a afirmacao “Brasileiros geralmente ganham um salario minimo” é
entendida como “Brasileiros que ganham um saldrio minimo formam um subconjunto de
tamanho consideravel do universo dos brasileiros”. Assim, afirmagoes tais como “Objetos
geralmente tém a propriedade P”podem ser entendidas como “o conjunto de objetos que
tém a propriedade P é importante (entre os subconjuntos do universo em discussao)”.
Entao, da-se a semantica para “geralmente” adicionando-se familias de conjuntos (que
sao considerados os subconjuntos importantes) a uma estrutura usual de primeira ordem

e estende-se a definicao de satisfacao para V.

Uma estrutura modulada M* = (M, K) consiste em uma estrutura usual de primeira
ordem M e um complexo K: uma familia de subconjuntos do universo M de M. Como é
usual, a nocao de satisfacao de uma férmula numa estrutura esta associada a atribuicao

de valores s : V — M a suas varidveis livres. Para uma férmula Vv A define-se:

MF= VoAls] sse {b € M : M* = Als(v— b)]} pertence ao complexo K.

Outros conceitos, tais como o conceito de modelo (M = A e M* =T, sdo como de

costume.

Por outro lado, o conceito de consequéncia légica depende da nocao especifica de
“geralmente” envolvida. Por exemplo, dadas as afirmacoes “Amantes de esportes as-
sistem SporTV”e “Meninos geralmente adoram esportes”, pode-se inferir que “Meninos
geralmente assistem SporTV”. Isto serda correto se os complexos forem fechados sob

super-conjuntos, o que ¢é razoavel no caso de ‘muitos’. Mais precisamente, diz-se que uma
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férmula A é consequéncia logica sob superconjuntos de um conjunto I' de sentencas se,
e somente se, M* = A sempre que M* |= T', para todo modelo M* cujo complexo K
é fechado sob superconjuntos (do seu universo). Usa-se a notacdo [' =g A, onde S é a

classe dos complexos fechados superiormente.

Deste modo, cada nocao de “geralmente” da origem a uma relacao de conseqiiéncia
correspondente. Assim, dada uma classe dos complexos (médulo) C, tem-se uma relagao
de conseqiiéncia =¢: T’ |=¢ A se, e somente se, para todo complexo K em C, M* = A

sempre que M~ =T

Além do mddulo basico B (complexos sem restrigoes), também sao considerados alguns

modulos especificos, dados pelas suas propriedades caracteristicas.

A tabela abaixo mostra algumas propriedades dos complexos?.

Nome Propriedade
nao-vazio 0K
universo MeK
intersecao SeKeTeK=5SNTekK
uniao SekeTeK=SuUTek
super-conjunto | SNT e K= 5eKeT ek
primo SUTeKk=5SeKouTek
rejeicao SceKk=S¢K
atracao S¢gKk=Sek

Em principio, cada combinacgao de propriedades da tabela acima pode ser usada para
definir uma nogao de “geralmente” originando uma relacao de conseqiiéncia logica. Al-

guns destes médulos sao familiares. Entre estes pode-se destacar:
e Préprio (P): universo (M € K) e nao-vazio () € K).
e Fechado superiormente (S): superconjunto.

e Reticulados (L£): interse¢ao e unido.

2Note que S C T se, e somente se, S = SNT.
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e Filtro Préprio (F): universo, ndo-vazio, interse¢ao e superconjunto.

e Ultrafiltro Préprio (U): filtro préprio que é primo (ou tem atragao)?.

3.4 Sistemas Axiomaticos para as LG’s

Os Sistemas Axiomaticos para as LG’s sao obtidos a partir de um sistema axioméatico
para FOL adicionando-se novos axiomas e esquemas envolvendo o quantificador V [2]. A
seguir indica-se como isto é feito. Cada propriedade caracteristica dos complexos pode
ser expressa por meio de um axioma/esquema correspondente, como mostrado na tabela

abaixo?. Por exemplo, [VA] expressa a propriedade de intersecao.

Nome Axioma/Esquema
nao-vazio Vvl
universo [VT]:Vu(A — A)
intersecao [VA]: (VvAAVUB) — Vu(AN B)
uniao [VV]: (VvAAVUB) — Vu(AV B)
superconjunto | [AV]: Vo(AA B) — (VvA A VuB)
primo [VV]: Vu(AV B) — (VvAV VuB)

rejeicao [-V]: Vv=A — =VvA
atracao [V-]: =VvA — Vu-A

Considere também os dois esquemas abaixo
e [— V] Yo(A < B) — (VvA — VuB)
o [Va]: VoA < VyA[z/y| (y é uma varidvel nova para A: y & occ[A]).

Os esquemas [« V] e [Va], denotados por [B] axiomatizam a légica bésica para
“geralmente”, isto é, os esquemas [« V] e [Va] adicionados a um sistema axiomético
(correto e completo) para FOL, fornecem uma axiomatizacao correta e completa com

respeito a classe B de todos os complexos (sem restricao): I' E=gA sse ['U[B]Fpor A.

3As propriedades primo e atracdo sio equivalentes para Filtro Préprio se a 16gica subjacente é classica.
4-Vul é axioma e [VT], [VA], [VV], [AV], [VV], [=V] e [V] sa0 esquemas de axiomas.
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Sistemas axiomaticos corretos e completos para as outras LG’s sao obtidos adicionando-
se a [B] os axiomas/esquemas correspondentes as propriedades dos seus complexos [2].

Denotaremos estas axiomatizagoes por B(€2).



Capitulo 4

Formulas Marcadas

Neste capitulo introduzimos o conceito de férmula marcada e estendemos a linguagem

LY.

Uma férmula marcada tem a forma (A(_)) e pretende ser um representante da férmula

generalizada VxA(x). Intuitivamente, “_” representa um objeto genérico e os simbolos

“(” e “)" enfatizam que A(x) estd no escopo de um quantificador generalizado.

W “wo»

Mais formalmente, consideremos um novo simbolo (i.e. nao pertence a LVY).
Dada uma férmula A e uma varidvel v de LV, uma instanciacdo genérica da férmula
A com respeito a varidvel v é o resultado (denotado por Afv/_]) de trocarmos todas as
ocorréncias livres de v em A, se alguma, pelo novo simbolo “_”.

Exemplo 4.0.1 Por ezemplo, dada a féormula o = Vu(P(v) A YyQ(y,v)) temos que

P(O) AVYyQ(y,-) € uma instancia¢ao genérica da féormula P(v) A YyQ(y,v).

O dialeto genérico associado a LY consiste em todas as instanciacoes genéricas Afv/ ],
para uma férmula A de LY e uma variavel v. No dialeto genérico associado a LV, per-
mitimos a substituigao do novo simbolo “_”: note que Afv/][-/w] = AJv/w]. Assim, uma

formula marcada tem a forma (A), onde A é uma férmula do dialeto genérico associado

24
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a LV.

Note que no exemplo acima, a férmula P(-) A VyQ(y, ), (a instanciagdo genérica de
P(v) AVyQ(y,v)), pode ser lida como sendo a conjuncao das instanciagoes genéricas das
férmulas P(v) e YyQ(y,v), isto é, P(-) A VyQ(y, -) é interpretada como sendo a férmula
VuP(v) A VoVQ(y,v) e ndo a férmula original or. Entdo, para evitar esta ambigiiidade

utilizamos os simbolos “(” e “)” para marcar o escopo de um quantificador generalizado.

Seja LV~ o conjunto contendo todas as férmulas marcadas associadas a LY. Adi-
cionamos LY~ a LY e obtemos LV, isto é, LY = LYULV". Note que em LY as férmulas

sdo marcadas ou nao, e.g. (A) A (B) nao é uma férmula em LY.

As férmulas marcadas tém o mesmos significado dado as férmulas generalizadas, isto

6, MY (A) se, e somente se, {b € M : MX = Als(_+ b)]} pertence ao complexo K.

Estendemos a familiar defini¢ao recursiva de grau de uma formula A (notagao gr(A))

em LV do seguinte modo:

Definicao 4.0.1 Seja A uma férmula em LY. Entdo,

(Base) se A € uma formula atomica ou L, entao gr(A) :=0;

(=) se A= =B, entio gr(A) := gr(B) + 1;

(b) se A= (B1bBy) e b é um conectivo bindrio, entao gr(A) := gr(By) + gr(B2) + 1;
(()) se A= (B[v/]), entio gr(A) := gr(B) + 0.5;

(Q) se A=QuB, onde Q €V ou 3 ou V, entao gr(A) := gr(B) + 1.



Capitulo 5

Sistemas de Deducao Natural

Neste capitulo apresentaremos sistemas dedutivos no estilo de deducao natural para

as logicas de “geralmente”. Enfatizaremos o tratamento das férmulas generalizadas.

Em [7] foram apresentados sistemas de dedugao natural para a Légica de ultrafiltros
e para a Logica de filtros, que aparentemente sé sao aplicaveis a essas légicas. Nosso
sistema dedutivo se aplica a diferentes logicas de “geralmente”: légica de filtros, logica de
reticulados etc., apropriadas a manipulacao de diferentes interpretagoes para “geralmente”

tais como “muitos”, “a maioria” etc.

Ainda, diferentemente do sistema apresentado em [7], a linguagem intermediaria u-
sada na aplicagao das regras para tratar formulas generalizadas é bastante simples. Nos
sistemas desenvolvidos nesta tese, utilizaremos “férmulas marcadas” devido a necessidade

de gerenciamento de aninhamento dos quantificadores V’s nas férmulas.

Inicialmente, tomamos um sistema de deducao natural para a légica subjacente FOL
e estendemos este sistema para tratar as féormulas generalizadas e as novas férmulas,
estas denominadas de “férmulas marcadas”. A estrutura de uma derivacao é definida no

capitulo 2 secao 2.1, com manipulacao local de V.
Os sistemas de dedugao natural para as LG’s terao dois parametros:

e um sistema de deducao natural ND para a logica de primeira ordem subjacente
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(conservando seus conectivos e quantificadores originais) apresentados no capitulo

2, secao 2.1; e

e uma légica particular de “geralmente”.

Mais precisamente, consideraremos a Légica Cléassica, Intuicionista ou Minimal como
légicas subjacentes de primeira ordem [9]. Usaremos as seguintes versoes de sistemas de

deducao natural ND para as légicas subjacentes de primeira ordem:

(ML) Légica Minimal: ML,
(IL) Légica Intuicionista: IL = ML U {(Abs)},

(CL) Logica Cléassica: CL :=ILU{(RaA)};

5.1 Sistemas de Deducao Natural para a Loégica
Basica de “Geralmente”

Apresentaremos a seguir as regras dos sistemas de deducao natural para a légica basica

de “geralmente” (complexos sem restri¢ao).

Iniciaremos com um sistema de dedugao natural ND para a légica classica, intu-
icionista ou minimal [9] e estenderemos o sistema N D para tratar férmulas generalizadas

e marcadas, obtendo, o sistema N D(B).

Estenderemos algumas regras de eliminagao de N D para a obtencao de férmulas mar-
cadas como conclusao. Mais especificamente, as regras de eliminacao para a disjungao
(VE) e para o quantificador existencial (3F), permitem uma férmula marcada como con-

clusao, obtendo o sistema estendido N D*.

As regras (VE) e (3E) do sistema estendido N D*:
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L, [A]" A, [B) L, [A]
b3 Yo Y
AVvB M M , dzA M

M denota que M pode ser uma féormula marcada ou nao. Estendemos esta notagao, de

. . . *
maneira usual, para um conjunto I' de férmulas em LV :

se ['= {717 "'77”}7 entao E = {l’ ’h}

Assim sendo, no sistema N D* as tnicas regras que permitem ter como conclusao uma
féormula marcada ou uma férmula ndo marcada, sao as regras (VE) e (3E). Para todas

as outras regras, teremos apenas férmulas nao-marcadas como conclusao.

Teremos regras de introdugao e eliminagdo para V (para entrar e sair de um ambiente
onde se faz a manipulagdo de férmulas marcadas). As regras abaixo correspondem ao

esquema [Va:

VvA (A)
V) Ay ST

restricao da regra (VI): z & occ|A]

Teremos, também, uma regra de substituicao de equivaléncia para férmulas marcadas,

que correspondem ao esquema [« V|. A regra de equivaléncia ({) é:

restrigao da regra ({): v & free(T UA)

Em ({), a férmula marcada (A[v/]) é denominada de premissa maior e as férmulas

nao-marcadas A e B sao denominadas de premissas menores.

Usaremos (B) para o conjunto contendo as regras bdsicas (VI),(VE) e (§):
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(B) ={(VI),(VE), (1)}

Podemos agora, apresentar o sistema basico ND(B) = ND*U(B). Mais precisamente,

obtemos os trés sistemas basicos, dependendo da logica de primeira ordem subjacente:
e ML(B)=ML*U (B);
o IL(B)=IL*U(B);e
e CL(B)=CL*U(B).

Exemplo 5.1.1 Por exemplo, em um sistema bdsico ND(B)! = ND* U (B), temos a
derivagio de VaNVyB(x,y) a partir de VaVy(A(x,y) < B(z,y))? e VaVyA(z,y), isto ¢,

Vavy(A(z,y) < B(z,y)), VaeVyA(z,y) Fnpe) VeVyB(z,y)
como mostrado a sequir.

1. Seja ™ uma derivacao de B(z,y) a partir de VaVy(A(z,y) < B(z,y)) e A(x,y) e
seja ' uma derivagao de A(x,y) a partir de VaVy(A(z,y) < B(x,y)) e B(z,y).

VaVy(A(z,y) < B(z,y))
Vy(A(z,y) < B(x,y))
A(z,y) < B(z,y)

Az,y) — B(z,y)

B(z,y)

(VE)

(VE)
(AE)

Az, y)

T=(—F)

VaVy(A(z,y) < B(z,y))
Vy(A(z,y) < B(z,y))
A(z,y) < B(z,y)

B(z,y) — A(z,y)

Az, y)

(VE)

(VE)
(AE)

B(z,y)

7 = (= E)

IND € {ML*,IL*,CL*}
VaVy(A(z,y) « Blz,y)) = VaVy((A(z,y) — Blz,y)) A (B(z,y) — Alz,y)))
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2. Dai, construimos a derivacdo p de VyB(z,y) a partir de VaVy(A(z,y) < B(z,y))
e VyA(z,y) (onde C = VaVy(A(z,y) < B(z,y))).

O, [A(IE, y)]l (VE> VyA(x, y) 07 [B(:/Ev y)]l
@) B(z,y) Az g, v
(B(z,-))

p=(VI)

VyB(z,y)

3. De mesmo modo, podemos construir uma derivacio p' de VyA(z,y) a partir de

VaVy(A(x,y) < B(z,y)) e VyB(z,y).

4. Com as derivagoes p e p', construimos uma derivagio de VaNVyB(z,y) a partir de

VaVy(A(x,y) < B(z,y)) = C e VaVyA(x,y):

C, [VyA(z,y)l° ud(z gy CVyB(z )P’
o o St
RALLCY) vy VyA@.y)
(V]) (VyB(,, y))
VaVyB(x,y)

Outros exempos de N D(B)-derivacoes aparecem na prova d0 Teorema 5.1.1 a seguir.

Mostraremos que cada um dos sistemas béasicos M L(B), IL(B) e CL(B) é equivalente
a logica basica de “geralmente” correspondente. Para isto, usaremos uma traducao

T : LV — LY (que desmarca as férmulas marcadas), dada por:

| Vz2F[ /2], se A= (F);
r4) = { A, caso contrario.

onde z é a primeira varidvel nova, tal que z ¢ occ|F].
Teorema 5.1.1 Para um conjunto de férmulas I' e uma formula M em LV :

I Fnpi) M se, e somente se, T(T)U[B]?* ypT(M).

3Relembramos que [B] ¢ o conjunto formado pelos esquemas [« V] e [Va] (c.f. 3.4).
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Para demostrarmos que se T'(I")U[B] Fyp-T (M), entao I' -y p) M basta mostramos
que toda instancia dos esquemas em [B] pode ser demonstrada em ND(B). Por outro
lado, a prova de que se I' by M, entao T'(I')U[B] Fyp-T (M) é feita por indugao sobre

o comprimento de uma derivagao.

A prova do teorema 5.1.1 é apresentada no apéndice.

5.2 Sistemas de Deducao Natural para as Légicas Es-
pecificas de “Geralmente”

Nesta secao apresentaremos os sistemas dedutivos no estilo de deducao natural para

as diversas logicas especificas de “geralmente”.

Os sistemas de dedugao natural para as logicas especificas de “geralmente” sao obti-
das estendendo-se o sistema basico ND(B) com regras apropriadas, ou seja, ND(B) é
estendido com regras que correspondem aos axiomas/esquemas que axiomatizam as LG’s

apresentados anteriormente [16].

Desejamos criar novas regras que correspondem aos esquemas especificos (c.f. 3.4). A

construcao baseia-se em adicionar novas regras para tratar formulas marcadas.

Para introduzir a idéia basica, considere a propriedade de fechamento sobre intersecao,
expressado pelo esquema [VA] @ (VvAAVuB) — Vu(AA B). O esquema [VA] pode ser

formulado como a regra:
VvA VuvB
Vu(AAB)'

A regra (VA) pode ser facilmente reformulada como a seguinte regra (A*I) para introducao

(VA)

da conjuncao em um ambiente marcado.

(Afo/]) (Blv/)
((AAB)[v/ )

De modo analogo, podemos obter regras correspondentes para os esquemas em 3.4.

(A1)

Por exemplo, correspondendo ao axioma nao-vazio =Vwv_l, obtemos a seguinte regra de



eliminagao para absurdo marcado:

complexos.

wop W

1

Introducao Eliminacao
(L)

T —r 1*F) —=
(T"1) (F— F) ( ) il

wm© | Ve M oM
(V*I) FVG) (V'E) i i
I [(F))
L o (F) (=)
(ﬁ I) WZ (ﬁ E) 1

A correspondéncia entre axioma ou esquemas e regras é como descrito abaixo:

axioma esquemas
Vol | VT VA \VAY V= AV vV -V
(LE) | (T7) (N (vel) (=) (NE) (V'E) (Z"E)

Relembramos que uma légica especifica de “geralmente” consiste em:

32

Consideremos as seguintes regras operacionais que correspondem as propriedades dos
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e uma légica subjacente L; e

e uma ldgica especifica de “geralmente”, axiomatizada por B(§2) (cf.3.4).

Podemos construir um sistema de deducao natural para esta logica especifica con-

siderando:
e um sistema de deducao natural ND para L; e

e a extensao de N D(B) pelas regras Q* correspondentes aos esquemas em §).

O ={(T71), (L7E), (N'D), (V7I), (=71), (N E), (V'E), (-7 E)}

Assim, obtemos o sistema ND(Q2) = ND(B) U Q.

Por exemplo, para a légica fechada superiormente adicionamos as regras de eliminacao
(A*E) para obter ND(S), e para a logica dos filtros préprios adicionamos as regras es-

pecificas (T*I), (L*E), (A*I) e (A*E) para obter ND(F).

Exemplo 5.2.1 No sistema especifico ND(S), teremos uma derivagao m de VuB a partir

de Yv(A — B) e VvA.

[A]Y,Vv(A — B)
by VvA [AA B!
g Ans BT 0BT
) GBI
Biv/_
™= (V) VuvB
onde VoA — B
" (VE) 'Ujgl —>—>B )
[A]l (— E) B
Z= () AAB

Teorema 5.2.1 Para um conjunto de férmulas I' e uma formula M em LV :
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I'np) M se, e somente se, T(I"UB() Fnp- T(M).

Similarmente, ao teorema 5.1.1, na dire¢do (<) é suficiente mostrarmos que toda
instancia dos esquemas em B(£2) pode ser demonstrado em ND(S2) e na diregao (=),
por inducao sobre o comprimento de uma derivacao, podemos mostrar que para toda

derivacao m em N D(Q2), existe uma derivacao correspondente T'(7) em N D*.
A prova do teorema 5.2.1 é apresentada no apéndice.

Estendemos o conceito de premissa maior e menor [9] para as regras com férmulas

marcadas. Dada uma aplica¢do da regra (V*E)

LA A (B

(AV B) Q

(V'E)

(AV B) é a premissa maior de (V*F) enquanto que C é premissa menor.

Dada uma aplicagdo da regra (—*F), (=A) é a premissa maior enquanto que (A) é

premissa menor.



Capitulo 6

Normalizacao e Consisténcia

Neste capitulo apresentaremos a prova do resultado de normalizacao para os sistemas

de dedugao natural para as LG’s.

Para os sistemas com a Légica Minimal (ML) ou a Légica Intuicionista (/L) como
logica subjacente, demonstraremos o resultado de normalizagao utilizando a estratégia de
prova apresentada em [9, 10] para ML e IL. Por outro lado, os sistemas com a Ldgica
Classica (C'L) como légica subjacente, utilizaremos a estratégia de prova apresentada em

[11, 12] para C'L.

Intuitivamente, o resultado de normalizacao garante a existéncia de derivacoes sem

ocorréncias de redundancias ou desvios, denominado de segmento maximal.

A seguir definiremos as nogoes de caminho e segmento de uma derivagio em N D(Q)?

e posteriormente a nogao de segmento maximal.

Definicao 6.0.1 Seja m uma derivagao em ND(S2). Entdao, um caminho em m € uma

seqiiéncia Ay, ..., A, de ocorréncias de formulas tais que:

(i) Ay é uma hipdtese que nao é descarregada por uma aplicacdo de (V*E), nem de
(VE) e nem de (3E);

Note que, ND € {ML*,IL*,CL*} e se Q = (), entdo ND(Q) =ND(B).
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(ii) se A; nao é uma premissa menor de (— E) ou ({) ou (—*E), ndo é premissa maior
de (V*E), (VE), (3E) e nem € a formula final de w, entdo A;11 € a formula que

ocorre imediatamente abaizo de A;;

(111) se A; é premissa maior de uma aplicagao de (V*E), (VE) ou (3E), entdo A;q €

qualquer hipotese descarregada em funcao destas aplicacoes;

(iv) A, € premissa menor de uma aplica¢io de (— E) ou de ({) ou de (—=*E) ou a

formula final da derivacao.

Definig¢ao 6.0.2 Seja m uma derivagio em ND(QY). Uma seqiéncia Ay, ..., A, de formu-

las em um caminho é um segmento se, e somente se:
(7/) Al — ... = An
(i) Ay ndo € conclusao de uma aplica¢ao de (VE), nem de (V*E) e nem de (3E);

(111) Para todo i < n, se A; € premissa menor de (VE) ou (V*E) ou (IE),

entao A;11 € a formula que ocorre imediatamente abaizo de A;;

(iv) A, nao é premissa menor de (VE), nem de (V*E) e nem de (IE).

Exemplo 6.0.2 Na derivagdao abaizo as trés ocorréncias consecutivas da formula (GNH)

formam um segmento.

[CT ()2, (AT [C1Y, ()%, (G A HP?

1 P

GAH (A) A
® 3 [(F")]?
3E) JyC (G A H) ) [<23>]
v (FVF) (GAH) (GAH)
(A E) (G ANH)
(G)

Definicao 6.0.3 Seja m uma derivagio em ND(Q) e seja S um segmento em 7. S €

segmento maximal se, e somente se,
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e a primeira formula de S € conclusdo de uma aplicagcao de regra de introducao e a

formula final de S € premissa maior de uma aplicacdo de regra de eliminagao.

S =A,..,A, (comn > 1) Ay é conclusio de uma aplicagao de regra (Abs) ou

(RaA) ou () e A, € premissa maior de uma aplicacao de regra de eliminagado.

S = Ay, .., A, (comn > 1), Ay é conclusio de uma aplicagao de uma regra de

introdugao ou da regra ({) e A, € premissa maior de uma aplicag¢io da regra ({).

o S=A, A€ conclusao de uma aplicacao de regra (Abs) ou (RaA) e A é a premissa

maior de uma aplicagao de regra de eliminacdo de N D*.

S = A, A é conclusio de uma aplicagio da regra () e a A € premissa maior de

uma aplicagao da regra ({).

Exemplo 6.0.3 O segmento do exemplo 6.0.2 é um segmento mazximal S = Ay, Ag, As
tal que Ay = Ay = A3 = (G AN H), Ay € conclusao de uma aplicagio da regra ({}) e Az €

premissa maior de uma aplicagdo da regra de eliminagio (N*E).

Nas derivagoes em N D(€2) podem ocorrer um outro tipo de redundancia denominada
de aplicagdo supérflua de (VE), (IE) ou (V*E). Uma aplica¢do («) da regra (VE), (IE)
ou (V*E) é dita supérflua se existe uma subderivagdo de uma premissa menor de («) a

partir de I' tal que T ndao contém hipétese descarregada na aplicacao («).

Exemplo 6.0.4 Seja m uma deriva¢ao de (ANB) a partir de (BVC), (A) e Vx(A < B).

Vz(A < B) Vz(A < B)
A — B A~ B
Al A—B (B]! B A
B (A) A
nepy A @) (B) L enA LB
(v E) (BVC) ((A A B))* (ArNB)
(AAB)

Note que, o conjunto de hipdteses I' = {Vx(A < B), (A)} da subderiva¢ao da premissa
menor ((AAB))* da aplica¢io de (V*E) ndo contém hipdteses descarregadas na aplicagdo

da regra (V*E). Portanto, a aplicagao da regra (V*E) é uma aplica¢ao supérflua.
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Definigao 6.0.4 Seja m uma derivagio em ND(Q). Entdo, m € uma derivag¢ao normal

se, e somente se, ™ nao contém ocorréncia de segmento mazximal e nem aplicacao supérflua

de (VE), (3E) ou (V*'E).
No lema a seguir demonstraremos que as aplica¢oes supérfluas podem ser eliminadas.

Lema 6.0.1 Seja m uma derivagio de A a partir de T' em ND(2). Entdo, m pode ser
transformada em um deriva¢ao ' de A a partir de ' em ND() sem ocorréncias de

aplicagoes supérfluas de (VE), (IE) ou (V*E).

A prova do lema 6.0.1 é feita por inducao sobre o niimero de aplicacoes supérfluas e é

apresentada no apendice.

A seguir, definiremos algumas nocoes utilizadas na prova do resultado de norma-

lizacao.

Definicao 6.0.5 Seja m uma derivagio em ND(Q) e seja S um segmento mazximal em

7. Entao, o grau de S, denotado por gr(S), é o grau da férmula que ocorre em S.

Definicao 6.0.6 Seja m uma derivagao em ND(Y). Entao, o grau de w, denotado por
g(m), € o mais alto grau de um segmento mazimal de w, ou seja, g(m) = 0 se ™ nao tem

segmento mazimal e caso contrdrio, g(m) = max{gr(S)/ S é segmento mazimal em 7}.

Definigao 6.0.7 Seja m uma derivagao em ND(QY). O rank de 7, denotado por r(m),
¢ o par (d,n) onde d = g(m) en é o nimero de formulas que pertencem aos segmentos

mazimais de 7 de grau d.

Note que se 7 nao tem segmento maximal, entao r(7) = (0,0). A ordem sobre r(7) é

lexicogréfica: (d,n) < (d',n’) se, e somente se, d < d ou (d=d en <n/).

Nas se¢oes posteriores mostraremos o resultado de normalizagao para os diversos sis-

temas de deducao natural para as LG’s.
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6.1 Normalizacao: Légica Minimal + LG’s

Nesta segdo, mostraremos o resultado de normalizagdo para o sistema M L(B), uti-
lizando a estratégia de prova apresentada em [9, 10] para M L e estenderemos o resultado

para os sistemas de dedugao natural para as 16gicas especificas de “geralmente” M L(€2).

6.1.1 Normalizagao para o Sistema M L(B)

Inicialmente, examinaremos os segmentos maximais e as suas respectivas redugoes no

sistema M L(B).

Em adicao aos segmentos maximais de M L*, os seguintes novos tipos de segmentos

maximais podem ocorrer em uma derivacao em M L(B).

e O segmento maximal S contém uma unica férmula.

() Chamamos de ({); ({f) um segmento maximal que contém uma férmula marcada
(Blz/]) que é conclusdao de uma aplicagdo da regra ({}) e premissa maior de

uma aplicagao da regra ({):

Ty, [A] Ay, [B]
¥ IT; Y
P S N |
Ly, [Blz/y]]’ (Blz/]) Ay, [CP
23 | 2y
c (Blz/ylly/-) Blz/y)
® /)

onde x & free(T'1 UA ) ey & free(T'y U Ay).

(V) Chamamos de (VI);(VE) um segmento maximal que contém uma férmula
generalizada VvA[_/v] que é conclusao de uma aplicacao da regra (VI) e pre-

missa de uma aplicagao da regra (VE):
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I,
(4)
VvA[-/v]

(Al/vllv/ )
1T,

(VI)
(VE)

onde v & occ[A]

e O segmento maximal S é uma seqiiéncia de ocorréncias de férmulas Ay, ..., A,,, com

n > 1.

[V(ve) | Um segmento maximal envolvendo uma aplicacao da regra (VE) seguida
por uma aplicagao da regra (VE):

LA A B

11, > Yo
(VE) AV B VaC VaC |
7
(VE) VI‘C
(Clz/)
11,

[V(p) ] Um segmento maximal envolvendo uma aplicagao da regra (VE) seguida por
uma aplicagdo da regra ({):

F27 [A]Z AQ: [B]Z
Hl 23 2]4

DY AYE (ki) ey S
D (Clo/ ) o
®)
(Dle/J)
1L

[Fve) ]Um segmento maximal envolvendo uma aplicacao da regra (IE) seguida por

uma aplicagao da regra (VE):

T, [Alz/a]]’
IT, ¥
dzA VaC ,
(3E) Vol i

(VE)

(Clz/)
I,
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[3p) ] Um segmento maximal envolvendo uma aplicagao da regra (3E) seguida por

uma aplicagao da regra ({):

. [, [z‘;[%/ al]
Iy, [CF H:EIA <C[ZL“3/,]> Ay, [DY
> (3E) i P
e (Cla/J) :
v (Dle/ )
I,
As redugoes para estes segmentos maximais sao como se segue.
(1) Redugao (1); (F) = (1)
Iy, [A] Ay, [B)
21 H1 EQ
B AR A
s, [Blz/y]}’ (B[z/]) Ay, [C)
23 || 24
¢ (Blz/y]ly/]) Blz/y]
e i) /
I,
Y
Ty, [Alz/2])* Ay, [Cly/2))*
S [a/z] Yaly/2]
I, Blz/2] I, Ay, Blz/z]
S AP ml
(Alz/z][z/])
Cly/4| Alz/7]
v el ‘
(Cly/])
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onde z é x se x = y e, se x # y, z é uma varidvel nova (z é uma variavel que nao

ocorre em qualquer subderivagao acima de (B[z/_])).

Esta reducao pode criar um novo segmento maximal envolvendo a férmula nao-

marcada B[z/z], mas note que gr(B[z/z]) = gr((B[z/])) — 0.5.

(V) Redugao (VI);(VE) = Id (note que, (A[-/v][v/]) = (A)).

I,
(A) 1T,
(Vi) ) AL = (A
<A[/ﬁ] [v/-]) I

Esta reducao pode criar um novo segmento maximal envolvendo a formula marcada

(A), mas note que gr({A)) = gr(VvA[_/v]) — 0.5.

Nos casos onde o segmento maximal S = Ay, ..., A, e n > 1, temos que uma aplicagao
de regra de introdugao para o conectivo ou quantificador ¢ ou () ndo precede imediata-
mente uma aplicagdo de regra de eliminagao para ¢ ou (). Assim sendo, nenhuma das
reducoes apresentadas anteriormente pode ser aplicada para eliminarmos S. Logo, in-
vertemos a ordem das aplicagoes das regras, denominadas de redu¢oes permutativas, para
reduzirmos S a um segmento maximal S’ que contém uma unica férmula. Posteriormente,

aplicando uma das reducoes apresentadas anteriormente, o segmento S’ é eliminado.

Note que, se nao estendéssemos o sistema M L, obtendo o sistema M L*, as reducoes

permutativas a seguir nao seriam possiveis.

[V(ve) |Reducdo permutativa (VE); (VE) = (VE); (VE):

LAY A B

I 2 Yo
B AV B VaxC VaC
(VE) VaC !

(Clz/)
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\I%
I (4] A, [B]
> Yo
VaC ValC
IL; VE)——— (VE)——+—
o VBRI
(Cl/ )

Note que, o nimero de ocorréncias da férmula VaxC' é diminuido de uma unidade.
[V(g) JReducao permutativa (VE); () = (§); (VE):

Ty, [A]! Ay, [B)

Iy, [C) th = i Ay, [D
1’2 (VE) AvB  (Clz/])y (Clz/]) ; 1’2
) (Clz/]) ;
®—2 S
(Dlz/]) g
11,
N8
Fl,Z[C’]j FQ,E[A}Z' Al,E[D]J' Fl,E[C]j AQé[B]i AI,E[D]J'
1 3 2 1 4 2
I, D (Clz/ ) c D (Clz/ ) c
Ay @ D/ 7o D/ g
D/ 1)
Iz

Note que, o nimero de ocorréncias da férmula (C[z/_]) é diminuido de uma unidade.
[3ve) JReducdo permutativa (3E); (VE) = (VE); (IE):

T, [Alz/a]]!
1L b}
dz A VaC
VaC
(Clz/])
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I3
T, [Afs/a]]
2
VaC
II, VE)————
b B ER)

(Clz/)

Note que, o nimero de ocorréncias da férmula VaxC' é diminuido de uma unidade.

[3¢p) JReducao permutativa (IE); (§) = (§); (IE):

Ty, [Afz/al]
N R A
o OO ey 0
®)
DL/
11,

()
LLCY TolAlefaf A (DY
21 23 22
D (Cla/J) C
oo ® (Dla/ )
BE) (Dl )
I1,

Note que, o niimero de ocorréncias da férmula (C|x/_]) é diminuido de uma unidade.

Notemos que as redugbes anteriores, nao geram aplicagoes supérfluas de (VE) ou
(3E), os novos segmentos maximais criados sempre tém o grau menor e nas redugoes

permutativas o niimero de férmulas dos segmentos maximais ¢ diminuido de uma unidade.

A seguir definiremos a nogao de devivacao critica em M L(B).
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Definigao 6.1.1 Seja m uma derivacao em ML(B). 7 é uma derivagao critica se, e
somente se, a premissa maior da ultima inferéncia de m pertence a um segmento mazimal

com grau igual ao de w e para toda subderivagdo o de w, g(o) < g(r).

Lema 6.1.1 Seja m uma derivagdo de A a partir de ' em M L(B). Se w é uma derivagdo
critica, entao existe uma deriva¢iao ©' de A a partir de I' em M L(B) tal que r(7'") < r(m).

A prova do lema 6.1.1 é apresentada no apéndice.

A partir do lema 6.1.1 demonstraremos o resultado de normalizacao para o sistema

M L(B), apresentado a seguir.

Teorema 6.1.1 Seja m uma derivagio de A a partir de I' em M L(B). Entao, existe uma

deriwagdao normal " de A a partir de I' em M L(B).

Prova:

Seja m uma derivagao de A a partir de I' em M L(B).

Se m nao contém nenhuma ocorréncia de segmento maximal e nem aplicacao supérflua

de (VE) ou (IE), entdo 7’ = 7.

Caso contrério, se m contém aplicagoes supérfluas de (VE) ou (3E), entao pelo lema

6.0.1 ™ pode ser transformada em uma derivagao p sem ocorréncias de aplicagoes supérfluas

de (VE) e (3E).

Por outro lado, se 7 contém segmentos maximais, entdo por inducgdo sobre r(p) =
(9(p), n) mostraremos que podemos obter uma derivacao 7’ de A a partir de I' em M L(B)

sem ocorréncias de segmentos maximais.
Passo base: r(p) = (0.5,1).

Logo,
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Fla [A]Z Ala [B]Z
5, 5,
P R0 N |
Ty, [Bla/y)) (Blz/ ) Ay, [C]
23 | 24
B c (Blz/y]ly/]) Blz/y]
=) Cw/) J

onde Blz/y][y/-] é uma férmula atémica ou L.

Dai, eliminamos o segmento maximal (B[x/y|[y/-]) de p aplicando a redugao

(0); (0) = (§) e obtemos:

Ty, [Alz/2])* Ay, [Cly/2])"
S [z/2] Saly/7]
Ty, Bla/z] Ay, Blz/]
Zaly/2 S Sale/7]
Cly/ (Alz/][z/]) Als/]

onde z é z se t = y e, se x # y, z é uma variavel nova (z é uma variavel que nao

ocorre em qualquer subderivagao acima de (Blz/_])).

Como Blz/y|[y/-] é uma férmula atomica ou L, entdo B|x/z| ndo pode ser um novo

segmento maximal em 7.

Logo, 7' nao possui segmento maximal (r(7’) = (0,0)) e nem aplicagoes supérfluas de
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(VE) ou (3E).
Portanto, 7' é uma deriva¢ao normal de A a partir de I' em M L(B).
Hipétese de indugao: O teorema é vélido para toda p tal que r(p) < (d,n).
Seja p uma derivagdo de A a partir de I' em M L(B) tal que r(p) = (d,n).
Tomemos uma subderivagao critica D em p tal que g(D) = d.

Pelo lema 6.1.1 a subderivagao D poder ser transformada em uma subderivacao D’ tal

que r(D") < r(D).
e Suponhamos que n = 1.

Logo, S = A, S pertence a D e todos os outros segmentos maximais de p tém grau

menor que d.

Dai, a derivacdo p’ obtida a partir da substituicao de D por D’ em p tem rank

(d',n') com d' < d.

Assimr(p') = (d',n') < r(m) = (d,n). Por hip6tese de indugao, existe uma derivagao

normal 7’ de A a partir de I' em M L(B).

e Suponhamos que n > 1.
Logo, temos que o segmento maximal de D é a sequéncia Ay, ..., A,, com 1 < m < n.

Dai, a derivagao p’ obtida a partir da substituigao de D por D’ em p tem rank (d, n’)

com n' < n.

Assim r(p') = (d,n’) < r(m) = (d,n). Por hipétese de indugao, existe uma derivagao

normal 7’ de A a partir de I' em M L(B).
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Portanto, 7’ é uma deriva¢ao normal de A a partir de I' em M L(B).

6.1.2 Normalizagao para os Sistemas Especificos M L({2)

Nesta secao demonstraremos o resultado de normalizagao para os sistemas de dedugao

natural para as 16gicas especificas de “geralmente” M L(€2).

Consideraremos os sistemas de dedugao natural ML(Q2) = ML(B) U Q*, obtidos a

partir da adigao do conjunto de regras 2* para férmulas marcadas ao sistema M L(B).

Em um dado sistema M L(f2), cada conectivo ¢ com (¢*E) e (¢*I) em Q* pode dar
origem a ocorréncias de segmentos maximais. Assim sendo, as ocorréncias dos segmentos
maximais (com uma férmula marcada como elemento da seqiiéncia) dependem das regras

especificas em 2*.

Logo, dado um sistema M L(€2), além dos casos de segmentos maximais para o sistema
M L(B), temos os seguintes casos de segmentos maximais com uma férmula marcada (F')
como conclusdo de uma aplicagdo da regra (¢*I) e premissa maior de uma aplicagao da

regra (c*F).

Detalharemos abaixo as reducgoes para esses casos. Antes disso, porém, notamos que
as redugoes envolvendo segmentos maximais (¢*I); (¢*E) sdao muitos se-melhantes aos
casos onde nao ocorrem férmulas marcadas (segmentos maximais (¢I); (cE)). Algumas
redugoes, introduzem novos segmentos maximais, cuja férmula repetida tem grau menor

que a do segmento maximal em questao.

As redugoes de segmentos maximais envolvendo aplicagoes de regras (V*E), (VE) e

(3E) resultam em redugoes permutativas.

e O segmento maximal S contém uma unica férmula.



49

[(A*]); (A*E) ] A féormula marcada (F A F,) é conclusao de uma aplicacdo da regra

(A*I) e premissa de uma aplicagao da regra (A*E):

I, I,
. (F1)  (Fy)
(/\ ]) (/\*E) <F1 A\ F2>
(Fi)
by

onde 7 € {1,2}

Podemos remover este segmento maximal com a reducao:

(Fi)
)y
Esta reducao pode criar um novo segmento maximal envolvendo a férmula

marcada (F;). Note que, gr((Fy A Fy)) > gr({F;)).

[(V*I); (V*E) ] A férmula marcada (F; V Fy) é conclusao de uma aplicagao da regra

(V*I) e premissa maior de uma aplicagao da regra (V*E):

IT; I, Ty [(F)]F Ty, [(F))
(F1)  (F) ¥y 2
(FLV F) M M
M

(V1)

(V'E)

Podemos remover este segmento maximal com a reducao:

Esta reducao pode criar um novo segmento maximal envolvendo a férmula

marcada (F;). Note que, gr((Fy V Fy)) > gr({F;)).



20

[(=*]);(=*FE) ] A férmula marcada (—F) é conclusao de uma aplicacdo da regra
(=*I) e premissa maior de uma aplicagao da regra (—=*E):

L, ()]

(F
by
L

D Em m

(=" E)

T
m |3

Podemos remover este segmento maximal com a reducao:

I1

r, (F)

=

Esta reducao pode criar um novo segmento maximal envolvendo a férmula

marcada (F'). Note que, gr((=F)) > gr((F)).

e O segmento maximal S é uma seqiiéncia de ocorréncias de férmulas Ay, ..., A,,, com

n > 1.

[V ] Um segmento maximal envolvendo uma aplicacao da regra (V*E) seguida por

uma aplicagao da regra ({):

G

CT FVG) (Cl) )y D
V v/ _ x/_

Sy (VAE) Y,

s (Cl/ ) o
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Teremos a seguinte redugao permutativa:

(L) N N o/ (/)
23 21 24 23 E2 Z4
I D (Cl/) C .. D (/) C
B 17 M U173 R
(D&

[Vr | Um segmento maximal envolvendo uma aplicagao da regra (VE) seguido por

uma aplicacdo de uma regra de eliminagio (R) € Q*2:

[F][Gr
IT > Yo
VE FvVG M M
o M -
N
2/
Teremos a seguinte redugao permutativa:
[F]’ (G
3 Yo
11 M X3 M X3
R) (R)
FvG ( N N
(VE) — —

[Vi ] Um segmento maximal envolvendo uma aplicagao da regra (V*E) seguido por

uma aplicagao de uma regra de eliminagao (R):

II > 2
FvQ@d M M
(\/*E)< ) ]\; — >
3
R M
(7) -
Z/

255 pode ser vazio
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Teremos a seguinte redugao permutativa:

[(F))’ (&)
21 Z2
IT M i3 M 23
gy Fve Wy TR
N
E/

[3r ] Um segmento maximal envolvendo uma aplica¢ao da regra (3E) seguido por

uma aplicagao de uma regra de eliminagao (R) € 2*3:

[F[z/a]]
IT by
=19 JxF M
P S
N
H/
Teremos a seguinte redugao permutativa:
[F[z/a]]
2
II M Yo
R)
JxF (
3E) =~ N i
N
H/

Podemos observar que cada uma das reducoes apresentada anteriormente é indepen-
dente, isto é, nas redugdes nao ocorre nenhuma aplicagao de regra que nao existia na
derivacao original. Por exemplo, no caso onde a derivacao m contém um segmento maxi-

mal (F} A Fy) do tipo [(A*]); (A*E)], a derivacao obtida a partir da remogao do segmento

3%, pode ser vazio
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1L e () de 7.

maximal (F} A Fy) contém as aplicagoes de regras das subderivagoes (F) 5

Dai, se m é uma derivagdo em um dado sistema M L(€2), entao a derivagao obtida apés

a aplicagdo de m redugdes, ainda é uma deriva¢ao em M L(S).

A seguir, é dado um exemplo de uma ocorréncia de um segmento maximal com trés

ocorréncias consecutivas da férmula marcada (G A H).

Exemplo 6.1.1 Considere a sequinte derivacdo :

21 22
, (G) (H) o
EE) JyC (A*T) (GAH) ) [(1;:3]
ey V) (G AH) (GnH)

(@)
Na derivagdo m, as trés ocorréncias consecutivas da formula marcada (GNH) formam
o segmento mazimal S = Ay, Ay, A3 onde Ay = Ay = A3 = (G AN H), Ay € conclusio de

uma aplicag¢io da regra (N*I) e As € premissa de uma aplicagcdo da regra (N*E).

Suponhamos que na derivacao m do exemplo 6.1.1 todos os segmentos maximais acima
de S tenham grau menor. Mostraremos que a derivagao m pode ser tranformada em uma

derivagao p tal que r(p) < r(m).

Inicialmente, aplicamos uma redugao permutativa na ocorréncia mais inferior de uma
aplicacao da regra (V*E), obtendo uma derivagao n’ que contém um segmento maximal

com duas ocorréncias consecutivas da férmula (G A H):

[CI3, [(F))* [CP%, K

3 Yo
© ) (E
JyC (G N H) I
(3E) 3
) (G A H) (NE) (G A H)
ey EV () @
- @

Em seguida, aplicamos duas outras redugoes permutativas para as aplicacoes de regras
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(3F) e (V*E) em 7', obtendo:

[0}5,E[<F>}6 [C°, (F)]°

1 32
(/\*E) <G/\H> E3
@ap) < (@) s(nr gy A H)
i _ ey (FVE) (@) (@)
w' = (V*E) @ 6

Finalmente, removemos o segmento maximal que contém uma tUnica ocorréncia da

férmula (G A H), aplicando a redugao [(A*]); (A*E)], obtemos a derivagao:

CTF, [(F) (FF
> >3
Iy C (G) . (GANH)
ey FVF) (GE) @ TP T
@

Logo, como as subderivagoes ; e ¥3 nao sao alteradas, gr((GAH)) > gr((G)) e todos
os segmentos maximais acima de S tém grau menor, entao o grau de todos os segmentos

maximais que ocorrem em p é menor que o grau de S. Portanto, r(p) < r(m).

Definigao 6.1.2 Seja m uma derivagao em ML(Q). 7 é uma derivagao critica se, e
somente se, a premissa maior da ultima inferéncia de m pertence a um segmento maximal

com grau igual ao de w e para toda subderivagio o de w, g(o) < g(r).

Lema 6.1.2 Seja m uma derivagdo de A a partir de T’ em M L(Q2). Se w é uma derivagdo

critica, entdo existe uma derivagdo ©' de A a partir de T' tal que r(7'") < r(m).

A prova do lema 6.1.2 é similar a prova de lema 6.1.1 e é apresentada no apéndice.

A partir do lema 6.1.2 demonstraremos o resultado de normalizagao para M L(L),

apresentado a seguir.

Teorema 6.1.2 Seja m uma derivagdo de A a partir de I' em M L(Q). Entao, existe uma

derivagdo normal " de A a partir de I' em M L(Q).
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Prova:

Seja m uma derivagao de A a partir de I" em M L(€2).

Se m nao contém nenhuma ocorréncia de segmento maximal e nem aplicacao supérflua

de (VE), (3E) ou (V*E), entao n’ = 7.

Caso contrario, pelo lema 6.0.1, m pode ser transformado em uma derivacao p sem

ocorréncias de aplicagoes supérfluas de (VE), (IE) e (V*E).

Por indugao sobre r(p) = (g(p),n) mostraremos que podemos obter derivagoes sem

ocorréncias de segmentos maximais.
Passo base: r(p) = (0.5,1).
Mesma prova do passo base do teorema 6.1.1.
Hipétese de indugao: O teorema é vélido para toda p tal que r(p) < (d,n).
Seja p uma derivagdo de A a partir de I" em M L(B) tal que r(p) = (d,n).
Tomemos uma subderivagao critica D em p tal que g(D) = d.

Pelo lema 6.1.2 a subderivagao D poder ser transformada em uma subderivacao D’ tal

que r(D") < r(D).
e Suponhamos que n = 1.

Logo, S = A, S pertence a D e todos os outros segmentos maximais de p tém grau

menor que d.

Dai, a derivacao p’ obtida a partir da substituicao de D por D’ em p tem rank

(d',n') com d' < d.

Assimr(p') = (d',n') < r(m) = (d,n). Por hip6tese de indugao, existe uma derivagao

normal 7’ de A a partir de I' em M L().
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e Suponhamos que n > 1.
Logo, temos que o segmento maximal de D é a seqiiéncia Ay, ..., A,, com 1 < m < n.

Dai, a derivagao p’ obtida a partir da substituigao de D por D’ em p tem rank (d, n’)

com n' < n.

Assim r(p') = (d,n’) < r(m) = (d,n). Por hipétese de indugao, existe uma derivagao

normal 7’ de A a partir de I" em M L(S2).

Portanto, 7’ é uma deriva¢ao normal de A a partir de I' em M L(9Q). n

6.2 Normalizacao: Légica Intuicionista + LG’s

Nesta secdo demonstraremos o resultado de normalizagdo para o sistema [L(B) e

estenderemos este resultado para os sistemas IL(€2).

No sistema de dedugao natural para a Légica Intuicionista [9, 10], as inferéncias da
regra de absurdo (Abs) sao limitadas a aplicagoes de (Abs) com férmulas atomicas como
conclusao. Assim, no sistema IL(B) e nos sistemas I L(2) as aplicagoes de regra de ab-
surdo (Abs) podem ser limitadas a aplicagoes de (Abs) com férmulas atomicas ou férmulas

generalizadas como conclusao.

Proposicao 6.2.1 Seja m uma deriva¢ao de A a partir de I' em IL(Q2). Entdo, m pode
ser transformado em uma derivagio 7' de A a partir de U' em IL(QQ) tal que em «' todas
as aplicagoes da regra de absurdo intuicionista (Abs) tém como conclusao uma férmula

atomica ou uma formula generalizada.

A prova da proposicao 6.2.1 é feita de modo similar a demonstracao do resultado

andlogo para o sistema de dedugao natural IL [9, 10] e é apresentada no apéndice.

Assim sendo, seja m uma derivagao em IL(f)) e seja a uma aplicacao de regra em 7

que tem como premissa a conclusao de uma aplicacao da regra (Abs)



o7

pela proposicao 6.2.1 temos que « ¢ uma aplicagao de regra de introdugao do sistema [ L*
ou « é uma aplicacao da (VE). Logo, mostraremos a seguir que se o é uma aplicacao da

(VE), entdo a precede apenas aplicagoes das regras (VE), (3E) ou (V*E).

Proposicao 6.2.2 Seja m uma derivagao de A a partir de I' em IL(Q2). Entdo, m pode
ser transformado em uma derivacdo ©' de A a partir de I' em IL(QY) tal que em 7' uma
aplicagdo («) da regra (VE) que tem como premissa, a conclusao de uma aplicagio da
regra de absurdo intuicionista (Abs), («) € a ultima inferéncia de ' ou (&) precede apenas

aplicagoes das regras (VE), (3E) ou (V*E).

A prova da proposicao 6.2.2 é feita por indugao sobre o comprimento de uma derivagao

e é apresentada no apéndice.

Por outro lado, em adicao aos segmentos maximais do sistema IL* envolvendo apli-
cagoes da regra (Abs), no sistema IL(B) e nos sistemas /L(£2) temos um tipo especial

de segmento maximal, denominado (Abs) segmento mazimal, que envolve aplicagoes das

regras (Abs) e ({).

Definigao 6.2.1 Seja m uma derivagao em IL(2)*.

Um (Abs) segmento maximal € um
par consistindo de uma formula generalizada VA, que € a conclusao de uma aplica¢ao
de (Abs), e uma formula marcada (Alx/]), que é a conclusao de uma aplica¢io de (VE)
e premissa maior de uma aplicagao da regra (). O grau de um (Abs) segmento maximal
é gr(VzA).

“Note que, se Q2 = (), entdo IL(Q)) = IL(B).
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Exemplo 6.2.1 Na derivagao abaizo, (VvA, (A[v/_])) é um (Abs) segmento mazimal.

IT
A 1 B!
D (o)) @-
(Blv/])

6.2.1 Normalizagao para o Sistema /L(B)
Nesta se¢ao demonstraremos o resultado de normalizac¢ao para I L(B).

Os tipos de segmentos maximais que podem ocorrer em uma derivacdo no sistema

IL(B) = 1L* U (B) sao:
e segmentos maximais de M L(B), e
e segmentos maximais envolvendo aplicacoes da regra (Abs).
Agora, estenderemos a defini¢ao 6.0.4 para o sistema I L(B).

Definicao 6.2.2 Seja m uma derivagao em I L(B). Entdo, m € uma derivagdo normal se,
e somente se, T nao contém ocorréncia de segmento mazximal, nem de (Abs) segmento

mazimal e nem aplica¢ao supérflua de (VE) ou de (IE).

Assim como em M L(B), as aplicacoes supérfluas de (VE) e de (3E) em IL(B) podem

ser eliminadas pelo lema 6.0.1.

Teorema 6.2.1 Seja m uma derivagio de A a partir de I' em IL(B). Entao, eziste uma

deriagdao normal ' de A a partir de I' em IL(B).

Prova:



29

Seja m uma derivagao de A a partir de I' em I L(B).

Se m nao contém nenhuma ocorréncia de segmento maximal, nem de (Abs) segmento

maximal e nem aplica¢do supérflua de (VE) e de (IE), entao 7’ = 7.

Caso contrario, pela proposicao 6.2.1, m pode ser transformado em uma derivagao p de
A apartir de I" em I L(B) tal que em p todas as aplicagoes da regra de absurdo intuicionista

(Abs) tém como conclusao uma férmula atomica ou uma férmula generalizada.

Entao, na derivagao p temos apenas ocorréncias de segmentos maximais dos tipos
apresentados em M L(B), (Abs) segmentos maximais ou aplicagoes supérfluas de (VE) e

(3E).

Pelo lema 6.0.1 e pela proposicao 6.2.2, p pode ser transformado em uma derivacao p’

sem ocorréncias de aplicagoes supérfluas de (VE) e (IE) e (Abs) segmentos maximais.

Entao, em p’ temos apenas ocorréncias de segmentos maximais de M L(B), que podem

ser eliminados, pelo Teorema 6.1.1, obtendo a derivagdo normal 7.

Portanto, 7’ é uma deriva¢do normal de A a partir de I" em IL(B).

6.2.2 Normalizacao para os Sistemas Especificos IL(f2)

Nesta secao demonstraremos o resultado de normalizagao para os sistemas de deducgao

natural /L(€2).
Inicialmente examinaremos os segmentos maximais dos sistemas I L(£2).

Como nos sistemas M L(€2), as ocorréncias dos segmentos maximais (com uma férmula
marcada como elemento da sequéncia) dependem das regras especificas em 2. Assim,

dado um sistema IL(f2), além dos casos de segmentos maximais para o sistema M L(2),
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temos segmentos maximais que envolvem aplicagoes da regra (Abs).

Por outro lado, as aplicagoes supérfluas de (VE), de (IE) e de (V*E) podem ser

eliminadas pelo lema 6.0.1.

Agora, estenderemos a definigdo 6.0.4 para o sistema IL(2).

Definigao 6.2.3 Seja m uma derivagao em IL(SY). Entao, m é uma derivagdo normal
se, e somente se, T nao contém ocorréncia de segmento mazximal, nem de (Abs) segmento

mazimal e nem aplica¢ao supérflua de (VE), de (3E) e de (V*E).

Teorema 6.2.2 Seja m uma derivagio de A a partir de I' em 1L(Y). Entao, existe uma

derivagdo normal " de A a partir de I' em IL(S).

Prova:

Seja m uma derivagao de A a partir de I' em IL(€2).

Se 7 nao contém nenhuma ocorréncia de segmento maximal, nem de (Abs) segmento

maximal e nem aplicacdo supérflua de (VE), de (IE) e de (V*E), entdo 7’ = .

Caso contrario, pela proposicao 6.2.1, m pode ser transformado em uma derivagao p de
A apartir de I' em I L(2) tal que em p todas as aplicagoes da regra de absurdo intuicionista

(Abs) tém como conclusao uma férmula atomica ou uma férmula generalizada.

Entao, na derivacao p temos apenas ocorréncias de segmentos maximais dos tipos
apresentados em M L(2), (Abs) segmentos maximais ou aplicagoes supérfluas de (VE),

(V*E) e (3E).

Pelo lema 6.0.1 e pela proposicao 6.2.2, p pode ser transformado em uma derivagao
p' sem ocorréncias de aplicagoes supérfluas de (VE), (V*E) e (IE) e (Abs) segmentos

maximais.

Entao, em p’ temos apenas ocorréncias de segmentos maximais de M L(£2), que podem
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ser eliminados, pelo Teorema 6.1.2, obtendo a derivagao normal 7.

Portanto, 7' é uma derivacao normal de A a partir de I' em IL(Q).

6.3 Normalizacao: Légica Classica + LG’s

Nesta se¢ao, mostraremos o resultado de normaliza¢ao para o sistema C'L(B), uti-
lizando a estratégia de prova apresentada em [11, 12] para C'L e estenderemos o resultado

para os sistemas de dedugao natural para as légicas especificas de “geralmente” C'L(2).

Para evitar as possiveis complicacoes na prova do resultado de normalizacao com
respeito aos segmentos maximais envolvendo aplicagoes da regra (RaA), demonstraremos
que as derivagoes em C'L(B) ou em um dado sistema C'L(2) contém no maximo uma
aplicacao da regra de absurdo cléssico e esta aplicagao é a ultima inferéncia da derivagao
ou precede uma aplicagdo da regra (VE), que por sua vez, é a tltima inferéncia da

derivacao.

Inicialmente, tomemos um fragmento L(3) da légica clssica de primeira ordem que
contém apenas —, A e V como conectivos binarios, 1. como constante légica e o quantifi-

cador existencial 9. O quantificador universal é definido como: VzA = ~dx—A.

O sistema de deducao natural para L(3), denominado CL?, é obtido a partir da
exclusao das regras de inferéncia de introducao e eliminagao para o quantificador V do
sistema de deducdo natural C'L*. Podemos facilmente demonstrar que os sistemas C'L- e

CL* sao equivalentes.

Assim sendo, CL?(B) =CL?U(B) é o sistema de dedugdo natural para a légica basica

de “geralmente” e para as légicas especificas teremos os sistemas C'L¥(Q) =CL3(B)uQ*.

Agora, seja 7 uma derivacao em C'L?(B) que contém uma tnica aplicacdo da regra de

absurdo classico que precede uma aplicacao da regra de equivaléncia, que por sua vez, é
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a ultima inferéncia de .

I [A]j7 [_'B]z ]
! A. (B
1 _ II 2
el YT ) A
(Ble/T)

Logo, comutamos a ordem de aplicagao das regras (RaA); () obtendo a derivagao
p onde a aplicagdo da regra de absurdo classico (RaA) é a ultima regra de inferéncia
ou (RaA) precede uma aplicagdo da regra (VE), que, por sua vez, é a tultima regra de

inferéncia da derivacao.

[-VzBJ
by
T, [A], -B
%) I L)
W L A/l A7
(L'B) =
RaA
p— ) i

(Blz/])

Porém, (L*E) ndo é uma regra dos sistema C'L?(B) e =B nao é derivavel a partir de

~VzB em CL?(B).

Portanto, para este propésito alteraremos a regra de equivaléncia do sistema C'L?(B)

para:
IRV A, [-B)
2 Yo
-B (Alz/]) —A

~.

(&)

obtendo o sistema C'L(B)*.

(Blz/])

Assim, transformamos a derivagdo m em:

A, [2A], [(=B)P

5 I A
R 7 (awp
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e posteriormente eliminamos a aplicagao da regra de absurdo clssico (RaA), obtendo a

seguinte derivacao:

LI
Ay, O
zf I I, B)
D) ~B by

(Blz/])

No lema a seguir mostraremos que os sistemas C'L(B) e CL(B)* tém o mesmo poder

dedutivo.

Lema 6.3.1 Seja I' um conjunto de férmulas e seja A uma formula em LY. Entdo,

I'Feonm)A se, e somente se, I'cpp)- A

A prova do lema 6.3.1 é apresentada no apéndice.

Assim, estendemos C'L(B)* para os sistemas de dedugao natural para as l6gicas es-

pecificas de “geralmente” do seguinte modo: C'L(Q)* =CL(B)*UQ*

onde Q* C {(T*I), (L*E), (A“I), (A*E), (V*I), (V*E), (=*I), (=*E)}

Teorema 6.3.1 Seja m uma derivagcdo de A a partir de I' em C'L(Q2)*. Entdo, ™ pode ser
transformado em uma derivacio ©' de A a partir de I' em CL(Q2)* tal que @' contém no
mdzximo uma aplicagio («) de regra de absurdo cldssico e, caso esta aplica¢ao ocorra, ()
¢ a ultima inferéncia de @' ou («) precede uma aplica¢io da regra (VE) que € a dltima

inferéncia de 7'.
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A prova do teorema 6.3.1 é feita por inducao sobre o comprimento da derivacao 7 e é

apresentada no apendice.

O teorema 6.3.1 e a proposicao 6.2.2 irao ser tteis na normalizacao de derivagoes em
CL(Q)*> A subderivagio localizada acima das aplicagoes das regras (RaA) e (Abs) vai
ser normalizada como nos sistemas de deducao para as LG’s que contém a légica minimal

como légica subjacente.

6.3.1 Normalizagao para o Sistema CL(B)*
Nesta segdo demonstraremos o resultado de normalizacao para o sistema C'L(B)*.

Os tipos de segmentos maximais que podem ocorrer em uma derivagao no sistema

CL(B)* sao:
e segmentos maximais envolvendo aplicagoes das regras ({)*, (VE), (VI) e (Abs), e

e segmentos maximais envolvendo aplicagoes da regra (RaA).

Assim, em adicio ao segmentos maximais do sistema de deducao natural C'L? envol-
vendo aplicagoes da regra (RaA), no sistema C'L(B)* temos um tipo especial de segmento

maximal, denominado (RaA) segmento mazimal, que envolve aplicagoes das regras (RaA)

e (P

Definigao 6.3.1 Seja m uma derivagao em CL(B)*. Entdo, um (RaA) segmento mazi-
mal € um par consistindo de uma formula generalizada Vx A, que € a conclusio de uma
aplicagdo de (RaA), e uma formula marcada (Alz/_]), que € a conclusio de uma aplica¢do
de (VE) e premissa maior de uma aplica¢ao da regra ({)*. O grau de um (RaA) segmento

mazimal é gr(VzA).

Exemplo 6.3.1 Na derivagio abaizo, (VzA, (Alx/]))é um (RaA) segmento mazximal.

°Note que se Q* = (), entdo CL(Q)*= CL(B)*.
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®, [-Vz AP
b
T, [-AJ" (Rad)———= ;A [-B]
S (VE) VA N
- (Al/ ) -

Definigao 6.3.2 Seja m uma derivagao em CL(B)*. m é uma deriva¢ao critica se, e
somente se, ™ nao possui ocorréncias de segmentos mazximais envolvendo aplicacoes das
regras (RaA) e (Abs) e a premissa maior da ultima aplicagdo de w pertence a um segmento

maximal com grau igual ao de 7 e para toda subderivagdo p de 7, g(p) < g(m).

Lema 6.3.2 Seja m uma derivagio de A a partir de I' em CL(B)*. Se w é uma derivagdo

critica, entao existe uma derivagio ' de A a partir de I' em C'L(B)* tal que r(n") < r(m).

A prova do lema 6.3.2 é apresentada no apéndice.

Agora estenderemos a definigao 6.0.4 para o sistema C'L(B)*.

*

Definigao 6.3.3 Seja m uma derivagio em CL(B)*. Entdo, m € uma deriva¢ao normal
se, e somente se, T ndo contém ocorréncia de segmento mazimal, nem de (RaA) segmento

mazximal, nem de (Abs) segmento maximal e nem aplica¢ao supérflua de (VE) e de (IE).

Assim como em I L(B), as aplicagoes supérfluas de (VE) e de (3E) em C'L(B)* podem

ser eliminadas pelo lema 6.0.1.

Lema 6.3.3 Seja m uma derivacao de A a partir de I' em CL(B)*. Se em m ndo temos
ocorréncias de segmentos mazximais envolvendo aplicagoes das regras (RaA) e (Abs), entdo

existe uma derivagdo normal de A a partir de I' em CL(B)*.



66

A prova do lema 6.3.3 é apresentada no apéndice.

A partir do lema 6.3.3 demonstraremos o resultado de normalizacao para o sistema

C'L(B)*, apresentado a seguir.

Teorema 6.3.2 Seja m uma derivagio de A a partir de ' em CL(B)*. Entao, existe uma

deriva¢ao normal 7' de A a partir de I' em C'L(B)*.

Prova:

Seja m uma derivagao de A a partir de I' em C'L(B)*.

Eliminamos as aplicagoes supérfluas de (VE) e de (IE) de 7 pelo lema 6.0.1, obtendo
a derivagao p de A a partir de I' em C'L(B)*.

Dali, pelo teorema 6.3.1, p pode ser transformado em uma derivacao p’ de A a partir
de I' em CL(B)* tal que em p’ ocorre no maximo uma aplicagao («) de regra de absurdo
cldssico e, caso esta aplicagdo ocorra, («) é a ultima inferéncia de p’ ou («) precede uma

aplicacdo da regra (VE), que é a ultima inferéncia de p'.

L, [~VzA] '
by F? [_'A]Z
L )
(RaA)————i

V$A /)
Ay o= ed)

Entéo, em ¥ temos apenas segmentos maximais envolvendo aplicagoes das regras ({)*,

(VE), (VI) e (Abs).

Logo, ¢/ = (VE) — 1

Pela proposicao 6.2.2 a derivacao ¥ pode ser transformado em uma derivacao X' tal
que em X' uma aplicagao («) da regra (VE) que tem como premissa a conclusao de uma
aplicacao da regra (Abs), («) é a tltima inferéncia de 7’ ou («) precede apenas aplicagoes

das regras (VE) ou (IE).

Logo em ¥ existem apenas segmentos maximais envolvendo aplicagoes das regras ({)*,
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(VE) e (VI).
Assim, pelo lema 6.3.3 a derivacao ¥’ pode ser normalizada, obtendo a derivagao ¥".

Entao substituindo ¥ por X" na derivagao p’ obtemos a derivacdo normal 7’ de A a

partir de T'.

Portanto, 7’ é uma deriva¢ao normal de A a partir de I' em CL(B)*.

6.3.2 Normalizagao para os Sistemas Especificos C'L(Q)*

Nesta secao demonstraremos o resultado de normalizagao para os sistemas de deducgao

natural C'L(Q2)*.

Como nos sistemas IL(£2), as ocorréncias dos segmentos maximais (com uma férmula
marcada como elemento da seqiiéncia) dependem das regras especificas em 2*. Logo, em
adigdo aos segmentos maximais de IL(2) e CL(B)*, em um sistema CL()* temos os

segmentos maximais envolvendo aplicagoes da regra (RaA).

Definicao 6.3.4 Seja m uma deriva¢ao em CL(2)*. 7w € uma derivagdo critica se, e
somente se, T nao possui ocorréncias de segmentos mazximais envolvendo aplicacoes das
regras (RaA) e (Abs) e a premissa maior da ultima aplica¢ao de m pertence a um segmento

mazximal com grau igual ao de 7 e para toda subderivagao p de 7, g(p) < g(m).
Lema 6.3.4 Seja m uma derivagio de A a partir de T em CL(Q)*. Se w é uma derivagao
critica, entdo existe uma deriwacao ' de A a partir de I' em CL(Q)* tal que r(7") < r(m).
A prova do lema 6.3.4 é apresentada no apéndice.
Agora estenderemos a definigao 6.3.3 para os sistemas C'L(£2)*.

Definigao 6.3.5 Seja m uma derivagao em CL(Q2)*. Entao, m € uma deriva¢ao normal

se, e somente se, T ndo contém ocorréncia de segmento mazimal, nem de (RaA) segmento



68

mazximal, nem de (Abs) segmento maximal e nem aplicagcio supérflua de (VE), de (IE)

e de (V*E).

Lema 6.3.5 Seja m uma derivacio de A a partir de I' em CL(2)*. Se em 7 ndo temos
ocorréncias de segmentos mazximais envolvendo aplicagoes das regras (Abs) e (RaA), entdo

existe uma derivagdo normal de A a partir de I' em CL(Q2)*.

A prova do lema 6.3.5 é apresentada no apéndice.

A partir do lema 6.3.5 demonstraremos o resultado de normalizacao para o sistema

CL(Q)*, apresentado a seguir.

Teorema 6.3.3 Seja m uma derivagao de A a partir de T' em CL(Q)*. Entao, existe uma

derivag¢ao normal 7' de A a partir de I' em C'L(Q)*.

Prova:

Seja m uma derivagao de A a partir de I' em C'L(2)*.

Eliminamos as aplicagoes supérfluas de (VE), de (V*E) e de (IF) de 7 pelo lema 6.0.1,
obtendo a derivagao p de A a partir de I' em C'L(Q2)*.

Dali, pelo teorema 6.3.1, p pode ser transformado em uma derivacao p’ de A a partir
de I' em C'L(2)* tal que em p' ocorre no maximo uma aplicacao («) de regra de absurdo
cldssico e, caso esta aplicagdo ocorra, («) é a ultima inferéncia de p’ ou («) precede uma

aplicacao da regra (VE), que é a ultima inferéncia de p'.

L, [~VzA] ,

by I, [_'A]Z
1 by
(RaA)————i n

VJZA )
Ay o= ed)

Entéo, em ¥ temos apenas segmentos maximais envolvendo aplicagoes das regras ({})*,

Logo, p' = (VE)

A
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(VE), (VI), (Abs) e regras especificas.

Pela proposicao 6.2.2 a derivagao ¥ pode ser transformado em uma derivagao ¥’ tal
que em Y’ uma aplicacao («) da regra (VE) que tem como premissa a conclusao de uma
aplicacao da regra (Abs), («) é a tdltima inferéncia de 7’ ou («) precede apenas aplicagoes

das regras (VE), (IE) ou (V*E).

Logo em Y’ existem apenas segmentos maximais envolvendo aplicagoes das regras ({)*,

(VE) e (VI) e regras especificas.
Assim, pelo lema 6.3.5 a derivacao X' pode ser normalizada, obtendo a derivacao Y.

Entao substituindo ¥ por X" na derivagao p’ obtemos a derivacao normal 7’ de A a

partir de I'.

Portanto, 7' é uma deriva¢ao normal de A a partir de I' em C'L(€Q)*.

6.3.3 Estrutura de uma derivagao normal

Nesta se¢ao examinaremos a estrutura de uma derivagao normal nos diferentes sistemas

de deducao natural para as LG’s.

Em [9] tem-se o resultado de existéncia de férmula minima para deriva¢oes normais em
N D, ou seja, em um dado caminho existe uma ocorréncia de uma férmula A (denominada
de férmula minima) tal que todas as ocorréncias de férmulas acima de A sdo premissas de
aplicagoes de regras de eliminagao e todas as ocorréncias de férmulas abaixo de A (exceto

a ultima) sdo premissas de aplicagoes de regras de introdugao.

Demonstraremos um resultado analogo a existéncia de féormula minima para os sis-
temas ND(Q). Provaremos que em um dado caminho de uma deriva¢gdo normal em
ND() existe um ambiente (denominada de regido marcada) tal que todas as ocorréncias

de férmulas acima da regiao marcada sao premissas de aplicacao de regras de eliminacgao e
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todas as ocorréncias de férmulas abaixo da regiao marcada (exceto a ultima) sdo premissas

de aplicagoes de regras de introdugao.
Inicialmente, dividiremos os caminhos de uma derivagao em N D(£2) em dois ambientes:
e um ambiente que contém apenas féormulas nao-marcadas, e

e um ambiente que contém apenas féormulas marcadas ou generalizadas.

Entao, dada uma derivagdo m em N D()*, dividindo os caminhos de 7 nos tipos de

ambientes descritos acima, um caminho na derivacao 7 tera a seguinte configuracao:

Ambiente com férmulas nao-marcadas

Ambiente com férmulas
marcadas ou generalizadas

Ambiente com férmulas nao-marcadas

Ambiente com férmulas
marcadas ou generalizadas

Ambiente com férmulas nao-marcadas

Agora, demonstraremos que uma aplicacao de uma regra de introducao de N D* nao
precede uma aplicagao de regra de eliminagao de N D* em um caminho de uma derivagao

normal em ND((Q).

Lema 6.3.6 Seja m uma derivagio normal em ND(Q)). Entdo, nenhuma aplicag¢io de
regra de introducao de N D* precede uma aplicacao de regra de eliminacao de ND* em

um caminho de .

A prova do lema 6.3.6 é apresentada no apéndice.

Entao, a partir do fato de que as aplicacoes de regras de introdugao de N D* nao
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podem ter como conclusao férmulas marcadas ou generalizadas e pelo lema 6.3.6 temos

que um caminho em uma derivacao normal tera a seguinte configuracao:

formulas nao-marcadas que sao premissas
de regras de eliminagao de N D*

Ambiente com férmulas
marcadas ou generalizadas

férmulas nao-marcadas que sao premissas
de regras de introducao de N D*

Agora, examinaremos a estrutura do ambiente que contém apenas férmulas marcadas

ou generalizadas.

Os diferentes sistemas de deducao natural para as LG’s contém um regra de subs-
tituigdo de equivaléncia, denominada de regra de equivaléncia ({l), que ndo possui as
caracteristicas originais das regras de introducao e eliminacao de N D*. Notemos que,
diferentemente das regras de introducao e elimina¢ao de ND*, a regra ({J) nao elimina ou
introduz conectivos ou quantificadores, isto é, em uma aplicacao da regra ({§) efetuamos

a substituicao de uma férmula A por uma férmula B equivalente.

Entdo, a regra ({) é classificada como uma regra de eliminagao da férmula A e in-
trodugao da férmula B. Dali, uma aplicagao da regra ({}) divide o ambiente que contém
apenas formulas marcadas ou generalizadas de um caminho em dois sub-ambientes, de-

nominados de subcaminhos marcados.

Definigao 6.3.6 Seja m uma derivagao normal em ND(QQ) e seja C um caminho em
m. FEntao, um subcaminho marcado de C é uma sequéncia de ocorréncias de formulas

Ay, .y Ay em C tal que Ay € a conclusao de uma aplicagio de (VE) ou () e A, €

premissa maior de uma aplica¢io de (§) ou (VI).

Analogamente ao lema 6.3.6, mostraremos que nos sub-caminhos marcados em um
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caminho C de uma derivacao normal, uma aplicacao de regra de introdugao nao precede

uma aplicagao de regra de eliminacao.

Lema 6.3.7 Seja m uma derivagio normal em N D(2) e seja C um caminho de w. Entao,
nenhuma aplicacdo de regra de introducao precede uma aplicacao de regra de eliminacao

em um subcaminho marcado de C.

A prova do lema 6.3.7 é apresentada no apéndice.

Assim, um caminho em uma derivacao normal tera a seguinte configuracao:

férmulas nao-marcadas que sao premissas
de regras de eliminacao de N D*

ambiente marcado
(ﬂ:)i dividido em

sub-caminhos marcados

férmulas nao-marcadas que sao premissas
de regras de introducao de N D*

Entao, a partir do teorema 6.3.1, da proposicao 6.2.2 e da configuragao dos caminhos
em uma derivacao normal, apresentada anteriormente, temos que a estrutura de uma

derivagao normal em ND(2) é a seguinte:

parte de
eliminacas

parte de
eliminagcas

parte de

Marcada ou Marcada ou Marcada
RaA Abs
) g A s e d

(Afz/ ) (Az/ )

aplicacdes de

(3E),(VE) ou (V*E)

{(Alz/ )



73

Cada uma das partes acima pode ser vazia.

6.3.4 A consisténcia dos sistemas para as LG’s

Nesta secao demonstraremos que os diferentes sistemas de deducao natural para as

LG’s sao consistentes.

A estratégia usada para tal é “desmarcar” as férmulas de LV de tal forma que uma
formula A é derivavel a partir do conjunto de féormulas I' em N D(£2) se, e somente se, a

sua traducao é derivavel em N D a partir da traducao de I'.
Inicialmente, provaremos que toda derivagao em ND(£2) pode ser transformada em

uma derivacao em N D a partir da seguinte traducao.

Definicao 6.3.7 Seja ¢ uma férmula em LY e seja ¢ uma constante da linguagem.

Entao, traduz-se ¢ denotado por (). do sequinte modo:
o sep = (0lx/]), entio (). = (0[z/][-/c])c;
o se p=Vab, entio (p). = (0[x/c])e;
o scp=Qul, ento (p). = Qz(0). onde (Q € {V,3});
o se p =0 =, entao (¢). = —(0).;
o se =01 %0y, entio (p). = (01)c* (02). onde (x € {V,\,—});

e se p € uma formula atomica ou L, entdo (). = ¢;

Estendemos a definigao 6.3.7 para um conjunto de formulas de maneira usual, ou seja,

se = {71, ..., v}, entdo (I')e = {(71)es -5 (Yn)e}-

O teorema a seguir prova que toda derivacao em N D(2) pode ser transformada em

uma derivacao em ND.
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Lema 6.3.8 Seja A uma formula em LV e seja I um conjunto de formulas em LV . Se

I' Fyp) A e ¢ é uma constante de LY" que ndo ocorre na derivacio de A a partir de T,

entio (I'). Fnp (A)e.
A prova do lema 6.3.8 é apresentada no apéndice.

Teorema 6.3.4 Seja ND(QQ) um sistema de deducao natural. Entao, ND(Q) é consis-

tente; em particular, L nao € derivavel em N D(S).

Prova: Seja ND(Q2) um sistema de dedugao natural.
Suponhamos que Fyp(q) L. Entdo pelo lema 6.3.8 temos que Fyp (L)..
Como (L), = L, entao Fnp L.
Absurdo, pois ND é consistente.

Portanto, I/xp) L.



Capitulo 7

Calculo de Seqiientes

Neste capitulo apresentaremos sistemas dedutivos no estilo de calculo de seqiientes
para as logicas de “geralmente”. Enfatizaremos o tratamento das férmulas generalizadas

e marcadas.

Como nos sistemas de deducao natural, inicialmente tomamos um célculo de sequentes
para a légica subjacente de primeira ordem (FOL) e estendemos este célculo para tratar
as formulas generalizadas e as férmulas marcadas. A estrutura de uma derivagao é como

definido no capitulo 2 secao 2.2.

Os célculos de seqiientes para as LG’s terao dois parametros:

e um calculo de seqiientes SC' para FOL subjacente (conservando seus conectivos e

quantificadores originais) apresentado no capitulo 2 segao 2.2; e
e uma légica particular de “geralmente”.
Mais precisamente, consideraremos a Logica Cléassica, Intuicionista ou Minimal como
Y 7

légicas subjacentes de primeira ordem [8]. Teremos as seguintes versoes de calculos de

seqiientes SC para as logicas subjacentes de primeira ordem:
(ML) Logica Minimal: SCML,
(IL) Logica Intuicionista: SCIL,

5
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(CL) Légica Classica: SCCL;

Estenderemos os calculos SC' para tratar férmulas generalizadas e marcadas, obtendo

assim, calculos de seqiientes para as diversas logicas de “geralmente”.

Um seqiiente S em LY tem a seguinte forma:
Ay, ..., A, = By, ..., By,

onde Ay, ..., Ay, By, ..., By, sao férmulas (marcadas ou ndo-marcadas).

O sequente S tem o mesmo significado que a féormula:

onde T é a traducao que desmarca as férmulas marcadas como definida no capitulo 5

secao 9.1.

Note que necessitamos desmarcar as féormulas marcadas do seqiiente S com a traducao
T para obtermos a férmula que corresponde ao seu significado devido ao fato que, uma
conjuncao, uma disjuncao ou uma implicacao que contém uma férmula marcada como

componente nao é uma férmula da linguagem LY.

7.1 Calculos de Seqiientes para Légica Basica de
“Geralmente”

Nesta secao apresentaremos as regras dos cédlculos de seqiientes para a logica basica

de “geralmente” (complexos sem restri¢ao).

As regras do cédlculo de seqiientes SC(B) para as férmulas generalizadas e formulas
marcadas localizadas no antecedente e no conseqiiente de um seqiiente sao obtidas a partir

da traducao das regras do sistema de dedugao natural N D(B), ou seja, de modo andlogo
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a logica de primeira ordem as regras de introdugao (eliminacao) do sistema de dedugao

natural correspondem as regras do célculo de seqiientes para o conseqiiente (antecedente).

Assim sendo, as regras de introdugao e eliminagao para V em ND(B) correspondem

respectivamente as regras (Ve) e (Va), apresentadas a seguir.

I'= A (A) (A),I' = A

rsavaY)  Tarsalve

restricao das regras (Ve) e (Va): y & occ[A]

Por outro lado, a regra de equivaléncia de N D(B)

Ty, (4] Ty, [B]'
> Yo
B (Ap)) A
® Blo/ ) :

que intuitivamente é uma regra de elimina¢do da férmula marcada (A[v/_]) e uma

regra de introducao da férmula marcada (B[v/_]) é traduzida na seguinte regra:

AT=AB BT = A,A(ﬁ)
(Alz/]),T = A, (Blz/])

restrigao da regra ({): « & free(' UA)

Assim, obtemos o célculo de seqiientes
SC(B) =SC U {(Va), (Ve), ()}

para a légica bésica de “geralmente” (onde I e A sdo seqiiéncias de férmulas).

Demonstraremos a seguir que os célculos de seqiiente SC'(B) sao equivalentes a l6gica

basica de “geralmente” de modo similar ao teorema 5.1.1.

Teorema 7.1.1 Sejam ' e A sequéncias de formulas em LV e seja ® C [B]. Entdo, o
seqiiente I' = A € derivdvel em SC(B) se, e somente se, T(I'), ® = T'(A) € derivdvel em

SC.
Note que, SC € {SCML,SCIL,SCCL} e se SC = SCML ou SC = SCIL, entio A é uma

seqiiéncia vazia.
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Para demostrarmos que se o seqiiente T'(I'), ® = T(A) é derivavel em SC, entao o
sequente I' = A é derivdvel em SC/(B) basta mostramos que o seqiiente = B é derivavel
em SC(B) (onde B é uma instanciagdo de um esquema em ®). Por outro lado, a prova
de que se o seqiiente I' = A é derivavel em SC(B), entdo o seqiiente T'(I'), ® = T'(A) é

derivavel em SC' é feita por inducao sobre o comprimento de uma derivacao.

A prova do teorema 7.1.1 é apresentada no apéndice.

7.2 Calculos de Seqiientes para as Loégicas
Especificas de “Geralmente”

Nesta secao apresentaremos os calculos de seqiientes para as diversas logicas especificas

de “geralmente”.

Um célculo de seqilientes para uma légica especifica de “geralmente” L é obtido a
partir da adi¢ao de regras ao célculo de seqiientes SC(B) que correspondem a tradugao
das regras do sistema de deducao natural para £ em regras no estilo de calculo de seqiientes
de modo que, as regras de introdugao (eliminagao) do sistema de dedugao natural para £

correspondem as regras do calculo de seqiientes para o conseqiiente (antecedente).

Para introduzir a idéia bésica, considere o sistema de deducao natural ND(2) para

uma légica especifica de “geralmente” £ que contém a regra:
(N T)~——==

A regra (A*I) pode ser formulada como a seguinte regra no estilo de cédlculo de
sequente:

1.5 = (AAB)

(VA)

A regra (VA) pode ser facilmente reformulada como a regra (A*c) para introducao da

conjuncao para férmulas marcadas no conseqiiente.
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I'= A (A) T'=A,(B)
I'= A, (AANB)

(Ae)

De modo analogo, podemos obter regras correspondentes as regras especificas em 5.2.
Considere as seguintes regras operacionais para formulas marcadas (I" e A sao seqiiéncias

de férmulas):

(A— A),'= A I'= A (L)

'=A (T"a) '=A (L)
(A), ' = A (B),I' = A . '=A(A) I'=A(B), .
ANBITSA (ArBToANY roa g VY
(A, T = A (B>,F:>Av* I'=A(A) I'=A(B) v
AvB oA V9 oA avE VY

I'= A (A4) . (A),T'=A |,

EEYNER N E

Note que, se SC = SCML ou SC = SCIL, entao a seqiiéncia A nas regras (L*c),
(A*e), (V*e), (m*a) e (=*c) é a seqiiéncia vazia e nas regras (T *a), (A*a) e (V*a) a seqiiéncia

A é uma seqiiéncia contendo no maximo uma férmula.

Um célculo de seqiientes SC(£2) para uma logica especifica de “geralmente” consiste

em uma extensao de SC(B) pelas regras
0" C {(T7a), (L7¢), (A"a), (A%¢), (V*a), (V7e), (=7a), (=7¢)}

que correspondem a traducao das regras do sistema de dedugao natural ND(£2). Assim
sendo, o calculo de seqiientes SC(£2) é obtido adicionando-se as regras em 2* a SC(B):

SC(Q) = SC(B) U Q.

Por exemplo, o sistema de dedugao natural para a légica dos filtros préprios N D(F)
contém as regras especificas (T*I), (L*E), (A*I) e (A\*E). Entao, o célculo de seqiientes
SC(F) =5C(B)U{(T*a), (L7c), (A"a), (A"c)}
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Teorema 7.2.1 Sejam T e A segiiéncias de formulas em LY e seja ® CB(Q). Entdo, o
seqiiente I' = A € derivdvel em SC(Q) se, e somente se, o seqiente T(I'),® = T(A) é

derivavel em SC.

Similarmente como no teorema 7.1.1, na diregdo (<) é suficiente mostrar que o
seqiiente = B ¢é derivavel em SC(2) onde B é uma instancia de um esquema de B(£2).
Na dire¢ao (=), por indugao sobre o comprimento de uma deriva¢ao, podemos mostrar

que dada uma derivagao II em SC(f2) teremos uma derivacao correspondente T'(II) em

SC.

A prova do teorema 7.2.1 é apresentada no apéndice.

Exemplo 7.2.1 Derivacao do seqiente (Alz/]),VYx(A — B) = (Blz/]) no cdlculo de
seqiientes SC(F).

Seja
A=A B=1DB
A= A A-BA>B Y
ViA = B) A= A A ViA B A= B "0

0 — AVz(A— B)= A AVz(A— B)=1B (Ae)
b AVz(A— B)= AAB

e seja
A=A
A
VilA— B), A= A (Pa)
10, = ANVz(A— B)= A (Aa)

ANBVa(A—B) = A
Entao, temos a sequinte derivagdo para o seqiente (Alx/]),Vx(A — B) = (Blz/]).
I I (Blz/]) = (Blz/])

(Alz/]),Va(A — B) = ((AA B)[z/]) @ (AAB)[z/]) = (Blz/])
(Afz/ 1), V(A — B) = (Blz/])

(Na)

(corte)



Capitulo 8

Eliminacao do corte

Neste capitulo apresentaremos a prova do resultado de eliminagao do corte (Hauptsatz)

para os calculos de seqlientes para as LG’s.

O resultado de eliminacao do corte garante a existéncia de derivagdes sem ocorréncia
de aplicagao da regra do corte. Inicialmente, como em [§8], introduzimos uma nova regra

de inferéncia, denominada de Miz, que corresponde a uma nova versao da regra do corte.

A regra Mix:

F'==A 6= A
[, = A* A

A e O sdo seqiiéncias de féormulas em LY que contém pelo menos uma ocorréncia da
férmula M (denominada de férmula miz) e A* e ©F sao seqiiéncias de férmulas obtidas
a partir de A e O, respectivamente, em que todas as ocorréncias da féormula M sao
excluidas. I' = A e ©® = A sdo denominados, respectivamente, de seqiiente superior

esquerdo e seqiiente superior direito da regra (Miz).

Exemplo 8.0.2 Ezemplo de uma aplicagio da regra (Mix):

1T IT,
I'=AB,C,B B,D = A Mi
[.D= A,C A (Miz)

Na aplicagao acima da regra (Mix), B € a formula mix.
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Mostraremos a seguir que o calculo de seqiientes SC* obtido a partir da substituicao
da regra do corte pela regra (Mix) em SC e o célculo de seqiientes SC' tém o mesmo

poder dedutivo [9].

Lema 8.0.1 Seja I' e A seqiiéncias de formulas em LV . Entdo, o seqiiente I = A ¢

derivavel em SC' se, e somente se, o sequente I' = A € derivavel em SC*.

Para demonstrarmos o lema 8.0.1 basta mostrarmos que a regra (corte) é derivavel
em SC* e que a regra (Mix) é derivavel em SC. A prova do lema 8.0.1 é apresentada no

apéndice.
Assim sendo, SC*(B) =SC* U {(Va), (Ve), (1)} e SC*(Q)! =SC*(B)uQ*.

Uma derivagao 7 é denominada de derivacdo especial se m contém uma tnica aplicacao

a da regra (Miz) e « é a tltima inferéncia de 7.

Exemplo 8.0.3 Substituindo a plicagao da regra (corte) do exemplo 7.2.1 por uma aplica-

¢ao da regra (Mix) obtemos a derivagcdo m abaizro, que € uma derivacao especial.

Hl H2 (11) <B[x/,]> = <B[‘T/*]> (/\*a)

= A/ D) V2(A=B) = (ANB)le/D) " (AAB)la/d) = (Ble/ )" 7 s
(Alz/]),Vz(A — B) = (B[z/])
onde
A=A B=1HB
A=A A—)B,A:>B(—)a)

V(A — B),A = A(Aa) V(A — B),A= B (Va)

’ (Pa) : (Pa)

0 — ANVz(A— B)= A ANViz(A— B)=B (Ac)
b AVz(A— B)= AAB

A=A (Aa)
WMHmﬂéA(x%>
AVi(A— B)= A

b= BviA=B=a

Note que, SC*(Q) =SC*(B) se Q* = 0.
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A seguir definiremos as nogoes de grau e rank de uma derivacao especial.

Definicao 8.0.1 Seja m uma derivagao especial em SC*(Q). Entdo, o grau de 7 (deno-
tado por gr(m)) € o grau da formula miz, ou seja, gr(m) = gr(M) onde M € a formula

mix em .

Definicao 8.0.2 Seja m uma derivagao especial em SC*(Q)). Entdo, o rank de 7, deno-

tado por r(m), € igual a soma do rank esquerdo com o rank direiro.

e 0 rank esquerdo de ™ € o maior numero de seqientes consecutivos em um caminho
p de m, tal que o seqiiente mais inferior de p € o sequente superior esquerdo da
aplicagao da regra (Miz) e cada um dos seqiientes de p contém a formula miz M

no consequente.

e o rank direito de ™ é o maior numero de seqientes consecutivos em um caminho p de
7, tal que o seqiiente mais inferior de p € o seqiiente superior direito da aplicagao da

regra (Mix) e cada um dos seqiientes de p contém a formula mixz M no antecedente.
Note que, o menor rank possivel é 2.
Exemplo 8.0.4 A derivagao do exemplo 8.0.3 € uma derivacao de rank 2 e
gr(m) = gr(((AA B)lz/])).

8.1 Eliminagao do corte para SC(B)

Nesta secao apresentaremos o resultado de eliminagao do corte para os calculos de

seqiientes SC(B) (SC € {SCML,SCIL,SCCL}).

Primeiramente, examinaremos as aplicac¢oes da regra (Miz) nas derivagoes em SC*(B)

e posteriormente mostraremos que as aplicagoes da regra (Miz) podem ser eliminadas.

Nos célculos de seqiientes SC*(B), além dos casos em que a férmula mix é uma férmula

cléssica, temos os seguintes casos de férmula mix:



84

e a féormula mix é uma férmula generalizada; ou
e a formula mix é uma férmula marcada.

Nos casos em que a féormula mix é uma férmula generalizada temos os seguintes casos

de aplicagao da regra (Mix).

e O seqiiente superior esquerdo da aplicagao da regra (Mizx) é um seqiiente inicial.

by
VazA = VzA 0=A

VzA, 0% = A

e O seqiiente superior direito da aplicacao da regra (Miz) é um seqiiente inicial.

P
'=A VzA = VzA

T = A", VA (Miz)

e O seqiiente superior esquerdo ou direito da aplicagdo da regra (Mizx) é obtido a

partir de aplicacao de regra estrutural.

b X
r=A ©6=A i
[ox= A* A (Miz)

Na derivagdo acima, as seqiiéncias de férmulas ©* e A* sdo obtidas a partir da
exclusao da férmula mix Vx A (formula generalizada) das seqiiéncias © e A, respec-

tivamente.

e O seqiiente superior esquerdo da aplicacao da regra (Miz) é a conclusdao de uma
aplicagao da regra (Vc) e o seqiiente superior direito da aplicagao da regra (Mix) é

a conclus@o de uma aplicagao da regra (Va).

> 2o
el ) W,
2 2 (Mix)

[, = A* A
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Por outro lado, se a férmula mix é uma férmula marcada temos os seguintes casos de

aplicacao da regra (Mizx).
e O seqliente superior esquerdo da aplicacao da regra (Miz) é um seqliente inicial.
)

(Ale/)) = (Alz/])  ©=A
(Alz/]),0* = A

e O seqiiente superior direito da aplicacao da regra (Miz) é um seqiiente inicial.

by
F=A4A  (Alz/]) = (Alz/])
T = A+, (Afz/])

e Tanto o seqiiente superior esquerdo como o seqiiente superior direito da aplicacao
da regra (Mix) é obtido a partir de aplicacao de regra estrutural.

2 29
I'=v == A

= A ©O=A (5
oo M

Na derivagao acima, as seqiiéncias de formulas ©* e A* sao obtidas a partir da

exclusao da férmula mix (A[z/]) (férmula marcada) das seqiiéncias © e A, respec-

tivamente.

e O seqiiente superior esquerdo da aplicacao da regra (Miz) é a conclusao de uma
aplicagao de uma regra estrutural e o seqiiente superior direito da aplicagao da regra

(Miz) ¢é a conclusao de uma aplicagao da regra ({).

¥
'=v 2o >3
- A6=AD_HB B,O=AA @)
'=A (Alz/]),© = A, (B[z/])

T,0" = A", A, (B[z/]) (Miz)
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e O seqilente superior direito da aplicagdo da regra (Mix) é a conclusao de uma
aplicagao de uma regra estrutural e o seqliente superior esquerdo da aplicagao da

regra (Mix) é a conclusao de uma aplicagao da regra ().

23
> 2 == A
Al'=AB B, I'=AA ) -
(Alz/]),T = A, (B[z/]) 0=A
(Alz/]),T,0* = A* A

e Tanto o seqiiente superior esquerdo como o seqiiente superior direito da aplicagao

da regra (Mix) é obtido a partir da aplicagao da regra ({}).

21 22 23 24
Al'=AB BIlI=AA @) C,o=AND D O6=AC 1)
(Alz/]), ' = A, (Blz/]) (Cly/]),© = A, (Dly/])
(Alz/]),T',©* = A", A, (D[y/-])

onde z & free(TUA), y & free(®@ UA) e (B[z/]) = (Cly/])

Com o lema abaixo temos que cada um dos novos casos de aplicagao da regra (Miz),

apresentados anteriormente, pode ser eliminado.

Lema 8.1.1 Seja m uma derivagdo para o seqiente I' = A em SC*(B). Entao, se w é
uma derivacao especial, entao T pode ser transformada em uma derivacao ©' de T' = A

em que nenhuma aplicagio da regra (Mix) ocorre.

A prova do lema 8.1.1 é feita por inducdo sobre o par (gr(w),r(m)) e é apresentada
no apéndice. A ordem é lexicografica: (gr(m),r(w)) < (gr(n’),r(n")) se, e somente se,

gr(m) < gr(n') ou (gr(m) = gr(n') e r(m) <r(n)).

Lema 8.1.2 Seja m uma derivacao para o seqiente I' = A em SC*(B). Entao, existe

uma derivagao ©' para o seqiente T' = A em SC*(B) livre de aplicag¢io da regra (Mix).
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A prova do lema 8.1.2 é feita por indugao sobre o nimero de ocorréncias de aplicagoes

da regra (Mix) e é apresentada no apéndice.

A partir do lema 8.1.2 demonstraremos o teorema de eliminagao do corte.

Teorema 8.1.1 Seja m uma derivacao para o seqiente S em SC(B). Entao, eziste uma

derivag¢ao T para o seqiiente S livre de aplicagao da regra (corte).

Prova: Seja m uma derivagao para o seqiiente S em SC(B).

Inicialmente, temos que uma ocorréncia de uma aplicacao da regra (corte) em uma
derivacao 7 para o seqiiente S pode ser substituida por uma aplicagao da regra (Miz),

obtendo uma derivagao p para o seqiiente S.

Logo, se

P 1
 T=0,4 AV=A (corte)
™= T US04 corte

23

entdo, substituindo a aplicagao da regra (corte) em m por uma aplicagdo da regra (Mix)

obtemos a derivagao:

%} %}
T=0A AUV=A
T, U* = 0% A

P= T. U= 0 A
23

Assim, substituindo todas as ocorréncias de aplicagdo da regra (corte) em 7 por

aplicacoes da regra (Miz), como anteriormente, obtemos uma derivacao o para o seqiiente
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S que contém apenas aplicagoes da regra (Mix).

Entao, a partir da derivagao o e pelo lema 8.1.2 existe uma derivagao 7’ para o seqiiente

S livre de aplicacao da regra (Miz).

Portanto, 7’ é uma derivacao para o seqiiente S livre de aplicagao da regra (corte).

8.2 Eliminagao do corte para SC())
(com ©2* C {(T"a), (L"c)})

Nesta secao apresentaremos o resultado de eliminagao do corte para os calculos de

seqlientes SC(2) (com SC € {SCML,SCIL,SCCL} e Q* C{(T*a),(L*c)}).

Nos calculo de seqiientes SC*(2) (com Q* C {(T*a),(L*c)}), além dos casos de
férmula mix de SC*(B), temos os seguintes casos de férmula marcada como férmula

mix.

e O seqiiente superior esquerdo (direito) da aplicagao da regra (Miz) é a conclusao

de uma aplicacao da regra (T*a).

<A—>A>,F:>A % EQ
r—a %Y gon
T,0" = A" A (Miz)

e O seqiiente superior esquerdo (direito) da aplicagao da regra (Miz) é a conclusao

de uma aplicacdo da regra (L*c).

F:>A7<J_> * E2
= A (L) ®:>A(M‘)
T,0" = A" A "

Como em SC*(B), temos que cada um dos novos casos de aplicagao da regra (Miz),

apresentados anteriormente, pode ser eliminado.



89

Lema 8.2.1 Seja m uma derivacao para o seqiente I' = A em SC*(Q2)
(com Q* C {(T*a),(L*c)}). Entao, se m é uma derivacdo especial, entdo m pode ser
transformada em uma derivagdo " de I' = A em que nenhuma aplicagdo da regra (Mizx)

ocorre.

A prova do lema 8.2.1 é feita por inducao sobre o par (gr(m),r(r)) e é apresentada no

apendice.

Lema 8.2.2 Seja m uma derivagao para o seqiiente I' = A em SC*(Q2)
(com Q* C {(T*a),(L*c)}). Entao, existe uma derivagao 7' para o seqiente I' = A em
SC*(Q) livre de aplicagao da regra (Mix).

A prova do lema 8.2.2 é feita por indug@o sobre o nimero de ocorréncias de aplicagoes
da regra (Mix) e é apresentada no apéndice.

A partir do lema 8.2.2 demonstraremos o teorema de eliminagao do corte.

Teorema 8.2.1 Seja m uma deriva¢ao para o seqiiente S em SC()
(com Q* C {(T*a),(L*c)}). Entao, existe uma derivacao @' para o seqiente S livre de

aplicagao da regra (corte).
Prova: Seja m uma derivacao para o seqiiente S em SC(2) (com Q* C {(T*a), (L*c)}).

Inicialmente, temos que uma ocorréncia de uma aplicagao da regra (corte) em uma
derivacao 7 para o seqiiente S pode ser substituida por uma aplicagdo da regra (Miz),

obtendo uma derivagao p para o seqiiente S.

Logo, se
2 2
~ T=064 A,\IJ:>A( te)
™= T U= on corte
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entao, substituindo a aplicagao da regra (corte) em m por uma aplicagdo da regra (Mix)

obtemos a derivagao:

> 2
T=0A AV=A i
T U = 6% A (Miz)

T, U=0A
Y3

Assim, substituindo todas as ocorréncias de aplicagdo da regra (corte) em 7 por
aplicagoes da regra (Miz), como anteriormente, obtemos uma derivacao o para o seqiiente

S que contém apenas aplicagoes da regra (Miz).

Entao, a partir da derivacao o e pelo lema 8.2.2 existe uma derivagao 7’ para o seqiiente

S livre de aplicagao da regra (Miz).

Portanto, 7' é uma derivacao para o seqiiente S livre de aplicagao da regra (corte).

8.3 Eliminagao do corte para SC(())
(com Q" Z {(T*a),(L*c)})

Nesta secao examinaremos o resultado de eliminacao do corte para os céalculos de

seqiientes SC(Q2) (com SC € {SCML,SCIL,SCCL} e Q* < {(T*a),(L*c)})).

Assim, como nos sistemas de deducao natural as ocorréncias de segmentos maximais
dependem das regras especificas em 0*, temos que nos calculos de seqiientes as ocorréncias
de férmulas marcadas como féormula mix também dependem das regras especificas em 2*.
Logo, dado um calculo de seqiientes SC*(€2), além dos casos de férmula mix de SC*(B)
e SC(2) com Q* C {(T*a),(L*c)}), temos os seguintes casos de férmula marcada como

formula mix.
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e O seqiiente superior esquerdo da aplicacao da regra (Miz) é a conclusdo de uma
aplicagao da regra (A*c) e o seqiiente superior direito da aplicacao da regra (Miz)

é a conclus@o de uma aplicacdo da regra (A*a).

2 2o 23
['= A (A) I'= A (B) . (A),© = A .
(A*c) (A*a)
I'= A (AAB) (ANB),0 = A (Miz)
[,e* = Ax A

e O seqiiente superior esquerdo da aplicacao da regra (Miz) é a conclusdo de uma
aplicagao da regra (V*c) e o seqiiente superior direito da aplicacao da regra (Miz)

é a conclus@o de uma aplicac¢ao da regra (V*a).

> Yo Y3 Y4
F=A(A) T=A(B) .  (A)O=A (B,O=A _
F= A, (AVB) (Vie) (AVB),0 = A (via) .
T,0" = A%, A (Miz)

e O seqiiente superior esquerdo da aplicacao da regra (Miz) é a conclusao de uma
aplicagao da regra (—*c) e o seqiiente superior direito da aplicagdo da regra (Mix)

¢ a conclusdo de uma aplicagao da regra (—*a).

> Yo
(A), T =A ©=A (4 .
A (70 s (T
['= A, (-A) (0A),0 = A (Miz)
I,e* = A* A

e O seqiiente superior esquerdo da aplicacao da regra (Miz) é a conclusao de uma
aplicacao de uma regra operacional para féormula marcada e o seqiiente superior

direito da aplicagao da regra (Miz) é a conclusdo de uma aplicagao da regra ().

P PN
P A©=AB BO=AA 1)
r=A (4),6 = A, (B)

T,0" = A A, (B) (Miz)
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e O seqiiente superior esquerdo da aplicacao da regra (Miz) é a conclusdo de uma
aplicacao da regra ({§) e o seqiiente superior direito da aplicacao da regra (Mix) é

a conclusao de uma aplicacao de uma regra operacional para férmula marcada.

PN PN
ATl'=AB BIlI=AA Y3
(A), T = A, (B) () 0=A

(A),T,0" = A", A (Miz)

e O seqiiente superior esquerdo (direito) da aplicagao da regra (Miz) é a conclusao

de uma aplicacao de regra operacional para férmula marcada (R).

2
Q== ¥
F:>A(R) 0=A ,
o oA A (M)

Exemplo 8.3.1 Na aplicagio da regra (Mix) do exemplo 8.0.3 o seqiiente superior es-
querdo € a conclusio de uma aplicagao da regra () e o seqiente superior direito é a

conclusao de uma aplica¢ao da regra (AN*a).

As aplicagoes da regra (Miz) que contém uma férmula marcada como férmula mix e
sao andlogas as aplicagoes da regra (Miz) com uma férmula ndo-marcada como férmula
mix sdo eliminadas de modo similar & eliminagao das aplicagoes da regra (Mix) no célculo

de sequentes SCC'L.

Por exemplo, seja 7 a derivagao especial abaixo de rank 2 e gr(mw) = gr((AA B)):

(4) = (4) (B) = (B)

VoA 4y Y (ra) YiB= (B) (Va) (ha)
VzAANVzB = (A) VxAANVzB = (B) (A*0) (A) = (A) (A*a)
VzAAVzB = (AA B) Y TANB),= (A

= VzAAVZB = (A) (Miz)

Entao, a derivacao 7 pode ser transformada na derivacao 7’ abaixo.
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(4) = (4)
VoA = (a) vV
,  VzAANVzB = (A) (A) = (A)
T VaAAVzB = (A)

A derivagao 7' contém uma nova aplicacao da regra (Miz) com (A) como férmula

(Aa)

mix. Note que, gr({A)) = gr(n’) < gr(n) = gr((A A B)).

Dai, obtemos a derivagao p abaixo sem ocorréncia de aplicagao da regra (Mix).
(4) = {4)

 Vad= VY
P = VzAAVzB = (A)

(Aa)

Agora, seja 7 a derivacdo para o seqilente S = (A[z/]),Vx(A — B) = (B|z/]) do
exemplo 8.0.3. Note que, m é uma derivagao especial de rank 2 tal que o seqiiente superior
esquerdo da aplicacao da regra (Miz) é a conclusdo de uma aplicagao da regra ({) e o

seqiiente superior direito é a conclusdo de uma aplicagao da regra (A*a).

Neste caso, a derivagao m para o seqiiente S nao pode ser transformada em uma
derivagao para S que contém uma aplicagao da regra (Mix) com uma férmula C' como

férmula mix tal que gr(C) < gr(((AA B)[z/])).

Assim sendo, as derivagbes nos céalculos de seqiientes SC*(2) contém subderivagdes
irredutiveis que sao derivagoes especiais de rank 2, tal que o seqiiente superior esquerdo
(direito) da aplicagdo da regra (Mizx) é a conclusao de uma aplicacao da regra ({) e o
seqiiente superior direito (esquerdo) é a conclusao de uma aplicagao de regra operacional

para féormula marcada.
Uma derivacao m é denominada de derivagao especial restrita se, e somente se:
e 7 contém uma aplica¢ao («) da regra (Miz) como tultima inferéncia de T;

e toda aplicacao da regra (Miz), exceto («), da derivacdo m tem as seguintes pro-

priedades:
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— o seqilente superior esquedo (direito) da aplicagao da regra (Miz) é a conclusao
de uma aplicacao da regra ({) e o seqiiente superior direito (esquerdo) é a

conclusao de uma aplicagao de regra operacional para férmulas marcadas;

— o maior nimero de seqiientes consecutivos em um caminho p tal que o seqiiente
mais inferior de p é o seqiiente superior esquerdo da aplicacao da regra (Mix)

e cada um dos seqiientes de p contém a férmula mix M no conseqiiente é 1; e

— e o maior nimero de seqiientes consecutivos em um caminho p tal que o
seqliente mais inferior de p é o seqiiente superior direito da aplicacao da regra
(Miz) e cada um dos seqiientes de p contém a férmula mix M no antecedente

é 1.

Note que uma derivacao especial m também é uma derivacao especial restrita, ou seja,
como 7 nao contém uma aplicagado («) da regra (Miz) acima da tdltima inferéncia de ,

entao todas as propriedades acima sao satisfeitas.

Exemplo 8.3.2 A deriwacdo m abaixo € uma derivagao especial restrita.

1L Il ) (Blz/]) = (Blz/])
(Afz/]),Va(A — B) = ((AA B)[z/]) (AAB)z/]) = (Blz/])
(A[s/]),v2(A — B) = (Bls/J)
(Alz/]),Yz(A — B) = VaB
VzA,Vz(A — B) = VaB
Vz(A — B) = VzA — VaB
Vz(A — B) = ~(VzA AN -VzB)

(A*a)

(Ve)

(Va)

—9

onde
A=A B=10B
A=A A— B A= B
A )
Vi A= Bl AS Al a)(Pa) ViA— B, As B Y
AVr(A—B)= A ANVz(A— B)=B
AVz(A = B)= AAB

(—a)

(Pa)
H1 =

(Ac)

A=A
V(A — B),A= A(
ANVx(A— B)= A
ANBVz(A— B)= A

Aa)

(Pa)

H2 = (/\a)
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VaB = VzB
-VaB,VzB = (-a) (Aa)
VzA = VzA (Aa) VzAN-VzB,ViB = (Pa)
VzAN-VzB = VzA VB, VxAN-VzB = (= a)
VaxA — VeB,VxAN-VzB,VxAN—-VzB = (Pa)
VzAN—-VzB, VA — VB, VtAN—-VxB = (Pa)
VzAAN-VeB,VtAN-VxB, VA — ViB = (Ca)
Il = VzAN-VzB, VA — VaB = (=¢)
VzA — VaB = =(VaeAAN-VaB)

A seguir definiremos as nocoes de grau e rank de uma derivacao especial restrita.

Definigao 8.3.1 Seja m uma derivagao especial restrita em SC*(Q2) e seja (o) a aplicagdo
da regra (Mix) que é a ultima inferéncia de w. Entdo, o grau de © (denotado por gr(w))
¢ o grau da férmula miz da aplicagio («), ou seja, gr(m) = gr(M) onde M é a férmula

mix da aplicagdo («).

Definicao 8.3.2 Seja m uma derivagao especial restrita em SC*(Q)) e seja (a) a aplicagdo
da regra (Mix) que é a ltima inferéncia de w. Entdo, o rank de m, denotado por r(rw), €

tgual a soma do rank esquerdo com o rank direiro.

e o rank esquerdo de w € o maior numero de sequentes consecutivos em um caminho
p de m, tal que o seqiiente mais inferior de p € o sequente superior esquerdo da

aplicagao (a) e cada um dos seqiientes de p contém a formula mixz M no consequente.

e o rank direito de ™ € o maior numero de sequentes consecutivos em um caminho p
de m tal que o sequiente mais inferior de p é o seqiiente superior direito da aplicacao

() e cada um dos seqiientes de p contém a formula miz M no antecedente.

Exemplo 8.3.3 Dado que m é a derivacao especial restrita do exemplo 8.3.2, temos que

gr(m) = gr(VeA — VaB) er(n) =6.
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Lema 8.3.1 Seja m uma derivagio de I' = A em SC*(QY). Entdo, se m € uma derivagdo
especial restrita, entdao w pode ser transformada em uma derivacao ©' de I' = A tal que

toda as aplicagoes da regra (Mix), caso exista alguma, tém as sequinte propriedades:

e 0 seqiiente superior esquerdo (direito) da aplicacdo da regra (Mix) é a conclusdo de
uma aplicagao da regra () e o seqiiente superior direito (esquerdo) é a conclusao

de uma aplicacao de regra operacional para formulas marcadas;

e 0 maior numero de seqientes consecutivos em um caminho p, tal que o Seqiente
mais inferior de p é o seqiiente superior esquerdo da aplica¢ao da regra (Mizx) e

cada um dos sequentes de p contém a formula miz M no conseqiiente € 1; e

e ¢ 0 maior numero de seqientes consecutivos em um caminho p, tal que o sequente
mais inferior de p é o seqiiente superior direito da aplicac¢io da regra (Mix) e cada

um dos sequientes de p contém a formula mix M no antecedente € 1.

A prova do lema 8.3.1 ¢ feita por indugao sobre o par (gr(w),r(7)) e é apresentada no

apéndice.

Lema 8.3.2 Seja m uma derivac¢ao para o seqiente I' = A em SC*(Q). Entao, existe
uma derivagdo T para o seqiente I' = A em SC(Q) tal que todas as aplicagcdes da regra

(Mix), caso ezista alguma, tém as sequinte propriedades:

e 0 seqiiente superior esquerdo (direito) da aplicagcdo da regra (Mix) é a conclusdo de
uma aplicagio da regra ({}) e o seqiiente superior direito (esquerdo) é a conclusao

de uma aplicagao de regra operacional para formulas marcadas;

e 0 mator numero de sequentes consecutivos em um caminho p tal que o seqiiente mais
inferior de p € o seqiiente superior esquerdo da aplica¢io da regra (Mix) e cada um

dos seqiientes de p contém a formula mix M no conseqiente € 1; e
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e ¢ 0 maior numero de Sequentes consecutivos em um caminho p tal que o Seqiente
mais inferior de p é o seqiiente superior direito da aplica¢do da regra (Mix) e cada

um dos sequentes de p contém a formula mix M no antecedente € 1.

A prova do lema 8.3.2 é feita por indugao sobre o nimero de ocorréncias de aplicagoes

da regra (Mix) em 7 que nao tém as propriedades descritas no lema.

Teorema 8.3.1 Seja m uma derivag¢io para o seqiente S em SC(Q). Entao, eziste uma
derivacao 7' para o seqiiente S tal que todas as ocorréncias de aplica¢ao da regra (corte),

caso exista alguma, tém as sequinte propriedades:

e 0 seqiiente superior esquerdo (direito) da aplicagdo da regra (corte) € a conclusdo de
uma aplicagao da regra ({}) e o seqiiente superior direito (esquerdo) é a conclusao

de uma aplicacao de regra operacional para formulas marcadas;

e 0 maior numero de sequentes consecutivos em um caminho p tal que o sequente mais
inferior de p é o sequente superior esquerdo da aplicagdo da regra (corte) e cada um

dos sequentes de p contém a formula miz M no consequente € 1; e

e ¢ 0 mator numero de seqiientes consecutivos em um caminho p tal que o sequente
mais inferior de p € o seqiiente superior direito da aplica¢ao da regra (corte) e cada

um dos sequientes de p contém a formula mix M no antecedente € 1.

Prova: Seja m uma derivagao para o seqiiente S em SC(€2).

Inicialmente, temos que uma ocorréncia de uma aplicacao da regra (corte) em uma
derivagdo 7 para o seqiiente S pode ser substituida por uma aplicacdo da regra (Mizx),

obtendo uma derivagao p para o seqiiente S.

Logo, se
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Y P
 T=060,4 AV=A (corte)
= T US04 corte

23

entao, substituindo a aplicagdo da regra (corte) em 7 por uma aplicacao da regra (Mix)

obtemos a derivagao:

o 5,
T=0A AV=A A
T U = 6%, A (Miz)

T, U=0A
Y3

Assim, substituindo todas as ocorréncias de aplicagao da regra (corte) em m por
aplicagoes da regra (Miz), como anteriormente, obtemos uma derivacao o para o seqiiente

S que contém apenas aplicagoes da regra (Mix).

Entao, a partir da derivacao o e pelo lema 8.3.2 existe uma derivacao ¢’ para o seqiiente
S tal que todas as ocorréncias de aplicacao da regra (Mix), caso exista alguma, tém as

seguinte propriedades:

e 0 seqilente superior esquerdo (direito) da aplicagao da regra (Miz) é a conclusao de
uma aplicacao da regra ({§) e o seqiiente superior direito (esquerdo) é a conclusao

de uma aplicacao de regra operacional para formulas marcadas;

e 0 maior nimero de seqiientes consecutivos em um caminho p tal que o seqiiente mais
inferior de p é o seqiiente superior esquerdo da aplicagao da regra (Miz) e cada um

dos seqiientes de p contém a formula mix M no conseqiiente é 1; e

e ¢ 0 maior nimero de seqiientes consecutivos em um caminho p tal que o seqiiente
mais inferior de p é o seqiiente superior direito da aplicacao da regra (Miz) e cada

um dos seqiientes de p contém a férmula mix M no antecedente é 1.
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Logo, substituindo as aplicac¢oes da regra (Mix) por aplicacoes da regra (corte) em o
obtemos a derivacao 7’ para o seqiiente S que satisfaz as propriedades do teorema para

as aplicacoes da regra do corte.



Capitulo 9

Controle da Regra de Equivaléncia

Neste capitulo apresentaremos uma alternativa para o resultado de normalizacao e

examinaremos a interferéncia da regra ({§) na obtengdo da propriedade de subférmulas.

9.1 Alternativa de normalizacao

Nesta secao apresentaremos uma alternativa de formulagao do resultado de normal-

izacao para os diferentes sistemas dedutivos.

Nos sistemas de dedugao natural para a logica de primeira ordem as regras sao clas-
sificadas, fundamentalmente, como regras de introducao ou de eliminacao. As regras
classificadas como regras de introdugao possuem a caracteristica de construir férmulas a
partir de uma ou mais féormulas e da introducao de um novo conectivo ou quantificador
como simbolo principal. As regras de eliming@o se caracterizam pela desconstrucao de

formulas.

Os sitemas de deducao natural para as LG’s desenvolvidos nesta tese possuem a regra

de inferéncia

100
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que a principio nao se caracteriza nem como uma regra de introdugao e nem como uma
regra de eliminagao, ou seja, a conclusao (B[v/_]) ndo é obtida a partir das suas premissas
e da introdugao de um conectivo ou quantificador como simbolo principal e nem é obtida

a partir da desconstrucao de uma das suas premissas.

Porém, notemos que a premissa maior (A[v/_]) é eliminada em uma aplicagao («) da
regra ({) e a partir do fato que as férmulas A e B sdo equivalentes e (A[v/_]), a férmula
(B[v/]) é introduzida na aplicacao («). Assim sendo, podemos classificar a regra ({)

como sendo uma regra de eliminagao e introducao.

Assim, se considerarmos a regra () como sendo uma regra de eliminacao e introdugao
teremos dois novos tipos de segmentos maximais. Dado o segmento S = Ay, ..., A, (com

n > 1) em uma derivagao teremos que:

e Se A; é a conclusao de uma aplicagao de regra de introdugao e A,, é premissa maior

de uma aplicagao da regra ({}), entdo S = Ay, ..., A,, é uma segmento maximal;

e Se A; é a conclusdo de uma aplicagao da regra ({) e A, é premissa maior de uma

aplicagao de regra de eliminagao, entao S = Ay, ..., A, é uma segmento maximal.

Exemplo 9.1.1 Na derivagao de VuB a partir de Vv(A — B) e VvA em ND(S) se
considerarmos a regra () como sendo uma regra de eliminagdo e introdugao teremos que

S ={((AAB)[v/]) é um segmento mazimal.

[A]',Vv(A — B)
) VuvA [A A B]!
g Ans Py BT
- EYXTH)
Blv/_
™= (V) VuB

Notemos que o segmento maximal da derivagao do exemplo anterior é irredutivel.

Nos casos em que o segmento maximal S = Ay, ..., A,, n>1e S é um dos dois novos
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tipos de segmento maximal, aplicando n redugoes permutativas (apresentadas no capitulo

6) podemos reduzir S a um segmento maximal que contém uma tnica férmula.

Assim sendo, podemos definir alternativamente a nocao de derivagao normal do seguin-

te modo.

Definicao 9.1.1 Seja m uma derivagio em ND(QQ). Entdo, m € uma deriva¢do normal

se, e somente se, o unicos segmentos marimais que ocorrem em T sao dos sequintes tipos:

e S ¢ um segmento com uma unica formula A que € a conclusao de uma aplicagdo de

regra de introducao e A é premissa maior de uma aplicag¢io da regra ({f);

e S € um segmento com uma unica formula A que € a conclusdo de uma aplicacdo da

regra ({) e A é premissa maior de uma aplica¢io de regra de eliminagao.
e ™ nao contém aplicagcio supérflua de (VE), (IE) ou (V*E).

Notemos que os segmentos maximais irredutivos sao correlatos as aplicagoes da regra

(corte) nos célculos de seqiientes para as LG’s que ndo podem ser eliminadas.

Exemplo 9.1.2 A derivagao do exemplo 9.1.1 em cdlculo de sequentes.

Hl H2 (1}) <B[’U/,]> = <B[11/,]> (/\*a)
/Do = B) = (A B/ Y TArBL = @™
(Al/ ] V(4 — B) = (Blo/) -

B (AJv/]).Vo(A — B) = VuB o
= VvA,Yv(A — B) = VuB (Va)
onde

A=A B=1B
A=A A=B A= Y
(Aa) (Va)
V(A — B),A= A (Pa) V(A — B),A= B (Pa)
0 — AYv(A— B)= A AYv(A— B)=B (Ae)
L=

AVu(A—B)= AAB
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A=A
VoA > B) Ao A
A, V(A — B) = A
AANB,Yu(A— B) = A

(Pa)

Hg = (/\CL)

Assim como no exemplo 9.1.1 o segmento maximal S = ((A A B)[v/]) é irredutivel

temos que a aplicacao do corte do exemplo anterior nao pode ser eliminado.

9.2 Propriedade de subférmulas

Nesta se¢ao examinaremos a interferéncia da regra ({f) na obtencao da propriedade de

subférmulas.

Propriedade de subformulas: Toda formula que ocorre em uma derivacao normal
de A a partir de I' é subformula de A ou de alguma formula de I', exceto as hipoteses
descarregadas nas aplicagées da regra (RaA) e para as ocorréncias de L que estao abaixo

das hipdteses descarregadas nas aplicagoes da regra (RaA).

Intuitivamente, no sistema de dedugao natural para a légica classica, intuicionista ou
minimal temos que a(s) premissa(s) de uma aplicagdo de uma regra de introdugao sao
subférmula(s) da conclusdo e em uma aplicagdo de uma regra de eliminagao, a conclusao

é uma subfémula da(s) premissa(s), o que sugere a propriedade de subférmulas.

Notemos que a regra

I, (4] A, (B
21 E2
B (Ap)) A
® Blo/ ) :

nao contém caracteristicas usuais das regras do sistema de deducao natural para a légica

cldssica, intuicionista ou minimal, ou seja, a conclusao (Blv/_]) é obtida a partir de
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(A[v/-]) e do fato de que A[v/_][_/v] e Blv/][-/v] sdo férmulas equivalentes.
No capitulo 6 demonstramos que um caminho em uma derivacao normal tem a seguinte
configuragao:

férmulas nao-marcadas que sao premissas
de regras de eliminacao de N D*

ambiente marcado
dividido em

)— subcaminhos marcados
delimitados pela
O)— aplicacao da regra ({)

férmulas nao-marcadas que sao premissas
de regras de introducao de N D*

onde os subcaminhos marcados possuem aplicagoes de regra para férmulas marcadas (re-
gras especificas) e uma regra de introdugao nao precede uma aplicagdo de uma regra de

eliminagao.

Assim sendo, a partir da nogao de subférmula para férmulas marcadas e generalizadas,
definida a seguir, dado um caminho p em uma derivagao normal de A a partir de I' em
ND(Q) com mais de uma aplicagao da regra ({}), temos ocorréncias de férmulas entre as
aplicacoes da regra ({§) em p que ndo sao subférmulas de A e nem sdo subférmulas de

alguma férmula de I'.

A definicao usual de subférmula da l6gica de primeira ordem (FOL) acrescentamos as

nogoes de subférmulas para formulas generalizadas e marcadas.

Definicao 9.2.1 Seja A uma formula em LY. Entdo, indutivamente, as subférmulas de

A sao:

e A ¢ uma subformula de A;
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e se BAC, BVC ou B — C ¢ uma subformula de A, entdo B e C sdo subformulas
de A;

o seVxB ou JxB € uma subformula de A, entio Blzx/t] é uma subformula de A;
o se VB ¢é uma subférmula de A, entao (Blz/.]) e B[z /t] sdo subformulas de A; e

e se (B) € uma subfdrmula de A, entao B[_/x] (com x & occ[B]) é uma subformula

de A.

Exemplo 9.2.1 Na derivagao normal da formula generalizada Vv—(—B Vv =C), abaizo,
a partir de T' = {Vv(A — (BAC)),VvA} em ND(S) = ND(B)U{(A*E)}, temos que as
formulas (AN (B AC)v/]), (BAC)v/]) nao sao subférmulas de Vv—=(—B Vv =C) e
nem sao subformulas de alguma formula de T'.

[A]Y, Vo(A — (B A C))

1 VvA [AnBACO)
> @ ANBAO) VB A/ (NE)——— . 2
BLe (A*EB) (AA(BAC)W/) By =)
~(=~B Vv =C) (BAC)[v/]) (B AC)
® 2

(=(=BV ~O)[v/])

v Vuv=(-BV -C)

Logo, é de grande interesse obtermos um controle sobre as aplicagoes da regra ({)
nos sistemas de deducao natural para as LG’s. Assim, a partir da nocao de derivacao
normal definida no capitulo 6, das nocoes de caminho maximal e de ordem para camin-
hos, definidas a seguir, nesta secao utilizaremos uma estratégia de inverter a ordem de
aplicagoes das regras especificas com a regra de equivaléncia para obtermos o controle de

aplicagoes da regra ({l) nos seguintes sistemas de dedugao natural (cf. capitulo 5):
e ND(B)= ND*U{(VI),(VE),({)} (sistema para a légica bésica),
e ND(P)= NDB)U{(T*I),(L*E)} (sistema para a logica prépria);
e ND(S)= ND(B)U{(A*E)} (sistema para a légica fechada superiormente)

e ND(L)= ND(B)U{(A*I),(V*I)} (sistema para a logica dos reticulados);e
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o ND(F)= ND(B)U{(T*I),(L*E), (A*I),(AN"E)} (sistema para a légica dos filtros).

Notemos que no sistema de deducao natural para a logica de ultrafiltros préprios nao
temos o controle de aplicagoes da regra ({}) pela ndo possibilidade de inversao da ordem

de aplicagoes das regras (—*1) e ({).

As defini¢oes de caminho maximal e de ordem para caminhos em uma derivacao sao

as usuais [10].

Definicao 9.2.2 Seja m uma derivagao de A a partir de I' e seja p = By, ..., B, um
caminho em w. Entdo, p é um caminho mazximal se, e somente se, By € uma hipdtese em

7w ou By € a conclusdo de uma aplicagcao da regra (T*I) e B, = A.

Definicao 9.2.3 Seja m uma derivacao normal de A a partir de I'. Entdo, a ordem sobre
0s caminhos de 7, denotado por o(t) (onde t é um caminho em ), é:

o(t) = 0 set éum caminho maximal;
ot) = o(t')+1, se a dltima formula de t é uma premissa menor
de uma aplicagao de regra de t'.

Proposicao 9.2.1 Seja m uma derivagio normal em ND(Y). Entao, existe pelo menos

um caminho maximal em .

A prova da proposicao 9.2.1 é feita por indugao sobre o comprimento de uma derivagao

e é apresentada no apéndice.

9.2.1 Sistema ND(B)
Nesta segdo examinaremos a propriedade de subférmulas no sistema N D(B).

Como resultado inicial, temos que o nimero de aplicagoes da regra ({}) em cada ca-

minho de uma derivagdo normal em ND(B) é no maximo um.
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Proposicao 9.2.2 Seja m uma derivag¢io normal em ND(B). Entdo, em cada um dos

caminhos de 7 existe no mdzimo uma aplicagao da regra ({).

A prova da proposicao 9.2.2 é apresentada no apéndice.

Exemplo 9.2.2 Considere a derivagio m de Va—(P(z) A =Q(x)) A Vy—3z—P(x,y) a
partir de I' = {Vz(P(x) — Q(x)), VyVzP(z,y)} em ND(B).

Dy D,
Va(P(z) A —Q(x)) (V1) Vy—-3z-P(x,y)
Va-(P(z) A =Q(x)) A Vy=3z—P(z,y)

(VI)

T = (NI)

onde
[P(z) E Q(x)]! VE) Va(P(z) — Q(z)) [~(P(z) ﬁ —Q(z))]!
Dy — (g 2P A ~@Q@) OO Pw -
(=(P() A=Q(1))
VaxP(z,y)]? VyvaP(z, ) [~Jz—P(z,y)]?
ﬁaxﬁrﬁ(x,y) Y WPz, ) @

) xP(x,y)]?
D.— (1 ety

(=dx—P(x, )

Note que w € uma derivacao normal que em cada um dos caminhos existe no mdximo
uma aplicagao da regra (), no entanto, as aplicagoes da regra () na deriva¢ao m nao

podem ser reduzidas a uma tunica aplicagao da regra ({).

De uma maneira geral a situacao exemplificada no exemplo 9.2.2 é o pior caso de

aplicacao da regra ({) em derivagoes normais em N D(B).

Assim sendo, a partir das nogoes de caminho maximal e de ordem para caminhos

mostraremos a propriedade de subférmulas para o sistema N D(B).
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Proposicao 9.2.3 Seja m uma derivagdo normal de A a partir de I' em ND(B). Entao,
toda formula que ocorre em w € subformula de A ou de alguma formula de T', exceto as
hipdteses descarregadas nas aplicagoes da regra (RaA) e para as ocorréncias de L que

estao abairo das hipdteses descarregadas nas aplica¢oes da regra (RaA).

Prova: Seja m uma deriva¢ao normal de A a partir de I' em ND(B).
Seja ¢ uma férmula em 7 e seja p um caminho que contém .

Dada a estrutura de um caminho em uma derivagao normal, a férmula ¢ pode ocorrer
na parte que contém aplicagoes de regras de eliminacao para formulas nao marcadas, na
parte que contém aplicagoes de regras para féormulas marcadas ou na parte que contém

ocorréncias de aplicagoes de regras de introducao para férmulas nao marcadas.

Se  ocorre na parte de p que contém aplicagoes de regras de eliminagao de ND*,

entao ¢ é uma subférmula da hipétese no topo de p.

Se ¢ ocorre na parte de p que contém aplicagoes de regras para férmulas marcadas,

entao temos os seguintes casos:

caso 1: ¢ = (A[v/_]) e é a conclusdo de uma aplicagao de (VE).
Neste caso temos que ¢ = (A[v/_]) é uma subférmula de Vv A que por sua vez é uma

subférmula da hipétese no topo de p.
Logo, ¢ = (A[v/]) é uma subférmula da hipdtese no topo de p.
caso 2: ¢ = (B[v/]) e é a conclusao de uma aplicacao de ({).
Neste caso temos que ¢ é uma subférmula da férmula final ¢; de p.

Logo, se ¢ é uma subférmula de uma férmula de um caminho p; com o(p;) < o(p),

entao, repetindo este processo, teremos que ¢ é uma subférmula de uma hipdtese ou da
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conclusao.
Por outro lado, se ¢ é a conclusao de 7, entao ¢ é uma subférmula de A.

Se  ocorre na parte de p que contém aplicacoes de regras de introdugao de ND*,

entao ¢ ¢ uma subférmula da féormula final ¢; de p.

Logo, de modo andlogo ao caso 2, temos que ¢ ¢ uma subférmula de uma hipoétese ou

da conclusao.

Portanto, ¢ é uma subférmula de A ou é subférmula de alguma férmula de I'.

No calculo de seqiientes SC(B) para a logica béasica de “geralmente” podemos mostrar
um resultado analogo a propriedade de subférmula, obtido a partir do resultado de eli-

minagao do corte (Hauptsatz).

Proposicao 9.2.4 Seja m uma derivagao livre de corte para o seqiiente S em SC(B).

Entao, toda formula que ocorre em m é uma subformula de alguma formula de S.

9.2.2 Sistema ND(P)= ND(B)U{(T*I),(L*E)}
Nesta se¢ao examinaremos as aplicagoes da regra ({) em ND(P).
Como no sistema N D(B), mostraremos que em cada um dos caminhos de uma derivagao

normal em N D(P) existe no maximo uma aplicacao da regra ({).

Proposicao 9.2.5 Seja m uma derivagio normal em ND(P). Entdo, em cada um dos

caminhos de 7 existe no mdzximo uma aplicagao da regra ({).

Notemos que a regra (T*])-————— é também uma regra que nao possui as carac-

(A — A)

teristicas usuais das regras do sistema de deducao natural para a légica classica, intu-
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icionista ou minimal, ou seja, a conclusdo de uma aplicacdo da regra (T*I) é obtida a
partir de um conjunto vazio de premissas. Deste modo, os sistemas de deducao natural

que contém a regra (T*I) ndo possuem a propriedade de subférmulas, em particular o

sistema N D(P).

Exemplo 9.2.3 Na deriva¢ao normal de Vo(—=AV A) a partir de T' =0 em ND(P) a

formula (A — A) nao € uma subférmula da conclusao.

[A— A AV Al
S (T ) %,
AV A (A=) 4 4
(1) e

De mesmo modo como no sistema de deducgao natural, apesar da obtencao do resultado
de eliminacao do corte (Hauptsatz) para o célculo de seqiientes para a légica prépria de

“geralmente” SC(P) nao temos a propriedade de subférmula.

Exemplo 9.2.4 Na derivagao livre de corte abaizo temos que a formula (A — A) néo €

subformula de nenhuma formula do seqiiente = Vv—AV A.

I, I,
A—-A=-AVA “AVA=A— A
(A= A) = AV A) 2
= (mAV A)
= Vuv-AV A

9.2.3 Sistema ND(S)= ND(B)U{(A*E)}

Nesta segao examinaremos as aplicagoes da regra ({§) no sistema de dedug@o natural

ND(S).

Como mencionado anteriormente, as derivagoes em N D(S) podem conter ocorréncias
de féormulas que nao sao subférmulas da conclusao e nem sao subférmulas de alguma

férmula do conjunto de hipdteses. Assim, teremos como resultado que uma derivagao
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normal m pode ser transformada em uma derivacao normal 7’ tal que em todo caminho de
7’ existe no maximo uma aplicagao («) da regra (). Caso tal aplicagao («) ocorra, temos
que todas as aplicacoes da regras especificas de introducao estao acima de « e todas as

aplicagoes da regras especificas de eliminacao estao abaixo de «.

Inicialmente ilustraremos o processo de redugao do niimero de aplicagoes da regra ({)

através de um exemplo.

Exemplo 9.2.5 Seja m uma derivagio normal de A a partir de I' em ND(S), tal que

existe um caminho p com duas aplicagées da regra ({).

Iy, [A] Ay, [BANC A DY)
Hl 21 H2
@ BACAND (A) A ;
Iy, [D) (A"E) <fC/\/\CD/; 5 B LBV

I; (A*E) I,

5 (D) D
™= (1) B /

Yo

Mostraremos a sequir que o caminho da derivacao m que contém duas aplicacoes da

regra ({) pode ser transformado em um caminho com um unica aplicagao da regra ().

A partir da inversao das aplicagoes das regras (N*E) e (), obtemos a derivagao 7'

abaixo: , .
Iy, [A]" Ay, [BACAD] )
.1, lean I P I, A, lonEY
[C A D) s @ BACAD  (A) A ; [C A E) .
(AD) C E (A E) (BACAD) (AD) C D
® CAE (C A D) CAD _
(A*B) (C NE) ’
(E)
X2

Repetindo a inversao das aplicagoes das regras (N*E) e (§), obtemos a derivagao 7"

abaizo:
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Iy, [A]* AE [BAC A E]
I ( ) CANE
C BACAE]*
(np)_BACAD o2 . FACAD
(AD) BANCAE <A> AQ i
. ® (BANC AE) !
(ANTE) B
r CAD A CANE
29 2
D FE
CAND 1, CANFE 1,
¢ E ¢ D
onde X = (NI e W= (Al
(AT) CANE (AT) CAD

Notemos que as inversoes de aplicagoes das regras (A*E) e ({) podem criar novos
segmentos maximais, mas estes podem ser eliminados com as reducgoes apresentadas no
capitulo 6, sem a introdugao de novas aplicagoes da regra ({}) ao caminho, que antes das
inversoes possuia n aplicagoes da regra ({) e apds as inversoes possui uma tnica aplicagao

da regra ({).

Deste modo, a partir da nogao de rank para caminho, mostraremos que se p é um
caminho com mais de uma aplicagdo da regra ({) em uma derivagdo normal de A a
partir de I' em N D(S), entao p pode ser transformado em um caminho p’ com uma tnica

aplicagao da regra ({).

Definigcao 9.2.4 Seja m uma derivagao normal de A a partir de I e seja p um caminho de
7. Entdo, o rank de p € o par (n,r) onde n € o nimero de aplicag¢des de regras especificas
que ocorrem entre duas aplicagoes da regra () em p e r € o nimero de ocorréncias de

aplicagoes da regra ({).

Os rank de caminhos podem ser ordenados usando a ordem lexicogréfica:
(n,7) < (n',7") se, e somente se, n<n’ ou (n=n"er <r’).

Lema 9.2.1 Seja m uma derivagio normal de A a partir de I' em ND(S) e seja p um

caminho com mais de uma aplicagao da regra ({}). Entao, p pode ser transformada em
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um caminho com no mdzimo uma aplicacao () da regra (§) tal que todas as aplicagoes

da regras especificas (N*E) estdo abaizo de a.

A prova da proposi¢ao 9.2.1 é feita por indugao sobre o par (n,r) e é apresentada no

apéndice.

A partir da proposicao 9.2.1 e da nocao de grau de equivaléncia de uma derivacao,
definida a seguir, iremos mostrar que uma derivacao normal m de A a partir de I' em
ND(S) pode ser transformada em uma derivagao normal 7/, tal que em todo caminho de

7’ existe no méximo uma aplicagao da regra ({}).

Definig¢ao 9.2.5 Seja m uma derivagao normal de A a partir de T' em ND(S) e seja p
o caminho em m, tal que p contém mais de uma aplicagao da regra () e tal que o(p) <
o(p') para todo caminho p' com mais de uma aplicagio da regra ({). Entdo, o grau
de equivaléncia da derivagio m € o par (n({),n({,)) onde n(§) € igual ao nimero de

elementos do conjunto
B ={p'/p'é um caminho em 7 com uma inica aplicagao da regra ({) e o(p’) > o(p)}

en(f, ) € o nimero de caminhos de  que contém mais de uma aplicag¢io da regra ({).

Os grau de derivacoes podem ser ordenados usando a ordem lexicografica:

(n(1), n(1, 1)) < (@), n(L, 1))

se, e somente se,

n(l) < () ou (n(f) = (D) e n(L, 1) < n(l, 1))

Note que se uma derivagao normal m nao possui caminhos com mais de uma aplicacao

de regra ({}), entao o grau de equivaléncia de 7 é o par (0,0).
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Exemplo 9.2.6 Na deriwacao normal m abaixo temos que o grau de equivaléncia de m €

o par (2,1).
A—;B Vy(A — B) (—*AE\/ B) —*AZ:;/B Vy(-AV B) AiB
(~AvB) (A—DB) A— B A—B ("AVB) _AvB
® (mAV B) VzVy(A — B) @® (A — B)
@ Vy(—AV B) (Vy(A — B)) Vy(A — B) VzVyC
- (Vy(=A vV B)) (VyClz/) 4
=@ ' (Vy(=AV B) A VyC)
(=(=Vy(-AV B) v -VyC))
onde

Vy(=AV B) A VyC
Hl == 25
—(=Vy(=AV B) Vv -VyC)

—(=Vy(=AV B) Vv -VyC)
Iy = g
Vy(—AV B) A VyC

Proposicao 9.2.6 Seja m uma derivagdo normal de A a partir de I' em ND(S). Entao,
m pode ser transformada em uma derivacao normal @' tal que em todo caminho de 7'

existe no mdzimo uma aplica¢ao da regra ({).

Prova: A prova é feita por inducao sobre o grau de equivaléncia de uma derivacgao.
Seja m uma derivagao normal de A a partir de I' em ND(S).

Passo base: o grau de equivaléncia de 7 é o par (0,1), ou seja, a derivagdo 7 possui
um tnico caminho p com mais de uma aplicagao da regra ({f) e nao existem caminhos de

ordem superior a de p que possua uma aplicacao da regra ({).

Logo, pelo lema 9.2.1 p pode ser transformado em um caminho p’ com uma tnica

aplicagao da regra ({}), obtendo a derivagao ¢ de A a partir de T'.

Note que ao tranformarmos o caminho p em um caminho com uma tnica aplicacao da

regra ({J) podemos criar segmentos maximais apenas em caminhos p; tal que o(p;) > o(p)
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(comi=1,..n).

Assim sendo, caso a derivac¢ao ¥ nao seja normal, normalizamos v obtendo a derivagao

normal 1)’
Caso contrario, ¢ = /.

Por outro lado, como nao existem caminhos de ordem superior a de p que possua uma

L L . ; . .
aplicagao da regra ({) e o processo de normalizagdo nao altera o caminho p’ e nao cria
novos caminhos com aplicagoes da regra ({}), entdo nem a transformacao de p em um
caminho com um tnica aplicagao da regra ({}) e nem processo de normalizagao cria novos

caminhos com mais de uma aplicagao da regra ().

Portanto, 77’ é uma derivacao normal, tal que em todo caminho de 7" existe no méaximo

uma aplicagao da regra ().

Hipotese de inducao: a proposicao ¢é valida para toda derivacao de grau de

equivaléncia menor que (n({),n($, {)).
Seja m uma derivagao normal de grau de equivaléncia (n(), n({, {)).
Tomemos um caminho p em 7 tal que o(p) < o(p') para todo caminho p’ em 7.

Logo, pelo lema 9.2.1 p pode ser transformado em um caminho p’ com uma tnica

aplicacao da regra ({}), obtendo a derivagao ¢ de A a partir de I'.

Note que ao tranformarmos o caminho p em um caminho com uma tnica aplicacao da
regra ({l) podemos criar segmentos maximais apenas em caminhos p; tal que o(p;) > o(p)

(comi=1,...,n).

Assim sendo, caso a derivagao 1) nao seja normal, normalizamos 1) obtendo a derivagao
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normal ¢, de grau de equivaléncia igual a (n({)’, n({, $)')-
Caso contrario, ¢ =/,

Temos que as redugoes de normalizacao nao cria novos caminhos com uma aplicagao

da regra (J).

Dai, se nas redugoes do processo de normalizacao de 1 juntamos caminhos que an-
teriormente tinham apenas uma aplicacao da regra de equivaléncia formando um novo

caminho com mais de uma aplicacao da regra ({), entao n({) > n()".

Logo, por hipétese de inducao a derivacao ¢’ pode ser transformada em uma derivacao
normal 7’ de A a partir de I' tal que em todo caminho de 7’ existe no maximo uma

aplicacao da regra ({).

Se nas reducgoes do processo de normalizacao de ¥ nao juntamos caminhos que ante-
riormente tinham apenas uma aplicagdo da regra de equivaléncia, entdao n({f) > n({})’ e
n(.0) > n($,7)"

Logo, por hipétese de inducao, a derivacao 1)’ pode ser transformada em uma derivacao
normal 7/ de A a partir de I' tal que em todo caminho de 7’ existe no maximo uma

aplicacao da regra ({).

Portanto, 7’ é derivagdo normal de A a partir de I', tal que em todo caminho de 7’

existe no maximo uma aplicacao da regra ({).

Exemplo 9.2.7 A derivacao do exemplo 9.2.1 € transformada na derivacdo normal 7'
onde em cada caminho temos no mdzimo uma aplica¢io da regra ({).

(VE)VU(A — (BAC))

-5 (At A (BAC)
BAC
(At ﬁ(ﬁBiﬁC) VoA [AA=(=B vV -C)]*
(AT) (VE) (AE)
@ AN —(=BV =C) (Alv/]) A )

(AA=(=B Vv =O)v/)
(=(=BV =O)[v/)
Vu=(=BV =C)
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Note que mesmo com a transformacao da derivacao do exemplo 9.2.1 em uma derivagao
normal do exemplo anterior, tal que em cada um dos caminhos existe no maximo uma
aplicacao da regra ({f) temos que a férmula (AA—=(=BV —C)[v/-]) ndo é uma subférmula

de Vu=(=B V =C) (a conclusdo) e nem é uma subférmula de Vo(A — (B A C)).

Portanto, no sistema de dedugao natural N D(S) nao temos a propriedade de subférmu-
la de acordo com a definicao usual. Porém, pela proposicao 9.2.6 nas derivagoes normais
em ND(S) podemos eliminar algumas aplicagoes da regra ({}), obtendo derivagoes em que

os caminhos sao subdivididos em no méximo dois subcaminhos marcados.

No célculo de seqiientes SC(S) nao temos o resultado de eliminagao do corte (Haupt-
satz). Logo, uma derivacao em SC(S) para o seqliente S pode conter ocorréncias de

formulas que nao sao subférmulas de nenhuma férmula de S.

9.2.4 Sistema ND(L)= ND(B)U{(A*I),(V*])}

Nesta segao examinaremos as aplicagoes da regra ({§) no sistema de dedugao natural

ND(L).

Como no sistema de dedugao natural ND(S), mostraremos que um caminho com
mais de uma aplicacao da regra ({§) em uma derivacao normal pode ser transformado em
uma caminho com uma tnica aplicagao da regra ({§) e posteriormente demonstraremos
que dada uma derivacao normal w de A a partir de I', m pode ser transformada em uma

derivacao normal 7’ tal que em todo caminho de 7" existe no maximo uma aplicagao da

regra ({}).

Lema 9.2.2 Seja m um derivag¢iao normal de A a partir de I' em ND(L) e seja p um
caminho com mais de uma aplicagao da regra ({). Entao, p pode ser transformada em
um caminho com no mdximo uma aplicagao («) da regra (§), tal que todas as aplicagoes

da regras especificas (N*I) e (V*I) estao acima de o.
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A prova da proposigao 9.2.2 é feita por indugao sobre o par (n,r) e é apresentada no

apendice.

Proposicao 9.2.7 Seja m uma derivagcdo normal de A a partir de I' em ND(L). Entdio,
m pode ser transformada em uma derivacao normal © tal que em todo caminho de 7'

existe no mdzimo uma aplica¢io («) da regra ({).

Prova: A prova é feita por inducao sobre o grau de equivaléncia de uma derivacgao.
Seja m uma derivagao normal de A a partir de I' em ND(L).

Passo base: o grau de equivaléncia de 7 é o par (0,1), ou seja, a derivagdo 7 possui
um tnico caminho p com mais de uma aplicagao da regra ({J) e nao existem caminhos de

ordem superior a de p que possua uma aplicacao da regra ({).

Logo, pelo lema 9.2.2 p pode ser transformado em um caminho p’ com uma tnica

aplicagao da regra ({}), obtendo a derivagao ¢ de A a partir de T'.

Note que ao tranformarmos o caminho p em um caminho com uma tnica aplicacao da
regra ({§) podemos criar segmentos maximais apenas em caminhos p; tal que o(p;) > o(p)

(comi=1,..,n).

Assim sendo, caso a derivacao 1 nao seja normal, normalizamos 1) obtendo a derivacao

normal 1)’
Caso contrario, ¢ = /.

Por outro lado, como nao existem caminhos de ordem superior a de p que possua uma
aplicagao da regra ({) e o processo de normalizagdo nao altera o caminho p’ e nao cria
novos caminhos com aplicagoes da regra ({J), entdo nem a transformacao de p em um

caminho com um tnica aplicagao da regra ({}) e nem processo de normalizagao cria novos
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caminhos com mais de uma aplicacao da regra ().

Portanto, 7’ é uma derivagao normal, tal que em todo caminho de 7’ existe no maximo

uma aplicacao da regra ({).

Hipdtese de inducao: a proposicao é valida para toda derivagao de grau de

equivaléncia menor que (n({), n(f, 1))
Seja m uma derivagao normal de grau de equivaléncia (n(), n({,)).
Tomemos um caminho p em 7 tal que o(p) < o(p’) para todo caminho p’ em .

Logo, pelo lema 9.2.2 p pode ser transformado em um caminho p/ com uma tnica

aplicacao da regra ({}), obtendo a derivagao ¢ de A a partir de T

Note que ao tranformarmos o caminho p em um caminho com uma tnica aplicacao da
regra ({l) podemos criar segmentos maximais apenas em caminhos p; tal que o(p;) > o(p)

(comi=1,..,n).

Assim sendo, caso a derivacao 1 nao seja normal, normalizamos 1 obtendo a derivacao

normal 7" de grau de equivaléncia igual a (n({), n({, 1))
Caso contrario, ¢ = /.

Temos que as reducoes de normaliza¢ao nao criam novos caminhos com uma aplicagao

da regra ({).

Dai, se nas redugoes do processo de normalizacao de 1 juntamos caminhos que an-
teriormente tinham apenas uma aplicacao da regra de equivaléncia formando um novo

caminho com mais de uma aplicagao da regra ({), entao n(§) > n({)".

Logo, por hipétese de inducao, a derivagao 10’ pode ser transformada em uma derivacao

normal 7' de A a partir de I" tal que em todo caminho de 7’ existe no méximo uma



120

aplicacao da regra ({).

Se nas redugoes do processo de normalizacao de v nao juntamos caminhos que ante-
riormente tinham apenas uma aplicagdo da regra de equivaléncia, entdao n({l) > n({})’ e
n(0,1) > n(0, 1.

Logo, por hipé6tese de inducao, a derivacao 10’ pode ser transformada em uma derivacao
normal 7’ de A a partir de I', tal que em todo caminho de 7’ existe no maximo uma

aplicacao da regra ({).

Portanto, 7’ é derivacdo normal de A a partir de I', tal que em todo caminho de 7’

existe no maximo uma aplicacao da regra ({).

Exemplo 9.2.8 A derivacao normal em ND(L) de Vo—(—BV —C) a partir do conjunto
['={VYw(A < B),VvA, VuC} € transformada na derivacao normal 7', tal que em cada

caminho temos no mdximo uma aplica¢io da regra ({).

[A]Y,Vu(A — B) VoA [B]',Vv(A — B)
bR (VE) ——— 3g
® B (Alv/) A 1 (vE) Aviite]
(B gff D) (Blo/) (Clo/D By O
® ~(=B Vv =0C) (BAC)[v/]) (BAC)
wn (=(=B v ~O)[v/)
Voa(=B v ~C)
[AAC)! [~(~B v -O)]*
,Vv(A < B) e BZ/\4C [~(=B v 0!
B 2] VuA VuC B V(A = B) Z4
550 (A[v/D)_(Clo/D) % 22c
~(-BV -0) (AN O)b/) =

(S(=B v =O)lo/0)
Vov—(=BV ~C)

Note que mesmo com a transformacao da derivacao do exemplo 9.2.8 em uma derivacao
normal do exemplo anterior, tal que em cada um dos caminhos existe no maximo uma

aplicacao da regra ({§) e todas as aplicagoes da regra especifica (A*I) estdo acima da
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aplicagdo da regra ({§) temos que a férmula ((A A C')[v/]) ndo é uma subférmula de

Vou=(=B V —C) (a conclusao) e nem de alguma férmula de T

Portanto, no sistema de dedugao natural N D(L) nao temos a propriedade de subférmu-
la de acordo com a defini¢ao usual. Porém, pela proposicao 9.2.7 nas derivagoes normais
em ND(L) podemos eliminar algumas aplicagoes da regra ({}), obtendo derivagoes em que

os caminhos sao subdivididos em no méaximo dois subcaminhos marcados.

No calculo de seqiientes SC(L) ndo temos o resultado de eliminagao do corte (Haupt-
satz). Logo, uma derivacao em SC(L) para o seqiiente S pode conter ocorréncias de

férmulas que nao sao subféormulas de nenhuma férmula de S.

9.2.5 Sistema ND(F)=ND(B)U{(T*I), (L*E), (A*T), (A*E)}
Nesta segao examinaremos as aplicagoes da regra ({) nas derivagoes em ND(F).

Como na secao anterior, mostraremos inicialmente que um caminho com mais de uma
aplicagao da regra ({}) em uma derivagao normal pode ser transformado em um caminho
com uma unica aplicagao da regra ({f) e posteriormente demonstraremos que dada uma
derivacao normal 7 de A a partir de I', m pode ser transformada em uma derivacao normal

7', tal que em todo caminho de 7’ existe no maximo uma aplicagao da regra ({).

Lema 9.2.3 Seja m um derivagao normal de A a partir de I' em ND(F) e seja p um
caminho com mais de uma aplica¢ao da regra ({). Entdo, p pode ser transformada em um
caminho com no mdzimo uma aplica¢ao (o) da regra (), tal que todas as aplicagoes da
regras especificas de introducdo estao acima de « e todas as aplicacoes da regras especificas

de eliminacgao estao abaixzo de .

A prova da proposigao 9.2.3 é feita por inducdo sobre o par (n,r) e é apresentada no

apendice.
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Proposicao 9.2.8 Seja m uma deriva¢ao normal de A a partir de I' em N D(F). Entao,
m pode ser transformada em uma derivagao normal 7', tal que em todo caminho de 7'
existe no mdzimo uma aplicagio (o) da regra (§), caso (a) exista, temos que todas as
aplicacoes da regras especificas de introducao estao acima de « e todas as aplicacoes da

regras especificas de eliminac¢ao estao abairo de o.

Prova: A prova é feita por inducao sobre o grau de equivaléncia de uma derivacgao.
Seja m uma derivagao normal de A a partir de I' em ND(F).

Passo base: o grau de equivaléncia de 7 é o par (0,1), ou seja, a derivagdo 7 possui
um tnico caminho p com mais de uma aplicagao da regra ({f) e ndo existem caminhos de

ordem superior a de p que possua uma aplicacao da regra ({).

Logo, pelo lema 9.2.3 p pode ser transformado em um caminho p’ com uma tnica

aplicacao da regra ({}), obtendo a derivagao ¢ de A a partir de I

Note que ao tranformarmos o caminho p em um caminho com uma tnica aplicacao da
regra ({I) podemos criar segmentos maximais apenas em caminhos p; tal que o(p;) > o(p)

(comi=1,..,n).

Assim sendo, caso a derivacao ¢ nao seja normal, normalizamos 1 obtendo a derivacao

normal 1.
Caso contrario, ¢ = /.

Por outro lado, como nao existem caminhos de ordem superior a de p que possua uma

R L . , . .
aplicacao da regra ({§) e o processo de normaliza¢ao nao altera o caminho p’ e nao cria
novos caminhos com aplicagoes da regra ({f), entdo nem a transformagao de p em um
caminho com um tnica aplicagdo da regra ({) e nem o processo de normalizacao cria

novos caminhos com mais de uma aplica¢ao da regra ({).

Portanto, 7’ é uma derivacao normal, tal que em todo caminho de 7’ existe no maximo
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uma aplicacao da regra ({).

Hipdtese de inducao: a proposicao é valida para toda derivagao de grau de

equivaléncia menor que (n({), n(f, 1))
Seja m uma derivagao normal de grau de equivaléncia (n(), n({,)).
Tomemos um caminho p em 7 tal que o(p) < o(p’) para todo caminho p’ em .

Logo, pelo lema 9.2.3 p pode ser transformado em um caminho p’ com uma tnica

aplicacao da regra ({}), obtendo a derivagao ¢ de A a partir de T

Note que ao tranformarmos o caminho p em um caminho com uma tnica aplicacao da
regra ({l) podemos criar segmentos maximais apenas em caminhos p; tal que o(p;) > o(p)

(comi=1,..,n).

Assim sendo, caso a derivacao 1 nao seja normal, normalizamos 1 obtendo a derivacao

normal 7" de grau de equivaléncia igual a (n({), n({, 1))
Caso contrario, ¢ = /.

Temos que as reducoes de normaliza¢ao nao cria novos caminhos com uma aplicagao

da regra ({).

Dai, se nas redugoes do processo de normalizacao de 1 juntamos caminhos que an-
teriormente tinham apenas uma aplicacao da regra de equivaléncia formando um novo

caminho com mais de uma aplicagao da regra ({), entao n(§) > n({)".

Logo, por hip6tese de inducao, a derivacao 1)’ pode ser transformada em uma derivacao
normal 7’ de A a partir de I', tal que em todo caminho de 7’ existe no maximo uma

aplicacao da regra ({).

Se nas redugoes do processo de normalizacao de ) nao juntamos caminhos que ante-

riormente tinham apenas uma aplicagdo da regra de equivaléncia, entao n({l) > n({})’ e
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(0, >l )

Logo, por hipétese de inducao, a derivagao 1’ pode ser transformada em uma derivacao
normal 7’ de A a partir de I', tal que em todo caminho de 7’ existe no maximo uma

aplicacao da regra ({).

Portanto, n’ é derivacdo normal de A a partir de I' tal que em todo caminho de 7’
existe no maximo uma aplicagao da regra ({).

Como mencionamos anteriormente, em sistemas de dedugao natural ND(Q2) com
(T*I) € Q nao temos a propriedade de subférmula de acordo com a definigdo usual.

Logo, em particular o sistema N D(F) nao tem a propriedade de subférmula.

Porém, pela proposi¢ao 9.2.8 nas derivagoes normais em N D(F) podemos eliminar
algumas aplicagoes da regra ({) obtendo derivagoes em que os caminhos sao subdivididos

em no maximo dois sub-caminhos marcadas.

No célculo de seqiientes SC(F) nao temos o resultado de eliminacao do corte (Haupt-
satz). Logo, uma derivagado em SC(F) para o seqiiente S pode conter ocorréncias de

férmulas que nao sao subféormulas de nenhuma férmula de S.



Capitulo 10

Conclusao

Apresentamos sistemas dedutivos, no estilo de dedugao natural e cdlculo de seqiientes,

para diversas logicas de “geralmente”.

Nos sistemas dedutivos utilizamos férmulas auxiliares, denominadas de férmulas mar-
cadas, para expressar e tratar mais facilmente a interacao do quantificador V com os
operadore da logica de primeira ordem, pois essa interacao depende da légica de “geral-

mente” considerada.

Tanto a construcao do sistema de deducao natural quanto o de célculo de seqiientes
foram feitos de maneira modular. Cada sistema de deducao natural é obtido do acréscimo
de regras especificas que correspondem aos esquemas e axiomas dos sistemas axiomaticos
para as LG’s. Os sistemas dedutivos tém dois parametros: um sistema para a FOL
subjacente (lgica minimal, intuicionista ou classica ) e outro para a nogao especifica de

“geralmente” envolvida.

Demonstramos o resultado de normalizacao para os diferentes sistemas de deducao
natural para as LG’s e analisamos as derivacoes. As reducoes envolvendo aplicacoes de
regras para férmulas marcadas sao similares as redugoes correspondentes para o sistema

de deducao natural para a FOL, no entanto, ha a necessidade de renomeagoes nas reducoes
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envolvendo aplicagoes da regra de equivaléncia.

A estrutura das derivagdes normais nos diferentes sistemas de dedugao natural para as
LG’s se assemelham a estrutura de uma derivacao normal no sistema de deducao natural
para a FOL no seguinte sentido. A estrutura de uma derivagao normal nos sistemas para
a FOL segue o padrao: eliminagoes; formula minima; introducoes, enquanto que numa
derivacao normal nos sistemas para as LG’s a féormula minima é substituida por uma

regiao com manipulagoes de férmulas marcadas.

Obtivemos a consisténcia dos diversos sistemas de deducao para as LG’s utilizando a

estratégia de “desmarcar” as formulas marcadas.

Em [7] é apresentado um sistema de dedugao natural para a logica de filtros e ultra-
filtros, tendo como légica subjacente apenas a légica classica, utilizando férmulas rotu-
ladas. Os rotulos consistem de uma sequéncia de varidaveis marcadas ou nao-marcadas
que guardam o histérico das aplicagoes de regras de eliminacao. Assim sendo, as férmulas
rotuladas usam uma estrutura mais complexa que as formulas marcadas e a estrutura das
formulas marcadas simplificam a construcao modular dos sistemas de deducao natural

para as diversas légicas de “geralmente”.

Os célculos de seqlientes para as LG’s sao obtidos traduzindo as regras dos sistemas
de deducao em regras no estilo de calculo de seqiientes. Assim sendo, temos regras para

férmulas marcadas localizadas no antecedente ou no conseqiiente de um seqiiente.

A construcao dos sistemas dedutivos para as LG’s nao transfere todas as propriedades
estruturais dos sistemas dedutivos das 16gicas subjacentes devido a regra ({}). Esta regra
nao contém caracteristicas usuais das regras dos sistemas dedutivos para a légica cléssica,
intuicionista ou minimal. Assim sendo, as derivacoes nos sistemas de deducao natural
para as LG’s podem conter ocorréncias de formulas que nao satisfazem a propriedade

de subférmulas e as derivagoes nos célculos de seqiientes para as LG’s podem conter
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aplicagoes da regra do corte irredutiveis.

Demonstramos um resultado que controla as aplicagoes da regra ({J) nos sistemas de
dedugao natural para as LG’s e demonstramos o resultado de eliminacao do corte para
os célculos de seqilientes para a logica bésica e prépria de “geralmente”. Para todos os
outros calclulos de seqiientes para as légicas especificas caracterizamos as ocorréncias de

aplicagoes da regra do corte que sao irredutiveis.

As aplicacoes da regra do corte envolvendo férmulas marcadas que sao similares as
aplicagoes da regra do corte para férmulas nao-marcadas puderam ser eliminadas. Porém,
nas aplicagoes da regra do corte que contém, imediatamente acima, uma aplicacao si-
multanea de uma regra especifica e da regra ({§) ndo podem ser eliminados devido a nao

interacao de férmulas marcadas e nao-marcadas.

Devemos destacar que na obtencao dos resultados de corretude, de completude, de
normalizacao e a andlise da eliminacao do corte utilizamos uma estratégia de nao parti-
cularizar a légica de "geralmente”, ou seja, inicialmente demonstramos um dado resul-
tado para a logica basica de “geralmente” e instanciamos este resultado para as logicas
especificas sem demonstrarmos para cada uma delas individualmente. Porém, para o
resultado que controla a aplicagdo da regra ({J) nas derivagoes normais consideramos sis-

temas de deducao natural para as légicas especificas com médulos familiares.

Métodos de prova que se utilizam de féormulas em forma prenex parecem que nao
podem ser aplicados em LG’s em geral, ja que essas formas sao obtidas através da interagao
da negacao com os demais operadores, (obtendo-se férmulas equivalentes) e nas LG’s a

negacao nao se distribui sobre o operador V, em geral.

Podemos concluir que o estudo desenvolvido nesta tese promove um melhor entendi-
mento do comportamento do operador V com relagao aos outros operadores, além disso,

dadas a auséncia das propriedades de subférmula e eliminac¢ao do corte em algumas LG’s,
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uma alternativa as LG’s seria considerar como logica para as nogoes vagas a légica basica
de “geralmente” (que é bem comportada), e as demais LG’s como teorias. No entanto,
ver as LG’s como teorias nao seria justificavel a priori. Nosso trabalho contribui nessa

direcao.
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Apeéendice A

Provas de Resultados

Por questoes de simplicidade as férmulas do tipo A — B A B — A serao denotadas
por A « B e nos resultados envolvendo os sistemas de deduc¢ao natural as formulas do

tipo A — L serdao denotadas por —A.

A.1 Resultado do capitulo 2

Proposicao2.2.1: Existe uma derivacdo de A a partir de I' em ML se, e somente se,

existe uma derivacao para o sequente I' = A em SCML.

Prova:

(=) Suponhamos que existe uma derivagdo ™ de A a partir de I' em M L.

Substituimos todas as ocorréncias de L em 7 por C' A =(C', obtendo a derivacao p de

A a partir de I" em M L.
Passo base: Considere uma derivagao p de A a partir de I' em ML, tal que [(p) = 1.
Logo, p é uma &arvore contendo um unico né ratulado por Ae A €T

Entao, temos a seguinte derivacao de I' = A em SCM L:
A=A
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Hipdtese de indugao: a proposicao é valida para toda derivacao p tal que I(p) < k.
Seja p uma derivacao de A a partir de T em ML tal que I(p) = k + 1.

Entao, temos os seguintes casos:

Iy I'

X1 Yo

A B
* =D

Como [(p) = k + 1, ent@o por hipétese de indugao os sequentes I'y = A e 'y, = B

sao derivaveis em SCM L.

Dai, temos a seguinte derivacao para o sequente I'y,I'y = A A B:

F1:>A I'n= B

r,In=A4 1I,I'h=~H
F17F2:>A/\B

(Ac)

r
2
AANB

A
Como I(p) = k+ 1, entdo por hipé6tese de inducao o sequente I' = AA B é derivavel

em SCML.

° (/\E)

Dai, temos a seguinte derivacao para o sequente I' = A:

A=A
I'=AANB AAB=A
I'=s A

(Aa)

(corte)

=~ M H

*r=WD3TE
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Como I(p) = k+ 1, entdo por hip6tese de indugao o sequente I' = A é derivivel em

SCML.

Dai, temos a seguinte derivagao para o sequente I' = AV B:

I'= A

r=avs\o

I‘1 F27 [A]Z F37 [B]Z

> Yo >3
AV B C C ]
p=(VE) c i

Como I(p) = k + 1, entdo por hipdtese de indugdo os sequentes 'y = AV B,
I';, A= Cels, B= C sao derivaveis em SCML.

Dai, temos a seguinte derivacao para o sequente I'y, 'y, '3 = C"

[y,A=C I's,B=C

A,FQ,F;},#C B,FQ,F?):C

= AvVB AV B, Ty T3 =C (va)(cm,te)
I, I'p,I's=C
L [A)
by
B
=D

Logo, B= 1 ou B # L.

Como [l(p) = k + 1, entdo por hipétese de indugao o sequente A, T" = B é derivavel
em SCML.
Caso 1: B= 1.

Como B = 1, entao A — B = —A.

Dai, temos a seguinte derivagao para o sequente I' = —A:
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C=C A
CAﬁC:CAanO
-C,C N-C =
CAN-C,CN-C=
AT =CA-C CA-C =
AT = (=c)
I'=-A

(Aa)

(Ca)

(corte)

Caso 2: B # L.

Dai, temos a seguinte derivagao para o sequente I' = —A:

A,F:>B< )
_—(—
r=A-nB ¢
I Iy
> I
A A— B
e p=(—FE) I

Como [(p) = k + 1, entao por hipdtese de inducao os sequentes I'y = A e
I'y = A — B sao derivaveis em SCML.

Dai, temos a seguinte derivacao para o sequente I'y,['s = B:

I'n=A B=1B
I'y=A—-B A— BT, =B
F27F1:>B

(—a)

(corte)

r,I,= B

o1

o p= ()~ (v ¢ free(l)

Como I(p) = k+ 1, entao por hip6tese de indugao o sequente I' = A é derivéavel em

SCML.

S

Dai, temos a seguinte derivacao para o sequente I' = Vr A:
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I'=A
= v 70

Note que como por hipdtese = ¢ free(I'), entao a regra (Vc) pode ser aplicanda na
derivagao acima.

r
by
Vr A

Al /t]
Como [(p) = k + 1, entdo por hipdtese de indugao o sequente I' = Vz A é derivavel

em SCML.

p=(VE)

Dai, temos a seguinte derivacao para o sequente I' = A[z/t]:

Alx/t] = Alx/t] (va)
['=VzA VzAlz/t)t/x] = Alz/t]
I' = Alz/t]

(corte)

Note que, Yz Alz/t][t/x] = VxA.

r
)
A
=3l)=——:
p=0EN3z 4
Como [(p) = k+ 1, entao por hipdtese de indugao o sequente I' = A é derivavel em

SCML.

Dai, temos a seguinte derivacao para o sequente I' = Jr A:

I'= A
I'= EIxAGC)
I A [Alz/d])f
D Yo
e (3E) “oA B (a & occ(A))
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Como Il(p) = k + 1, entdo por hipdtese de indugao os sequentes I' = JzA e
Alz/a], A = B sao derivéaveis em SCML.

Dai, temos a seguinte derivacao para o sequente I') A = B:

Alxz/a],A = B 5
P'= A FoAl/da/s. b = BV
I''A= B

(cut)

Note que como por hipdtese a & occ(A), entao a regra (Ja) pode ser aplicanda na

derivacao acima.

(«<)Suponhamos que existe uma derivacao 7 para o sequente I' = A em SCML.

Passo base: Seja m uma deriva¢do de comprimento 1, ou seja, [(7) = 1.

Logo, m é uma arvore contendo um tnico né ratulado pelo sequente A = A.

Entao, uma arvore contendo um unico né ratulado peala férmula A é uma derivacao

de A a partir de A em ML.

Hipétese de indugao: a proposicao é valida para toda derivagao 7 tal que I(7) < k.

Seja m uma derivagao do sequente I' = A em SCML tal que (7)) = k + 1.

Entao, temos os seguintes casos:

e T

p
I'= A

" BT =A

Como [(m) = k + 1, entdao por hipdtese de indugao existe uma derivagao de A a

partir de I' em M L.

(Aa)

Dai, existe uma derivacao de A a partir de I' em M L, entao existe uma derivacao

de A a partir de {B}UT.
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Os outros casos ondem a 1ltima regra aplicada na derinagao 7 é uma regra estrutural

¢ demonstrado de modo anélogo.

¥ Y
B '= A F:>B(A)
T T TS AAB ¢

Como [(m) = k + 1, entdo por hipdtese de indugao existe uma derivagdo de A a

partir de I' em M L.
De mesmo modo, existe uma derivacao de B a partir de ' em M L.

Logo, temos a seguinte derivagao de A A B a partir de I' em M L:

r T
DMV
A B
A
W)=
5
_ BT'=A N
"= BroT= Al

Como [(m) = k + 1, entdao por hipdtese de indugao existe uma derivagao de A a

partir de {B} UT em ML.

Logo, temos a seguinte derivacao de A a partir de {BAC}UT em ML:

BAC
I, B
E/
A
>
B I'=s A (Vo)
T r=avB''©

Como [(m) = k + 1, entéo por hipdtese de inducao existe uma derivagao de AV B a

partir de I' em M L.

Logo, temos a seguinte derivagao de AV B a partir de I' em M L:
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r
2/
A
I
M3V B
o 5,
_ BI=4 Cl=A
* T AVBT = A (Va)

Como [(m) = k + 1, entdao por hipdtese de indugao existe uma derivagao de A a

partir de {B}UT" em ML.
De mesmo modo, existe uma derivagao de A a partir de {C'} UT em M L.

Logo, temos a seguinte derivacao de A a partir de {BV C} UT em ML:

B,I'  C,T
X 35
B BvC A A
(VE) v
Y
Al'=1B

"=tea-p Y

Como I(m) = k + 1, entdo por hipdtese de inducao existe uma derivacao de B a

partir de {A}UT em ML.

Logo, temos a seguinte derivacao de A — B a partir de ' em M L:

L, [A]
E/
B
(= D45t
¥ Yo
'=A BA=C
o T = (—a)
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Como (7)) = k + 1, entdo por hipdtese de indugao existe uma derivagao de A a

partir de I' em M L.
De mesmo modo, existe uma derivagao de C' a partir de {B} U A em M L.

Logo, temos a seguinte derivacao de C' a partir de {A — B} UAUT em ML:

r

Z/
E A A—B

(—> ) B ’A
3
C
Y
= A
= m(%) (z & free(I))

Como [(m) = k + 1, entdao por hipdtese de indugao existe uma derivagao de A a

partir de I' em M L.

Logo, temos a seguinte derivacao de Vx A a partir de I' em M L:

r
S
A

(V[)W—A

Note que como por hipétese z € free(I'), entdo a regra (V1) pode ser aplicanda na
derivagao acima.

by
_ BI'=A
"TViBT = A
Como I(m) = k + 1, entdo por hipdtese de indugao existe uma derivagdo de A a

partir de {B}UT em ML.

(Va)

Logo, temos a seguinte derivacao de A a partir de {VxB} UT em M L:
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Vz B
(VE)—B7 r
E/
A
by
I'= Alz/d]
i ey

Como [(m) = k + 1, entdo por hipdtese de indugao existe uma derivagao de A a

partir de I' em M L.

Logo, temos a seguinte derivacao de drA a partir de I' em M L:

T
r
by
R Ba[jgf]fjf (3a) (a & oce(T U {A})

Como [(m) = k + 1, entdo por hipdtese de indugao existe uma derivagao de A a

partir de {B[z/a]} U em ML.

Logo, temos a seguinte derivacao de A a partir de {3xB} UT em M L:

T, [Blz/a])’
E/
(3E) dxB . A .

Note que como por hipdtese a & occ(I'U{A}), entao a regra (3F) pode ser aplicanda
na derivacao acima.

by

B A,F:>< )
Tt Tsale
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Como I(m) = k + 1, entdo por hipdtese de inducdo existe uma derivacao de L a

partir de {A} U em ML.

Logo, temos a seguinte derivacao de -A = A — 1 a partir de ' em M L:

L, [A]
E/
1
(= D)
b))
B F:>A< )
W_ﬁA,F:ﬁa

Como [(m) = k + 1, entao por hipdtese de indugao existe uma derivagao de A a

partir de ' em M L.

Logo, temos a seguinte deriva¢ao de L a partir de {A — L} UT em ML:

r
Z/
A A— L
(— E)
1L
2 )
I'sA AA=B te)
T = A= B (corte

Como I(m) = k + 1, entdo por hipdtese de indugao existe uma derivagao de A a

partir de I' em M L.
De mesmo modo, existe uma derivagdo de B a partir de {A} UA em M L.

Logo, temos a seguinte derivacao de B a partir de AUT em M L:

r

)}

A, A
DY

B
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A.2 Resultados do capitulo 5

A.2.1 Resultado da secao 5.1

Teoremab.1.1: Para um conjunto I' e uma férmula M em LV :
I'=npiy M se, e somente se, T(IU[B] Fyp-T'(M).

Prova:

(«<)Para demostrarmos que, se T(IU[B] Fnp-T(M), entdo I' Fypm) M, basta

mostramos que toda instancia dos esquemas em [B] pode ser demonstrado em ND(B).

[ Va | Para uma instancia VzA < VyA[z/y] (com y & occ[A]) de [Va], teremos a

seguinte derivacao:

[VzA]' [VyAlz/y]]?
VE AV ILP/ I
(V1) NEVI7B) v VE) Ao/ D)

VzA — VyAlz/y] VyAlz/y] — Vz A
(VaA — VyAlz/y]) A (VyAlz/y] — Vi A)

(AD)

[« V |: Para uma instancia Yv(A < B) — (VvA — VuB) de [« V], teremos a seguinte

derivacao:
(VE)VU(A — B)
Seja TTy = (— B) A-B
Ja lly = B
(VE)VU(A — B)
) B B— A
Seja [Iy = (— E) "

Entao,
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[VvAJ?
v g0
(V) VvBi 9

(— 1)
VvA — VuB 3
Vu(A < B) — (VvA — VuB)

(— 1)
(=)Por inducao sobre o comprimento de uma derivagdo, demonstraremos que para
toda derivagao m em N D(B), existe uma derivagao correspondente 7'(7) em N D*.

Passo base: Considere uma derivacdo m de M a partir de I' em N D(B), tal que

I(m) =1.
Como I(m) = 1, entao M €T
Dai, se M € T, entao T'(M) € T(I).

Portanto, T(M) (uma arvore contendo um tunico né rotulado por T(M)) é uma

derivagao de T'(M) a partir de T'(I') em N D*.
Hipétese de indugao: o teorema é vélida para toda derivagao 7 tal que () < k.
Seja m uma derivagdo de M a partir de I' em ND(B) tal que (7)) = k + 1.

Logo, teremos os seguintes caso:

e 7 é uma derivagdo em ND(B) cuja ultima regra aplicada é (VE):

T
>
VvA

™= VORI

Como [(X) < (), entao por hipdtese de indugdo existe uma derivagao de

T(VvA) = VA a partir de T(I") em ND*:
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()
E/
VvA

Por outro lado, temos que T'((A[v/_])) = VzA[v/][-/z] = VzA[v/z].

Portanto, a partir de ¥/ ¢ VoA < VzA[v/z]| (uma instancia do esquema [Val) em

N D* temos a seguinte derivagao:

(1)
¥ VvA « VzA[v/z]
B VvA (/\E>V1}A — VzA[v/z]
(= E) VzAlv/z]

7 ¢ uma derivagao em ND(B) cuja tltima regra aplicada é (VI):

r
by

(Alz/ 1)

™= DG AT

Como [(X) < (), entdo por hipdtese de inducdo existe uma derivagao de
T((Alx/])) = VzA[x/|[-/2] = VzA[z/z] a partir de T(I') em ND*:
T(T)
2/
VzA[z/z]
Por outro lado, temos que T(VyA[z/][-/y]) = VyAlz/][-/y] = VyA[z/y].

Portanto, a partir de X' e VzA[x/z] < VyA[z/z][2/y] (uma instancia do esquema

[Va]) em ND* temos a seguinte derivagao:

T(I:) VzA[x/z] < VyAlz/z|[z/y]
szj[x/z] e VzA[z/2] = VyA[z/2][2/y]

=5 VALY
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e 71 é uma derivacao em ND(B) cuja tltima regra aplicada é ({):

I [A] Iy A, [B]
o 2 I
B {(Alv/ ) A

Como [(31) < I(m), entdo por hipétese de indugao existe uma derivagao de T'(B) a
partir de T(I"), T'(A) em ND*:
(), [T(A)]
2
T(B)
De mesmo modo, como [(Xy) < I(7) e I(X) < I(m), entdo por hipdtese de indugao

temos as seguintes derivagoes em N D*, respectivamente:

T(A),[T(B)] T(T)
A 5
T(A) T((Alv/ )

Por outro lado, T'(B) = B, T(A) = A (A e B nao podem ser férmulas marcadas),
T((Alp/])) = VzAlz/ [ /2] = VzAlz /2] e T((Blv/])) = VyBlv/y].

Seja, II; a seguinte derivagao (onde Vo(A < B) — (VvA — VuB) é uma instancia

do esquema [« V]):
(D), [AF T(A),[BY

b 3
B L A ,
(AI) A— B B— A /
Vu(A < B) Vv(A < B) — (VvA — VuB)
I, = (— E)
VvA — VuB

Note que, como = & free(I' UA), entdo = & free(T(I') UT(A)). Logo, a restricao
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para a aplicagao da regra (VE) na derivacdo acima é satisfeita.

Seja, I, a seguinte derivagao (VzAfv/x] <> Vv A é uma instancia do esquema [Va/):

T(®)
¥ VzAlv/z] < VvA
rAlv/x (NE) zAv/z] — Vv

Portanto, em N D* teremos a seguinte derivacao:

I, 11,
VvA VvA — VuB VuB < VBv/y]
(— E) i VuB NGB =B [v/y]
VyBl[v/y]

A.2.2 Resultado da secao 5.2
Teoremab.2.1:Para um conjunto I' e uma férmula M em LV :

I' =np(a) M se, e somente se, T(I")UB(Q) Fyp- T(M).

Prova:
(<) Para demostrarmos que, se T(I'UB(SY) FxpT (M), entao I' Fypy M, basta

mostrarmos que toda instancia dos esquemas em B(£2) pode ser demonstrado em N D((2).

[ VT |: Para uma instancia Vo(A — A) de [VT], teremos a seguinte derivagao:
(A — A)

(T°1) Vu(A — A)[ /1]

[ LV ]: Para o axioma ~Vv_L teremos a seguinte derivacao:

[Vol]!

(VE)
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[VA ] Para uma instancia VvA A VvA — Vou(A A B) de [VA], teremos a seguinte

derivagao:
[VvA A VuB]! [VvA A VuB]!
(VE) (NE) VvA (AE) (VE) VuB
(AT) (Afv/]) (B[v/])
(V1) (Alv/] A Blv/])
(= 1) Vu(A A B) 1

VvAAYVvB — Vu(AAB)
Note que, ((AA B)[v/]) = (A[v/] A Blv/])

[VV ] Para uma instancia VvA A VoA — Vou(A V B) de [VV], teremos a seguinte

derivacao:
[VvA A VuB]! [VvA A VuB]!
E VE
(VE) (/\ ) VvA (/\E) ( ) VuvB
e (Al/]) (Blu/ )
(V1) (Alv/ ]V Blv/])
(1) Vu(AV B) ]

VvAAVvB — Vu(AV B)

[AV ] Para uma instancia Vo(A A B) — VvA A VuB de [AV], teremos a seguinte

derivagao:
[Vu(AA B)* [Vo(A A B)|!
VYRGB S YA
(nm)— (nm)—
(— 1) () VvAAVuB 1

Vuv(AANB) — VvAAVuB

[VV ] Para uma instancia Vo(A V B) — VvA V VuB de [VV], teremos a seguinte

derivacao:
[(Alv/))? [(B[v/]))?
[Vu(Av B)J! VD 5a R 2
. (VE) ((AV B)[v/]) (V1) VvAV VuB (V1) VvAV VuB
(V'E) 2
(— 1) VvA vV VuB 1

Vu(AV B) — VvAV VuB
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[V— | Para uma instancia “VvA — VoA de [V, teremos a seguinte derivagao:

[{Afo/ D"

o (VD) =2
<—\E) [_\VUA] VvA
(=1) - 1
(V1) %ﬂAl{[’U/])
(= 1) -VvA — Vuv-A 2

[-V ] Para uma instancia Vvo—=A — =VuvA de [=V], teremos a seguinte derivagao:

Vol o [To(-A)P
) R (G A
(1) - 1
(— 1) -VvA 9

Vv—A — =VvA

(=) Por indugao sobre o comprimento de uma derivagao, demonstraremos que para

toda derivagdo m em ND(f2), existe uma derivacao correspondente 7'(7) em N D*.

Passo base: Considere uma derivacao m de M a partir de I' em ND(Q), tal que

I(m) = 1.
Logo, temos os seguintes casos:
Caso 1: 7 é uma derivagao contendo um unico noé rotulado por M € T'.
Como M €T, entao T'(M) € T(T").

Logo, T(M) (uma érvore contendo um tnico né rotulado por T'(M)) é a derivacao de

T(M) a partir de T'(I")UB(Q2) em ND*.

Caso 2: m= (T*[)m
N
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Como 7w = (T*I) ,entao T'(m) = T((A — A)) = Va(A — A) eB(Q).

(A — A)
Logo, Vx(A — A) (uma arvore contendo um unico né rotulado por Vz(A — A)) é a

derivacao de Vz(A — A) a partir de T(I")UB(Q2) em N D*.
Hipdtese de indugao: o teorema é vélida para toda derivacao 7 tal que [(7) < k.
Seja m uma derivagao de M a partir de I' em N D(Q) tal que I(7w) = k + 1.

Logo, teremos os seguintes caso:

e 7 é uma derivagdo em ND() cuja tltima regra aplicada é (L*E):

=

= (L"F)——

l_

Como [(X) < (), ent@o por hipétese de indugao existe uma derivagao de

T((L)) = VzL a partir de T(I')UB(2) em ND*:

T(I)uB()
E/
VL

Por outro lado, T'(L) = L

Portanto, a partir de ¥’ e o axioma =V L temos a seguinte derivacao de L (a partir

de T(T)UB(£2)) em N D*:

T(T)
E/
Vzl -VzrlL
1

e 7 ¢ uma derivacao em ND(S2) cuja dltima regra aplicada é (A*I):



Fl FQ
X1 ZQ
Al (Blo)
™= N ) A T A B/)

Como [(31) < l(m), entdo por hipdtese de indugao existe uma derivagao de

T((Alu/])) = VyAlu/][-/y] = VyA[u/y] a partir de T(I'1)UB(2) em N D*:

T(T1)UB(Q)
o
VyAlu/y

Como I(X,) < (), ent@o por hipétese de indugao existe uma derivagao de

T((Blv/])) = VzB[v/][-/z] = VzB|v/z] a partir de T'(I'2)UB(2) em ND*:

T(I)uB()
2,
VzBv/z]

Por outro lado, temos que:

T(((Alu/ A Blv/]))) = Vw(Alu/][/w] A Blv/][/w]) =

Seja II; a seguinte derivacao:

TC)UBO) Gyaufy] - Vwdlu/y)ly/w
Vyi[lu/y] " VyAlu/y] — VwAlu/ylly/w]

VwAlu/ylly/w]

onde VyA[u/y] < VwA[u/y]ly/w] é uma intancia do esquema [V

Seja Ily a seguinte derivacao:

T(FQ)LfB(Q) VzB[v/z] & VzBlv/z][z/w]
Vzgfv/z] (AE)VZB[U/Z] — VzB[v/2][2/w]

VwB(v/z][z/w]

152
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onde VzB[v/z] < VzB[v/z]|[z/w] é uma intancia do esquema [Va]

Seja a = VwA[u/w| A VwB[v/w] — Vw(A[u/w] A Blv/w]) uma instancia do es-

quema [VA].
Note que, VwA[u/y]ly/w] = VwA[u/w] e VwBv/z][z/w] = VwB|v/w]

Portanto, em N D* temos a seguinte derivacao:

I I,
VwA[u/w] A VwBv/w]  «
Vw(A[u/w] A Blv/w))

(AT)

(— E)

7 é uma derivagdo em ND(2) cuja tltima regra aplicada é (V*I):

Iy Iy
2 2
(Alu/ ) (Blv/)
(Afu/ 1V Blv/ )

Como [(31) < l(m), entdo por hipdtese de indugao existe uma derivagao de

T((Alu/])) = VyAfu/][-/y] = VyAlu/y| a partir de T'(I';)UB(2) em ND*:

(V1)

T(I)UB(Q)
2
VyAlu/y]

Como [(33) < l(m), entdo por hipdtese de indugao existe uma derivagao de
T((Blv/])) = VzBlv/]|-/2] = VzB|v/z] a partir de T'(I's)UB(Q2) em ND*:
T(2)uB()
2y
VzBv/z]

Por outro lado, temos que:

T(((Alu/IA Blo/)) - = Vw(Alu/ ][ /w] A Blv/][/w]) =
= Vw(Alu/w]| A Blv/w)])
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Seja I1; a seguinte derivacao:

TEUBE)  Gyalufy) < Vwdlu/ylly/o
vyffu/y] )Gy Alufy] = VALl

le

VwAlu/ylly/w]

onde VyAlu/y| < VwA[u/y]ly/w] é uma instancia do esquema [Va].

Seja I, a seguinte derivacao:

5, (AE)
VzBlv/z] VBl = VBl )

ITy, =

VwBlv/z][z/w]
onde VzB[v/z] < VzB[v/z|[z/w] é uma instancia do esquema [Va.

Seja a = VwAJu/w| A VwB[v/w] — Vw(A[u/w] V Blv/w]) uma instancia do es-

quema [VV].
Note que, VwA[u/y|[y/w] = VwA[u/w] e VwB[v/z]|[z/w] = VwB|v/w]

Portanto, em N D* temos a seguinte derivagao:
IT; 1,

(AD) VwAlu/w] AVwBv/w]  «
Vw(Alu/w] V Blv/w])

(— E)

7 é uma derivagdo em ND(Q) cuja tltima regra aplicada é (A*E):

(A"E)

Como [(X) < (), entao por hipdtese de indugao existe uma derivagao de
T({Alu/] A Blv/])) = Vw(Alu/J[/w] A Blv/][-/w] = Vw(Alu/w] A Blv/w]) a
partir de T(I")UB(2) em N D*:
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T(THUB(Q)
E/
Vw(Alu/w] A Blv/w))

Por outro lado, temos que: T'(((Alu/-])) = Vy(A[u/][-/y] = VyAlu/y].

Seja II; a seguinte derivacao:

T(I)uB()
E/
Vw(Alu/w] A Bv/w])  «
VwA[u/w] A VwBv/w]
VwA[u/w]

(— E)
I, = (AE)

onde
a = Vw(Alu/w| A Blv/w]) — VwA[u/w] AVwBlv/w]) é uma instancia do esquema
[AV].

Portanto, em N D* temos a seguinte derivacao:

VwAlu/w] < VyAlu/w]w/y]
VwA[u/w] — VyAu/w][w/y]
VyAlu/y]

(AE)
(- B0

onde VwA[u/w] « VyA[u/w][w/y] é uma instancia do esquema [Va].

7 ¢ uma derivagao em ND(Q2) cuja ultima regra aplicada é (V*E):

Iy LA AB)
> 2 2
(avm)  c c .
& i

Como [(X) < I(m), entdao por hipétese de indugao existe uma derivagao de T'({(A V
B))) = Vu(AV B)[-/v] a partir de T'(I';)UB(2) em N D*:
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T(I')uB()
E/
Vu(AV B)[-/v]
Como [(31) < I(m), entdo por hipétese de inducao existe uma derivagao de T'(C) a

partir de T(I")UB(2) e T'((A)) = VyA[_/y] em ND*:

T(T)UB(2), VyA[_/y]
M}
T(0)

Como [(33) < I(m), entdo por hipétese de inducao existe uma derivagao de T'(C) a

partir de T(A)UB(Q2) e T'((B)) = VzB[./z] em ND*:

T(A)UB(R2),VzB[_/z]

3
T(C)
Seja II; a seguinte derivacao:
T(I')UB(Q)
E/
o, — Vu(AvV B)[_/v] Vwv(AV B)— VvAV VuB
b VuAV VuB

onde Vu(AV B) — VvAV VuB é uma instancia do esquema [VV].

Seja II, a seguinte derivacao:

i VvA « VyAlv/y]
VoAl NG T = V)
VyAlv/y]

I, = T(I)UB(Q), (= E)

i
r(C)
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onde VvA < VyA[v/y| é uma instancia do esquema [Va].

Seja I13 a seguinte derivacao:

VuB < VzB[v/z]

[VoBY (/\E)VUB — VzBlv/z]
M= 7T(AUBQ), P V:Bv/7]
>
T(C)

onde VuB < VzB[v/z]| é uma instancia do esquema [Va].

Portanto, em N D* temos a seguinte derivagao:

1L I, 115
(vg)_YLAV VB T(OT)<C> r(e) .

7 ¢ uma derivagdo em ND(Q) cuja tltima regra aplicada é (=*I):

L, (A
%

S

Como [(X) < I(m), entao por hipdtese de indugao existe uma derivagao de T'(L) = L
a partir de T(I")UB(Q) e T((A)) = VvA[_/v] em ND*:
T(THuB(QY), VuA[_/v]

E/
L

Por outro lado, T'((—A)) = Vu(=A)[_/v].

Portanto, em N D* temos a seguinte derivacao:

T(T)UB(Q), VuA[_/v]
2/
L
~VvA[_/v] —VvA[_/v] = Vu(=A)[-/v]
Vo(=A)[/v]




158

onde =VvA|[_/v] — Vv(—=A)[_/v] é uma instancia do esquema [V ).

7 ¢ uma derivagao em ND(Q) cuja ultima regra aplicada é (=*E):

r A
Y Yo
op) A

Como [(31) < l(m), entdo por hipdtese de indugao existe uma derivagao de
T((A)) = VvA[_/v] a partir de T(I"UB(Q2) em ND*:
T(I)uB()

b}
VvA[_/v]

Como I(X;) < (), ent@o por hipétese de indugao existe uma derivagao de
T((—=A)) = Vu(-A)[-/v] a partir de T(A)UB(2) em ND*:
T(A)UB()
2y
Vo(=A)[/]

Por outro lado, T'(L) = L.

Portanto, em N D* temos a seguinte derivacao:

T(A)UB()
T(1)UB(0) Vol VUCAL/] = ~TuAL )
21 (= £) VoA /o]
VvA[-/v]
(— B) -

onde Vu(—A)[_/v] = =VvA[_/v] é uma instancia do esquema [~V].
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A.3 Resultados do capitulo 6

Lema6.0.1:Seja m uma derivagdo de A a partir de I' em ND(2). Entao, m pode ser
transformada em um derivagdo 7’ de A a partir de I' em ND(2) sem ocorréncias de

aplicagoes supérfluas de (VE), (3F) ou (V*E).

Prova:

A prova é feita por inducao sobre o nimero de ocorréncias de aplicagoes supérfluas.
Seja m uma derivacao de A a partir de I'.
Passo base: 7 tem uma aplicagdo supérflua de (VE), (IF) ou (V*E).

Logo, temos os seguintes casos:

e 7 tem uma aplicagdo supérflua de (VE).

r A

IT, > Yo

AvB C (C
7= (VE) C
T,

Sem perda de generalidade, suponhamos que I' nao contém uma hipdtese dercar-

regada na aplicagao de (VE).

Entao, a derivacao m é transformada na derivacao n’' abaixo sem ocorréncias de

aplicacoes supérfluas de (VE), (3E) ou (V*E).

e 7 tem uma aplicagao supérflua de (IE).
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IT,
drA

QM

7= (3F)

I,

Logo, I ndo contém uma hipdtese dercarregada na aplicagao de (IE).

Entao, a derivacao m é transformada na derivagdo n’' abaixo sem ocorréncias de

aplicagoes supérfluas de (VE), (3F) ou (V*E).

r
, 9
T e
I,
7 tem uma aplicacao supérflua de (V*E).
r A
I Y Yo
(AV B) C C
= (V'E
™= (V'E) C
I,

Sem perda de generalidade, suponhamos que I' nao contém uma hipétese dercar-

regada na aplicacao de (VE).

Entao, a derivacao m é transformada na derivagdo n’' abaixo sem ocorréncias de

aplicagoes supérfluas de (VE), (IF) ou (V*E).
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Hipétese de inducao: O lema é satisfeita para toda derivacao m com n aplicacoes

supérfluas.
Seja 7 uma derivacao com n + 1 aplicacoes supérfluas.

Seja R uma aplicacao supérflua de 7 tal que todas as outras aplicacoes supérfluas

estejam abaixo de R.

Logo, temos os seguintes casos:

e R é uma aplicagao supérflua de (VE).

Dai,
r A
I Y X
B AV B C C
™= (VE) .
I,

Sem perda de generalidade, suponhamos que I' nao contém uma hipétese dercar-

regada na aplicacao de (VE).

Entao, a derivacao 7 é transformada na derivacao p com n ocorréncias de aplicagoes

supérfluas.

Por hipétese de indugao a derivagao p pode ser transformada em uma derivacao 7’

sem ocorréncias de aplicagoes supérfluas de (VE), (IE) ou (V*E).

e R é uma aplicagao supérflua de (IF).
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Dai,

IT;
drA

QM

m = (3F)

1T,

Logo, I" nao contém uma hipdtese dercarregada na aplicacao de (IE).

Entao, a derivacao 7 é transformada na derivacao p com n ocorréncias de aplicagoes

supérfluas.

e}
Il
=i M~

Por hipétese de inducao a derivagao p pode ser transformada em uma derivacao 7’

sem ocorréncias de aplicagoes supérfluas de (VE), (IE) ou (V*E).

R é uma aplicacao supérflua de (V*E).

Dai,
r A
11 X1 X
AV B C C
7= (V'E) < ) —
C
I,

Sem perda de generalidade, suponhamos que I' nao contém uma hipdtese dercar-

regada na aplicagao de (VE).

Entao, a derivacao 7 é transformada na derivacao p com n ocorréncias de aplicacoes

supérfluas.
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r
2
P= o
I,
Por hipétese de indugao a derivacao p pode ser transformada em uma derivagao 7’

sem ocorréncias de aplicagoes supérfluas de (VE), (IE) ou (V*E).

A.3.1 Resultado da subsecao 6.1.1

Lema6.1.1: Seja m uma derivacao de A a partir de I' em M L(B). Se m é uma derivacao

critica, entdo existe uma derivagdo 7’ de A a partir de I' em M L(B) tal que r(7') < r(r).
Prova: Seja m uma derivagdo de A a partir de I' em M L(B).
Suponhamos que 7 é uma derivacao critica, tal que g(r) = d.

Seja R a tltima inferéncia de 7 e seja F' uma premissa de R que pertence ao segmento

maximal de grau d.

Logo, teremos os seguintes casos (além dos casos demonstrado em [9)]):

e F' ¢ a conclusdo de uma aplicagao da regra (VI), R é (VE) e F' = VvA[_/v]:

2
(4)
(VD) VovA[_/v]

™= V) A/

I (reducdo (VI); (VI) = Id)

_ X
P= (A
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Como 7 é uma derivagao critica de grau d, entao o grau de p é menor que d; g(p) < d.

Logo, r(p) < r(m).

Por outro lado, (A) = (A[-/v][v/]).

2

Portanto, 7' = p = (A) er(r') <r(m).

e F ¢ a conclusao de uma aplicacao da regra ({), R é () e F' = (B[z/]):

Iy, [A] Ay, [B]
> II Yo
P S R |
o, [Bla/y)} (Bla/J) Ay [C)
Y3 I 2y
c (Ble/ylly) ) Blefy
m= C/ ) J

Y (redugao (0); (1) = (1)

Ty, [Alz/2])* Ay, [Cly/ 2]
i[x/2] Yaly/ 2]
Iy, Blz/7] 1 Ay, Bl /7]
Ysly/z] <A[ﬁ/]> Eolz/2]
(Afz/2][2/])
" Cly/7] Alz/2]

Como 7 é uma derivagao critica de grau d (g(7) = d), entdo o grau das derivagoes

a seguir ¢ menor que d.
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- Iy, [A] Ay, [B) Ly, [Blx/yl}
p= <A[I/7]> p1L = % P2 = 21342 p3 = zéi”)

Ao, [C)
P4 = Yy

Blz/y]

Como g(p;) < d com i = 1,...,4, entdo o grau das derivagoes a seguir também é

menor que d.

Iy, [Alz/z])! Ay, [Blz/=]]’ Ly, [Blz/ylly/z])
pr=Xi[z/2] py = olz/2]  ph= Ysly/ 2]
Blz/z| Alz/z] Cly/~]
A, [Cly /=
Py = Yaly/2]
Blz/ylly/z]

Por outro lado, gr(Blz/y]ly/2]) = gr((Blz/yl[y/-])) — 0.5.
Logo, g(') < gr(B[z/ylly/z]) < d.
Portanto, r(7') < r(n).

e [ é a conclusao de uma aplicacdo da regra (VE), R é (VE) e F = VxC:

DAF A B

I1; > 2o
(VE) AV B VaC VaxC ;
VaC
(VE) Cle/J)
J (reducado permutativa [V (vg)))
I, [A) A, [B]
Y1 2
I (VE)LEC (VE)LC
A Ry YR

(Clz/)
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Temos que na derivagao 7 o segmento maximal S que contém VaxC' é uma sequéncia

Ay, ..., A, de ocorréncias de férmulas em 7 tal que n >2e A, =VzC,i=1,....n.
Logo, como 7 é uma derivagao critica, entao r(m) = (gr(VzC),n).

Por outro lado, na derivacao n’ o segmento maximal S que contém VzC' foi de-
crescido de um elemento, ou seja, o segmento maximal contém n — 1 ocorréncias da

formula VaC'
Dal, r(7') = (gr(VaC),n — 1).

Portanto, (') < r(m).

F é a conclusao de uma aplicacao da regra (VE), R é (§) e F = (C[z/]):
FQ; [A]Z AQ? [B]Z

. H1 23 Z4 1
1] AVB  (Cl/))  (Clyly APV
@ (VE) (Cle/ ) oo
o i c
(D[z/]) /
1T,
I} (redugao permutativa [V g)])
Fl?[c}j FQ?[AV Al?[D]j Flv[c]j AQ?[B]i Alv[D]j
21 23 22 21 24 Z:2
m, D (Cle/ ) c D (Cle/ ) c
Ay @ (Dlz/) ;W (Dla/) Z
D/ )
Iz

Temos que na derivacgdo m o segmento maximal S que contém (Clz/_]) é uma
sequéncia Ay, ..., A,, de ocorréncias de férmulas em 7 tal que n > 2 e A; = (Clz/]),

1=1,...,n.
Logo, como 7 é uma derivagao critica, entao r(mw) = (gr((C[z/])),n).

Por outro lado, na derivagao 7’ o segmento maximal S que contém (C|z/_]) foi
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decrescido de um elemento, ou seja, o segmento maximal contém n — 1 ocorréncias

da férmula (C[z/]).

Daf, r(7') = (gr((C[z/])),n = 1).
Portanto, r(7') < r(n).

e F' ¢ a conclusao de uma aplicagao da regra (3E), R é (VE) e F' = VaB:

I, [A])
21 E2
dxA VzB
(3E) VaB :
™= VR0
I (reducao permutativa [Jvg)])
I, [A]f
Yo
Y, VB
(VE)——v
v~ (3E) dz A (B[z/]) ;

(Blz/])
Temos que na derivacao 7 o segmento maximal S que contém VB é uma sequéncia

Ay, ..., A, de ocorréncias de férmulas em 7 tal que n >2e A; =VzB,i1=1,...,n.
Logo, como 7 é uma derivagao critica, entao r(r) = (gr(VzB),n).

Por outro lado, na derivacao n’ o segmento maximal S que contém VB foi de-
crescido de um elemento, ou seja, o segmento maximal contém n — 1 ocorréncias da

férmula VaB.
Dai, r(n') = (gr(VzB),n — 1).

Portanto, (') < r(m).
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e F ¢ a conclusao de uma aplica¢do da regra (3E), R é () e F' = (B[z/]):

I (4]
, > Yo .
L S - 7 I
= OOy 3
"= () j
Cl/ )

I (redugao permutativa [Jq)])

Iy, [B)? L, [A] Ay, [C)

El 22 E2
51 C (Blz/) :
(1) j
a2 (Cl/]) Z.

(Clz/)

Temos que na derivagdo m o segmento maximal S que contém (B[z/]) é uma
sequéncia Ay, ..., A,, de ocorréncias de férmulas em 7 tal que n > 2 e A; = (B[z/]),

1=1,...,n.
Logo, como 7 é uma derivagao critica, entdo r(w) = (gr((B[z/_])),n).

Por outro lado, na derivagao 7’ o segmento maximal S que contém (B|z/_]) foi

decrescido de um elemento, ou seja, o segmento maximal contém n — 1 ocorréncias

da férmula (Bxz/_]).

Daf, r(n) = (gr((Blz/])),n = 1).

Portanto, (') < r(m).
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A.3.2 Resultado da subsecao 6.1.2

Lema6.1.2:Seja m uma derivagao de A a partir de I' em M L(Q2). Se m é uma derivacao

critica, entdo existe uma derivacao 7’ de A a partir de I tal que r(7') < (7).

Prova:

Seja m uma derivagao de A a partir de I' em M L(2).
Suponhamos que 7 é uma derivacao critica, tal que g(r) = d.

Seja R a tultima inferéncia de 7 e seja F' uma premissa de R que pertence ao segmento

maximal de grau d.
Logo, teremos os seguintes casos (além dos casos demonstrados no lema 6.1.1):

e [ ¢ a conclusao de uma aplicacdo da regra (A*I), R é (N*E) e F = (Fy A Fy):

11, I,
(F1)  (Fy)
o (F1A )
NE) = E)
Dy

4

m = (A"]) com ¢ € {1,2}

Como 7 é uma derivacao critica de grau d (g(m) = d), entao o grau da derivagao a

seguir é menor que d.

_ L
= (R)

Por outro lado, gr((Fy A Fy)) > gr(F;), com i € {1,2}.
Logo, g(n') < gr(F) < d.

Portanto, (') < r(m).



e [ é a conclusao de uma aplica¢do da regra (V*I), R é (V*E) e F = (F} V Fy):

1T I, Uy, [(F))F Ty, [(Fy))F

(F) (1Y) ¥ ¥
(V*I)
. (Fy V Fy) M M
(V*E) o
%
I1;
¥
M
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Como 7 é uma derivagao critica de grau d (g(7) = d), entao o grau das derivagoes

a seguir é menor que d.

Hz’ /
Samy P

Por outro lado, gr((Fy V Fy)) > gr(F;) (com i € {1,2}).
Logo, g(n') < gr(F;) < d (com i € {1,2}).

Portanto, r(7') < r(7).

e F ¢é a conclusao de uma aplicagao da regra (=*I), R é (=*E) e F = (=F):
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Como 7 é uma derivagao critica de grau d (g(7) = d), entéo o grau das derivagoes

aseguir ¢ menor que d.
L [(F))!
PTE) T TR
Por outro lado, gr((Fy V Fy)) > gr(F;) (com i € {1,2}).
Logo, g(7') < gr(F;) < d (com i € {1,2}).
Portanto, r(7') < r(n).

F é conclusao de uma aplicacao da regra (V*E), R é () e F = (Clz/]):

I

o (FVE)  (Cloldy (Cleyy DT
S (V'E )
% (V5) (/) o

Z/
\
crWRP DF CF [eF (D)
23 21 24 23 ZJ2 E4
I D (Cl)]) C D (Cl/) C
I A 1175 R A (7 R
(P&

Temos que na derivacgdo m o segmento maximal S que contém (Clz/_]) é uma
sequéncia Ay, ..., A, de ocorréncias de férmulas em 7 tal que n > 2 e A; = (Clz/]),

1=1,..,n.
Logo, como 7 é uma derivagao critica, entao r(m) = (gr((C[z/])),n).

Por outro lado, na derivagao 7’ o segmento maximal S que contém (C|z/_]) foi
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decrescido de um elemento, ou seja, o segmento maximal de grau d em 7’ tem n — 1

elementos.

Dai, r(r’) = (gr((Clz/ J)),n — 1)
Portanto, r(7') < r(n).

e [ ¢é a conclusdo de uma aplicagao da regra (V*E), R é uma aplicagdo de uma regra

de eliminacao e F' = M:

(B (G
11 Y1 Yo
(FVGQG) M M
(V'E) i
— M >3
N
2/
\[%
[(E)] (&)
> hI
II M 23 M 33
YT B S |
N
Z/

Temos que na derivacao m o segmento maximal S que contém M é uma sequéncia

Ay, ..., A, de ocorréncias de férmulas em 7 tal quen >2e A;, =M, i=1,....n.
Logo, como 7 é uma derivagao critica, entdo r(m) = (gr(M),n).

Por outro lado, na derivagao 7’ o segmento maximal S que contém M foi decrescido

de um elemento, ou seja, o segmento maximal de grau d em 7’ tem n — 1 elementos.
Dai, () = (gr(M),n — 1).

Portanto, r(7') < r(n).
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e [ é a conclusdo de uma aplicagao da regra (3E), R é uma aplicagdo de uma regra

de eliminacao e F' = M:

[F[z/a])!
11 5
ap) 2F M
M L%
m=(R) N
H/
\
[F[z/d]]
>
11 M 28
(R)
= (35) =F N i
N
H/

Temos que na derivacao m o segmento maximal S que contém M é uma sequéncia

Ay, ..., A, de ocorréncias de férmulas em 7 tal quen >2e A, =M, i=1,...,n.
Logo, como 7 é uma derivacao critica, entao r(m) = (gr(M),n).

Por outro lado, na derivagao n’ o segmento maximal S que contém M foi decrescido

de um elemento, ou seja, o segmento maximal de grau d em 7’ tem n — 1 elementos.
Daf, r(a') = (gr(M),n —1).

Portanto, r(7’) < r(7).

A.3.3 Resultados da secao 6.2

Proposicao6.2.1: Seja m uma derivagao de A a partir de I' em IL(Q2). Entao, m pode

ser transformado em uma derivagdo 7’ de A a partir de I' em 1L(Q2) tal que em 7’ todas
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as aplicagoes da regra de absurdo intuicionista (Abs) tém como conclusdo uma férmula

atomica ou uma formula generalizada.

Prova:
Seja m uma derivacao de A a partir de I' em IL(2) em que o maior grau de uma

conclusao da aplicagao de (Abs) é d, com d > 0.

Seja I a conclusao de uma aplicagao de (Abs) em 7 tal que gr(F') = d e mais nenhuma

conclusao de uma aplicagao de (Abs) em 7 que esteja acima de F' é de grau d.

Entao, 7 tem a seguinte forma:

Logo, temos os casos abaixos e sua respectivas reducgoes:

o F=ANANB
2, 5,
¥ 1
| (Abs)——— (Abs)—
Ab i
Abs)— g = (N ANB
b 2o
e F=AV DB
2
5, 1
1 (Abs)—
Ab I
Ws)—~5 ~ Vs
22 Z:2
e '=A—> B
2
o 1
1 (Abs)
(AbS)A—>B = (=1 158
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o ['=VzA
2
1 L
Abs)
L ) A/
(Abs) o = (VI) )
) )
a € um parametro que nao ocorre em 7.
e FF=dzA
2
P uE
Abs)
1 ( Alx/t]
(Abs) eV = (3 A
) )

As novas aplicagoes de (Abs) que aparecem a partir destas redugoes tém como con-
clusao uma férmula de grau menor que d. Assim, por sucessivas aplicacoes das reducoes
acima, obtemos uma derivacao 7’ de A a partir de I' em €2 em que todas as aplicacoes da
regra de absurdo intuicionista (Abs) tem como conclusao uma férmula atdémica ou uma
formula generalizada.

Proposicao6.2.2: Seja m uma derivagao de A a partir de I' em IL(Q2). Entao, 7 pode
ser transformado em uma derivacao 7’ de A a partir de I' em IL(£2) tal que em 7" uma
aplicacdo (a)) da regra (VE) que tem como premissa, a conclusdo de uma aplicacao da

regra de absurdo intuicionista (Abs), () é a dltima inferéncia de 7’ ou («) precede apenas
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aplicagoes das regras (VE), (3E) ou (V*E).

Prova: Prova por indugao sobre o comprimento de 7.
Passo base: [(7) =1
Se () = 1, entdo m nao tém aplicacao de (Abs).
Logo, ' = .

Hipé6tese de indugao: A proposicao é satisfeita para toda derivacao m de compri-

mento menor ou igual a k.

Seja ™ uma derivacao de comprimento k + 1.

Sel(m)=k+1lern= 2 , entao [(X;) <k, parai=1,2 ou 3.

Entao, por hipdtese de indu¢ado podemos tranformar ¥;, Yo e 33 nas derivagoes X,
¥, e i, respectivamente, tais que se existem aplicagoes («) da regra (VE) que tem como
premissa, a conclusao de uma aplicagao da regra de absurdo intuicionista (Abs), é a dltima

inferéncia de 7’ ou («) precede apenas aplicagoes das regras (VE), (IE) ou (V*E).

Se nenhuma Y, ¢ < 3, termina com uma aplicacdo () de (VE) que tem como
premissa, a conclusdo de uma aplicacdo da regra de absurdo intuicionista (Abs) ou a

aplicacdo () precede apenas aplicagoes das regras (VE), (IF) ou (V*E), entao

SRS YA >4
A Ay A
(R)
C

¢ a derivagao desejada.

Caso contrario temos os seguintes casos:

(i) (R) é uma aplicagao de (V).
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Por indugao sobre o nimero de ocorréncias de aplicacoes das regras (VE), (IE) e

(V*E) entre as aplicagbes das regras (VE) e (VI).

Passo base: Nenhuma aplicacao de (VE), (3F) ou (V*E) entre as aplicagoes das
regras (VE) e (VI).

X
1
A
(Abs) G 4

(Alz/])
VyAlz/ /Y]

Entao, a derivacao m pode ser transformada em:

(VE)

Logo, m = (VI)

o
B 1
= VyAR/IL/y)

/
™

Hipdtese de indugao: o resultado é valido para n aplicagoes de (VE), (3E) ou

(V*E) entre as aplicagoes das regras (VE) e (VI).

Seja m uma derivagao tal que existem n+1 aplicagoes de (VE), (IE) ou (V*E) entre
as aplicagoes das regras (VE) e (VI).

Temos os seguintes casos:

e Uma aplicagao da regra (VE) precede a aplicacao da regra (VI).

L [Cr
b
VO TRy Ay
] = P
CVvD (Alz/]) (Alz/])
m=(VI) o A/ :

VyAlz/[-/y]
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onde em = temos n aplicagoes das regras (VE), (3E) ou (V*E).

Entao, a derivacao m pode ser transformada em:

e
>
1
(Abs)w
v (Alz/]) (Afz/J)
ooy 0 TS YA,
VyAle/ LY

Entao, por hipétese de indugao a derivacao p pode ser transformada em uma
derivagao 7’ tal que para uma aplicagao (a) da regra (VE) que tem como
premissa, a conclusao de uma aplicagao da regra de absurdo intuicionista (Abs),
(cv) é ailtima inferéncia de 7’ ou («r) precede apenas aplicagoes das regras (VE),

(3E) ou (V*E).

e Uma aplicacao da regra (V*E) precede a aplicacao da regra (VI).

L, [(C))
5
1
(4bs) VaA
VE—am/ ) ALD)
U = o
__{cvD) (Alz/]) (Alz/])
T = (w)(v Y o) Z
VyAlz/][-/y]

onde em = temos n aplicagoes das regras (VE), (3F) ou (V*E).

Entao, a derivacao m pode ser transformada em:
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e
by
1
(Abs)
VzA
i) S
v (Alr/ ) (Alz/ )
—oep ey TSR YA
VyAe/ ]/

Entao, por hipétese de indugao a derivacao p pode ser transformada em uma
derivagao 7’ tal que para uma aplicagao («) da regra (VE) que tem como
premissa, a conclusao de uma aplicagao da regra de absurdo intuicionista (Abs),
(o) é atltima inferéncia de 7’ ou (o) precede apenas aplicagoes das regras (VE),

(3E) ou (V*E).

e Uma aplicagao da regra (3IF) precede a aplicacao da regra (VI).

T, [Cla/a]]
b
1
(Abs)
VaA
VB
Y =
30 A/
I AR/ ) /
VyAle) /4]

onde em = temos n aplicagoes das regras (VE), (3F) ou (V*E).

Entao, a derivacao m pode ser transformada em:
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I, (Cla/a))
»
(Abs)—va
VE—am/])
o (Alz/J)
a2 AR
VAR L]

Entao, por hipétese de indugao a derivacao p pode ser transformada em uma
derivagao 7’ tal que para uma aplicagao (a) da regra (VE) que tem como
premissa, a conclusao de uma aplicagao da regra de absurdo intuicionista (Abs),
(cv) é ailtima inferéncia de 7’ ou («) precede apenas aplicagoes das regras (VE),

(3E) ou (V*E).

(i) (R) é uma aplicacao de ({).

Por indug@o sobre o nimero de ocorréncias de aplicacoes das regras (VE), (IE) e

(V*E) entre as aplicagoes das regras (VE) e (VI).

Passo base: Nenhuma aplicacao de (VE), (3F) ou (V*E) entre as aplicagoes das
regras (VE) e ().

)
U, (VE) Vid g,
B (Alz/]) A

Logo, 7 = (1)

(Blz/])

Entao, a derivacao m pode ser transformada em:
DX
L

= VaB
VE) B/ )
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Hipdtese de indugdo: o resultado é vilido para n aplicagoes de (VE), (IE) ou

(V*E) entre as aplicagoes das regras (VE) e ({).

Seja m uma derivagao tal que existem n+1 aplicacoes de (VE), (IE) ou (V*E) entre

as aplicagoes das regras (VE) e ({).
Temos os seguintes casos:

e Uma aplicagao da regra (VE) precede a aplicagao da regra ({}).

I, [C]
b))
1
(Abs) S
VE =R~ AD)
LA oup eyt | 1B
, V Alz/- T/- ’
Uy VE 1 Uy
o VB AL/ ) y

onde em = temos n aplicagoes das regras (VE), (IE) ou (V*E).

Entao, a derivacao m pode ser transformada em:
r,[c)f

P
(Abs) VLA
ray YOGy A B r, (A} A D ABY
\11'31 = \11142 Wy < [<I>/ ) Wy
v (Alz/) _ B Ale/- A
@ i@ i
C
e vpy VP (Blz/) (Blz/) :

Entao, por hipétese de indugao a derivacao p pode ser transformada em uma
derivagao 7’ tal que para uma aplicagao (a) da regra (VE) que tem como
premissa, a conclusao de uma aplicagao da regra de absurdo intuicionista (Abs),
(cv) é atltima inferéncia de 7’ ou («) precede apenas aplicagoes das regras (VE),

(3E) ou (V*E).
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e Uma aplicagao da regra (V*E) precede a aplicagao da regra ({).

L, [(C))
)
1
7y
N ViE7A RN ()
J v = ® J
L 14] (Cv D) (Ale/))  (Ae/)) AP
Uy (\/*E) ) W,
) (Ale/]) i
™= (]) j
(Blz/])
onde em = temos n aplicagoes das regras (VE), (IF) ou (V*E).
Entao, a derivacao m pode ser transformada em:
T, ()
2
(Abs) vaA
iy YT a By N
v B (Alz/) i B (Alz/) i
by CV D) w (Blz/J) 7w (Blz/) '

(Blz/-])

Entao, por hipétese de indugao a derivacao p pode ser transformada em uma
derivagao 7’ tal que para uma aplicagdo («) da regra (VE) que tem como
premissa, a conclusdo de uma aplicagao da regra de absurdo intuicionista (Abs),

(a) é adltima inferéncia de 7’ ou («) precede apenas aplicagoes das regras (VE),

(3E) ou (V*E).

e Uma aplicagao da regra (IE) precede a aplicagao da regra ({}).

L. (Cla/a]
by
1
(Abs) VzA
L TR
N () AP
v,  (3E) 2
5 AR/ ) y
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onde em = temos n aplicagoes das regras (VE), (3E) ou (V*E).

Entao, a derivagao m pode ser transformada em:

L, [Clz/a])f
>
1
(Abs)
VE VIL‘A
R 7 RN
\Ill - \112
. ; (Ale/ ) y
3¢ 0 Ble/ ) J

p=(3E)

Entao, por hipdtese de inducao a derivacao p pode ser transformada em uma
derivagao 7' tal que para uma aplicagdo («) da regra (VE) que tem como
premissa, a conclusdo de uma aplicagao da regra de absurdo intuicionista (Abs),
(o) é adltima inferéncia de 7’ ou («) precede apenas aplicagoes das regras (VE),

(3F) ou (V*E).

(iii) (R) é uma aplicacao de (L*E).

Por indug@o sobre o nimero de ocorréncias de aplicagoes das regras (VE), (IE) e

(V*E) entre as aplicagbes das regras (VE) e (L*E).

Passo base: Nenhuma aplicacao de (VE), (3F) ou (V*E) entre as aplicagoes das
regras (VE) e (L*E).

X

L
Val

(Abs)
(VE)

Logo, 7 = (L*E) <f[$/]>

Entao, a derivagao 7 pode ser transformada em:

%
1
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Hipdtese de inducao: o resultado é vélido para n aplicacoes de (VE), (IE) ou

(V*E) entre as aplicagbes das regras (VE) e (L*E).

Seja m uma derivacao tal que existem n+ 1 aplicagoes de (VE), (3E) ou (V*E) entre

as aplicagoes das regras (VE) e (L*E).
Temos os seguintes casos:

e Uma aplicagao da regra (VE) precede a aplicacao da regra (VI).

L, [C]
X
L
(Abs) Vol
VE ey~ Ay
1 = ®
CVD (L[z/]) (Llz/])
e LR/ Z

onde em = temos n aplicacoes das regras (VE), (3E) ou (V*E).

Entao, a derivacao m pode ser transformada em:

r.[c)
b
iR
(Abs)7VxJ_

V) 2,10l
v L/ (L)
cvp HE) T (LE) =
p=(VE) T i

Entao, por hipétese de indugao a derivacao p pode ser transformada em uma

derivagao 7’ tal que para uma aplicagao (a) da regra (VE) que tem como
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premissa, a conclusdo de uma aplicagao da regra de absurdo intuicionista (Abs),

(o) é adltima inferéncia de 7’ ou («) precede apenas aplicagoes das regras (VE),

(3E) ou (V*E).

e Uma aplicagdo da regra (V*E) precede a aplicacao da regra (L*F).

L, [(C))
Y
iR
(Abs) ool
VEY =/ A LD
U = )
. {CcvD) (L[z/]) (J_[x/,Di
W:(BEfVE> L/ D)
iR

onde em = temos n aplicagoes das regras (VE), (3E) ou (V*E).

Entao, a derivacao m pode ser transformada em:

r,[(C)]
Y
1
(A4bs) Val
VO ) A4
v o (Lz/]) o (/)
e (CVD) (L°B) 1 LE)—7
p=(V'E) T i

Entao, por hipétese de inducao a derivacao p pode ser transformada em uma
derivagao 7' tal que para uma aplicagdo («) da regra (VE) que tem como
premissa, a conclusdo de uma aplicagao da regra de absurdo intuicionista (Abs),

(cv) é ailtima inferéncia de 7’ ou («r) precede apenas aplicagoes das regras (VE),

(3E) ou (V*E).

e Uma aplicagao da regra (IE) precede a aplicagao da regra (L*FE).
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I, [Cle/al]
b
1
(Abs)
Vzl
VE) %/
)\ =
52C L))
e L/ l
1

onde em = temos n aplicagoes das regras (VE), (3F) ou (V*E).

Entao, a derivacao m pode ser transformada em:

I, [Cla/al]
>
1
(Abs)

Vzl
VO )
v o (Lz/ )

JxC (L7E) il ,

p=(3E) T i

Entao, por hipétese de indugao a derivacao p pode ser transformada em uma
derivagao 7’ tal que para uma aplicagao («) da regra (VE) que tem como
premissa, a conclusao de uma aplicagao da regra de absurdo intuicionista (Abs),

(o) é atltima inferéncia de 7’ ou («) precede apenas aplicagoes das regras (VE),
(3E) ou (V*E).
(iv) (R) é uma aplicacao de (®*I) (com ® € {A,V}).

Por indugao sobre o nimero de ocorréncias de aplicacoes das regras (VE), (IE) e

(V*E) entre as aplicagoes das regras (VE) e (®*]).
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Passo base: Nenhuma aplicacao de (VE), (3F) ou (V*E) entre as aplicagoes das
regras (VE) e (®*1).

>
1
(AbS) E/
_ 'VzA 2
Lo (1) AL (B)
’ (A® B)

Entao, a derivacao m pode ser transformada em:

¥
L
Vz(A® B)

' =(VE) (A% B)

onde z é uma variavel que nao ocorre em (A[z/_]) e nem em (B).

Hipdtese de indugdo: o resultado é vilido para n aplicagoes de (VE), (IE) ou

(V*E) entre as aplicagoes das regras (VE) e (®*]).

Seja m uma derivagao tal que existem n+1 aplicagoes de (VE), (3E) ou (V*E) entre

as aplicagoes das regras (VE) e (®*]).
Temos os seguintes casos:

e Uma aplicagao da regra (VE) precede a aplicacao da regra (®*1).

L)
by
1
(Abs)
VxA
VO Al
v = P
cvp A/ Al
P AL/ ) )
(A® B)
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onde em = temos n aplicagoes das regras (VE), (3E) ou (V*E).

Entao, a derivacao m pode ser transformada em:

L[
2
1
(Abs)
VzA @'
(VE) (Afz/) y A, é D] .
Yo (@ (Alz/]) (B) o (Alz/]) <Bz>
_ g2V P (A® B) ey
B (A® B)

Entao, por hipétese de indugao a derivacao p pode ser transformada em uma
derivagao 7’ tal que para uma aplicagao (a) da regra (VE) que tem como
premissa, a conclusao de uma aplicagao da regra de absurdo intuicionista (Abs),
(cv) é ailtima inferéncia de 7’ ou («r) precede apenas aplicagoes das regras (VE),

(3E) ou (V*E).

e Uma aplicagao da regra (V*FE) precede a aplicacao da regra (Q*1).

0, [(C))
E
1
(Abs)
Vz A
) (VE) <A[£/i> N
__{cvD) A/)) (AR w
e A/ ) "B
(A® B)

onde em = temos n aplicacoes das regras (VE), (3E) ou (V*E).

Entao, a derivacao m pode ser transformada em:
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e

%

1

(Abs)
VaA
V) , A
. i ey B
\1/ . (Alz/]) ) z/.
_ () OV D) — (4@ B) YY)
P (A% B)

Entao, por hipétese de indugao a derivacao p pode ser transformada em uma

derivagao 7’ tal que para uma aplicagao (a) da regra (VE) que tem como

premissa, a conclusao de uma aplicagao da regra de absurdo intuicionista (Abs),

(cv) é altima inferéncia de 7’ ou («) precede apenas aplicagdes das regras (VE),

(3E) ou (V*E).

e Uma aplicagao da regra (IE) precede a aplicagao da regra (®*1).

= (®"1)

I, [Cle/al]
>
(Abs) oA
V) /)
)\ =
2C Al w
EE) A/J) " (B)
(A® B)

onde em = temos n aplicagoes das regras (VE), (3F) ou (V*E).

Entao, a derivacao m pode ser transformada em:

(Alz/]) (B)

(A® B)

(A® B)
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Entao, por hipétese de indugao a derivacao p pode ser transformada em uma
derivagao 7’ tal que para uma aplicagdo (a) da regra (VE) que tem como
premissa, a conclusao de uma aplicagao da regra de absurdo intuicionista (Abs),
(cv) é altima inferéncia de 7’ ou («v) precede apenas aplicagoes das regras (VE),

(3E) ou (V*E).

(v) (R) é uma aplicagao de (A*E).

Por indugao sobre o nimero de ocorréncias de aplicagoes das regras (VE), (IE) e

(V*E) entre as aplicacoes das regras (VE) e (A*E).

Passo base: Nenhuma aplicagao de (VE), (IF) ou (V*E) entre as aplicagdes das
regras (VE) e (AN*E).

¥

1

V(AN B)
(VE)
(AN B)[z/])
Logo, m = (A*E
N 178)

Entao, a derivacao m pode ser transformada em:

(Abs)

i
L

o — VzA
VE) AR/

Hipdtese de indugdo: o resultado é vilido para n aplicagoes de (VE), (IE) ou

(V*E) entre as aplicagoes das regras (VE) e (A*E).

Seja m uma derivagao tal que existem n+1 aplicagoes de (VE), (IE) ou (V*E) entre

as aplicagoes das regras (VE) e (A*E).

Temos os seguintes casos:
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e Uma aplicagao da regra (VE) precede a aplicacao da regra (A*E).
L [C]

X

L

V(AN B)

(Abs) /\
VO BR) ALl
/-

v = ®
CvVD (AAB)z/])  ((AAB)x/])

. (AN B)[z/]) ’
(A°E) (Al/])

onde em = temos n aplicagoes das regras (VE), (3E) ou (V*E).

Entao, a derivacao m pode ser transformada em:

r.[c]
X
L
(Abs) o=~
z(ANA B)
V@A B/ A D
v (AnB)fx/]) (An B)fx/])
(A*E) (A*E)
) EYD (AL/]) (Alz/])

(Ale/]) Z
Entao, por hipétese de indugao a derivacao p pode ser transformada em uma
derivagao 7’ tal que para uma aplicagao («) da regra (VE) que tem como
premissa, a conclusao de uma aplicagao da regra de absurdo intuicionista (Abs),
(o) é adltima inferéncia de 7’ ou («) precede apenas aplicagoes das regras (VE),

(3F) ou (V*E).

e Uma aplicagdo da regra (V*E) precede a aplicacao da regra (A*E).
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T [(C))
h
(Abs) Vx(jl_/\ B)
VO ar B/ ALY
NG = o
___(cvD) (ANB)z/])  ((AAB)[z/]) .
(V'E) (AAB)/))

m=(NE) (/)

onde em = temos n aplicagoes das regras (VE), (IE) ou (V*E).

Entao, a derivacao m pode ser transformada em:

L))
b
(4bs) Vm(jl_/\ B)
VA n B/ ] S
v (AABa/d) .. (AAB)/])
e e v 17 A ¥ (7
(Ala/ )

Entao, por hipétese de indugao a derivacao p pode ser transformada em uma
derivagao 7’ tal que para uma aplicagao («) da regra (VE) que tem como
premissa, a conclusao de uma aplicagao da regra de absurdo intuicionista (Abs),
(cv) é atltima inferéncia de 7’ ou («v) precede apenas aplicagdes das regras (VE),
(3E) ou (V*E).

e Uma aplicagao da regra (IE) precede a aplicagao da regra (A*E).
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L, [Cla/a]]’
by
i

Abs) G A B)
v (AN B)z/d)

Ele (AN B/ ])
e (AAB)/])
A/}

onde em E temos n aplicagoes das regras (VE), (3E) ou (V*E).

(VE)

1

Entao, a derivacao m pode ser transformada em:

L [Cla/all
%

(Abs) 5 A n B

(AR B/ )

v oo (AA B)z/J)
e ME) (Al/])

(Afz/ )

Entao, por hipétese de indugao a derivacao p pode ser transformada em uma

(VE)

p=(3E)

derivagao 7’ tal que para uma aplicagao («) da regra (VE) que tem como
premissa, a conclusao de uma aplicagao da regra de absurdo intuicionista (Abs),

(cv) é atltima inferéncia de 7’ ou («v) precede apenas aplicagdes das regras (VE),
(3E) ou (V*E).
(vi) (R) é uma aplicagao de (V*E).

Por inducao sobre o nimero de ocorréncias de aplicagoes das regras (VE), (IE) e

(V*E) entre as aplicagoes das regras (VE) e (V*E).



194

Passo base: Nenhuma aplicacao de (VE), (3F) ou (V*E) entre as aplicagoes das
regras (VE) e (V'E).

¥
1
vE) (Abs)m I, [é;?)] A7£1<;f>]
((AV B)[z/]) M M

Logo, m = (V*E) i

Se M = (C'), entao a derivagao 7 pode ser transformada em:

2}

onde z nao ocorre em C.

Note que, (C[/2][z/]) = (C)
Se M nao é uma férmula marcada, entao a derivacao m pode ser transformada em:

o
al

"= (Ab

"= (Abs)—

Hipdtese de indugdo: o resultado é vélido para n aplicagoes de (VE), (IE) ou

(V*E) entre as aplicagoes das regras (VE) e (V*E).

Seja m uma derivacao tal que existem n+1 aplicagoes de (VE), (3E) ou (V*E) entre
as aplicagoes das regras (VE) e (V*E).

Temos os seguintes casos:

e Uma aplicacao da regra (VE) precede a aplicagdo da regra (V*E).
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'y, [C]
»
(Abs) Vx(jl_v B)
. YOGV B B, [0
cvD (AVB)z/]) (AVB)e/])  T2.lAY A [(BY
(VE) AV B/ ) Lo b
™= (V*E) 22 44 j

M

onde em = temos n aplicagoes das regras (VE), (IE) ou (V*E).

Entao, a derivacao m pode ser transformada em:

T, [C)’
by
VE) (Abs) G oAy By
(AVB)l/ ) 1y ) Ag (B
_ (AVB)e/)) o It
g CVD (V*E) M N i
p=(VE) i i
Aa [D]Z F27 [<A>]] A27 [<B>]]
W) vy Uy
onde I} = (V*E) (AN B)le/) MM = J

Entao, por hipétese de indugao a derivacao p pode ser transformada em uma
derivagao 7’ tal que para uma aplicagao («) da regra (VE) que tem como
premissa, a conclusao de uma aplicagao da regra de absurdo intuicionista (Abs),

(cv) é atltima inferéncia de 7’ ou («v) precede apenas aplicagdes das regras (VE),

(3F) ou (V*E).

e Uma aplicagao da regra (V*E) precede a aplicacao da regra (V*E).

Fl?[(oﬂi
>

(Abs) —

Vz(AV B)
. VO @ BED Ao
oy (CVD) (AVB)z/))  (AVB)e/]) () A2 (B
(V*E) (AN B) /) oo v
= (V*E) 24 M j

M
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onde em = temos n aplicagoes das regras (VE), (3E) ou (V*E).

Entao, a derivacao m pode ser transformada em:

L [(C))
b))
vE) (Abs) G oA By
<(AVE)[$/—]> Do, [(A Ay, (B))
- Uy v,
N ) ((AV B)[z/]) M M '
— (V*E (CVD) (V°E) M T
p=(VE) i ¢
A (D)) Lo, [(A)) A9, [(B)Y
d vy v,
onde IT; = (V*E) (AN B)la/) MM = J

Entao, por hipdtese de inducao a derivacao p pode ser transformada em uma
derivagao 7’ tal que para uma aplicagdo («) da regra (VE) que tem como
premissa, a conclusao de uma aplicagao da regra de absurdo intuicionista (Abs),
(o) é adltima inferéncia de 7’ ou («) precede apenas aplicagoes das regras (VE),

(3E) ou (V*E).

Uma aplicagao da regra (IF) precede a aplicagao da regra (V*E).

Iy, [Cla/alf
by
(4bs) v:c(j vV B)
Y
32C (AV ]})WD - Do, [{(AF A, [(B))
GE) AV B/ ) oY I
r = (V'E) 7 A =

onde em = temos n aplicacoes das regras (VE), (3E) ou (V*E).

Entao, a derivacao m pode ser transformada em:
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r.[C)
by
VE) Abs) G oAy By
(AVBI/D ) As[(B)Y
v (AVB)/)) o It
v T =
= (3E) = i
p= i

Entao, por hipétese de indugao a derivacao p pode ser transformada em uma
derivagao 7’ tal que para uma aplicagao («) da regra (VE) que tem como
premissa, a conclusao de uma aplicagao da regra de absurdo intuicionista (Abs),

(cv) é atltima inferéncia de 7’ ou («v) precede apenas aplicagdes das regras (VE),
(3F) ou (V*E).
(vii) (R) é uma aplicagao de (—*FE).

Por indugao sobre o nimero de ocorréncias de aplicacoes das regras (VE), (IE) e

(V*E) entre as aplicagbes das regras (VE) e (—*E).

Passo base: Nenhuma aplicacao de (VE), (IE) ou (V*E) entre as aplicagoes das
regras (VE) e (—*E).

by
1
(Abs) -
(VE) VzA : 9
Logo, m = (=*FE) <A[x/J_]> (—4)

Entao, a derivacao m pode ser transformada em:

>
1

Hipdtese de indugdo: o resultado é vélido para n aplicagoes de (VE), (IE) ou
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(V*E) entre as aplicagoes das regras (VE) e (—*E).

Seja m uma derivacao tal que existem n+ 1 aplicagoes de (VE), (3E) ou (V*E) entre

as aplicagoes das regras (VE) e (=*F).
Temos os seguintes casos:

e Uma aplicagao da regra (VE) precede a aplicacao da regra (—*FE).

L, [C)
>
1
(Abs) VoA
(VE) (Alz/]) A, [D]
v = i)
CVD (Alz/]) (Alz/]) A
™= (~"E) s (Afz/]) LY

onde em E temos n aplicagoes das regras (VE), (3F) ou (V*E).

Entao, a derivacao m pode ser transformada em:

T, [C]
>
L
(Abs)
VzA
V) —aw/]) AL D)
= ¥ ) >
1\ . (Alz/]) (—4) e (Alz/]) (—4)
CvVvD (="E) 1 (=" E) 1 .
p=(VE) T i

Entao, por hipétese de indugao a derivacao p pode ser transformada em uma
derivagao 7’ tal que para uma aplicagao (a) da regra (VE) que tem como
premissa, a conclusao de uma aplicagao da regra de absurdo intuicionista (Abs),
(cv) é ailtima inferéncia de 7’ ou («) precede apenas aplicagdes das regras (VE),

(3E) ou (V*E).
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e Uma aplicagao da regra (V*E) precede a aplicacao da regra (—*E).

L, [(C))
b))
1
Abs
(VE) ( ) VzA ;
(Alz/]) A, [(D)]
\\J = P
cvD Alx/_ Alx/_ !
AL N S BT
= (=*E) x/_
1
onde em = temos n aplicacoes das regras (VE), (3E) ou (V*E).
Entao, a derivacao m pode ser transformada em:
L, [(C))F
n
N 7Y
V4R / A (D))
. Ch Ay G
14 . (Alz/]) B . /- -
«cvpy B T (~"B) T ,
p=(V'E) T i

Entao, por hipétese de indugao a derivacao p pode ser transformada em uma
derivagao 7’ tal que para uma aplicagao («) da regra (VE) que tem como
premissa, a conclusao de uma aplicagao da regra de absurdo intuicionista (Abs),
(cv) é atltima inferéncia de 7’ ou («r) precede apenas aplicagdes das regras (VE),

(3E) ou (V*E).
e Uma aplicagdo da regra (IF) precede a aplicagao da regra (—=*F).

L [Cle/all
»
L

Vz A
A/ )

3C (Ale/ ) 7,

B (A7) (-4)

(Abs)
(VE)
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onde em = temos n aplicagoes das regras (VE), (3E) ou (V*E).

Entao, a derivacao m pode ser transformada em:

L, [Cla/a]]’
D)
i

VzA
A/ )

v o (Alr/]) (~A)
JxC (ﬁ E) 1 .
p=(3E) T i

(Abs)
(VE)

Entao, por hipétese de indugao a derivacao p pode ser transformada em uma
derivagao 7’ tal que para uma aplicagao (a) da regra (VE) que tem como
premissa, a conclusao de uma aplicagao da regra de absurdo intuicionista (Abs),

(cv) é altima inferéncia de 7’ ou («) precede apenas aplicagoes das regras (VE),

(3E) ou (V*E).

A.3.4 Resultados da secao 6.3

Lema6.3.1: Seja I' um conjunto de férmulas e seja A uma férmula em LY. Entdo,

I'Fernm)A se, e somente se, ['Fop )« A

Prova:

(=) )Para demostrarmos que, se ')A, entao I'-¢ )+ A, basta mostramos que existe

uma derivagao da regra ({) em C'L(B)*.

L, [A] A, [B]'
21 22
B (Alz/]) A

Temos a regra ({)
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x & free(T'UA)

Entao em C'L(B)* temos a seguinte derivacao de ({).

A, [B] I, [AJ*
22 Z1
A AP B B
(-E) ()
(ﬁ)f” = LAy D e k
Ble/] !

Como = ¢ free(I' UA), entao a regra ({)* na derivagdo acima pode ser aplicada.

(<) Para demostrarmos que, se I'c 15y« A, entdo I'op ) A, basta mostramos que existe

uma derivagao da regra ({)* em C'L(B).

L, [ﬁA]Z A, [ﬁB]i
> 2o
-B (Alz/]) -A

Temos a regra ({)*

(Blz/])
x ¢ free(T'UA)

Entao em C'L(B) temos a seguinte derivacao de ({)*.

A, [-B] T, [-A]*
22 Z]1
—A [A)7 -B [B)Y
(—|E) (_'E)
N (RaA) = L oAy (o) 1 L k
(Blx/] /

Como z ¢ free(I' U A), entao a regra ({) na deriva¢do acima pode ser aplicada.

Teorema 6.3.1:Seja m uma derivacdo de A a partir de I' em C'L(2)*. Entao, 7 pode ser
transformado em uma derivagao 7’ de A a partir de I' em C'L(Q2)* tal que 7’ contém no

maximo uma aplicacdo («) de regra de absurdo cléssico e, caso esta aplicagao ocorra, («)
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¢ a ultima inferéncia de 7’ ou («) precede uma aplicagao da regra (VE) que é a tltima
inferéncia de 7’.
Prova:

Prova por indugao sobre o comprimento de 7.
Passo base: [(7) =1

Se [(m) = 1, entao 7 nao tém aplicagao de (RaA).
Logo, ' = m.

Hipdtese de inducao: O teorema ¢ satisfeito para toda derivacao m de comprimento

menor ou igual a k.

Seja m uma derivacao de comprimento k + 1.

)OS YRS y
A A A

= 2 entdo 1(3;) <k, parai=1,2ou 3.

Sel(m)=k+1lem=

Entao, por hipdtese de indugao podemos tranformar X, ¥ e 33 nas derivagoes X,
¥, e i, respectivamente, tais que se existem aplicagoes (o) da regra (RaA) em cada uma
delas, («) é a tnica aplicagao da regra de absurdo classico e () é a ultima inferéncia ou

(av) precede uma aplicacao da regra (VE) que é a ultima inferéncia de 7'.

Se nenhuma Y, i < 3, termina com uma aplicagdo de (RaA) ou a aplicagdo de (RaA)

precede uma aplicac¢do da regra (VE) que é a dltima inferéncia, entao

5% %
A Ay Ag
(R)——2

¢ a derivagao desejada.

Caso contrario temos os seguintes casos:

(i) (R) é uma aplicagao de (VI).



m=(VI)

(—E)

(=1)

L, [~VzA]

i
(RaA) -
(VE)
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VzA

(Alz/ 1)

VyAlz/][-/y]
4

[VzA]
VE) A/
VAl Jy]

(V1)

[~VyA)

L

L,

-VzA
X
1

' = (RaA)

(ii) (R) é uma aplicacao de (J)

VyA

e Apenas em Y, (RaA) precede uma aplicagao da regra (VE) que é a dltima

inferéncia.
P, [-VzA]
X
T, [-A} - . A [-B)
) [_' ] (RGA)WZ ) [_'B]
¥ (VE) (Al /T; 25
Sy —_ 7 R
" (Bly/J) /
|3
F,[—\/A]j op [VaA) A,[ﬂ/B]j
“ % Y% %
J
- (VI) <ng[:;3/7]> [-VzB]*
2, =D —~Vac,J4_ F
=
(RaA) i

e Apenas em ¥} (RaA) é a ultima inferéncia.
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I, [~AY, [~(~B))
i

A, [-B)
J_ Z/ )
A . 2 E/
(RaA) e i (Alz/]) _;1
m=M Bl J
I
U Lplk
(8]
r, pap, Ok
! / Av[_‘B]j
1 » )
D B RVTEA) %
™= B/ J

Apenas em X (RaA) é a ultima inferéncia.
A, [2BY, [~(=A)]

, pI/
F? [ﬁA]j 2/2 J_S
pIV )
L (Al/]) ~A Z
=) j
! (Ble/])
|3
U LAk
(pyAL_EA
Av [_‘B}jv (_\I)/ _‘(_‘A) F
DAYy T
o aEy D Y l

(Blz/)

Em ¥} (RaA) é a tltima inferéncia e em X, (RaA) precede uma aplicacao da
regra (VE) que é a ultima inferéncia.

_ ' @, [~VazA]
I (AP, B o4
Ej | (RaA)#l A, [~B)
NV a] B
=0 Bla/ D 7
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(ﬁE)H1 [1VJ:B]1
p, (7D “VzA k
5
N i
(RaA) 2B i
(Blz/)
onde
(~E) (B! l[ﬂfﬂ’“
L, Ay, (ﬁl), -(=B) y
1) Iy vzl A DBP
@ -B (Alz/]) A
J
m - w1 EI7R)

e Em ¥} (RaA) ¢ a tltima inferéncia e em X, (RaA) precede uma aplica¢ao da
regra (VE) que ¢ a dltima inferéncia.

<I)7 [_‘VyA]l
5 A, [-B), [~(—A)]
E/
T, [~A) (RaA)Vil f
/ yA i
%o VTR A
m=® B/ y
Y
(—\E)Hl [1%3]1
(=0) D, VA k
b 2/2
(RaA) = i
o = VzB
vVE) (Ble/ )
onde
U oAk
A
A j (ﬁI)
) [_‘B]J’ _\(_\A)
T, [_‘/A]j [va}k (ﬁ]) J_S l
b CETT -4 |
J
- (vn (Bw/1)

VzB

o Em ¥} e X (RaA) ¢é a tltima inferéncia.

I, [~AY, [~(-B)]f A, [-BJ, [~(=A)]F
= DA
L i LA !
~B (Alz/) B

Ble/ D) J
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4
E/
o e T
(Blz/])
onde
I Lpk
WL
r, [oap, D ~(—B) k
)
H1:(—\I) _‘J_B l
UooaAlk
() AL_A
A, ey, D4 *
D
I, = (=) jA !

Em >, ¥4 (RaA) é a tltima inferéncia e em X, (RaA) precede uma aplicac¢ao
da regra (VE) que é a tltima inferéncia.

<I)7 [_‘VyA]l
L, [-A), [~(-B)]* oy A, [=B), [=(=A)]F
Z (RaA)———— 55
L i (VE) vy = k
NP ~B (Al/]) ~A ;
(Blz/)
4
[VzAlF
PSR A
(—E) VaB
(=I) L k
P, -VzA
DX
) vE(RaA) Vxé; 3
T =8 B/ )
onde
(Bt
r, [-ap, D ~(-B) k
DY
my = (=1 L !
1= (=I) 5
(=E) (A" [-ATF
1
A, [ap, 0D (=A) k
Xy
1
II> = (1) l
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(iii) (R) é uma aplicacao de (A*I) ou (V*I).
e Em ¥} (RaA) precede uma aplicagao de (VE) que é a tltima regra aplicada.

L, [=Vz A
X
(Alz/]) (B)
(A® B)

(VE)

= (®"1)

[V:L‘A] P
< [z/]) (B)
(A® B))
Vy(A® B)

e Em ¥/, (RaA) precede uma aplicacao de (VE) que é a tltima regra aplicada.

(®*1)
I, = (VI)

Demonstrado de maneira andloga.

e Em ¥/ e ¥ (RaA) precede a aplicagdo de (VE) que ¢ a ultima inferéncia em

T
I, [-VzA] A, [=VyBY
) 2
1 , 1 .
vE) (RaA)—va 1 —VyB J
— (®*I) <A[x/*]> <B[y/*]> (com ® e {/\’\/})

(A® B)
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4
) s B
1) - i
I, =VzA
D]
1
(—1) A VyB J
X
, (Rad) Vz(A ; B)
™ =(VE) (A B)
onde ' 4
[VzA]"  [VyB)
ory AR B/
1 (v (A ® B)
V(A ® B)
(iv) (R) é uma aplicacao de (AI).
e Em ¥} (RaA) é a dltima inferéncia.
L, [_'A]Z
i
(RaA) j P
m=(NI) N:
4
2
A B
(-E) (A (AN B) [—(AA B)J
T, (_‘[) —|AJ_ ?
D]
1

7' = (RaA)
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e Em ¥ (RaA) é a ultima inferéncia.

Demonstrado de maneira analoga.
e Em ¥/ e ¥ (RaA) ¢é a ultima inferéncia.
L, [-A] A, [-B)
¥ ¥

RaA
T = (/\I)( ) A

ANB

' = (RaA) N k

(v) (R) é uma aplicacao de (A*E).

T, [~Va(A A B)
s
1
Vz(A N B)
e (A7 B/}
m=E) (Ale/)
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[Va(AA B
ey AN B/ ]
AL/ ] |
VA (~Vz A}
1 .
r, 00 “Vi(ANB) '
za
1

Vz A
(Alz/])

(RaA)

n' = (VE)

(vi) (R) é uma aplicagao de (AFE).

L, [-(AAB)]

m=(AE)

(vii) (R) é uma aplicagao de (V*E).

e Apenas em Y] (RaA) precede a aplicagao de (VE) que ¢é a tultima inferéncia.
T, [~Vz(AV B)]

o
1
(Rad)— i ALAR/DP Aa[(Bl/ )
z(AV B) / ’
VB @V B/ Fi o
7= (V*E)
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— (' nao é uma formula marcada

1L
ik
(=1) vi
L, -Vz(AV B)
M}
1
' = (RaA) c l
onde
Va(av ) AulAR/DY Ao [(Ble/ DY
(VE) DX 25

(AVB/)) ¢ i

I, = (V*E) 8
— (' é uma formula marcada
[Va(av B A1 KA/ DY Ao, [(Blz/ )Y
VGV B/ & &
(V*E) o
oy T [-Vyol!
r, D V(A jB)
D
(RaA) = l
» = (VE) VyC

()

e Apenas em Y (RaA) é a tltima inferéncia.

Ay, [(A)), [-CY

& Ao, [(B)]
> (RaA) - j DS
() AV D) c
C
4
Ay, [(B)]'
- Ay, [<A§>;]/ ,[=C] B C ~C)
1 2 - 1
wep) AV D) L Z,
7' = (RaA) G = J

e Apenas em X} (RaA) é a ultima inferéncia.
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O caso

23
AQ; [<A>]Z 1
21 22 (RCLA) C j
(VE) (AV B) C _
c 7
é demonstrado como no caso anterior.
e Em ¥} e 3} (RaA) é a ultima inferéncia.
Ay, [(A)], [-C Ay, [(B)], [-CT!
X DA
1 1
2 (RaA) c j (RaA) c [
_ (vE) (AV B)
T = 8 7
U’ . B . .
A (A [RCP A, [(B)], [-CF
M} X5 DA
AV B 1 1
7' = (RaA) . = j

e Em X (RaA) precede a aplicacao de (VE) que é a ultima inferéncia e em X,
(RaA) é a tltima inferéncia.
T, [ﬁvI(fa :5

= An LARLDI 2OV
(Rad) ——————j 2 Ag, [(Blz/ )]
vE) (A \/VB<)?L'\//7]]?) (frad) : 5 ran) sy
= (V*E) © %
c
4
Va(Av BN AL AR/ DI =0
(VE)—————— =] I,
((Av B)[=/) Iy
(V*E) n i
r, D ~Vaz(AV B) /
=
7w/ = (RaA) é k
onde
Az, [<B[I/f]>]i
P [~o*

I, = (-E)

€L
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e Em ¥ (RaA) precede a aplicagao de (VE) que é a tltima inferéncia e em >
(RaA) é a dltima inferéncia.
Demonstrado de maneira analoga.

e Em ¥} (RaA) precede a aplicagao de (VE) que é a tltima inferéncia e em I,

e X5 (RaA) é a ultima inferéncia.
I, [~Vz(A vV B)
E/

i Ay, [(Alz/ ), [~C) Az, [(Blz/ )], [~CT
- >4 pol
(VE) e (RaA) Iy j (RaA) I .
. (AV B)[z/]) c c _
= (V*'E) e i
4
op VEA v B Aq, [(A)]F [-CTF Az, [(B)]), [~C)*
VAV B/ T e
(V*E) N i
r D ~Vz(AV B) J
b
/= (RaA ll k
7' = (RaA) e

e Apenas em Y} (RaA) precede a aplicagao de (VE) que é a tltima inferéncia.

Ay, (A, [=VaD)

¥
J_ (A
(RaA) i D9, [(B)]
1 o 23
{(Av B) (Dlz/])
(Dlz/])
|3
Aa, [(B)]
x
s/ Ay, (A, [-VaD) (V[)% [~VaD)
(A le> DX (mE) = T
(V*E) = i
"= (VE (o) Va:DJ_ J
T e (Dle/ )

e Apenas em X} (RaA) precede a aplicagao de (VE) que é a tultima inferéncia.
Demonstrado de moaneira anéloga.

e Em ¥} e 3} (RaA) precede a aplicacao de (VE) que ¢ a dltima inferéncia.



A1, [(A)]F, [~VzD) A1, [(B)), [-VaD}
b4 oy
(RaA) - J (Rad) = J
P (VE) ey (VE) BRI
™= (V*E) (AvE) ¢
(Dlz/)
4
s Ay, [(A)F [-VaD) A1, [(B)), [-Va D)
1 s/ >
(AV B) I 2
(V*E) - i
'~ (VE (Rad) VxD 7
= (VE) (Dle/)
e Em ¥} e X (RaA) precede a aplicagao de (VE) que é a tultima inferéncia.
T, [~Vz(AV B) Aq, (A, [-VaD)
D =5
(RaA) - j (RaA) - i A [(B))
Vz(AV B) @ VzD Y
. (VE) (AV B)[e/]) VE) (Dlz/]) <D[E£’/,]>
m=E) (Dle/J)
4
weavpy AL VD)
VAV B/ ) - h
(V*E) -
r, D “V2(AV B)
o
I
op (RaA) viD k
™= (VE) (Dle/-)
onde
Ag, [(B)]?
4
(w)% [~VaD]*
I, = (-E) z T

e Em ¥} e 3} (RaA) precede a aplicagao de (VE) que ¢é a ultima inferéncia.
Demonstrado de modo analogo.

214

e Em X, ¥} e X3 (RaA) precede a aplicacao de (VE) que é a tltima inferéncia.

T, [=Va(A v B Ay, (A [=VeD) AL (B, [-VaD)d
i = %
(ReA)—————————j  (RaA) = i (RaA) = J
(VE) Vz(AV B) VD VD
x = (V'E) ((AV B)[z/-]) (D[z/-]) (D[z/-]) .
(D[z/-])
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Iy
(V¥E)—i
p (D——2—;
) -Vaz(AV B)
DY
(RaA) L k
= (VE) VzD
(Dlz/])
onde
1y = (v [THAY B ALKANL VD A (B YD)t
' (AV B)z/]) 2 I

(viii) (R) é uma aplicagao de (VE).

e Apenas em X} (RaA) é a ultima inferéncia.
L, [~(AvV B

pI . .
J_l [A/]z [B/]z
J 2 23
- AV B c c
= C
U

— (' nao é uma formula marcada.
1

r H)ﬂ(A Vv B)j

M)
"= (RaA) L k
7 = (Ra C
onde
Al [Bf
¥ P
(VE) [Av BJ C C
C "o
H1 = (_|E) J_

— (C é uma férmula marcada.
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IT
(~E)
D=7
L, -(AV B)
2
L
(RaA) J
T = (VE) VaC
(Clz/)
onde
AF (B
, p) Y
AV B) 2 2
AVER o) o
(VE) ©)
e Apenas em X, (RaA) é a ultima inferéncia.
[A]', [-CY
P .
S I i
ii N
m=(VE) 8 i
4
[B]'
. p)
(AJ, [-C 5o
> S .
[AV B) 1
/
= (RaA
' = (RaA) 8
e Apenas em X} (RaA) é a ultima inferéncia.
caso analogo ao anterior.
e Em ¥/ e ¥, (RaA) é a ultima inferéncia.
L, [~(Av B)} AL, [-CT*
¥ X! ,
Iy I |B)
(RaA) YVE; (RaA) o k %?
T = (VE) 8 i
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5]
(AT, [CTF % op
5 (~E)———
[AV B)/ Iy 1
(VE)
o (=D -
s ﬁ(A \% B)
i
' = (RaA) é k
e Em ¥} e 3} (RaA) é a ultima inferéncia.
analogo ao anterior.
e Em ¥}, e 3} (RaA) é a ultima inferéncia.
[A], [-CT* [B)', [-C}
5 b
1L 1
)3 (RaA) C k (RaA) C J
— (VE) AV B
" C
4
[A]', [=CF - [B], [-CF
D] D} D
AV B 1 1
(VE) T i
"= (RaA
' = (RaA) 8 j
e Em ¥}, 3 e ¥} (RaA) é a ultima inferéncia.
I, [=(AV B))J [A), [-C) (B, [-C1*
Dl Zh D
RaA) - (RaA) l (RaA);k
= (VE) ( AV B C C
C
4
[A), [-C)! (B), [-CT'
[AV BJ Zf Zf,
(VE) T J
oF) I (A B)] Z
Dl
' = (RaA) = l

e Apenas em X, (RaA) precede uma aplicagao de (VE) que € a iltima inferéncia.
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(A}, [=VzC)
X
| .
(RaA) j Bl
S, (VE) Yzl %
m = <C> 1
U
[B]'
33
_ , ()
- (A, [gyxcv ) VD <.6  [-vec)
AVB Iy 1 ,
(VE) T i
(Rad) VaC J

w’ = (VE)

(@)
e Apenas em X} (RaA) precede uma aplicagao de (VE) que € a dltima inferéncia.

Demonstrado de maneira analoga.

e Em ¥} e ¥} (RaA) precede uma aplicacao de (VE) que é a tdltima inferéncia.

[A], [-VzC) (B, [-VzC]!
X oy
iR iR
o op (RaA) V20 op (RaA) V20 l
B R = (vE) .
™= (V) e i
{
[A], [-VaC] [B)Y, [-VzC)
b P P
AV B I I .
(RaA) (V) T i
a J
o = VzC
(VE) e

e Em Y (RaA) precede uma aplicagdo de (VE) que ¢é a tltima inferéncia e em
¥ (RaA) ¢ a dltima inferéncia.
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. [A]j> [_'V'IC]I
L [=(Av B) A
¥ 1 .
! (VE) VaC : [B/]J
(RaA) VB (VE) ) <ZC§>
m=(VE) )
4
11
E)—L
P
) -(AV B)
¥
L
- (RaA) Tl [
' = (VE) )
onde
[B)
2
| (C)
AR D5 e
= javey % 08 I

e Em ¥} (RaA) precede uma aplicagdo de (VE) que ¢é a ultima inferéncia e em
¥} (RaA) é a dltima inferéncia.
demonstrado de modo andlogo.

e Em ¥} e ¥} (RaA) precede uma aplicagdo de (VE) que é a ultima inferéncia
e em Y] (RaA) é a dltima inferéncia.

(A, [-VzC]! [BY, [~VzC]™
I, [-(AV B))? >4 DI
1 (R A)—l l (R A)—L
L “ VzC “ VaC m
o (RaA) B (VE) ©) (VE) © )
()
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AP, [-VaC)t [BY, [-VaC)
AV B)) = 5
(VE) n J
r, 70 ~(AV B)
2
o (RaA) ViC l
n' = (VE) ©

(ix) (R) é uma aplicagao de (—*FE).

e Apenas em X} (RaA) precede a aplicagao de (VE) que é a ultima inferéncia.

e Apenas em Y} (RaA) precede a aplicagao de (VE) que é a tltima inferéncia.
L, [-Va—A]
P
L
Vaz-A

((=A[z/ 1))
4L

(A) (VE)

O caso ™ = (—*F) é demonstrado como no

caso anterior.

e Em ¥} e X (RaA) precede a aplicagao de (VE) que ¢é a ultima inferéncia.



221

I, [~VzA] A, [-Vz—-A)
5 A
1 1
(RaA) T i (RaA) VoA J
I 7] MR G (=) F7)
L
U
[VaA]" [Va—A)
R A R (Y A
I .
r, D “VzA !
= ¥
1 .
A, =0) -Vz—-A J
b
L
(x) (R) é uma aplicacao de (L*E).
L, [-VzLl]
)
L
RaA
7 = (L°E) L)
1
\
(VL]
(VE)
7= r (—1) oLl i
by
1

(xi) A conclusao de (RaA) é VaT e (RaA) precede uma aplicagao de (VE).



L, [-VzT]
by
L
(RaA)
_ VaT
7= (VE) ™ L
Y
7w = (T*I)m
(xii) (R) é uma aplicagao de (VI).
e Em ¥ (RaA) é a ultima inferéncia.
L, [-A]f
Zh
(RaA) i i
T =(VI) VB
4
A
(-E) (V1) (AvB) —(AVDB)
L
r (1) )
7 = (RaA) —

(xiii) (R) é uma aplicacdo de (IE).

e Apenas em Y] (RaA) é a ultima regra de inferéncia.

T, [~JzA)
¥ ,
Ay
(Rad)————J 5
B :
m = (3F) 5 i

222
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— B nao é uma formula marcada.

11
N
)
1
7' = (RaA) 5 k
onde
[Alx/a]]’
| 2
1. — (A [Tz AJ? B ,
1= ( ) B ¢ [—|B]k
— B é uma férmula marcada.
[Alz/a]]*
. 5
oy A B
(B)
oy Vb [-VaB]*
e D — j
D
°
(RaA) V2D k

w' = (VE)

(B)

e Apenas em X, (RaA) é a ultima regra de inferéncia.

[Afz/a]]’, [-BY
Py
! 1
ERYRRCILD) B

7= (3F) 5 i

7' = (RaA)
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e Em ¥} e X)) (RaA) é a ultima regra de inferéncia.

L, [-3zAp [Alz/a])", [-B]*
)3 DI
1 1
(RaA) T]’ (RaA) 5 ko
7= (3E) B U
4
Alafall B
aE) [Fx A)Y . 1 P
r, ) ~ArA g
D]
7' = (RaA) ; k

e Apenas em X, (RaA) precede uma aplicagao de (VE) que € a dltima inferéncia.

[Alz/a]]', -V B

2
hV (RQA) - ]
. 14 (VE) VB
7= (3E)— (B) i
(B)
U
. [Al/d], [=VaB)
E1 !
dx A zjf
(3E) i
(RaA) L j

' = (VE)
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e Em ¥} (RaA) é a dltima inferéncia e em ¥, (RaA) precede uma aplicacao de

(VE) que é a ultima inferéncia.

[Alz/a]]', [=VaB]*

I, [—E|Z'A]j 2/2
= (RaA) - !
(Rad)——=——J (VE) (BV>$B
7= (3F) B) i
4
[Alz/a]]', [-VaB]*
| %)
3E) [FxA) . 1 P
r, 0 ~FzA /
]
(RaA) - k
7 = (VE) < BV>~”UB
(xiv) (R) é uma aplicagao de (— I).
L, [A]Zﬂ [_'B]]
i
L
(RaA) j
7= (—1) T g i
U
(Abs)lél
CUETE - B
(-E) -
(RaA)
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onde
[BY
) [A=B By
I, = i (- L ;
i
L
(xv) (R) é uma aplicagao de (— E).
e Apenas em ] (RaA) é a ultima inferéncia.
T, [-A]
i
1 PIA
p (RaA)T A B
= |—
T ) Iz
4
25
A A—B
(— E)
B [~BJ
L (—E) T
, (=1) —-A !
]
L
, :
' = (RaA) 5 J

e Apenas em XY (RaA) é a ultima inferéncia.

demonstrado de maneira analoga.
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e Em ¥} e X)) (RaA) é a ultima inferéncia.

I, [-A] A [-(A— B)J

)3 ¥
P 1 ,
7T:(—>E)(Ra) A A—B ’
B
4
[A]" [A— By
(~E) (— E) B [~B]*
T, (=) 0 i
7
1 .
A (D) —(A — B) J
25
' = (RaA) ; k
(xvi) (R) é uma aplicacdo de (RaA).
13, Cp
I
(RaA) i
(Fad) eR—
U
[L]'.
DL oy
5
1
(RaA) 8

(xvii) (R) é uma aplicagao de (Abs).
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A.3.5 Resultados da subsecao 6.3.1

Lema6.3.2: Seja m uma derivacao de A a partir de I' em C'L(B)*. Se 7 é uma derivagao

critica, ent@o existe uma derivacao 7’ de A a partir de I' em C'L(B)* tal que r(7’) < r(m).
Prova: Seja m uma derivagao de A a partir de I' em C'L(B)*.
Suponhamos que 7 é uma derivacao critica, tal que g(m) = d.

Seja R a ultima inferéncia de 7 e seja F' uma premissa de R que pertence ao segmento

maximal de grau d.

Logo, teremos os seguintes casos (além dos casos que nao envolvem a regra ({§) demon-

strados no lema 6.1.1):

e I ¢ a conclusdo de uma aplicagao da regra ({)*, R é ({))* ¢ F = (Blz/]):

[y, [-A] Ay, [-B)
2, I 2,
B e A |
Ly, [~ Bz /y])? (Blz/]) Ay, [CY
23 I 2y
-C (Blz/ylly/) ~Blz/y]

Cly/) J
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{ (redugao (0); (1) = (1)

Ty, [~Afz /2] Ay, [=Cly/2]]*

¥ [z/2] Yaly/2]
Iy, —Blz/z] - Ay, = Blz/z]

Saytr) Safo/

R V(7 | A Y
o= () — W e

Note que esta reducao pode criar um novo segmento maximal envolvendo a férmula
nao-marcada —B[z/z] e gr(—Blz/z]) > gr((Blz/])).

Se o segmento S de comprimento n > 1 da derivacao p que contém a férmula
—B[x/z] é um segmento maximal, entdo eliminas o segmento maximal S aplicando

n — 1 redugoes permutativas e a seguinte reducao (—/); (=FE) = id:

A, [B]
Zo
E L r
= (=) i _
B ﬁB 1
-F = A B
( ) J_ Y

Obtendo assim a seguinte derivacao:
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Ty, [~Alz /2] Do, [-Cly/2])*
Sy [x/2] Yaly/]
FQ,_L H Al,J_
Ysly/ 2] <A[7U|/]> Yolz/2]
Tl (Alz/z][z/]) Al
- Cly/7] Ale/2]

Como 7 é uma derivagao critica de grau d (g(7) = d), entao o grau das derivagoes

a seguir é menor que d.

- Ty, [A] Ay, [B) Ly, [Blx/y]}
p= <A[I/7]> p1 = % P2 = 21342 p3 = %

Ay, [CV
P4 = 24

Blz/y]

Como ¢g(p;) < d com i = 1,...,4, entdo o grau das derivagbes a seguir também é

menor que d.

Fl, [ﬁA[l‘/Z]]l Al,J_ FQ,J_
Py = Y[z /2] ph= Yolr/z] py= sly/?]
1 —Alz /2] —Cly/~]
Ay, [-Cly/ 2]}
Py = Yaly/ 2|
1

Logo, g(') < gr(Blz/ylly/z]) < d.
Portanto, r(7') < r(7).

Se o segmento S de comprimento n > 1 da derivacao p que contém a férmula

—B[x/z] ndo é um segmento maximal, entdo 7' = p e r(n’) < r(m).
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e F' ¢ a conclusao de uma aplicacdo da regra (VE), R é ()* e F = (C[z/.]):
F27 [A]Z AZ? [B]Z

) IT, >3 >y )
I, [=CF AVB  (Cl/)) (Cl/y =~ AvlPY
= (VB) Clw/J) P
@——> i <
(Dlx/J) g
I,
{ (redugao permutativa [V q)])
Iy, [ﬂC]j T, [A]i A1, [ﬂD]J’ T, [—C}j Asg, [B]i Ay, [—\D]j
3 33 o ¥ 4 o
I -D (Clz/]) -C . -D (Clz/) -C )
vy AVE ®) (Dle/]) 7D (D[z/]) .
(D[z/])
11

Temos que na derivacdo m o segmento maximal S que contém (Clz/_]) é uma
sequéncia Ay, ..., A, de ocorréncias de férmulas em 7 tal que n > 2 e A; = (Clz/]),

1=1,..,n.
Logo, como 7 é uma derivagao critica, entao r(m) = (gr((Clz/-])),n).

Por outro lado, na derivagao 7’ o segmento maximal S que contém (C|z/_]) foi

decrescido de um elemento, ou seja, o segmento maximal contém n — 1 ocorréncias

da férmula (C[z/]).

Daf, r(n') = (gr((Clz/])),n = 1).
Portanto, (') < r(m).

e F ¢ a conclusao de uma aplicacdo da regra (3E), R ¢é ({})* e F = (B[z/]):

I, [4)
= (Bla/) =
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I (redugao permutativa [Jq)])

Ly, [~B) L, [A] Ay, [-C)

=, 5, =,
¥ -C (Blz/]) -B
@ j
 — (3E) JzA (Clz/]) ;

{Clz/])
Temos que na derivacdo m o segmento maximal S que contém (Blx/_]) é uma
sequéncia Ay, ..., A, de ocorréncias de férmulas em 7 tal que n > 2 e A; = (B[z/]),

1=1,..,n.
Logo, como 7 é uma derivagao critica, entao r(r) = (gr((B[z/_])),n).

Por outro lado, na derivagdo 7’ o segmento maximal S que contém (B[z/_]) foi
decrescido de um elemento, ou seja, o segmento maximal contém n — 1 ocorréncias

da férmula (B[x/_]).
Daf, r(n') = (gr((Blz/])),n = 1).

Portanto, (') < r(m).

u
Lema6.3.3: Seja m uma derivacao de A a partir de I' em C'L(B)*. Se em 7 nao temos
ocorréncias de segmentos maximais envolvendo aplicagoes das regras (RaA) e (Abs), entao
existe uma derivagao normal de A a partir de I' em C'L(B)*.
Prova:

Seja m uma derivagao de A a partir de I' em C'L(B)*.

Se m nao contém nenhuma ocorréncia de segmento maximal e nem aplicacao supérflua

de (VE) ou (IE), entao 7’ = .

Caso contrario, se m contém aplicagoes supérfluas de (VE) ou (3E), entao pelo lema
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6.0.1 ™ pode ser transformada em uma derivagao p sem ocorréncias de aplicagoes supérfluas

de (VE) e (3B).

Por outro lado, se m contém segmentos maximais envolvendo apenas aplicacoes das
regras ({})*, (VE) e (VI), entdao por indugao sobre r(p) = (g(p),n) mostraremos que
podemos obter uma derivagdo 7’ de A a partir de I' em CL(B)* sem ocorréncias de

segmentos maximais.

Passo base: r(p) = (0.5,1).

Logo,
Ty, [~A] Ay, =B
El 22
‘ (ﬁ) -B (Alz/]) —A ; ‘
s, [~Blz/y])’ (Blz/]) Ay, [-C)
23 | Xy

— @) -C (Blz/ylly/]) —Blz/y]
. Cly/ 1) J

onde Blz/y][y/-] é uma férmula atémica ou L.

Dai, eliminamos o segmento maximal (B[x/y|[y/_]) de p aplicando a redugao

(0); (@) = (@) e (—=I); (—E) = id se necessério, obtemos:

Ty, [~Afz /2] Ao, [-Cly/=])*
Sz /2] Yuly/z]
Iy, L Ay, L
Sayts) G Safo/2
ot AR
gy Cl/ i,

onde z é z se v = y e, se x # y, z é¢ uma variavel nova (z é uma variavel que nao
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ocorre em qualquer subderivagao acima de (Blz/_])).
Como 7(p) = (0.5,1), entdo em 3; com i € {1,2,3,4} ndo temos segmentos maximais.
Entao, em Xy [z/z], o[z /2], ¥3ly/z] e L4[y/z] também nao temos segmentos maximais.

Logo, 7' nao possui segmento maximal (r(7") = (0,0)) e nem aplicagoes supérfluas de

(VE) ou (IE).
Portanto, 7’ é uma deriva¢ao normal de A a partir de I' em C'L(B)*.
Hipétese de indugao: O teorema é vélido para toda p tal que r(p) < (d,n).
Seja p uma derivagdo de A a partir de I' em C'L(B)* tal que r(p) = (d, n).
Tomemos uma subderivacao critica D em p tal que g(D) = d.

Pelo lema 6.3.2 a subderivacao D poder ser transformada em uma subderivacao D’ tal

que r(D") < r(D).

e Suponhamos que n = 1.

Logo, S = A, S pertence a D e todos os outros segmentos maximais de p tém grau

menor que d.

Dai, a derivacdo p’ obtida a partir da substituicao de D por D’ em p tem rank

(d',n') com d' < d.

Assimr(p') = (d',n’) < r(m) = (d,n). Por hipdtese de indugao, existe uma derivagao

normal 7’ de A a partir de I' em C'L(B)*.

e Suponhamos que n > 1.
Logo, temos que o segmento maximal de D é a sequéncia Ay, ..., A,, com 1 < m < n.

Dai, a derivagao p’ obtida a partir da substituicdo de D por D’ em p tem rank (d, n’)
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com n' < n.

Assim r(p') = (d,n') < r(m) = (d,n). Por hipdtese de inducao, existe uma derivagao

normal 7’ de A a partir de I' em C'L(B)*.

Portanto, 7' é uma deriva¢ao normal de A a partir de I' em C'L(B)*.

A.3.6 Resultados da subsecao 6.3.2

Lema6.3.4: Seja m uma derivacao de A a partir de I' em C'L(2)*. Se 7 é uma derivagao
critica, ent@o existe uma derivagao 7’ de A a partir de I' em C'L(Q)* tal que r(7’) < r(m).
Prova:

Seja m uma derivacao de A a partir de I' em C'L(Q)*.
Suponhamos que 7 é uma derivagao critica, tal que g(7) = d.

Seja R a ultima inferéncia de 7 e seja F' uma premissa de R que pertence ao segmento

maximal de grau d.

Logo, teremos os seguintes casos (além dos casos demonstrados nos lemas 6.1.2 € 6.3.2):

e F é conclusao de uma aplicagao da regra (V*E), R é ({)* e F = (C[z/]):

] w;w [<g>]ﬂ
[-CY (FVE) (o)) (el D
Y3 (V*E) Y,
- (Clx/]) g

= (1) i
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[-CT [P ' D}’ -cl (&) [-D)
23 21 24 23 Z2 24
I ~D (Clz/]) —C . ~D (Clz/]) =C

(Dlx/ )
E/

Temos que na derivacdo m o segmento maximal S que contém (Clx/_]) é uma
sequéncia Ay, ..., A, de ocorréncias de féormulas em 7 tal que n > 2 e A; = (Clz/]),

1=1,..,n.
Logo, como 7 é uma derivagao critica, entao r(m) = (gr((Clz/])),n).

Por outro lado, na derivagao 7’ o segmento maximal S que contém (C|z/_]) foi
decrescido de um elemento, ou seja, o segmento maximal de grau d em 7’ tem n — 1

elementos.

Daf, r(n') = (gr((Clz/])),n = 1).
Portanto, (') < r(m).

Lema6.3.5: Seja m uma derivagdo de A a partir de I' em C'L(Q2)*. Se em 7 nao temos
ocorréncias de segmentos maximais envolvendo aplicagoes das regras (Abs) e (RaA), entao
existe uma derivagdo normal de A a partir de I' em C'L(Q2)*.

Prova:

Seja m uma derivagao de A a partir de I' em C'L(2)*.

Se 7 nao contém nenhuma ocorréncia de segmento maximal e nem aplicacao supérflua

de (VE) ou (IE) ou (V*E), entao 7’ = .

Caso contrério, se m contém aplicagoes supérfluas de (VE) ou (IE) ou (V*E), entao
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pelo lema 6.0.1 7 pode ser transformada em uma derivacao p sem ocorréncias de aplicagoes

supérfluas de (VE), (3E) e (V*E).

Por outro lado, se m contém segmentos maximais envolvendo apenas aplicacoes das

regras ({)*, (VE), (VI) e regras especificas, entao por indugao sobre r(p) = (g(p),n)

*

mostraremos que podemos obter uma derivacao 7’ de A a partir de I' em C'L(2)* sem

ocorréncias de segmentos maximais.

Passo base: r(p) = (0.5,1).

Mostrado de modo anélogo ao passo base do lema 6.3.3.

Hipétese de indugao: O teorema é vélido para toda p tal que r(p) < (d,n).

Seja p uma derivacao de A a partir de I' em C'L(Q)* tal que r(p) = (d,n).

Tomemos uma subderivacao critica D em p tal que g(D) = d.

Pelo lema 6.3.4 a subderivacao D poder ser transformada em uma subderivacao D’ tal
que r(D") < r(D).

e Suponhamos que n = 1.

Logo, S = A, S pertence a D e todos os outros segmentos maximais de p tém grau

menor que d.

Dai, a derivacao p’ obtida a partir da substituicao de D por D’ em p tem rank
P

(d',n') com d' < d.

Assimr(p’) = (d',n') < r(7) = (d,n). Por hipétese de indugao, existe uma derivagao
P

normal 7’ de A a partir de I' em C'L(£2)*.
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e Suponhamos que n > 1.
Logo, temos que o segmento maximal de D é a sequéncia Ay, ..., A,, com 1 < m < n.

Dai, a derivagao p’ obtida a partir da substituigao de D por D’ em p tem rank (d, n’)

com n' < n.

Assim r(p') = (d,n’) < r(m) = (d,n). Por hipétese de indugao, existe uma derivagao

normal 7’ de A a partir de I' em C'L(2)*.

Portanto, 7’ é uma deriva¢ao normal de A a partir de I' em C'L(Q)*.

A.3.7 Resultados da subsecao 6.3.3

Lema6.3.6: Seja m uma derivacdo normal em ND(Q2). Entao, nenhuma aplicacido de
regra de introducao de N D* precede uma aplicacao de regra de eliminacao de ND* em

um caminho de 7.

Prova:

Seja m uma deriva¢do normal em N D(S2).

Suponhamos que existe uma aplicacao de regra de introducao de N D* que precede

uma aplicacao de regra de eliminagao de ND* em um caminho de 7.

Como 7 é uma derivagao normal, entao a conclusao da aplicacao da regra de introducao

de N D* nao pode ser premissa da aplicacao da regra de eliminacao de N D*.

Logo, existe pelo menos uma aplicacao de regra («) entre as aplicagoes das regras de

introducao e eliminacao de N D*.

Dai, temos os seguintes caso possiveis para («):

e (a) é uma aplicagao de (RaA) ou (Abs),
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o (a) e {(VE),(VI),(p)}ua.

Suponhamos que («) é uma aplica¢do de (RaA) ou (Abs).

Se («) é uma aplicagao de (RaA) ou (Abs), entao a conclusao da regra de introdugao de
ND* ¢é 1, que é um absurdo, pois L nao pode ser a conclusao de uma regra de introducao

em ND*.
Suponhamos que («) € {(VE), (VI),({)} U Q"

Entao a conclusao da regra de introducao de ND* é uma féormula generalizada ou
uma férmula marcada, que é um absurdo, pois uma férmula generalizada ou uma férmula

marcada nao pode ser a conclusao de uma regra de introducao em N D*.

Portanto, uma regra de introducao de N D* nao pode preceder uma aplicacao de regra
de eliminacao de N D* em um caminho de uma derivagao normal.

Lema6.3.7: Seja m uma deriva¢ao normal em ND((2) e seja C um caminho de 7. Entao,
nenhuma aplicacao de regra de introducao precede uma aplicagao de regra de eliminacgao

em um subcaminho marcado de C.
Prova: Seja 7 uma derivagdao normal em N D({) e seja C um caminho de 7.
Seja & um sub-caminho marcado de C.

Suponhamos que em S uma aplicagao de regra de introducao precede uma aplicacao

de regra de eliminacao.

Como 7 é uma deriva¢do normal, entao existe pelo menos uma inferéncia («) entre as

aplicagoes das regras de introducgao e eliminacao.
Logo, («) é (Abs), (RaA) ou (J).

Como as regras de introdugao nao tem como conclusao L, entdo («) ndo pode ser
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(Abs) e nem (RaA).

Por outro lado, se («) é ({), entao a partir da defini¢ao 6.3.6 teremos que a conclusao
da regra de introducao e a premissa da regras de eliminacao estarao em sub-caminhos

marcados distintos e ndo em S.

Portanto, nenhuma aplicacao de regra de introdugao precede uma aplicagao de regra

de eliminacao. |

A.3.8 Resultado da subsecao 6.3.4

Lema6.3.8: Seja A uma férmula em LY e seja I' um conjunto de férmulas em LY. Se
I' Fypay A e ¢ é uma constante de LY" que nao ocorre na derivacao de A a partir de T,

entao (I'). Fyp (A)e.
Prova: Prova por indugao sobre o comprimento de uma derivagao.

. * ~
Suponhamos que I' Fypy A e seja ¢ uma constante em LY que nao ocorre na
@)

derivacao de A a partir de T'.
Passo base: deriva¢ao de comprimento 1 (n = 1).

Sen =1, entdo A € T" ou a derivagdo de A a partir de I' em ND(Q2) contém uma

tunica aplicacao da regra (T*I).
Se A el entao (A). € (I')..
LOgO, (F)c I_ND (A)C

Por outro lado, se a derivagao m de A a partir de I' em N D(2) contém uma unica

aplicagao da regra (T*I), entao

m =

(A= A)z/])
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Temos que, (A — A)fe/))e = (A — Ale/J/d = Ale/IL/d — Ale/L/d].

Logo,
[Alz/[-/]] )
[/ ][-/c] = Alz/][-/d]

é a derivagao de (A). a partir de (I'), em ND.

"= (o)

Hipotese de indugao: o teorema é valido para toda derivagao de comprimento igual

ou menor que k.
Seja 7 a derivacao de A a partir de I' em N D(Q2) com comprimento n = k + 1.

Entao, temos os seguintes casos:

r

)

(4)

o m=(VI)=———— (y € occ|A
(D), 4t 71 @ & ocelAD
r
Como 7 tem comprimento k4 1, entao ¥  tem comprimento k. Por hipdtese de

(4)

indugio (T), Fyp (AL/d)..
Por outro lado, (VyA[_/y]). = (Aly/c]). = (A]-/c])e.

Como (T')e Fap (Al/c])e € (VYA[/yl)e = (A[-/c])e, entdo (I)e Fnp (VYA[L/Y])e-

r
Como 7 tem comprimento k + 1, entao X tem comprimento k. Por hipétese
VzA
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de indugao (I'). Fnp (Alz/c])e.
Por outro lado, ((A[z/])). = (Alzx/][-/c]). = (Alz/c])..

Como (T')e Fap (Alz/dl)e e ({(Alz/]))e = (Alz/c])e, entao (T)e Fnp ((Alz/))e-

Iy, [A] Iy s, [B]
21 22 23
B (Alx/ ) A

(Blz/])

Como 7 tem comprimento k + 1, entao ¢, s e X3 tém comprimento k.

= (1)

i (x & free(I'hUTY))

Como X1, Y5 e X3 tém comprimento menor ou igual k, entao por hipdtese de inducao

(F1)e, (A)e Fnp (B)e, (T2)e Fap ((Alz/))e € (Us)e, (B)e Fap (A)e

Como (I'1)¢, (A)e Fnp (B)e, entao aplicando as regras (— I) e (VI) obtemos a

seguinte derivacao:

(F1)e, [(A)c]
D]
(B)C
(A>c - (B)c
Va((A)e — (B)c)

(= 1) J

7 = (VI)

A regra (V1) pode ser aplicada porque se z ¢ free(I'y UT'3), entdo
x & free((I'1). U (I'3).)

Logo, a partir de 7’ obtemos a seguinte derivacao:

(B).
(VI) (_> I) (A)c - (B)c
Va((A)e — (B)e)
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Temos que ((A)e — (B)c)[z/d] = ((Alz/c])e — (Blz/d])e).
Por outro lado, ((A[z/])). = (Alzx/][-/c]). = (Alz/c])..

A partir de 7" e como ((A). — (B).)[x/c] =
({Alz/1))e = (Alz/c])e e (Ta)e Frp ((Alz/
derivagao de ((Blz/))e = (Blz/][-/c])e =

(Afz/c])e = (Blz/c])e),

)

1))e, entao temos a seguinte
(Blx/c]). a partir de (T"), em ND:

(T1)e [(A)e)?

D]
(B). .
) wry = (B,
(o ) : (Afz/c). — (Blz/d).)
(Blz/d]).
r
)y
o 7= (L)L)
r
Como 7 tem comprimento k+ 1, entdo ¥  tem comprimento k. Por hipdtese de
(L)

indugao (I'). Fxp ((L))e.

Como (), Fap ({L))e e ((L))e = (L) = L, entdo (D). Fap L.

I'y I'y
> Yo
A (B
m = (A*]) (AN B)

Como 7 tem comprimento k£ + 1, entao >; e ¥y tém comprimento menor ou igual a
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k. Por hipétese de inducdo, (I'1). Fxp ((A))e e (T). Fap ((B))e.
Como (I'1)e Fnp ((A))e € ({(A))e = (A[/c])e, entdo (T'h)c Fyp (AL/c])e.
Como (T'y)e Fnp ((B))e € ((B))e = (B[-/c])e, entdo (Ia)e Fnp (B[-/c])e.
Por outro lado,
(AN B))e = (AN B)[/c))e = (Al-/e] A B[-/c])e = (Al-/c])e A (B[/c])e

Assim, obtemos a seguinte derivacao:

(F1>c (F2)c
D] P}
(Al/c)e  (Bl/d).

7 = (N)
(Al/e])e N (B[/c])e
r
)
(AN B)
m=(NE)
(4)
r
Como 7 tem comprimento k + 1, entao Dy tem comprimento igual a k. Por
(AN B)

hipétese de indugao (I'). Fxp ((A A B))..

Como ()e Fnp ((AAB))e e ((ANB))e = (AN B)[/d))e = (Al/d] A BlL/d])e =
(Al/el)e A (Bl/¢€])e; entdo (T)e Fap (Al/e])e A (BL/d])e

Por outro lado, ({A)). = (A[-/c])., entao obtemos:

(D)e
Z/
(AL/c])e A (B[/c])e
(Al/e])e

De modo andlogo para (B) como conclusao.

' = (AE)
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I'y I's

> Y9

o (A (B)
=MDV E

Como 7 tem comprimento k + 1, entao ¥ e Xy tém comprimento menor ou igual a

k. Por hipétese de inducio (I'y)e Fyp ((A))e.
Como (I'1)e Fnp ((A))e € ({(A))e = (A[/c])e, temos que (I')e Fyp (A[/c])e.
Por outro lado,

((AV B))e = ((AV B)[/d)e = (A[/d V B[./c])e = (A[-/c])e V (B[-/c])e

Assim, obtemos a seguinte derivacao:

(Fl)c
=
. (AL/d]).
™ = VDG, v (B,
I, Do, [(A)]"  Ts,[(B)]
21 22 23
e AV ) Cé c_

Como 7 tem comprimento k£ + 1, entao Yy, Xs e X3 tém comprimento menor ou
igual a k. Por hipdtese de indugao, (I'1). Fap ((AV B))e, (I'2)e, ((A))e, For (C). €
(C3)e; ((B))es e (C)e

Por outro lado,

((AV B))e = (AV B)[./d))e = (A[-/] V B[./c])e = (A[-/c])e V (B[-/c]).

Como (T)e For ((AV B))e; (T2)e; ((A))e;Fnp (C)e € (Ts)e, ((B))e,Fap (C)e €
((AV B)). = (Al-/c])e V (B]-/])e, entao temos
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D by} g
= (AL/d)e v (Bl/d). (C)e (C)e .
(C)e
L, [{A)]
)y
L
o 7= ("*])——71i
(="1) (=A)
L, [{A)]
Como 7 tem comprimento k + 1, entao )y tem comprimento igual a k. Por
L

hipétese de indugao,

(D)e; ((A))e Fap (L)e.
Entao temos (I')., (A[-/c])c Fnp L.

Por outro lado, ((=A)). = ((mA)[-/c]). = =(A]-/c]).. Entao, obtemos a seguinte

derivacao:
L, [(A[/d])e]!
2/
I ( 1 i
R VTN
I I
21 22
o T — (—|*E) <A> n <_'A>

Como 7 tem comprimento k + 1, entao >; e ¥ tém comprimento menor ou igual a

k. Por hipétese de indugao, (T'1). Fyp ((A))e e (T2)e Fap ((7A))..
Entao temos (I'1). Fnp (A[-/c])c € (T'9)e Fnp —(A[-/c])e.

Assim, obtemos a seguinte derivacao:
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(Fl)C (FQ)C
D b
g AL (AL
L

r
by
1
o m = (Abs) I

r

Como 7 tem comprimento k41, entao > tem comprimento igual a k. Por hipdtese
L

de indugao, (I'). Fnxp (L)
Por outro lado, (1), = L.

Entao obtemos a seguinte derivacao:

2/
€
7' = (Abs)
(A)e
T, [-A]
by
RaA L '
o T = -
m = (RaA) Vo
T, [-A]
Como 7 tem comprimento k + 1, entao by tem comprimento igual a k. Por
i

hipétese de indugao, (T')., (—A). Fnp (L)
Por outro lado, (—A). = —=(A4). e (L). = L.

Entao temos a seguinte derivacao:



248

E/
L
7' = (RaA) i
(A)e
r
)
A
=\VI)—
* 7 =g
r
Como 7 tem comprimento k+1, entao > tem comprimento igual a k. Por hipétese
A

de inducao, (I'). Fxp (A)..

Por outro lado, se x nao ocorre livre em I', entdo = nao ocorre livre em ('), pois ¢

¢ uma constante nova.

Como (I'). Fnyp (A). e x nao ocorre livre em (I')., entao

E/
(A).
I __
™ =g,
r
)
(VE) VoA det é t
e T A[:L‘/t] onae v € um termo.
r

Como 7 tem comprimento k£ + 1, entao X  tem comprimento igual a k. Por
VA
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hipétese de indugao, (I'), Fyp (VzA)..
Temos que (VxA). = Vz(A),, entdo (I'). Fyp Yz (A)..

Por outro lado, (A[z/t]). = (A).[z/t].

Dai,
(D).
Z/
Va(A),
7 =VE)——-—
(Alz/t])e
r
)
A
r
Como 7 tem comprimento k+1, entao > tem comprimento igual a k. Por hipétese
A
de indugao, (T'). Fnxp (A)e.
Temos que (FxA), = Jz(A)..
Dai,
(D).
E/
(A)c
"= (3rI
™ =ED3,0.
A A [Alz/d]]
D Yo
dxA C
= (3F
o 7= (3E) _

Como 7 tem comprimento k + 1, entao >; e ¥y tém comprimento menor ou igual a
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k. Por hipétese de indugao, (A). Fyp (FxA)e e (A1)e, (Alx/a))e Fnp (C)e.
Logo, (A). Fnp Jz(A)..
Por outro lado, ¢ é uma constante nova para as derivacoes Y e g, entao ¢ # a.

Como (A). Fnp Fz(A)e, (A1)e, (Alz/a])e Fnp (C) € ¢ é uma constante nova para

as derivagoes X e Yo, entao temos a seguinte derivacao:

(A)c (Al)cu [(A[x/abc]l

¥ X
/ Jx(A). (C)e
= (3E) €
Iy Iy
> Yo
A B
° (/\I)iA/\ B

Como 7 tem comprimento k + 1, entao >; e ¥y tém comprimento menor ou igual a

k. Por hipétese de inducao, (I'1). Fnp (A)e e (I'2)e Fap (B)e.

Por outro lado, (A A B). = (A). A (B)., entao temos a seguinte derivagao:

A v
A (B
™= ) A B,

e os casos (AI), (VI), (VE), (— I) e (— FE) sdo andlogos ao caso anterior.

A.4 Resultados do capitulo 7
A.4.1 Resultado da secao 7.1

Teorema?7.1.1: Sejam I' e A sequéncias de féormulas em LY e seja @ C [B]. Entdo, o

sequente I' = A é derivavel em SC(B) se, e somente se, T(I'), & = T'(A) é derivavel em
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SC.

Prova: (<) Para mostrarmos que se o sequente T'(I'),[B]= T(A) é derivavel em SC,
entao o sequente I' = A é derivdavel em SC(B), basta mostramos que o sequente = B é

derivavel em SC(B) onde B é uma instancia de um esquema em [B].

[ Va |: Para uma instancia B = VzA < VyA[z/y] (com y & occ[A]) de [Va], temos a
seguinte derivacao:
(Alz/]) = (Alz/ylly/]) (Va) (Alz/y]ly/ 1) = (Alz/])
VA = (Alz/ylly/]) (Vo) (Alz/ylly/]) = VzA
VzA = VyAlz/y| VyAlz/y] = VzA

= VzA — VyAlz/y] = VyAlz/y] — VzA
= VzA < VyAlz/y]

Note que, (Alz/]) = (A[z/y][y/]), assim (A[z/]) = (Alz/ylly/]) e
(Alz/yl[y/]) = (A[z/]) sdo sequentes iniciais.

(Ve)

(=)

[«» V |: Para uma instancia B = Yv(A < B) — (VvA — VuB) de [« V], temos a

seguinte derivacao:
Seja

A=A B=1B
A— B, A= B
A~ B A= B
V(A ~ B),A= B

(—a)

(Aa)
I, =

(Va)

B=DB A=A
B—oAB=A
B~ A B=A
V(A B),B= A

(—a)

(Aa)
I, =

(Va)

Entao,
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I I,
AVv(A+~ B)= B B,Yv(A < B)= A )
(Alu/ 1), Yo(A — B) = (Blo/ )
VvA,Vu(A < B) = (Blv/])
VvA,Yv(A < B) = VuB
Vu(A < B) = VvA — VuB
= Yv(A < B) — (VvA — VuB)

(Pa) (Pa)

(Va)

(=)Por indugao sobre o comprimento de uma deriva¢ao, podemos mostrar que para

cada derivagao Il em SC(B), existe uma derivagao correspondente T'(II) em SC.
Seja m uma derivagao do sequente I' = A em SC(B).
Passo base: 7 tem comprimento um.
Logo, m = A = A.
Entao, T(A) = T'(A) é uma derivacao em SC.

Hipétese de indugao: o teorema é valido para toda derivacao de comprimento

menor ou igual a k.
Seja m uma derivacao de comprimento k + 1.

Entao, temos os seguintes casos:

e Uma aplicagao da regra (Va) como ultima inferéncia de 7

11
(A),' = A

= VoA /v],T = A

(Va).

. . L I1 .
Como 7 tem comprimento k+ 1, entao a derivagao (A),T = A tem comprimento

k.

Entéao, por hip6tese de inducao existe uma derivagao T'(II) para sequente
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T((A)), T(T) = T(A) em SC.
Por outro lado, temos que T'((A)) = VzA e T(VvA[_/v]) = VvA[_/v]

Entao, em SC' teremos a seguinte derivacao:
H/
VvA[z/v] = VvA[z/v] VzAT() = T(A)
VoAln)v] = VA VoA o T = 7)Y
VovA|z/v] < Vz A, VvA[z/v], T(T") = T(A)
VuA[z/v], VvA[z/v] < VzAT(T) = T(A)

Uma aplicagao da regra (Vc) como iltima inferéncia de

II
I'= A, (4)
= V).
i N Y A
Com tem comprimento k+ 1. enta derivaca 11 tem compriment
omo 7 tem comprimento ,eaoaeva(;aOF:}A’<A>ecop ento

k.

Entao por hipdtese de indugao existe uma derivagao T'(II) para o sequente

T() = T(A), T((A)) em SC.
Por outro lado, temos que T'((A)) = VazA e T(VvA[_/v]) = VvA[_/v].

Entao, em SC teremos a seguinte derivacao:

H/
T()=1T(A),VzA  VuvAz/v] = VuA[z/v]
VA = VoAl o] T(T) = T(A), Vodfwjo] Y
VzA « VoA[z/v],T(T") = T(A), VvA[z/v]

(Aa)

Uma aplicagao da regra (§§) como tltima inferéncia de 7:

H1 ].__[2
_ Al'=AB BI=AA @)
T T {AR/]).T = A, (Ble/ )
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2

Como 7 tem comprimento k + 1, entao as derivagoes AT = A B

e

2
B.I'=AA

tem comprimento menor ou igual a k.

Entéao, por hipdtese de inducao existem as derivagoes T'(I1;) e T'(Ily) em SC para os

sequentes T'(A),T(I") = T(A), T(B) e T'(B), T(I') = T(A),T(A), respectivamente.
Como A e B nao sao férmulas marcadas, entao T'(A) = A e T'(B) = B.
Por outro lado, T'((A[z/_])) = VaA e T({(Blz/.])) = VaB.

Entao, em SC' teremos a seguinte derivacao:

Sejam
1T 1T,
A, T(T) = T(A),B B, T(T) = T(A), A
AN (AN T A (VS (PN P AR
o _ T(C) = T(A), A< B Vo)
L T(T) = T(A),Vz(A < B)
> _VxA:>V:L'A VmB:>VxB( )
27 VoA > VaB, VaA = viB ' "
Portanto,
N I - a)

V(A < B) — (VoA — VzB), T(I'),VzA = T(A),VzB

VzA,T(I),Ve(A <~ B) — (VoA — VaB) = T(A),VaB
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A.4.2 Rasultado da secao 7.2

Teorema7.2.1: Sejam I' e A sequéncias de férmulas em LY e seja ® CB(). Entao, o
sequente I' = A ¢é derivavel em SC(S2) se, e somente se, o sequente T(I'), ® = T(A) é

derivével em SC.

Prova: Sejam I' e A sequéncias de férmulas em LV .
(<) Para mostrarmos que se o sequente T'(I'),[B]= T'(A) é derivavel em SC, entao o
sequente I' = A é derivavel em SC(2), basta mostramos que o sequente = B é derivavel

em SC(Q2) onde B é uma instancia de um esquema ou um axioma em [B()].

[ LV ]:Para B = =Vov.l, temos a seguinte derivagao:

(L) = (1)
(L) =
Vol =

= Vvl

(L7¢)

(Va)
(=¢)

[ VT |: Para uma instancia B = Va(A — A) de [VT], temos a seguinte derivagao:

(A—A) = (A= A))
= <(A — A))
= V(A — A)

(T"a)

(Ve)

[ VT |: Para uma instancia B = (VvA A VuB) — Vu(A A B) de [VA], temos a seguinte

derivacao:

(Afo/]) = (A[v/,]>( 2)
VvA = (Alv/]) VuB = (Bv/])
VvAAVvB = (Av/]) VvAANVvB = (Blv/])
VvAANVuB = (AN B)[v/])
VvAANVvB = Vu(AAB)
= (VvAAVuB) — Vu(AA B)

(Blo/ ) = B/ ) g,

(Aa)

(Ae)

(Ve)

(=0

[ VV |: Para uma instancia B = (VvA A VuB) — V(A V B) de [VV], temos a seguinte

derivagao:
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AL/ = AT o B = B g,
VvA = (Alv/]) VuB = (Bv/]) (
VvAAVUB = (Av/]) VvAAYVvB = (Blv/])
VvAAVvB = ((AV B)[v/])
VvAAVvB = Vu(AV B)
= (VvAAVuB) — Vu(AV B)

Aa)

(V7e)

(Ve)

(= ¢

[ AV ]: Para uma instancia B = Vu(A A B) — (VvA A VuB) de [AV], temos a seguinte

derivagao:

Sejam

(Alv/]) = (Alv/]) (A*a)
(AN B)) = (Alv/])
Vu(AA B) = (Alv/])
Vu(ANA B) = VvA

(Va)
I, =

(Ve)

(Blv/]) = (B[v/) (\*a)
((AAB)) = (Blv/]
Vo(A A B) = (B[v/])
Vo(AAB) = VB

(Va)
I, =

(Vo)

Entao,

I, I,
Vu(AAB) = (VUA/\VUB)( ) .
S VuAANB) = (VoAnveB) Y

[ VV | Para uma instancia B = Vu(AV B) — (VvA VvV VuB) de [VV], temos a seguinte

derivagao:

Sejam

(Afo/ ) = (Al/ )
n - A/ > veA VO
(Alv/]) = VvAV VuB

(Ve)
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(Blv/]) = (Blv/) (Vo)
(Blv/]) = VuB (Vo)
(Blv/-]) = VvAV VuB

H2:

Entao,

5} 1T,
((Av B)[v/]) = VvAV VuB
Vu(AV B) = VvAV VuB
= Vu(AV B) — (VvAV VuB)

(Via)

(Va)

(=)
[ =V ]: Para uma instancia B = Vv—A — =VvA de [-V], temos a seguinte derivagao:

(Alv/]) = (Alv/]) (~a)
(=A)[v/]), (Alv/]) =
Vu(=A), (Alv/]) =
(Alv/]), Vv-A =
VvA,Vv—A =

Vv—A = =-VvA
= Vv—A — =VvA

[ V= ] Para uma instancia B = “VvA — Vov-A de [V, temos a seguinte derivagao:

(Afv/]) = <A[U/—]><VC)
(Alv/]) = VvA (—a)
-VvA, (Alv/]) =
(Alv/]), ~VvA =
~VvA = (-Afv/])
-VvA = Vv-A
= —-VvA — Vuv-A

(=)Por indugao sobre o comprimento de uma deriva¢ao, podemos mostrar que para
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cada derivagao I em SC(2), existe uma derivacao correspondente T'(II) em SC.
Seja m uma derivac¢ao do sequente I' = A em SC(£2).
Passo base: 7 tem comprimento um.
Logo, m = A = A.
Entao, T'(A) = T(A) é uma derivagao em SC.

Hipétese de indugao: o teorema ¢é valido para toda derivacao de comprimento

menor ou igual a k.
Seja ™ uma derivacao de comprimento k + 1.

Entao, temos os seguintes casos:

e Uma aplicagao da regra (T*a) como ultima inferéncia de :

II
(A= A)),I'=A __
T = = A (T*a).

. . o II
Como 7 tem comprimento k + 1, entao a derivagao (A= A),T = A tem com-

primento k.

Entao, por hipdtese de indugao existe uma derivagao T'(II) em SC para o sequente

T({(A— A)), T(T) = T(A).
Por outro lado, temos que T'(((A — A))) = Va(A — A)

Entao, em SC teremos a seguinte derivacao:

H/
Va(A — A), T(T) = T(A)
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e Uma aplicagao da regra (T*c) como ultima inferéncia de 7:

II
['= A (L) .
= —Toa 9

Como 7 tem comprimento k+ 1, entao a derivagao tem comprimento

k.

II
I'= A, (L)

Entao, por hipétese de inducao existe uma derivagao T'(IT) em SC para o sequente

() = T(A), T((L)).
Por outro lado, temos que T'((L)) = Vz L.

Entao, em SC temos a seguinte derivagao:
H/
T = T(A),Vz L
VLT = 7)Y

e Uma aplicagao da regra (A*c) como tultima inferéncia de 7

Hl H2
I'=A(A) T=A(B) , .,
= (A"c).
I'= A (AAB)
. 3 o )
Como 7 tem comprimento k + 1, entao as derivagoes o AL (A4) e
11, _ .
I'= A, (B) tem comprimento menor ou igual a k.

Entao, por hipétese de indugao existem as derivagoes T'(Il;) e T'(Ilz) em SC para

os sequentes T'(I') = T(A), T((A)) e T(I') = T(A), T((B)), respectivamente.

Por outro lado, temos que T'((A)) = VzA e T((B)) = VyB e
T((ANB))=Vz(ANAB)[./z] = Vz(A[./z] A B]_/z]).

Entao, em SC' teremos a seguinte derivacao:
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Sejam
Iy
T() = T(A),VzA  VzAlx/z] = VzA[z/z]
VzA — VzA[x/z],T(T") = T(A),VzA[z/z]
_ VzA — VzA[z/z],T(T") = T(A),VzA[z/Z]
"~ VyB < VzBly/z|,VaA « VzA[z/2],T(T) = T(A),VzA[z/?]

(—a)

(Aa)

Y, (Aa)

I,
T(') = T(A),VyB  VzBly/z] = VzB[y/z]
VyB — VzBly/z|,T(') = T(A),VzBly/z]
VyB < VzBly/z],T(I') = T(A),VzBly/z]

(—a)

(Aa)

2

- VyB < VzBly/z|,VxA « VzA[z/z],T(T') = T(A),VzA[z/z]
Ey, =VzA < VzA[x/z] e By = VyB < VzBly/z]

_ > >,
T By, B\, T(T) = T(A),VzA[z/2] AVzB[y/7]
Portanto,
S5 V(Ale/2] A Bly/z]) = V(Ale/2] A Bly/)

VzAlx/z]) ANVzBly/z] — V(Alx/z) A Bly/z]), Ea, E1, T(T) = T(A),Vz(Alx/z] A Bly/z])
e Uma aplicagdo da regra (A*a) como tultima inferéncia de :

I
(A), ' = A .
ArBToaNY

m =

Como 7 tem comprimento k4 1, entao a derivacao tem comprimento

k.

IT
(A), ' = A
Entéao, por hipétese de inducao existe uma derivagao T'(I1) em SC para o sequente
T({A)),T(T) = T(A).
Por outro lado, temos que T'((A)) = VzA e T((AA B)) = Vz(AA B)[./z].

Entao, em SC' teremos a seguinte derivacao:
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H/
VzAlz/2] = VzAle/z]  VzA T(T) = T(A)
VzAlz/2] — VA, VzA[x/z], T(T) = T(A) (— a)

VeAln/A = Vad VA, 10 = 7(a) Y P
$ VzA[z/z|,VzA[x/z] < V2 A, T(T") = T(A)
b VzAlx/z) ANV zBly/z|,VzA[z/z] < VzA,T(I') = T(A)
Portanto,

Vz(Alz/z] A Bly/2]) = Vz(Alz/z] A Bly/2]) 21
Vz(Alz/z) A Bly/z]),Vz(Alz/z) A Bly/z]) — VzA[x/z] ANVzBly/z],VzA[x/z] < VzA,T(T) = T(A)

e Uma aplicagao da regra (V*c) como ultima inferéncia de 7:

].__[1 H2
I'=A(4) T=A(B) |,
= (V¥e).
I'= A (AVB)
. N o 1
Como 7 tem comprimento k + 1, entao as derivagoes I o AL (A) e
I, ' '
I'= A, (B) tem comprimento menor ou igual a k.

Entao, por hipétese de indugao existem as derivagdes T'(I;) e T'(Ily) em SC para
os sequentes T(I') = T'(A), T((A)) e T(I') = T(A), T({B)), respectivamente.

Por outro lado, temos que T'((4)) = VzA e T((B)) = VyB e T((AV B)) =
Vz(AV B)[./z] = Vz(A[./z] V B[_/z]).

Entao, em SC teremos a seguinte derivacao:

Sejam
1Ty
() = T(8). VoA Vadla/d = VaAla/d |
VzA — VzA[x/2], T(T) = T(A), VzA[x /2] (Aa)
., VA « VzA[x/2],T(T) = T(A),VzAlx /2] (Aa)

" VyB < VzBly/z|,VzA « VzA[x/z|,T(T) = T(A),VzA[z/z]
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11,
T(0) = T(A).VyB_ VBly/z) = VaBly/a)

VyB < VzBly/z|,T(I') = T(A),VzBly/z]

2 = VyB < VzBly/z],VaA « VzA[z/z],T(I') = T(A),VzA[x/z]

Ey =VizA < VzA[x/z] e Ey = VyB « VzB[y/z]

B 2 2o
By, B\, T(T) = T(A),VzA[z/2] A VzBly/z]

23

Portanto,

X3 V(Alz/2]V Bly/z]) = V(Alz/z] v Bly/])
VzA[z/z] ANV 2Bly/z] — V(Al|z/z]V Bly/z]), Ea, E1,T(T') = T(A),Vz(Alz/z] V Bly/z])

e Uma aplicagdo da regra (V*a) como tultima inferéncia de :

Iy 11,
A, T'=A (B),I=A |
T = (V*a).
(AvB),I'=A

IT;

Como 7 tem comprimento k + 1, entao as dedrivacoes (A),T = A

e

I,
(B), ' = A

tem comprimento menor ou igual a k.

Entéao, por hipdtese de inducao existema as derivagoes T'(I1;) e T(Ilz) em SC para

os sequentes T'((A)), T(T') = T(A) e T'((B)), T(I') = T(A), respectivamente.

Por outro lado, T'((A)) = VzA[_/z], T({(B)) = VyB]_/y| e
T((AV B))=V(AV B)[./z].

Entao, em SC' teremos a seguinte derivacao:
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I
VzA[x/z]| = VzZA[z/z] VzATT) = T(A) (= a)
VeAle/2] = VoA, VzAlz/2], T(T) = T(4) (ha)

VzA[x/z] < Va A, VzA[x/z],T(T') = T(A)
VzAlx)z],VzA[z/z] & Vz A, T(T) = T(A)

X =

VzA[x/2],VzBy/z] < VyB,VzA[x/z] — Vz A, T(T') = T(A)

Im—2
VzBly/z]| = VzBly/z] VyB,T(I)=T(A)
VzBly/z] — VyB,VzBly/z],T(I') = T(A)
VzBly/z| < VyB,VzBly/z],T(T) = T(A)
VzBly/z|,V2B[y/z] < VyB,T(T') = T(A)

VzBly/z],VzBly/z] < VyB,VzA[z/z] < VzA,T(T) = T(A)

(—a)

dig =

Ey, =VzAlx/z] < VzAe Ey =VzBly/z| < VyB

5 DIV Y va)
= a
° T V2A[z/2]V V2Bly/2], By, B, T(T) = T(A)
Portanto,

Vz(Alz/2) V Bly/2)) — Vz(Alz/2] V Bly/2)) s

Vz(Alz/z] V Bly/z]) = VzA[z/z] V VzBly/z],Vz(Alz/z] V Bly/z]), E1, E2, T(T") = T(A) (—a)

Vz(Alz/z)V Bly/z]),Vz(A[z/z] V Bly/z]) — VzA|z/z] V VzBly/z|, F1, E2, T(I') = T(A)

(Pa)

e Uma aplicagao da regra (—*c) como tultima inferéncia de 7:

11
(A=A
il sy O

Como 7 tem comprimento k + 1, entao a derivagao

k.

tem comprimento

II
(A),I' = A

Entao, por hipdtese de indugao existe uma derivagao T'(II) em SC para o sequente
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Por outro lado, temos que T'((A)) = VzA e T((—A)) = Va—-A.

Entao, em SC temos a seguinte derivacao:

H/
VzA, T(T) = T(A)
T(T) = T(A), ~VzA (5¢) Gomd = Vana

-VzA — Va-ATT) = T(A),Vz-A
Uma aplicagao da regra (—*a) como tltima inferéncia de 7:

IT
I'= A (4)

T=—+———(""a).

<—|A>,F = A

Como 7 tem comprimento k+ 1, entao a derivagao

k.

II
I'= A (A)
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tem comprimento

Entao, por hipétese de inducao existe uma derivagao T(IT) em SC para o sequente

() = T(A), T((A))-
Por outro lado, temos que T'((A)) = VzA e T((=A)) = Vz—A.

Entao, em SC' temos a seguinte derivacao:

H/
T() = T(A) Ved
Vi-A = Va-A —VzA, T(T) = T(A)
Vi-A — -VzA Ve-AT() = T(A)

Va—A,Vi-A — -VzA T(T) = T(A)
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A.5 Resultados do capitulo 8

Lema8.0.1: Seja I' e A sequéncias de férmulas em LV . Entdo, o sequente I' = A ¢é

derivavel em SC' se, e somente se, o sequente I' = A é derivavel em SC*.

Prova: Seja I e A sequéncias de férmulas em LY.

(=)

Para mostrarmos que se o sequente I' = A é derivavel em SC, entao o sequente
[' = A é derivavel em SC* basta demonstrarmos que a regra (corte) é derivavel em

SC*.
A regra do corte:

'=AA A0 = A
A= 06A

(corte)

Entao, a partirde ' = A, Ae A,© = A temos a seguinte derivagao de ', A = O, A
em SC*:

I'=AA A0 = A
[, = A* A

T.0=A A

Para mostrarmos que se o sequente I' = A é derivavel em SC*, entao o sequente
I' = A é derivavel em SC basta demonstrarmos que a regra (Miz) é derivavel em

SC.

A regra Mix:
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Entao, a partir de I' = A e © = A e aplicagoes de regras estruturais de contragao
e permutacao, obtemos os sequentes I' = A*, M e M,0* = A onde A* e ©* nao

contém a férmula mix M.

Dai, podemos obter a seguinte derivacao de I', ©* = A*, A em SC.
'=A 0=A

=AM MO*=A
o= A* A

(corte)

A.5.1 Resultado da secao 8.1

Lema8.1.1: Seja m uma derivagdo para o sequente I' = A em SC*(B). Entao, se m é
uma derivacao especial, entao m pode ser transformada em uma derivacao 7’ de I' = A

em que nenhuma aplicagao da regra (Miz) ocorre.

Prova: A prova do lema é feita por indugao sobre o par (gr(w),r(m)) (onde gr(w) é o
grau e r(m) é o rank da derivacao 7). No passo base da prova tomaremos uma derivagao 7
de grau zero (menor grau) e rank 2 (menor rank) e mostraremos que a aplicagao da regra
(Miz) pode ser eliminada. Posteriormente, no passo de inducao dividiremos a prova em
duas etapas distintas. Na primeira etapa, vamos supor que o rank da derivacao ¢é igual
a dois e a formula mix é uma féormula de grau d > 0,5 e mostraremos que podemos
diminuir o grau da férmula mix e assim eliminar a aplica¢ao da regra (Miz) pela hipétese
de inducao. Na segunda etapa, vamos supor que o rank da derivacao m ¢ maior que 2 e
mostraremos que podemos diminuir o rank da derivacao e assim eliminar a aplicacao da

regra (Mix) pela hipdtese de indugao.
Seja m uma derivacao de I' = A em SC*(B).

Suponhamos que 7 é uma derivagao especial. Vamos nos concentrar nas regras envol-
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vendo férmulas generalizadas e férmulas marcadas.

Temos que SC* € {SCML*,SCIL*,SCCL*}.
Suponhamos inicialmente que SC* = SCCL*.
Passo base: Seja m é uma derivacao em SC*(B) tal que (gr(m),r(7)) = (0, 2).

Demonstardo de modo analogo ao caso classico, pois a férmula mix nao é uma férmula

marcada ou generalizada.

Hipétese de inducao: O lema é valido para toda derivacao p tal que

(gr(p),r(p)) < (gr(m),r(m)) = (g,7).

Seja m uma derivacao tal que (gr(w), (7)) = (g,7).
Suponhamos que () = 2.
Logo, tanto o rank esquerdo como o rank direito ¢ igual a 1.

Se o rank esquerdo é igual a 1, entao apenas o sequente superior esquerdo da aplicacao

da regra Mix contém a férmula mix no consequente.

Se o rank direito é igual a 1, entao apenas o sequente superior direito da aplicacao da

regra Mix contém a férmula mix no antecedente.

Em cada um dos casos a seguir mostraremos que podemos diminuir o grau da férmula

mix e assim eliminar a aplicacao da regra (Mizx) pela hipitese de indugao.

Dai, temos os seguintes casos:

e A férmula mix é obtida a partir de uma aplicacao de uma regra estrutural ou

sequente inicial.

— O sequente superior esquerda da aplicagao da regra (Miz) é um sequente ini-

cial.
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)y
by 0=A
M=M ©6=A .
™ = — mn =
M,0* = A M, 0% = A

Portanto, #’ é uma derivacao do sequente M,A* = A em que nenhuma

aplicacao da regra Mix ocorre.

— O sequente superior direito da aplicagdo da regra (Miz) é um sequente inicial:

demonstrado de maneira analoga ao item anterior.

— O sequente superiore direito da aplicacao da regra (Mix) é a conclusdo de uma

aplicacao da regra estrutural (Aa).

22 22
2 ©=A 0 =A
FéAJf]%GiAmww[) .
= — - V—_
m o= A A v "TTre=AA

Portanto, 7’ é uma derivacdo do sequente I',© = A, A em que nenhuma

aplicacdo da regra (Miz) ocorre.
Todos os outros casos sao demonstrados de modo anédlogo ao item anterior.
e A férmula mix M é obtida a partir de aplicactes de regras logicas.

— O sequente superior esquerdo da regra Mix é a conclusao de uma aplicagao
da regra (Vc) e o sequente superior direito é a conclusao de uma aplicacao da

regra (Va) (a formula mix M = VzA[_/x]).

Y1 Yo
I'= A, (4) (A),© = A -
_FéAVMHﬂ(gVMH@@éﬁcﬁM”
= [,0=AA "

A derivacao 7 é transformada na derivacao:
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> Yo
['= A (A) (A),0 = A
[ex= A* A

P= 0= A A

Na derivagao p temos que (A) é férmula mix.

Como gr((A)) < gr(VzA[_/x]), entdo por hipdtese de indugao p pode ser trans-
formado em uma derivacao 7’ para o sequente I', © = A, A tal que nenhuma
aplicagao da regra (Miz) ocorre.

Os sequentes superiores da regra (Mix) sdo as conclusoes de aplicagoes da

regra () (a férmula mix M = (B[z/]) = (C[y/])).

El 22 23 24
ATl'=AB B.I'=AA 1) C,0=A,D D,0=A,C 1)
T AR/]).T = A(BR/]) Cl/D. 0= 0w) Y

(Alz/]),T,© = A, A, (Dly/])

onde z & free(TUA), y & free(©@ UA) e (Blz/]) = (Cly/])

Seja z uma variavel que nao ocorre em nenhuma subderivacao de 7 se x # y e

caso contrario seja z = .

Por outro lado, como = & free(TUA) ey & free(© UA), entao I'[z/z] =T,
Alz/z] = A, Oly/z] =0 e Aly/z] = A

Entao, a derivacao m é transformada em:

- o @)
P = A/ 1T, 6 = A, A Dy )

onde
Eilz/z] Yaly/z]
Alx/z|,T = A, Blz/z] Cly/z],© = A, D|y/ =] (Miz)
Alx/z],T,0* = A* A, Cly/z]
II; =

Alz/z],T,0 = A A, Cly/z]
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Yuly/z] Yolz/2]
Dly/z],© = A, Cly/z] Blz/z],T = A, Alz/z] (Mix)
Dly/z],0,T* = A*, A, Alz/ 2]
Il =

Dly/z],T,© = A A, Alz/z]
Note que, se (Blz/-]) = (Cly/.]), entdao Blx/z] = Cly/z].

Como gr(B) < gr({(B)), entao por hipdtese de indugao p pode ser transformado
em uma derivagao 7’ para o sequente (A[z/]),I',© = A, A, (DJy/.]) tal que

nenhuma aplicagao da regra (Mix) ocorre.

Suponhamos agora que r(m) > 2.
Agora, mostraremos que podemos diminuir o rank da derivacao e assim eliminar a

aplicacao da regra (Miz) pela hipétese de indugao.
Logo, o rank esquerdo é maior que 1 ou o rank direito é maior que 1.
Inicialmente, suponhamos que o rank direito é maior que 1.

Inicialmente, suponhamos que a formula mix M ocorre no antecedente do sequente

superior esquerdo da regra (Miz).

Entao,
%) Yo
_I'=A 0=A Mi
TT T e = A A (Miz)
(com M €T)

A derivagao 7 é tranformada na derivacao n’ abaixo para o sequente I', ©* = A* A
tal que nenhuma aplicagao da regra (Miz) ocorre.

2y
O=A

/
™

T I,60= A A
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Agora, suponhamos que a férmula mix M nao ocorre no antecedente do sequente

superior esquerdo da regra (Mizx).

Seja (R) a regra que tem como conclusao o sequente superior direito da aplica¢ao da

regra (Mix).

Temos os seguintes casos:

e (R) é uma atenuagao, contracdo ou permutacao no antecedente.

Yo
T
TS T e saLa MW
Entao, a derivacao 7 é transformada em:
P P
'=A Z=A
r=oan Mo
Ay —
P= T,.0" = A% A

Como o rank direito é maior que 1, entao a férmula mix M ocorre em =.

Se a féormula mix M ocorre em =, entao a aplicagao da regra Mix em p esta correta.

Yo
Por outro lad Kde _ 22 & kde == a
Or outro la O7 CcCOmo oran e — € INEenor que o ran ei,en a0 por
== A q 0=A P

hipétese de indugao p pode ser transformado em uma derivacao 7’ para o sequente

[, ©* = A* A tal que nenhuma aplicagao da regra (Mix) ocorre.
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e (R) é uma atenuacao, contragdo ou permutagao no consequente.

Demonstrado de modo analogo ao item anterior.

e (R) é uma regra de inferéncia com um sequente superior e (R) nao é uma regra de

atenuacao, nem de contracao e nem de permutacao.

— (R) é uma aplicagao de (Va).

by
(A),© = A (Va)
o I'=s A VzA[ /z],0 = A (Mix)

I, (Vz Al /x])*, ©* = A* A

Como o rank direito de 7 é maior que 1, entao a férmula mix M = VzA[_/x]

ou M # VzA[_/x].

Consideremos os seguintes casos:

x M # VzA[_/x]
Entao, a derivacao m é transformada em:

'=sA (A),0=A
I, (A)*, 0 = A* A

(A),T,6" = A", A

VAl /2],T, 6" = A%, A (Va)
P T, VaA[ /4], 0" = A% A
Com rank d > 5 menor rank d
omo o ra e<A>7@:>Ae enor que o ra e
p
(A),A= A

, entao por hipdtese de indugao p pode ser transformado

VzA[/x],© = A
em uma derivagao 7’ tal que nenhuma aplicagao da regra (Mix) ocorre.

x M =VzA| ]z
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Entao, a derivacao m é transformada em:

I'=A (A),0=A

v
T (4),0 = A, A M)
(A),T,0* = A* A (Va)
T=A  ViA[/2],T,0" = A" A (Miz)
[.T,0" = A", A", A
P= [.6"= A" A
C kd > ; k d
omo O ran e <A>, @ N A € menor que o ran e
5
(A),0 = A

, entao por hipdtese de indugao p pode ser transformado
VoAl /1],0 = A PoT AP saepp

em uma derivacao p’ tal que em p’ temos apenas a aplicagdo da regra
(Miz) mais abaixo, ou seja,
Y

'=A VzA[/z],T,0* = A* A M
T.T,0" = A", A%, A (Miz)

/

r= T.0"= A" A

Temos por hipdtese que M = Vz Al /x| € T.

Como VzA[_/xz] € ©* e VzA[_/x] € T, entdo o rank direito de p’ é igual a
1.

Como o rank direito de p’ é igual a 1 e o rank direito de 7 é maior que 1,
entao por hipdtese de indugao p’ pode ser transformado em uma derivagao
7’ para o sequente I',©* = A* A tal que nenhuma aplicacao da regra

(Miz) ocorre.

— (R) é uma aplicagao de (V).
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by
0 = A, (A)
I'=A ©=AVzA[/z]

(Ve)

T T,0" = A%, A, Vo A[/x] (Miz)
Entao, a derivacao 7 é transformada em:
by
F'=A 0©=A/(A4) _
(Mix)
Lo =AM (4) ve)
P=7T,0" = A, A, VaA[ /4]
by
C kd 5 kde O AW
omoorankde o 4 (A) ¢ menor que o rank de &— ANl entao

por hipétese de inducdo p pode ser transformado em uma derivacao 7’ de

['0* = A* A, VzA[_/z] tal que nenhuma aplicacao da regra (Miz) ocorre.
e (R) é uma regra de inferéncia com dois sequentes superiores.

— (R) é uma aplicagao de ({).

21 22
A©=AB BO=AA 1)
. =>4 (Alz/]),© = A, (Blz/]) (Miz)

I ((Alz/])), ©° = A% A, (Blz/])
Como o rank direito de 7 é maior que 1, entao a formula mix

M = (Alz/)) ou M # (Alz/]).

Consideremos os seguintes casos:

« M+ (Ale/])

Entao, a derivaccao m é transformada em:

1L H2
AL/ .1, 6 = A% A, (Ble/ ) V)

"7 T AR/ 6 = A A (B T)
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onde
2
'=A AO0=AB1B (Miz)
T, (A0 = A" AB
H .
! AT,0 = A* A B
e
Yy
'=A BO=AA (Miz)
T, (B),0"= A~ AA
= B.T,6" = A" A\, A
X 2 N
Como os ranks de AO=AB ¢ BO= A 4 SAomenores que o rank
P pI
A©=AB BO=AA . L ) _
de , entao por hipdtese de inducao p pode

(Alz/1),© = A, (Blz/ )

ser transformado em uma derivacao 7’ para o sequente

L, (Afe/ 1), 0" = A A, (Blz/])

tal que nenhuma aplicagdo da regra (Mix) ocorre.

« M= (Alz/])

Entao, a derivacao 7 é transformada em:
In; 1l
(Alz/]),T',©* = A A, (Blz/])

I'= A T,(Alz/]),0* = A% A, (Blz/])
[,T,0* = A* A* A, (Blz/])

(Miz)

P= T,0" = A, A, (B[z/])

onde
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X
'=A A©6=ABHB

Mi
T,(A)",6" = A* A, B (Miz)
th AT,0 = A* A B
€
2o
'=A BO=AA (Miz)
T, (B),0" = A~ A A
= B,I,0* = A" A\, A
C ks d > pI .
omo OS rankKs ae A,@ N A,B (§ B,@ - A,A Sao 1menores que o
> hIPN
A©®©=AB BO=AA . o i _
rank de , entao por hipoétese de inducao p

(Alz/1),© = A, (Blz/ )

pode ser transformado em uma derivacao p’ tal que em p’ temos apenas a

aplicacdo da regra (Miz) mais abaixo, ou seja,

5
P=A  (Az/]),[,0° = A% A, (Blz/])
[.T,0" = A%, A, A, (Blz/])

/

p = [,0* = A* A, (B[z/])

Temos por hipdtese que M & T'.
Como M ¢ ©* e M ¢ T, entao o rank direito de p’ é igual a 1.

Como o rank direito de p’ é igual a 1 e o rank direito de 7 é maior que 1,
entao por hipoétese de

. ., o

indugao p’ pode ser transformado em uma derivacao 7’ para o sequente

I, 0* = A* A, (B[z/]) tal que nenhuma aplicagao da regra (Miz) ocorre.
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Agora, suponhamos que o rank direito é igual a 1.
Como o rank direito é igual a 1 e r(7) > 2, entao o rank esquerdo é maior que 1.

Suponhamos que a férmula mix M ocorre no consequente do sequente superior direito

da (Mix).
Entao,
> hI
_I'=sA 0=A
TTT e = A A
(com M € A)

A derivagao 7 é transformada na derivagao 7’ abaixo para o sequente I', ©* = A* A
tal que nenhuma aplicagao da regra (Mix) ocorre.

I'= A

/
™

o = A* A
Agora, suponhamos que a formula mix M nao ocorre no consequente do sequente

superior direito da (Mix).

Seja (R) a regra que tem como conclusdo o sequente superior esquerdo da aplicagao

da regra (Mix).

Logo, temos os seguintes casos:

e (R) é uma regra de atenuagao, contragdo ou permutacao no consequente.

2
'=w P
' A (F) 0=A
T T e = AA

Entao, a derivacao m é transformada em:
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¥ Yo
'=wv 0=A
o= U A

o= A, U
I,er= A A"

(R)

P= T,60" = A", A
Como o rank esquerdo ¢ maior que 1, entao a formula mix M ocorre em W.

Se a formula mix M ocorre em W, entao a aplicagao da regra Mix em p esta correta.

2

¥ = Vv
= v T=A
hipétese de indugao p pode ser transformado em uma derivacdo 7’ para o sequente

Por outro lado, como o rank de ¢ menor que o rank de , entao por

[, ©* = A* A tal que nenhuma aplicagao da regra (Miz) ocorre.

e (R) é uma regra de atenuagao, contragdo ou permutagao no antecedente.

Demonstrado de maneira analoga ao item anterior.

e (R) é uma regra com um sequente superior e nao é uma regra estrutural.

— (R) ¢ uma aplicagao de (Va).

)
(A), ' = A
 VadA[z/].T = AV g p
B VzAlz/],T,0* = A* A

Entao, a derivacao m é transformada em:

5
(A), T = A @éA(M')

T (ANT,6" = A A ”

P T NaAl/].T, 0 = A%, A

(Va)
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by
X (A), ' = A
(4),I'= A VzAlz/],T = A

o por hipétese de inducao p pode ser transformado em uma derivacao n’ para o

Como o rank de é menor que o rank de , entao

sequente VzAlz/],T',0* = A* A tal que nenhuma aplicacao da regra (Mix)
ocorre.
(R) é uma aplicacao de (Ve)

by
I'= A, (4)
CToaved VY e=a
- T,0% = A (VaA[z/ ), A

Como o rank esquerdo de 7 é maior que 1, entao a férmula mix M = VzA[_/z]

ou M # VzA[ /z].

Consideremos os seguintes casos:
x M # VzA[ ]z

Entao, a derivacao 7 é transformada em:
)

I'=A(A) ©O©=A
[0 = A% ((A)* A

T,0" = A%, A, (4)

T,0" = A%, A, VaA[_/z] (Ve)
P= T,0" = A%, VaA[ /7], A
)
I'= A (A
Como o rank de = i, (A) é menor que o rank de = A V;Eil[>/$]’

entao por hipdtese de inducao p pode ser transformado em uma derivagao
7/ para o sequente I', ©* = A* VzA[_/z|, A tal que nenhuma aplicacao da

regra (Mix) ocorre.
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* M = VzA[_/x]

Entao, a derivacao 7 é transformada em:

5
I'=A (4 ©=A

i
F,@* = A*7 (<A>>*’A ( Z.T)
o= A" A, (A) (Ve)
I,0" = A%, A, VzAL /1] 9= A iz
[, 0% 0% = A* A* A
P = 0% = A* A
by
> , I'= A, {4)
Como o rank de T'= A, (A) é menor que o rank de T= A VAl /2]’

entao por hipdtese de inducao p pode ser transformado em uma derivagao
P’ tal que em p’ temos apenas a aplicagao da regra (Miz) mais abaixo, ou
seja,

)y

IO = A" A, VzA[_/z] 0=A
T.6%.0" = A" A" A

©
I

[e= A" A
Temos por hipétese que M = VxA[_/x] € A.

Como VzA[ /x| ¢ A* e VAl /z] ¢ A, entao o rank esquerda de p’ é igual
al.

Como o rank esquerdo de p’ é igual a 1 e o rank esquerdo de 7 é maior
que 1, entdo por hipétese de inducao p’ pode ser transformado em uma
derivacao 7’ para o sequente I', ©* = A* A tal que nenhuma aplicacao da

regra (Mix) ocorre.

e (R) é uma regra com dois sequentes superiores.
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— (R) é uma aplicagao de ({)

2 Yo
AT = AB B, I'=AA @)
(Alz/]),T = A, (Blz/]) 0= A

T T AR/ T.6 = A (Bl A M)

Como o rank esquerdo de 7 é maior que 1, entdo a férmula mix M = (B[z/_])

ou M # (Blz/]).

Consideremos os seguintes casos:

« M+ (Bla/])

Entao, a derivacao 7 é transformada em:

b] Yo
ATl'=AB 0=A . B I'=AA 0=A Mi
AT 0 = A B M) BT.0 = A A (M)
AT,0"= A%, A, B B.T,6" = A A, A ®
(Alz/]),I,©* = A* A, (B[z/])
p: * *
(Alz/]),T,0* = A* (Blz/]),A
Com ranks d 1 2 a0 menor rank
omo os ranks eA,F¢A,B eB,F#A,A S0 menores que o ra
de
b3 o

AIl'=A,B BI=AA
(Alz/]), T = A, (Blz/])

, entao por hipdtese de inducao p pode ser transformado em uma derivagao

n’ para o sequente (Alzx/]),T,0* = A* (Blz/]),A tal que nenhuma
aplicagao da regra (Miz) ocorre.
* M = (Blz/])

Entao, a derivacao m é transformada em:
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1 II,
(Alz/]),T,0* = A* A, (Blz/]) ® o= n
(Alz/]),T,0%,0* = A* A* A

p= (Alz/]),T,0" = A" A

onde
X
AT = A B 0=A
AT, 0= A*, B* A

IT, =

AT,.6= A" A\, B

Yo
BI'=AA O=A
B,T,0* = A* A* A

1, =
2 B.T,0" = A", A, A

A o
AT=AB ¢ BT=AA

Como os ranks de sao menores que o rank

de 5, 5,
Al'=AB BIl=AA
(Alz/]), T = A, (Blz/])

entao por hipdtese de inducao p pode ser transformado em uma derivagao

p' para o sequente (Alz/]),[',0* = A* A tal que em p’ temos apenas a
aplicacao da regra (Miz) mais abaixo, ou seja,
by

(Alx/]),T,0* = A* A, (Blz/]) ©=A
(Alz/]),T,0%,0* = A* A* A

r= (Az/]),T,6" = A", A
Temos por hipétese que M = (Blz/]) € A.

Como M = (Blz/.]) ¢ A* e M = (Blz/-]) ¢ A, entdo o rank esquerdo de
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p éigual a 1.

Como o rank esquerdo de p’ é igual a 1 e o rank esquerdo de 7 é maior
que 1, entao por hipétese de indugao p’ pode ser transformado em uma
derivagao 7’ para o sequente

(Alx/]),T,0* = A* A tal que nenhuma aplicacao da regra (Miz)

ocorre.

Suponhamos agora que SC* = SCML* ou SC* = SCIL*.

Note que em todos os casos anteriores (em que SC* = SCCL*) nao existe a obrigato-
riedade de o consequente de um sequente conter mais do que uma férmula. Logo, todos
0s casos existentes para SC* = SCML* ou SC* = SCIL* sao demonstrados de modo
analogo.

Lema8.1.2: Seja m uma derivacao para o sequente I' = A em SC*(B). Entao, existe uma

derivacao 7’ para o sequente I' = A em SC*(B) livre de aplicagdo da regra (Mix).

Prova: A prova é feita por indugao sobre o niimero de ocorréncias de aplicacoes da regra

(Miz) em 7.
Seja m uma derivac¢ao para o sequente I' = A em SC*(B).
Seja n o nimero de ocorréncias de aplicagoes da regra (Miz) em .

Passo base: n =0

Logo, ' = m.

Hipdtese de inducao: para toda derivacao com n menor ou igual a k aplicagoes da
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regra (Mix) o teorema é vélido.
Seja m um derivagdo com n = k + 1 aplicagoes da regra (Miz).
Tomemos uma subderivacao D da derivacao 7 tal que D seja uma derivacao especial.

Pelo lema 8.1.1 a subderivacao D pode ser transformada em uma derivacao D’ para o

mesmo sequente sem ocorréncia de aplicacao da regra (Miz).

Substituindo a subderivacao D por D’ na derivacao m obtemos um derivacao w para

o sequente I' = A com n — 1 = k aplicagoes da regra (Miz).

Entao, por hipétese de inducao existe uma derivacao 7’ para o sequente I' = A livre

de aplicagao da regra (Mix).

A.5.2 Rasultados da secao 8.2

Lema8.2.1: Seja m uma derivagao para o sequente I' = A em SC*(Q2)
(com Q" C {(T*a),(L*c)}). Entdo, se m é uma derivagdo especial, entdo m pode ser
transformada em uma derivagao 7’ de I' = A em que nenhuma aplicagao da regra (Mix)

ocorre.

Prova: A prova do lema é feita por indugao sobre o par (gr(w),r(m)) de modo similar

a prova do lema 8.1.1.
Seja m uma derivagao de I' = A em SC*(Q) (com Q* C {(T*a), (L*c)}).

Suponhamos que 7 é uma derivacao especial. Vamos nos concentrar nas regras envol-
vendo férmulas generalizadas e férmulas marcadas.

Temos que SC* € {SCML*, SCIL*,SCCL*}.
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Suponhamos inicialmente que SC* = SCCL*.
Passo base: Seja 7 é uma derivagdo em SC*(Q2) tal que (gr(m),r(xw)) = (0, 2).

Demonstardo de modo analogo ao caso classico, pois a férmula mix nao é uma férmula

marcada ou generalizada.

Hipétese de inducao: O lema é valido para toda derivacao p tal que

(g7(p),r(p)) < (gr(m),r(m)) = (g,7).
Seja m uma derivagao tal que (gr(n),r (7)) = (g,7).

Além dos casos de férmula mix de SC*(B), temos os seguintes casos em SC(€2).
Suponhamos que r(m) > 2.
Agora, mostraremos que podemos diminuir o rank da derivacao e assim eliminar a

aplicacdo da regra (Miz) por hipdtese de indugao.
Logo, o rank esquerdo é maior que 1 ou o rank direito é maior que 1.
Inicialmente, suponhamos que o rank direito é maior que 1.

Inicialmente, suponhamos que a féormula mix M ocorre no antecedente do sequente

superior esquerdo da regra (Mix).

Entao,
P Yo
o '=A @:A(Mix)
o= A* A
(com M €T

A derivacao 7w é tranformada na derivacao 7’ abaixo para o sequente I', ©* = A* A

tal que nenhuma aplicagao da regra (Mix) ocorre.
Yo
0=A

/
™

T I,60= A A
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Agora, suponhamos que a férmula mix M nao ocorre no antecedente do sequente

superior esquerdo da regra (Mizx).

Seja (R) a regra que tem como conclusao o sequente superior direito da aplica¢ao da

regra (Mix).

Temos os seguintes casos:

e (R) é uma atenuagao, contracdo ou permutacao no antecedente.

Yo
T
TS T e saLa MW
Entao, a derivacao 7 é transformada em:
P P
'=A Z=A
r=oan Mo
Ay —
P= T,.0" = A% A

Como o rank direito é maior que 1, entao a férmula mix M ocorre em =.

Se a féormula mix M ocorre em =, entao a aplicagao da regra Mix em p esta correta.

Yo
Por outro lad Kde _ 22 & kde == a
Or outro la O7 CcCOmo oran e — € INEenor que o ran ei,en a0 por
== A q 0=A P

hipétese de indugao p pode ser transformado em uma derivacao 7’ para o sequente

[, ©* = A* A tal que nenhuma aplicagao da regra (Mix) ocorre.
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e (R) é uma atenuacao, contragdo ou permutagao no consequente.

Demonstrado de modo analogo ao item anterior.

e (R) é uma regra de inferéncia com um sequente superior e (R) nao é uma regra de

atenuacao, nem de contracao e nem de permutacao.

— (R) é uma aplicacao de (T*a).

)y
(A= A),0=AN _
r= A oo 9
e I,0° = A% A (Miz)
Entao, a derivacao 7 é transformada em:
'=A (A A A
~ < )6 = (Mix)

T, ((A— A), 6" = A", A

(A— A),T,6" = A% A

- T*
P [0 = A* A (Ta)
)y ,
Como o rank de (A= A),0= A ¢ menor que o rank de
)Y
(A— A), A=A . Ny . -
5= A , entao por hipdtese de indugao p pode ser transformado

em uma derivagao 7’ para o sequente I', ©* = A* A tal que nenhuma aplicacao

da regra (Mix) ocorre.
— (R) é uma aplicagao de (L*c).

>
O=A(1) .
= A oA L

" T,0°= A" A (Miz)

Entao, a derivacao m é transformada em:
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)
F'=A ©=A(l) (Miz)
P o= A" A, (L) (1*0)
[eor= A* A
by
5 , O = A, (L) "
Como o rank de 0= A (L) ¢ menor que o rank de -y entao

por hipétese de inducdo p pode ser transformado em uma derivacao 7’ de

[, ©* = A* A tal que nenhuma aplicagao da regra (Mix) ocorre.
Agora, suponhamos que o rank direito é igual a 1.
Como o rank direito é igual a 1 e r(7) > 2, entao o rank esquerdo é maior que 1.

Suponhamos que a formula mix M ocorre no consequente do sequente superior direito

da (Mix).

Entao,
> hI
r=A ©O©=A
T e = A A
(com M € A)

A derivacgao 7 é transformada na derivacao 7’ abaixo para o sequente I', ©* = A* A

tal que nenhuma aplicagao da regra (Mix) ocorre.
I'= A

!/

TTT e = AA

Agora, suponhamos que a féormula mix M nao ocorre no consequente do sequente

superior direito da (Mix).

Seja (R) a regra que tem como conclusdo o sequente superior esquerdo da aplicagao

da regra (Mix).

Logo, temos os seguintes casos:
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e (R) é uma regra de atenuagao, contragdo ou permutagao no consequente.

2

I'=w Y

I'=A (F) 0 =A
o= A* A

m =

Entao, a derivacao m é transformada em:

2 29
I'=v 0 =A
[e*= U A

[ox= A, U*
Ier= A A

(R)

P= T,0"= A% A
Como o rank esquerdo é maior que 1, entao a formula mix M ocorre em W.

Se a férmula mix M ocorre em ¥, entao a aplicacao da regra Mix em p esta correta.

2
Por outro lad Kde =1 & kde =Y onta
Or outro la O, COImo o ran e F N \If € 1menor queoran e F = A ,en ao pOl"

hipétese de inducao p pode ser transformado em uma derivacao 7’ para o sequente

[, ©* = A* A tal que nenhuma aplicagao da regra (Mix) ocorre.

e (R) é uma regra de atenuagado, contragdo ou permutagao no antecedente.

Demonstrado de maneira analoga ao item anterior.

e (R) é uma regra com um sequente superior e nao é uma regra estrutural.

— (R) é uma aplicagao de (T*a).

hy
(A— A) T = A
I'=A
Io* = Ax A

(T"a) 0=A
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Entao, a derivacao m é transformada em:

by
(A=A T=A ©O=A Mi
T G-Aresaa O
p= T,0" = A" A
)y
D , (A— AT = A
Como o rank de (A— AT = A é menor que o rank de = A ,

entao o por hipotese de indugao p pode ser transformado em uma derivagao
7' para o sequente I', ©* = A* A tal que nenhuma aplicagao da regra (Miz)

ocorre.
— (R) é uma aplicacao de (L*¢)
by
I'=A, (1)

I'=A
[,ex= A* A

(Lxe) g a

Entao, a derivacao m é transformada em:
)Y

'=A(l) ©=A
[0 = A ((L))"A

[or = A« A, (L)

P= T,0" = A% A (L7)

)
) = A (1)
['= A (L) '=A
por hipétese de inducao p pode ser transformado em uma derivagao ' para o

Como o rank de é menor que o rank de , entao

sequente I', ©* = A*A tal que nenhuma aplicagao da regra (Miz) ocorre.

Suponhamos agora que SC* = SCML* ou SC* = SCIL*.

Note que em todos os casos anteriores (em que SC* = SCCL*) nao existe a obrigato-

riedade de o consequente de um sequente conter mais do que uma férmula. Logo, todos
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0s casos existentes para SC* = SCML* ou SC* = SCIL* sao demonstrados de modo

analogo.

Lema8.2.2: Seja m uma derivacao para o sequente I' = A em SC*(Q2)
(com Q* C {(T*a),(L*c)}). Entao, existe uma derivagdo n’ para o sequente I' = A em

SC*(Q) livre de aplicagao da regra (Mix).

Prova: A prova é feita por indugao sobre o niimero de ocorréncias de aplica¢oes da regra

(Miz) em 7.
Seja m uma derivagao para o sequente I' = A em SC*(Q2) com Q* C {(T*a),(L*c)}).
Seja n o ntimero de ocorréncias de aplicagoes da regra (Miz) em .

Passo base: n =0

Logo, ' = .

Hipétese de indugao: para toda derivagao com n menor ou igual a k aplicagoes da

regra (Mix) o teorema é vélido.
Seja m um derivagdo com n = k + 1 aplicagoes da regra (Miz).
Tomemos uma subderivacao D da derivacao 7 tal que D seja uma derivacao especial.

Pelo lema 8.2.1 a subderivacao D pode ser transformada em uma derivacao D’ para o

mesmo sequente sem ocorréncia de aplicacao da regra (Miz).

Substituindo a subderivacao D por D’ na derivacao m obtemos um derivacao w para

o sequente I' = A com n — 1 = k aplicagoes da regra (Miz).

Entao, por hipétese de inducao existe uma derivacao 7’ para o sequente I' = A livre

de aplicagao da regra (Mix).
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A.5.3 Rasultados da secao 8.3

Lema8.3.1: Seja m uma derivacdo de I' = A em SC*(2). Entao, se m é uma derivacao
especial restrita, entao m pode ser transformada em uma derivacao n’ de I' = A tal que

toda as aplicagoes da regra (Mix), caso exista alguma, tém as seguinte propriedades:

e 0 sequente superior esquedo (direito) da aplicagao da regra (Mix) é a conclusao de
uma aplicacao da regra ({§) e o sequente superior direito (esquerdo) ¢é a conclusao

de uma aplicacao de regra operacional para formulas marcadas;

e 0 maior nimero de sequentes consecutivos em um caminho p tal que o sequente mais
inferior de p é o sequente superior esquerdo da aplica¢do da regra (Mizx) e cada um

dos sequentes de p contém a formula mix M no consequente € 1; e

e ¢ 0 maior numero de sequentes consecutivos em um caminho p tal que o sequente
mais inferior de p é o sequente superior direito da aplicacao da regra (Miz) e cada

um dos sequentes de p contém a férmula mix M no antecedente é 1.

Prova: A prova do lema ¢ feita por indugao sobre o par (gr(w),r(m)) (onde gr(w) é o
grau e () é o rank da derivagao 7) de modo anélogo ao lema 8.1.1.

Seja m uma derivacao de I' = A em SC*(Q2).

Suponhamos que 7 é uma derivagao especial restrita. Vamos nos concentrar nas regras
envolvendo férmulas generalizadas e formulas marcadas.

Temos que SC* € {SCML*, SCIL*,SCCL*}.

Suponhamos inicialmente que SC* = SCCL*.
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Passo base: 7 é uma derivagao de grau zero e rank 2, isto é,
(gr(m),r(m)) = (0,2).

Demonstardo de modo anédlogo ao caso cléassico.

Hipétese de inducao: O lema ¢ valido para toda derivagao p tal que

(g7(p),7(p)) < (gr(m),r(m)) = (g,7).
Seja m uma derivagao em SC(2) tal que (gr(w),r(7)) = (g,7).
Suponhamos que SC* = SCCL".
Suponhamos que r(7) = 2.
Logo, tanto o rank esquerdo como o rank direito é igual a 1.

Se o rank esquerdo € igual a 1, entao apenas o sequente superior esquerdo da aplicacao

da regra Mix contém a férmula mix no consequente.

Se o rank direito € igual a 1, entao apenas o sequente superior direito da aplicacao da

regra Mix contém a férmula mix no antecedente.

Em cada um dos casos a seguir mostraremos que podemos diminuir o grau da férmula

mix e assim eliminar a aplicacdo da regra (Miz) pela hipotese de indugao.

Dai, além dos casos de SC*(B), temos os seguintes casos:

e A férmula mix é obtida a partir de uma aplicacao de uma regra estrutural ou

sequente inicial.

— O sequente superior esquerda da aplicagao da regra (Miz) é um sequente ini-

cial.

» O =A
M=M 0=A -

o
M, 6" = A M,6" = A
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Portanto, n’ é uma derivacao do sequente M,A* = A em que nenhuma

aplicagao da regra Mix ocorre.

— O sequente superior direito da aplicagao da regra (Miz) é um sequente inicial:

demonstrado de maneira analoga ao item anterior.

— O sequente superior direito da aplicagao da regra (Miz) é a conclusdo de uma

aplicagao da regra estrutural (Aa).

22 22
o ©=A 0= A
=AM Mﬁ:A%%M» . T
= — - @ @@
m o= AA v "TTre=AA

Portanto, 7’ é uma derivacdo do sequente I';© = A, A em que nenhuma

aplicagao da regra (Miz) ocorre.
Todos os outros casos sao demonstrados de modo anédlogo ao item anterior.

e A férmula mix M é obtida a partir de aplicagoes de regras légicas para férmula

marcada.

— O sequente superior esquerdo da regra Mix é a conclusao de uma aplicacao da
regra (A*c) e o sequente superior direito é a conclusao de uma aplicagdo da

regra (A*a) ( formula mix: (A A B)).

Zl 22 23
I'=A(4) TI'=sA(B) , . (A),0 = A .
(A*c) (A*a)
- I'= A (AAB) (ANB),©0 = A (Miz)
B re=AA

Entao, a derivacao m é transformada em:

Y IR
['= A (A) (A),0 = A )
T,0" = A" A (Miz

P= 0= A A
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Como gr((A)) < gr((A A B)), entao por hipétese de indugao p pode ser trans-
formado em uma derivacao 7’ para o sequente I', © = A, A tal que todas as

aplicagoes da regra (Mix) que ocorrem em 7’ tém as propriedades do lema.

O sequente superior esquerdo da regra Mix é a conclusao de uma aplicagao da
regra (V*c) e o sequente superior direito é a conclusao de uma aplicagdo da

regra (V*a) ( formula mix: (AV B)).

5, N 5 5,
I'=A(A) T'=A(B) . (A),0=A (B)O=A
_ T= A, (AVB) (V¥e) (AVB).0=A ( )(Mi:v)
T.6= AA

Entao, a derivacao m é transformada em:

> D3
I'=A(A) (A),0=A (
[e*= A* A

P= 0= A A

Como gr((A)) < gr((AV B)), entao por hipétese de indugao p pode ser trans-
formado em uma derivacao 7’ para o sequente I', © = A, A tal que todas as

aplicagoes da regra (Mizx) que ocorrem em 7’ tém as propriedades do lema.

O sequente superior esquerdo da regra Mix é a conclusao de uma aplicacao da
regra (—*c) e o sequente superior direito é a conclusao de uma aplicagao da

regra (—*a) (féormula mix: (—A)).

2 2
(A), T =A | ©=A (4
A9 e A (e
o= I'= A, <—|A> <—|A>, 0=A (MZ?L‘)
B o= AA

Entao, a derivacao m é transformada em:
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O=A(4) (A T=A
0.1T" = A" A

p= o= ANA

Como gr((A)) < gr((—A)), entao por hipétese de indugao p pode ser trans-
formado em uma derivacao 7’ para o sequente I', © = A, A tal que todas as

aplicacoes da regra (Mix) que ocorrem em 7’ tém as propriedades do lema.
Suponhamos agora que r(m) > 2.

Agora, mostraremos que podemos diminuir o rank da derivacao e assim eliminar a

aplicacao da regra (Miz) pela hipétese de indugao.
Logo, o rank esquerdo é maior que 1 ou o rank direito é maior que 1.
Inicialmente, suponhamos que o rank direito é maior que 1.

Os casos em que a férmual mix ocorre no antecedente do sequente superior esquerdo

da regra (Mix) sao demonstrados de modo andlogo ao lema 8.1.1.

Suponhamos que a féormula mix M nao ocorre no antecedente do sequente superior

esquerdo da regra (Miz).
e (R) é uma regra de atenuagao, contragdo ou permutagao no antecedente.
Demonstrado de modo analogo ao lema 8.1.1.

e (R) é uma regra de inferéncia com um sequente superior e (R) nao é uma regra de

atenuagao, nem de contracao e nem de permutacao.

— (R) é uma aplicacao da regra (L*c).

29
¥ O=A(1)
——— (L%
'=A (
T = = 8=4A (Mix)

T. 0 = A" A
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Entao, a derivacao m é transformada em:

P P
'=A ©=A/(l)
2
Como o rank de o :fji (1) ¢ menor que o rank de @gi’f_), entao

por hipétese de indugao p pode ser transformado em uma derivacao n’ para o
sequente I', ©* = A* A tal que todas as aplicagoes da regra (Miz) que ocorrem

em 7' tém as propriedades do lema.

— (R) é uma aplicagao de (T*a).

2o
PO (A— A), 0= A .
B '=A 0 =A (Ta)(M.)
= [0 = A" A “

Entao, a derivacao m é transformada em:

2 2o
'=A (A-A),0=A
I'((A— A))*, 0= A" A

(A= A),T,0" = A+ A

- T*
P T,0°= A* A (Ta)
Yo .
Como o rank de (A= A),0 = A ¢ menor que o rank de
)
(A— A),0 = A . . : ~
6= A , entao por hipdtese de inducao p pode ser transformado

em uma derivagao 7’ para o sequente I', ©* = A* A tal que todas as aplicagoes

da regra (Miz) que ocorrem em 7’ tém as propriedades do lema.
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— (R) é uma aplicagao de (—*a).

>
©=A(4)
r=A A6=4A %

TS T (EAY e 5 Ana )

Como o rank direito de 7w é maior que 1, entao a formula mix

M = (=A) ou M # (=A).

Consideremos os seguintes casos:

M # ()
Entao, a derivacao 7 é transformada em:

by
'=A 0O=A(4)

T,0" = A", A, (A)
(=A),T,0" = A%, A

(="a)

P= T, (-A),0" = A%, A
>
C kd > : kde O A
Omo o ran e @ N A’ <A> € menor que O ran e <—|14>7—@:>A/\7 entao

por hipétese de inducao p pode ser transformado em uma derivacao 7’ para
o sequente I', (—A), ©* = A* A tal que todas as aplicages da regra (Mix)
que ocorrem em 7' tém as propriedades do lema.

x M = (—A)
Entao, a derivacao 7 é transformada em:

'=A 0= A,(4)

Lo = A* A, (A)

'=A (-A),T,0* = A* A
I I 0 = A A A

(="a)

P= T,0" = A%, A
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by
) O =A,(A)
O=A,(A (mA),© = A’

por hipétese de inducao p pode ser transformado em uma derivacao p’ para

Como o rank de > é menor que o rank de entao
o sequente I', ©* = A* A tal que em p’ temos a aplicagao da regra (Mix)
mais abaixo e todas as outras aplicacoes da regra (Miz) que ocorrem em

P’ tém as propriedades do lema.
by

= A (mA),[,0* = A" A
[, 0= A A* A

/

r= T,0"= A% A

Temos por hipdtese que M = (—A) ¢ T.

Como M = (=A) € A* e M = (—A) € T, entdo o rank direito de p’ é igual
a l.

Eentao por hipétese de indugao p’ pode ser transformado em uma derivagao
7' para o sequente I',©* = A* A tal que todas as aplicacoes da regra

(Mizx) que ocorrem em 7’ tém as propriedades do lema.

— (R) é uma aplicagao de (—=*c).

5
(A>,@:>A( :

' A o=A(-4) e :

= [,0" = A" A, (= A) (Miz)

Entao, a derivacao m é transformada em:

b))
(A),0 = A
I, ((4)),6" = A% A

I'=A

B (A).T, 0" = A%, A
P= 77T, 0" = A A, (-4)
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)y
)Y (A),©=A
(A),© = A O = A, (—A)
por hipétese de indugao p pode ser transformado em uma derivacao n’ para o

Como o rank de ¢ menor que o rank de , entao

sequente I', ©* = A* A, (—A) tal que todas as aplicagoes da regra (Miz) que

ocorrem em 7’ tém as propriedades do lema.
— (R) é uma aplicacao de (A*a).

5
Ao=a
P=A (AnB =AY

pr— M )
" T((ANB),0 = A A M)

Como o rank direito de 7 é maior que 1, entao a formula mix

M = (ANAB)ouM# (AN B).

Consideremos os seguintes casos:

x M # (AN B)

Entao, a derivacao 7 é transformada em:

5
F=A (A),0=A
I, ((A)* 0 = A% A

(AANB),T,0" = A", A

(n"e)

P= T,(AAB),0" = A%, A

Como o rank de ¢ menor que o rank de

5
(4),0 = A

(ANB),0 = A’
em uma derivagao 7’ de I', (AA B), ©* = A* A tal que todas as aplicagoes

2
(A),© = A

entao por hipdtese de inducao p pode ser transformado

da regra (Mix) que ocorrem em 7’ tém as propriedades do lema.
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x M = (ANB)
Entao, a derivacao 7 é transformada em:

'=A (A),0=A
I ((A)*, 0 = A* A
I'=M (AAB)T,0*= A* A
[T+ 0= A A* A

P= T,60" = A" A

Como o rank de é menor que o rank de

5
(A),0 = A

(ANB),© = A’
em uma derivacao p’ para o sequente I', ©* = A* A tal que em p’ temos

2
(A),©0 = A

entao por hipdtese de inducao p pode ser transformado

a aplicacdo da regra (Mix) mais abaixo e todas as outras aplicagoes da

regra (Mix) que ocorrem em 7' tém as propriedades do lema.

by
= A (AN B),T,0" = A* A
[T+ 0% = A%, A% A

/

r= [0 = A" A

Temos por hipétese que M = (AN B) ¢ T

Como M = (AANB) €0 e M =(ANB) ¢TI, entao o rank direito de p'

é igual a 1.

Entao por hipétese de indugao p’ pode ser transformado em uma derivacao
7' para o sequente I', ©* = A* A tal que todas as aplicacoes da regra

(Mizx) que ocorrem em 7’ tém as propriedades do lema.
e (R) é uma regra de inferéncia com dois sequentes superiores.

— (R) é uma aplicacao de (®*c) (® € {V,A}).
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3 PN
©=A(4) ©=A(B)
(®"c)
. I'=A O =A{(A® B)) (Miz)
a [0 = A% A (A® B))
Entao, a derivacao m é transformada em:
21 Z2
'=A ©=A/(A4) '=A ©=A(B)

[,0" = A", A, (A) (Miz) r@uwmmw>(ww

[,6"= A", (A® B))

p:

) . N
O=A(4) ¢ 0=A(B)

Como os ranks de sao menores que o rank de
p] DI

©=A(4) ©O=A(B)
©=A{((A® B))

, entao por hipétese de indugao p pode ser transformado em uma derivagao =’
para o sequente I',; ©* = A* ((A ® B)) tal que todas as aplicagbes da regra

(Miz) que ocorrem em 7’ tém as propriedades do lema.

— (R) é uma aplicagao de (V*a).

21 Eg
(A),0=A (B,O=A
__r=aA (AVB),0= A <v®mm@

[ ((AV B))*, 0% = A* A
Como o rank direito de 7 é maior que 1, entao a férmula mix

M= (AV B)ouM # (AV B).

Consideremos os seguintes casos:

x M # (AV B)

Entao, a derivacao m é transformada em:
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21 E2
I's A (A),© = A (Miz) 's A (B),© = A (Mix)
T, ((A)e =an " T,((B),0"=A"A 7
(A),T,0* = A* A (B),T,0* = A* A

(AVB),T,0" = A", A

T, (AVB),0" = A%, A

Como os ranks de (A) (291:> A C (B) 32:> A sao menores que o rank
P Yo
(A),©0 = A (B),0 = A

de

(AVB).6 = A , entao por hipotese de inducao p pode ser
transformado em uma derivacao 7’ para o sequente I', (AV B), ©* = A* A
tal que todas as aplicagoes da regra (Miz) que ocorrem em 7’ tém as
propriedades do lema.

x M =(AV B)

Entao, a derivacao 7 é transformada em:
31 Py}

=A (A),© = A (Miz) L= A (B),0 = A
T, ((A)*, 6" = A A T,(B)", 6" = A%, A

(A),T,0* = A* A (B),I,©* = A*, A
(AV B),T,0* = A* A

(V*a)

'=A I, (AV B),0* = A* A
I, T*, 0% = A* A* A

°
|

I,e* = A* A
Y1 Yo .
Como os ranks de (A),0 = A e (B),0 = A sao menores que o rank
%) Yo
(4,06=A (B),0=A - ., o
de [AVE.6= A , entao por hipotese de inducao p pode ser

transformado em uma derivacao p’ tal que em p’ temos apenas a aplicagao
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da regra (Mix) mais abaixo, ou seja,

5
= A (AV B),I',o* = A* A Mi
[.0% 0" = A%, A" A (Miz)

/

r= T,0" = A", A

Temos por hipdtese que M = (AV B) & T.

Como M = (AV B) g A*e M = (AV B) ¢TI, entao o rank direito de p'

¢ igual a 1.

Como o rank direito de p’ é igual a 1 e o rank direito de 7 é maior que 1,

entao r(p') < r(m).

Entao por hipétese de indugao p’ pode ser transformado em uma derivagao
7' para o sequente I', ©* = A* A tal que todas as aplicacoes da regra

(Mizx) que ocorrem em 7’ tém as propriedades do lema.

Agora, suponhamos que o rank direito é igual a 1.
Como o rank direito é igual a 1 e r(7) > 2, entao o rank esquerdo é maior que 1.

Os casos em que a férmual mix ocorre no antecedente do sequente superior esquerdo

da regra (Mix) sao demonstrados de modo anélogo ao lema 8.1.1.

Agora, suponhamos que a férmula mix M nao ocorre no consequente do sequente

superior direito da (Mix).

Seja (R) a regra que tem como conclusdo o sequente superior esquerdo da aplicagao

da regra (Mix).
Logo, temos os seguintes casos:

e (R) é uma regra com um sequente superior e (R) é uma regra estrutural.
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Demonstrado do modo anélogo ao lema 8.1.1.

e (R) é uma regra com um sequente superior e nao é uma regra estrutural.

— (R) é uma aplicagao de (T*a).

by
(A— A T'=A
'=A
[,o*= A* A

(T"a)

0= A

Entao, a derivacao m é transformada em:

>
(A-AT=A O=A
(A=A T,0r= A% A
p= [0 = A" A

(T"a)

)y
)y , I d (A— A)T'=A
(A= A)T = A ¢ menor que o rank de = A ,
entdao por hipdtese de inducao p pode ser transformado em uma derivacao n’

Como o rank de

para o sequente I', ©* = A* A tal que todas as aplicac¢oes da regra (Mizx) que

ocorrem em 7’ tém as propriedades do lema.

— (R) é uma aplicagao de (L*c)

by
= A, (L
o 1:“>:>,A< > (17¢) 0=A
o = A* A
Entao, a derivacao m é transformada em:
Y
= A(Ll) ©6=A (Miz)

T,0" = A, (L)% A

[ = A« A, (L)

p= [ 6" = A" A (L)
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)y
v = A (L)
I'= A (L) '=A
por hipétese de inducao p pode ser transformado em uma derivagao 7’ para o

Como o rank de é menor que o rank de , entao

sequente I', ©* = A* A tal que todas as aplicagoes da regra (Miz) que ocorrem

em 7’ tém as propriedades do lema.
(R) ¢ uma aplicagao de (A*a).

>
Wr=a
ArBT=AMNY e=na

= M
m (ANB),T,6" = A", A (Miz)

Entao, a derivacao m é transformada em:

by
(A),'=A ©=A ,
- . (Miz)
(4).1,6" > A" A (na)

(AAB),T,0" = A%, A

5
> (4),T' = A
(A),T = A (ANB),T = A

por hipétese de indugao p pode ser transformado em uma derivagao ©’ para o

Como o rank de ¢ menor que o rank de , entao

sequente (A A B),[',0* = A* A tal que todas as aplica¢oes da regra (Mix)

que ocorrem em 7’ tém as propriedades do lema.
(R) é uma aplicacao de (—*a).

%

I'=A(4)

CAT=A Y osa
(~4),T,0" = A A

m =

Entao, a derivacao m é transformada em:
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5
= A (A) O=A

T,0" = A, ((A), A

T,0" = A", A, (A)

P= (=A),T,6" = A", A
>
C k d x : kde LA
Oomo O ran e F N A7 <A> € Imenor que O ran e <ﬁA>7F . A s entao

por hipétese de inducao p pode ser transformado em uma derivagao 7’ para o
sequente (—A), ', ©* = A* A tal que todas as aplica¢oes da regra (Miz) que
ocorrem em 7’ tém as propriedades do lema.
— (R) é uma aplicacao de (—=*c).
)y
CT=A AT e=A
B [0 = A% ((-A)* A

Como o rank esquerdo de 7 é maior que 1, entdao a formula mix

M = (=A) ou M #£ (= A).

Consideremos os seguintes casos:

M # (- A)
Entao, a derivacao 7 é transformada em:

by
(A),=A ©=A

(A),T,0" = A%, A (Miz)
[,0" = A, A, (- A)
p= [,0° = A, (=A), A
>
Omo oran (] <A>7F:>A emenorqueoran (] FéA’ <ﬁA> ,en ao
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por hipétese de inducao p pode ser transformado em uma derivagao 7’ para
o sequente I', ©* = A* (=A), A tal que todas as aplicagdes da regra (Mix)
que ocorrem em 7’ tém as propriedades do lema.

x M = (=A)
Entao, a derivacao m é transformada em:

5
(A=A ©O=A
(A),T,0" = A* A

[,0" = A%, A, (—A) 0=A

Mi
[,0%,0 = A", A" A (Miz)
P= [.6"= A" A
P
Como o rank de > ¢ menor que o rank de W—:A entao
(A),T = A d T = A, (~A)

por hipétese de indugao p pode ser transformado em uma derivacao p’ para
o sequente I', ©* = A* A tal que em p' temos a aplicagao da regra (Mix)
mais abaixo e todas as outras aplicagoes da regra (Miz) que o correm em
P’ tém as propriedades do lema.

El

[ = A* A (mA) O =A ,
(Mizx)
[0 = A* A* A

/

P= T,0" = A% A

Temos por hipétese que (—A) &€ A.
Como (—A) € A e (—A) € OF, entao o rank esquerdo de p’ é igual a 1.

Entéao, por hipdtese de indugao p’ pode ser transformado em uma derivagao
7' para o sequente I', ©* = A* A tal que todas as aplicacoes da regra

(Mizx) que ocorrem em 7’ tém as propriedades do lema.

e (R) é uma regra com dois sequentes superiores.
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— (R) é uma aplicagao de (V*a).

2 2
(A),' = A (B), ' = A (v*a)
a
A
o (AVvB),T'= A O = (Miz)

(AV B)),I',0* = A* A
Entao, a derivagao 7 é transformada em:

> Yo
(A), T = A @:H\(Mix) (B),I' = A @:>A(
(A),I',;©r = A" A (B),I',0* = A* A
(AV B),I',o* = A* A

Como os ranks de (A) ?1:> A (B) ?2 A sao menores que o rank de
DY P
(A),I'=A (B),'=A
(AVB),I'=A

entdo por hipdtese de inducao p pode ser transformado em uma derivacao n’
para o sequente (A V B), ', ©* = A* A tal que todas as aplica¢oes da regra

(Miz) que ocorrem em 7’ tém as propriedades do lema.

— (R) é uma aplicacao de (®*c) (com ® € {A, V}).

2 29
I'= A (A) I'= A (B) .
ToAdel  ®9 e i
[0 = A (A2 B)" A

Como o rank esquerdo de m é maior que 1, entao a férmula mix M = (A ® B)

ou M # (A® B).

Consideremos os seguintes casos:

« M+ (A® B)

Entao, a derivacao m é transformada em:
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21 E1
I'= A, (4) @:>A< 2) I'= A, (B) ®:>A(M')
T,0-= A (A, A % "T.e = A (B)A
[,0* = A* A, (A) 0= A* A (B)

I'o*= A", A, (A® B)

[0 = A", (A® B), A

Como os ranks de X1 e 22 sao menores que o rank
I'=A(A) =~ T=A/(B)
¥ Yo
I'=A(A) TI'=A(B) ) o ‘ i
e I = A (ANB) , entao por hipotese de indugao p pode ser

transformada em uma derivacao 7’ para o sequente I', 0* = A* (AR B), A,
tal que todas as aplicagoes da regra (Mizx) que ocorrem em 7’ tém as

propriedades do lema.

x M =(A® B)
Entao, a derivacao m é transformada em:
3 3
F=>A1,(A) O = A . I‘:Al,<B) O = A .
(Mizx) (Mizx)
I, 0% = A*, (A), A I, 0% = A*, (B), A
T,6" = A%, A, (A) r,0° = A*, A, (B) (%)
r,0* = A*, A, (A® B) © = A

(Miz)
D, 0%, 0% = A%, A% A

I',eo* = A* A

Como os ranks de 1 e > sao menores que o rank
I'= A, (A) I'= A, (B)
b Yo
'=A(4) TI'=A(B)

[ = A, (AAB) , entdo por hipdtese de induc@o p pode

ser transformada em uma derivacao p’ para o sequente I', ©* = A* A, tal

que em p’ temos apenas a aplicacao da regra (Miz) mais abaixo, ou seja,

by
[e*= A" A (A® B) 0=A
[0 0% = A* A% A

(Miz)

o= A* A



311

Temos por hipdtese que (A ® B) & A.

Como (A® B) € A e (A® B) ¢ A*, entao o rank esquerdo de p' é igual a
1.

Como o rank esquerdo de p’ é igual a 1 e o rank esquerdo de 7 é maior que

1, entdo r(p') < r(m).

Entao, por hipétese de indugao p’ pode ser transformada em uma derivagao
7' para o sequente I', ©* = A* A tal que todas as aplicacoes da regra

(Miz) que ocorre em 7" tém as propriedades do lema.

Note que em todos os casos anteriores (em que SC* = SCCL*) nao existe a obrigato-
riedade de o consequente de um sequente conter mais do que uma férmula. Logo, todos
0s casos existentes para SC* = SCML* ou SC* = SCIL* sao demonstrados de modo
analogo.

Lema8.3.2: Seja m uma derivacao para o sequente I' = A em SC*(Q2). Entao, existe
uma derivacao 7’ para o sequente I' = A em SC({2) tal que todas as aplicagoes da regra

(Mizx), caso exista alguma, tém as seguinte propriedades:

e 0 sequente superior esquedo (direito) da aplicagao da regra (Mix) é a conclusao de
uma aplicacao da regra ({§) e o sequente superior direito (esquerdo) é a conclusao

de uma aplicacao de regra operacional para formulas marcadas;

e 0 maior nimero de sequentes consecutivos em um caminho p tal que o sequente mais
inferior de p é o sequente superior esquerdo da aplicagao da regra (Miz) e cada um

dos sequentes de p contém a formula mix M no consequente € 1; e

e ¢ 0 maior nimero de sequentes consecutivos em um caminho p tal que o sequente
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mais inferior de p é o sequente superior direito da aplica¢ao da regra (Miz) e cada

um dos sequentes de p contém a férmula mix M no antecedente é 1.

Prova: A prova do lema 8.3.2 é feita por inducao sobre o numero de ocorréncias de

aplicagoes da regra (Mix) em m que nao tém as propriedades descritas no lema.
Seja m uma derivacdo para o sequente I' = A em SC*(Q2).

Seja n o nimero de ocorréncias de aplicagoes da regra (Miz) em 7 que nao tém as

propriedades descritas no lema.

Passo base: n =0

Logo, ' = .

Hipdtese de inducgao: para toda derivacao com n menor ou igual a k aplicagoes da

regra (Mix) que ndo tém as propriedades descritas no lema, o teorema é valido.

Seja m um derivagdo com n = k + 1 aplicagdes da regra (Miz) que nao tém as pro-

priedades descritas no lema.

Tomemos uma subderivagao D da derivagao m tal que D seja uma derivacao especial

restrita.

Pelo lema 8.3.1 a subderivagao D pode ser transformada em uma derivagao D', para
0 mesmo sequente, em que todas as ocorréncias de aplicagoes da regra (Mix), caso exista

alguma, tém as propriedades descritas no lema.

Substituindo a subderivacao D por D’ na derivacao m obtemos um derivacao w para
o sequente I' = A com n — 1 = k aplicagoes da regra (Miz) que nao tém as propriedades

descritas no lema.

Entao, por hipétese de inducao existe uma derivacao 7’ para o sequente I' = A tal que

todas as ocorréncias de aplicacao da regra (Miz), caso exista alguma, tém as propriedades
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descritas no lema.

A.6 Resultados do capitulo 9

Proposican9.2.1: Seja m uma derivagao normal em ND({2). Entao, existe pelo menos

um caminho maximal em 7.

Prova: Seja m uma deriva¢do normal em N D(f2).
A prova da proposicao 9.2.1 é feita por inducao sobre o comprimento de 7.
Passo base: 7 tem comprimento um.

Logo, m é uma arvore contendo um tnico né rotulado pela formula A ou

T = (T*I)m.

Se 7 é uma arvore contendo um tinico né rotulado pela férmula A, entao a sequéncia

(A) é um caminho maximal em 7.

Se m = (T*I) , entdo a sequéncia ((A — A)) é um caminho maximal em 7.

(A— A)

Portanto, existe pelo menos um caminho maximal em 7.

Hipdétese de indugao: a proposicao é valido para toda derivacao de comprimento

menor ou igual a k.
Seja m uma derivacao de comprimento k + 1.
Entao, temos os seguintes casos:

e Uma aplicacao da regra a € {(VE), (VI),(L*E), (A*E)} como tltima inferéncia de

e

= ()

Al w g



314

Entao, por hipétese de indugdo existe um caminho maximal (A, ..., A,, B) na

by
'R

derivagao
Dai, a sequéncia (Ay, ..., A,, B,C) é uma caminho maximal na derivacao .

Portanto, existe pelo menos um caminho maximal em 7.

Uma aplicagao da regra ({§) como ultima inferéncia de 7

I, A] A, [B]
> > >3
B (Ak/)) A

(Blz/])

Entao, por hip6tese de indugao existe um caminho maximal (Ay, ..., Ay, (Alz/]))

na derivacao 22
T (Aflz/])

m= ()

Logo, por definicao de caminho, a sequéncia (A, ..., A,, (A[z/]), (B[z/])) é um

caminho em 7.

Dal, como (A, ..., Ay, (Alx/-])) é uma caminho maximal, entdo a sequéncia

(A1, ..., An, (Alz/]), (Blz/])) é uma caminho maximal na derivagao .

Portanto, existe pelo menos um caminho maximal em 7.

Uma aplicagao da regra (®*I) como tultima inferéncia de 7 (com ® € {A, V}):

X1 X
(4) (B
— (®*]
=D am
Entao, por hipétese de indugdo existe um caminho maximal (A, ..., A,, (A)) na
derivacao >
(A4)

Dai, a sequéncia (A, ..., A,, (A), (A ® B)) é uma caminho maximal na derivagao .

Portanto, existe pelo menos um caminho maximal em 7.
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e Uma aplicagao da regra (V*FE) como tltima inferéncia de 7:

LA AKB)
¥ X1 pI
= (vp)AND) ]‘]é M,

Entao, por hipétese de indugao existe um caminho maximal (A, ..., A,, (A V B))

na derivacao e existe um caminho maximal (B, ..., By,, M) na derivagao

I, (A

2y
M

5
(AV B)

Se By = (A), entao, por definicdo de caminho, a sequéncia
(Ay, ..., Ay, (AV B),(A), By, ..., By, M, M)

¢ um caminho maximal na derivagao .

Caso contrério, a sequéncia (By, ..., By, M, M) é um caminho maximal na derivagao

.

Portanto, existe pelo menos um caminho maximal em 7.

e Uma aplicagao da regra (—*I) como tltima inferéncia de 7:

L, [(A)
)y
€
= (") ———i
(-4)
Entao, por hipétese de indugao existe um caminho maximal (A4i,...,A,, 1) na
I [(A)
derivacao by
L

Dai, a sequéncia (Aq, ..., A, L, (=A)) é uma caminho maximal na derivagao 7.

Portanto, existe pelo menos um caminho maximal em 7.
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e Uma aplicagao da regra (—*F) como tltima inferéncia de 7:

21 22
(4 (=4

m = (B =

Entdao, por hipétese de indugao existe um caminho maximal (A, ..., 4,, (-A)) na
X

(=4)

derivacao
Dai, a sequéncia (Ay, ..., A, (7A), 1) é uma caminho maximal na derivagao .

Portanto, existe pelo menos um caminho maximal em 7.

A.6.1 Resultados da subsecao 9.2.1

Proposicao9.2.2: Seja m uma derivagao normal em ND(B). Entao, em cada um dos

caminhos de 7 existe no maximo uma aplicacao da regra ({).

Prova: Suponhamos que exista um caminho em uma derivagdo normal 7 em N D(B)

tal que existam as aplicagoes oy e g da regra () em p.

Como 7 é uma derivagao normal, entao existe pelo menos uma aplicacao de regra [

entre oy e g tal que 5 nao é a regra ({).

Por outro lado, as aplicagoes a; e as tém como conclusao e premissa maior uma

formula marcada.

Iy, [A4] Ay, [B]'

> Yo
23 B 2y
D () C
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Como ND(B)= ND* U {(VI),(VE),({)} e 0 estd entre a; e as, entdo § é uma

aplicacao da regra (VI) cuja conclusao é uma férmula generalizada.

Dai, se (# é uma aplicacao da regra (VI) e ap tem como premissa maior uma férmula

marcada, entao existe uma aplicacao da (VE) entre 3 e as.

Logo, p contém uma aplicacao de regra (VI) que precede uma aplicacao da regra

(VE). Absurdo, pois 7 é uma derivagao normal.

Portanto, para todo caminho de 7 existe no méximo uma aplicacao da regra ().

Proposicao9.2.4: Seja m uma derivagao livre de corte para o sequente S em SC(B).
Entao, toda féormula que ocorre em 7 é uma subférmula de alguma férmula de S.
Prova: A prova da proposicao 9.2.4 é feita por indugao sobre o comprimento de uma

derivagao em SC(B).
Seja m uma derivagao livre de corte para o sequente S em SC(B).

Passo base: 7 é uma derivacao de comprimento 1.

Logo, m é uma arvore contendo um tnico né rutulado pelo sequente A = A.

Portanto, toda féormula que ocorre em 7 é uma subférmula de alguma férmula de

S=A= A.

Hipotese de inducao: o resultado é vélido para toda derivacao 7 de comprimento

menor ou igual a k.
Seja m uma derivacao de comprimento k + 1.

Logo, além dos casos de SC, em SC(B) temos os seguinte casos:

e a tultima inferéncia de m é uma aplicagao da regra (Vc)



318

5
= A, (A)
" T = A VeA[ /4]

(Ve) (z & occlA])
Seja ¢ uma féormula em 7.

Se ¢ é uma férmula que ocorre em I' = A, Vz A[_/z|, entdo ¢ é uma subférmula de

alguma férmula do sequente I' = A Vz A[_/z],

Caso contrario, ¢ é uma férmula que ocorre em Y ou ¢ é uma férmula que ocorre

no sequente I' = A, (A).

caso 1: ¢ é uma férmula que ocorre em X..

Entao por hipdtese de inducao, ¢ é subféormula de alguma férmula do sequente

['= A (A).

Se ¢ é uma subférmula de alguma férmula em I'' ou em A, entao ¢ é uma subférmula

de alguma férmula do sequente I' = A, Vz A[_/z].

Se ¢ é uma subférmula da férmula (A), entdo, por definigdo, ¢ é subférmula da

férmula Vz A[_/x] que ocorre no sequente I' = A, Vz A[_/x].
caso 2: ¢ é uma férmula que ocorre em I' = A (A).

Se ¢ ocorre em [' ou em A, entao ¢ é uma subférmula de alguma férmula do sequente

I'= A, VzA[_/x].
Se ¢ = (A), entdo, por definigdo, ¢ é uma subférmula de VaxA[_/z].

Portanto, toda férmula que ocorre em 7 é uma subférmula de alguma férmula de

I'= A, VzA[_/x].

e a udltima inferéncia de 7 é uma aplicagao da regra (Va)
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Demonstrado de maneira analoga ao item anterior.

a ultima inferéncia de 7 é uma aplicagao da regra ()

21 22
Al'=AB BIlI=AA
TS AR/ TS A By el uA)

Seja ¢ uma féormula em 7.

Se ¢ ¢ uma férmula que ocorre em (A[z/]),I' = A,(B[z/.]), entdo ¢ ¢é uma

subférmula de alguma férmula do sequente (A[z/]),T" = A, (B[z/]),

Caso contrario, ¢ é uma férmula que ocorre em X1, Yo, ¢ é uma férmula que ocorre

no sequente A,I' = A, B ou ¢ é uma férmula que ocorre no sequente B, ' = A, A.

caso 1: ¢ é uma féormula que ocorre em ¥; ou em .

Entao por hipoétese de indugao, ¢ é subférmula de alguma férmula do sequente

A,T'= A, B ou do sequente B,I' = A, A, respectivamente.

Se ¢ é uma subférmula de alguma férmula em I ou em A, entao ¢ é uma subférmula

de alguma férmula do sequente (A[z/.]),I' = A, (Blz/]).

Se ¢ é uma subférmula da féormula A ou da férmula B, entao, por definicao, ¢ é
subférmula da férmula (A[z/_]) ou da féormula (B[z/_]), respectivamente, que ocorre

no sequente (Alx/_]),I' = A, (B[z/]).
caso 2:  é uma formula que ocorre em A,I' = A, Bouem B,I' = A, A.

Se ¢ ocorre em [" ou em A, entao ¢ é uma subférmula de alguma férmula do sequente
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(Alz/]),T = A, (Blz/]).
Se ¢ = A, entdo, por defini¢do, ¢ é uma subférmula de (A[x/_]).
Se ¢ = B, entdo, por definicdo, ¢ é uma subférmula de (B|z/_]).

Portanto, toda formula que ocorre em 7 é uma subférmula de alguma férmula de

(Alz/]), T = A, (Blz/ ).

A.6.2 Resultado da subsecao 9.2.2

Proposican9.2.5: Seja m uma derivacao normal em ND(P). Entao, em cada um dos
caminhos de 7 existe no maximo uma aplicacao da regra ({).
Prova: Suponhamos que exista um caminho p em uma deriva¢ao normal 7 em N D(P)

tal que existam as aplicagoes a; e ay da regra ({}) em p.

Como 7 é uma derivagao normal, entao existe pelo menos uma aplicacao de regra (3

entre a; e ap tal que (§ nao é a regra ({).

Por outro lado, as aplicagoes a; e as tém como conclusao e premissa maior uma

formula marcada.

Como ND(P)= ND(B)U{(T*I),(L*E)} e (3 estd entre a; e ag, entdo [ é uma
aplicacao da regra (VI) ou (L*FE) que tem como conclusdo uma férmula generalizada

ou L, respectivamente.
Como vimos na proposi¢ao 9.2.2, 5 nao pode ser uma aplica¢ao da regra (V1).

Por outro lado, se  é uma aplicagao da regra (L*E), entdo a conclusao da aplicagao

Bé L.

Logo, se a aplicacao 8 tem como conclusao L, entao podemos ter aplicagoes sucessivas
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de (VE) ou de (IE) e posteriomente uma aplicagao de regra de introducao de N D*, (Abs)
ou (RaA).

Se temos aplicagoes sucessivas de (VE) ou de (IE) e posteriomente uma aplicagao
(w) de regra de introdugao de ND* e m é uma derivagdo normal, entdo em p todas as

aplicagoes de regras abaixo de (w) sao aplicagoes de regras de introdugao de N D*.

Assim sendo, nao obtemos a premissa maior da aplicacao s de p. Logo, as nao pode

existir.

Se temos aplicagoes sucessivas de (VE) ou de (3F) e posteriomente uma aplicacao
da regra (Abs) ou (RaA), entdao para obtermos a premissa maior da aplicagao ay de ({)

devemos ter uma aplicagao da regra (VE) entre a aplicacdo de (Abs) ou (RaA) e as.

Logo, em p teremos uma ocorrénccia de um (Abs) segmento maximal ou (RaA) seg-

mento maximal.
Absurdo, pois 7 é uma derivacao normal.

Se posteriormente a aplica¢ao 3 temos uma aplicagao (w) de regra de intrugao de N D*,
(Abs) ou (RaA), entdo em p teremos abaixo de w aplicagoes de regras de introducao de
N D* e consequentemente ay nao pode existir, ou uma ocorréncia de um (Abs) segmento
maximal ou uma ocorréncia de um (RaA) segmento maximal que é um absurdo, pois 7 é

uma derivacao normal.

Portanto, para todo caminho de 7 existe no méximo uma aplicacao da regra ({}).

A.6.3 Resultado da subsecao 9.2.3

Proposigao9.2.1: Seja m um derivagao normal de A a partir de I' em N D(S) e seja p um
caminho com mais de uma aplicagao da regra ({). Entao, p pode ser transformada em

um caminho com no méximo uma aplicacao («) da regra () tal que todas as aplicagdes
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da regras especificas (A*E) estao abaixo de a.
Prova: Seja 7 um derivagdo normal de A a partir de I' em ND(S).
Seja p um caminho em 7 que contém mais de uma aplicacao da regra ({}).

Mostraremos por indugao sobre o par (n,r) que p pode ser transformado em um

caminho com uma unica aplicagao da regra ({).

Passo base: p é um caminho de rank (1,2), ou seja, em p temos duas aplicagoes
da regra ({§) e entre essas aplicagoes existe uma unica aplicagdo de regra especifica de

ND(S).

Iy, [A] 5 Ay, [BAC)
Hl <141> HZ
Loy (L Ae, D]
M, (A*E) <<BO>A ¢) I,
D C
Logo, m = ({}) D)
2o

e p é o caminho que contém as ocorréncias consecutivas das férmulas (A), (B A C), (C)

e (D).

Entao, a derivacao m pode ser transformada na derivacao:

Ty, [A]Y [B A D]
. I ) A, (ANE)
Fll,_[[lA] T, (AE) BAC (AB) [B A D] rg
A1, (AT
(AE) Bgc s - 1 (AD) PN
@ "D BAD “ A i
_ * (B A D)
v = (A"E) )
PP

Portanto, o caminho p é transformado em um caminho com uma tnica aplicacao da
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regra ({).
Hipdétese de indugao: o lema é vélido para todo caminho de rank menor que (n, r).

Seja p um caminho de rank (n,r).

Fll,_[[A]i ol Alﬁ[B]i
B (A) N |
®) 5 ;
I, (D) 5 A, BV
M, (\'E) <<CDA>D> I,
E D
Logo, 7 = (1) & j
o

e p é o caminho que contém as ocorréncias das formulas (A), (B), (C' A D) e (E).

Entao, a derivagao m pode ser transformada na derivacao v invertendo a ordem das

aplicagoes das regras (A*E); ({) em 7 para (§); (A*E)

Fl) [A]Z Z Ala [BV
I, ! Il,
B (4) A
®) B
() — j
i} (CNE)
= (AN"FE
2o
onde i ;
Ty (AE) [C A D] Ao, (AE) [CANE)
j I j I,
) (AE) [C A D] o i (AE) [C A E] o
== (M) CAE =2 = (M) CAD

Como o ntumero de ocorréncias de aplicagoes de regras especificas entre as aplicagoes

da regra ({) do novo caminho contendo as férmulas (A4), (B), (C AD) e (E) em v é igual
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an’ =n — 1, entdo por hipdtese de inducao este caminho pode ser transformado em um

caminho que contém no méximo uma aplicagao da regra ({).

Portanto, o caminho p pode ser transformado em um caminho com uma tinica aplicagao

da regra ({).

A.6.4 Resultado da subsecao 9.2.4

Proposican9.2.2: Seja m um derivacao normal de A a partir de I' em ND(L) e seja p um
caminho com mais de uma aplicagdo da regra ({}). Entao, p pode ser transformada em
um caminho com no méximo uma aplicagao («) da regra () tal que todas as aplicagdes
da regras especificas (A*I) e (V*I) estao acima de a.

Prova: Seja m um derivagao normal de A a partir de I' em ND(L).
Seja p um caminho em 7 que contém mais de uma aplicagao da regra ({}).

Mostraremos por indugao sobre o par (n,7) que p pode ser transformado em um

caminho com uma tnica aplicagdo da regra ({).

Passo base: p é um caminho de rank (1,2), ou seja, em p temos duas aplicagoes
da regra ({}) e entre essas aplicagdes existe uma tnica aplicacao de regra especifica de

ND(L).

Temos os seguintes casos:

e uma aplicagao da regra (A*I) entre as aplicagdes da regra ({}).

F17 [A]Z El Ala [B]I
I, 11,
| p Wy 5, |
Iy, [% A CJ . 1) B () AQﬁ[D]J
3 N 4
D (BAC) BAC

m= () )
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p € o caminho que contém as ocorréncias consecutivas das férmulas (A), (B), (BAC)

e (D).

Entao, a derivacao m pode ser transformada na derivacao a seguir transformando a

sequéncia de aplicagoes das regras ({); (A*I); () em (A*I); ().

D Yo
(4 ()
- NI =
= () =1 (W) (ANC) S
B (D)
23
onde
ANCT
Iy, (/\Elzl[ " ]
A i
- (5 ALC] B
=1 C
P2, (A1) BAC
1,
D
A27 [D]Z
114
BAC Ao, [D]!
Ao, (NE)—— 2n[4 |
Iy BAC
_ A (AE)—7
=2 = () ANC

Portanto, o caminho p é transformado em um caminho com uma tnica aplicacao da

regra ().
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e uma aplicagao da regra (V*I) entre as aplicagoes da regra ({}).

Ty, [AJ o Ay, [B]
(L S
tigvey 0 5 ¢ 1D
3 V* 4
D (BVE) BvC
23

p é o caminho que contém as ocorréncias consecutivas das féormulas (A), (B), (BVC)

e (D).

Entao, a derivagao 7 pode ser transformada na derivacao a seguir, transformando a

sequéncia de aplicagoes das regras ({); (V*I); ({) em (V*I); (]).

onde
I, [A)
IT,
B [C)
VI \vai
( ) I'y,BvC ( ) I'ry,BvC
| I, I,
= — (VE [AvCT D D .
A, (B
. I,
[D]Z A [C]k
L~ 5 e VDoaye
=, = (vE) BV k
=2 AV C

Portanto, o caminho p é transformado em um caminho com uma tnica aplicacao da

regra ({).
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Hipotese de indugao: a proposicao ¢é vélida para todo caminho de rank menor que
(n,7).

Seja p um caminho de rank (n,r).

Temos os seguintes casos:

e uma aplicagao da regra (A*I) apds a primeira aplicacao da regra ({) de p.

oW
eV B (©)
Iy, [DP (BAC) Ay, [E)
I3 : 114
=2 e D
,

p é o caminho que contém as ocorréncias das férmulas (A), (B), (BAC), (D) e (E).

Entao, a derivacao m pode ser transformada na derivacgao:

X Yo
o A {0
1) Si (W) (ANC) =
Ty, [D)Y (BAC) Ay, [E)
H3 : H4
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onde
[ANC]
1 (NE) C
B
[BACT A
1, (AE) C
_ A
=2 = (M) ANC

Note a inversao da sequéncia de aplicagoes ({}); (A*I) em 7 para (A*I); ({) em 7'

Como o numero de ocorréncias de aplicacoes de regras especificas entre as aplicacoes
da regra ({}) do novo caminho contendo as férmulas (A), (BAC), (D) e (E) é igual
an’ =n—1, entdo por hipétese de inducao este caminho pode ser transformado em

um caminho que contém no maximo uma aplicacao da regra ({).

e uma aplicagao da regra (V*I) apds a primeira aplicacao da regra ({) de p.

I, [A]Z ol Ay, [B]
11, <A> II,
B A 5,
LW B (©)
(V1)
Ty, (D) (BVC) Ay, [EV
H3 H4
E (D) D
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p é o caminho que contém as ocorréncias das férmulas (A), (B), (BVC), (D) e (E).

Entao, a derivacao m pode ser transformada na derivacgao:

h Yo
o A {0
1) S (V1) (AV C) S ;
Ty, [D} (BVC) Ao, [E)
113 : 114
, E (D) D
™ = () ) j
3
onde
Iy, [A*
I
~ [C]F
_ [AVC] (VI) VO (V )B o
= = (VE) Bvé VO
Ay, [B)
Iy
~ C]f
_ BV C]" (VI) YEVRe, (\/I)A c
=, = (VE) Avé AR/

Note a inversao da sequéncia de aplicagoes ({}); (V*I) em 7 para (V*I); ({) em 7.

Como o numero de ocorréncias de aplicagoes de regras especificas entre as aplicacoes
da regra ({}) do novo caminho contendo as férmulas (A), (BV C), (D) e (E) é igual
an’ =n—1, entdo por hipdtese de inducao este caminho pode ser transformado em

um caminho que contém no maximo uma aplicacao da regra ({).
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A.6.5 Resultado da subsecao 9.2.5

Lema9.2.3: Seja m um derivagdo normal de A a partir de I' em ND(F) e seja p um
caminho com mais de uma aplicagao da regra ({). Entao, p pode ser transformada em
um caminho com no méximo uma aplicagao («) da regra () tal que todas as aplicagdes
da regras especificas de introducao estao acima de a e todas as aplicacoes da regras
especificas de eliminagao estao abaixo de a.

Prova: Seja m um derivagdo normal de A a partir de I' em N D(F).

Mostraremos por indugao sobre o par (n,7) que p pode ser transformado em um

caminho com uma unica aplicagao da regra ({).

Passo base: p é um caminho de rank (1,2), ou seja, em p temos duas aplicacoes
da regra ({§) e entre essas aplicacoes existe uma unica aplicagdo de regra especifica de

ND(F).

Temos os seguintes casos:

e uma aplicagao da regra (A*I) entre as aplicagdes da regra ({}).

Demonstrado de mesmo modo como em ND(L).

e uma aplicagao da regra (A*E) entre as aplicagoes da regra ().

Demonstrado de mesmo modo como em N D(S).

Notemos que uma apligdo de regra (T*I) ou da regra (L*FE) em uma derivagao normal

nao pode ocorrer entre duas aplicagdes da regra ({).
Hipdtese de indugdo: o lema é vélido para todo caminho de rank menor que (n, 7).
Seja p um caminho de rank (n,r).
Tomemos as duas primeiras aplicagoes da regra ({}) em p.

Suponhamos que entre as duas primeiras aplicagoes da regra ({}) temos apenas apli-
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cagoes da regra (A*E), isto é, entre as formulas (A) e (B).

Logo, p = ()
)

onde E) - -+ E, representa as n aplicagoes da regra (A*E).

Assim, entre as formulas (A) e (B) em p a sequéncia de aplicagoes de regras é:
($); Er - B (D)

Logo, pelo lema 9.2.1 o caminho p pode ser transformada no caminho p’ com uma tnica
aplicacao da regra ({}) entre (A) e (B) com todas as aplicagoes das regras de eliminagao
sucedendo a primeira aplicacao da regra ({}) em p/, isto é, entre as férmulas (A) e (B) em

p" a sequéncia de aplicagoes de regras é: ({); By - - E,.

Entao, por hipdtese de inducao p’ pode ser transformada em um caminho com no
maximo uma aplicacao («) da regra () tal que todas as aplicagoes da regras especificas
de introducao estao acima de « e todas as aplicacoes da regras especificas de eliminagao

estao abaixo de «.

Agora, suponhamos que entre as duas primeiras aplicagoes da regra ({}) temos apenas

aplicagoes da regra (A*I).
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Logo, P = (1})

onde I - - - I,,, representa as m aplicacoes da regra (A*]).

Assim, entre as férmulas (A) e (B) em p a sequéncia de aplicagoes de regras é:
(@) Lo L (D)

Logo, pelo lema 9.2.2 o caminho p pode ser transformada no caminho p’ com uma tnica
aplicacao da regra ({}) entre (A) e (B) com todas as aplicagoes das regras de eliminagao
antecedendo a primeira aplicacao da regra ({}) em p/, isto é, entre as férmulas (A) e (B)

em p’ a sequéncia de aplicagoes de regras é: I - - I,; ().

2
(4) I

Entao, por hipdtese de inducao p’ pode ser transformada em um caminho com no
maximo uma aplicacao («) da regra () tal que todas as aplicagoes da regras especificas
de introducao estao acima de « e todas as aplicacoes da regras especificas de eliminagao

estao abaixo de «.

Suponhamos que entre as duas primeiras aplicagoes da regra () temos n aplicagoes

da regra (A*E) e m aplicagoes da regra (A*I).

Como 7 é uma derivacdo normal, entdo as aplica¢oes da regra (A*E) precedem as



aplicacoes da regra (A*I) em p.
2
(4)
Ey

&)
E:'n
I
L

(B)
by

Logo, p = ()
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onde Fj---E, representa as n aplicacoes da regra (A*E) e Iy --- I, representa as m

aplicagoes da regra (A*I).

Assim entre as férmulas (A) e (B) em p a sequéncia de aplicagoes de regras é:

@) By By L (D)

Por outro lado, temos F,; I; ¢ uma derivacao da forma:
(C' A D)

(D)  (E)
(DA E)

(A"E)

(A")

que pode ser transformada na derivagao da forma (A*I); (§); (A*E):

CODREE0p) y (€NOADE

1 N 2

gy CADNE) (CADIANE)  (cADVANE
. (CN(DAE)) !

(NE) (D AE)

Logo, o caminho p pode ser transformado no caminho p’ onde a sequéncia de aplicacoes
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de regras entre (A) e (B) é: ((); E1- - En—1;1I1; (0); En; In -+ I (1)-
2
(4)
FEy

&)

En—l

I
Considere o caminho w = ({})———=—— com a sequéncia de aplicacao de regras

En
(ID;El R O I (ﬁ)v E,.

Como o rank de w é menor que o rank p, entao por hipdtese de indugao w pode ser
transformado em w’ com uma tnica aplicagdo da regra ({J) onde a aplicagdo da regra
(A*T) estd acima desta aplicacao e as aplicagoes das regras de eliminagao estao abaixo da
aplicagao ({), isto é, W’ tem a seguinte sequéncia de aplicagoes de regras: Iy; ({); Ey - - - E,.

X1
()
M

I

Iy
(B)
2o
de regras I1; ({); E1 -+ En; In -+ - Iy () entre as férmulas (A) e (B).

Logo, p' pode ser transformado em p” = ({}) com a seqencia de aplicagoes

Como o rank de p” é menor que o rank de p, entao por hipotese de inducao p” pode
ser transformada em um caminho com no maximo uma aplicagdo («) da regra ({}) tal
que todas as aplicacoes da regras especificas de introducao estao acima de « e todas as

aplicagoes da regras especificas de eliminacao estao abaixo de «.





