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Resumo da Tese apresentada & COPPE/UFRJ como parte dos requisitos
necessarios para a obtengdo do grau de Mestre em Ciéncias (M.Sc.)

UM ALGORITMO DE PONTO PROXIMAL EM PROGRAMAGAO
SEMIDEFINIDA

Ronaldo Gregbério

Agosto/2004

Orientador: Paulo Roberto Oliveira
Programa: Engenharia de Sistemas e Computagao

Neste Trabalho, estamos apresentando uma proposta algorftmica para
Programagédo Semidefinida (PSD). Esta aparenta ser a primeira na classe
de métodos de ponto proximal, entre os algoritmos que transformam Pro-
gramagcao Semidefinida em Programacao Nao-linear no ortante positivo do
espaco euclidiano de dimensao n. Isso representa uma redugdo significativa
no nuimero de varidveis do problema, original (um (PSD), em geral, possui
dimensao @) A proposta é implementével e a iteragao principal do algo-
ritmo de ponto proximal conceitual é substituida por uma sucessdo de proble-
mas Nao-lineares em R". Kstamos motivados por resultados de convergéncia
do algoritmo proximal classico estendido a Variedades Riemannianas com
curvatura seccional ndo-positiva. Um importante exemplo de tal variedade
é o espaco de matrizes simétricas definidas positivas, onde a métrica é dada
pela hessiana da barreira padrdo —in det(X). Portanto, observando que o
método proximal cldssico ndo depende das geodésicas deste espago, aplicamos
estas idéias para desenvolver um algoritmo de ponto proximal para (PSD).
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Abstract of Thesis presented to COPPE/UFRJ as a partial fulfillment of the
requirements for the degree of Master of Science (M.Sc.)

A PROXIMAL POINT ALGORITHM IN SEMIDEFINITE
PROGRAMMING

Ronaldo Gregoério

August /2004

Advisor: Paulo Roberto Oliveira
Department: Computing and Systems Engineering

In this work, we propose a new (proximal) algorithm for Semidefinite Pro-
gramming (SDP). It appears to be the first in the proximal class on the set of
methods that convert Semidefinite Programming in Nonlinear Programming.
It is implementable, and each main iteration of the conceptual proximal point
algorithm is replaced by a sequence of non-linear programming problems in
the positive octant of the real vector space R™. We are motivated by results
of the classical proximal algorithm extended to Riemannian manifolds with
non positive sectional curvature. An important example of such manifold is
the space of symmetric definite matrices, where the metrics is given by the
Hessian of the standard barrier function —In det(X). Then, observing the
obvious fact that proximal algorithms do not depend on the geodesics, we
apply those ideas to develop a proximal point algorithm for (SDP).
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Introducao

O modelo de Programacao Semidefinida tem-se mostrado uma poderosa fer-
ramenta em Otimizacao com aplicacoes em sistemas de controle e teoria dos
grafos [1]. No entanto, tal modelo somente comegou a ganhar destaque apés

o desenvolvimento de algoritmos para resolvé-lo.

Essencialmente, dois pesquisadores, Nesterov e Nemirovsk [2], [3] e
[4], através do conceito de autoconcordancia juntamente com a teoria dos
métodos de pontos-interiores para programacao convexa, deram a partida
para o grande numero de trabalhos voltados para aquela perspectiva. Estes
autores e Alizadeh [5] mostraram que uma extensa classe de algoritmos de
pontos-interiores para Programacao Linear pode ser estendida & programacao
semidefinida. Fvidentemente, estamos falando dos algoritmos primais-duais

que representam o maior percentual de pesquisas nessa linha (ver, por exem-

plo, [6]).

Os algoritmos primais-duais mostram-se particularmente eficientes
quando aplicados a problemas de pequeno e médio porte. Para grande porte,
os métodos baseados em low-rank factorization tém mostrado excelente de-
sempenho computacional quando aplicados a determinadas classes de proble-
mas (ver [7], [8] e [9] para formulagdo primal e [10] para dual). Estes métodos

estdo baseados na substituicdo da varigvel (matriz) por uma decomposigéo do



tipo VDV, para escolhas particulares de V' e D, transformando o problema
de programagcao semidefinida em um problema nio-linear em R' para algum
inteiro I. Vale lembrar que a convergéncia global é assegurada apenas para
algoritmos baseados na formulagdo dual (ver [10]). Uma outra perspectiva
que trabalha com informagoes de segunda ordem dos problemas de grande
porte em programacdo semidefinida é dada através da nogéo de complemento

matricial. Ver [11] para maiores detalhes.

Finalmente, Helmberg e Rendl [12] propdem um método de feixes espec-
tral aplicado a determinadas transformacoes do problema, primal, que geram

um problema convexo nio-diferencidvel.

Neste trabalho estamos propondo um novo algoritmo para programagio
semidefinida. Tal proposta parece ser a primeira em ponto proximal na classe
de algoritmos que transformam Programacao Semidefinida em Programacio
Nao-linear. Iiste algoritmo é implementével e reduz cada iteragao & resolugdo
de uma sucessao de problemas de programagcdo nao-linear no ortante estri-
tamente positivo de R™. A motivagao inicial vem de resultados preliminares
de convergéncia do algoritmo clssico de ponto proximal estendido a varie—
dades riemanianas de curvatura seccional ndo-positiva [13]). Um importante
exemplo de tal variedade é o espago das matrizes simétricas definidas positi-
vas, onde a métrica é dada pela hessiana da barreira —ln det(X) (ver [14] e
[15]). Observando que o algoritmo cldssico ndo depende das geodésicas deste
espago, aplicamos estes resultados para obter um algoritmo proximal para

programacao semidefinida.

Nos capitulos 2 e 3 que seguem, estaremos apresentando a teoria que dé

sutentacdo a nossa proposta. No quarto, destacaremos a proposta e encer-



raremos este trabalho com algumas consideragoes a respeito do algoritmo
proposto, bem como algumas sugestoes de trabalhos futuros e possiveis ex-

tensoes.



Capitulo 1

Elementos de Geometria
Riemaniana e Barreiras
Autoconcordantes

1.1 Introducao

O estudo de funcoes barreiras representa um importante papel no desenvol-
vimento de algoritmos primais, duais e primais-duais de pontos interiores.
O conceito de autoconcordancia apresentado por Nemirovisk e Nesterov [4]
juntamente com o método de Newton contribuiram de forma ostensiva para,
obtencao de resultados relevantes sobre a complexidade desses algoritmos.
Nesse trabalho, eles mostram que o método de Newton (com busca linear
aproximada) apresenta 6timos resultados na minimizacdo de fungbes auto-

concordantes e que em alguns casos determina a convergéncia polinomial.

A escolha adequada de uma barreira pode representar, além do sucesso
dos algoritmos de pontos interiores, a determinagdo de uma estrutura métrica
diferencidvel denominada Variedade Riemaniana, veja [14]. Um levanta-
mento mais detalhado sobre barreiras autoconcordantes para cones convexos

em pontos interiores pode ser encontrado em [16].



Neste capitulo destacamos alguns resultados sobre estruturas riemania-
nas geradas por barreiras autoconcordantes logaritmicamente homogéneas,
caracterizando as geodésicas e apontando algumas propriedades da métrica
obtida. Os resultados apresentados podem ser encontrados em [14] e [4].
Em alguns casos, apenas acrescentamos a demonstragao em outros, deta-
lhamos peculiaridades importantes para o trabalho. Apresentamos também
uma pequena revisdo de elementos classicos de geometria riemaniana. De-
monstragoes e detalhes mais especificos relacionados ao assunto podem ser

encontrados em do Carmol[18].

1.2 Barreiras autoconcordantes

Definigao 1.1 Seja Q C E um subconjunto convezo e fechado de um espago
de vetores teais F, de dimensdo n com int @ # 0. Uma funcio F: Q — R
¢ a—autoconcordante (a > 0) em Q, se:

(1) FeC?

(i) | D*F(z)[h, b, h] |< 2a% (D*F(2)[h,B))?, Vs € Q ¢ h € E;
e ainda, se F' é 1—autoconcordante e satisfaz

(iii) | DF(2)[h] |< (WD?*F(2)[h,h))2, Vz €int Q e he E;
(iv) F(z) — oo, quando x — 0Q),
onde D*F(z)[hy,- -, hy,] representa a k-ésima diferencial de F na direcdo

hi,-++,h, e 0Q, a fronteira de (), entdo F ¢é uma barreira

v—autoconcordante em (.



As notagbes DF(z)[h] , D?*F(z)[hi,ho] ¢ D3F(z)[hy, h, hs] represen-
tam, respectivamente, (F'(z),h) , (F"(x)h1,hs) e ((F"(z)h1)hs, hs). v é
o pardmetro da funcdo barreira. F” e F' sdo formas bilinear e trilinear

simétricas, respectivamente, em F.

A segunda desigualdade, item (444) da Defini¢io (1.1), mostra que uma
barreira autoconcordante F' tem sua diferencial de 1* ordem limitada em
qualquer direcdo pela raiz quadradada do pardmetro v multiplicado pela

norma induzida por F" dessa dire¢do, ou ainda, a derivada de F' é limitada.

Nos casos em que @ é um cone (z € @ = tz € Q,Vt > 0), F é chamada

v-logaritmicamente homogénea se satisfaz
F(rz) = F(z) — vinT, (1.1)
para todo x € int Q@ e T > 0.
As propriedades que seguem decorrem naturalmente de (1.1).

Proposicao 1.1 Uma barreira F' : int Q@ — R, v-logaritmicamente ho-

mogénea, definida em @ satisfaz as seguintes propriedades:
(1) F'(tz) =177 F'(x), (F'(z), 1) = —v;

(12) F'(z)z = —F'(z), (F'(z)z,z) = v;

(i13) F"(z)[z] = —2F"(z), para todo z€int @ e 7> 0.

Demonstragao: Aplicando a regra da cadeia para diferenciar (1.1) em
relago a z, vem que (F'(1z))' = 7F'(1z) = F'(z), ¢ (F'(z),z) = 4|,_ F(z+

tr) = %| o (F(z) —vIn(l +t)) = —v. Diferenciando agora a segunda parte
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de (i), com respeito a z, obtém-se (F'(z),z) = F"(z)z + F'(z) = 0, donde
segue a primeira parte de (i7). Aplicando a segunda parte de (i) e (44) ,
conclui-se a segunda parte. Por dltimo, diferenciando-se a segunda, parte de

(i4) vem que (F"(z)z,z) = (F"(z)z + F"(z))z + F"(z)z = 0. |

1.3 Conceitos preliminares de geometria rie-
maniana

Definicao 1.2 Uma variedade diferencidvel de dimensdo n é um conjunto
M e uma familia de aplicagbes biunivocas Yo : Uy C R — M de abertos

U, de R™ em M, tais que:

() Ug¥aUa) = M.

(4) Para todo par «, B, com yo(Us) N ys(Us) = W # 0, o0s conjuntos y,* (W)

e y[;l(W) sao abertos em R™ e as aplicagdes y;loya sao diferencidveis.

(i) A familia {(Uy,ya)} é mdzima relativamente ds condigies (i) e (i1).

Uma estrutura diferencivel em um conjunto M induz uma topologia em
M. Basta definir que A C M é um aberto de M se y; (A ya(Us)) é um

aberto de K", para todo a.

Uma curva diferencidvel em M ¢é uma aplicagdo diferencidvel ¢
(—€,€) — M. Sejam z € M tal que ¢(0) = z e D o conjunto das fungdes
de M diferencidveis em x. O vetor tangente & ¢ em ¢t = 0 é a funcgéo

¢'(0) : D — R, dada por

¢O)f =42, FeD.

7



Um vetor tangente a M em z é o vetor tangente em (¢ = 0) de alguma curva
diferencidvel ¢, com (0) = z. O conjunto de todos os vetores tangentes a
M em z é chamado de espago tangente a M em z e é representado por T, M.

TM = U,eps TeM é o fibrado tangente de M.

Definicdo 1.3 Uma métrica riemaninana (estrutura riemaniana) em uma
variedade diferencidvel M € uma correspondéncia que associa a cada ponto
x € M um produto interno { , ). diferencidvel em T, M. || o || é a norma

1
correspondente 4 { , )¢, dada por ||v|z = (v, V)i, v e T, M.

Uma variedade diferencidvel M munida de uma métrica riemaniana é

chamada variedade riemaniana.

Conhecida a métrica riemaniana, podemos calcular o comprimento de
uma, curva diferencidvel ¢ ligando dois pontos z1,2,. Com efeito, considere
¢ : [a,b) — M satisfazendo p(a) = z; e @(b) = z2. O comprimento

riemaniano de ¢ é definido por

L) = [ 19/ heots (12)

e a distdncia riemaniana entre z; e x4 define-se como

d($1,$2) = inf(pecml,,,.zL(‘P), (1-3)

onde Cy, 4, é o conjunto de todas as curvas diferencidveis ligando z; a z3.

Definicao 1.4 Uma curva diferencidvel ¢ é dita normal se ||¢' ()|l €

constante, para todo t € (a,b).

Decorre imediatamente de (1.2) que uma curva normal tem seu compri-

mento dado por {|¢ ()],



O conceito de curva normal é de fundamental importidncia em geometria
riemaninana, pois simplifica o cdlculo da distancia entre dois pontos dados.

O préximo resultado evidencia ainda mais a relevancia deste conceito.

Lema 1.1 Toda curva diferencidvel pode ser reparametrizada na forma nor-

mal.

Demonstragdo: Considere uma curva diferencidvel ©(t), t € (a,b), satis-
fazendo ¢(a) = z e ¢(b) = y. Defina uma nova curva a(s(t)) := ¢(t), com s

dada por

i
(t) == s S e () llygrydr. !

"t
Portanto, [a(s(?))] = o/(s) - §'(t) = &/(s) - ”(p_l(‘()tlp};& = ¢'(t). Logo,
I/ ()|las) = L(p), para todo s € (0,1). Tem-se ainda que s(a) = 0 e

s(b) = 1, donde se conclui que a(0) =z e a(1) =y. |

Um campo de vetores X em uma variedade diferencidvel M é uma cor-
respondéncia que a cada ponto z € M associa um vetor X(z) € TpM. x(M)
representa o conjunto dos campos de vetores de classe C®° em M e D(M)
o conjunto das fungbes reais de classe C* definidas em M. Uma conexao
afim V em M é uma aplicagio V : x(M) x x(M) — x(M), indicada por

(X,Y) — VxY, e que satisfaz as seguintes propriedades:

(Z) VfX_H]yZ = fVxZ +gVyZ.

(12) Vx(Y+2)=VxY +VxZ.

LComo ||¢' (t)||p(z) € continua em [a,d], s pode ser vista como a primitiva de {|¢'()|ly)
a menos da constante f(IT) (toda funcio continua definida em intervalo compacto possui
primitiva. Ver [17]).



(#1) Vx(fY)=fVxY + X(f)Y, onde X,Y,Z € x(M) e f,g € D(M).

Em geral, a derivada de um campo de vetores X, ao longo de uma curva
diferencidvel ¢ em M, representada por %(t)’ ndo pertence a Ty M (por
exemplo, considere o caso em que M é uma superficie regular em R3). Torna-

se necessario o conceito de derivada covariante de X (2%(t)).

Proposicao 1.2 Seja M uma variedade diferencidvel com uma conezdo afim
V. Egiste uma unica correspondéncia que associa a um campo vetorial X ao
longo de uma curva diferencidvel ¢ um outro campo vetorial ao longo de ¢,

denominado derivada covariante de X, tal que:

(1) DX +Y)=2%4 2L

(i7) %(fX) = %X + f%i—(, ondeY ¢é um campo de vetores ao longo de @ e

f restrita a @ é diferencidvel.

(#19) Se X ¢é induzido por um campo de vetores Z € x(M), isto é, X (t) =

Z(p(t)), entio ZX = Vs Z.

Uma das exigéncias para extensdo dos conceitos estudados no Célculo
Diferencial as variedades riemanianas é que o produto interno definido no
espago tangente Ty M a uma variedade diferencidvel M em um ponto z seja
simétrico. Como nos espagos euclidianos o produto escalar é definido por

matrizes simétricas torna-se natural a escolha de conexoes afins simétricas.

Definicao 1.5 Uma conezio afim V ¢é dita simétrica se satisfaz

VxY —VyX =[X,Y], VX,Y € x(M),

10



onde o campo vetorial [X,Y] = XY —Y X ¢é chamado de colchete de X,Y .

Outra questao bédsica é manter a regra usual de derivada do produto.
Conexoes que preservam tal propriedade sdo denominadas compdtiveis com

a métrica.

Definicao 1.6 Seja M uma variedade diferencidvel com uma conerdo afim
V e uma métrica riemaniana { , )@). Dizemos que V ¢ compativel com a
métrica { , )) se para todo par de campo de vetores X,Y ao longo de uma

curva diferencidvel ¢ : [a,b] C R — M,
XY ) = (%5 Vot + (X, 5o

Teorema 1.1 (Levi-Civita) Dada uma variedade riemaniana M, eziste

uma Unica conexdo afim V associada a M satisfazendo as condigdes:

(1) V € simétrica;

(17) V € compativel com a métrica riemaniana.

Esta conexao é denominada conexdo de Levi-Civita ou Riemaniana.

Um campo de vetores X ao longo de uma curva ¢ é dito paralelo se

%X = 0, para todo t € ((1,, b)

Definicdo 1.7 Uma curva diferencidvel 7y : [a,b] — M ¢é uma geodésica se

~' € paralelo.

Decorre da definicdo que

Ly (), () =
D

= (O .7 Wy + (0, TA Oy = @A (0,7 Dy =0, (14)

11



ou ainda, 7y é normal.

Seja exp,, a aplicagdo de T, M em M que associa a cada vetor v € T M o
ponto 7,(1), onde 1, é a geodésica que passa por = com velocidade v. Se exp,
¢ um difeomorfismo em uma, vizinhanca V da origem em T, M, exp,V = U

é chamada uma wvizinhanca normal de z. Se uma bola aberta em torno da

origem de T, M (B.(0)) é tal que B.(0) C V, chamamos exp,B.(0) = Be(z)

a bola normal ou bola geodésica de centro x e raio e.

Definicdo 1.8 Uma variedade riemaniana M é geodésicamente completa se
para todo © € M, a aplicagdo exponencial, exp,, estd definida para todo
v € T,M, isto é, se as geodésicas y(t) que partem de x estdo definidas para

todos os valores do parametrot € R.

Teorema 1.2 (Hopf e Rinow) Seja M uma variedade riemaninana e © €

M. As sequintes afirmagbes sdo equivalentes:

(i) exp, estd definida em todo T, M;

(1) os limitados e fechados de M sdo compactos;

(i19) M é completa como espago métrico;

(iv) M é geodesicamente completa.

(v) eziste uma sucessdo de compactos K,, C M, K, C Kpy1 ¢ U, Kn =M,
tais que se y, & K, entio d(z,y,) — 00.

Além disso, cada uma das afirmagdes acima implica que

(vi) Para todo y € M eziste uma geodésica vy ligando = a y com L(y) =
d(z,y).

12



1.4 Geometria riemaniana gerada por hessi-
ana de barreiras autoconcordantes loga-
ritmicamente homogéneas

Sejam z € int @@ e F uma barreira convexa e autoconcordante definida em
Q, tal que F' é nao-degenerada em z, ou seja, o subespaco Fr de F, dado

por
Er ={h € E;(F"(z)h, h) = 0},

contém apenas o elemento neutro de E. A hessiana de F' induz uma norma

local || e ||, definida por
olle = (CF"(z)h, h))*.

A necessidade da nao-degenerecéncia de F’ vem de que a convexidade
garante apenas a semidefini¢do positiva da hessiana. Em alguns casos (como
o da barreira padrao para o problema de Programacgio Semidefinida que
estudaremos nos préximos capftulos) esta hipotese ¢ garantida pela prépria

construcao da barreira.

Considere agora dois pontos z, y € int () e uma curva suave c¢(t), t €
(0, 1), satisfazendo as condicdes de fronteira c(0) = z, ¢(1) = y e c(t) € int Q,
V¢ € (0,1). O comprimento de ¢ medido através da norma induzida por F”

é dado por

L(c) = / e ()l

e a distdncia riemaninana entre z e y é

13



d(z,y) = infeeq, , L(c).

O resultado que segue retine uma série de propriedades de geometria
riemaniana. Algumas delas sao extensées do Teorema de Hopf e Rinow para

variedades completas [18].

Teorema 1.3 Seja (@ um subconjunto convezo e fechado de FE tal que
it Q@ £ 0 e F:int @ — R uma barreira conveza e autoconcordante e

ndo-degenerada. As sequintes afirmacdes sdo verdadeiras:

(z) (int Q,d) é um espagco métrico completo;

(1) para quaisquer x, y € int @, eriste uma geodésica y ligando T a y com

L(y) = d(=z,v);
(i13) Seja v uma geodésica dada como em (ii). Entdo

1

FUOy@)" @) + g (y @)y (@), '] =0, ¥e € (0,1); (1.5)

(iv) Considere v como em (ii). Se @ é um cone e F' é logaritmicamente

homogénea em Q entdo a funcio (F'(y(t)),7'(t)) € constante em t.

Demonstragdo: (i) A afirmagio que d é uma métrica pode ser facilmente
comprovada através da definicao de infimo e de conceitos como bola normal.
Viérios textos classicos de geometria riemaniana fornecem tal demonstragao.
Ver, por exemplo, [18]. O que diz respeito a completeza de (int Q, d) deixare-
mos para o final da se¢ao por ndo depender dos demais resultados. (ii) segue
imeditamente do Teorema de Hopf e Rinow. (i14): Seja v uma geodésica

satisfazendo (i7). Temos que,
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& (F" (v (@), 7' (1)) = ((F" (v (0 () (8) + 2F"(y(£))v" (£), ' (1)) Iden-

tificando os termos correspondentes em (1.4) e nesta tltima expressdo, te-

s (@)Y () () +

F'"(y(t))¥"(t), de onde conclui-se pela Definigéo (1.7) a terceira parte do te-

H

mos a derivada covariante de ' dada por Z+/(¢)

orema. (iv): Utilizando a Proposicao 1.1 e aplicando (i44), temos

F(F (), 7))

= (F"(y(@®) 7' (£), Y (1)) + (F"(v(8), v" (1))

= (F"(y(@)7' (@), v (1)) — (F"(v()v(®),v"()) ~ (Prop. 1.1 (zd))

= (F"(y(@)r' (@), Y (1)) — (F"(y()7"(£),7())  (simetria de F”)
{ DY), 7 (#)) + (

FU(y@)7' (), 7' () + GE"(v@)y' @)Y (1), 7(®))  (por (1.5))
= (F"(Y@O) @),y ®) + GE"(v@)v®))Y'®),¥'(®) (F" ¢é trilinear
simétrica)

= (F"(y(@)y'(©), Y @) — (F"(y()7' (1), ¥'($)) = 0. (Prop. L1 (iiz)) m

A partir deste momento, destacaremos alguns resultados de pontos interi-
ores que possibilitaram verificar a completeza descrita no item (7) do Teorema

(1.3).

Um importante conceito no estudo de métodos de pontos interiores é o

elipséide de Dikin, que apresentamos a seguir.

Definicao 1.9 Seja z € int Q. Uma r-vizinhanga de x em relagdo & norma
induzida por F'(z) W,.(z) ={y: ||z — y|ls < r}) € chamada de elipsdide de

Dikin de centro z e raio 7.

Proposigao 1.3 Sejam F' uma funcdo a-autoconcordante em um convezo

QCFE e xz€@. Entao

(¢) para caday € @ tal quer = ||z —ylls <1,
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(1 = 1 D*F(@)[h, B} < DPF @) ) < (2p D (@) B, ), Vi € B

(i1) se F' é uma barreira autoconcordante para Q, entdo todo elipsdide de

Dikin de centro x e raio r < 1 estd contido em ().
Demonstragio: Ver [4], paginas 13, 14 e 15. [

Lema 1.2 Dados ' uma barreira autoconcordante em @ e x, y € it Q) tal

que 7 := ||z — y||lz < 1. Entdo
L,

r—gr <d(z,y) < =In(l —r1). (1.6)

E ainda, se d(z,y) < k — 2k* para algum k € [0,1), entdor < k < 1 e

portanto, a desigualdade (1.6) é assegurada.

Demonstragdo: Seja n(t) =ty + (1 — 1)z, t € (0,1).

1
d(z,y) < / 17 (Dllay dé (por 1.3)
0

- / F' () (y — 5), (y — 2))F dt < / (<Fgfx_)(f,’;f;’(§’||;)f ”)5 dt

(Prop. 1.3 (%), segunda desigualdade)
L . _ i 1

_ / @)y — ), (y —2))7 :/ " = —in(1—1).
0 1=ty — =z o 1—tr

Para o limite inferior, considere uma geodésica -y ligando z a y e tome ¢ igual

ao ponto em que 7y atinge a fronteira do elipséide {z : ||z — z|l» < 7} pela
primeira vez. Note que tal ponto existe e estd bem definido (no pior caso

t =1), pois y(1) = y e por definicdo ||y — z|z =7,

I7(1) = zllz = lly — 2lle = 7.

Defina agora uma nova fungdo &, dada por 6(t) = ||v(t) — z|. =
(F"(z)(y(t) — =), (v(t) — 2))?, t € (0,1). Temos &'(t) = 3(F"(z)(+(t) —
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2), (Y1) — )73 (F"(@)7' (1), (v() — 2)) + (F"(@) (v(t) = 2),7(¥))) =
(t) (F"(z)(v(t) — z),7'(¢)) = E(IT)(fy(t) — 1,7 (t))s. Aplicando a desigualdade
de Cauchy-Schwarz, vem que &'(t) < 55l7(t) — zlllY Al = 17'(©)lla-

Considere

/Hv m@ﬁ>/Ww o dé = /XF%(Wﬂmvmﬁw
_A(a—ww>—mm<ﬁw><x¢@»

[T

dt  (Prop. 1.3 (%), primeira,

desigualdade)
f £
1
= [a=1h -2l @ & > [ (-85 it = 50 - 550 -
0 0
T — 57"2. Por outro lado, assuma que r = ||z — y|lz > k. Escolha

k' € (k,min{1,7}) e construa o elipséide de Dikin com centro em z e raio k'.
Entao, qualquer geodésica ligando z a y deve atingir a fronteira do elipsdide
pela primeira vez em algum ponto y’. Temos entdo que ||y’ — z|ls < & < 1.
Podemos portanto afirmar que d(z,y) > d(z,y’) > k' — 3(k')* > k — $k?,
chegamos a uma contradicdo, onde a segunda desigualdade provém da

aplicacao do limite inferior da primeira parte deste lema.

Encerraremos esta se¢do com um coroldrio do Lema (1.2) que completa

o Teorema (1.3).
Coroldrio 1.1 (int Q,d) é completo.

Demonstragdo: Seja (z,) uma sequéncia de Cauchy e escolha N natural

tal que d(z,zm) < & = § — %(%)2 para todo I, m > N. Pela segunda
parte do Lema(1.2), ||Zm — %i]ls, < 3, para todo I, m > N. Em particular,

|Zn — zN ey < 2, para todo n > N. Defina §' :=max;—1.. n|[Zi — n5||zy
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e escolha § =max{d’, %} A seqiiéncia (s,) dada por, s, = ||zn — ZN5|lzy,
¢ limitada por 0 e §. Isto implica que (s,) deve possuir uma subsegiiéncia
convergente e portanto (z,) também. Denote por (z,,) ¢ = a subsequéncia
convergente de (z,) e seu limite, respectivamente. E facil verificar que z, —

z. Com efeito, dado € > 0, existe n’' natural, tal que ny > n' implica em

£

S sempre que

d(2n,, ) < 5. Existe também n" natural, tal que d(zm, z,) <
m, n > n". Defina ng =max{n’,n"}. Para n > ng, pode-se também escolher

ng > ng € obter d(zn, z) < d(2n, Tn,) + d(2n,, 1) < 5+ £ = ™

1.5 Propriedades da métrica riemaniana

A métrica d definida em (1.3) satisfaz algumas propriedades importantes para
determinacgéo de curvas geodésicas em alguns cones. Dentre elas, destacam-
se quatro: desigualdade triangular, simetria , invaridncia por transformacoes

lineares nao-sigulares e homogeneidade.

As duas primeiras compdem o corpo de axiomas de uma métrica e sua
verificacdo pode ser vista em do Carmo [18]. A seguir mostraremos as duas

ultimas propriedades.

Agora, sejam @ um cone convexo fechado em um espago vetorial E (real,
de dimensdo n), Apxn : £ — E uma transformacao linear nao-singular
e F' uma barreira autoconcordante e logaritmicamente homogénea em ().
Considere o conjunto Q@ = {y = Az : 2 € Q} = {y : A™'y € Q}. Podemos
estabelecer uma barreira F em @ induzida por F' e conseqiientemente as

nogdes de fronteira e interior em @ dependem de Q. De fato, defina F' por



Definicdo 1.10 Sejam Q, Q, F e F descritos como no pardgrafo anterior.
Diremos que um ponto y € 0Q se A~y = z € 8Q. De maneira andloga,

y€int Q se A 'y =1z € int Q.

Proposicao 1.4 Sejam z1,zo € int Q) e v uma geodésica satisfazendo

¥(0) =z, (1) ==z e y(t) €int Q,Vt € (0,1). Entdo
L(y) = L(n), (1.7)

para n definida por n(t) := Avy(t).

Demonstracido: Com efeito, dados y € int Q e hi,hy € By,

DF(y)[h] =

=4 | Fly+th) =2 | F (A7 y +thy)) = & im0 F(A7'y + tA hy)
= (DF(A 'y +tA" hy), A7 hy) |smo= DF(A™Yy)[A7 h].

D*F(y)[h, ho] =

=4 |,y DF(y + tha)[h] = & |e=o DF (A7 (y + thy)) [A7 4]

= (D2F(A™ y + tA " hy) A hy, A7 o) |imo= D2F(A™'y)[A~ Ry, ARy,
Por outro lado, 7'(t) = Av(t). Logo,

D2F(n(t))[n' (t), ' (8)] = D*F(A™'n(t))[A™ ' (t), A7 ' (2)]

= D*F(y()[y'(£), ¥ (®)]-

Logo, |7 (&)|laey = |7 &)|l4)- O que implica (1.7). [

Considerando que em alguns espagos uma transformacgao linear pode ser
aplicada & direita de z (por exemplo, z pode ser uma varidvel no cone das
matrizes simétricas definidas positivas), podemos mostrar de maneira seme-

lhante que a Proposi¢do 1.4 também é valida neste caso.

A propriedade de homogenidade assegura que a distdncia entre z, y €

int @ permanece inalterada quando multiplicamos z e y por um escalar
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estritamente positivo. De fato, dado 7 > 0, 7y é uma geodésica ligando 7z

a 1y. Diferenciando a equagao (1.1) duas vezes, com respeito & z, vem que

r2F"(rz) = F'(z). (1.8)
Logo,
&P (Tz, TY)
= (F"(ry(W)ry' (£), 7' (2)) = (FF"(v(t))ry' (), 7' (1)) (por 1.8)

= (F"(v()Y' (1), 7 (1)) = & (=, ).

Donde se conclui que,

d(rz,my) = d(z,y), VY7 >0.
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Capitulo 2

O Cone das Matrizes Simétricas
Semidefinidas Positivas

2.1 Introducao

Denote por 5", ST e ST, os conjuntos das matrizes simétricas, simetricas
semidefinidas positivas e simétricas definidas positivas, respectivamente. O
segundo e terceiro conjunto tém sido objeto de estudo de diversos pesquisado-
res nas ultimas décadas. Isto se deve a descoberta de uma classe de problemas

de otimizagio conhecida como Programagéo Semidefinida (PSD).

Os problemas de Programagéio Semidefinida aparecem em diferentes cam-
pos do conhecimento cientiﬁco, por exemplo, em Engenharia e Otimizacao
Combinatdria. Sua formulagao pode ser vista ainda como extensao da Pro-
gramagdo Linear (PL), com as restri¢ées de ndo-negatividade vetorial repas-

sadas pela semidefini¢io positiva matricial.

Podemos destacar o grande ntumero de trabalhos voltados a relaxacoes
de problemas de Combinatéria que possibilitam a aproximagao do problema
original como um (P.SD) (ver, por exemplo, a reformulacdo do problema de

Max-Cut como um (PSD) em [19]). Devem ser citadas ainda as extensoes
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de algoritmos primais-duais de pontos interiores em (P L) para Programagcao
Semidefinida. Maiores detalhes sobre teoria e propostas algoritmicas podem

ser encontradas em [1].

Na verdade um (PSD) consiste em um problema de Programacio Con-
vexa podendo envolver fungdes nao-lineares. Dessa forma, seu universo de
aplicacdo é muito mais amplo que a Programacao Linear. Essa clagse repre-

senta um caso particular de Programacao Nao-linear.
O primal de Programacao Semidefinida consiste em
{min CeX; sa A;jeX=0b,i=1,---,m, X =0} (2.1)

onde as matrizes simétricas C, A;, 1+ = 1---m e b € R™ s8o0 dados do
k(3
problema. A operacdo e representa o produto interno X ¢ Y = Z TijYij
By=1

definido para matrizes simfricas X, Y e arestricio X > 0 indica que a matriz

simétrica X é semidefinida positiva.

Neste capitulo apresentaremos inicialmente alguns resultados de Algebra
Linear que podem ser encontrados em [20] e [21], a seguir destacaremos
algumas propriedades da barreira padrao para o cone das matrizes simétricas

semidefinidas positivas (as propriedades podem ser vistas em [2] e [3])
F(X) = —In det(X). (2.2)

Encerraremos o capftulo com a expressao da distdncia riemaniana entre dois
pontos quaisquer de S%, (ver [14] e [15]). Apenas acrescentamos algumas
demosntracoes omitidas em alguns resultados e detalhamos os cédlculos de

algumas derivadas em S% para facilitar a compreensgo do leitor.
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2.2 Alguns resultados de Algebra Linear

O produto escalar do espago euclidiano (:t;Ty; z,y € R") pode ser facilmente
estendido ao espago de matrizes retangulares levando-se em consideragao a
aplicagdo vec : My, —> R™™ que transforma matrizes em vetores. Tal

aplicacao pode ser descrita da seguinte maneira:

‘e alocar primeira coluna da matriz;
e alocar coluna posterior imediatamente abaixo da anterior;

e repetir procedimento até que a dltima coluna seja alocada.

Com isso, fica definido o seguinte produto escalar entre matrizes

A o B = vec(B)Tvec(A) = Z Zaij -bij = Tr BTA.

i=1 j=1

A norma resultante é
|A]l. = (Ao A)F = (Tr ATA)7 = || Al|r,

onde ||A||F é a norma de Frobenius de A.

Se A e B sao matrizes simétricas de ordem n entdo

AeB =Tr BTA=Tr (BA)T =Tr ATB" =Tr AB.

Lema 2.1 O polindmio caracteristico associado a um operador simétrico

Ansn DOSSUL T TALZES TEQLS.
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Demonstragao: Ver [20]. |

Lema 2.2 Os autovetores de uma matriz simétrica Anxn associados a auto-

valores distintos sdo dois a dois ortogonais.

Demonstragao: Sejam z;, z; autovetores de A associados aos autovalores
Ais Aj distintos. Devido a simetria de A,

(Az)Tx; = 2] Az;

(Nize)' 'z = 7 (Ajz5)

(A — Nj)zfz; =0.

Mas A; — A; # 0. Logo, z7 z; = 0, donde se conclui o lema. n

Teorema 2.1 (Teorema espectral para matrizes simétricas) Uma

matriz Apxn € simetrica se, e somente se, existe uma matriz Qnxn tal que

QTQ =1 e QTAQ = A, onde A € real e diagonal.

Demonstragdo: Suponha que A é simétrica. Tomando () de forma que
Q; seja igual ao 1—ésimo autovetor normalizado de A, onde Q); é a 1—ésima
coluna de @), vem, pelo Lema 2.2, que () é ortogonal e

QFAQ; = QF (MQs) = MQT Qi = Xy,

com )\; € R (Lema 2.1). A implicago no sentido contrério é trivial, donde

se conclul o teorema. ]

A = QT AQ é a decomposi¢ao de Schur ou decomposi¢ao em autovalores

da matriz simétrica A.

E importante reafirmar que matrizes simétricas possuem todos os seus

autovalores reais (Lema 2.1).
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Lema 2.3 (Weyl) Sejam A e B matrizes simétricas de ordem n e um in-

teiro k, 1 < k < n firo. Entdo
Ak(A) + M (B) < Ap(A+ B) < Ag(4) + M(B),

onde \1(B) e A\, (B) representam o menor e o maior autovalor de B, respec-

tivamente.

Demonstragao: Ver [25]. m

Teorema 2.2 Dada uma matriz A € S™, um vetor x € R™ e uma escalar

c € R, defina A € S™! por

a-lhrl

T

Denote por {X\; ; i=1,--+,n}e{X; i=1,--- ,n+1} os autovalores de A
e A, respectivamente. Assuma também que os autovalores estio arranjados

em ordem ndo-decrescente, isto é, \{ <+ < Ay e A < -+ < Apyq. Entdo

M< A< << < <<

Demonstragao: Ver [20]. |

Este resultado mostra que os autovalores de A e A estdo “interligados”
entre si, ou seja, entre dois autovalores consecutivos de A existe um tnico

autovalor de A.

Para os proximos resultados é importante relembrar o conceito de matriz

semidefinida positiva (definida positiva,).
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Definigao 2.1 Uma matriz quadrada A de ordem n é semidefinida positiva

se g7 Az > 0, para todo € R™ e definida positiva se 7 Az > 0, para todo

x # 0.

’

Proposicao 2.1 Seja B wma matriz ndo-singular de ordem n. A € S™ é

semidefinida positiva se, e somente se BT AB é semidefinida positiva.

O resultado se mantém para matrizes definidas positivas. Demonstrare-
mos somente a semidefinigdo positiva. A definigdo positiva segue da mesma

maneira considerando z # 0.

Demonstragao: Com efeito, A é semidefinida positiva se, € somente se
zT Az > 0, para todo z € R™. Portanto, [z7(B~1)"|BTAB[B~'z] > 0.
fazendo y = B~ 'z, vem que y" BT ABy > 0. Mas, a correspondéncia entre z

e y é biunivoca. Logo, BT AB é semidefinida positiva. n
O resultado a seguir retine diversas caracterizagoes para S .

Teorema 2.3 Seja A uma matriz simétrica de ordem n. Sdo equivalentes
as segquintes afirmagoes:

(i) A é definida positiva;

(it) Ai(A) >0, i=1---n, onde \;(A) é o i—ésimo autovalor de A;

(i4i) Eziste uma matriz quadrada C de ordem n, com posto(C) = n, tal que

A=CTC;

(i) det(A;) > 0, onde A;, i =1---n sdo as submatrizes principais de A.
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Demonstragido: A demonstragdo seguird os seguintes passos (i) = (i7) =
(i13) = (@) e () < (iv).

(i) = (4i) Com efeito, se A € S™ é definida positiva, tomando z* igual ao
i-ésimo autovetor (suposto normalizado) de A, vem que (z%)T Az = X; > 0,
1=1,--+,n.

(#4) = (i11) Seja A = QT AQ, a decomposigio de Schur de A. Como A é diago-
nal com os elementos da diagonal estritamente positivos, A_%QTAQA‘% =1
(A_% é a matriz diagonal onde cada elemento da diagonal é o inverso da
raiz quadrada de um autovalor de A). Fazendo C = QA_%, temos que C é
invertivel (e portanto, seu posto é n). Dessa forma, A = (C~1)TC~1. Logo,
basta escolher C' = CL.

(#44) = (i) De fato, 2T Az = zTCTCz = (Cz)TCz = ||Cz||2 > 0,Vz # 0 (C
é nao-singular, pois posto(C) = n).

(1) = (i) se A é definida positiva entdo z7 Az > 0 para todo z € R™ z # 0.
Em particular, para qualquer vetor da forma z = (%1, ,%;0,---,0)%,

onde as componentes com indices maiores que ¢z sao todas nulas,
0 < ztAz = (z°)T Az,

onde A; é a k—ésima submatriz menor principal de A. Donde se conclui
que A; > 0. Sabendo que detA; é igual ao produto dos autovalores de A;
e aplicando o item (#) vem que detA; > 0. Quando 1 = n, A, = A e por
hipétese A é definida positiva. Portanto, detA, = detA > 0 (pelo item (47)).
(iv) = (¢) Por indugdo sobre 7 (¢ = 1---n). Temos que det(4;) > 0e A4; ¢é
um escalar, portanto A, é definida positva. Suponha agora que A; é déﬁnida
positiva. Pelo Teorema, (2.2), podemos assegurar que os autovalores de A;y;

sdo estritamente positvos, excetuando o menor deles. Suponha que este seja
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nao-positivo. Como o determinante de uma matriz é igual ao produto de
seus autovalores, det(4;,1) < 0. Temos uma Contradi¢io. Logo Ai(A) >

0, 2=1---n. [ |

Um resultado semelhante pode ser enunciado para matrizes simétricas

semidefinidas positivas.
Teorema 2.4 Seja A € S™. Sdo equivalentes as sequintes afirmagoes:

(i) A é semidefinida positiva;

(i43) existe C' € Mpxn, tal que A= CTC, com posto(C) = posto(A4);

(iv) Ae B >0, para toda matriz B semidefinida positiva.

Demonstragao: Ver [20]. u

Em relacdo ao Teorema (2.3), as modifica¢Ges nos itens (i%), (%) e (iv)

devem-se ao fato de que A pode ser singular.

Os autovalores de uma matriz quadrada A sdo as raizes do polinémio

caracteristico
P(/\) = det(A — Al),

que depende continuamente dos elementos de A. Portanto, para cada matriz
simétrica A definida positiva, deve existir ¢ > 0, tal que a bola aberta de

centro A e raio € contém apenas matrizes cujos autovalores sao estritamente
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positivos. Logo, S%, constitui o interior de S%, e sua fronteira é formada

pelas matrizes que possuem pelo menos um autovalor nulo.

Definicdo 2.2 Um cone K C S™ é dito autopolar (ou autodual) se o seu

cone polar (ou dual), definido por
Kr={YeS": XeY >0,VX € K},
€ o proprio K.

It facil perceber, pelo item (iv) do Teorema (2.4), que S™ é autopolar ou

autodual.

Uma discussao mais profunda destes resultados distancia o objetivo prin-
cipal deste trabaho, por isso preferimos apresentd-los informalmente. Para

maiores detalhes ver [21].

2.3 Uma barreira autoconcordante em S

O sucesso dos algoritmos primais-duais em Programacdo Semidefinida de-
pende da escolha de uma barreira para o interior de ST. Existem diferentes
propostas de barreira para este cone (por exemplo, a funcdo trago [22]). No
entanto, determinadas escolhas podem omitir propriedades relevantes a res-

peito do problema.

Neste trabalho, utilizaremos a barreira padrio (2.2), apresentada em
Rothaus[15], por se tratar de uma funcao anali’tz'ca, estritamente conveza

e autoconcordante (ver [4]).
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A priori, (2.2) parece artificialmente construida. Mas, com base no Teo-
rema (2.3), pode-se verificar que essa talvez represente a escolha mais natural

possivel de barreira em S%.

Com efeito, uma das caracterizagoes de ST, é
{Xes: \X)>0,i=1,---,n}

Para este cone (a comparar com o ortante estritamente positivo de R"),

podemos aplicar a barreira logaritmica

F(X)=— iln A(X).

Verifica-se que tal funcdo é estritamente convexa (ver [23]) e F¥ — oo

quando pelo menos um autovalor de X se aproxima de zero.

Por outro lado,

F(X)=-— Xn:m A(X) = ——lnﬁ Ai(X) = —In det(X).

Torna-se evidente a existéncia de uma relagio estrita entre os métodos
primais-duais de barreira logaritmica em R™ e os métodos primais-duais para

(PSD) baseados na barreira padrao (2.2).
Lema 2.4 Para quaisquer a,b > 0, temos

a? +b3 < (a+10)3.

Demonstragdo: Sejam a,b > 0, temos

a%+b%=\/(\/a_3+\/1_)§)2=\/a3+2ab\/%+b3. (2.3)
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Por outro lado, podemos verificar que vab < a + b De fato,
2
(\/H)) = ab < a® + 2ab + b = (a + b)?, de onde se conclui que

Vvab < a + b. Aplicando este fato em (2.3), vem que

ar + b: = ad+2abVab+b < \ad +2ab(a+b) +53 <
Va® + 3ab(a+b) + 5 = /(a + b)® = (a+b)?. n

F' é analitica, pois é de classe C* (o logaritmo é uma fungio de classe

C*) e autoconcordante como veremos através do préximo resultado.

Proposigdo 2.2 A funcio (2.2) é n-logaritmicamente homogénea e 1-

autoconcordante em ST .

Demonstragao: Dados X € S}, e 7 > 0,

F(rX)=—Indet(7X) = —In ("det(X)) = F(z) —n In 7,

que € o primeiro resultado. Seja agora H € S™.
F(X)[H] =
—L |io In det(X +tH) = — £ |;o In det [X (I +tXH))
= —4 |i=o In det( + tXH).
Usando que (1 + t);) é o i-ésimo autovalor de (I +¢X*H) dado que ); é o

i~ésimo autovalor de X 'H, vem que

DF(X)[H] = —4 | Zln1+t)\ Z,\ = —Tr X7'H.
DEOEH =

—d o Tr (X +tH) " H=-4 |- Tr (X (I+tX'H)]"'H
=8| Tr (J+tX'H) 7" X1H=-4%|_ iﬁr

=) M=Tr X'HX'H.
i=1
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D3F(X)[H, H, H] =
Tc (X +tH) "H (X +tH)'H

d
di lt:O

=4 Tr (I+ tX—lH)_lX“lH (I + tX—lH)_l XH
_d i
-t () e

-~ 2 Z N=—2Tr X 'HX'HX'H.

Como X é definida positiva, X ~3 4 ndo-singular. Portanto, X ' H é similar
3 matriz simétrica X 2 HX 3. Logo,

| D°F(X)[H, H, H] |=

2| Tr (X-%HX~%)3 =23 2 <23 P
=1 =1
3
n n 2
—23 ()7 <2 (Z A?) (Lema 2.4)

A segunda desigualdade da defini¢do de autoconcordancia (Defini¢do 1.1)
também é assegurada para barreira (2.2) devido a mesma ser logaritmica-

mente homogénea (ver [4]).

Analisando as diferenciais de 1%,2%* e 3° ordem de F' conclui-se que

F'(X)=—-X"', F" ¢ a transformagio linear que satisfaz
F'X)H =X"'Oox (2.4)
e F' é o operador bilinear simétrico dado por
(F"(X)H)Hy = —2X 'H, X 'Hy X1, (2.5)
com Hy, H, € S™.

De posse das derivadas de F' podemos verificar sua convexidade estrita.

Com efeito, dados X € S%, e H € S",
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HeF'(X)H = He(X'HX™Y) = Tr (X 'HX'H) = | X' H|2,

onde || ||z é a norma de Frobenius que é estritamente positiva para toda ma-
triz simétrica H # 0, visto que X~ é invertivel (e portanto, injetiva), o que
mostra que F"'(X) é definida positiva e, por conseqiiéncia, I é estritamente

convexa.

2.4 Distancia em S7_

Um dos resultados de maior utilidade neste trabalho encontra-se nesta secéo.

Aqui, serd apresentada a expressdo da distancia riemaniana em S%, .

Teorema 2.5 Seja F' a barreira dada em (2.2). Dados X,Y € ST, defina

por A; (X_%YX_%> 0 i-ésimo autovalor de X 3Y X 5. BEntdo

N[
-

2
’

d(X,Y) =

;lnzx\i (X_EYX_§>} = ||In (X“EYX‘&) | = (Tr lnzji;;;,X§>

Demonstragao: Como vimos no capitulo anterior, a métrica riemaniana
é invariante segundo transformacGes nao-singulares sobre as varidveis X e YV’

(propriedade (1.7)). Dessa forma, para quaisquer X,Y € ST,
d(X,Y)=d (I,X—%Yx—%>.

Veremos agora que existe uma expressdo fechada para os segmentos
geodésicos S, que permite obter a expressdo da disténcia (2.6). Seja @

. . ~ I R
a matriz ortogonal cujas colunas sdo os autovetores de X 2Y X2, isto §é,

Q" (xtyx3)Q=7,
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onde 7 é diagonal com os autovalores de X ~2Y X3 na diagonal. E claro que
Z é definida positiva. O problema agora consiste em determinar a distancia
entre uma matriz diagonal arbitraria definida positiva Z e a identidade. Por
outro lado, segundo o Teorema (1.3), uma curva ¢ é uma geodésica se satisfaz
(1.5). Considerando as expressoes das derivadas de 2% (2.4) e de 3% (2.5)
ordem de F', a equagdo (1.5) pode ser rescrita como
0= F"(C()C" () + 3" (CDIC®), ¢' ()]
= (OB = CTHOC T CTHY),
que se resume a

¢"(t) = @) (2.7)
I facil verificar que ((¢) = Z ! é solugo da equagdo diferencial (2.7). De
fato, {'(t) = 4(Z").0s elementos ndo nulos de Z* pertencem 4 diagonal e
tém a forma Z}. Logo derivando cada elemento da diagonal, em relagdo a

t, obtemos InZ;; Z¢

i1

de que resulta ¢'(¢) = £(Z') = In(Z)Z*. Temos ainda
que ("(t) = 4(In(2)Z") = In(Z)In(Z)Z*. onde In(Z) é a matriz diagonal
formada pelos logaritmos dos elementos da diagonal de Z. Substituindo na
equagdo (2.7), temos

)¢ = In(2) 287 M (2) 78 = In(Z)In(2) 7t = ("(2).

Por outro lado, { é também a tinica geodésica ligando I a Z (ver [15]),

portanto,

dI,2) =

1
2

2

-(/ (EED)E 0,8 0) w) = ([ (P2 n(2) 7, (7)) )
_ ( /0 T (D) 247 1 ()7 dt) _ ( /0 70 (2),1n (2)7) dt)

1
2

Bo|=

w3

= < / "y {In (2)7*Z " (Z)} dt) om {In (Z)In (Z)}

0

1Z! ¢ a matriz diagonal cujas entradas sdo iguais a {-ésima poténcia dos elementos da
diagonal de Z.
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— (i ln?')\i(Z)) 5.

Mas, os autovalores de Z sado os autovalores de (X —2YX _%) 2. Logo,

2

dX,Y)=d (I’ (X—%YX“%)) = (ilnz)\i (X‘%YX‘%))

E importante ressaltar também que S7, munido da métrica definida pela
hessiana de (2.2) constitui uma variedade riemaniana de curvatura seccional
negativa. Tal resultado pode ser encontrado em [15]. Esta hipétese representa

o ponto chave do que estaremos propondo no préximo capitulo.

27 & obtida de (X —2YX ‘%) por transformagoes similares.
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Capitulo 3

Algoritmo de Ponto Proximal
em Programacao Semidefinida

3.1 Introducao

Este capi'tulo apresenta uma nova proposta algorftmica para o problema
primal de Programacio Semidefinida (2.1) baseada em resultados de con-
vergéncia pré-estabelecidos em [13]. O método é implementivel e reduz
potencialmente os custos computacionais envolvidos em cada iteragao do
algoritmo de ponto proximal cldssico estendido ao conjunto das matrizes
simétricas semidefinidas positivas munido da métrica induzida pela hessiana
de (2.2), substituindo a iteragdo principal por uma sucessdo de problemas
de Programacgao Nao-linear no ortante estritamente positivo de R". Esta-
mos também aproveitando o fato do método proximal depender apenas da
distancia dada em (2.6) ndo sendo necessério conhecer as geodésicas deste

espago.
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3.2 Algoritmo de ponto proximal em S,

Definicao 3.1 Uma fungdo f de uma variedade riemaniana M em R é dita
geodesicamente conveza (convexa estrita) se a composi¢io foy: R — R €

conveza (conveza estrita), para toda geodesica v em M.

Considere o problema:
{min f(X); sa X =0}, (3.1)

onde f: ST — R é uma fungdo de classe C' e geodesicamente convexa em
5%, . Com base na distincia (2.6), defina, para cada X € ST, a fungéo

px : ST, — R por
px(Y) = 3d*(X,Y).
Para cada > 0, A regularizacio de Moreau-Yosida fg : ST, — R de
f é definida por
fp(X) = miny, o{ f(Y) + Bpx (Y)}. (3.2)

Definicao 3.2 Xg = arg fz é chamado ponto prorimal de X associado a

:Baf € px.

Como f é geodesicamente convexa (limitada inferiormente) e px é geo-

desicamente convexa estrita (ver [13]), a fungio g(X, e), definida por

98(X,Y) = f(Y) + Bpx(Y), (3-3)

tem no méximo um minimizador. Por outro lado, gg é 1-coerciva (ver [13]).

Dessa forma, para cada f > 0 existe um tnico Xg, tal que
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caracterizado por
,vax(Xﬁ) = —Vf(Xﬁ) (34)

Quando f é ndo-diferencidvel, a condigdo (3.4) pode ser rescrita como

BV px(Xp) € —0f(fp(X)),

onde 8f(Y) representa o subdiferencial de f em Y.

A metodologia de ponto proximal consiste em gerar, a partir de um ponto

inicial X° € S7,, uma seqiiéncia de minimizadores (X %) definida por
XHH = arg s (XP),

com [3* satisfazendo

1
> 5 00 (3.5)
k=0

Algoritmo 3.1 (Algoritmo conceitual de ponto proximal em S7,)

Dados X° = 0, 8° > 0 e uma tolerdancia 6 > 0:

passo 1. k — 0;

pasSo 2. repetir

Kl o BE 2y (kv k-
X*t = argminy, o § f(Y) + 5 In®\; ((X) Y (X¥) 2) ,

i=1

enquanto || X*H — X¥|| > §

atualizar B, k e retornar ao passo 2.
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Como conseqiiéncia dos resultados obtidos em [13], a convergéncia global
do algoritmo é garantida para seqiiéncias (,8’“) satisfazendo (3.5) e fungbes
geodesicamente convexas relativamente & métrica induzida pela hessiana de

(2.2).
3.3 Um algoritmo em R7,

Com a finalidade de obter um algoritmo implementavel utilizaremos uma im-
portante propriedade da func¢do distancia, a invaridncia por transformagdes

ndo singulares.

Como visto na segao anterior, a fungao a ser minimizada a cada iteragao

do Algoritmo (3.1) ¢ dada por

BE ¢ 1
gpe(Y) = F(¥) + 5 DIt (X9 Hy (%) 3 ) (3.7)
i=1
Lembremos que a disténcia (2.6) ¢ obtida através de transformagdes néo-
singulares sobre X* e Y. Levando-se em consideragio que X* est4 fixada na

k-ésima iteracdo de (3.1), defina a transformacdo T'xx : ST, — ST, por
Txr(Y) = (X¥) -2y (X*)~3,

E evidente que Tx+ é linear e sobrejetiva. Com efeito, a linearidade é

trivial. Por outro lado, cada Z € S”, ¢ imagem de (X*)7Z(X*)z por Txs.

Podemos verificar também que Tx+ é uma isometria em relagdo
a métrica (2.6). De fato, Txs» é uma isometria se, e somente se
(dyTxx - V,dyTxs - Ut vy = (V,U)y, para vetores U,V € Ty ST, = S,

onde dyTx+ - V ¢é a diferencial de Tx+ na direcdo V.  Note que,
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dyTye -V = (X*)"2V(X*)~2. Assim,

(dyTxr - V,dyTxr - Ut vy = (F"(Tx(Y))dyTxr - V, dy T - U)

= (Txe (V) dyTxs - V (Txx(Y)) ™, dyTxs - U)

O O (P O O N CORC ORI ORIP O

)3V (XY (XF)eV (%) 73 (X08) 7Y T (k) (XR) U (X))

I

{
((x*F
(X®)FY-1VY -1 (XF)3, (X¥)"5U(X*)"3)  (note que Tr(AB) = Tr(BA))
= (Y"VYLU) = (F'(V)V,U) = (V, U)y.

Em particular, as isometrias preservam distdncias.
Lema 3.1 Sejam Y € S}, e d > 0. Entdo
T (Bs(Y)) = Bs(Tx#(Y)) ™.

Demonstragdo: Como toda isometria é um homeomorfismo, a inclusio
Txe(Bs(Y)) C Bs(Txx(Y)) é imediata. Agora, seja Z € Bs(Tx»(Y)),
entio § > d(Z,Tx:(Y)) = d ((X’“)%Z(X’“)%,Y). De onde se conclui que

(X*)2Z(X*)7 € Bs(Y). Para todo Z € Ty (B5(Y)). n

Defina agora, a fungéo ¢ : Tx# (ST, ) = ST, — R por

#(2) = f (X9 Z(x*)3)2. - (38)

Proposicao 3.1 Se Z 6 um minimizador local de ¢ entdo Y =

(X*)2 Z(X*)2 é minimizador local de f.

Demonstragao: De fato, exite ¢ > 0 tal que gb(é) < ¢(Z) para toda

matriz Z € B.(Z). Aplicando a definicio de ¢ vem que

ParaY € ST, e d >0, B5(Y) é a bola aberta de centro ¥ e raio é.
2Aplicamos f sobre a imagem da inversa de Tk, que é dada por T;% (Z) =
(X*)EZ(X*)2.
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F7) = 1 ((XMEZ(XE) = $(2) < 6(2) = f (X9 2(093) = £(V),

Como Ty (B6 (5)) = B, (Y) (Lema (3.1)aplicado & T}}), a desigualdade

é valida para toda matriz Y € B(Y) 2. m

Portanto, a iteragio (3.6) do Algoritmo (3.1) pode ser substituida por

k n
ZFt! = argming, {gb(Z) + Zln2/\i (Z)} , (3.9)
=1
e
XFH = (X*)2 Z(X)a. (3.10)

O espaco de busca da nova variavel Z é o espaco transformado de Y por Ty«.
Como (3.9) e (3.10) representam transformactes genéricas de similaridade
(em particular, os autovalores permanecem inalterados), podemos escolhé-

las de modo que Z seja uma matriz diagonal.

Seja  entdo (); uma matriz ortogonal que diagonaliza 7z =
(XF) "3V (X*)2, ou seja, (Q;)T(XF)"2Y (X*)"2Q, = Z (Z ¢ diagonal com
elementos diagonais estritamente positivos). E f4cil verificar que o operador

Tixryq,) + Sty — St dada por
1 1
Tixryon(Y) = QF (XF) 2V (X*)2Q;
também é uma isometria em relacdo a métrica (2.6) (argumentagéo andloga

a empregada em Tx).

Restringindo o dominio de Tixy(g,;) a0 conjunto de matrizes diagonais
definidas positivas, o problema local passa a ser definido em R%},. Contudo,

este novo problema deixa de ser equivalente ao problema original.

3T+ também é uma isometria.
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Nossa meta entdo é substituir (3.9) por uma sucessdo de problemas em

R% ., dados por

Zj41 = argming, g {(;S(Z) + %k 1n2)\i(Z)} , (3.11)

i=1

onde §(2) = f ((X*)1Q;2QF (X*)}) e

Vi = (X*)7Q;Z1QF (X*)5.

42



Algoritmo 3.2 (Algoritmo Proximal Modficado) Dados X° = 0,
B°, 61,8, > 0:
k+— 0y
repetir

Yo — I;

74— 0;

repelir

obter Q); ortogonal, tal que
Q7 (X’“)_% Y; (X’“)_% Q; = Z;, onde Z; = 0 ¢ diagonal (Schur);

definir Z; como ponto inicial e calcular

1
Zj41 = argming, ¢ {f (( ) QJZQT Xk 2) Zln2)\ Z)}
(3.12)
se Zjp1 = Zj,entdo
Xk+1 Y},
break;
fim-se;
1 1
Viyn = (X*)* QiZ;.QF (X*)?;
J+—Jg+1
enquanto d(Yjy1,Y;) > 6,
X+l — Y}+1,
IBk — ,Bk+1,'
k+—k+1;

enquanto d (X*+1, X*) > §;.
Lema 3.2 Os iterados Z; e Z; do Algoritmo (8.2) sdo similares.

Demonstracao: Com efeito,
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Z; =

= Q7 (X7 (00) @ = QF (1) (09 Q00 () (X9 ey
= Q] Qj-12;Q]_,Q;. n

Como conseqiiéncia imediata do Lema (3.2), temos que
( XF)? Q1 Z; QT ) th
F)+E Z In?)\(Z
1

=f(( ©)F Q2R (X*) ) ﬂkzm

Proposigdo 3.2 Se Zj1 # Zj, entdo gge (Yiy1) < gpe (Y;), isto 6, a

sequéncia (Y;) gerada pelo Algoritmo (8.2) é mondtona decrescente.

Demonstracao; Os passos da demonstragdo levam em consideracdo
a definicio da seqiiéncia (Y;),.y e a propriedade de similaridade entre

matrizes. Considere a seqiiéncia (gﬁk (Y})) temos que:

JEN?

gpx (Yir1) =

=f(<Xk> QiZi@Y ( ﬁ)%z_;mm((xk)‘% (X¥)? Q32332QF (X*) (x*) 7
= 7 ((X%)? Q3% QF (X9)F) + ;‘mﬁ (Qi%iQ)

= 1 () Q2 )%)M’“é‘mmzﬁg

< f(( 9)FQiZ,QF (XH)F) + é}i{mﬁz (Z;)  (por construgio)
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Para obter a convergéncia do lago interno do Algoritmo (3.2) é necessario
mostrar que se Z;+1 = Z; entdo Y; é solucio de 3.6, isto é, Y; = X**1. Este
constitui um dos pontos em aberto do nosso trabalho. A convergéncia do
lagg externo do algoritmo é assegurada através dos resultados apresentados

em [13].
3.4 Um problema bem posto

A iteragéo (3.12) do Algoritmo (3.2) é um problema de minimiza¢ao no espago
de matrizes diagonais definidas positivas que é equivalente a um problema
de programagdo nao-linear no ortante estritamente positivo de R", e, clara-
mente, este possui complexidade significativamente menor do que o original

definido em S7% .
Defina @; : R}, — R por
pi(z) = f ((X’“)%QjZQ?(X’“)%) : (3.13)

onde Z é a mairiz diagonal cuja diagonal é formada pelas componentes de

z, isto é, Z = diag(z).

n
A regularizagio Z In)\;(Z) pode ser vista também como uma fungéo de
i=1
R%, em R, pois os autovalores de uma matriz diagonal Z séo os proprios
n

elementos da diagonal. E importante ressaltar que E In?2; é uma barreira
2=1

n
para I} .

Sem qualquer abuso de notagio, (3.12) pode ser rescrito como

: BE &
Zj41 = argmin, {goj(z) + 5 Zln2zi : (3.14)

i=1
Como f ¢ diferencidvel, para um dado vetor v € R" e t suficientemente
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pequeno, a derivada direcional de ¢; na direcdo v é:

FHOE
Lm0 pi(z+tv) =2 |- f ((Xk)%Qj[Z+tV]Q§"(Xk)§)
=Df ((Xk)%QjZQ;F(Xk)%) . ((Xk)%QjVQ;F(Xk)%),

onde V' = diag(v). Portanto,
Vii(2); = DI ((X*)¥Qu2QT (X)) o (XM)IQHE(QHT (xM)}),

onde F; = diag(e;) (i-ésimo vetor da base candnica de R™).

n
Apesar de ndo ser estritamente convexa em R}, g In%z é coerciva.
=1

Note que ||z|] — oo implica que 2z — oo, para algum 1 < k < n, que é

k1)
suficiente para que Zln2zi — 00.
i=1

Defini¢ao 3.3 Seja S C R"™ convezo e fechado e f : S — R. [ ¢ dita
fortemente quasiconvera se para cada x1,T3 € S, com xy # xo, f(tzy + (1 —

t)z2) < max {f(z1), f(z2)}, para todo t € (0,1).

O préximo resultado é uma extensdo do teorema de unicidade de solucao

para fungoes estritamente convexas.

Teorema 3.1 Seja f : S C R — R fortemente quasiconveza. Considere

o problema

{min f(z); z € S}. (3.15)

Se T é uma solugdo local de (8.15) entdao T € a Unica solugdo global.

Demonstragao: ver [24] N
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Figura 3.1: Gréfico da fungdo In’t, para ¢ € (0, 20].

Indicamos na Figura 3.1 uma parcela do grifico de Z,1H2Zi- A figura
i=1
sugere que tal parcela satisfaz a Definigéo (3.3).

Lema 3.3 A funcdo f: Ryy — R, definida por
f(#) =1n’t,
é fortemente quasiconveza em R, . .

Demonstragao: De fato, dados t1,t2 € Ry, com t; # t5, defina h(a) =
Flaty + (1 — @)ty), com a € [0,1]. A é uma fungio continua, diferencidvel
no aberto (0,1) e possui maximo e minimo em [0, 1] ([0, 1] é compacto). Um
extremo interior de h deve satisfazer h'(@) = 0. Por outro lado,

_ 2ln(ah +(1—a)is)
W) = ey, — ),

donde vem que

~\ In(& 1 —&)t . . — _ A _
h’(a) =0 <<= 2 ézt_}__(l_li&)t);z‘) (tl t2) =0+ Oltl + (1 Ol)tg =1.
resolvendo a equacao em & temos,

=22 ¢ainda h(a) =0.
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h(@) < max{h(0), (1)} = max{In®t;,In*t,}. Lembremos que t; # ¢, implica
que In?t; e In%t, ndo podem ser simultaneamente nulos.
Se @ for ponto de minimo ou inflexdo entdo o maximo de h devera ser atingido

em um dos extremos do intervalo [0, 1]. Portanto,

(1) a=0=>h(0) = In’*ty < max{In’t;,In%,}.

(%) a=1=>h(1) = In*; < max{lnt,In’t,}.

O fato da desigualdade néo ser estrita nos itens (2) e (#4) da demonstracdo

nao contradiz a Defini¢do 3.3, uma vez que nestes casos a ¢ (0,1).
n

A barreira Zln2zi é uma soma de fungdes fortemente quasiconvexas e
consequentemeri;é é fortemente quasiconvexa.

Quando uma func¢do fortemente quasiconvexa é adicionada a uma con-
vexa preserva-se sua caracteristica inicial. Esta propriedade é ficil de ser
verificada. De fato, dadas fungbes f; convexa e f, fortemente quasicon-
vexa, respectivamente em S C R™ e z;,3, € S(z; # z2), t € (0,1),
(fu + fo)(tzy + (1 = t)zp) = filtz + (1 — £)z2) + faltzs + (1 — B)zy) <
tfi(m1) + (1 —t) fi(z) +max {fa(z1), fo(z2)} < tmax {fi(z1), fi(za)} + (1 —
tymax {f1(z1), fi(22)} + max {fa(21), fo(22)} = max {(fr + fo) (1), (fr +
fa)(m2)}-

Teorema 3.2 A funcdo objetivo do subproblema (3.14) possui um inico

minamizador.
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Demonstrag¢ao: O resultado é conseqiiéncia imediata da coercividade de

ZIHZZZ', do Lema 3.3 e da definigdo de ¢ em (3.13). |

=1

3.5 Aplicando o método de Newton

Suponha ¢, fortemente convexa e de classe C?. Baseado nessa hipdtese é
possivel estabelecer condiges necessarias e suficientes & aplicacdo do método
de Newton, isto é, estabelecer condic¢Ges para que a hessiana da funcao obje-

tivo em (3.14) seja definida positiva.

Seja a > 0, tal que a < p, onde p = Amin (gpg-’(z)), z € R} . temos
1—1n 2 ) 1—1In z
Amin (SDQ'(Z) + f diag (_z2——>) >pu+p miny<;<n (_Z;__) >«
(3.16)

A desigualdade é conseqiiéncia do Lema, (2.3). Isto implica que

. 1—1In 2y
B mini<i<n <——Z2—> > a— W (3.17)

)

Como a — u < 0, a parte interessante dessa andlise restringe-se ao caso
em que min;<;<n (1—1n 2) < 0, isto é quando z; > e, para algum 1 <4 < n.

Neste caso, vem de (3.17) que

: (h—a)z}
,3 < MmNy, >e, 1<i<n (ln 1)

t2
In t—1

[ NI

Analisando a fungéo h(t) = para t > e, conclui-se que ¢ = e

argmin,., h(t) e que o valor 6timo associado a ? é dado por h(f) = 2€°.

Logo, a escolha

.B S (,U' - 04)263,
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em particular,

B < pe’ (3.18)

satisfaz (3.16). Observe que esta condicdo é coerente com a hipdtese de
BE — 0.
n
Vale observar que no conjunto (0,e)” a funcgéo barreira Zlnzzi é estri-
tamente convexa. Isto é importante para problemas cujosi?utovalores da
varidvel X sdo limitados, como o de Programacdo semidefinida com traco
constante (por exemplo, acrescente a (2.1) a restricdo TrX = 1), pois apds

as transformacgoes propostas pelo Algoritmo 3.2 obtemos um problema limi-

tado em R%, (como TrX =1, devemos ter \;(X) < 1,Vi=1,---,n).
3.6 Aplicagao a (PSD)

Retomemos a formulagio primal (2.1) apresentada no inicio do capitulo:

(PSD)
{min CeX; sa. A;eX =10, i=1---,m, X >0}

Com base na proposta de ponto proximal, a iteragdo (3.12) consiste em de-

terminar o tnico vetor z¥*1 solugdo do problema

(PP)psp

min C e (X¥)7Q;ZQT(X*)7 + £ " In’
=1
s.a Ao (XM)2Q;2QF (X9)r = by, i=1,---,m

z> 0,

onde Z = diag(z).
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Como a funcdo custo e as restrigdes sdo lineares, os termos podem ser
agregados de forma que o problema (PP)pgp possa ser rescrito no seguinte

formato

(PP)PSD

min ( z—l—ﬁ ZlnzZ
saAJz—b

z>0,

para algum vetor ¢/ € R™ e alguma matriz Al

As hipéteses necessirias a aplicacdo do método de Newton podem,
como veremos, ser grantidas através do acréscimo de uma regularizacao

—uk E lnz;. Consideremos, em conseqiiéncia, o seguinte problema regu-
=1
larizado:

(PPR)pSD

min (¢/)Tz — ’“Zlnzz—k——z:ln 2

saAJz—b

z > 0.
A funcao de Lagrange associada ao (PPR)pgp é dada por
L(z,y) = ()2 — ’“Zlnzz—k—Zln 2z —yT (Az —b).
As condicbes de KKT para o (PPR)pgp sdo:

¢ — iz~ 4 BF [diag(2)]tn z — (A7) Ty =0
b— Aiz =0

z > 0.
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Como o objetivo é determinar a direcdo de Newton, seja zZ > 0 um ponto

vidvel para o (PPR)psp ¢ § € R™. O passo de Newton satisfaz

In z

pEZ72 4+ B diag (%—)] Az— (AN Ay = —I+pFz7' % [diag(z)]'In 2+ (A7)

()

(3.19)

—AAz =0, (3.20)

onde € é o vetor de R™ cujas coordenadas sdo todas iguais a 1. As equagoes

(3.19) e (3.20) resultam da definicdo do passo de Newton para sitemas nao-

lineares 4.

k k(1_ 7 . ’
Denote por U = diag (W) o coeficiente de Az. Através da ex-
pressdo da inversa da matriz dos coeficientes do sistema dado pelas equagoes

(3.19) e (3.20), vé-se, claramente, a necessidade da regularizacao:

U~ (I+(ANTPAUTY) —U- Y (A7) P
_P—lAjU—l P—l )

onde P = —AIU(A%)T.

Lema 3.4 Suponha que a matriz A do (PPR)psp tenha posto completo.

Entdo, para todo p* > 0, satisfazendo
k . _
Iéﬁ > m1nzi>e, 195”(11122- - 1)
, 0 algoritmo de Newton pode ser aplicado ao (PPR)psp.

Demonstragao: Aplicando a mesma andlise empregada na se¢ao anterior,

vem que

4Lembrando que para um sitema de equagdes ndo-lineares da forma F'(z) = 0, o passo
de Newton é aquele que satisfaz F'(z)Az = —F(z).
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,Lbk + minlSiSn,B’“(l — Infi) > 0.
Se minj<;<n(1l —InZ;) > 0 entdo para qualquer x> 0 a aplicacdo do método
de Newton estd assegurada. Caso min;<;<n(l — InZ) < 0, isto é, quando

Z; > e, para algum 1 < 7 < n devemos ter

k . _
Z—k > MiNg; e, 1Si5n(1nzi — 1) > (.
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Capitulo 4

Conclusoes, Trabalhos Futuros
e Extensoes

Neste trabalho estamos propondo um novo algoritmo implementavel de ponto
proximal para programacgao semidefinida baseado na transformacgado do pro-
blema, original em uma sucessdo de problemas de programacao nao-linear em

n
R7,.

Podemos observar que o procedimento de diagonalizacao aplicado no ter-
ceiro passo do Algoritmo (3.2) ndo aumenta demasiadamente os custos com-
putacionais do método, visto que existem rotinas implementadas em biblio-
tecas de diferentes linguagens, como a decomposi¢do de Schur para matrizes

simétricas, que determinam @Q* de forma ripida e eficiente.

Como a pesquisa foi motivada pela convergéncia global do algoritmo de
ponto proximal original estabelecido em [13], acreditamos que a mesma. possa.
ser obtido para o algoritmo proposto, apesar nao termos asseguradas as
hipdteses iniciais tal qual a convexidade da fungao objetivo do (PPR)psp

relativa a métrica riemaniana (2.6).

Vimos que o Algoritmo proximal modificado requer a inicializagdo de um
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ponto Y vidvel para o (PSD) a cada iteragio. Verificada esta exigéncia,
temos garantida, pela Proposi¢do (2.1) e pelo passo de Newton, a viabilidade
do iterado X**!. Inicialmente, nfo existe problemas em se tomar o mesmo

ponto Y{" para cada iteragdo.

Contudo, na pratica, existe uma grande dificuldade em se determinar um
ponto inicial vidvel. por isto, devemos estar combinando o algoritmo com
formulagGes alternativas do (PSD), como o big-M em [26] ou a formulagao

apresentada em [19], que permitam superar este obstéculo.

Como trabalhos futuros, estamos propondo uma implementagdo do al-
goritmo para problemas de grande porte em programacdo semidefinida que

possibilite a realizagdo de testes numéricos.

Por fim, o algoritmo proximal modificado pode ser naturalmente esten-

dido para o caso ndo-suave através da nogao de feixes hibrido.

Esta metodologia consiste em aplicar o método de feixes classico somente
a funcdo objetivo do problema original na iteragao principal do algoritmo de

ponto proximal. A regularizagio é mantida.

Isso é feito da seguinte forma: inicialmente, escolhe-se um modelo fun-
cional que aproxima inferiormente a funcao objetivo do problema original.
Logo apds, minimiza-se este modelo somado a regularizagao da metodologia
proximal (ao contrdrio da fun¢do objetivo do problema original somada a
regularizagdo como descreve a teoria). Se o valor da funcdo objetivo do pro-
blema original for igual ao valor do modelo apés o processo de minimizagao,
entdo o ponto obtido é a solucdo da iteracao corrente. Caso contrario, o

modelo é substituido por uma aproximacio de 1% ordem, dada por um de
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seus subgradientes neste ponto, e minimiza-se esta aproximacio somada a
regularizacdo da metodologia proximal. Os passos sao repetidos até que se
obtenha a solugdo da iteracdo corrente. Maiores detalhes a respeito desta
metodologia, bem como a anélise de convergéncia podem ser encontradas em

(ver [27]).
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Apéndice

Lista de Notacgoes

Neste apéndice destacamos uma lista com algumas notagoes usuais de Pro-
gramagao Semidefinida, bem como outras especificas deste trabalho, com
o objetivo de facilitar a compreensao e a leitura. As demais notagbes sdo

apresentadas no decorrer do texto.

- R™ - espago euclidiano de dimensao n.

- RY - ortante ndo-negativo de R".

- R% | - ortante positivo de R".

- 8™ - conjunto das matrizes simétricas de ordem 7.

- S - conjunto das matrizes simétricas semidefinidas positivas.
- 8%, - conjunto das matrizes simétricas definidas positivas.

- 7 = diag(z) - matriz diagonal cujos elementos da diagonal sdo as compo-

nentes do vetor z.
- d - distdncia riemanniana entre dois pontos.

- B;(Y) - bola aberta de centro Y e raio 4.
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- X oY - produto escalar do espaco de matrizes definido por X ¢ Y =

Tr(YTX).
- (PSD) - Problema primal padrdo de Programacdo Semidefinida.

- (PP)pgp - Problema proximal associado ao problema de Programacio Se-

midefinida.
- (PPR)psp - Problema proximal regularizado.
- X = 0 - X é semidefinida positiva.

- X > 0- X é definida positiva.

58



Bibliografia

[1]

(3]

5

Saigal, R., Vandenberghe, L., Wolkowicz, H., Handbook of Semidefinite
Programming. 1nd ed. Boston-Dordrecht-London, Kluwer Academic Pu-

blishers, 2000.

Nesterov, Y.E., Nemirovskii, A.S., “Polynomial barrier methods in con-
vex programming”, Fkonomika i Matem. Metody, v. 24, pp. 1084-1091,

1988.

Nesterov, Y.E., Nemirovskii, A.S., Optimization over positive semide-
finite matrices: Mathematical background and users manual. Technical
report, Central Economic and Mathematical Institute, USSR Acad. Sci.

Moscow, USSR, 1990.

Nesterov, Y.E., Nemirovskii, A.S., Interior-Point polynomial algorithms
in convex Programming, vol. 18 of Studies in Applied Mathematics. 1nd

ed. Philadelphia, STAM, 1994.

Alizadeh, F., “Interior point methods in Semidefinite programming with
applications to combinatorial optimization”, SIAM Journal on Optimi-

zation, v. 5, n. 1, pp. 13-51, 1995.

Monteiro, R.D.C., “First and second-order methods for semidefinite pro-
gramming”, Mathematical Programming, Series B, n. 97, pp. 209-244,
2003.

59



[7]

8]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

Horner, S., Peinado, M., “Design and performance of parallel and dis-
tributed aproximation algorithms for max cut”, Journal of Parallel and

Distributed computing, v. 46, pp. 48-61, 1997.

Burer, S., Monteiro, R.D.C., “A nonlinear programming algorithm for
solving semidefinite programs via low-rank factorization”, Mathematical

Programming, Series B, n. 95, pp. 329-357, 2003.

Vanderbei, R.J., Benson, Y., On formulating semidefinite programming
problems as smooth nonlinear optimization problems. Report orfe 99-01,

Princeton, Operations Research and Financial engineering, 1999.

Burer, S., Monteiro, R.D.C., Zhang, Y., “Solving a class of semidefinite

-programs via nonlinear programming”, Mathematical Programming, v.

93, pp. 97-123, 2002.

Fukuda, M., Kojima, M., Murota, K., Nakata, K., “Exploiting spar-
sity in semidefinite programming via matrix completion I: General fra-

mework”, SIAM Journal on Optimization, v. 11, pp. 647-674, 2001.

Helmberg, C., Rendl, F., “A spectral bundle method for semidefinite

programming”, SIAM Journal on Optimization, v. 10, pp. 673-696, 2000.

Ferreira, O.P., Oliveira, P.R., “Proximal point algorithm on Riemannian

manifolds”, Optimization, v. 51, n. 2, pp. 257-270, 2002.

Nesterov, Y.E., Todd, M.J., “On the Riemannian geometry defined
by self-concordant barriers and interior-point methods”, Foundations

of Computational Mathematics, v. 2, pp. 333-361, 2002.

Rothaus, O.S., “Domains of positivity”, Abh. Math. Sem. Univ. Ham-

burg, v. 24, pp. 189-235, 1960.

60



[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

[25]

[26]

Giiler, O., “Barrier functions in interior-point methods”, Mathematics

of Operations Research, v. 21, pp. 860-885, 1996.
Lima, E.L., Curso de andlise, vol.1. 1* ed. Rio de Janeiro, impa, 1995.

do Carmo, M.P., Geometria riemanniana. 2* ed. Rio de janeiro, impa,

1988.

Helmberg, C., An Interior Point Method for Semidefinite Programming
and Maz-Cut Bounds. Ph.D. dissertation, Technischen Universitit Graz,

Graz, 1994.

Horn, R.A., Johnson, C.R., Matriz Analysis. Ind ed. Cambridge, Cam-

bridge University Press, 1985.

Horn, R.A., Johnson, C.R., Topics in Matriz Analysis. 1nd ed. Cam-

bridge, Cambridge University Press, 1991.

Mosheye, L., Zibulevsk, M., Penalty/Barrier Multiplier Algorithm for

Semidefinite Programming. Technical report, 1999.

Roos, T., Terlaky, T., Vial, J.-P., Theory and Algorithms for Linear

Optimization, An Interior Point Approach. 1nd ed. New York, John

Wiley and Sons, 1997.

Bazaraa, M.S., Sherali, H.D., Shety, C.M, Nonlinear Programming. The-

ory and Algorithms. 2nd ed. New York, Wiley, 1993.

Golub, G.H., Van Loan, C.F., Matriz computations. 3nd ed. Baltimore

and London, The Johns Hopkins University Press, 1996.

Vandenberghe, L., Boyd, S.,“Semidefinite Programming”, SIAM Jour-

nal on Optimization, v. 38, n. 1, pp. 49-95, 1996.

61



[27] Hiriart-Urruty, J-B., Lemaréchal, C., Convez analysis and minimization
algorithms 11, advanced theory and bundle methods. 1nd ed. Heidelberg,

springer-verlag, 1993.

62



