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NOVAS RELAXACOES LINEARES PARA O PROBLEMA DE
SCHEDULING DE PROCESSOS EM MULTIPROCESSADORES COM
RESTRICOES DE ATRASO

Pedro Paulo Rodrigues Teixeira Filho

Novembro/2006

Orientador: Nelson Maculan Filho

Programa: Engenharia de Sistemas e Computagao

Descrevemos e avaliamos uma nova formulacao matematica para o
problema de escalonamento de tarefas em um sistema de multiprocessadores
homogéneos com atrasos de comunicacio. As formulagoes existentes en-
volvem um grande numerc de varidveis bindrias com trés indices. A
formulagdo aqui discutida usa varidveis bindrias com no méaximo dois fndices.
Um conjunto de inequacoes validas para a formulagdo é apresentada.
Resultados numéricos de instdncias de tamanho pequeno e médio s&o

apresentados.
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We describe and evaluate a new mixed-integer mathematical program-
ming formulation for the Multiprocessor Scheduling Problem. Existing
formulations involve a large number of binary variables with three indices.
The formulation discussed here only uses binary variables with at most two
indices. A set of valid inequalities is described. Numerical results of small

and medium-scale problems are presented.
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Capitulo 1

Introducao

Uma. das mais importantes dreas de otimizacao aplicada consiste dos pro-
blemas de escalonamento, ou escalonamento, extensivamente estudados na li-
teratura devido principalmente & sua aplicabilidade em quase todas situagtes
do mundo real. Podemos modelar um problema de escalonamento em uma
enorme gama de diferentes areas, dentre elas: manufatura, logistica, arquite-
tura de computadores e comunicagoes.

Na literatura, os problemas de escalonamento tém sido abordado em sua
grande maioria atrdves do uso de heurfsticas e meta- heuristicas. O nimero
de formulagoes matemadticas existentes é grande, mas nao se compara ao
enorme nimero de heurfsticas existentes, j& que elas proporcionam resulta-
dos razodveis em um tempo satisfatério, além da facilidade de implementagao
que algumas delas oferecem. Porém, ndo devemos abrir mao do uso de for-
mulacées matemdticas, pois estas podem fornecer informagoes preciosas so-
bre determinado problema, como por exemplo limites inferiores e o valor da
solucdo Stima. Destaco uma frase atribuida a A. Rinnooy Kan, onde ele diz:
“Uma maneira natural de se atacar problemas de escalonamento é formulé-los

como modelos de programagdo matematica.”



Tendo isso em mente, o objetivo desta tese é estudar uma nova formulagao
proposta para um problema de escalonamento de tarefas em um sistema de
multiprocessadores, onde o tempo gasto para transmitir dados entre dois
processadores ¢é considerado. O texto estd organizado da seguinte forma: No
capitulo 2 fazemos a introducao formal dos problemas de escalonamento e
do problema de estudo deste trabalho. No Capitulo 3 descrevemos algumas
formulagbes matematicas para duas versoes de problema de escalonamento
em multiprocessadores. No Capitulo 4 apresentamos os resultados numéricos
da nova formulagdo. No Capitulo 5 apresentamos resultados numéricos da
nova formulagao adaptada para o problema genérico de escalonamento em
multiprocessadores. No 1ltimo capitulo sdo expostas algumas conclusoes e

possiveis extensoes e direcionamentos futuros.



Capitulo 2
O Problema de Scheduling

Neste capitulo fazemos a introdugio ao problema genérico de escalona-
mento, descrevendo suas principais caracteristicas, e descrevemos a variante
dele para sistemas de multiprocessadores.

Na segao 2.1 fazemos uma introdug@o geral ao problema de escalona-
mento, descrevendo alguns conceitos béasicos presentes em praticamente todas
as variagbes do problema. Nas ultimas duas se¢oes tratamos especificamente
dos problemas de scheduling em multiprocessadores, sendo que na secao 2.2
introduzimos o problema geral com multiprocessadores, enquanto que na
secdo 2.3 apresentamos uma variacdo do problema com multiprocessadores,

problema este foco principal de estudo deste trabalho.

2.1 Introducgao ao Problema de Escalonamento

Em geral, os problemas de escalonamento podem ser vistos como proble-
mas de alocagfo de recursos sobre um determinado perfodo de tempo, com
0 propdsito de executar um conjunto de tarefas que faz parte de um ou

mais processos. Essas tarefas competem individualmente por recursos que



podem ser de diferentes naturezas, como por exemplo, forga humana, di-
nheiro, processadores ou méquinas, energia e ferramentas. As tarefas podem
ser caracterizadas por: tempo de finalizacdo, datas de término, pesos de
urgéncia relativa e fungbes descrevendo o seu processamento. Também pode
ser definida uma estrutura de um conjunto de tarefas refletindo restrigoes de
precedéncia entre elas, além de diferentes critérios para medir a qualidade do
desempenho do conjunto em questao.

Mais formalmente, podemos caracterizar os problemas de escalonamento
por trés conjuntos: conjunto T = {t1,ta,...,t,} de n tarefas, conjunto
P = {p1,pa,...,Pm} de m processadores (ou mdquinas) e conjunto
V = {v1,v,...,vs} de s tipos de recursos adicionais V. De forma geral,
escalonamento significa atribuir processadores(ou maquinas) de P e possfveis
recursos de V a tarefas de T, de forma a executar todas as tarefas de acordo
com as restricoes impostas. Um schedule pode ser entendido como um plano
de programacao do conjunto de tarefas, contendo o momento de execugao de
cada uma e o processador ou maquina onde serd executada. Existem duas
restricdes gerais ne teoria classica de escalonamento, as quais podem ser re-
laxadas, que dizem que cada tarefa deve ser processada por no maximo um
processador em determinado perfodo, e cada processador é capaz de proces-
sar no maximo uma tarefa por vez. A primeira delas pode ser relaxada, como
serd visto mais a frente.

Os processadores do conjunto P podem ser divididos em dois grupos:
paralelos, que sao aqueles que executam as mesmas fungdes, ou dedicados,
que sao aqueles especializados na execugao de determinadas tarefas. Dentre
o grupo dos processadores paralelos, podemos distinguir trés tipos de acordo
com a sua velocidade: idénticos, se todos possuem a mesma velocidade para

executar as tarefas; uniformes, se possuem diferentes velocidades mas a ve-



locidade de cada processador é constante e nao depende da tarefa em T’ e
finalmente ndo-uniformes, se a velocidade depende da tarefa particular a ser
processada

Em geral, uma tarefa t; € T' pode ser caracterizada pelos seguintes dados:

(i) Vetor dos tempos de processamento A; = {Li;,..., Ly}, onde Ly é
o tempo necessério pelo processador p; para processar t;. No caso de

processadores idénticos, temos que L;; = L;, 1 = 1,2,...,m.

(ii) Tempo de chegada v;, que é o tempo necessario para que a tarefa ;
esteja pronta para ser processada. Se os tempos de chegada de todas

as tarefas de T forem iguais, entao assume-se que v; =0 V3.

(ili) Data de término d;, que especifica um limite de tempo no qual a tarefa
t; deve ser completada. Geralmente, fun¢des de penalidade sao associ-

adas a essas datas.

(iv) Prazo de término(deadline), que é wm limite de tempo real mais rigoroso

no qual a tarefa t; deve ser completada.
(v) Peso, ou prioridade w;, que expressa uma urgéncia relativa de ;.

Apresentamos a seguir nos préximos pardgrafos algumas defini¢oes so-
bre tarefas preemptivas, relagoes de precedéncia entre tarefas, plano de pro-
gramagio das tarefas(schedules) e critérios de otimalidade.

Um plano de programagéo é denominado preemptivo se cada tarefa pode
ser interrompida em determinado momento e reiniciada posteriormente no
mesmo ou em outro processador, sem nenhum custo. Caso nenhuma tarefa
possa ser interrompida e reiniciada sem nenhum custo, entdo o plano de
programagao é chamado de ndo-preemptivo. Um relagdo de precedéncia entre

duas tarefas t; e t; pertecentes ao conjunto 7', por exemplo ¢; < t;, significa
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que a tarefa t; sé pode ser processada apds o término do processamento
da tarefa 7;. Em outras palavras, uma relacao de precedéncia < é definida
no conjunto 7. As tarefas no conjunto T sao chamadas dependentes se a
ordem de execugao de pelo menos duas delas é restringida por esta relagao.
Caso contrario, as tarefas sdo chamadas de independentes. Um conjunto de
tarefas com relagdes de precedéncia é geralmente representado como um grafo
aciclico direcionado, onde os nds representam as tarefas e os arcos as relagoes

de precedéncia. Um exemplo é apresentado na figura 2.1.

Figura 2.1: Exemplo de grafo de precedéncia

Mais formalmente, um plano de programagcao é basicamente uma atribuicao
de processadores do conjunto P (e possivelmente recursos do conjunto V') as
tarefas do conjunto 7" em um determinado perfodo de forma que as seguintes

condigbes abaixo sejam satisfeitas:

e em todo momento cada processador estd atribuido a no méaximo uma

tarefa e cada tarefa é processada por no maximo um processador;
e todas as tarefas séo completadas;

e se as tarefas ¢;, t; estao na relagao t; < t;, o processamento de ¢; nao é

iniciado antes de ¢; ter sido completada;

6



e no caso de um escalonamento néo-preemptivo nenhuma tarefa é in-
terrompida, caso contririo o niimero de interrupcoes de cada tarefa é

finito;

s restrigdes de recursos, se houver, sao satisfeitas.

No caso de um escalonamento deterministico, existem varias medidas de

desempenho ou critérios de otimalidade que podemos usar, dentre eles:

e Makespan. O makespan é representado por Wine. ¢ é definido como o
tempo que se leva para completar todas as n tarefas, ou seja,

Winas = maa?(T/VL ey I/Vn)
e O tempo total ponderado de execugdo, representado por > w;W;.

e O maximo atraso, que é representado por A,q., € é formalmente definido

como Apar = maz(Ay,. .., A,), onde A; = W, — d;.

A grande variedade de problemas de escalonamento existentes motivou
a introducao de uma notagao sisteméatica que pudesse servir de base para
um esquema de classificacdo. Neste trabalho utilizamos a notagao proposta
por Graham et al. [10] e Blazewicz et al. [4], apresentada em [3], que
é composta basicamente de trés campos « | § | <. O primeiro campo «
descreve as caracterfsticas do ambiente de processadores; o segundo campo [
descreve as caracteristicas das tarefa; o terceiro campo -y descreve o critério

de otimalidade escolhido.

2.2 Escalonamento em Multiprocessadores

Programas paralelos podem ser representados por um conjunto de tare-
fas interrelacionadas, onde essas tarefas sdo basicamente unidades sequenci-

ais. Quando um conjunto de processadores estd intrinsicamente acoplado,
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temos entdo um sistema de multiprocessadores, Em um sistema desse néo
86 temos que determinar quantos, mas quais processadores devem ser aloca-
dos para uma aplicagfo, e mais especificamente, quais vao ser responsaveis
por executar cada tarefa. Esse problema é conhecido na literatura como
MSP (Multiprocessor Scheduling Problem), ou Problema de Escalona-
mento em Multiprocessadores, e tem sido estudado por mais de 40 anos
por estar relacionado ao uso eficiente dos sistemas de multiprocessadores.
Os problemas de escalonamento em multiprocessadores sdo NP-Dificies
na maioria dos casos(e.g. a minimizac¢io do makespan em dois processadores
uniformes, problema Q2 | | Wy, na notagdo de [1], j& pertence & classe
NP-Dificil [8, 9]) e sdo geralmente resolvidos usando-se métodos heurfsticos
em todos os casos, com excecao dos mais simples. Este trabalho tem como
foco principal as formulagoes mateméaticas desenvolvidas para o MSP e seu
variante MSP CD, a ser descrito mais a frente, de forma que deixaremos de
lado as muitas heuristicas existentes para esses problemas em geral.
Diversas formulacGes matemaéticas para problemas de escalonamento sao
apresentadas em um survey por Blazewics et al. [2], onde podemos destacar
algumas formulages para problemas similares aos aqui discutidos. Vale citar
uma, formulagao para o problema de escalonamento em processadores parale-
los uniformes com tempos de processamento padrdo unitarios
(@ |p; = 1]1), que foi baseada em um caso especial do problema de
transporte, e assim permite que o problema seja resolvido em tempo polino-
mial. B apresentada também uma formulacdo para o problema de escalon-
amento preemptivo em maquinas paralelas com critério de otimalidade de
minimizagao do makespan(P | pmin | Wiue:), cujo ntimero de varidveis de-
pende poliniomialmente do tamanho da entrada quando o nimero de pro-

cessadores m é fixo, podendo-se assim aplicar o procedimento de Karmarkar



para resolver o problema, resultando na abordagem de complexidade f)olino—
mial denominada método de uma-fase. Tal abordagem pode ser generalizada
para cobrir os casos das maquinas serem uniformes(Q | pmin | Winee) ou néo-
uniformes(R | pmin | Wi )-

Maculan et al.[15] propuseram uma nova formulagio para o MSP com
relagoes de precedéncias entre as tarefas (R|prec|Wia,), onde o nimero de
varidveis bindrias é polinomial, melhorando uma formulacao de Blazewics
et al.[4] baseada na discretizagao do horizonte de schedule em unidades de
perfodo de tempo, o que acarreta no uso de um nimero nao-polinomial de
vardveis 0-1. Esta formulagéo serd descrita com detalhes no préximo capitulo,
na secgao 3.2.

Pablo et al.[5] abordam o mesmo problema e propSem uma nova for-
mulagao para o problema, visto que a formulagdo proposta em [15] nao é
indicada para resolver problemas de grande escala através do uso de técnicas
padrao de programagao inteira, como branch-and-bound e branch-and-cut.
Nesta nova formulagdo, um subconjunto das inequagbes possue uma forte
estrutura combinatorial e assim tornou possivel a definicao de um politopo
de particdes em ordens lineares, cuja investigagao de sua estrutura facial re-
sultou em inequagoes que definem facetas. Estas inequagdes foram usadas na
implementacao de um algoritmo de branch-and-cut com o qual foi possivel
resolver na otimalidade diversas instancias da vida real, além de poderem
ser usadas para melhorar formulagGes matematicas de outras variantes de
problemas de escalonamento em multiprocessadores. Outros dois conjuntos
de inequagtes vélidas sao também propostos, dos quais podemos adapta-los
a formulagao estudada neste trabalho, descrita no préximo capitulo na segao

3.3.2.



2.3 Escalonamento em Multiprocessadores com
Atrasos de Comunicacao

Nesta segao focaremos em uma versao ligeiramente modificada do proble-
ma apresentado na segdo anterior, onde questdes relacionadag & comunicagio
entre os processadores e sua arquitetura nao foram levadas em conta.

Com relagdo & arquitetura de um sistema de multiprocessadores, temos
que as propriedades de uma rede de processadores com respeito ao desem-
penho de comunicagao entre eles dependem fortemente de sua topologia,
que pode ser: vetor linear, anel, malha, hipercubo, 4rvore, dentre outras,

ilustradas na figura 2.2.

— O On

(a) Vetor Linear (h) Anel ) Malha
(d) Hipercubo 3D (e) Arvore

Figura 2.2: Exemplos de topologia para sistemas de multiprocessadores
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J4 com respeito & comunicagéo entre os processadores, temos que tarefas
executadas em diferentes processadores devem trocar dados, e consequente-
mente tais trocas introduzem atrasos de comunicacdo. Podemos lidar com
esses atrasos de forma implicita, quando os tempos de comunicagao ja estao
incluidos no tempo de execucdo das tarefas, ou explicita, onde podemos dis-
tinguir dois subcasos. No primeiro caso, cada tarefa requer somente um
processador por vez e envia uma mensagem(e.g. resultados de sua execugéo)
para todos seus sucessores imediatos apés o término de sua execugdo. Se
duas tarefas, ¢; e iy, estdo em uma relagio de precedéncia, i.e. t; < iy, entao
tr, provavelmente usard informagoes produzidas pela execucao da tarefa ?;.
Portanto, um atraso de comunicacdo somente ird ocorrer somente se ambas
tarefas forem executadas em processadores diferentes. No segundo caso, tra-
balhamos com o conceito de tarefas divisiveis, que nada mais é que a alocagao
de uma tarefa divisfvel a varios processadores.

No paradigma de escalonamento deterministico, assumimos que os atrasos
de comunicacdo sdao conhecidos de antemdo, e que podem ser calculados
através de alguns pardmetros, como a quantidade de dados a ser transmitida
e a distancia entre os processadores que executam o par de tarefas em questao.

Dessa forma, podemos definir em linhas gerais o Problema de Escalo-
namento em Multiprocessadores com Atrasos de Comunicagao
(Multiprocessor Scheduling Problem With Communication Delays, ou
MSPCD) como o problema de escalonar tarefas dependentes em sistemas de
multiprocessadores homogéneos, cujos processadores estao conectados arbi-
trariamente, contabilizando-se o tempo gasto na transferéncia de dados entre
tarefas alocadas a processadores diferentes. Com respeito aos critérios de oti-
malidade existentes, mneste trabalho vamos nos ater somente ao

makespan. Portanto, de acordo com a notacio apresentada em [3], o MSPCD

11



é descrito como P, conn | prec, ¢jk | Winasz, onide P representa processadores
idénticos; conn indica que a topologia que os processadores estao conectados
¢é arbitrdria; prec indica a existéncia de restrigoes de precedéncia entre as
tarefas; ¢;; indica que se existe uma relagao de precedéncia entre as tarefas
j e k e elas sdo executadas em processadores diferentes, entdo ocorre um
atraso de comunicagao de de durag@o c;i devido & transferéncia de dados; e
finalmente W,,,. que representa o critério de otimalidade escolhido, que no
caso é a minimizagao do makespan.

Tanja et al.[7] propuseram uma formulacdo para este problema baseada
na formulacdo apresentada em [15]. Como a formulagdo original, esta apre-
senta a grande desvantagem de ser somente capaz de resolver problemas de
pequena escala, e com o objetivo de tentar contornar essa limitacao os autores
utilizaram a heurfstica VNS( Variable Neighborhood Search) para o célculo de
limites superiores, e os métodos de balango de carga e caminho critico na
tentativa de melhorar os limites inferiores. Com a introdugéo dos atrasos de
comunicagfo, a modelagem matematica passou a ter um termo nao-linear,
produto de duas varidveis bindrias. Além do conjunto de restrigées adi-
cionais padrdo acrescidas & formulagdo com o propésito de linearizé-la, foi
utilizada um outro conjunto de restriges apresentada em [13] como alter-
nativa, chamado de restrigdes de redugdo. O uso deste outro conjunto de
restrigoes reduziu o niimero de varidveis na formulagédo, melhorando o tempo
e a qualidade da solucéo das instancias testadas. Esta formulagao é apresen-

tada com mais detalhes no préximo capitulo, na segao 3.3.1.
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Capitulo 3

Formulacoes Matematicas

Neste capitulo apresentamos duas formulagoes mateméticas para o pro-
blema MSPCD e uma formulac¢io para um problema correlato, denominado
MSP. E interessante fazer um estudo um pouco mais detalhado dessas for-
mulacGes para entendermos melhor a evolugao delas até a forma mais recente,
denominada de formulagao Packing.

A primeira secdo apresenta uma notagdo geral a ser usada por todas
as formulagGes neste trabalho. A segdo 3.2 apresenta uma formulacao de-
senvolvida para o problema MSP, onde os processadores nao sao idénticos
nem uniformes e nao hé atrasos de comunicagdo. Ja a segdo 3.3.1 apresenta
uma formulagdo para o MSPCD baseada na primeira formulagao apresen-
tada, e finalmente na secao 3.3.2 é descrita a formulacdo mais recente para

o MSPCD, a qual é objeto de estudo neste trabalho.

3.1 Notacao Geral

Apresentamos abaixo uma notagao bésica usada pelas trés formulagoes

apresentadas neste capftulo. Esta notacao é suficiente para descrevermos
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a primeira formulagdo, porém necessita da introducao de alguns parametros

para descrevermos as formulagdes para o MSPCD), além de termos de acres-

centar novas varidveis de decisdo e redefinir uma delas para a formulacao

Packing. Essas modificagGes serdo dsecritas nas segoes das formulacoes rela-

tivas ao MSPCD.

Definimos primeiramente os pardmetros e logo apds as varidveis de de-

cisao:
T

5=(9)

«

representa o conjunto parcialmente ordenado de tarefas,
ie. T ={t1,...,tn}.

representa o conjunto de processadores, i.e. P = {p1,...,Pm}
representa o conjunto das arestas que representam as ordens de
precedéncia entre as tarefas, i.e. B = {e; |, j € T}.

representa o conjunto dos tempos de execucao de cada tarefa em
cada processador, i.e. A ={L11,..., Lmn}-

representa o conjunto dos predecessores imediatos da tarefa j € T,
re. 6 (j)={teT | (4,)) € E}.

coeficiente de penalidade suficientemente grande, i.e. o> 0.

As seguintes variaveis de decisdo sao usadas:

a8

T/Vma:l:

representa o tempo de infcio de execucao da tarefa 7 € T.

indica se a tarefa j € T é a s-ésima tarefa executada pelo
processador k € P.

representa o tempo total de execucdo de todas as tarefas,

i.e. makespan.
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3.2 Formulacao para MSP

Esta formulagao, descrita em [15], foi desenvolvida para o problema de

escalonamento de tarefas em processadores nao-idénticos com restricoes de

precedéncia.

Apesar desta formulagfio néo tratar exatamente do MSPCD, julgamos

importante dar-lhe um enfoque um pouco mais detalhado por dela ter sido

estendida a primeira formulagao para o MSPCD, descrita na secéo 3.3.1.

O conjunto de tarefas a ser escolanado pode ser representado por um

grafo aciclico direcionado de precedéncia definido pela tripleta G = (T, E, A).

Apresentamos abaixo a formulacdo matemética para o MSP.

3.2.1 Formulacao Matematica

(MSP) min W,
sujeito a:
YNz =1, YjeT
k=1 s=1

n

zj < 1, VkeP

=1
Zz;k < Zz;,:l, Vee P,Vs=2,...,n
=1 =1
T > @i+ Y Y Lz, Vi€d (j),VieT
k=1 s=1
T; > T+ Ly —« [2— (zf,ﬁ- Z z;k> ,
r=s+1

VkeT,Vs=1,...,n—1,V(4,5) €T xT

15
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m/'marz: 2 ij + ZZLJ‘k Z;k, v_] (= T (37)

k=1 s=1
7, €{0,1}, Vi €T, Vke P, Vs=1,...,n (3.8)
m > 0, VjeT (3.9)
Wiae > 0€R (3.10)

A funcdo objetivo dada por (3.1) procura minimizar o makespan. As
equacoes (3.2) garantem que cada tarefa ¢ atribufda a exatamente um proces-
sador, enquanto que as inequagoes (3.3-3.4) garantem que cada processador
nido vai executar simultancamente mais de uma tarefa. Vale ressaltar que a
tarefa s + 1 s serd atribuida a um processador se a tarefa s ja tiver sido.
As inequagdes (3.5) expressam as relacOes de precedéncia entre as tarefas,
as quais garantem que uma tarefa sé pode ser executada se todas as suas
predecessoras ja o tiveremn sido. As restri¢des (3.6) definem a sequéncia de
tempo inicial de execugdo do conjunto de tarefas atribuidas a um mesmo

processador, e finalmente, as restri¢ées (3.7) definem o makespan.

3.3 Formulagoes para o MSPCD

Nesta se¢io apresentamos duas formulacoes para o MSPCD, sendo que
a primeira delas desenvolvida por Tanja et al.[7] é uma adaptagdo da for-
mulacao descrita na segiio anterior para o problema em questdo, e por con-
seguinte apresenta as mesmas desvantagens ja discutidas no capitulo ante-
rior. Portanto, Liberti et al. [14] propuseram uma nova formulagao para este
problema, que procura contornar as desvantagens encontradas na primeira
formulagao.

Como o MSPCD ¢é uma versao particular do MSP, devemos introduzir

alguns conceitos novos bem como redefinir alguns j4 existentes, necessarios
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a modelagem deste problema. Como o conjunto de processadores é formado
por processadores idénticos, podemos redefinir o conjunto dos tempos de exe-
cucao das tarefas, que passa a ser A = {L4,...,L,}, pois agora uma tarefa
qualquer £; leva 0 mesmo tempo para executar em todos processadores. De-
vemos definir o conjunto C' = {c¢;; | e;; € E} que corresponde ao conjunto
dos custos das arestas de comunicagéo, onde o custo ¢;; denota a quantidade
de dados a ser transmitida entre as tarefas i € T e j € T caso elas sejam
executadas em processadores diferentes. Quando ambas as tarefas sao exe-
cutadas no mesmo processador, o custo de comunicagao é igual a zero. Uma
tarefa nao pode ser executada a néo ser que todas suas tarefas predecesso-
ras tiverem sua execucado completada e todos os dados relevantes estejam
disponfveis. Para esta versdo do problema aqui abordada, nao é permitida a
interrupcao da execugio das tarefas para reinicio posterior além de execugoes
redundantes de tarefas, isto é, permitir a execugdo de uma mesma tarefa em
mais de um processador.

Assumimos que os m processadores idénticos que compodem o sistema de
multiprocessadores possuem suas préprias memoérias locais. Os processadores
se comunicam trocando mensagens em dois canais bidirecionais de igual ca-
pacidade, e sua arquitetura, ou topologia, é modelada usando-se uma matriz
de distancia. O elemento (k,1) da matriz de distancia D = [dii),,ypm € igual
ao nimero minimo de ligagbes(ou links) ligando os processadores pi e pi,
e portanto a matriz de distancia é simétrica com os elementos da diagonal
iguais a zero. Denominamos ’yi’;-l o tempo gasto para a troca de dados entre
as tarefas 2 € T e j € T' quando executadas nos processadores k € Pel € P
respectivamente. Pode ser calculado da seguinte forma: ,),Zl = ¢;;dyicer, onde

cer Tepresenta a razao entre o tempo gasto para se transferir uma unidade

de dado e o tempo gasto para realizar uma tinica operagdo computacional.
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Finalmente, assumimos também que cada processador pertencente ao sis-
tema de multiprocessadores possue unidades de processamento de E/S para
todos os elos(ou links) de comunicagéo, de forma que cada processador possa
efetuar simultaneamente a execugdo da tarefa e a comunicacao necessaria.
O conjunto de tarefas a ser escalonado pode ser representado por um grafo
aciclico  direcionado de precedéncia definido pela quadrupleta

= (T, E,C,A).

3.3.1 Primeira Formulagao para MSPCD

Apresentamos a seguir a primeira formulagao estudada para o MSPCD,
baseada na formulagao apresentada na secao anterior e descrita originalmente

em [7].

Formulacao Matematica

(MSPCD) min max {z; + L;}
" (3.11)
sujeito a:
Y>> @, =1, VjeT (3.12)
k=1 s=1
Zp < 1, VkeP (3.13)
=1
Z 2 < Zz;‘kl, Vke P, Vse{2,...,|T|} (3.14)
Jj= Jj=
R DR DI TN
k=1 s=1 =1 r=1
Vied (j),VieT (3.15)
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n
T 2 titLli—a|2— |2+ E 2 ||

r=s5+1
Vke P, Vse{l,...,|T| -1}, Vi, jeT (3.16)
Z € {0,1}, Vi<T,se{l,...,|T|}, VkeP (3.17)
x; > 0OVjeT (3.18)

As equagoes (3.12) garantem que cada tarefa é atribuida a exatamente
um processador, enquanto que as inequagtes (3.13-3.14) garantem que cada
processador nao pode ser usado simultaneamente por mais de uma tarefa. As
inequagoes (3.15) expressam as relages de precedéncia entre as tarefas junto
com o tempo de comunicagao necessdrio quando duas tarefas sdo executadas
em processadores diferentes. As restrigbes (3.16) definem a sequéncia de
tempo inicial de execugao do conjunto de tarefas atribuidas a um mesmo

processador.

3.3.2 Formulagao Packing

Nesta segdo descrevemos uma nova formulagdo proposta em [14] para o
MSPCD. Esta nova formulagéo é baseada em uma idéia descrita em [11],
onde o problema em questao é a alocagdo de espago em um porto para os
navios ancorarem.

Antes de apresentarmos a formulagao matematica, faz-se necessdrio in-
trudozir um novo conjunto de varidveis de decisao usado especificamente por
este novo modelo programagdo matematica associadao ao MSPCD. As no-

vas varidveis sao descritas abaixo.
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Notagao Estendida

y;  representa o ID do processador onde a tarefa i € T' serd executada;

o;; indica a relagdo entre a ordem do término das tarefasi € T'e j € T',
mais precisamente, se a tarefa ¢ termina antes da tarefa j iniciar.

€;; indica a relagdo entre os indices dos processadores que executam
as tarefas 7 € T' e j € T, mais precisamente, se o indice do pro-
cessador que executard a tarefa ¢ é estritainente menor que aquele
que executara a tarefa j.

z; indica se a tarefa i € T é executada no processador k € P.

Discutiremos abaixo a formulag¢io matematica, onde inicialmente faremos
uma apresentacao sucinta da idéia da qual esta nova modelagem foi conce-
bida e logo apds descreveremos a formulacdo do modelo de programacao
matematica propriamente dita. Finalmente, descreveremos um conjunto de

inequacoes validas para esta formulagao.

Formulagao Matemaética

O MSPCD pode ser representado por um diagrama, espago-tempo onde
o eixo horizontal e o eixo vertical representam as unidades de tempo e os
processadores respectivamente, e onde cada tarefa ¢ a ser executada em um
processador pode ser vista como um retdngulo de tamanho L;, e altura 1
(indicando que cada tarefa poderd ser executada somente por um proces-
sador). Uma solucdo para o problema consiste em “empacotar” todos os
retdngulos representando as tarefas dentro de um retdngulo maior de altura
|P| e tamanho Wi,,,. Como nosso objetivo é obter o menor makespan deve-
mos entao minimizar W,,,, ou seja, devemos obter o menor retangulo capaz

de empacotar todos os retdngulos representando as tarefas.
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Processador

N W

1

0

Seja o grafo de precedéncia da figura 3.1 descrito em [12]. Vamos ilustrar

uma solucao para o0 MSPCD do grafo dado usando o diagrama espago-

tempo.

L;

Figura 3.1: Grafo de precedéncia da insténcia kwok

77/ 7/89

Figura 3.2: Diagrama espago-tempo da solugdo 6tima da instancia kwok

Baseado nessa idéia, podemos interpretar a varidvel z; como a coordenada

do eixo horizontal da parte de baixo & esquerda do retangulo representando

a tarefa 4, e a varidvel y; como a coordenada do eixo vertical da parte de

baixo & esquerda do retdngulo representando a tarefa .
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Também podemos dar uma outra interpretacio para as varidveis bindrias

Oij € €45 !
1 se o retdngulo da tarefa 7 estd completamente & esquerda
o do retdngulo da tarefa j, e os dois retangulos néo se
Vi,jeT o5 = < (3.19)
sobrepbem em relagio ao eixo horizontal
0 c.c
{
1 se o retdngulo da tarefa 7 estd completamente abaixo
o do retangulo da tarefa j, e os dois retingulos néo se
Vi,jeV ey = (3.20)
sobrepbem em relagio ao eixo vertical
0 cec
Sendo assim, apresentamos abaixo a nova formulagao para MSPCD:
(MSPC Dpacking) min Wi, (3.21)
T,Y,0,¢
sujeito a:
zi+ Ly < Whas,VieT (3.22)
:1}]'—3}7',—~L7',—(O’7:j—1)a > 0 ,VZ;EJET (3.23)
yi—vi—1l—(e—1IP] =2 0 VifjeT (3.24)
Oij+oute; e =2 1 VigjeT (3.25)
gijtop < 1 NitjeT (3.26)
€ +eu < 1 NVitjeT (3.27)
o = 1 VieT 1€d (5 (3.28)
z;+ L + Z 'y%kz,ihzjk < x4 NVjeV iied (j) (3.29)
h,kEP
(3.30)
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Z kzy = vi NieT (3.31)

keP

doE = 1 NieT (3.32)

keP
Winas > 0 (3.33)
T > 0 NVieT (3.34)
v € {1,...,|P},VieT (3.35)
Zip € {0,1} Viel keP (3.36)
o6y € {0,1}  ,VijeT (3.37)

A fungédo objetivo dada por (3.21) procura minimizar o makespan. A
restrigio (3.22) define o makespan, impondo que o valor de Wi, tenha que
ser pelo menos maior ou igual ao tempo de inicio de cada tarefa acrescido de
seu tempo de execugdo. As restriges (3.23) definem a sequéncia de tempo de
inicio do conjunto de tarefas atribuidas ao mesmo processador. Ela expressa
o fato de que se as tarefas i e j s@o executadas no mesmo processador, entao
a tarefa 7 deve ser iniciada pelo menos L; unidades de tempo depois do
infcio da tarefa 7. Caso as tarefas 7 e § nao sejam atribuidas ao mesmo
processador e sejam mutuamente independentes, ou seja, nao existindo uma
relacao de precedéncia entre elas, o raciocinio anterior nao se aplica, pois pode
ocorrer que a tarefa j comece a executar antes de 4 terminar. Daf o uso do
termo (0i; — 1) Whnax em (3.23), onde Winax é um limite superior do makespan,
garantindo que a inequagéo seja satisfeita. As restrigoes (3.24) asseguram que
se duas tarefas sao mutuamente independentes e se sobrepoem, elas devem
ser atribuidas a processadores diferentes.

Vamos analisar as restrigoes (3.25) caso a caso: (i) caso as tarefas i e

j sejam mutuamente independentes e se sobreponham(o que implica em
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oy = o5 = 0), entdo deve existir uma relagéo entre os ID’s dos proces-
sadores que vao executd-las, e junto com a restricéio (3.24), asseguramos que
elas devem ser executadas em processadores diferentes; (ii) caso as tarefas
n4o se sobreponham, entao podemos afirmar que ou a tarefa 7z termina antes
da tarefa j comecar, ou vice-versa, o que implica o;; = 1 ou g5 = 1, 0
que j4 satisfaz as restrigtes independente da escolha dos processadores; (iii)
caso as tarefas sejamm dependentes, teremos uma relagao de precedéncia pré-
estabelecida entras elas (¢ — j ou j — i), o que novamente implica que
oy = 1 ou g5 = 1, satisfazendo a restricio independente da escolha dos
processadores que irdo executar tais tarefas.

Os préximos dois conjuntos de restricoes garantem que o modelo nao fique
inconsistente. As restrigdes (3.26) garantem que se a tarefa ¢ termina antes
da tarefa j, entdo j ndo poderd terminar antes de 4 (e vice-versa), enquanto
que as restrigbes (3.27) garantem que se o ID do processador atribuido &
tarefa ¢ for estritamente menor que o ID do processador atribuido & tarefa
4, entao o ID do processador de j nao pode ser estritamente menor que o ID
do processador de ¢ (e vice-versa).

As restrigoes (3.28) garantem que se existe um arco ligando as tarefas i e
j no grafo G de precedéncia, entdo a tarefa j sé pode ser executada depois
que a tarefa ¢ terminar, ou seja, 0;; = 1, ao passo que a restrigdes (3.29)
expressam as restrigoes de precedéncia entre as tarefas junto com o tempo de
comunicagao requerido para as tarefas atribuidas a processadores diferentes.
J4 as restrigoes (3.31) relacionam o ID do processador onde a tarefa ¢ vai ser
executada & varidvel y, e finalmente as restrigbes (3.32) garantem que cada
tarefa seja atribuida a somente um processador.

O modelo descrito acima é um modelo de programacao matematica misto

nao-linear, cujos tinicos termos bilineares sao z;, z;;, nas restricdes (3.29), que
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representam o atraso de comunicagido. A constante o pode ser calculada da
seguinte forma:
o= ZLi + Z ci; max{dp | h, k € P}.
€T ijeT
Podemos linearizar este modelo introduzindo um novo conjunto de varidveis
continuas ¢ € [0, 1] as quais substituem os termos nao-lineares citados acima,

de forma que:

b — o zin, Y j €T i€ d (), hkeP.

‘L]:

As varidveis ¢ devem satisfazer as restrigSes de linearizacéao abaixo, daqui
para frente chamadas de restricbes de linearizacao padrdo, que garantem

também a integralidade de (.

Zzp > (M VieT,ices (5),hkeP

2 G
Mo VieT,ied (j),hkeP (3.38)

zntzip—1 < (¢ VjieT,icé (4),hkeP

j

v

ij

Podemos também utilizar um outro conjunto de restricdes para linearizar
o modelo, descrito em [13]. Este conjunto é denominado restricdes de reducio

e é apresentado abaixo:

M — ¢k Vit jeT hkeP (3.39)

ij ji

o=z ViftjeTkeP (3.40)
heP

A seguir, mostramos que uma reformulagio do problema contendo o sis-
tema de restricdes de reducdo (ao invés das retriges de linearizagio (3.38))

é exata.
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Proposigdo 3.3.1. As restrigies (8.32), (3.39) e (3.40) implicam as

restrigbes de linearizacio (3.38).
Prova. Por (3.39) e (3.40) temos
fjk <zp e fj’“ < Zjk (3.41)

Por (3.41), temos que para qualquer conjunto J de indices f € P,
D fer Ci];-k < Y fes #f- Bscolha um h € P e considere o conjunto J = P\{h}.

Para cada 4,7 € T e k € P, temos:

Z Zif > Zgifj’“ = (adicione e subtraia ¢

fed feJ
Tk »hk hk
Zzif = ZC@' + G — Gj
reJ reJ
k : : k
Z Zip > Z Cifj - Z}’” = (substitua ), p Cifj por zjx)
feJ feP

E 2if > Zjg — C.’;.k = (some e subtraia z;,)

7,

reJ
Zzi.f + Zin — Zin 2 Zjk — 1’}’" — quf — Zin 2 Zjk — f}k
fed fepr
he > 2k + 2 — Zz = (substitua Y . p 2z por (3.32))
ij = ~jk ~ih if fep “if p .

fepP

hk
ij > Zik + Zih — 1
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Inequagoes Vialidas

Nesta secdo descrevemos dois conjuntos de inequagdes validas que podem

ser usadas com a formulagdo apresentada na se¢io anterior. FElas foram

descritas originalmente em [5], e foram adaptadas para a formulacao Packing

aqui descrita.

Dado o grafo aciclico direcionado G = (T, E, C, A), definimos os seguintes

conjuntos para cada tarefa 7 € T :

e 5; ={i € T: existe um caminho em G de ¢ para j}, i.e, S; é o conjunto

(i)

dos predecessores da tarefa ¢;

Q; = {1 € T : existe um caminho em G de j para i}, i.e, (J; é o conjunto

de sucessores da tarefa 7;
R; = {i € T : nao existe caminho em G de 4 para j ou de j para i}.

InequagGes dos Sucessores. Seja uma tarefa j e um processador
k. Estas inequagoes dizem que a soma dos tempos de processamento
de todas as tarefas do conjunto de sucessores de j que sao atribuidas
ao processador k mais o tempo de se completar a tarefa j ndo pode

exceder o makespan. Elas sao apresentadas abaixo:

B+ L+ Lz < Wi YET,kEP  (342)

i€Q;

Inequacoes dos Predecessores. O objetivo destas inequagoes é levar
em conta o tempo total de processamento das tarefas atribuidas ao
processador k ao se computar o tempo de inicio de execugdo da tarefa
j. Se j for também atribuida ao processador &, seu tempo de inicio é no
minimo igual & soma dos tempos de processamento de todas as tarefas

j4 atribuidas ao processador k. Esta classe de inequagoes é dada por:
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> Lilzip+z—1) +

€S

Z Li,(ij + zZip — 045 — 1) < ay VieT, ke P (3.43)
1ER;

Lema 3.1. A inequagio (8.48) é vdlida.

Prova. Vamos assumir que 7 € S; e ambas as tarefas i e j sdo execu-
tadas no processador k. Neste caso, o valor do primeiro somatério é
L; enquanto que em qualquer outro caso este valor é ndo-positivo. No
segundo somatdrio, quando ¢ estd em R;, se a tarefa j ndo é executada
no processador k, entao zj; = 0 e zj + 24 — 05 — 1 < 0 o que torna

a inequacao redundante. Por outro lado, se a tarefa j é executada no

processador k, entao z;; = 1 e as trés situagdes abaixo podem ocorrer:

(a) Se i é executada no processador k antes de j, entdo

zjp+z—0j;—1 =1, e a contribuicdo da tarefa ¢ para a soma é L;.

(b) Se 7 é executada no processador k e depois de j, entdo

Zjk + 2z — 05, — 1 =0, e a tarefa 4 néo contribui para a soma.

(c) Seinao é executada no processador k, entao zjr+2zx —0;3—1 <0

o que torna a inequagéo redundante.

Os argumentos acima garantem a validade da inequagao.

Vamos explorar mais um pouco o argumento do item (c), para explicar

o motivo da inequagao descrita nao poder ser uma igualdade. Caso as
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tarefas ¢ e j sejam sobrepostas , isto é o;; + 05 = 0, entdo teremos que
Zip+zig—0o;—1 = 0. J4 se tivermos 0;; = 1, teremos que 23 +2,—0;;—1 <0,
ou seja, um termo que contribui negativamente na inequagao, tornando-a por
conseguinte menos eficiente. Isso acontece porque a variavel o;; nao garante
que as tarefas 7 e j sejam executadas na mesma mdquina. Para contornar
esse problema, devemos multiplicar a varidvel o;; pela varidvel z;;, de forma

que a inequacao fique da seguinte forma:

> Li(z+2—1) +
iEP;

Z Li(ij + Zig — 04325k — 1) < T V] S T, keP (3.44)
i€ER;

Novamente, temos um termo nao-linear (0;2;;) dado pelo produto de
duas varidveis bindrias, e portanto devemos linearizar (3.44) da mesma forma
feita com as restrigdes (3.29), criando uma nova varidvel e acrescentando os
mesmos tipos de restri¢bes usadas em (3.38). Dessa forma, temos novamente
uma formulacao composta somente de termos lineares.

Apesar de agora ndo ser possivel que em determinados casos o conjunto
de inequacoes deixe de atuar da forma mais eficiente, testes preliminares
mostraram o tempo de solugdo dos problemas pelo CPLEX piorou, se con-
siderarmos o tempo gasto com a formulagdo sem as inequagOes e com as
inequagbes descritas inicialmente. Isso se deve principalmente & adigdo do
novo termo nao-linear, e consequentemente uma nova variavel e um novo
conjunto de restrigbes, o que devido a linearizacéo acarretou em awmento do
tamanho da matriz usada em cada iteragdo do simplex e consequentemente

o processo de resolug@o ficou mais lento. Como o ganho esperado nao foi
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alcancado, optamos por usar os conjuntos de inequagoes na forma em que

foram apresentados de inicio.
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Capitulo 4
Resultados Computacionais

Neste capitulo apresentamos os resultados computacionais obtidos ao re-
solvermos instdncias do MSPCD utilizando a formulagao Packing.
Descrevemos as instancias de teste na préxima segao, e os detalhes de imple-
mentagao na se¢do 4.2. Finalmente, fazemos um resumo geral dos resultado

apresentados neste capitulo na segao 4.3

4.1 Descricao das instancias

Procuramos utilizar um grande nimero de instancias de teste com dife-
rentes caracteristicas cada, de forma que possamos avaliar melhor o compor-
tamento desta nova formulagao mediante a variagdo de pardametros do grafo
de tarefas representando a instancia. Podemos enumerar alguns parametros

relevantes de acordo com [7] :

n - nmimero de tarefas;

p - densidade das arestas do grafo de tarefas;

e f, - nivel de paralelismo, isto é, valor médio de tarefas mutuamente

independentes;
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e f. - razdo entre o tempo de computacao e o tempo de comunicagao,

representado pelo parametro v na formulacao usada.

Outro pardmetro muito importante é a arquitetura da maquina com mul-
tiprocessadores, dado pelo ntimero de processadores p e a matriz de distancia
D (ver secéio 3.3 descrevendo a rede de interconexéo entre os processadores).
Das diversas arquiteturas de processadores existentes, resolvemos usar a ar-
quitetura onde todos os processadores estdo completamente conectados, e a
arquitetura hipercubo 2D quando possivel, por ela ser amplamente utilizada.
O valor para f, é calculado baseado no niimero de processadores, nimero
de niveis do grafo de precedéncia e o niimero médio de tarefas por nivel. O

parametro f, é calculado da seguinte forma:

fo= Zij
‘ Zichij

Abaixo apresentamos as matrizes de distdncia para as duas arquiteturas

(4.1)

usadas e seus respectivos niimeros de processadores:

011
01
D= , para p = 2; D=|1 0 1],parap=3;
10
110
D= , para p =4,

e = =
e =
= T S =
= R

para a arquitetura onde os processadores estdo completamente conectados, e
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)
[

, bara p = 2; D= , para p = 4,

,_.
[ G
= N O =
N =T R
S = =

para a arquitetura hipercubo de uma e duas dimensoes respectivamente.

A densidade p do grafo de tarefas também mostrou ser um parémetro
importante a considerar de acordo com [7], e como veremos mais a frente
ao analisarmos as tabelas dos testes. Dessa forma, procuramos selecionar
instancias com o mesmo ndmero de tarefas, processadores e arquitetura, mas
com densidades diferentes.

Em nossos testes utilizamos trés grupos de insténcias diferentes: algumas
instAncias pequenas j4 conhecidas na literatura, instancias geradas aleatoria-
mente com valor de solugdo 6tima conhecido (instancias com prefixo ogra de
optimal graphs) e insténcias geradas aleatoriamente com o valor da solucéo
6tima desconhecido (instdncias cujo nome se iniciam com a letra “¢”). O
grupo de instancias ogra possui uma caracterfstica interessante que é o fato
de independente da densidade do grafo e do ndmero de processadores, o valor
da solucao 6tima é sempre o mesmo. O gerador dos dois tltimos grupos de

instancias é descrito em [6].

4.2 Detalhes de Implementacao

Descrevemos detalhadamente nesta segdo a implementagao realizada para
testarmos as instancias descritas na se¢io anterior. O modelo matemaético
Packing foi implementado usando a linguagem AMPL (A Modeling Language

for Mathematical Programming) que por sua vez chamava o software CPLEX
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9.1 para resolver a instancia em questao. Os testes foram conduzidos em uma
maéquina com quatro processadores Intel Xeon cada um com 2.80 GHz e com
uma memoria total de 4 GB de RAM, e o limite de tempo definido para todos
os testes foi de um dia. Vale ressaltar que cada processo do CPLEX ocupava
somente um processador, ndo havendo em hipdtese alguma a possibilidade
de processamento paralelo de um processo do resolvedor.

Com o propésito de se obter dados para melhor analisar a nova for-
mulacao, foi decidido variar alguns parametros importantes, como o tipo
de linearizacao usado, acréscimo de inequagoes validas e arquitetura do sis-
tema de multiprocessadores. As duas primeiras variagdes citadas dao-se na
formulacdo matemadtica, ou seja, o modelo em si é alterado, enquanto que
a Ultima dé-se em um determinado conjunto de pardmetros(mais especifica-
mente na matriz de distancias D).

Para o uso das inequacoes vélidas, faz-se necessario definir novos conjun-
tos (ver secao 3.3.2 do capitulo 3). A fim de obtermos os dados desses novos
conjuntos, precisamos calcular o fecho transitivo do grafo de precedéncia,
entdo implementamos o algoritmo de Warshall na propria linguagem AMPL,
pois era o mais simples de se implementar. Uma desvantagem dele é sua
ordem de complexidade, que é de O(|V|*), onde |V| é o niimero de vértices
do grafo. Isso pode afetar o tempo de solugao de instancias com um ntimero
de tarefas significativo, entao por isso decidimos usar o tempo gasto pelo
CPLEX para resolver determinado problema, ao invés de usar o tempo total,
pois nosso objetivo aqui é simplesmente avaliar o impacto das inequagbes na
formulagao.

Com relacdo a analise dos resultados, vamos focar na comparagao dos
resultados obtidos usando-se a formulacao normal, ou seja, sem as inequagdes,

e a formulacio com as inequagoes. O pardmetro principal de comparagao é
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o tempo gasto na solugao das instédncias, e quando os tempos forem iguais,
fato comum no grupo de instancias com 30 e 40 tarefas, o parametro usado
serd o valor do gap de dualidade.

As tabelas de resultados mostradas nas proximas duas segdes apresentam
todas o mesmo formato. A primeira e a segunda coluna contém respecti-
vamente os nomes das instancias de teste e o numero de processadores na
arquitetura usada. As proximas trés colunas: ndmero de tarefas n, densi-
dade p do grafo de precedéncia e a razao entre o tempo de comunicacao e
o tempo de computacdo f.. As proximas seis colunas dizem respeito aos
dados da solucao da instdncia, onde a letra subscrita o identifica o uso da
formulacdo em sua forma normal, enquanto a letra subscrita [ identifica o
uso na formulagédo das inequagdes vélidas. Sao elas: valor da melhor solugao
inteira encontrada dentro do limite de tempo estipulado, tempo de solugao
gasto pelo resolvedor CPLEX e finalmente, o gap de dualidade existente ao
fim do processo de solugao.

As proximas duas segOes apresentam os resultados obtidos usando a ar-
quitetura completamente conectada e a arquitetura hipercubo respectiva-
mente. J4 na segao 4.7, apresentamos os valores da relaxagao linear de todas
as instdncias testadas usando a arquitetura completamente conectada, além

de algumas instancias com mais de 100 tarefas.

4.2.1 Arquitetura Completamente Conectada

Apresentamos duas tabelas de resultados de testes rodados assumindo-se
que todos os processadores estao conectados entre si, o que se configura na
denominada arquitetura completamente conectada. A tabela 4.1 apresenta
dos dados dos testes rodados usando a linearizacdo padrao, enquanto que

a tabela 4.2 apresenta dos dados dos testes rodados usando a linearizacao
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denominada restricoes de reducdo (reduction constraints). Abaixo fazemos
uma andlise dos resultados apresentados em cada uma das tabelas.

Natabela 4.1, pode-se observar rapidamente que nas 17 primeiras instancias
testadas, todas elas foram resolvidas, e a grande maioria em um perfodo de
tempo inferior a um minuto. Isso deve-se principalmente ao baixo nimero
de tarefas, que variaram entre nove e 12, e ao uso de no maximo trés pro-
cessadores na maioria das instancias, salvo todas instancias iniciadas pela
letra t. A diferenca no tempo gasto para resolver essas instancias usando
a formulacdo normal e a formulagdo com inequagoes chega a ser irriséria,
onde na maioria delas a diferenca é de apenas alguns segundos, e em duas
delas a formulacdo normal demorou um minuto a mais para resolver. J&
nas insténcias iniciadas por t20, o uso das inequagbes validas fez com que o
tempo de solucgao fosse menor em todas elas, com destaque para as instancias
t20_25, cuja diferenca de tempo foi de 35 minutos, e t20_75, cuja diferenca
de tempo foi ligeiramente superior a duas horas.

No grupo de instdncias com 30 tarefas, temos que em seis delas o gap
foi menor usando as inequacoes vdlidas, em outras seis ele foi igual a zero
usando-se as formulagoes normal e a com inequagoes, e em somente uma o gap
foi ligeiramente maior com o uso das inequagdes(diferenga menor que 1%).
Dentre as instancias cujo gap foi menor, a diferenga de valores do gap foi em
média de 2%, e podemos destacar o fato das instancias t30_30_2 e t30_60_2
terem sido resolvidas, o que nao aconteceu quando foi usada a formulagao em
sua forma normal. No caso das instancias que foram resolvidas com ambas
versoes de formulagao, temos que em cinco casos o tempo de solugao com o
uso das inequagoes fol menor, onde podemos destacar as instancias $30_75_1

com diferenca de tempo de 18 horas, t30_90_1 com diferenca de seis horas
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e a instancia t30_60_1 com diferenca de quatro horas. No tinico caso que o
tempo foi pior, a diferenca foi de apenas quatro minutos.

Finalmente, no grupo de instancias com 40 tarefas podemos observar que
somente em um caso foi possivel obter a solugao étima, fato ligado ao uso das
inequagdes vdlidas. Vale ressaltar que nesse caso o valor da solugao 6tima foi
encontrado usando-se a formulagdo padréo, contudo sua otimalidade néao foi
provada dentro do tempo estipulado. Analisando os valores de gap obtidos,
nota-se que em oito instancias ele foi menor com o uso das inequagoes, e em
outras cinco instancias ele foi maior. Em ambos os casos, a diferencga dos

valores do gap variou entre 1% e 3%.

Tabela 4.1; Tabela comparativa de resultados para a arquitetura

completamente conectada usando a linearizagio padréo. Tempo de

CPU expresso em [horas|:minutos:segundos. [centésimos]

nstancialp[n| p | f. [z, ]z]] CPU, | CPU, | Gap, | Gap;
kwok 3] 9133.33[1.00( 15} 15 ]00:06.87|00:01.19] 0.00% | 0.00%
sih91 |2} 8 125.002.00{ 16 || 16 |00:00.20[00:00.24| 0.00% | 0.00%
8591  [2] 9141.67(3.2811250(1250{00:00.00]00:00.13] 0.00% | 0.00%
mt91 [2|1031.11|3.24| 53 || 53 [00:00.40[00:00.56| 0.00% | 0.00% |
ogra9_30 (3| 9 [13.88]1.46] 20 || 20 [00:00.00{00:01.69| 0.00% | 0.00%
ogra9_60 (3( 9 (27.78(1.46}| 20 || 20 |00:00.62/00:01.19] 0.00% | 0.00%
ogra9.90 (3|9 [41.67(1.05|[ 20 || 20 |00:00.86]00:01.05| 0.00% | 0.00%
ogral(.30(3|10|13.33|3.00|| 25 || 25 |01:41.32|00:51.51} 0.00% | 0.00%
ogral0_60(3|10|26.67|1.23| 25 || 25 {00:01.59|00:01.44] 0.00% | 0.00%
ogral0.90(3|10|40.00(0.86|| 25 || 25 |00:01.18|00:01.24{ 0.00% | 0.00%
ogral2 20(3|12( 7.58 |4.54[ 19 | 19 {00:00.01|00:02.14}| 0.00% | 0.00%
egral2 [3[12]16.7 {3.23|[135|[135[19:09.12]|18:06.46| 0.00% | 0.00%
1010 }4/10] 8.89 12.29( 71 || 71 {00:20.15]00:01.07| 0.00% | 0.00%
t10.25 14110{ 28.9 {0.84(| 60 | 60 [00:09.31|00:04.08| 0.00% | 0.00%
£10.50 14110}46.66]0.23{112)1112100:09.50/00:06.09| 0.00% | 0.00%
£10-75 |4/10{ 80.0]0.22}|105{{105{00:02.81(00:00.46| 0.00% | 0.00%
1090 |4/10]86.67;0.221i102(1102i00:04.79|00:09.10( 0.00% | 0.00%
t20.10 |4]|20]8.95 |1.57111101110(00:29.83{00:18.04| 0.00% | 0.00%
t20.25 |4|20(23.68]0.42([151]151(38:09.38103:24.38| 0.00% | 0.00%
2050 14]20(53.16(0.24([221/1221[03:24.47102:02.86| 0.00% | 0.00%
t20_75 14|20{76.32|0.15((241||241(11:59:29{09:51:30} 0.00% | 0.00%
£20.90 4]{20180.52|0.12(1242|[242(01:26.84(01:05.44| 0.00% | 0.00%

continua na préxima pagina



Tabela 4.1:  Tabela comparativa de resultados para a

arquitetura completamente conectada usando a linearizacao

padrao(continuagio)

Instancialp[n| p [ 7. [ =] [ CPU, [ CPU; [ Gap, | Gap;
$30_10_1 |4]30]9.8810.79|137|[137|24:00:00]24:00:00] 7.30% | 5.11%
$30.10.2 |4{30| 8.96 |0.82[1155|[152[10:48:27|24:00:00(28.33%|25.00%
$30.25_1 [4]30]22.29(0.501{209|209(24:00:00|24:00:00| 5.26% | 3.35%
$30-25_2 |4]30]22.98/0.291282285|24:00:00{24:00:00| 4.14% | 1.05%
£30.30_1 |4[30]30.34[0.34[/414|/414{00:19:45]00:02:05| 0.00% | 0.00%
$30-30_2 |4/30|30.57|0.22||262|262/|24:00:00{11:16:51| 0.38% | 0.00%
$30.50_1 |4/30|53.10]0.18}370|370]00:02:25{00:06:11| 0.00% | 0.00%
£30.50_2 |4/30|47.58|0.14|{470(1470]24:00:00{24:00:00 7.12% | 7.59%
$30-60_1 |4/30|56.32|0.21|{467|{467|06:44:23|02:33:26| 0.00% | 0.00%
$30.60_2 14{30(62.98|0.10(|451(|445|24:00:00{05:29:44} 5.31% | 0.00%
£30.75_1 |4{30|75.860.14 (/544 |{544[23:11:21|04:37:50 0.00% | 0.00%
$30_75_2 |4]30|74.02|0.09(|607(/607|24:00:00|24:00:00{ 5.52% | 3.73%
$30.90_1 |4{30|89.19(0.10(|562({562|08:58:31|02:47:50| 0.00% | 0.00%
$30-90_2 |4/30|88.27|0.08|/697|697|00:31:16|00:18:24| 0.00% | 0.00%
t40_10_1 |4]40|12.43|0.65(233([233[24:00:00|24:00:00] 2.15% | 2.15%
$40.10_2 |4]40|9.35 |0.58[1236|245|24:00:00|24:00:00(22.88%|25.31%
$40_25_1 |4]40(25.00{0.33|{270|(270[24:00:00|01:24:08| 1.11% | 0.00%
t40-25.2 |4]40|25.25(0.20}(355(1369(24:00:00{24:00:00{21.29%]|24.39%
$40-30_1 |4]40|29.74|0.24|/463(/457|24:00:00{24:00:00} 9.22% | 7.98%
$40-30_2 |4}40(29.61|0.17|1399(1397|24:00:00{24:00:00{11.52%|10.58%
t40.50_1 |4[40|46.92(0.14(501|{505|24:00:00|24:00:00{19.76%|20.24%
$40.50_2 14]40/51.92(0.09(/606{{590[24:00:00|24:00:00| 7.75% | 4.04%
$40.60_1 |4]40(60.76(0.15|776|754/24:00:00|24:00:00| 2.57% | 3.21%
$40-60_2 |4]4058.97|0.08|/635|615|24:00:00(24:00:00(17.64%|14.63%
$40_75_1 |4]40|73.84(0.12[776]|777|24:00:00|24:00:00| 0.97% | 2.08%
40752 |4|40(74.2310.06|777|772|24:00:00(24:00:00|12.80%]12.37%
t40.90_1 |4]40|88.58|0.09}694(/693|24:00:00|24:00:00| 7.90% | 6.61%
$40.90_2 14|40|88.71|0.04{601(|601|24:00:00|24:00:00| 4.15% | 2.60%

Na tabela 4.2, novamente pode-se observar que as 17 primeiras instancias
foram resolvidas em um pequeno periodo de tempo, com excegdo de uma
delas. Diferentemente do caso da formulagdo com a linearizacao padrao,
aqui temos que nas 12 primeiras instancias o tempo de solugao com o uso
das inequacoes vélidas foi maior, onde podemos destacar os casos da instancia

gral2, cuja diferenga de tempo foi de quatro horas, e da instancia ogral0_30,
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cuja diferenca de tempo foi de 12 minutos. No restante das insténcias, a
diferenca foi da ordem de segundos. J& nas insténcias iniciadas por t20,
novamente o uso das inequacoes vélidas fez com que o tempo de solugao
fosse menor em todas elas, com destaque para as instancias t20_25, cuja
diferenca foi de duas horas, e t20_75, cuja diferenca foi de uma hora e meia
aproximadamente.

No grupo de instancias com 30 tarefas, temos que em cinco delas o gap
foi menor usando as inequagdes vdlidas, em outras seis ele foi igual a zero
usando-se as formulacdes normal e a com inequagGes, e em outras trés fol
maior com o uso das inequacgdes. Dentre as instdncias cujo gap foi menor,
podemos destacar o caso cuja diferenca foi de quase 9% e dois outros ca-
sos cuja diferenca foi de 5% aproximadamente. No caso das instancias que
foram resolvidas em ambas versoes de formulagao, temos que em quatro ca-
sos o tempo de solucdo com o uso das inequagdes foi menor, onde podemos
destacar as instancias t30.30_1, t30_50_1 e t30_75_1 cujos tempos com as
inequactes diferem dos tempos obtidos sem as inequagoes em um pouco mais
de trés horas dos nos dois primeiros casos e aproximadamente duas horas no
tiltimo. Nos casos cujo tempo de solugdo foi maior, a diferenca de tempo foi
apenas de no mdximo dois minutos. Nas trés instancias restantes cujo valor
do gap foi maior com o uso das inequagdes, a diferenca de seus valores nao
chegou a 2%. Um fato interessante que ocorreu nesse grupo de instancias
foi a instdncia t30_60_2, que foi resolvida com a formulagao normal, mas
nao foi resolvida com o acréscimo das inequagoes. O contrario ocorreu com a
instancia t30_25_2, cujo tempo de solucao foi razoavelmente baixo se com-
parado as outras instancias do grupo. Vale ressaltar que em ambos os casos,

apesar do gap néo ter chegado a zero ao usar ou néo as inequagoes, o valor
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da solugéo encontrado era o valor da solugéo étima, ou seja, somente nao foi
possivel provar a otimalidade dentro do limite de tempo.

J4 no grupo de instdncias com 40 tarefas, destacamos o fato de duas
instancias terem sido resolvidas com o uso das inequagoes validas, sendo que
em uma delas o valor da solugdo Gtima foi encontrado ao usar a formulagao
normal, mas a otimalidade néo foi provada. Analisando-se os valores de gap
desse grupo, temos que em sete instdncias o valor dele foi menor com o uso
das inequacOes, e nas outras sete o valor foi maior. Em ambos os casos, a
diferenca nos valores do gap com a formulagao normal e com a formulagao
com as inequacdes foi em média de 1%, com excegéo de alguns casos onde a

diferenca chegou a 5% e 8%.

Tabela 4.2: Tabela comparativa de resultados para a arquitetura
completamente conectada usando as restri¢gdes de redugdo. Tempo

de CPU expresso em [horas]:minutos:segundos.[centésimos]

Instanciap{n] p [ f. [2X]z{ ] CPU, [ CPU; | Gap, | Gap;
kwok  [3]9{33.33[1.00]| 15 || 15 {00:00.40[00:01.66] 0.00% | 0.00%
sith01 (2] 825.00(2.00] 16 || 16 ]00:00.05[00:00.12| 0.00% | 0.00%
ss01 2] 9 |41.67]3.28]|250|250[00:00.07]00:00.13] 0.00% | 0.00%
mt91  [2[10[31.11]3.24( 53 || 53 100:00.12|00:00.52]| 0.00% | 0.00%

ogra9_30 (3| 9 [27.78]1.00]| 20 || 20 ]00:00.90{00:05.30] 0.00% | 0.00%

ogra9_60 |3| 9 |27.78|1.46| 20 || 20 {00:00.15[00:02.21| 0.00% | 0.00%

ogra9.90 |3| 9 |41.67|1.05| 20 || 20 |00:00.17}00:01.20| 0.00% | 0.00%

ogral0_3013[10{13.33}3.00|| 25 || 25 |00:58.12|13:36.53| 0.00% | 0.00%

ogral0_60{3{10{26.67|1.23|| 25 || 25 |00:00.27]00:02.25| 0.00% | 0.00%

ogral0-90(3{10}40.00(0.86] 25 || 25 [00:00.14/00:02.00{ 0.00% | 0.00%

ogral2_20(3{12| 7.58 |4.54| 19 || 19 [00:00.88|00:04.47| 0.00% | 0.00%
gral2 [3|12]16.713.23[|135[[135]02:53:16|06:35:02| 0.00% | 0.00%
t10_10 [4/10]8.8912.29] 71 || 71 |00:04.64|00:00.04| 0.00% | 0.00%
t10-25 |4/10] 28.9 |0.84| 60 || 60 [00:04.38|00:02.93| 0.00% | 0.00%
t10_50 |4{10|46.66/0.23|1112{|112/00:01.81|00:04.22| 0.00% | 0.00%
£10_75 |4/10] 80.0 {0.22/1105/|105]00:00.07|00:00.04{ 0.00% | 0.00%
£10-90 |4{10|86.67]0.22/1102{[102{00:00.56(00:00.38| 0.00% | 0.00%
12010 [4]20[ 8.95 |1.57}1110}|110{03:53.49]|00:35.95| 0.00% | 0.00%
£20_25 |4120|23.68|0.42/151||151[02:45:03|23:14.97] 0.00% | 0.00%
t20_50 |4(20(53.16|0.24/221{|221{01:53.40(01:03.79| 0.00% | 0.00%

continua na préxima pagina



Tabela 4.2: Tabela comparativa de resultados para a ar-
quitetura completamente conectada usando as restricbes de

reducao(continnagio)

40]74.23(0.06|(772|772|24:00:00(24:00:00} 9.35% | 9.92%
40|88.58|0.091|688|/689|24:00:00|24:00:00} 5.58% | 4.84%
40|88.71]0.04(/601]/601{24:00:00[17:50:06| 0.87% | 0.00%

Instancialp[n] p | f. [25 2] CPU, | CPU; | Gap, | Gap;
12075 14]20]76.32[0.15([241[1241]02:18:46[00:44:39] 0.00% | 0.00%
$20.90 14/20{80.52|0.12(|242{1242|01:07.10[00:13.98] 0.00% | 0.00%

£30_10_1 [4[30}9.88]0.79]|150{/138[24:00:00[24:00:00{16.00%| 7.10%
$30.10_2 14/30] 8.96 [0.82(|160]/155(24:00:00|24:00:00[31.25%26.70%
$30-25_1 }4/30]22.29|0.50(|209{1209(24:00:00]24:00:00| 8.01% | 5.13%
$30-25_2 14/30/22.98]0.29(|282(1282{24:00:00]03:13:04| 5.67% | 0.00%
$30.30_1 |4{30(30.34/0.34(|414/414{03:30:48/00:11:34| 0.00% | 0.00%
£30_30_2 |4/30(30.57}0.22(/262(262/24:00:00{24:00:00| 8.40% | 7.29%
£30_.50_1 |4/30(53.10{0.18}}370|[370/03:29:44|00:01:32| 0.00% | 0.00%
£30_50_2 |4{30]47.58]0.14{|470||470{24:00:00{24:00:00| 3.96% | 5.07%
£30-60_1 |4[30(56.32(0.21}|467|467|00:23:37,00:17:56| 0.00% | 0.00%
130.60_2 [4]30(62.98(0.10(|445|[445|13:47:35|24:00:00{ 0.00% | 1.53%
£30_75_1 [4[30|75.86|0.14]544|[544|05:34:36[03:40:45! 0.00% | 0.00%
£30_75_2 |4{30(74.02(0.09{|607|607|24:00:00|24:00:00] 1.08% | 1.99%
£30.90_1 |4(30(89.19|0.10]{562([562|00:00:39|00:01:10{ 0.00% | 0.00%
£30.90_2 |4(30(88.27(0.08({697(/697|00:03:47|00:05:22} 0.00% | 0.00%
140_10_1 [4]40[12.43[0.65{I254(/246(24:00:00]24:00:0010.24%)| 5.28%
$40_-10_2 |4|40| 9.35 |0.58](265{/286/|24:00:00(24:00:00{31.32%136.36%
t40_25_1 14]40]25.00(0.33(|293/1270|24:00:00]12:54:31| 8.87% | 0.00%
$40.25_2 14(40{25.25(0.20|[380{|370]|24:00:00/24:00:00|27.30%|25.68%
$40_30_1 14]40]29.74]0.24||459/{466(24:00:00{24:00:00| 9.44% [10.73%
£40_30_2 14]40]29.61|0.17|[397({402(24:00:00{24:00:00{11.08%]12.09%
t40.50_1 }4]40{46.92(0.14/|485}{491{24:00:00{24:00:00|16.70%]|17.52%
t40.50.2 {4/40(51.92]0.09(|591{595|24:00:00|24:00:00| 3.78% | 4.77%
£40_60_1 |4}40(60.76|0.15{|753|/753|24:00:00|24:00:00j 2.66% | 3.15%
$40_60_2 14]40]58.97]0.08]|612(/603|24:00:00|24:00:00{14.05%|12.06%
t40_75_1 |4}40(73.84]0.12{|776|776/24:00:00|24:00:00] 1.30% | 0.97%

5.2 |4

0.1 |4

02 |4

De acordo com [14], quando a densidade do grafo de precedéncias é alta, o
conjunto de restrigées de linearizacido denominado como retrigcdes de redugdo
é menor que o conjunto de restrigoes de linearizagdo padrao, o que indica
que o tempo de solugio das instancias cujo p seja alto é menor ao usar as

restricoes de redug@o ao invés da linearizagao padrao. Quando a instancia
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nao foi resolvida, podemos notar que o valor do gap também é menor em
quase todos os casos. Quando a densidade do grafo de precedéncias é baixa
ocorre o contrario, ou seja, tanto o tempo de solugdo quanto o valor do
gap(quando a instancia néo for resolvida no étimo) sdo menores ao se usar
a linearizacio padrao ao invés das restrigoes de redugao. Ambas situagoes
podem ser observadas em quase todas as instancias testadas, comparando os
resultados da tabela 4.1 com a tabela 4.2, seja usando a formulagdo normal
ou a formulagao com as inequagoes.

Tendo isso em mente, é interessante que se faga uma andalise do impacto
do uso das inequagdes de acordo com a densidade do grafo da instancia em
quest@o. No caso do conjunto de instancias com 30 tarefas, usando o conjunto
de restrigbes de linearizacao padrao pode-se observar na tabela 4.1 que nas
instancias em que p > 50, onde o uso da linearizacao padrao nao produz bons
resultados como argumentado acima, as inequagoes melhoraram bastante o
tempo de solugao ou o valor do gap, permitindo inclusive que em uma delas
fosse encontrada a solugdo 6tima. Usando o conjunto de restrigoes de redugao
para a linearizacao, pode-se observar na tabela 4.2 que nas instancias em que
p < 50, onde o uso desse conjunto de restrigdes normalmente nao produz bons
resultados, as inequacoes melhoraram o tempo das instdncias que ja tinham
sido resolvidas como também reduziram o valor do gap final.

J& no caso do conjunto de instancias com 40 tarefas, o uso das inequagoes
néo apresentou o mesmo desempenho apresentado no conjunto de instancias
com 30 tarefas tanto para a linearizagdo padrao como para as restrigoes de
redugao. Usando a linearizagao padrao, quando p > 50, em quatro insténcias
o gap foi menor com uma diferenca média de 3%, e em trés ele foi maior com
diferenca média de 1%. Usando as restricoes de redugéo, quando p < 50, em

trés delas o gap foi menor e em outras trés ele foi maior, sendo que em ambos
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os casos a diferenca média no valor do gap foi também de 1%. Quando p < 50,
no caso da linearizagdo padréo, e p > 50, no caso das restrigoes de redugao, o
ganho com o uso das inequagbes nao foi tédo expressivo, principalmente com
o grupo de instancias de 40 tarefas.

Apresentamos abaixo a tabela 4.3, que resume quantitativamente o de-
sempenho do uso das inequagbes, onde a linha “<” mostra o nimero de
instancias cujo tempo de solugdo ou gap de dualidade foi menor, e a linha
“>” o ntimero de instancias cujo tempo de solugéo ou gap de dualidade foi
maior. As inequacoes obtiveram mais éxito quando a linearizacao padrao foi
usada, e apesar do nimero de instincias cujo tempo de solugdo foi maior
usando as inequagoes ter sido maior, vale lembrar que isso ocorreu principal-
mente com as instincias pequenas, que foram resolvidas dentro de segundos.
Nas instancias com numero maior de tarefas, as inequagoes apresentaram

melhores resultados de forma geral.

Lin. Padrao | Rest. Redugao

Grupo | Tempo | Gap | Tempo | Gap
< 17 15 13 12
> 7 6 15 13

Tabela 4.3: Tabela comparativa com ntimero de insténcias

4.2.2 Arquitetura Hipercubo

Nesta secdo apresentamos os resultados obtidos usando a arquitetura
hipercubo 2D, onde nem todas insténcias disponiveis puderam ser usadas,
pois algumas possuiam nimero de processadores inferior a quatro. O objetivo

de realizar testes com essa arquitetura é de poder avaliar qual a influéncia da
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arquitetura do sistema de multiprocessadores na solugao final do problema,
ou seja, saber se essa mudanca torna o problema mais facil ou mais dificil de
ser resolvido, e caso seja possivel, dizer sob quais condigOes isso acontece.

Como o objetivo principal aqui nao é mais avaliar o uso das linearizagoes,
decidiu-se realizar os testes com a formulagdo normal e a formulagao com as
inequagoes usando somente a linearizacao padrao. Nao faremos também uma
andlise dos resultados com as inequacoes como foi feito na segao anterior, ja
que o foco da anélise aqui feita é o impacto da mudanga de arquitetura dos
multiprocessadores.

O primeira fato que pode ser observado foi que no conjunto de instancias
usados para teste, a mudancga para a arquitetura hipercubo 2D nao acarretou
mudanga no valor da solugdo étima de todas as instancias que puderam ser
resolvidas, com excegdo de uma Unica delas. A tnica mudanga significativa
que pdde ser observada foi o tempo gasto para resolver estas instdncias, e no
caso daquelas que nao foram resolvidas, o valor do gap.

Dentre aquelas que foram resolvidas, o tempo gasto para resolver as
instancias com arquitetura hipercubo foi na grande maioria dos casos menor
que para resolver aquelas com arquitetura completamente conectada, tanto
para a formulacao normal quanto para a formulacdo com inequagoes. Pode-
mos destacar trés casos interessantes: a instancia t30.25_2, que nao foi
resolvida na arquitetura completamente conectada mas foi resolvida na ar-
quitetura hipercubo 2D; a instdncia €30.30_2, que foi nao foi resolvida na
arquitetura hipercubo 2D mas na arquitetura completamente conectada, e a
instancia t20_10 que foi resolvida na arquitetura hipercubo 2D usando as
inequagoes, mas nao foi usando a formulagdo normal.

Com respeito as instancias que néo foram resolvidas, pode-se observar que

no conjunto com 30 tarefas o valor do gap foi menor na maioria dos casos,
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seja para a formulagao normal quanto para a formulagdo com as inequagoes.
J4 no grupo de instancias com 40 tarefas, nenhuma instancia foi resolvida na
arquitetura hipercubo, ao passo que na arquitetura completamente conectada
tivemos uma delas resolvida. Com relagao ao valor do gap, na grande maioria
dos casos ele foi maior na arquitetura hipercubo que na outra arquitetura
testada.

As tabelas abaixo resumem quantitativamente as informacoes apresen-
tadas acima, onde podemos ver que a medida que o ntimero de tarefas vai
crescendo, os resultados da arquitetura hipercubo 2D vao ficando piores que
os da arquitetura completamente conectada, como pode ser o observado para
o caso das instancias com 40 tarefas, onde o valor do gap foi maior em 12
instancias. A tabela 4.4 apresenta os dados referente ao tempo gasto pelas
instancias resolvidas, enquanto a tabela 4.5 apresenta os dados referentes ao

gap das instdncias que nao foram resolvidas.

Num. Tarefas | Caso | Normal | Ineq.
< 4 4
10
> 0 0 Num. Tarefas | Caso | Normal | Ineq.
< 4 3 < 5 4
20 30
> 2 > 2 3
< 5 5 < 2 2
30 40
> 1 2 > 12 12
Tabela 4.4;: Tabela referente ao tempo Tabela 4.5: Tabela referente ao gap
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Tabela 4.6: Tabela comparativa de resultados para a arquite-

tura hipercubo 2D usando a linearizacio padrao. Tempo de

CPU expresso em [horas]:minutos:segundos. [centésimos]

Instancialp|n ES CPU; | Gap, | Gap;
t10_10 |4[|10 7|71 00:00.08[0.00% | 0.00%
£10.25 |4[10 60 || 60 00:00.95| 0.00% | 0.00%
t10_50 4|10 112|112 00:03.89{ 0.00% | 0.00%
t10_75  |4{10 105{|105 00:00.47| 0.00% | 0.00%
£10.90 J4[10 102/j102 00:02.14{ 0.00% | 0.00%
t20_10 |4]20 110[|T10 00:06.14]0.91% | 0.00%
£20.25 14|20 151]j151 08:06.01| 0.00% | 0.00%
$20.50 (4/20 2211221 00:54.74] 0.00% | 0.00%
12075 |4]20 241|241 01:33:46| 0.00% | 0.00%
t20.90 |4]20 2421242 01:32.16/ 0.00% | 0.00%
t30-10-1 [4{30 138[[138 24:00:00[2.17% [ 0.72%
$30_10-2 (4|30 154(/152 24:00:00(28.57%26.97%
t30.25_1 (4|30 0.50{209|[209 24:00:00| 6.90% | 7.66%
t30.252 |4/30 0.29282|[282 02:10.74/0.00% | 0.00%

£30.30_1 (4|30 0.34/415||415 05:24.94| 0.00% | 0.00%
£30.30_2 |4/30 0.22|263}[263 24:00:00| 3.42% | 0.38%
$30_50_1 14|30 0.18(370|370 02:42.32| 0.00% | 0.00%
£30.50_2 |4/30 0.14/470{[470 24:00:00{ 8.25% | 6.83%
£30.60_1 |4/30 0.21467||467 04:39:38| 0.00% | 0.00%
£30_60_2 |4(30 0.10|445|{445 05:06:14/ 0.45% | 0.00%
£30_75_1 |4/30 0.14|544i{544 02:03:03|0.00% | 0.00%
30752 |4/30 0.09|607|(607 24:00:00{ 3.29% | 2.57%
£30.90_1 {4]30 0.10|562|(562 01:24:170.00% | 0.00%
£30.90_2 |4/30 0.08|6971697 12:57.61] 0.00% | 0.00%
+40_10_1 [440 0.65|25611260 24:00:00[10.94%|12.31%
t40-10_2 {4140 0.58|257|1256 24:00:00/29.18%28.52%
$40-25_1 {4}40 0.33|2751270 24:00:00/2.91% | 0.37%
t40-25_2 (4140 0.20|378|1378 24:00:00/26.72%26.69%
t40.30_1 (440 0.24|478|l477 24:00:00/12.99%|12.60%
£40.30_2 |4|40 0.17|399|1411 24:00:00/11.19%|13.87%
t40_50_1 (4|40 0.14|511||499 24:00:00(21.67%]|19.23%
t40.50_2 (4|40 0.09|609|[601 24:00:00| 8.06% | 6.90%
t40.60_1 (4|40 0.15(754/|753 24:00:00| 3.55% | 3.36%
t40_60_2 |4|40 0.08{643|647 24:00:00|18.51%]18.81%
t40_75_1 |4|40 0.12|778|[777 24:00:00(2.79% | 2.18%
40752 4|40 0.06(795(772 24:00:00(15.22%112.30%
t40.90_1 (4|40 0.09/691|704 24:00:00|7.59% | 8.46%
t40.90_2 (4|40 0.04/601/601 24:00:00|4.62% | 3.94%
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4.2.3 Relaxacao Linear

A anilise dos resultados obtidos através da relaxacio linear do problema
é de extrema importancia, pois nos dé uma pista sobre a qualidade da for-
mulacio matemética desenvolvida. Se o valor da relaxacao linear tende a
assumir valores préximos do valor da solugao étima da instancia em questao,
indica que a formulagdo gera bons limites inferiores (no caso do problema
atual, que é de minimizacéo) e é indicada para aplicar técnicas de decom-
posicao, como a relaxagao lagrangeana.

As préximas tabelas apresentam os dados referentes a solucao da re-
laxagéo linear de todas as instancias testadas previamente para a arquitetura
completamente conectada, além de novas instdncias com um ntmero de tare-
fas muito maior, onde fica claro que o uso das inequagdes validas propicia
um limite inferior melhor. Em todas elas, usou-se a formulacao padrio e a
formulagdo com as inequagoes, ambas usando as restrigdes de linearizagao
padrdo. Decidimos néo colocar outras tabelas com os mesmos resultados
usando as restri¢oes de redugdo como alternativa de linearizagao, pois os val-
ores da relaxacdo linear foram absolutamente idénticos, além da diferenca
de tempo ser desprezivel. O formato dessas tabelas é similar ao das tabelas
anteriores. Gostaria de chamar atengdo para a coluna Gap, que neste caso
é a diferencga relativa entre o valor da relaxagdo linear e o valor da solugao
Stima do problema. Nas instadncias onde nao é conhecida a solugao étima, o
espago ¢ preenchido com o sfmbolo “-”.

A tabela 4.7 apresenta os resultados do conjunto de instancias usado para
testar a arquitetura completamente conectada, enquanto que a tabela 4.8

apresenta os resultados do conjunto de insténcias com mais de 100 tarefas.
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Tabela 4.7: Tabela comparativa de resultados da relaxagio
linear para a arquitetura completamente conectada. Tempo

de CPU expresso em minutos : segundos . centésimos.

Instancialp|n| p || Z.| =z | CPU, | CPU, | Gap
kwok 3] 9(33.33| 11 |11.33]|00:00.00{00:00.02|26.66%
sih91 |2| 8 |25.00( 16 || 16 |00:00.01]00:00.01| 0.00%
ss91  |2| 9 |41.67|250) 250 |00:00.00{00:00.01| 0.00%
mt91  [2|10|31.11{[ 51 || 51 |00:00.00|{00:00.02{ 3.92%

ogra9.30 (3| 9(13.88|| 13 || 13 [00:00.00|00:00.01|35.00%

ogra9_60 |39 27.78{ 20 | 20 [00:00.00|00:00.01} 0.00%

ogra9.90 [3| 9 |41.67|20 | 20 [00:00.00|00:00.03| 0.00%

ogral0.30(3(10(13.33| 19 || 19 |00:00.00{00:00.01{24.00%

ogral0_60|3[10(26.67| 25 || 25 |00:00.01(00:00.02| 0.00%

ogral0.90|3(10(40.00( 25 || 25 |00:00.01|00:00.02{ 0.00%

ogral2_20|3(12| 7.58 || 17 || 17 |00:00.00{00:00.03{10.52%
gral2 |3|12|16.7 |{100| 100 {00:00.02{00:00.01{25.92%
$10_10 [4|10[8.89 |t 71 || 71 100:00.00{00:00.02]| 0.00%
$1025 {4|10{28.9 || 49 || 49 {00:00.01{00:00.03|18.33%
$10.50 |4|10| 80.0 || 94 || 94 {00:00.01{00:00.03(16.07%
$10-75 |4|10{ 8.95 |{105|| 105 {00:00.02|00:00.05| 0.00%
$10.90 {4|10(86.67|| 92 || 92 {00:00.02|00:00.05] 9.80%
$20-10 [4]20| 8.95 [{109]| 109 {00:00.01|00:00.34] 0.90%
$2025 14]20(23.68|[129|| 129 {00:00.04[00:00.53|14.56%
$20_50 14|20(53.16||214|| 214 }00:00.15|00:00,39| 3.16%
£20_75 |4]20(76.32{209|| 209 {00:00.22(00:00.6713.27%
$20.90 [4]20(80.52{|240|| 240 {00:00.09|00:00.36| 0.82%

£30.10_1 (4|30} 9.88 ||126][ 126 {00:00.12|00:00.76] -
£30_10_2 |4|30{ 8.96 ||110( 110 {00:00.12{00:01.05| -
£3025_1 (4|30{22.29{191| 191 |00:00.50|00:01.63| -
$30.25.2 |4130{22.98/266| 266 |00:00.28/00:01.19| 5.67%
£30_30_1 [4/30{30.34||410| 410 |00:00.13|00:01.06| 0.96%

continua na préxima pagina

48



Tabela 4.7: Tabela comparativa de resultados da re-

laxaclo linear para a arquitetura completamente conec-

tada(continuagéo)

Instancialpin| p ||Z.|| # | CPU, | CPU, | Gap
30.30-2 [4/30(30.57234| 234 00:00.27|00:00.74|10.68%
t30_50_1 {4]30(53.10|369( 369 |00:00.10{00:00.69| 0.27%
t30.50_2 |4/30(47.58(419| 419 |00:00.12|00:00.47| -
t30-60_1 {4[30|56.32|(448| 448 |00:00.37{00:00.65| 4.06%
t30_.60_2 |4[30|62.98|1421| 421 |00:00.12|00:00.53| 5.39%
t30.75_1 |4[30]75.86]{522| 522 |00:00.10{00:00.23| 4.04%
t30_75_2 |4(30{74.02||557| 557 {00:00.10|00:00.17| -
t30-90_1 |4[30{89.19(545| 545 |00:00.58{00:00.21| 3.02%
£30.90_2 |4[30{88.27|1677| 677 |00:00.21]00:00.67| 2.86%
t40_.10_1 |4|40{12.43{|228| 228 |00:00.48|00:04.45| -
t40.10_2 |4|40} 9.35 |[182| 182 |00:00.88|00:01.59 -
t40-25_1 |4(40]25.00/267| 267 [00:01.14|00:02.54| 1.11%
t40.25_2 |4(40|25.25|(274| 274 |00:01.33{00:02.11 -
t40.30_1 (4(40]|29.74(413}| 413 |00:04.34/00:01.85{ -
t40.302 [4(40(29.61||353} 353 |00:00.68{00:01.72 -
t40.50_1 |4[40(46.92(400{ 400 {00:00.53|00:01.52 -
140502 [4]40(51.92{|559} 559 |00:01.05{00:01.84| -
t40.60_1 |4[40(60.76|721{ 721 |00:00.42|00:01.12} -
t40.60_2 |4]40(58.97|521| 521 |00:00.53|00:02.39| -
t40_75_1 |4/40(73.84|756| 756 |00:00.60{00:01.47| -
t40_75_2 |4{40(74.23|673| 673 |00:00.74|00:01.20| -
t40.90.1 |4/40(88.58(636| 636 |00:00.37|00:01.80| -
t40.90_2 |4/40(88.71|571| 571 |00:00.24{00:00.60{ -

Ao analisarmos a tabela 4.7, pode-se observar que em todos os casos

o valor da relaxacao linear foi o mesmo independente do uso ou nao das
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inequagtes. Como todas as instancias apresentam um ntimero relativamente
pequeno de tarefas, o tempo gasto para resolver a relaxacéo linear foi muito
pequeno. Sobre o tempo gasto para se obter o valor da relaxacdo, pode-
se esperar de antemdo que o tempo gasto usando-se as inequacgoes validas
sempre maior na maioria dos casos, pois o acréscimo das restrigbes torna a

matriz usada pelo simplex maior.

Tabela 4.8: Tabela comparativa de resultados da relaxacao

linear para instdncias com mais de 100 tarefas

Instancia\p| n |p| Z. | =i, | CPU, | CPU, | Gap, | Gap;
ogral00_12|100{10|[323| 593 |00:02.56|00:19.11(59.62%25.87%
ogral002 100|40{585| 762 |00:03.22100:04.89(26.87%| 4.75%

p
2
2
ogral00.3 {2[100|70|{675|| 785 |00:04.42]00:06.05|15.62%| 1.87%
ogral00.4(2{100/90|715|| 788 {00:04.90{00:12.35{10.62%| 1.5%
2
2
2
2

ogral50.1{2/100{10||362]|788.5/00:09.24(00:26.88| 63.8% (21.15%
ogral50.2{2{100[40|693|| 943 |00:10.56{00:31.46| 30.7% | 5.7%
ogral50.3|2(100|70|(874|(992.5(00:10.52|00:27.48| 12.6% | 0.75%
ogral50-4|2(150(90|[919|| 999 [00:17.33{00:26.29| 8.1% | 0.01%

Como mostrado nas se¢des anteriores, o uso das inequacoes validas me-
lhorou o tempo de solugdo de um ntimero significante das instncias testadas,
apesar dessa melhoria nao ter sido causada por um valor de limite inferior
melhor. O uso de inequagoes validas estd intimamente ligado a esperanga
de uma melhoria no valor do limite inferior obtido principalmente através
da relaxacao linear. Mas essa melhoria nao foi observada no conjunto de

instancias usadas, que estd limitado a 40 tarefas, j4 que acima disso a com-
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plexidade do problema n&o permite que a grande maioria das instancias seja
resolvida em pelo menos um dia de processamento.

Sendo assim, decidimos investigar o valor da relaxacao linear para as
instancias com ntimero de tarefas superior a 100, pertencente ao grupo de
instancias denominado ogra. Para esse conjunto, decidimos usar o algoritmo
de pontos interiores do CPLEX para tornar o processo de solugao mais rapido,
ao invés de se usar a opgao padrdao do CPLEX que é o algoritmo dual simplex.

A tabela 4.8 apresenta os resultados obtidos para este novo conjunto de
instancias. Pode-se observar agora que o uso das inequagoes validas acarretou
numa melhoria significativa no valor da relaxagao linear, principalmente para
as instancias cuja densidade do grafo de precedéncia era baixa. Um fato in-
teressante de se observar neste grupo de insténcias é que & medida que a
densidade do grafo vai aumentando, o valor do limite inferior vai aumen-
tando também, o que pode ser explicado pelo fato do problema ficar mais

“amarrado” com o grafo de precedéncias mais denso.

4.3 Conclusoes

Neste capitulo foram apresentados os resultados das insténcias do MSP CD
testadas na formulacdo Packing. Com o intuito de avaliar esta nova for-
mulacao, foi usado nos testes dois tipos de linearizagdo para a formulacao,
além de um conjunto de inequacgdes validas. Das arquiteturas existentes
de sistemas de multiprocessadores, escolhemos usar a arquitetura completa-
mente conectada e a arquitetura hipercubo 2D, por serem bastante populares.
Também sao apresentados os resultados da relaxacao linear da formulagao

usando as restricoes de linearizacao padrao.
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Sendo o uso do conjunto de inequacoes validas na formulagdo uma das
principais contribui¢oes deste trabalho, fizemos uma. descrigao e anélise de-
talhada do impacto do uso delas na formulagdo usando ambos conjuntos de
restricbes de linearizagdo. De forma geral, podemos dizer que o uso das ine-
quacoes validas traz ganhos razodveis na solugao do problema, quer seja no
tempo gasto para resolvé-lo, quer seja no valor do gap de dualidade ao fim do
processo. Os testes realizados com instancias com um grande niimero de tare-
fas encorajam ainda mais seu uso, pois indicam uma melhoria consideravel
no valor do limite inferior obtido através da relaxagao linear.

Finalmente, os testes usando a arquitetura hipercubo 2D mostraram que
pelo menos para este conjunto de instdncias usado, a mudanga de arquitetura
imposta praticamente nao causou impacto no valor do makespan. Observou-
se que o aumento do nimero de tarefas tornou o problema mais dificil de
se resolver do que na arquitura completamente conectada, o que pode ser
explicado pelo fato de existir um ntimero maior de alternativas a se considerar

sobre onde a tarefa serd executada.
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Capitulo 5

Formulacao Packing para o

MSP

Apbs termos avaliado os resultados obtidos com a formulagao Packing
para o MSPCD, julgamos relevante avaliar o comportamento desta nova
formulagdo na auséncia dos termos nao-lineares, que carecterizam os atra-
sos de comunicagao, e suas respectivas restricbes de linearizacdo. Dessa
forma, estaremos usando a formulagao Packing em uma versao ligeiramente
adaptada para resolver instancias do problema MSP com processadores uni-
formes.

Para que possamos fazer uma analise valida do desempenho desta for-
mulagao, decidimos testar o mesmo conjunto de instincias usando a for-
mulagio de Pablo et al.[5], j4 mencionada no capftulo 2, por esta configurar-se
como uma das melhores formulagoes encontradas na literatura para o MSP.

Na secéo 5.1 apresentamos as duas formulagbes matematicas, enquanto
que na segao 5.2 apresentamos os resultados computacionais obtidos. Final-

mente, apresentamos as conclusoes na segao 5.3.
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5.1 Formulagoes Matematicas

5.1.1 Formulacao Packing

A seguir, apresentamos a formulacio Packing adaptada para o MSP com

processadores uniformes. A notagéo é a mesma utilizada no capftulo 3.

(M S Ppacking) tnyng}E Winas (5.1)
sujeito a:
T+ Ly < Wiez ,VieT (5.2)
z; — 2 — Ly — (055 — D > 0 WVitgjeT (5.3)
yi—w-1—(;~DIP| > 0 VigjeT (5.4)
Oij + ot e e > 1 Vit jeT (6.5)
oij+ o5 < 1 WNVi£seT (5.6)
cj +e; < 1 Vi#tjeT (5.7)
oy = 1 VieT :ied (j) (5.8)
zi+ L+ < Zj VieV:ied (j) (5.9)
> kg = Vi NVieT (5.10)
keP

S ay = 1 NVieT (5.11)

keP
Winaa > 0 (5.12)
T > 0 NVieT (5.13)
v € {Ll,...,|P]},VieT (5.14)
Zip, € {0,1} WVieT ke P (5.15)
Tijy €j € {0,1} NVijeT (5.16)
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5.1.2 Formulagao de Coll

Apresentamos aqui a formulagéo descrita em [5] para o MSP com proces-
sadores uniformes. Vale ressaltar que a formulagéo original abrange proces-
sadores nao-uniformes, e que por isso decidimos fazer algumas modificagoes a
fim de que seja levado em consideragao somente os processsadores uniformes,
como ¢ feito na formulagao Packing.

Com respeito a notagéo, faz-se necessario definir uma nova varidvel bindria:

1 tarefa i é executada antes da tarefa j
oy = no mesmo processador (5.17)
0 cec

Segue abaixo a formulagao:

(MSP) min Wiaa (5.18)
sujeito a:

oz =1 VjeT (5.19)

k=1
Oij + 053 + Zip — Zijk < 1 ViET, ViERj, Vk e P (5.20)
Oij + Zik — Zjk <1 VjeT,ie Sj, Vk e P (521)
Zik + Zjg — Oz — 0j; < 1 VieT, V'Z:ER]', Vk e P (522)
Zig + 2 — 0y < 1 Vje T, i€ Sj, Vke P (523)
mi—xi+ Y Lizg, < 0 VjeT, Vies () (5.24)

k=1
T = Winaw + Y _Lizie < 0 Vj€T (5.25)
k=1
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m

k=1

g > OVjeT (5.27)
zne {0,1} V(,k)eTx P (5.28)
;5 € {0, 1} VieT, Viec ;U S] (529)

As equacoes (5.19) garantem que cada tarefa é processada e atribuida a
exatamente um processador. As inequagdes (5.24) expressam as restrigoes
de precedéncia entre as tarefas. As inequagoes (5.26) definem a sequéncia de
tempos de inicio das tarefas atribuidas a um mesmo processador, garantindo a
inexisténcia de sobreposicio delas, enquanto que as inequagoes (5.25) definem
o makespan. A relagio correta entre as varidves z e o € dada pelas inequagoes

(5.20)-(5.23).

5.2 Resultados Computacionais

As instancias utilizadas para testar ambas formulagoes sao as mesmas
usadas na secao anterior, sendo que os dados referentes & arquitetura do
sistema de multiprocessadores e ao tempo de transferéncia de dados entre
os processadores foram retirados, j4 que nesta versdo do problema o tempo
de transferéncia de dados é considerado irrelevante, independente de como o
conjunto de processadores estéd interconectado.

Ambos modelos foram implementados na linguagem AMPL, sendo que o
resolvedor utilizado para resolver a instancia em questao foi o CPLEX 9.1.
Os testes foram conduzidos em uma maquina com quatro processadores Intel
Xeon cada um com 2.80 GHz e com uma meméria total de 4 GB de RAM,

com limite de tempo de solugao de um dia.
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Na tabela 5.1 apresentamos os resultados dos testes rodados usando am-
bas formulagdes. A primeira e a segunda coluna contém respectivamente os
nomes das instancias e o ntimero de processadores, enquanto que as préximas
duas colunas indicam respectivamente o ntimero de tarefas e a densidade do
grafo de precedéncia. As préximas seis colunas dizem respeito aos dados da
solugao da instancia, onde a letra subscrita s identifica um resultado per-
tencente & formulacao de Coll et al., enquanto a letra subscrita p identifica
um resultado pertencente & formulagdo Packing. Sao elas: valor da melhor
solugdo inteira encontrada-dentro do limite de tempo estipulado, tempo de
solucao gasto pelo solver CPLEX e finalmente, o gap de dualidade existente
ao fim do processo de solugao.

Analisando a tabela, pode-se notar que a formulagao de Coll et al. saiu-se
ligeiramente melhor nas instancias com nimero pequeno de tarefas, enquanto
que a formulagdo Packing saiu-se melhor nas instancias com 30 e 40 tare-
fas. Podemos destacar trés casos interessantes onde a formulagdoPacking
sobressaiu-se de forma expressiva: a instdncia t40.25_2, onde a solugio
4tima podde ser encontrada, as instancias t40_10_1 e t40_25_2, cuja diferenga
de tempo foi de aproximadamente 57 e 38 minutos respectivamente.

Nota-se facilmente também que a grande maioria das instancias foi re-
solvida em um intervalo de tempo significantemente pequeno, se comparado
com a versao do problema com atrasos de comunicagdo. Somente duas
instAncias do grupo com 30 tarefas e duas do grupo com 40 tarefas nao foram
resolvidas. Essa fato deixa claro que a retirada dos termos nao-lineares, e
consequentemente das restrigdes de linearizagao, tornou o problema mais facil

de ser resolvido.
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Tabela 5.1: Tabela comparativa de resultados. Tempo de
CPU expresso em [horas|:minutos:segundos.[centésimos]

Insténcia | p | n 0 zy | = | CPU CprU, Gaps Gap,
kwok 319 13333 13 || 13 | 00:00.11 | 00:00.70 | 0.00% | 0.00%
sih91 2 25.00 || 16 || 16 | 00:00.08 | 00:00.09 | 0.00% | 0.00%
ss91 2 41.67 || 250 || 250 | 00:00.07 | 00:00.05 | 0.00% | 0.00%
mt91 2|10 |31.11 | 51 | 51 | 00:00.11 | 00:00.10 | 0.00% | 0.00%

ogra9.30 |3 | 9 |13.88 | 20 || 20 | 00:30.30 | 00:18.27 | 0.00% | 0.00%
ogra9 60 | 31| 9 | 27.78 | 20 || 20 | 00:00.07 | 00:00.37 | 0.00% | 0.00%
ogra9.90 |3 ] 9 |[41.67 | 20 || 20 | 00:00.07 | 00:00.16 | 0.00% | 0.00%

ogral0.30 | 3| 10| 13.33 || 25 || 25 | 00:42.38 | 04:39.27 | 0.00% | 0.00%

ogral060 | 3 | 10| 26.67 || 25 || 25 | 00:00.17 | 00:00.25 | 0.00% | 0.00%

ogral0.90 | 3|10 |40.00 || 25 || 25 | 00:00.10 | 00:00.23 | 0.00% | 0.00%

ogral2 20 | 3| 12| 7.58 || 17 || 17 | 00:00.44 | 00:00.57 | 0.00% | 0.00%
gral2 3|12 | 16.7 || 134 || 134 | 09:17.50 | 05:39.98 | 0.00% | 0.00%

$10-10 4110 | 889 || 71 || 71 | 00:00.05 | 00:00.08 | 0.00% | 0.00%
£10.25 4110 28.9 || 49 || 49 | 00:00.07 | 00:00.07 | 0.00% | 0.00%
£10.50 4110 |46.66 | 94 || 94 | 00:00.01 | 00:00.10 | 0.00% | 0.00%
£10.75 4|10 | 80.0 || 105 || 105 | 00:00.00 | 00:00.01 | 0.00% | 0.00%
$10-90 4|10 |86.67 || 92 || 92 | 00:00.01 | 00:00.01 | 0.00% | 0.00%
£20-10 4120 8.95 | 109 || 109 | 00:04.33 | 00:02.05 | 0.00% | 0.00%
£20.25 420 |23.68 || 129 || 129 | 00:00.82 | 00:00:85 | 0.00% | 0.00%
12050 4|20 | 53.16 || 214 || 214 | 00:00.13 | 00:00.23 | 0.00% | 0.00%
£20_75 4120 76.32 |f 209 || 209 | 00:00:06 | 00:00:08 | 0.00% | 0.00%
£20-90 4|20 | 80.52 || 240 || 240 | 00:00.02 | 00:00.08 | 0.00% | 0.00%
£30.10.1 |4 30| 9.88 || 130 || 133 | 24:00:00 | 24:00:00 | 3.08% | 5.26%
$30_102 |4 |30 | 896 || 153 || 153 | 24:00:00 | 24:00:00 | 28.10% | 28.10%
$3025_1 | 4|30 22.29 | 191 || 191 | 02:58.54 | 00:30.00 | 0.00% | 0.00%
£30.252 |4 | 30 | 22.98 || 266 || 266 | 00:33.48 | 00:06.21 | 0.00% | 0.00%
$30.30_1 | 4|30 30.34 | 410 |l 410 | 01:51.64 | 00:03.48 | 0.00% | 0.00%
$30.302 |4 | 30 | 30.57 || 234 || 234 | 01:37.82 | 00:06.42 | 0.00% | 0.00%
$30.50_1 | 4| 30| 53.10 || 369 || 369 | 00:51.64 | 00:56.13 | 0.00% | 0.00%

continua na préxima pagina
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Tabela 5.1: Tabela comparativa de resultados(continuagao)

Instancia | p | n P T, | =, CPU, cru, Gap, Gap,
t30.502 |4 |30 | 47.58 || 419 || 419 | 00:21.29 | 00:02.12 | 0.00% | 0.00%
£30.60_1 |4 | 30 | 56.32 || 448 || 448 | 00:11.11 | 00:00.09 | 0.00% | 0.00%
t30.602 |4 | 30| 62.98 || 421 || 421 | 00:46.67 | 00:01.21 | 0.00% | 0.00%
t30.75-1 | 4] 30| 75.86 | 522 || 522 | 00:10.62 | 00:00.33 | 0.00% | 0.00%
t30_75.2 | 4| 30| 74.02 || 557 || 557 | 00:41.60 | 00:00.70 | 0.00% | 0.00%
t30.90_1 | 4 | 30| 89.19 || 545 || 545 | 00:00.53 | 00:00.05 | 0.00% | 0.00%
t30.902 |4 |30 |88.27 | 677 | 677 | 00:03.13 | 00:00.15 | 0.00% | 0.006%
t40_10_1 | 4 |40 | 12.43 || 228 || 228 | 00:59:21 | 00:02:04 | 0.00% | 0.00%
t40.102 |4 | 40| 9.35 || 244 || 237 | 24:00:00 | 24:00:00 | 25.41% | 23.21%
t40.25.1 |4 | 40 | 25.00 || 267 || 267 | 39:00.37 | 00:47.92 | 0.00% | 0.00%
t40.25.2 | 4|40 25.25 || 276 || 274 | 24:00:00 | 01:13.86 | 0.72% | 0.00%
t40.30.1 |4 | 40| 29.74 || 413 || 413 | 01:52.81 | 00:15.22 | 0.00% | 0.00%
t40.302 | 4 | 40| 29.61 || 353 || 353 | 02:29.70 | 00:30.36 | 0.00% | 0.00%
t40.50.1 | 4 | 40 | 46.92 || 400 || 400 | 01:40.88 | 00:06.56 | 0.00% | 0.00%
t40.502 | 4 {40 | 51.92 || 559 || 559 | 01:14.54 | 00:04.35 | 0.00% | 0.00%
t40.60_1 | 4 | 40 | 60.76 || 721 || 721 | 00:51.40 | 00:02.91 | 0.00% | 0.00%
t40.602 |4 |40 | 58.97 || 521 || 521 | 01:25.69 | 00:04.94 | 0.00% | 0.00%
t40.751 |4 |40 | 73.84 || 756 || 756 | 00:56.20 | 00:02.49 | 0.00% | 0.00%
t40.752 |4 |40 | 74.23 || 673 || 673 | 01:02.13 | 00:01.32 | 0.00% | 0.00%
t40.90_.1 | 4 | 40 | 88.58 || 636 || 636 | 01:03.94 | 00:00.75 | 0.00% | 0.00%
t40.902 |4 |40 | 83.71 || 571 || 571 | 01:10.68 | 00:00.67 | 0.00% | 0.00%

5.3 Conclusoes

Neste capitulo, adaptamos a formulagao Packing para resolver problemas

de escalonamento em sistemas de multiprocessadores onde nao hé atrasos de

comunicagao entre eles, versao esta do problema denominada anteriormente
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de MSP. Para que se possa ter uma idéia de seu desempenho, foi usada a
formulacdo de Coll et al. adaptada para o mesmo problema.

A formulacdo Packing mostrou bom desempenho em quase todas as
instancias testadas, destacando-se em algumas delas. Infelizmente, com o
conjunto de instancias usado nao foi possivel detectar casos onde a formulacao
nao tenha um desempenho bom e a outra o tenha. Seria interessante usar
instdncias com wm ntmero maior de tarefas, a fim de se descobrir o niimero

de tarefas onde a formulagao nao consegue mais se sair tao bem.
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Capitulo 6

Conclusoes

Neste trabalho apresentamos algumas formulagdes matematicas para dois
tipos de problemas de escalonamento em sistemas de multiprocessadores.
Demos enfoque inicialmente a duas delas por razoes histéricas, por delas
terem sido a motivagdo para o desenvolvimento de uma nova formulagao
mais compacta para a versao do problema com atrasos de comunicagao, o
MSPCD.

O objetivo principal deste trabalho era avaliar o comportamento dessa
nova formulacao, portanto era necessdrio realizar-se uma quantidade signi-
ficativa de testes nesta nova formulacdo. Utilizou-se desde instancias com
ntmero pequeno de tarefas até instdncias com um nidmero razoavel para ser
resolvido utilizando um modelo matematico. Os resultados foram bastante
satisfatérios ao se comparar com a outra formulagao existente, apesar desta
formulacgfo j& comegar a mostras suas limitagbes com insténcias com mais de
40 tarefas.

Com o propdsito de melhorar o tempo de solugao das insténcias e o valor
do limite inferior, foi apresentado um conjunto de inequacgoes vélidas para
a formulacdo, constituindo nossa principal contribuigao. Os festes com as

inequagtes mostraram que de uma forma geral elas melhoraram os resulta-

61



dos obtidos sem o seu uso. Dessa forma, o uso dessas inequagoes com a
formulagao é encorajado.

Futuramente, seria interessante de se tentar implementar algum algo-
ritmo de decomposicao para esta formulacao a fim de se resolver instancias
com um nimero maior de tarefas e valor de solugao 6tima desconhecido. Uma
alternativa seria buscar inequacoes definidoras de facetas para o politopo de
partigoes em ordens lineares ou algum outro similar, que de acordo com o
trabalho de Pablo et al [5], pode ser usado para derivar inequagoes vélidas
para varias variantes de problemas de escalonamento. De posse dessas in-
equagoes, nao fica dificil de se implementar um algoritmo de branch-and-cut.
Uma outra alternativa seria tentar adaptar a formulagao para que se possa

usar uma abordagem de geracao de colunas.
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