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Descrevemos e avaliamos uma nova forinulação inatemática para o 

problema de escalonamento de tarefas em um sistema de m~dtiprocessaclores 

ho~nogê~ieos com atrasos de coinuiiicação. As formulaqões existentes eil- 

volvem um grande iiúinero de variáveis binárias com três ínclices. A 

forinulaç&o aqui discutida usa variáveis biiiárias coin no ináxiino dois índices. 

Um conjunto de inequações válicias para a foriiiulação é apresentada. 

R.esultaclos nuinéricos de iiistiincias de tainanho pequeno e inédio siio 

apresentados. 
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We describe aiid evaluate a iiew mixed-iiiteger niathematical prograiii- 

ming forniulatioii for the Multiprocessor Scliecluling Problem. Existiiig 

forriiulations involve a large number of biiiiziry variables witli tliree iiidices. 

The formulation discussed here only uses binsry vxiables with at most ttwo 

iiidices. A set of valid iiiequalities is described. Nuinerical iesults of small 

and iriedium-xale problems are presented. 
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Capítulo 1 

Unia das mais importailtes áreas de otimização aplicada consiste dos pro- 

blemas de escaloilanleilto, ou escaloilailleilto, exteilsivaineiite estudados lia li- 

teratura devido priiicipalmente à sua aplicabilidade em quase todas situações 

do iiiuildo real. Poclemos moclelar um probleiiia de escaloiiaineilto em uma 

eilorme gama de diferentes áreas, dentre elas: i~lailiifatura, logística, arquite- 

tura de coiiiputadores e comunicações. 

Na literatura, os probleinas de escalonameilto têm sido abordado em sua 

grande maioria atráves c10 uso de heurísticas e meta- lieurísticas. O número 

de formulações matemáticas existentes é grande, mas não se compara ao 

enorme iiúmero de lieurísticas existentes, já que elas proporcioilan resulta- 

dos razoáveis ein um tempo satisfatório, além da facilidade de implemeiltação 

que alguiiias delas oferecem. Porém, não devemos abrir mão do uso de for- 

inulações matemáticas, pois estas podem fornecer informações preciosas so- 

bre determillado problema, como por exemplo limites inferiores e o valor da 

solução ótima. Destaco uma frase atribuícla a A. Riililooy ICail, onde ele diz: 

"Uma maneira natural de se atacar problemas de escalonaineilto é forillulá-10s 

como modelos ele prograillação mateinática." 



Tendo isso em mente, o objetivo desta tese é estuda.r uma nova form~ilação 

proposta para um problema de escalonamento de tarefas em um sist,ema de 

multiprocessa.dores, onde o tempo gasto para transmitir dados entre dois 

processadores é coiisiderado. O texto está organizado da seguinte forma: No 

capítulo 2 fazemos a introdução formal dos problemas de escalonamento e 

do problema de estudo deste trabalho. No Capítiilo 3 descrevemos algumas 

formulações matemáticas para duas versões de problema de escalonamento 

em inultiprocessadores. No Capítulo 4 apreseiitaiiios os resultados ii~~méricos 

da nova formulação. No Capítulo 5 apresentamos resultados numéricns da 

nova formulação adaptada para o problema genérico de escalonameilt~o em 

iii~~ltiprocessadores. No último capítulo são expostas algumas coiicliisões e 

possíveis extensões e direcionamentos futruros. 



Capitulo 

Neste capít~ilo fazemos a introdução ao problema genérico de escalona- 

mento, descreveiido suas principais características, e descreveiiios a variante 

dele para sistemas de iii~lltiprocessadores. 

Na seção 2.1 fazemos uma iiitrodução geral ao problema de escaloila- 

mento, descrevendo alguils conceitos btisicos presentes em praticamente todas 

as variações do problema. Nas últimas duas seções tratamos esgecificaiileilte 

dos problemas de schedulzng em ni~~ltiprocessadores, sendo que lia seção 2.2 

introduzimos o problema geral com iiiultiprocessadores, eiicluaiito que na 

seção 2.3 apresentamos uma variação do problema com i~i~~ltiprocessadores, 

problema este foco principal de estudo deste tral~allio. 

2.1 Introduçáo ao Problema de Escalonamento 

Em geral, os problemas de escalonament~o podem ser vistos como proble- 

mas de alocação de recursos sobre um determinado período de tempo, com 

o propósito de exec~~tar  um coiij~mto de tarefas que fa.z pa.rte de um ou 

mais processos. Essas tarefas competem individualmente por recursos que 



podem ser de diferentes naturezas, como por exemplo, força humana, di- 

nheiro, processadores ou máquinas, energia e ferramentas. As tarefas podem 

ser caracterizadas por: tempo de finalização, datas de término, pesos cle 

~irgêilcia relativa e f~mções descreveildo o seu processameiito. Também pode 

ser definida uma estrutura de um conjunto de tarefas refletindo re~t~rições de 

precedêilcia entre elas, além de diferentes critérios para medir a qualidade do 

desempenho do conjunt,~ em questão. 

Mais formalmente, podemos caracterizar os problemas de esca.loilamento 

por três conjuntos: conjunto T = {tl, t2 , .  . . , tn)  de n tarefas, conjunto 

P = {pl, pa, . . . ,r>m) de ?n processadores (ou máquinas) e conjunto 

V = {v1, v2, . . . ,v,) de s tipos de recursos adicionais V. De forma geral, 

escalonamento significa atribuir processadores(ou máquinas) de P e possíveis 

recursos de V a tarefas de T, de forma a executar todas as tarefas de acordo 

com as restrições impostas. Um schedule pode ser entendido como um plano 

de programação do conjunto de tarefas, contendo o momento de execução de 

cada uma e o processador ou máquina onde será executada. Existem duas 

restrições gerais ne teoria clássica de escaloilameilto, as quais podem ser re- 

laxadas, que dizem que cada tarefa deve ser processada por i10 máxiino um 

processador em determinado período, e cada processador é ca.paz de proces- 

s a . ~  no 111áximo uma tarefa por vez. A primeira delas pode ser relaxada, como 

será visto mais à, frente. 

Os processadores do coiljunto P podem ser divididos em dois grupos: 

paralelos, que são aqueles que executa.m as mesmas funções, ou dedicados, 

que são aqueles especializados na execução de determinadas tarefas. Dentre 

o grupo dos processadores paralelos, podemos distiilguir três tipos de acordo 

com a sua velocidade: idênticos, se todos possuem a mesma velocidade para 

executar as tarefas; uniformes, se possuem diferentes velocidades mas a ve- 



locidade de cada processados é constante e não depende da tarefa em T ;  e 

finalment,e não-uniform,es, se a velocidade depende da tarefa particular a ser 

processada 

Em geral, uma tarefa i3 E T pode ser caracterizada pelos seguintes dados: 

(i) Vetos dos tempos de processamento Aj = {Lij,. . . ,L,), onde Lij é 

o tempo ilecessá.rio pelo processador pi pa.ra pr0cessa.s tj. No caso de 

processadores idênticos, temos que L., = Lj, i = 1 , 2 , .  . . , m. 

(ii) Tempo de chegada vj, que é o tempo necessário para que a traarefa t j  

esteja pronta pa.ra ser processada. Se os tempos de chegada de todas 

as tarefas de T forem iguais, então a,ssume-se que vj = O tjj. 

(iii) Data de término clj, que especifica um limite de t,empo no qual a tarefa 

t j  deve ser coinpletada. Geralmente, funções de pena.lidade são associ- 

adas a essas datas. 

(iv) Prazo de térmiiio(deadline), que é uin limite de tempo real 11ia.i~ rigoroso 

no qua.1 a tarefa t j  deve ser completada. 

(v) Peso, ou prioridade wj, que expressa uma urgência relativa de tj. 

Apresentamos a seguir nos próximos parágrafos algumas definições so- 

bre tarefas preemptivas, relações de precedência entre tarefas, plano de pro- 

graiiiação das tarefas(schedu1es) e critérios de otimalidade. 

Um plano de prograinação é denomii~ado preenzptivo se cada tarefa pode 

ser interrompida em determinado inomento e reiiiiciada posteriormeilte no 

mesmo nii em outro processador, sem iienli~m cilsto. Caso ileilliuma tarefa 

possa ser iiiterrompida e reiiiiciada sem i ~ e n l ~ ~ m  custo; então o plano de 

prograinação é cliamado de não-preenxptivo. Um relação de precedência entre 

duas tarefas ti e t j  pertecentes ao coilj~mto T, por exemplo ti 3 tj, significa 



que a tarefa t j  só pode ser processacia após o término do processamento 

da tarefa t,. Em outras palavras, uma relação de precedência 4 é definida 

no conjunto T. As tarefas no conjunto T são chamadas dependentes se a. 

ordem de execução de pelo menos duas delas é restringida por esta relação. 

Caso contrário, as tarefas são chamadas de in,clependeiates. Um conjunto de 

tarefas com relações de precedência é geralmente representado como um gra.fo 

acíclico direcionado, onde os nós representam as tarefas e os arcos as relaçoes 

de precedência.. Um exemplo é apresentado na figura 2.1. 

Figura 2.1: Exeiliplo de grafo de prececlêacia 

Mais formalmente, um plano de programação é 1msica.meiite unia atribuição 

de processadores do conjunto P (e possivelniente recursos do conjunto V) 

ta.refas do conjunto T em  LI^ determinado período de forma que as seguintes 

condições abaixo sejam satisfeitas: 

e em todo momento cada processador está &ribuído à no máximo uma 

tarefa e cada tarefa é processada por no m,&imo um processador; 

todas as tarefas são completadas; 

e se as tarefas ti, t j  estão ila relação ti 4 tj, o processamento de t j  não é 

iniciado antes de ti ter sido completada; 

G 



e no caso de um escalonamento não-preemptivo nenhuma tarefa é in- 

terrompida, caso contrário o número de interrupções de cada tarefa é 

finito; 

e restrições de recursos, se houver, são satisfeitas. 

No caso de um es~alonarnent~o determinístico, existem várias medidas de 

desempenho ou critérios de otimalidade que podemos usar, dent're eles: 

e Makespcm. O mnkespan é representado por T/T<,,, e é clefiiiiclo como o 

tempo que se leva para completar todas as 7z tarefas, ou seja, 

T/KlXaz = mnx(T/T/i, . . . , T/T/,). 

e O tempo total poiiderado de execuçiio, represeiita.do por Z L J ~ T , ~ ~ ~ .  

e O máximo atraso, que é representado por A,,,, e é formalmente definido 

como A,,, = maz(A1, . . . ,A,), onde Aj = Wj - d j .  

A grande variedade de problemas cle escalonainento existentes motivou 

a iiitroclução de uma notação sisteinática que pudesse servir de base para 

um esquema de classificação. Neste tral~allio utilizainos a iiotação proposta 

por Graliam et al. [10] e Blazewicz et al. [4], apresentacla em [3], que 

é composta basicameiite de três campos a! I ,O I y. O primeiro caiiipo a! 

descreve as características do aml3ieiite de processadores; o segundo campo B 
descreve as características das tarefa; o terceiro ca.111po n/ descreve o critério 

de otimalidacle escolliiclo. 

2.2 Escalonamento em Multiprocessadores 

Prograinas pa.ra.lelos podem ser represelitados por uiii conjunto de ta,re- 

fas iiiterrelacioiiadas, oiide essas taarefas são basicaiiiente unidades seq~ieiici- 

a.is. Qua.iido uni coiljuiito de piocessadores está intriiisicameiite acoplado; 



temos entrão um sistema de multiprocessadores. Em um sistema desse não 

só temos que detBerminar quantos, mas quais processadores devem ser aloca- 

dos para. uma aplicação, e mais especificamente, quais vão ser responsáveis 

por executar cada tarefa.. Esse probleilia é coilhecido lia literatura como 

MSP(Adubtiprocessor Schecluliizg Probbenz), ou P rob lema  d e  Escalona- 

niento e m  Miiltiprocessadores, e tem sido estudado por mais de 40 anos 

por estar relacionado ao uso eficiente dos sistemas de multiprocessadores. 

Os problemas de escalonamento em i~~~~ltiprocessadores são NP-Difícies 

na maioria dos casos(e.g. a minimização do m.akespan em dois processaclores 

uniformes, problema Q2 1 I Wm,, na notação de [I], já pertence à classe 

NP-Difícil [8, 91) e são geralmeiite resolvidos usaiido-se métodos lieurísticos 

em todos os casos, com exceção dos mais simples. Este trabalho tem como 

foco principal as formulações inateináticns desenvolvidas p r a  o MSP e seu 

variante M S P C D ,  a ser descrito mais a frente, de forma que deixaremos de 

lado as muitas heurísticas existentes para esses problemas em geral. 

Diversas formulações mateinátpicas p a a  problemas de escalonamento são 

apresentadas em um survey por Bla.zewics et al. [2], onde podemos destacar 

algumas formulações pa.ra problemas similares aos aqui discutidos. Vale cita.r 

uma forinulação para o problema de escalonamento em processadores parale- 

los uniformes com tempos de processamento padrão unitários 

(Q I p j  = I I y), que foi baseada em uni caso especial do problema de 

tra.nsporte, e assim permite que o problema seja resolvido em tempo polino- 

mial. É apreselitada ta.1111~ém uma fornlulação para o problema de escalon- 

ainento preemptivo em máquinas paralelas com critério de otima.lidade de 

minimizaçáo do nzakespan(P I 1iintiz I l/T~m,,), cujo iifimero de variáveis de- 

pende poliniomialmeiite do ta.n~anho da entrada cpa.ndo o iifiinero de pro- 

cessadores nz é fixo, podendo-se assim aplicar o procedimento de Marinarkar 



para resolver o problema, resulta.ndo na abordagem de complexidade polino- 

mia1 denominada método de uma-fase. Tal abordagem pode ser generalizada 

para cobrir os casos das máquinas serem uniformes(& I pmtiz I T/Vm,,) ou não- 

uniformes(R I pmtiz I T4fmaZ). 

Maculan et a1.[15] propuseram uma nova formulação para o MSP com 

relações de precedências entre as tarefas (RlpreclVVm,,), onde o número de 

variáveis binc2r-ias é polinomial, melhorando uma formulação de Blazewics 

et a1.[4] baseada na discretização do horizoiite de schedz~le em unidades de 

período de tempo, o que acarreta no uso de um número não-polinomial de 

varáveis 0-1. Esta formulação será descrita com det3a.lhes no próximo capítulo, 

na seção 3.2. 

Pablo et a1.[5] abordam o mesmo problema e propõem uma nova for- 

in~~lação para o problema., visto que a fornlulação proposta em [15] não é 

indicada para resolver problemas de grande escala através do uso de técnicas 

padrão de progra.mação inteira, como branch-and-bound e branch-and-cut. 

Nestra nova formulação, um subconjunto das inequações possue uma forte 

estrutiira coinbinatoria.l e assim tornou possível a definição de um politopo 

de partições em ordens lineares, c ~ ~ j a  investigação de sua estrutura facial re- 

sultou em inequações que definem facetas. Estas inequações foram usadas na 

implementação de um algoritmo de braizch-and-cut com o q ~ ~ a l  foi possível 

resolver na otimdidade diversas instâncias da vida real, a.lém de poderem 

ser usadas para inelhorar fornlulações matemáticas de outras va.riantes de 

problemas de escalonainento em multiprocessadores. Outros dois conjuntos 

de iileq~~ações válidas são tanll~ém propostos, dos q~mis podemos adaptá-los 

à formulação estudada neste trabdho, descrita no próximo capítulo na seção 

3.3.2. 



2.3 Escalonamento em Multiprocessadores com 

Atrasos de Comunicação 

Nesta seção focareinos em rima versão ligeiramente inoclificada c10 proble- 

ma apreseiitado na seção anterior, onde questões relacionaclas à comunicação 

entre os processadores e sua arq~~itetura n.50 foram levaclas em coiita. 

Com relação 6, arquitetura cle um sistema de ~nultiprocessaclores, teinos 

que as propriedacles de uma rede de processadores com respeito ao desem- 

penho de colnuiiicação entre eles depeiidem fortemente de sua topologia, 

que pode ser: vetor linear, a8nel, mallia, liipercubo, árvore, clentre outras, 

ilustradas ria figura 2.2. 

(a) Vetor Linear (11) Anel (c) Mallia 

(cl) Hipercubo 3D (e) Árvore 

Figura 2.2: Exemplos de topologia para sistemas de mnultiprocessadores 



Já com respeito à comunicação entre os processadores, temos que tarefas 

executadas em diferentes processadores devem trocar dados, e consequente- 

mente tais trocas introduzem atrasos de comunicação. Podemos lidar com 

esses a.trasos de forma implícita, q~~ai ido  os tempos de coin~~iiicação já estão 

incluídos no tempo de execução das tarefas, ou explícita, onde podemos dis- 

tinguir dois s~~bcasos.  No primeiro caso, cada tarefa requer somente um 

processador por vez e envia uma mensagem(e.g. resultados de sua execução) 

paara todos seus sucessores imediatos após o término de sua execução. Se 

duas tarefas, t j  e tk, estão em uma relação de precedência, i.e. t j  4 tk ,  então 

tk provavelmente usar& informações produzidas pela execução da tarefa t,. 

Porta.nto, um atraso de coiniinicação somente ir& ocorrer someiite se a.iiibas 

trarefas forem executadas em processadores diferentes. No segundo caso, tra- 

balliaiiios com o conceito de tarefas divisíveis, que nada mais é que a a.locação 

de uma tarefa divisível a vários processadores. 

No paradigma de escaloiiaiiieiito determinístico, assumimos que os atrasos 

de comunicação são conhecidos de antemão, e que podem ser calculados 

através de a.lgguiis parâmetros, como a quantidade de dados a. ser transmitida 

e a distância entre os processadores que executam o par de tarefas em questão. 

Dessa forma, podemos definir em linlias gerais o Problema de Escalo- 

namento em Multiprocessadores com Atrasos de Comunicação 

(Multiprocessor Schedulzng Problen~ With Communication Delays, ou 

MSPCD) como o problema de escalonas tarefas dependentes em sistemas de 

iii~~ltiprocessadores homogêiieos, cujos processadores estão conectados arbi- 

trarianieilte, coiitabilizando-se o tempo gasto lia traiisferêiicia de dados entre 

tarefas alocadas a processadores diferentes. Com respeito aos critérios de oti- 

malidade existentes, neste trabalho vamos 110s atei somente ao 

makespan. Portanto, de acordo com a notação apresentada em [3], o MSPCD 



é descrito como P, c o m  I p e c ,  c,k I Wm,,, onde P representa processadnres 

idênticos; c o m  indica que a topologia que os processadores estão conectados 

é arbitrária; pTec indica a existência de restrições de precedência &re as 

tarefas; c,k indica que se existe uma relação de precedêiicia eiitre as tarefas 

j e k e elas são executadas em processadores diferentes, então ocorre um 

atraso de coiii~iiiicação de de duração c,k devido à traiisferêiicia de dados; e 

finalmente W,,,, que representa o critério de otimalidacle escolhido, que no 

caso é a miiiimização do nzakespan. 

Tanja et a1.171 propuseram uma formiilação para este problema baseada 

na formulação apresentada em [S5]. Como a formulação original, esta apre- 

senta a grande desvaiitagem de ser somente capaz de resolver problemas de 

pequena escala, e com o objetivo de t e n t , ~  contornar essa limitação os autores 

utilizaram a lieurística VNS(Thrzab1e Nerghborhood ,%a?-ch) para o cálculo de 

limites superiores, e os métodos de balanço de carga e caminho crítico na 

teiitativa de melhorar os limites inferiores. Com a iiitrodução dos atrasos de 

comunicação, a modelagem matremática passou a t9er um termo não-linear, 

prod~ito de duas variáveis binárias. Além do coiijiiiito de restrições adi- 

cioiiais padrão acrescidas à foriiiiilação com o propósito de liiiearizá-la, foi 

utilizada um oiitro coiijuilto de restrições apreselitada em [13] como alter- 

nativa, cliamado de restrz.ções de redução. O uso deste outro coiijuiito de 

restrições reduziu o iiúmero de variáveis na foriii~~lação, melhoraiido o tempo 

e a q~ialidade da solução das iiistâncias testadas. Esta foriniilação é apreseii- 

tada com mais detalhes no próximo capít~ilo, lia seção 3.3. S.  



Capítulo 

lações 

Neste capítulo apreseilta.inos duas foriniilações mateináticas para o pro- 

blema M S P C D  e uma forin~~lação para um problema correlato, deilomiilado 

MSP.  E interessante fazer um estudo um pouco mais detall-iado dessas for- 

inulações para eilteildermos mellior a evolução delas até a forma mais recente, 

deaomii~ada de forni~~lação Packing. 

A primeira seção apresenta uma notação geral a ser usacla por todas 

as forin~~lações neste trabalho. A seção 3.2 apreseiita uina forillulação de- 

seilvolvicla para o problema M S P ,  oiicle os processaclores não são idênticos 

ilem ~~iliformes e não há atrasos de comuilicação. Já a seção 3.3.1 apreseiita 

uina forii~ulação para o M S P C D  baseada na primeira foriilulação apresen- 

tada, e fiilalmente na seção 3.3.2 é descrita a foriiiulação mais recente para 

o MSPCD,  a qual é objeto de estudo neste trabalho. 

3.1 Notação 

Apreseiltaiilos abaixo uma notação básica usada pelas trés foriniilações 

apresentadas neste capítulo. Esta notação é suficiente para descrevermos 



a primeira formulação, porém necessita da introdução de algiins parâmetros 

para clescrevermos as formulações para o MSPCD, além de termos de acres- 

centar novas variáveis de decisão e redefinir uma delas para a form~ilação 

Pncking. Essas inodificações serão dsecritas nas seções das formulações rela- 

tivas ao MSPCD. 

Defiiiimos primeiramente os parâinetros e logo após as variáveis de de- 

cisiio: 
T representa o conjuiito parcialmeiite orclenado cle tarefas, 

2.e. T = {il,. . . ,in). 

P representa o conjunto cle processadores, i. e. P = {pi  , . . . , p,} . 

E representa o conjunto das arestas que represelitalli as ordens de 

precedência entre as tarefas, i.e. E = {e,  1 21, j E T). 

A representa o conjunto dos tempos de execução de cada tarefa em 

cada processador, i. e. A = {Ll1, . . . , L,,}. 

E(j) representa o conjunto dos predecessores imediatos cla tarefa j E S, 

i.e. F(j) = {i E T I (i, j) E E). 

a coeficiente cle penalidade suficieiitemeiite grande, i. e. a > 0. 

As seguintes variiiveis de decisão são usaclas: 

I C ~  representa o tempo de início de execuçgo da tarefa i E T .  

Y S  

".i indica se a tarefa j E T 6 a s-ésirna tarefa executada pelo 

processador k E P. 

representa o tempo total de execu~ão de todas as tarefas, 



3.2 Formulaçáo para MSP 

Esta formulação, descrita em 1151, foi desenvolvida para o problema de 

escalonamento de trarefas em processadores não-idênticos com restrições de 

precedência. 

Apesar desta formulação não t r a t , ~  exatamente do M S P C D ,  julgamos 

importmte dar-lhe um enfoque um pouco mais detalhado por dela ter sido 

estendida a primeira formulação para o M S P C D ,  descrita na seção 3.3.1. 

O conjunto de ta.sefas a ser escola.i~ado pode ser representado por um 

grafo acíclico direcionaclo de precedência definido pela tripleta Ç = (T, E ,  A). 

Apresentamos abaixo a form~ilação matemática pasa o M S P .  

(MS P) 

sujeito a: 



k=l s=l 

.z;~ E {O, I), \ij E T,  Vk E P, V s  = 1,. . . ,n (3.8) 

A função objetivo dada por (3.1) procura minimizx o nzakespan. As 

eqiiações (3.2) garantem que cada tarefa é atribuída a exatamente um proces- 

sador , eilqua.nto que as ineqiiações (3.3-3.4) garailtem que cada processador 

não vai executx simultaneamente mais de uma tarefa. Vale ressaltar que a 

tarefa s + 1 só será atribiiída a um processador se a tarefa. s já tiver sido. 

As inequações (3.5) expressam as relações de precedência entre as tarefas, 

as quais garantem que uma tarefa só pode ser executada se todas as suas 

predecessoras já o t,iverein sido. As restrições (3.6) definem a sequência de 

tempo inicial de execução do conjunto de tarefas atribuídas a um mesmo 

processador, e fiiialmeilte, as restrições (3.7) definem o mukespan. 

3.3 Formulações para o MSPCD 

Nesta seção apresentainos duas form~~lações para o MSPCD, sendo que 

a primeira delas clese~ivolvida por Tanja et a1.[7] é uma adaptação cla for- 

mulação descrita lia seção anterior pasa o probleiiia em q~~estão,  e por coii- 

seguinte apresenta as mesmas desvaiitageiis já discutidas no capítulo ante- 

rior. Portanto, Liberti et al. [14] propusera.111 uma nova forin~dação para este 

problema, que procura coiitoriia,i- as clesvaiitageiis encoiitradas na primeira 

forinulação. 

Como o M S P C D  é uma versão particular do M S P ,  devemos iiitroduzii 

alguns conceitos iiovos bem como redefiiiir alguns jii existentes, necessários 



B modelagem deste problema. Como o conjunto de processadores é formado 

por processadores idênticos, podemos redefinir o conjunto dos tempos de exe- 

cução das tarefas, que passa a ser A = {L1, . . . , L.n), pois agora uma tarefa 

qualquer ti leva o mesmo tempo para  executa,^ em todos processadores. De- 

vemos definir o conjunto C = {cij I eij E E) que corresponde ao conjunto 

dos custos das arestas de coin~iiiicação, onde o custo cij denota a quantidade 

de dados a ser transmitida entre as tarefas i E T e j E T caso elas sejam 

executadas em processadores diferentes. Q~iaiido ambas as tarefas são exe- 

cutradas no mesmo processador, o custo de comunicação é igual a zero. Uma 

ta-refa não pode ser executada a n k  ser que todas suas tarefas predecesso- 

ias tiverem sua execução completada e todos os dados relevantes estejam 

disponíveis. Para esta versão do problema a q ~ ~ i  abordada, não é permitida a 

interrupção da execução das tarefas pa.ra reiilício posterior além de execuções 

redundantes de tarefas, isto é, permit,ir a execução de uma mesma tarefa em 

mais de ~iin processador. 

Assumimos que os m processadores idênticos que compõem o sistema de 

m~dtiprocessadores possiieill suas próprias memórias locais. Os processadores 

se coniunicain trocando mensa.gem em dois ca.1la.i~ bidirecio11a.i~ de igual ca- 

pacidade, e sua arquitetura, ou topologia, é modelada usaildo-se uma nzntriz 

de distância. O elemento (k, I) da matriz de distância D = [dkl],,, é igual 

ao número mínimo de ligações(ou links) 1iga.ndo os processa,dores pk e pl, 

e porta.ilto a matriz de distância é simétrica com os elementos da dia.gona1 

iguais a zero. Denominamos % o tempo gasto para a troca de dados entre 

as ta.i-efas i E T e j E T quando  executada,^ lios processadores k E P e I E P 

respectivainente. Pode ser calculado da seguinte forma: ~ 2 . l  = c, dklccr, onde 

ccr representa a ra.zão entre o tempo gasto para se transferir unia unidade 

de dado e o tempo gasto para redizar uma única operação con~putacional. 



Finalmente, assumimos também que cada processados pertencente ao sis- 

tema de mnultiprocessadores possue unidacles de p~ocessamen~o de E/S para 

todos os elos(ou links) de comunicação, de forma que cada processador possa 

efetuar simultaileameilte a execução da ta.refa e a coi~~unicaçã.~ necessá.ria,. 

O conjunto de tarefas a ser escalonado pode ser representado por um grafo 

a,cíclico direcionado de precedência definido pela quadrupleta 

G = (T, E, C, h). 

3.3.1 Primeira Formulação para MSPCD 

Apresentamos a seguir a primeira forinulação estudada para o MSPCD, 

baseacla na forinulação apresentada na seção anterior e descrita originalmente 

em [7]. 

Forinulação Matemática 

x . $ k  < EZJ~', 'v'k E P, 'v's E 12,. . . , [TI}  (3.14) 
j=l j=l 



Vk E P, Vs E { I , .  . . ,]TI - I}, V i ,  j E T (3.16) 

z,", E {O, l} ,  V j  < T , s  E (1 , . . . ,  ITI}, Vk E P (3.17) 

zj > 0, V j  E T (3.18) 

As equações (3.12) garantem que cada tarefa é atribuída a exatamente 

um processador, encluailto que as inecluações (3.13-3.14) garantem que cada 

processador não pode ser usado siil~~~ltaileameiite por i11a.i~ de uma tarefa. As 

iilecluações (3.15) expressain as relações de prececlêilcia entre as tarefas junto 

com o tempo de comunicação necessário cluanclo duas tarefas são executaclas 

em processadores diferentes. As restrições (3.16) definem a secl~Gilcia de 

tempo inicial cle execução c10 conjunto de tarefas atribuídas a um mesmo 

processador. 

3.3.2 Formulação Packing 

Nesta seção descrevemos uma nova forinulação proposta em [14] para o 

MSPCD. Esta nova foriniilação é baseada em uma idéia descrita em [ll], 

onde o problema em questão é a a.Iocação de espaço em uni porto para os 

iiavios ancorarem. 

Antes de apresentarinos a formulação matemática, fa.2-se necessário in- 

trudozir uni novo conjunto de variáveis de decisão usado especificamente por 

este novo modelo prograiiiação matemática associada0 ao MSPCD.  As no- 

va.~ variáveis são descritas abaixo. 



Notação Estendida 

yi representa o ID do processador onde a ta.refa i E T será executada; 

aij indica a relação entre a ordem do térmiiio das tarefas i. E T e j E T, 

mais precisaiiieiite, se a ta.refa i termina mtes da tarefa j iniciar. 

eij indica a relação entre os íiidices dos processadores cpe executaiii 

as tarefas i. E T e j E T ,  mais precisaineiite, se o índice do pro- 

cessados que executará a ta.refa i é estritaiiieiite meiior que aquele 

que executará a tarefa j. 

zik indica se a tarefa i E T é executada no processados k E P. 

Discutireinos abaixo a formulaç&o iriateinática, onde iiiicialineiite faremos 

uma apresentaçBo sucinta da idéia da q~ml esta nova modelageii? foi coilce- 

bida e logo após descreveremos a forinulação do modelo cle prograinação 

inateidtica propriamente dita. Finalmente, descreveremos uni coiijuiito de 

inequagões válidas para esta forniulaç&o. 

Formulação Matemática 

O MSPCD pode ser representado por um diagrama espaço-tempo onde 

o eixo horizontal e o eixo vertical representaiii as unidades de tempo e os 

processadores respectivaniente, e onde cada tarefa i a ser executada em um 

processador pode ser vista como um retâiigulo de tamaiilio L,, e altura 1 

(iiidicaiido que cada tarefa poderá ser executada somente por um proces- 

sados). Uma solução para o problema coiisiste em "empacotar" todos os 

retâiigulos representalido as tarefas dentro de um retângulo maior de altura 

IPI e tamanho W,,,. Como nosso objetivo é obter o menor m u k e s p m  deve- 

mos então mininiizar l/T/',,,, ou seja, devemos obter o menor retâilgulo capaz 

de empacotar todos os retângulos represeiltaiido as tarefas. 



Seja o grafo de precedência da figura 3.1 descrito em 1121. Vamos ilustrar 

iirna soliição para o MSPCD do grafo dado usando o dia,grama espaçn- 

tempo. 

Figura 3.1: Grafo de precedência da iustância kwok 

Figura 3.2: Dia.gra.rna espa,ço-tempo da. soli~ção ótima da insthcia kwok 

Baseado nessa idéia, podemos iiiterpretar a variável :ri como a coordenada 

do eixo l-ioiizontal da parte de baixo à esquerda do retângulo represe~ital~do 

a tarefa i, e a variável gi como a coordeiiada 

baixo à esq~ieida do retângulo repieseiltalldo a 

do eixo vertical da parte de 

tarefa i. 



Também podemos dar uma outra interpretação para ms variáveis binhsias 

aw e e, : 

( 1 se o retângulo da tarefa i está coinpletnmente à. esquerda 

c10 retâ.iigulo da ta.refa. j ,  e os clois retâ.ngulos não se 
V i , j ~ T c ~  = (3.19) 

sobrepõem em relaqão ao eixo horizontal 

( O  C.C. 

1 se o retiingulo da tarefa i está completamente abaixo 

c10 retâ.ngiilo cla ta.refa. j ,  e os clois retâ.ngiilos iião se 
\ J i , j E V ~ i j  = (3.20) 

sobrepõem em íelaqão ao eixo vertical 

o C.C. 

Sendo assim, apreseiltninos almixo a nova foriilulaçiio para MSPCD: 

sujeito a: 



A f~mção objetivo dada por (3.21) procura miniinizar o nxakespcm. A 

restrição (3.22) define o ntc~keslxzn, impoildo que o valor de I%,, teilha que 

ser pelo menos maior ou igual ao tempo de início de cada tarefa acrescido de 

seu tempo de execução. As restrições (3.23) definem a seq~~êilcia de tempo de 

início do conjunto de tarefas atribuídas ao mesmo processador. Ela expressa 

o fato de que se as tarefas i e j são esecutadas i10 mesmo processador, então 

a tarefa j deve ser iniciada pelo menos Li unidades de tempo depois do 

início da tarefa i. Caso as tarefas i e j não sejam atribuídas ao mesmo 

processador e seja.111 mutuailmlte iadependentes, ou seja., não existiildo uma 

relação de precedência entre elas, o raciocínio anterior não se aplica, pois pode 

ocorrer que a tarefa j comece a executar antes de i termillar. Daí o uso do 

termo (c,, - l)I.V,ll, em (3.23), onde i4Gl1, é L ~ I  limite superior do nxakespan, 

garantindo que a iilequação seja satisfeita. As restrições (3.24) asseguram que 

se duas ta.refas são iimtuameilte independentes e se sobrepõem, elas devem 

ser atribuídas a processadores diferentes. 

Va.inos analisar as restrições (3.25) caso a caso: (i) caso as tarefas i e 

j sejam mutuameilte ii~depeiideiltes e se sobrepoiiliam(o que implica em 



a,, = a,, = O), então deve existir uma relação entre os ID's dos proces- 

sadores que vão executá-las, e junto com a restrição (3.24)) asseguramos que 

elas devem ser executadas em processadores diferentes; (ii) caso as tarefas 

iiáo se sobrepoiiliam, então podemos afirmar que ou a tarefa i termiiia aiites 

da t,arefa j começar, ou vice-versa, o que implica a,, = 1 ou a,, = 1, o 

que já satisfaz as restrições iiidepeiideiite da escollia dos processadores; (iii) 

caso as tarefas sejam dependentes, tereinos uma relação de precedência pré- 

estabelecida entras elas (i -+ j ou j I\ i), o que novaiiieiite implica que 

a,, = 1 ou a,, = 1, satisfazendo a restrição independente da escollia dos 

processadores que irão executar tais tarefas. 

Os próximos dois coiijuiitos de restrições garaiitem que o modelo não fiq~ie 

inconsistente. As re~t~rições (3.26) garantem que se a tarefa a trermina antes 

da tarefa j, então j não poderá teriiiiiiar aiites de i (e vice-versa), eiiquaiito 

que as restrições (3.27) garantem que se o ID do processador atribuído à 

tarefa i for estritamente meiior que o ID do processador atrib~iído à tarefa 

j ,  então o ID do processados de j não pode ser estritamente menor que o ID 

do processador de z (e vice-versa). 

As restrições (3.28) garaiitem que se existe um arco ligaiido as tarefas i e 

j iio grafo G de precedêiicia, então a tarefa j só pode ser executada depois 

que a tarefa i terminar, ou seja, a%, = 1, ao passo que a restrições (3.29) 

expressam as restrições de precedêiicia entre as tarefas junto com o tempo de 

coiii~~iiicação requerido para as tarefas atrib~iídas a processadores diferentes. 

Já as restrições (3.31) relacioiiaiii o ID do processador onde a tarefa i vai ser 

executada à variável y, e fiiialmeilte as restrições (3.32) garantem que cada 

tarefa seja atribuída a soineiite um processador. 

O modelo descrito acima é um modelo de prograi~iação matemática misto 

não-liiiear, cujos únicos termos biliiieares são z,l,z,k nas restrições (3.29)) que 



representam o atraso de comunicaçiio. A constante a pode ser calculada da 

seguinte forma: 

a = C Li + C C, 1 1 l ~ . ~ { d ~ ~  I h, k t P}. 

Podemos linearizar este modelo introduzindo um novo conjunto de variiiveis 

continuas c E [O, I] as quais substituem os termos não-lineares citados acima, 

de forma que: 

As va.riáveis c devem satisfa.zer as restrições de linea,rização abaixo, da,cl~ii 

para frente cl-iamadas de restrições de liaearização padrão, que garantem 

também a integralidade de 5. 

Podemos tanibém utilizar um outro conjunto de restrições para 1inea.i-izas 

o modelo, descrito em [13]. Este conjunto é denominado restrições de ~edução 

e é apresentado abaixo: 

A seguir, mostramos que uma reforinulação do problema contendo o sis- 

tema de restrições de redução (ao invés das retrições de linearizaçiio (3.38)) 

é exata. 



Proposição 3.3.1. As restrições (3.32), (3.39) e (3.40) implicun~. as 

restrições de lin,eurixaçcl"o (3.38). 

Prova. Por (3.39) e (3.40) temos 

Por (3.41), temos que para qualquer conjunto J de índices f E P ,  

f k C E cij 5 C zif . Escolha um 1% E P e considere o conjunto J = P\{h). 

Para cada i, j E T e k E P ,  temos: 

xi f  > + (adicione e subtraia c:) 
f E J f E J  

> C<;!+[? -<? 
f E J  f E J  

zif > - c$ + (substitua Cltp por zji) 

. f € J  f € P  

zif > Zjr - :j (some e subtraia 
f c J 



Iiiequações Válidas 

Nesta seção descrevemos dois conjuntos de ineq~iações válidas que podem 

ser usadas com a formulação apresentada na seção anterior. Elas foram 

descrits originalmente em [5], e foram adaptadas para a formulação Packiny 

aqui descrita. 

Dado o gra-fo acíclico direcionado Ç = (T, E, C, A), definimos os seguintes 

coi~juiitos para cada tarefa j E T : 

c Sj = {i E T : existe um caminho em 6 de i para j), i. e, Sj é o conjunto 

dos predecessores da tarefa i; 

e Qj = {i E T : existe um caminho em Ç de j para i), i. e, Qj é o conjunto 

de sucessores cla tarefa j ;  

e Rj = {i E T : não existe caminho em Ç de i para j ou de j para i). 

(i) Iiiequações dos  Sucessores. Seja uma tarefa j e um processador 

k. Estas ineq~~a.ções dizem que a soma dos tempos de processamento 

de todas as ta,refas do conjunto de sucessores de j que são atribuídas 

a.o processador k mais o tempo de se comp1eta.i. a tarefa j ilão pode 

exceder o makespa.tz. Elas são apreselitadas a,ba.ixo: 

(ii) Iiiequações dos  Predecessores. O objetivo destas iilecl~ia,ções é levar 

em conta o tempo tota.1 de processainento das ta.refas atribuídas ao 

processados k ao se computar o tempo de início de execução da ta.refa 

j. Se j for também atribuída ao processador k, seu tempo de início é 110 

míilimo ig~ial à soma dos tempos de processamento de todas as tarefas 

já atribuídas ao processador k. Esta classe de inequações é dada por: 



Lema 3.1. A inequaçiio (3.43) é válida. 

Pmm.  Vamos assumir que i E S, e ainbas as tarefas i e j são execu- 

tadas 110 processador k .  Neste caso, o valor do primeiro somatório é 

Li enquanto que ein qualquer outro caso este valor é não-positivo. No 

segundo somatório, quando .i estA em Bj, se a tarefa j não é executada 

iio processador k ,  eiitão zjk = O e zjk + zik - gjt - 1 < O O que torna 

a iiiequação reduiidante. Por outro lado, se a tarefa j é executada no 

processador k ,  então zjk = 1 e as três situações abaixo podem ocorrer: 

(a) Se i é executada no processador k  antes cle j, entiio 

zjk+xix:-aji-1 = 1 , e a contribuição da tarefa i para a soma é L,. 

(b) Se i é executada no processador k e depois de j, então 

zjx: + zik - o-ji - 1 = O , e a tarefa i não contribui para a soma. 

(c) Se i não é executada no processador k ,  então xjk + zi:ilc - oji - 1 < O 
o que torna a iiiequação redundante. 

Os argumentos acima garantem a validade da iiiecliiação. 

Vainos exploras mais um pouco o argumento do item (c), para explicar 

o motivo da iiiequação descrita não poder ser uma igualclacle. Caso as 



tarefas i e j sejam sobrepostas , isto é o, + aji = 0, então teremos que 

xjr+.zik-gji. - 1 = 0. Já se tivermos aji = I, teremos que zjr+.zik -ofi - I < 0, 

ou seja, um termo que contribui negativamente na iiiequação, tornando-a por 

conseguiiite menos eficieiite. Isso acontece porque a va.riável crji 1iã.o garante 

que as tarefas i e j sejam executadas na mesma máquina. Para c~nt~ornar 

esse problema, deveinos iii~~ltiplicar a va.riá.ve1 qi pela va.riáve1 zjk, de forma 

que a inequação fique da seguinte forma: 

Novamente, teinos uin termo não-linear (gjizjk) dado pelo produto de 

duas variáveis binArias, e portanto devemos liiiearizar (3.44) da mesma forina 

feita com as restrições (3.29)) criando uma nova variável e acrescentando os 

mesmos tipos de restrições usadas em (3.38). Dessa forma, temos novamente 

uma formulação composta somente de termos lineares. 

Apesar cle agora 11izo ser possível que em determinados casos o conjunto 

de iiiequações deixe de atuar da forina mais eficiente, testes prelimiiiares 

mostrarain o tempo de solução dos problemas pelo CPLEX piorou, se coii- 

siclerarinos o tempo gasto coin a formulação sem as iiiequações e com as 

iiiequações descritas iiiicialmente. Isso se deve priiicipalmeiite à adição do 

novo termo não-linea.~, e consequentemente uma nova variável e um novo 

coiljuilto de restrições, o que devido B liiiearização acarretou em aumento do 

tamanho da matriz usa,da, em cada iteração do simplex e consequentemente 

o processo de resolução ficou mais lento. Como o ganho esperado não foi 



alcançado, optamos por usar os conjuntos de ineq~iações na forma em que 

foram apresentados de início. 



Capít ul 

Neste capítulo apreseiitaiilos os resultados comp~~tacioiiais obtidos ao re- 

solvermos instâncias do MSPCD iitilizaiido a formulação Packzng. 

Descreveinos as iiistâiicias de teste ila próxima seção, e os detalhes de imple- 

meiit ação lia seção 4.2. Fiiialiiiente, fazemos um resumo geral dos result aclo 

apresentados neste capítulo na seção 4.3 

4.1 Descrição das instâncias 

Procuramos utilizar uin grande núinero de iiistâiicias de teste com dife- 

rentes ca.ract erísticas cada, de forma que possamos ava1ia.r inellior o coinpor- 

taineiito desta iiova forimlação iiiecliaiite a variaçgo de parkinetros do grafo 

de tarefas represeiita~do a instikicia. Podemos eiiu1nera.r alguns parametros 

relevantes de acordo coin [7] : 

a 11, - iiúinero de tarefas; 

p - cleilsidade das arestas do grafo de tarefas; 

a f, - nível de paralelisino, isto é, d o r  médio de tarefas mutua,melite 

iildepeiideiit es; 



e f, - razão entre o tempo de computação e o tempo de comunicação, 

representado pelo parâmetro y na formulação usada. 

Outro pa.râiiietro muito importante é a arquitetura da i i i áq~~ i i a  com m~il- 

tigrocessadores, dado pelo número de processadores p e a matriz de distância 

D (ver seção 3.3 descrevendo a rede de iiitercoiiesão entre os processadores). 

Das diversas a.squiteturas de processadores existentes, resolvemos usa.r a ar- 

q~iitetiira onde todos os processadores estão completamente coiiectados, e a 

arq~~itetura hipercub o 2D cl~iaiido possível, por ela ser a.nipla.inente utilizada. 

O valor pasa f, é calculado baseado i10 iiúinero de processadores, iiúiiiero 

de níveis do gra.fo de precedência e o número médio de tarefas por nível. O 

pa.râiiietro fc é ca.lculado da  seguinte forma.: 

Abaixo apreseiltamos as matrizes de distância para as duas arquiteturas 

iisadas e seus respectivos números de processadores: 

- 

, para p = 4, 

para a arquitetura onde os processadores estão completamente coiiectados, e 
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1 1 0 2 1  
, para p = 2; D = 

1 2 0 1  

2 1 1 0  
- 

para a arquitetura hipercubo de uma e duas dimensões respectivameiite. 

A densiclade p do grafo de tarefas tainbém mostrou ser um parâinetro 

iinportante a considerar de acordo com [7], e como veremos mais a frente 

ao ailalisarnios as tabelas clos testes. Dessa forma, procuramos selecionar 

instâncias com o mesino número de tarefas, processadores e arquitetura, nias 

com densidades diferentes. 

Em nossos testes utilizainos três grupos de iilstâiicias difereiites: algumas 

instâncias pequenas j ja coiilieciclas lia literatura, iiistkncias geradas aleatoria- 

ineiite com valor de soluç2i.o ótima coillieciclo (instBilcias c0111 prefixo ogm de 

optimal gmphs) e iilstâiicias geradas aleatoriaineiite com o valor da soluçi%o 

ótima clesconliecido (instâilcias cujo riome se iniciam com a letra "t"). O 

grupo de instâncias agra possui uma característica interessante que é o fato 

cle iiidepeiidente da cleiisidade do grafo e do iiúmero de processaclores, o valor 

da solução ótima é sempre o mesmo. O gerador dos dois últimos grupos de 

instimcias é descrito em [6]. 

4.2 Detalhes de Implementação 

Descrevemos detalliadaiiieiite nesta secão a iiiip1emeiita.çã.o realizada para 

testa.rmos as iilstâiicias descritas lia seção anterior. O modelo matemático 

Packing foi iiiiplemeiitado usaido a liiiguageiii AMPL ( A  Modeliizg Language 

for Mathenzc~tical Programnzing) que por sua vez cllaiiiava o software CPLEX 



9.1 para resolver a instância em questão. Os testes foram conduzidos em uma 

máquina com quatro processadores Intel Xeon cada um com 2.80 GHz e com 

uma memória total de 4 GB de RAM, e o limite de tempo definido para todos 

os testes foi de um dia. Vale ressaltar que cada processo do CPLEX ocupava 

somente um processador, não havendo em hipótese alguma a possibilidade 

de processameiito parde10 de um processo do resolvedor. 

Com o propósito de se obter dados para melhor analisar a nova for- 

m~~lação, foi decidido variar alguns parâmetros importa.iltes, como o tipo 

de linexização usado, acréscimo de inequações válidas e arquitetura do sis- 

ao-se na tema de multiprocessadores. As duas primeiras variações citadas d" 

form~ilação mateiiiática, ou seja, o modelo em si é alterado, eiiq~~aiito que 

a última dá-se em um determinado conjunto de parâinetros(mais especifica- 

mente na matriz de distâncias D). 

Para o uso das inequações válidas, faz-se necessário definir novos conjun- 

tos (ver seção 3.3.2 do capítulo 3). A fim de obtermos os dados desses novos 

conjuntos, precisamos calcular o fecho transitivo do grafo de precedència, 

então implemeíitai~ios o algoritmo de \Varsliall lia propria linguagem AMPL, 

pois era o mais simples de se implemeiitar. Uma desvantagem dele é sua 

ordem de complexidade, que é de O(IvI3), onde ]VI é o iiúmero de vértices 

do grafo. Isso pode afetar o tempo de solução de instâncias com um ilúmero 

de tarefas significativo, então por isso decidimos usar o tempo gasto pelo 

CPLEX para resolver determiiiado problema, ao invés de usar o tempo total, 

pois nosso objetivo aqui é simplesiiieiite avaliar o impacto das iiieq~mções na 

formulação. 

Com relação a análise dos resultados, vamos focas na comparação dos 

resultados obtidos usando-se a foriii~ilação normal, ou seja, sem as iiiequações, 

e a formulação com as iiiequações. O parâmetro principal de comparação é 



o tempo gasto na solução das instâncias, e quando os tempos forem iguais, 

fato comum no grupo de instâncias com 30 e 40 tarefas, o pa.rametrro usado 

será o valor do gap de dualidade. 

As tabelas de resultados mostradas ilas próximas duas seções apreseiztam 

todas o mesmo formato. A primeira e a segunda coluna contém respedi- 

vamente os nomes das iiistâ.ncias de teste e o número de processadores na 

arquitetura usada. As próximas três colunas: número de tarefas 11, densi- 

dade p do grafo de precedência e a razão entre o tempo de com~micac,ão e 

o tempo de computação f,. As próximas seis colunas dizem respeito aos 

dados da solução da instância, onde a let,ra subscrita o identrifica o uso da 

form~ilação ein sua forma normal, enquanto a letra subscrita I identifica o 

uso na formulação das inequações válidas. São elas: valor da melhor solução 

inteira encontrada dentro do limite de tempo estipulado, tempo de solução 

gasto pelo resolvedor CPLEX e finalmente, o yap de dualiclade existente ao 

fim do processo de solução. 

As próximas duas seções apresentam os resultados obtidos iisando a ar- 

quitetura completainente conectada e a a.rq~~itetura hipercubo respectiva- 

mente. Já na seção 4.7, apresentainos os valores da relaxação linear de todas 

as instâilcias testadas usando a arq~~itetura completamente conectada., a.lém 

de algumas instâncias com nmis de 100 tarefas. 

4.2.1 Arquitetura Completamente Conectada 

Apresentainos duas tabelas cle resultados de testes rodados assuininclo-se 

que todos os processadores estgo coiiectados entre si, o que se configura na 

clenoininacla arq~~itetura completainente conectada. A tabela 4.1 apresenta 

clos dados clos testes roclaclos usando a linearização padrão, enquanto que 

a tabela 4.2 apresenta dos dados dos testes rodados usando a linearizaçgo 



clenoininada restrições de redução (reduction. con.stmints) . Abaixo fazemos 

uma análise dos resultados apresentados em cada uma das tabelas. 

Na tabela 4.1, pode-se observar rapidamente que nas 17 primeiras instâncias 

testadas, todas elas foram resolvidas, e a grande maioria em um período de 

tempo inferior a um minuto. Isso deve-se principalmente ao baixo número 

de tarefas, que variara.m entre nove e 12, e ao uso de no máximo três pro- 

cessadores na maioria das instâncias, sa.lvo todas instâncias iniciadas pela 

letra t. A diferença no tempo gasto para resolver essas iiistâiicias usaiido 

a formulaç~o normal e a formulação com inequações chega a ser irrisória, 

onde na maioria delas a diferença é de apenas alguns segundos, e em duas 

delas a forinulação iiormal demorou um minuto a mais para resolver. Já 

nas instâncias iniciaclas por t20, o uso das inequações válidas fez com que o 

tempo de solução fosse iiieiior em todas elas, com destaque para as iiistâiicias 

t20-25, cuja diferença de tempo foi de 35 minutos, e t20-75, cuja clifereiiça 

de tempo foi ligeiraineilte superior a duas horas. 

No grupo de instâncias com 30 tarefas, temos que em seis delas o yup 

foi inenor usando as inequações válidas, em outras seis ele foi i g i d  a zero 

usando-se as forin~~lações normal e a com inequações, e em somente uma o gc~p 

foi ligeiramente maior com o uso das iiiecluações(difereiiça. menor que 1%). 

Dentre as iiistâiicias cujo gap foi meiior, a diferença de valores do gap foi em 

média de 2%, e podemos destacar o fato das instâncias t30-30-2 e t30-60-2 

terem sido resolvidas, o que não aconteceu quando foi usada a formulação em 

sua forma normal. No caso das iiistâilcins que foram resolvidas com ainbas 

versões de forinulação, temos que em cinco casos o tempo de solução com o 

uso das ineq~iações foi menor, onde podemos destacar as iiistaiicias t30-75-1 

com diferença de tempo de 18 horas, t30-90-1 com diferença de seis horas 



e a instância t30-60-1 com diferença de quatro horas. No único caso que o 

tempo foi pior, a diferença foi de apenas quatro minutos. 

Finalmente, no grupo de instâncias com 40 tarefas podemos observar que 

somente em um caso foi possível obter a solução ótima, fato ligado ao uso das 

inequações v6Jidas. Vale ressaltar que nesse caso o valor da solução ót,iina foi 

encontrado iisando-se a forinulação padrão, contudo sua otimalidade 11ã.o foi 

provada dentrro do tempo estipulado. Analisando os valores de yap obtidos, 

nota-se que em oito instâ.ncias ele foi menor com o LISO das inequações, e em 

outras cinco instâncias ele foi maior. Em ambos os casos, a diferença dos 

valores do gap variou entre 1% e 3%. 

Tabela 4.1: Tabela comparativa de resultados para a arquitetura 

conlpletainente coilecta,da usando a linearização padrão. Tempo de 

CPU expresso em [lioras]:~ninutos:seguiidos.[centésiinos] 

0.00% 
0.00% 
0.00% 

continua na próxima página 



Tabela 4.1: Tabela comparativa de resultados para a 

arquitetura completamente conectada usando a linearização 

Na tabela 4.2, iiovameiite pode-se observar que as 17 primeiras iiistâ.iicias 

foraiii resolvidas em um pequeno período de teiiipo, com exceção de iIma 

de1a.s. Difereiatemelite do caso da foriii~ila~ão com a 1iiieariza.cão padrão, 

aqui temos que nas 12 primeiras iiistâiicias o tempo de solução com o uso 

dns iiieqiações vá.lidas foi maior, onde podemos desta.car os casos da iiistâiicia 

gral2, cuja difereiiça de teiiipo foi de quatro horas, e da iiistâiicia ogra10-30, 



csija diferença de tempo foi de 12 minutos. No restmte das instâncias, a 

diferença foi da ordem de segundos. Já nas instâncias iniciadas por t20, 

novamente o uso das inequações válidas fez com que o tempo cle solução 

fosse menor em todas elas, com destaque para as iiistâiicias t20-25, c~ija  

diferença foi de duas horas, e t20-75, cuja diferença foi de uma hora e meia 

aproxiiiiada.~iieiite. 

No grupo de instâncias com 30 tarefas, temos que em cinco delas o gup 

foi menor usa.iido as inequações válidas, em outras seis ele foi igua.1 a zero 

usando-se as formulações normal e a com inequações, e em outras tres foi 

maior com o uso das inequações. Dentre as instâncias cujo gap foi menor, 

podemos destacar o caso cuja diferença foi de quase 9% e dois outros ca- 

sos cuja diferença foi de 5% aproximadamente. No caso das instLncias que 

foraiii resolvidas em a.iiibas versões de foriii~ila.ção, temos que em quatro ca.- 

sos o tempo de solução com o uso das inequações foi menor, onde podemos 

destacar as iiistâiicias t30-30-1, t30-50-1 e t30-75-1 c~ijos tempos com as 

iiiequações diferem dos tempos obtidos sem as inequações em um pouco mais 

de três horas dos lios dois primeiros casos e aproximadaineiite duas horas no 

último. Nos casos cujo tempo de solução foi iiia.ior, a difereiiça. de tempo foi 

apenas de 1x0 máximo dois miii~itos. Nas três iiistâ.iicias restantes cujo valor 

do gap foi ma.ior com o uso das iiiequações, a diferença de seus va.lores não 

chegou a 2%. Um fato interessante que ocorreu nesse grupo de iiistâ.~icias 

foi a iiistâiicia t30-60-2, que foi resolvida com a foriiiulação iiorinal, mas 

não foi resolvida com o acréscimo das iiiequações. O colitrário ocorreu c0111 a 

inst âiicia t30-25-2, cujo tempo de solução foi razoavelineiite baixo se com- 

pa.rado as outras iiista.iicias do grupo. vale ressa.1ta.r que em ainl3os os casos, 

apesa.r do gup iião ter chegado a zero ao usar ou não as iiiecl~iações, o va.lor 



da solução encontrado era o valor da solução ót,ima, ou seja, somente não foi 

possível provar a otimalidade dentro do limite de tempo. 

Já no grupo de instâncias com 40 tarefas, destacamos o fa*to de ~ U E L S  

instâ.ncias terem sido resolvidas com o uso das inequa,çÕes vá.lidas, sendo que 

em uma delas o valor da solução ótima foi encontrado ao usar a formulação 

normal, mas a otimalidade não foi provada. Aaalisa.ndo-se os valores de gq1 

desse grupo, temos que em sete instâncias o valor dele foi menor com o uso 

das iiiequações, e nas outras sete o valor foi maior. Em a.mlms os casos, a 

diferença nos valores do yup com a formulação normal e com a formulação 

com as inequações foi em média de 1%) com exceção de alguns casos onde a 

diferença chegou a 5% e 8%. 

Tabela 4.2: Tabela comparativa de resultados para a arquitetura 

completamente conectada usando as restrições de redução. Tempo 

de CPU expresso em [horas]:minutos:segundos.[centésimos] 

L A 

continua na próxima página 
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Tabela 4.2: Tabela comparativa de resultados para a ar- 

quitetura completamente conectada usando as restrições de 

redução (contiinqão) 

De a,cordo com [14], qualido a densidade do grafo de precedêiicias é alta; o 

conjuilto de sestsiqões de liiieasização deiloiniilado como retrições de rechção 

é iiieiior que o coiljuilto de restrições de liiieariza,ção padrão, o que iiidica 

que o tempo de solução das iiistâncias CLI~O p seja d t o  é meiior ao usas as 

restrições de redução ao iilvés da liilearização padrão. Qua,ildo a iiistâilcia 



não foi resolvida, podemos notar que o valor do gap também é menor em 

quase todos os casos. Quando a densidade do grafo de precedências é baixa 

ocorre o contrhio, ou seja, tanto o tempo de solução quanto o valor do 

gap(cpaildo a instância não for resolvida no ótimo) são menores ao se usar 

a linearização padrão ao invés das restrrições de redução. Ambas situações 

podem ser observadas em quase todas as iiistâilcias testadas, comparando os 

resultados da  tabela 4.1 com a tabela 4.2, seja usando a formulação norma.1 

ou a formulação com as inequações. 

Tendo isso em mente, é interessante que se faça uma análise do impacto 

do uso das inequações de acordo com a densidade do grafo da instà-ncia em 

questão. No caso do conjuiito de instâncias com 30 tarefas, usando o conjunto 

de restrições de linearização padrão pode-se observar na tabela 4.1 que nas 

iilstâilcias em que p > 50, onde o uso da linearização padrão não prodiiz bons 

resultados como argumentado acima, as inequações melhoraram bastante o 

tempo de solução ou o valor do gap, permitiildo iilclusive que em uma delas 

fosse encontrada a solução ótima. Usando o conjunto de restrições de redução 

para a linearização, pode-se observar na tabela 4.2 que nas ii~stâncias em que 

p < 50, onde o uso desse conjunto de restrições normalmente não produz bom 

resultados, as inequações melhoraram o tempo das instâncias que já tiilliam 

sido resolvidas como tainl~ém reduziram o valor do g q  final. 

J& 110 caso do conjunto de instâncias com 40 tarefas, o uso das ineqações 

não apresentou o mesmo desempenl-io apresentado no coiljiiiito de iilstâilcias 

com 30 tarefas tanto para a linearização padrão como para as restrições de 

red~ição. Usando a linearização padrão, cpaildo p > 50, em quatro instâncias 

o gap foi menor com uma diferença média de 3%) e em três ele foi maior com 

diferença média de 1%. Usaildo as restrições de redução, quaildo p < 50, em 

três delas o gap foi menor e em outras três ele foi maior, sendo que em ambos 



os casos a diferença média no valor do y q  foi também de 1%. Quando p < 50, 

no caso da  1inearizaçZo padrão, e p 2 50, no caso das restrições de redução, o 

ganho com o uso das inequações não foi tão expressivo, principalmente com 

o grupo de instâ.ncias de 40 tarefas. 

Apresentamos abaixo a tabela 4.3, que resume quantitativamente o de- 

sempeiilio do uso das iiiequações, onde a liiilia "<" mostra o ilúiiiero de 

instâncias cujo t8empo de solução ou yup de dudidacle foi menor, e a linha 

">" o iiúmero de instâncias cujo tempo de solução ou yap de d~mlidade foi 

maior. As inequações 0btivera.m mais êxito q~iando a lineasização padrão foi 

usada, e apesaar do número de inst,&ncias cujo tempo de solução foi maior 

usando as iiieq~mções ter sido ma.ior, vale leiilbrar que isso ocorreu priiicipal- 

mente com as instancias pequenas, que foram resolvidas dent,so de segundos. 

Nas iiistâiicias com iifiiiiero maior de ta.sefas, as iiiequações apresentaram 

melhores resultados de forma geral. 

Tabela 4.3: Tabela comparativa com i~úinero de instâncias 

t I 

4.2.2 Arquitetura Hipercubo 

Nesta seção apreseiltainos os resultados obtidos usaiido a arquitetura 

hipercubo 2D, onde nem todas iiistâncias dispoiiíveis pucleram ser usadas, 

pois algumas possuíaii~ iiúniero de processadores inferior a quatro. O objetivo 

de realizar testes com essa arquitetura é de poder ava.1ia.r qual a influência. da, 

Grupo Teinpo Gap Tempo Gap 



arquitetura do sistema de multiprocessadores na solução final do problema, 

ou seja, saber se essa mudança t,orna o problema mais fácil ou mais difícil de 

ser resolvido, e caso seja possível, dizer sob quais condições isso acontece. 

Como o objetivo principal aqui não é ma.is avaliar o uso das linearizações, 

decidiu-se realizar os testes com a form~ilação normal e a formulação com m 

inecpações usando somente a linearização padrão. Não faremos tai~ibém uma 

análise dos resultados com as inequações como foi feito na seção anterior, já 

que o foco da análise aqui feita é o impacto da mudança de arquitetura dos 

multiprocessadores. 

O primeira fato que pode ser observado foi que no conjuntJo de instâncias 

usados pa.ra teste, a mudança para a arquitetura hipercubo 2D não acarretou 

inudança no valor da solução ótima de todas as instâncias que puderam ser 

resolvidas, com exceção de uma única delas. A única mudança significativa 

que pôde ser observada foi o tempo gasto para resolver estas instàncias, e no 

caso daq~~elas  que não foram resolvidas, o valor do gap. 

Dentre aquelas que foram resolvidas, o tempo gasto para resolver as 

instâncias com arquitetura hipercubo foi na grande maioria dos casos menor 

que para resolver aq~ielas com arq~iitetura coiupletan~ente coiiectada, ta.iito 

para a forn~ulação normal quanto para a forin~ilação com ineq~iações. Pode- 

mos destacar três casos interessantes: a instância t30-25-2, que não foi 

resolvida lia arquitetura completamente coiiectada mas foi resolvida lia ar- 

quitetura hipercubo 2D; a instância t30-30-2, que foi não foi resolvida na 

arcpitet~ira hipercubo 2D mas na arquitetura completainente coilectada, e a 

instância t20-10 cpe foi resolvida na arquitetura liipercubo 2D usando as 

inecpações, mas não foi usaiido a forin~ilação normal. 

Com respeito às iiistâiicias que não foram resolvidas, pode-se observar que 

no conjuiito com 30 tarefas o valor do gap foi menor na maioria dos casos, 



seja para a formulação normal quanto para a formulação com as inequações. 

Já no grupo de instiincias com 40 tarefas, nenhuma instância foi resolvida na 

arquitetura hipercubo, ao passo que na arq~iit~etura completamente conectada 

tivemos uma delas resolvida. Com relação ao d o r  do gup, na gra.iide maioria 

dos casos ele foi maior na  arquitetura hipercubo que na out#ra arquitetura 

testada. 

As tabelas abaixo resumem quantitativamente as informações apresen- 

tadas acima, onde podemos ver que à medida que o niímero de tarefas vai 

crescendo, os resultados da arquitetura hipercubo 2D vão ficando piores que 

os da a,rquitetura completamente conectada, como pode ser o observado para 

o caso das instâncias com 40 tarefas, onde o valor do gup foi maior em 12 

instâncias. A tabela 4.4 apresenta os dados referente ao tempo gasto pelas 

instâ.ncias resolvidas, enq~ianto a tabela 4.5 apresenta os dados referentes ao 

gup das instsâncicas que não foram resolvidas. 

Num. Tarefas Caso Nnrinnl Ineq. q 
Tabela 4.4: Tabela referente ao tempo Tabela 4.5: Tabela referente ao gup 



Tabela 4.6: Tabela comparativa de resultados para a arquite- 

tura hipercubo 2D usa.ndo a lineariza@o padrão. Tempo de 

CPU expresso em [horas] :minutos: segundos. [ceiltésiinos] 



4.2.3 Relaxação Linear 

A análise dos resultados obtidos através da relaxação linear do problema 

é de exArema importância, pois nos dá uma pista sobre a qualidade da for- 

mulação matemática desenvolvida. Se o valor da relaxação linear tende a 

assumir valores próximos do valor da solução ótima da instância em questão, 

indica que a formulação gera bons limites inferiores (no caso do problema 

atua.1, que é de ininiinização) e é indicada para aplicar técnicas de decom- 

posição, como a rz!axa$io laglangeana. 

As próximas tabelas apresentam os dados referentes à solução da se- 

laxação linear de todas as instâncias testadas previamelite para a arquitetura 

completamente conedada, além de novas instâncias com um número de tare- 

fas muito maior, onde fica claro que o uso das inequações válidas propicia 

um limite inferior melhor. Em t,odas elas, usou-se a formulação padrso e a 

forin~ilação com as inequações, ainbas usa.ndo as restrições de linearização 

padrão. Decidimos não colocar outras tabelas com os mesmos result~ados 

usando as restrições de redução como alternativa de linearização, pois os val- 

ores da relaxação linear foram absolutamente idênticos, além da diferença 

de tempo ser desprezível. O formato dessas tabelas é sin1ila.r ao das tabelas 

anteriores. Gostaria de cllamar atenção para a coluna Gap, que neste caso 

é a diferença relativa entre o valor da relaxação linear e o valor da solução 

ótima do problema. Nas instâncias onde não é conhecida a solução ótima, o 

espaço é preencl~ido com o sínlbolo "-". 

A tabela 4.7 apresenta os resultados do conjunto de instâncias usado para 

testar a arquitetura completamente cone~t~ada,, enqiuanto que a tabela. 4.5 

apresenta os resultados do conjunto de instâncias com mais de 100 tarefas. 



Tabela 4.7: Tabela conlparativa de resiilta.clos da relaxação 

1inea.r para a a.rqnitetura coinpletainente conectada. Tempo 

de CPU expresso em miriiitos : seguriclos . centésimos. 

nstâiicia p n 

kwok 3 9 

si1191 2 8 

ss91 2 9  

1nt91 2 1( 

ogra9-30 3 9 

ogrn9-60 3 9 

ogra9-90 3 9 

)gia1030 3 1( 

1gra10-60 3 1( 
1gra10-90 3 1( 

continua na próxima página 
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Tabela 4.7: Tabela comparativa de resulta.clos da re- 

laxação linear para a arquitetura coinpletaineilte conec- 

Ao analisasmos a tabela 4.7, pode-se olxesvas que em todos os casos 

o valor cla relaxação linear foi o mesmo inclepeilcleilte do uso ou não das 

CPU, 
00:00.27 

0O:OO.lO 

00:00.12 

00:00.37 
00:00.12 

0O:OO.lO 

0O:OO.lO 

00:00.58 

00:00.21 

00:00.48 

00:00.88 

00:01.14 

00:01.33 

00:04.34 

00:00.68 

00:00.53 

00:01.05 

00:00.42 

00:00.53 

00:OO.GO 

00:00.74 

00:00.37 

00:00.24 

CPU, 
00:00.74 

00:00.69 

00:00.47 

00:00.65 
00:00.53 

00:00.23 

00:00.17 

00:00.21 

00:00.67 

00:04.45 

00:01.59 

00:02.54 

00:02.11 

00:01.85 

00:01.72 

00:01.52 

00:01.54 

00:01.12 

00:02.39 
00:01.47 

00:01.20 

00:01.80 

00:OO.GO 



inequações. Como todas as instâncias apresentam um número relativamente 

pequeno de tarefas, o tempo gastro para resolver a relaxação linear foi muito 

pequeno. Sobre o tempo gasto para se obter o valor da rela.xação, pode- 

se espems de a,ntemão que o tempo gasto usando-se as inequações vá.lidas 

sempre maior na maioria dos casos, pois o acréscimo da.,.; re~t~sições torna a 

matriz usada pelo simplex nia.ior. 

Tabela 4.8: Tabela comparativa de res~dtados da relaxacão 

linear para instâncias com inais de 100 tarefas 

Instância 

ogra100-1 

ogra100-2 

ogra100-3 

ogra100-4 

ogral50-1 

ogra1502 

ogra.1503 

ogsal50-4 

Como mo~t~rado nas seções anteriores, o uso da? inequações válida.,.; me- 

lhorou o tempo de solução de um níimero significante das instâncias testadas, 

apesar dessa melhoria não ter sido causada por um valor cle limite inferior 

melhor. O uso de inequações v&lidas está intimamente ligado à esperança 

de uma melhoria no valor do limite inferior obtido principalmente atmvés 

da relaxação linear. Mas essa melhoria não foi observada no conjunto de 

instâncias usadas, que está limitado à 40 tarefas, já que acima disso a com- 

p 
2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

Ia 

100 

100 

100 

100 

100 

100 

100 

150 

p 
10 

40 

70 

90 

10 

40 

70 

90 

3, 

323 

585 

675 

715 

362 

693 

874 

919 

x1*, 
593 

762 

785 

788 

788.5 

943 

992.5 

999 

CPU, 

00:02.56 

00:03.22 

00:04.42 

00:04.90 

00:09.24 

00:10.56 

00:10.52 

00:1'7.33 

CPU,, 
00:19.11 

00:04.8Ç 

00:06.05 

00:12.35 

00:26.88 

00:31.46 

00:27.48 

00:26.29 



plexidade do problema não permite que a grande maioria das instâncias seja 

resolvida em pelo menos um dia de processamento. 

Seiido assim, decidimos investigar o valor da relaxação linear para as 

iiistâncias com número de tarefas superior a 100, pertencente ao grupo de 

instibcias denominado OTU. Para esse conjunt,~, decidimos usar o algoritmo 

de pontos interiores do CPLEX para tornar o processo de solução mais rápido, 

ao invés de se usar a opção padrão do CPLEX que é o algoritmo dual simplex. 

A tabela 4.8 apresenta os resultados obtidos para este novo conjuiito de 

instâncias. Pode-se observar agora que o uso das inequaçnes válidas acarretou 

numa melhoria ~ignificat~iva no valor da relaxação linear, principalmente para 

as instâ.ncias c~ija  densidade do grafo de precedência era baixa. Um fato iii- 

teressante de se observar neste grupo de instâncias é que à medida que a 

densidade do grafo vai auiiieiitaiido, o valor do limite inferior vai aunieii- 

tando também, o que pode ser explicado pelo fato do problema ficar mais 

"amarrado" com o grafo de precedências mais denso. 

4.3 Conclusões 

Neste capítulo foram apreseiitados os resultados das iiistálicias do MSPCD 

testadas na forinulação Pncking. Com o intuito de avaliar esta nova for- 

mulação, foi usado nos testes dois tipos de liiiearização para a formulação, 

além de um conjunto de iiiequações válidas. Das arquiteturas existentes 

de sistemas de ii~ultiprocessadores, escolhemos usar a arquitetura coinpleta- 

mente conectada e a arquitetura hipercubo 2D, por serem bastante populares. 

Também são apresentados os resultados da relaxação linear da formulaqão 

usai~do as restrições de liiiearização padrão. 



Sendo o uso do conjunto de inequações válidas na formulação uma das 

principais contribuições dede t,rabalho, fizemos uma descrição e análise de- 

talhada do impacto do uso delas na formulação usando ambos conjuntos de 

restrições de liiiearização. De forma geral, podemos dizer que o uso das ine- 

quações válidas traz ganhos razoáveis na solução do problema, quer seja no 

tempo gasto para resolvê-lo, quer seja no va.lor do p p  de dualidade ao fim do 

processo. Os test,es realizados com instancias com um grande número de tare- 

fas ei1coraja.m ainda mais seu uso, pois indicam uma melhoria considerável 

no valor do limite inferior obtido através da relaxação linea-r. 

Finalmente, os testes usando a arquitetura hipercubo 2D mostraram que 

pelo menos pa.ra este conjuilto de inst,?.ilcias usado, a inudança de arquitetura 

imposta praticamente não causou impacto no valor do mu.kesp«.n. Observou- 

se que o aumeilto do niímero de tarefas torilo~i o problema mais difícil de 

se resolver c10 que na arquitura completamente conectada, o que pode ser 

explicado pelo fato de existir um ilúmero maior de alterila.tivas a. se considerar 

sobre onde a tarefa será executada. 



pítulo 5 

Após termos avaliado os resultados obtidos com a forimlação Pnckang 

para o M S P C D ,  julgailios relevante avaliar o coiiiportanieiito desta nova 

forin~ilação na ailsêiicia dos termos não-lineares, que carecterizam os atra- 

sos de coiiiuiiicação, e suas respectivas restrições de liiiearização. Dessa 

forma, estaremos usalido a forniulação Pnckhg em uma versão ligeiramelite 

adaptada para resolver iiistâiicias do problema MSP com processadores uni- 

formes. 

Para que possaiiios fazer uma análise válida do deseiiipeiiho desta for- 

iii~ilação, decidimos testar o iiiesmo coiijuiito de instâncias risando a for- 

i~lulação de Paldo et a1. [5], já iiieiicioiiada no capítulo 2, por esta configurar-se 

como uma das melhores foriii~ilações encontradas na literatura para o M S P .  

Na seção 5.1 apreseiltainos as cluas formulações matemáticas, eilquailto 

que lia seção 5.2 apreseiitainos os resultados computacioiiais obtidos. Filial- 

mente, apreseiitainos as coiiclusões na seção 5.3. 



5.1 Formulações Matemáticas 

5.1.1 Formulação Packing 

A seguir, apreseiitaiiios a forinulação Packzng adaptada pa.ra o MSP com 

processadores uniformes. A notação é a mesma utilizada no capítulo 3. 



5.1.2 Foriiiulação de Coll 

Apresentamos aqui a formulação descrita em [5] para o iVSP com proces- 

sadores uniformes. Vale ressaltar que a formulação original abrange proces- 

sadores não-uniformes, e que por isso decidimos fazer algumas modificaçnes a 

fim de que seja levado em consideração somente os processsaclores uniformes, 

como é feito na formulação Packiny. 

Com respeito à notação, faz-se necessásio definir uma nova va.riá,vel biiiária: 

1 tarefa i é executada antes da tarefa j 
a~ = no mesmo processaclor (5.17) 

o C.C. 

Segue aba.ixo a foriii~ilação: 

(A4SP) 

sujeito a: 



Zjk  E {O, 1) V(j, k) E T x P (5.28) 

oij E {O, 1) tJi E T, V i  E Rj U Sj  (5.29) 

As equações (5.19) garantem que cada tarefa é processada e atribuída a 

exatamente um processador. As inequações (5.24) expressam as restrições 

de precedência entre as tarefas. As iilequações (5.26) definem a sequêilcia de 

tempos de início dcw tarefas atribuídas a um mesmo processador, garantindo a 

inexistência de sobreposição delas, enqua.lito que as inequações (5.25) definem 

o makespan. A relação correta entre as vxiáves x e a é dada pelas inequações 

(5.20)-(5.23). 

5.2 Resultados Computacionais 

As iilstâ.ncias utilizadas para testa- ainbas forinulações siío as mesinas 

usadas na seção anterior, sendo que os dados referentes à arquitetura do 

sistema de inultiprocessadores e ao tempo de transferência de dados entre 

os processadores forain retirados, já que nesta versizo do problema o tempo 

de transferência de dados é consiclerado irrelevante, independente de c01110 o 

conjunto de processadores está interconectado. 

Ambos modelos forain iiiiplementados na linguagem AMPL, sendo que o 

resolvedor utilizado para resolver a iiistiiiicia em questão foi o CPLEX 9.1. 

Os testes forain coiiduzidos em uma máquiiia com quatro processadores Intel 

Xeon cada um com 2.80 GHz e com urna memória total de 4 GB de RAM, 

com limite de tempo de solução de um dia. 



Na tabela 5.1 apresentamos os resultados dos testes rodados usando am- 

bas formulações. A primeira e a segunda coluna coiitém re~pectivament~e os 

nomes das instgncias e o número de processadores, enquanto que as próximas 

d~ms  coluiias indicam respectivaineilte o número de tarefas e a delisidade do 

grafo de precedência. As próximas seis colunas dizem respeito aos dados da 

solução da iiistâiicia, onde a letra subscrita s identifica um resultado per- 

tencente à, formulação de Coll et al., enquanto a letra subscrita p identifica 

um resultado perteiiceilte à formulação Packing. São elas: valor da mellior 

solução inteira encontrada dentro do limite de tempo estipulado, tempo de 

solução gasto pelo solver CPLEX e finalmente, o yup de dualidade existente 

ao fiin do processo de sol~ição. 

Analisando a tabela, pode-se notar que a formulação de Coll et al. saiu-se 

1igeira.meiite melhor lias iiistâiicias com iiúmero pequeno de tarefas, eilq~iaiito 

que a form~ilação Packiny saiu-se melhor nas instâncias com 30 e 40 tare- 

fas. Podemos destacar três casos interessa.ntes oilde a forill~ilaçãoPaclrii~g 

sobressaiu-se de forma expressiva: a instância t40-25-2, onde a solução 

Ótima pôde ser eiicoiltrada, as iiistâiicias t40-10-1 e t40-25-2, mija difereilça 

de tempo foi de aproxiinadameiite 57 e 38 iiliil~itos respectivaineilte. 

Nota-se facilmente também que a gra.iide maioria das iiistâilcias foi re- 

solvida em um intervalo de tempo sigiiificaiitei~ieiite pequeno, se comparado 

com a versão do problema com a.trasos de coiiiiinicação. Somente duas 

iilstâilcias do grupo com 30 tarefas e duas do grupo com 40 tarefas não foram 

resolvidas. Essa fato deixa claro que a retirada dos termos não-lineares, e 

coiiseq~~eiiteiiiente das restrições de liiiearização, tornou o problema mais fácil 

de ser resolvido. 



Tabela 5.1: Tabela. compasativa de rewltaclos. Tempo de 
CPU expresso em [horas] :minutos:seg~mdos. [centésimos] 

Instância CPU, 



Ta.bela 5.1: Tabela cornpa.rativa cle resulta.clos(cnritiriiiaçãn) 

Instância 

5.3 Conclusões 

CPU, CPU, Gap, 

Neste capítulo, aclaptainos a foriilulação Pncking para resolver proldeinas 

de escaloilniilento em sistemas de multiprocessadores onde não 11á atrasos de 

coilluilicação entre eles, versão esta do problei~la deiloiniilada anteriorineilte 



de MSP. Para que se possa ter uma idéia de seu desempenho, foi usada a 

formulação de Coll et al. adaptada para o mesmo problema.. 

A forinulação Packiny mostrou bom desempenho em quase todas as 

instâ,ncias testadas, destacaido-se em algumas delas. Iilfelizineilte, com o 

conjiinto de instiincias usado não foi possível detectas casos onde a formulação 

1150 tenha um desempeiiho bom e a outra o tenha. Seria interessa.iite usar 

instâ.ncias com um número maior de tarefas, a fim de se descobrir o número 

de tarefas onde a foriiiiilação iião consegue mais se sair tão bem. 



Conclusõe 

Neste tral~allio apresentamos alguinas foriiiulações matemáticas para dois 

tipos de problemas de escalonamento em sistemas de i~i~~ltiprocessadores. 

Deinos eiifoclue inicialmeiite a duas delas por razões históricas, por delas 

terem sido a motivação para o cleseiivolvimeiito de uma iiova for~ililação 

mais compacta para a versão c10 problema com atrasos cle coinunicação, o 

MSPCD. 

O 013 j etivo priiicipal cleste trabalho era avaliar o comportaineiit o dessa 

iiova fori~iulação, portanto era necessário realizar-se uma cluantidacle signi- 

ficativa cle testes nesta iiova forillulação. Utilizou-se clescle instâncias com 

iiúmeso peclueno cle tarefas até instâncias com um iiúinero razoável para ser 

resolviclo utilizando um moclelo inatemático. Os resultados foram bastante 

satisfatórios ao se comparar com a outra forillulação existente, apesar desta 

formulação já começar a mostras suas limitações com iiistâiicias com mais de 

40 tarefas. 

Com o propósito de melhorar o teiilpo de solução clas iilstâilcias e o valor 

do limite iilferior, foi apreseiitaclo um coiijuiito de iilecluações váliclas para 

a foriliulação, coilstituiiiclo nossa principal contribuição. Os testes com as 

inequações mostiaraili que de uma forma geral elas inellioraiain os resulta- 



dos obtidos sem o seu uso. Dessa forma, o uso dessas ineq~iações com a 

formu1açã.o é encorajado. 

F ~ t u r ~ m e n t e ,  seria interessante de se tentar implementas algum algo- 

ritmo de decomposição para esta foriii~ilação a fim de se resolver instâncias 

com um número maior de tarefas e valor de solução ótima desconhecido. Uma 

alternativa seria busca.r iiieq~iações definidoras de facetas para o politopo de 

pa.rtições em ordens lineares ou algum outro similar, que de acordo com o 

trabalho de Paldo et a1 [5], pode ser iisado para derivar iixquações válidas 

pa.ra várias va-riantes de problemas de escalonamento. De posse dessas in- 

equações, não fica difícil de se implementm um algoritrmo de bmnch-und-cut. 

Uma outra alterilativa seria tentar adapta.r a formulação para que se possa 

usar uma abordagem de geração de coliinas. 
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