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Uma rede é dita complexa quando possui um niimero grande de elementos e sua
topologia geralmente ndo é conhecida em detalhes. A distribuicao para o grau de
seus vértices segue uma lei de poténcias. Exemplos de rede deste tipo, e pela qual
temos interesse, sdo a Internet e a Web. Nosso trabalho tem como objetivo a carac-
terizacdo de uma propriedade de tais redes conhecida como Carga, que representa
o nimero de rotas que passam por cada nd, em nosso caso, quando submetidos
a um trafego uniforme (todos os nés enviam mensagens entre si). Essas rotas
estdo diretamente relacionadas com as arvores de caminhos mais curtos, e entao
desenvolvemos uma caracterizacdo para a distribuicdo de graus em arvores desse
tipo. Obtemos uma expressdo analitica e efetuamos simulagGes sobre a mesma.
O resultado obtido possibilitou caracterizarmos a distribui¢do da descendéncia de
um vértice em drvores desse tipo, com uma expressdo analitica que avaliamos
por simulagoes. Contudo, chegamos a algumas restrigdes quanto a direta aplica-
bilidade da descendéncia para obtencao da Carga. Entao, através de uma nova
analise baseada em resultados experimentais propomos uma nova explicagdo para
a Carga, utilizando inclusive a prépria distribui¢do da descendéncia. Finalmente,

discutimos e apontamos inconsisténcias existentes na literatura.
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A network is regarded as a complex network when it has a high number of
elements and the topology is not known in details. The distribution of the degrees
of the vertices follows a power law. Examples of this kind of network, in which we
are interested in, are the Internet and the Web. Our work aims to characterize the
property of these networks known as Load which represents the number of routes
passing through each node, and in our case, when submitted to an uniform traffic
(all nodes sending messages to each other). These routes are directly related to the
shortest path trees where we characterized the distribution of the degrees in this
same type of trees, obtaining an analytical expression and evaluating some simula-
tion on it. Based on these results, we characterized the distribution of the vertex’s
descendants in the shortest path trees. This was also verified by simulations. How-
ever, there are several restrictions to its applicability for Load estimation. Thus,
we developed a new explanation based on our experimental results to character-
ize the Load, taking advantage of the vertex descendant distribution. Finally, we

review and point out some inconsistencies available in the literature.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Preliminares

Uma rede é dita complexa quando possui um nidmero grande de elementos e
sua topologia geralmente ndo é conhecida em detalhes. Muitas dessas redes, como
a Internet, a WWW e diversas outras que retratam interagoes fisicas, quimicas,
biolégicas ou sociais (tabela 1.1) podem ser caracterizadas pelo fato de que o
niimero de vizinhos de seus nés * (seus graus) so distribuidos segundo uma. lei de
poténcias. Tais redes tém, entao, uma importante caracteristica de independéncia
de escala, conforme atestado em [18] para o caso da Internet e nos trabalhos
coletados em [11, 27] para diversos outros casos.

Os modelos de redes complexas contemporaneos se contrapdem aos grafos ran-
démicos ? ditos cléssicos propostos por Paul Erdos e Alfréd Renyi em [15, 16, 17]
nas décadas de 50 e 60, que consistem em agrupar, criando arestas, os n vértices
do grafo através de uma probabilidade fixa p, considerando o nimero de vértices
n grande (tendendo a infinito), resultando em uma distribuigdo de graus do tipo

Poisson. Existem propriedades derivadas de tal modelo bastante interessantes,

remos utilizar a palavra nés e vértices como sinénimos. Faremos o mesmo para arestas e
conexdes e também para rede e grafo. Chamaremos também de grafo mas nos referimos de fato
a sua versdo mais geral, ou multigrafo, em seu sentido estrito.

2Um grafo é dito randémico quando ele é gerado através de um processo aleatério.



como a transicao de fase 2 bem definida e o entdo surgimento de uma componente

gigante ¢ através de determinado valor de grau médio z.

Rede Vértices o ' Arestas
Internet Roteadores Conexdo 6tica ou fisica de outra natureza.
WWW Paginas Links entre as paginas através de URLs.
Colaboracao cientifica Cientistas Co-autoria de um artigo.
Hollywood Atores Apareceram no mesmo filme.
Metabolismo Celular Moléculas Participagdo na mesma reacdo bioquimica.
Rede de regulagfo proteica | Proteinas | Interacho para regulagio celular entre proteinas.

Tabela 1.1: Exemplo de algumas redes complexas.

Entdo, os grafos randémicos no sentido classico diferem do comportamento
encontrado em redes do mundo real de forma fundamental; iremos citar duas
basicas para exemplificar. Primeiramente, as redes reais tém um forte coeficiente
de agrupamento, o que n&o acontece com as randémicas. Uma rede é dita com alto
agrupamento se a probabilidade de dois vértices estarem conectados por uma aresta
for maior quando ambos tiverem um vizinho em comum. Tal propriedade pode
ser medida através de, por exemplo, um coeficiente representando a probabilidade
média de dois vizinhos de um dado vértice serem também vizinhos entre si.

Em redes reais, o coeficiente de agrupamento exibe valores como de alguns pon-
tos percentuais até 50% ou mais, enquanto no modelo original de Erdés e Rényi
este valor é, por defini¢do, independente dos vértices serem ou nao vizinhos. Con-
forme [11], temos exemplos de variados tipos de redes e seus respectivos coeficientes
de agrupamento, mostrando claramente tais evidéncias.

Outra caracteristica fundamental diz respeito a sua distribuicao de graus con-
forme enfatizado em [4, 5], onde, em redes randomicas cléssicas a distribuicdo de
graus é do tipo Poisson, como ja dito, enquanto em redes reais isso ndo acontece,
pois seguem uma, lei de poténcia. Iremos estudar e aprofundar mais justamente

sobre esta caracteristica que é fundamental para o nosso trabalho.

3 A expressdo transicio de fase é muito utilizada em termodinamica para descrever uma trans-
formagéo em um sistema de uma fase a outra, onde de forma abrupta uma mudanca em alguma
de suas propriedades ocorre.

4A transicio de fase citada anteriormente se dé justamente no aparecimento de uma. com-
ponente chamada gigante, que representa um subgrafo conexo que contém a maior parte dos
vértices do grafo.



Em termos de explicagdo para essa diferenciagdo entre as redes classicas e as
reais, serdo considerados os mecanismos que descrevem sua formacdo. Observa-
se que as redes reais estudadas contém um elemento fundamental derivado das
caracteristicas até aqui expostas, que é a existéncia dos vértices considerados con-
centradores (hubs), com seu grau de alta magnitude, conectando muitos nés e di-
minuindo o didmetro da rede, o que ndo acontece no modelo de grafos randémicos
cldssico. Ao desenvolverem seu modelo, Erdos e Rényi assumiram que tinham a
lista completa dos nds antes dos mesmos terem arestas, a préori. Em contraste, em
redes reais isso nao acontece. Por exemplo, o niimero de documentos da Web vem
crescendo, sendo que inicialmente, em 1990, havia somente uma pagina, e agora
h4 mais de trés bilhdes. Outras redes reais se expandiram de forma similar, como,
por exemplo, os atores em Hollywood que eram alguns poucos em 1890 e agora
formam um contingente com mais de meio milhdo de membros. Outro exemplo, a
Internet, considerando-se seus roteadores, e que tinha alguns poucos dos mesmos
a menos de trés décadas atrds e agora somam milhdes, sendo que os novos se ligam
aos ja existentes.

Além disso, nem todos os nés sdo iguais e possuem ligagOes independentes,
conforme acontece com o modelo cldssico. Por exemplo, ao se criar uma pégina
nova ¢ ligd-la, teoricamente pode-se escolher entre bilhGes de opgodes, s6 que na
pratica se conhece somente uma fracdo minima deste universo. Em decorréncia
de tal fato, ao se criar uma nova pégina, a mesma terd ligacGes mais provaveis
aos sites mais conectados (com maior grau), pois devido a isto séo também os
mais conhecidos, ficeis de encontrar e entdo, constituem os alvos realmente mais
vidveis de tais ligacoes. O mesmo vale para artigos, atores, e demais exemplos.
Tal mecanismo descrito é conhecido na literatura como o fendmeno de “anexagéo
preferencial” (preferential attachment).

Ambos 0s mecanismos citados, o processo de crescimento continuo a que a
rede é submetida e a ndo simetria dos vértices ocorrida através da “anexacio

preferencial” ajudam a explicar os concentradores, segundo os quais 0s novos nds



tendem a se conectarem aos vértices com maiores graus (fenémeno conhecido como
“rich-get-richer”), e também a conseqiiente distribuicio de graus resultante.

Os artigos coletados em [11, 27] demonstram que, até muito recentemente,
praticamente todo esforco despendido no estudo de redes complexas voltou-se para
a caracterizacao de mecanismos que expliquem o aparecimento de lei de poténcias
e também de suas topologias, quase sempre relativamente a suas componentes
conexas e estruturas semelhantes conforme 7, 8, 9, 10].

No entanto, no que diz respeito a redes de computadores como a Internet, uma
vertente de pesquisa igualmente importante deveria dedicar-se ao estudo de no-
vos algoritmos, especialmente distribuidos [6], que fizessem uso das caracteristicas
topolégicas especiais das redes em busca de maior eficiéncia. Isto de fato vem ocor-
rendo, mas somente a partir dos dltimos anos, como os trabalhos em [32, 33, 34].

Esses trabalhos dedicam-se quase exclusivamente ao estudo de heuristicas de
natureza local que possam ser utilizadas para levar ao aparecimento global de es-
truturas importantes na rede. Algumas aplicagoes relevantes dessas estruturas sdo:
a disseminacao de informagoes, a imunizagdo das redes no nivel da camada de rede
na pilha de protocolos, e também a busca em redes “peer-to-peer” desestruturadas.

Nao obstante da importancia desses avangos recentes, para que continue ha-
vendo progresso no sentido de buscarem algoritmos distribuidos apropriados & dis-
tribui¢do de graus segundo leis de poténcia, é necessario que se obtenham avancos
na descricao mais detalhada da estrutura das redes. Além do conhecimento que
j& se tem em termos de componentes conexas, é agora necessario que busquemos
conhecer com mais detalhes algumas particularidades daquelas componentes, fato
motivador e objeto de nosso estudo.

Em particular, trabalharemos na caracterizacdo de uma grandeza chamada
Carga, que é sempre associada aos nés da rede. Tal propriedade aponta para a
possibilidade de intervengdo em algoritmos de roteamento de rede visando a uma.
distribuicao mais eqiiitativa ndo somente da Carga entre os ndés, mas também
do trafego em cada canal quando se utilizam redes de “overlay” para aplicacoes

“peer-to-peer”.



Além disso, um conhecimento profundo de tal varidvel estd intimamente rela-
cionado a possibilidade de desenvolvimento de novos algoritmos para duas classes
importantes de problemas distribuidos, a saber, o roteamento de mensagens e o
estabelecimento de redes de “overlay” para aplicagbes “peer-to-peer”. A proprie-
dade Carga também estd diretamente relacionada com a importancia dos vértices
no grafo, sendo uma métrica interessante, quanto maior a Carga, mais importante

é o vértice.

1.2 Definicao do problema

Seja G um grafo com n vértices. Iremos interpretar G como uma rede de
computadores. Considerando que G é submetido a um trafego uniforme, ou seja,
todos os vértices enviam mensagens entre si. Estudaremos o nimero de rotas que
passam por cada vértice, e que chamaremos de Carga L. Tal varidvel quando
especifica a um determinado vértice u é chamada de L.

Um dos elementos necessdrios para obtermos L, serd o conjunto de arvores
de distancias mais curtas dos vértices de G. Quando consideramos uma &rvore
especifica, enraizada por um vértice v, por exemplo, chamaremos a mesma de T,.
As rotas, citadas acima, sdo equivalentes aos menores caminhos entre dois vértices,
ou seja, sdo obtidas justamente através das adrvores de distancias mais curtas.

Outra varidvel que iré4 nos ajudar em tal estudo, é o nimero de descendentes
de um vértice em uma arvore de distancias mais curtas. Por exemplo, chamaremos
a descendéncia do vértice u na arvore 1,, de Dj.

O nidmero de descendentes de u, ou Dy, é equivalente ao nimero de caminhos
mais curtos (rotas) passando por ele quando v, a raiz da &rvore, envia mensagem
para todos os outros vértices. Uma outra forma de visualizar seria considerarmos
a arvore de v, e entdo estardo passando o nimero de mensagens referente a quan-
tidade de vértices em que u estd no meio do caminho entre v e os outros vértices.
Ou também, o nimero de vértices que estdo “abaixo” de u na Arvore, ou sgja,

dependem dele para receberem mensagens.



Para obtermos a Carga L,, devemos considerar todas as n arvores de distancias
mais curtas referentes aos vértices de G, e entdo considerarmos a soma das rotas
(descendéncias) de u em cada uma dessas 4rvores, ou seja, teremos L, = > _._; D2.
Na verdade estamos fazendo a sobreposicdo de todas as arvores de caminhos mais
curtos de G.

Tal fato vem justamente através da observacdo de que quando cada um dos
vértices, especifico, estiver enviando as mensagens para todos os outros, ele enraiza
uma arvore de distdncias mais curtas, e claramente a descendéncia de todos os
vértices em tal 4rvore contribuird com uma parcela em suas respectivas Cargas
(a raiz envia mensagens pelas arestas de sua 4rvore de caminhos mais curtos). A
Carga é a soma do niimero de rotas que passam por um determinado vértice, que
é equivalente ao numero de vezes que o vértice estd no meio do caminho entre
outros dois vértices quaisquer, sua descendéncia.

Ao considerarmos o envio através de todos os vértices, e suas respectivas
arvores, e as descendéncias dos outros vértices nelas, ao efetivarmos a sua soma,
tem-se justamente a Carga total do vértice.

Para exemplificar os conceitos supracitados, consideremos a figura 1.1. Na pri-
meira parte (letra a) podemos visualizar um grafo G, que interpretaremos como
uma rede, e o vértice v enviando mensagens para todos os outros vértices. Mais es-
pecificamente, podemos visualizar claramente o menor caminho entre v e o vértice
u.

Quando v envia mensagens para todos os outros vértices, conforme a definicao
de trafego uniforme, devemos considerar a drvore de menores caminhos enraizada
por ele, no qual trafegam suas respectivas mensagens, conforme ilustrado na mesma
figura na segunda parte (letra b), onde as arestas do grafo que néo pertencem a
arvore estdao pontilhadas. Temos em tal figura as rotas de v para todos os outros
vértices.

Pela definicdo de Carga, considerando um outro vértice especifico u, a par-
cela referente a L, quando v envia mensagens é dada pela descendéncia de u na

rvore de v, ou DY, conforme exibido na terceira parte (letra c) da figura. Essa



Rota ou menor caminho entre ve u Arvore de caminhos mais curtos de v: T,

G G

Descendéncia de u na arvore de v

Figura 1.1: Exemplo de rota, arvore, descendéncia e carga.

descendéncia evidéncia o ndmero de rotas que passam por u quando v envia men-
sagens (4rea em cinza na figura).

Considerando que desejamos obter a Carga de u, precisamos entdo levar em
conta o envio de mensagens por todos os vértices, e entdo todas as suas arvores
e suas respectivas descendéncias, mais especificamente as descendéncias de u em
cada uma dessas arvores.

Para ilustrar tal conceito podemos ver na tdltima parte (letra d) da figura as
arvores de vy, vy, ..., U, onde trafegam as mensagens de tais vértices quando eles
fazem suas disseminagGes, e entdo obtermos a descendéncia de u em cada uma

dessas arvores, que caracteriza a Carga L, propriamente.



No caso especifico do nosso exemplo, as descendéncias de u nas arvores Ty, ,T.,,
«y Iy, valem respectivamente DJ' = 8, D% =5, ..., Di» = 3, e devem ser somadas
conforme a definigdo de Carga.

Dado que est4 clara nossa problemaética, queremos considera-la quando o grafo
G é um grafo aleatdrio, ou seja, é gerado através de um processo estocastico.
Seus graus sdo amostrados de uma distribuicio de probabilidades e a estrutura
topoldgica do grafo é instanciada através de um processo aleatério, tipicamente
um conjunto de sorteios.

Mais especificamente, a distribui¢do da qual serdo amostradas os graus dos
vértices de G é uma lei de poténcias, distribui¢do atualmente considerada como
sendo uma, boa aproximagcao para os graus dos vértices em redes como a Internet.

Iremos entdo counsiderar a distribuicdo o, como sendo uma lei de poténcias, e
oy, como sendo a probabilidade de um vértice escolhido aleatoriamente ter grau &
segundo esta distribuig¢do. Tal distribuicdo tem importantes caracteristicas, como
por exemplo, a independéncia de escala 5.

Complementarmente, devemos considerar os graus dos vértices nas arvores
de distancias mais curtas, como por exemplo 73, que baseados em um processo
aleatério também seguirdo uma distribuicdo de probabilidades, chamemos A, e
sendo A como a probabilidade de um vértice aleatério ter grau & em 75,.

Para desenvolvermos nossas anélises, utilizaremos de uma aproximagcao continua
através de um método baseado em uma fita, anilogo a uma busca em largura em

um grafo aleatério, e que iremos descrevé-la mais adiante.

1.3 Metodologia experimental

Em todas as simulagoes iremos precisar gerar os grafos para efetuarmos alguma

computacao sobre os mesmos. Mais especificamente, precisaremos gerar grafos com

5Sugerimos para maiores detalhes sobre a distribuicdo do tipo lei de poténcias e suas propri-
edades, a leitura do apéndice A.



uma seqiiéncia de graus amostrada de uma distribuicdo pré-determinada, que em
nosso caso € do tipo lei de poténcia.

Ent&o, o procedimento bésico para geragio consistird na amostragem de graus
da distribuicdo, efetuando tal procedimento para cada um dos n vértices. Entao,
iremos conferir se a distribui¢do é factivel de ser utilizada (se a seqiiéncia de graus
soma um ntmero par).

Iremos utilizar para construgao dos grafos nas simulagbes o método da urna,
que é um dos mais populares e de simples manipulagao.

Inicialmente, consideremos uma urna U. Seja um vértice qualquer v, por exem-
plo, que possui grau d,. Dever4 existir dentro da urna d,, bolas (ou cépias) rotu-
ladas com v, referentes a tal vértice. Para construirmos G devemos sortear pares
de bolas e inserirmos arestas entre os vértices relativos aos rétulos daquelas bolas.

Além disso, para as simulac¢Oes consideraremos sempre as médias sobre um
nimero especifico de rodadas, dependendo da varidvel aleatéria que desejamos
estimar e o custo computacional para obté-la. Sempre indicaremos quantas ro-
dadas foram efetuadas para geragdo de determinado gréafico. Vale enfatizarmos
que para mesmas variaveis, mas com pardmetros diferentes, como por exemplo,
um parametro referente a distribui¢do, sempre utilizaremos um mesmo nidmero de

rodadas e simulagGes que sejam comparaveis.

1.4 Organizacao da tese

No capitulo 2, iremos desenvolver um estudo analitico sobre as arvores de
distancias mais curtas considerando, a priori, a distribuicdo dos graus do grafo
G, ou seja, o como sendo do tipo lei de poténcia. Focaremos na obtengéo da
distribuicdo dos graus em tais arvores, ou A. Para confirmarmos nosso desenvol-
vimento, iremos também realizar simulagGes sobre nossa proposta, que de forma
geral mostrardo concordar com a tendéncia do modelo analitico.

Entdo, no capitulo 3 abordaremos a distribuicdo da descendéncia D, onde

desenvolveremos uma expressdo analitica com base na distribuicdo de graus nas



arvores de distancias mais curtas A, obtida anteriormente. Também efetuaremos
simulagGes e mostraremos que elas se aproximam de forma bastante razoavel de
nosso desenvolvimento.

No capitulo 4 iremos estudar a variavel Carga L propriamente dita, baseado
no desenvolvido nos capitulos anteriores, e analisaremos a adequagao da utilizacao
da varidvel descendéncia D} para sua composi¢do. Além disso, efetuaremos si-
mulagoes, e baseados nas mesmas proporemos uma nova explicacdo para L, in-
cluindo algumas equagdes.

Entéo, no capitulo 5 iremos fazer consideragoes a respeito dos trabalhos relaci-
onados existentes na literatura, comentando alguns problemas, sugerindo possiveis
corregoes e comparando com nossos resultados.

Finalmente, no capitulo 6 faremos um resumo de nossas contribui¢tes e propo-
remos algumas sugestGes para desenvolvimento futuro.

Complementarmente, no apéndice A apresentamos as distribuig¢oes do tipo lei
de poténcia e uma de suas principais caracteristicas, a independéncia de escala.

No apéndice B, com intuito de simplificarmos a leitura deste trabalho, apre-

sentamos uma tabela resumindo as principais varidveis utilizadas.
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Capitulo 2

Arvores de caminhos mais curtos

2.1 Estudo analitico

Para o desenvolvimento de um estudo analitico, devemos inicialmente consi-
derar o procedimento de busca em largura (BFS da sigla em inglés). Uma busca
em largura é um algoritmo de busca néo informada que se inicia através de um
né chamado raiz e explora todos os seus vizinhos. Depois de esgotar toda vizi-
nhanga, para cada um dos vizinhos, explora seus respectivos vizinhos, continuando
assim sucessivamente até que o grafo seja esgotado (ou da componente conexa &
qual pertence a raiz). Utiliza-se uma estrutura de dados conhecida como fila para
auxiliar no processo de busca, armazenando os vizinhos pendentes que devem ser
explorados em cada instante de tempo do algoritmo.

Tal procedimento é conhecido como uma busca em largura, pois expande a
fronteira entre vértices “conhecidos” e “desconhecidos” uniformemente. De fato, o
algoritmo “descobre” todos os vértices com distancia k da raiz, antes de descobrir
os vértices de distancia k + 1. Tal procedimento gera também nosso objeto de
interesse, que sdo as drvores de caminhos mais curtos *.

Segue o algoritmo béasico em pseudocédigo:

(i) Inserir o né raiz s na fila q.

1Para maiores detalhes sobre tal resultado, consultar [14]. Além disso, iremos utilizar o termo
menores caminhos, rotas ou distancias como sindénimos.
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(ii) Retirar o né v da cabega da fila g e examing-lo, explorando todos seus vizi-

nhos u. Para cada u ainda néo visitado, faga:

o Inserir aresta (v, u) na arvore Tj.

e Colocar u no final da fila q.
(iii) Se g vazio, todo vértice do grafo foi examinado, retornar a drvore Tj.

(iv) Caso contréario, voltar ao passo (ii).

Utilizaremos um procedimento anélogo ao descrito anteriormente, conhecido
como método da fita [2, 22, 23], que além de gerar uma arvore em largura pos-
sibilita a exploragao de algumas propriedades analiticas interessantes, através de
uma aproximagao continua na busca sobre tal drvore (iremos nos aprofundar mais
adiante).

Tal algoritmo também utiliza a idéia do método da urna [29], e depois de
amostrar o grau de cada um dos vértices, para um vértice v, por exemplo, gera-se
d(v) cbpias rotuladas para o mesmo. Entdo, para cada uma dessas copias sorteia-
se um ndmero uniformemente no intervalo unitério [0, 1], e associa-se 0 mesmo a
sua respectiva cdpia, sempre cada uma delas sendo tratadas individualmente. Este
procedimento é repetido para todos os vértices.

Entdo, devemos considerar uma fita ¢, limitada no intervalo unitério, onde
iremos inserir em ordem crescente todas as cdpias dos vértices (andlogo ao processo
de inserc¢do das bolas dentro da urna). Tal fita segue o padréo conforme a figura
2.1.

Podemos visualizar na figura as cépias inseridas na ordem crescente de seus
rétulos, que aparecem abaixo do mesmo. Iremos percorrer a fita da direita para
a esquerda, ou seja, em ordem decrescente. Por exemplo, o primeiro vértice a ser
considerado serd o que chamamos de A, pois existe uma copia referente ao mesmo
que tem o maior rétulo da fita, de valor 0,99. Logo apds, temos o vértice D, com
sua cépia com rétulo 0,98, e em seguida o vértice C' com sua copia de rétulo 0, 97,

e assim sucessivamente.
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Assim, percebemos que existira na fita tantas cépias quanto forem os graus dos
vértices. Por exemplo, um vértice B com grau 2, terd duas cépias relativas a ele

na fita. Podemos visualizar suas copias com os rétulos 0,92 e 0,01 na figura.

0 < 1

B (oonlllone) E|D|A|C|B}A|C|D]|A
0,01 " 10,7110,7710.82{0.85{0.92{0.97{ 0,97/ 0,98/ 0.99

Figura 2.1: Exemplo com padrdo de uma, fita. unitéria.

Antes de apresentar o algoritmo que ird ser executado sobre a fita, devemos
tecer algumas consideracoes basicas sobre o mesmo. O algoritmo tem como obje-
tivo a execugao de uma busca em largura sobre um grafo aleatério baseado numa
seqiiéncia de graus amostrada de uma distribuicao.

Como o grafo é aleatdrio, ou seja, obviamente o mesmo néo existe antes da fase
de amostragem de seus graus, entdo necessariamente ele devera ser construido em
algum momento da execucao do algoritmo, necessariamente apds tal fase.

Devemos atentamente observar que iremos executar dois procedimentos simul-
taneamente, a construgao do grafo baseado na sequéncia de graus amostrada de
uma distribuigéo, e a construgdo da arvore de busca em largura sobre o grafo que
esta sendo gerado.

De fato, usaremos a ordem das cépias dos vértices na fita para formagéo da
ordem dos vértices na fila da busca em largura. Tal fato sera til para futuramente
efetuarmos nossa analise como uma aproximagao continua no tempo de execugao
da busca. Esperamos que tal fato fique mais claro quando efetuarmos a analise do
algoritmo.

Somente como uma observagao, uma questdo pertinente que se coloca é porque
utilizar tal artificio e ndo o método classico da urna, dada as similaridades entre

0s mesmos?
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Ao efetuarmos o procedimento de amostragem dos graus, inserimos cépias re-
ferentes aos seus graus na fita, e de forma andloga ao método da urna poderiamos
diretamente construir um grafo baseado no mesmo.

Poderiamos fazer isso selecionando as cépias duas a duas, ou seja, devemos
pegar todos os vizinhos de forma, pareada e inserimos uma aresta entre os mesmos.
Assim, terfamos através da ordem das cépias na fita um andlogo ao sorteio das
bolas da urna. Para ficar mais claro, no caso de nossa fita ¢ do exemplo da figura
anterior, terfamos algumas arestas como {(4, D), (C, A), (B,C), (A, D)}.

Entao, apés o procedimento de amostragem e de construcio do grafo através
do pareamento, poderiamos executar o procedimento cléssico de busca em largura
para construcéo da arvore. Este seria um caminho perfeito para geragfo do grafo
aleatério baseado na distribuigfio de graus e a construcgéo de sua arvore da busca
em largura, analogo ao efetuado quando utilizamos o método da urna.

Porém, devemos observar que utilizamos de forma. diferente, pois temos como
objetivo utilizarmos a ordem em que as cdpias estdao colocadas na fita como re-
feréncia para a busca em largura. Novamente, fazemos isso pois iremos aproveitar
tal fato para efetuarmos uma aproximacio continua, fazendo um paralelo dessa
ordem das cépias com relacao ao tempo de execugdo do algoritmo de busca. Pode-
remos fazer durante a analise um tratamento relativo ao tempo em que o vértice
é anexado a arvore, utilizando uma integral, que serd importante para o desenvol-
vimento.

A busca serd feita sobre as copias referentes aos vértices no grafo (cada vértice
tem tantas cépias quanto for o seu grau), diferentemente da forma cléssica onde
sao considerados os vértices propriamente.

Feita as consideragoes gerais a respeito do algoritmo, devemos considerar suas
variaveis. Temos uma variavel ¢, que representa o tempo referente a execucao da
busca, e que justamente possibilita a aproximagcio continua do mesmo. O tempo
vale inicialmente ¢ = 1, e no final do procedimento ¢ = 0, similar (paralelo) ao

intervalo unitario em que a fita est4 limitada.
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Cada vértice tem uma varidvel relativa ao seu grau em G, que foi amostrado
da distribuicfio, e chamaremos, por exemplo, o grau em G de v por d(v).

Além disso, cada vértice compartilha com suas cOpias uma varidvel chamada
grau residual, que armazena quanto falta para o vértice ser completamente satu-
rado, obedecendo assim, a realizacdo da distribuigdo de graus original da qual foi
amostrada. Chamaremos o grau residual do vértice v, por exemplo, de d,qs(v).
Em t = 1, temos d,.s(v) = d(v), ou seja, de forma 14gica todo vértice inicia o
procedimento com seu respectivo grau residual igual ao seu grau amostrado.

O algoritmo também contém uma estrutura de dados auxiliar ¢(), uma fila do
tipo fifo (first in first out) que armazena as cOpias correntes a serem exploradas em
determinado instante de tempo da execugao do algoritmo. Tal fila serd preenchida,
de maneira analoga ao computo de uma busca em largura em um grafo arbitrério
qualquer.

Apesar da fila ter como pardmetro o tempo, o mesmo pode ser ignorado quando
o algoritmo ¢é executado, devendo ser tratado somente como uma fila normal, onde
manipulamos sua cabega, examinando e retirando elementos da mesma. Esse
parametro tempo é 1itil somente como marcagdo para o desenvolvimento analitico,
e iremos observa-lo mais adiante.

Também teremos um ponteiro p, que marca o préximo vértice a ser explorado
na fita. Iniciamos apontando para a cépia de maior valor da fita ¢, que se encontra
mais a direita, considerando a orientagdo conforme a ilustragéo anterior.

Temos a varidvel comp representando o indice da componente conexa que esté
sendo explorada de forma corrente (no momento). Além disso, consideraremos
a versao da arvore referente a uma componente conexa especifica como sendo
T'(comp), por exemplo.

Entao ja podemos introduzir o algoritmo, e posteriormente um exemplo para
ilustrar.

Niicleo basico do algoritmo de geragao e busca da fita:
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e Pré-processamento: comp = 0,t = 1. Efetuar amostragem da. seqiiéncia de

graus da distribuicio de graus e inser¢éo de cépias rotuladas na fita em ordem
crescente pelos rétulos. Ajuste do ponteiro p apontando para cépia mais a

direita na fita,;

e Passo 0: Selecionar cépia referente ao vértice v apontando por p e inserir

d(v) cépias na fila em g(t). Avangar p. Atualizar ¢;

e Pagso geral:
(a) Seja o vértice v na cabeca da fila g(¢). Enquanto (dyes(v) = 0): remover
v da cabega de ¢(t), atualizar ¢ ¢ considerar nova cépia que estd na cabeca
como sendo o novo v;
(b) Seja o vértice w apontado por p na fita. Enquanto (d,.s(w) = 0): avancar
p;
(c) Inserir aresta (v,w) em G. Avangar p.
(d) Se (dpes(w) = d(w)): inserir aresta (v,w) em T(comp), inserir cépias
referentes a w em ¢(t) (as copias sdo equivalentes ao grau amostrado menos
1, pois j4 foi gasto uma unidade no processo de anexagdo que acabou de
ocorrer).
(e) Remover cépia de v da cabeca da fila g(t). Atualizar graus residuais.

Atualizar t.

e Reinicializagio: Caso q(t) = 0, entdo incrementar comp e recomecar procedi-

mento no passo 0 para componente comp, ajustando ponteiro p para préxima

vértice v tal que d,es(v) > 0; Sendo, repita o passo geral.

e Finalizacdo: Ao final do processo devemos checar o tamanho de cada compo-
nente comp, obter a de maior nimero de vértices e retorné-la (chamaremos
a mesma de componente gigante de (G, iremos comentar mais a respeito

posteriormente).
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Dado o descrito anteriormente, ao final do algoritmo sabemos qual maior com-
ponente, comp por exemplo, e entdo teremos T'(comp) como sendo a drvore de
distancias mais curtas de tal componente.

Vamos considerar um exemplo, conforme uma fita ¢. Consideremos o con-
junto de vértices V' = {u,v,w,z, 2,y,l}. Seja a sequéncia de graus nesta ordem,
amostrada como (3,2,2,1,4,2,2).

Consideremos entdo uma sequéncia na fita, ji ordenada conforme os rétulos
dos vértices, como por exemplo: (u,v,w,z,z, 2,9, ,1,u,v, 2, w,u,y, 2). Existem
tantas cépias quanto os graus de cada vértice. Iremos através da execucdo do
algoritmo obter a seguinte seqiiéncia de passos, descrita na tabela 2.1. Cada linha
nesta tabela representa a configuragdo ao final de cada passo do ponteiro p, da

fila, de sua cabega, qual aresta foi inserida no grafo, e qual aresta foi inserida na

arvore.
Passo | Ponteiro p Fila Cabecga | Aresta do grafo | Aresta da arvore

pré u 0 - - -

0 v (uyu,n) u - -

1 w (a,u,v) u (u,v) (u,v)
2 T (u,v,w) u (u,w) (u, w)
3 z (v,w) v (u, ) (u, @)
4 z (w,2,2,2) w (v, 2) (v, 2)
5 y (z,%,%) z (w, z) —
6 ! (z,2,y) z (%,9) (#,9)
7 l (z,y,]) Z (z,1) (z,0)
8 ! (nh) y - -

9 u ) 1 (w, 1) -
11 u 0 - — —

Tabela 2.1: Exemplo de execugdo do algoritmo sobre a fita.

Assim, construimos a &rvore referente a busca em largura com as arestas
T(GQ) = {(u,v), (u,w), (u, z), (v,2),(29), (2,0}, e o grafo com arestas E(G) =
{(w,v), (v, w), (u,2), (v,2), (w, 2), (2,9), (2, ), (¥, D)}

Com objetivo de iniciarmos nossa andlise em relagéo a distribui¢éo de graus em
arvores de caminhos mais curtos, devemos agora introduzir as seguintes variveis

aleatorias:
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e oy probabilidade de um vértice v ter grau 7 no grafo G. Utilizaremos a
notacdo compacta proposta anteriormente, mas uma outra maneira de es-

crever a expresso seria P(dg(v) =1).

e A, .1: probabilidade de um vértice v ter grau m + 1 na arvore de disténcias
mais curtas 7. Utilizaremos a notagdo compacta proposta anteriormente,

mas uma outra maneira de escrever a expressao seria P(dr(v) = m+ 1).

® p;m: Probabilidade de um vértice v ter m filhos em uma 4rvore em largura
T, dado que o mesmo tem grau 7 em (. Utilizaremos a notagao compacta

proposta anteriormente, mas uma outra maneira de escrever a expressao seria

P(dr(v) = m|dg(v) = 1).

e p;m(t): probabilidade de um vértice v ter m filhos em uma drvore em largura
T, dado que o mesmo tem grau 7 em G e foi anexado na arvore no tempo
t, ou seja, sua copia de maior indice na fita vale £. Utilizaremos a notacao
compacta proposta anteriormente, mas uma outra maneira de escrever a

expressio seria P(dr(v) = m|dg(v) = i, max{v} = 1).

® u;;: probabilidade para o valor do méximo entre copias de um vértice
v, sendo que o mesmo tem 7 cépias sorteadas uniformemente no intervalo
unitério, ser igual a ¢. Utilizaremos a notag&o compacta proposta anterior-

mente, mas uma outra maneira de escrever a expressdo seria P(max{v} =

t]da(v) =1)

Temos como objetivo a obtencio da distribuicdo de Apy1, que justamente
representa o ndmero de filhos em uma 4rvore de caminhos mais curtos de um

vértice?. Temos baseados no método da fita [2] a seguinte equagdo bésica:

o0
A’l’n+1 ~ Z ;P4 m (21)

i=m+1

2Devemos notar que o grau do vértice é m+ 1, sendo a primeira parcela m referente aos seus
filhos na 4rvore, e a parcela unitdria representando a aresta em que ele foi anexado 3 mesma.
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que representa a multiplicacdo da distribui¢do marginal de a; com a condicional
pim, originada através de trivial identidade 3.

Devemos notar que essa equacdo é aproximada, pois ndo consideramos a raiz
da arvore, que nao é anexada por outros vértices, ou seja, por definicdo ndo tem
pai na mesma. A equagdo justamente leva em conta que os vértices sdo anexados
a arvore de caminhos mais curtos, e com a raiz isso ndo ocorre, Apesar disso, a
equacao € uma boa aproximacao, pois trabalharemos com grafos grandes onde um
vértice dentro de todo o universo pode ser desconsiderado (limy, . 1/n = 0).

A distribuigdo a; jé é instanciada e ndo pode ser manipulada (conforme ja
definido na introdugdo como sendo uma lei de poténcias), porém a varidvel p;m,
ainda nao estd completamente definida. Devemos entdo considera-la através de
simples interpretacio, que podemos condiciona-la no tempo em que o vértice entra

na arvore, e temos a equagao:

1
Piym = / Piym ()t it (2.2)
=0

similar a identidade anterior 4, porém agora. considerando a distribuicdo do tempo
que o vértice pode ser anexado na arvore, que representa o intervalo da fita unitario
em que ele estd inserido (através de suas cépias).

Devemos fazer uma pausa para considerarmos o desenvolvimento da distri-
buicao de u;;, 0 méximo de um vértice v com % cépias uniformemente sorteadas
no intervalo unitario ®. Chamaremos os rétulos dessas ¢ cépias de t1,%3,...,%. E
novamente, todos os rétulos séo referentes ao intervalo unitario, sdo identicamente
distribuidos conforme uma distribui¢ao uniforme.

Seja p; = max{t;,ts,...,t;}. Seja entdo a distribuicBo do méximo, sendo

P(,U,t,z < t) = P(max{tl,tz,...,ti} S t) = P(tl S t,tz S t,...,ti < t) = P(tlg

3De forma geral, tal regra diz que P(X) =Y ., P(X,Y) = Y\ P(X[Y)P(Y).

4Podemos mais especificamente considerar o desenvolvimento similar P(X|Z) = %—)Z—) =
P(X,Y,Z) _ P(X,Y,Z) P(Y,Z) _
P(lz ny P(X,Y,Z) = fvy P(Z) — ny J(DZY,Z) }S'(Z) - fV‘y P(X|Y, Z)P(Y|Z).

)

O desenvolvimento da distribuicdo do miximo é amplamente conhecido, e esta contido em
qualquer livro de probabilidades como em [30].
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)Pty < t)...P{t; < t) = [P(t; < )], tal que 1 < j, ou seja, a fungdo de
probabilidade acumulada. S6 para ficar claro, o j nessa expressdo ¢ um valor no
intervalo [1,4], dado que todas as cdpias sdo identicamente distribuidas.

Sendo que para cada vértice no intervalo unitdrio a probabilidade P(¢; < t) = ¢,
para um j qualquer °. Logo, P(u;; < t) = t*. Precisamos, na pratica, da fun¢do de
densidade de probabilidades, logo derivamos em relagdo a t a densidade acumulada,
e obtemos P(u;; = t) = it" 1.

Considerando tal desenvolvimento aplicados a 2.2, temos entao:

1
Piym =1 / pim (L)t dt (2.3)
t

=0

Para avangarmos com a variavel p; ,,(¢), devemos analisar mais profundamente
como um vértice de grau %, anexado na arvore no tempo ¢, anexa outros vértices
na 4rvore (ou seja, como v cria arestas partindo dele). Para tal, devemos con-

siderar a figura 2.2. Consideremos uma configuragio onde a fila vale q(to) =

{a,b,b,...,u,u} no instante ty, e ¢(¢t1) = {u,u, ...} no instante ¢;.
Ly T to
0 ! | 1
u

Figura 2.2: Exemplo de gap tipico entre momentos de entrada em ¢(t) e exploragdo do
vértice.

Devemos notar que em tg o vértice u foi anexado na arvore, através de sua
copia de indice méximo, e conseqiientemente entrou no fim da fila g. Apds o
tempo (o — 1), podemos observar que no topo da fila g(¢;) temos u, logo devemos
considerar quem serdo seus vizinhos neste instante, ou de outra forma, quem ele
ird anexar & arvore (também chamado na literatura de exploragdo do vértice,

equivalente ao passo (ii) do algoritmo de busca em largura).

8Trivialmente obtido pois é proporcional a drea na fita determinada por ¢;. Em uma distri-
buigao uniforme unitdria U, temos P(U < u) = u. Em nosso caso t; segue essa distribuigo.
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Podemos observar também que é possivel u ser vizinho de outros vértices, e
ter sido testado antes de t; e depois de ty (pois pode existir cépia de u localizada.
neste trecho da fita, entre ty e 1), logo também devemos levar esta informacao em
consideragdo para obtengdo de uma expressao mais precisa.

Entéo, baseados em tais observagoes, precisamos de uma forma para descrever:
o gap existente entre o tempo de entrada na fila de um vértice e a respectiva
exploracao do mesmo; a existéncia do grau residual disponivel em ¢;, por exemplo,
para que ele possa anexar outros vértices na arvore somente através do grau que
ainda lhe resta, um grau residual positivo, e ndo o original, referente ao grau
amostrado inicialmente, que ndo mais estéd disponivel por completo e nédo seria
razogvel utilizd-lo. Além disso, devemos também contemplar o mecanismo de
exploracao do vértice, ou seja, uma expresséo referente a anexacao na arvore por
parte de v de outros vértices (v criar arestas na arvore).

Assim, para tratar o gap, o grau residual disponivel e a exploracao do vértice,

iremos introduzir as seguintes variaveis aleatérias:

e Q(t): tamanho da fila no tempo ¢, ou seja, P(Q(t) = ¢) é a probabilidade

da fila ter tamanho g no tempo t.

® A, 4 probabilidade do grau residual de um vértice v ser r, dado que pos-
sui grau 7 no grafo G, entrou na fila no tempo ¢, sendo que o tamanho
da fila em tal instante é igual a q. Utilizaremos a notagao compacta pro-

posta anteriormente, mas uma outra maneira de escrever a expressao seria

P(dresiauar(v) = r|da(v) = 1, max{v} = ¢, Q(t) = q).

® Dyisq(t): probabilidade referente & anexacfo na arvore, por parte de v, de
um novo vértice, considerando-se que v entrou na fila em ¢ e o tamanho dela
éq.

® p;mq(t): probabilidade referente a um vértice v ter m filhos em uma drvore

em largura T', dado que o0 mesmo tem grau ¢ em G e foi anexado na &rvore

no tempo ¢, ou seja, sua copia de maior indice na fita vale ¢, e o tama-

21



nho da fila em tal instante vale ¢q. Utilizaremos & notac¢do compacta pro-

posta anteriormente, mas uma outra maneira de escrever a expressdo seria

P(dr(v) = m|dg(v) = 4, max{v} = £, Q(t) = q).

Estamos em posicdo de avangarmos com o desenvolvimento de p; ., (t), e entdo

iremos relaciona-lo com as novas variaveis, temos:

pim(® = Y pima OP(Q(E) = q) (2.4)
q20
que representa identidade conforme a argumentagéo anterior, relacionando a dis-
tribuico marginal da fila P(Q(t) = ¢) com a condicional p; . .(t). Na verdade
contemplamos através desta expressdo o gap entre a entrada do vértice na fila e a
exploragao do mesmo.

A distribuicdio de Q(¢) j4 é uma marginal e podemos considers-la determinada
(iremos comentar mais adiante), porém a varidvel p; ,, ,(t) ainda nfo estd comple-
tamente definida.

Devemos entao considera-la através de sua defini¢do, ou seja, a distribuicao de
probabilidades de um vértice anexar na arvore m outros vértices, dado que possui

grau ¢ em G, foi anexado a arvore em t e a fila tem tamanho ¢q. Temos a expressio

i—1
p’i,m,q(t) = Z[binomial('r, p’uis,q(t)) = m]Ai,t,q,r (25)

r=m

que consiste em um condicionamento sobre os possiveis valores dos graus residuais.

Basicamente se fez uma marginalizacéo sobre a distribui¢do de graus residuais

A; 447, considerando-se uma distribuicdo binomial 7 parametrizada com r tenta-
250,q,T

tivas (referente ao total do grau residual) e a probabilidade de anexar um vértice

A distribuigio binomial é uma distribuicéio de probabilidades discreta do ndmero de sucessos
de uma seqiiéncia de n experimentos que podem ser bem sucedidos ou néo, com probabilidade
de sucesso p. Falamos entao que a binomial é parametrizada através de n e p, e desejamos contar
o niimero de sucessos k, nos referindo a mesma como binomial(n,p) = k. Nio iremos utilizar
sua forma extensa, por fins de legibilidade, porém sabemos que Prob(binomial(n,p) = k) =

(Dp*(1 —p)n*.
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como sendo Py, 4(t), considerando que se deseja obter m anexagdes de vértices (ou
como chamado, sucessos).

Tal expressdo é uma aproximacgao, dado que as tentativas ndo sdo exatamente
iguais, pois existe um pequeno deslocamento na fita. Contudo, consideraremos
aproximadamente as mesmas baseados na forma suave de (), que iremos examinar
mais adiante.

Para avangarmos devemos considerar a distribuicdo de graus residuais A; ;g
Para tal, aplicamos raciocinio similar ao célculo do méximo, ou seja, sobre a area
na fita unitaria, que é proporcional ao nimero de cépias que serdao saturadas no
intervalo da fita.

Observamos que o intervalo entre o tempo de anexacgéo e exploragdo do vértice
é t — q * acc, sendo acc uma constante normalizacdo .

Se fixarmos o grau residual em r, utilizamos uma unidade do grau total %
de v em G para anexé-lo a arvore, devemos entdo saturar 1 — 1 — 7 cépias no
intervalo descrito, e conseqiientemente deixaremos um excedente de r c6pias para

serem utilizadas apds t, exatamente conforme o desejado. A expressdo é facilmente

calculada e ficaria como:
DNipgr = (t—gx acc) 17" (g * acc)” (2.6)

sendo acc uma constante, a se determinar.

O limite superior de g*acc é determinado pelo tamanho da fita, que vale 1, logo
teremos aproximadamente g * acc = 1. Assim, acc = 1/g, e em seu caso extremo,
a fila ¢ vale aproximadamente a soma dos graus dos vértices (D, da(v)), e logo

temos aproximadamente acc = —-—~.
b Tove 4 )

8Necessitamos de uma constante de normalizagéio acc, pois apesar do tamanho da fila g
representar o gap relativo a entrada do vértice na fila e a sua exploragdo propriamente dita, o
mesmo ¢ um nimero inteiro e ao trabalharmos em cima da fita estamos no intervalo [0, 1]. Logo
precisamos nos posicionar dentro dela de maneira conveniente, proporcional a ¢, mas respeitando
a restrigdo quanto ao seu intervalo unitdrio.
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Este valor é aproximado ?, pois a soma dos graus dos vértices da expressdo,
considerando que os mesmos s8o0 distribuidos seguindo uma lei de poténcia tem
variancia infinita, por defini¢do, e a soma de varidveis com variancia infinita resulta
em uma varidvel com varidncia também infinita, e entdo seria problemético obté-la
de forma simples. Porém, a principio, tal varidvel pode ser aproximada através
desta identidade.

Além dos graus residuais, devemos considerar a distribuicdo pys 4(t). Para tal,

podemos sugerir a aplicagdo da seguinte identidade trivial:

Duis,a(t) = Dois(t — @ % acc) (2.7)

que simplesmente faz a troca da varidvel, chamando-a agora de versdo “instantinea”

jé considerando no argumento da funcéo o deslocamento referente ao tamanho da
fila, conforme aplicado anteriormente.!”.

Agora temos a expresséo p,;,(t), que representa a distribuigdo de probabilidades
referente a anexagio, por parte de v, de um novo vértice, considerando para tal a
exploragao exatamente no tempo ¢, independente da fila, do tempo de entrada na
mesma, e de seu grau.

Para que seja efetuada uma anexacgfo & arvore por parte do vértice v no instante
de tempo ¢, devemos considerar o vértice w localizado em ¢ na fita, € que iré ser
testado e deve ser inexplorado, ou seja, nenhum vértice pode ter anexado o mesmo
previamente, antes de ¢ (senéo ele j4 estaria na arvore, e entdo poderia ser vizinho
de v no grafo G, porém nfo na &rvore).

Para tal, o mesmo deve possuir todas as suas cépias localizadas abaixo de ¢
na fita (menores que t). Repare que de forma similar a parte do desenvolvimento

da distribuicdo do méximo, se desejamos saber a probabilidade de uma. cépia ser

9De fato, existe uma modelagem para acc utilizando teoria de filas, porém devido a mesma
nao ter solugio fechada preferimos omiti-la.
10Vale sublinharmos que a seta em cima do simbolo n&o tem relacdo alguma com a notacio
vetorial.
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menor que t, temos Prob(cépia < t) = ¢, proporcional a drea na fita, ou ao intervalo
correspondente [0, ¢].

Se desejamos saber a probabilidade de se ter k cOpias na fita menores que
k, e sabendo que as cépias sdo sorteadas uniformemente e independentes, temos
[Prob(k cépias < t|dg(v) = k) = t¥]. Baseado em tal desenvovimento, podemos

entdo sugerir a expressao:
Pois(t) = Y aut* (2.8)
k

que justamente faz a marginalizacdo por todos os graus possiveis de w, e considera
a probabilidade de w com grau k ter as copias menores ou iguais a t.
Estamos agora em posigdo para propor uma expressao da probabilidade de um

vértice v ter grau m + 1 na arvore de menores caminhos baseado no desenvolvido
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de 2.1-2.8, fazendo as respectivas substitui¢es temos:

(2.1)

Amy1

22)

23)

24

@5)

26)

(2.7)

2.8

o0
E Qi 0im

t=m-+1

00 1
Z o; / Pim () 5L
£=0

i=m-1

o0 1
Z oyt / Pim ()t dt
=0

i=m+1

S o L 3" bimaOP(Q(E) = )t~

i=m-+1 0 g

00 i—1
Z aii /1 Z Z[binomial('ra p’uis,q(t)) = m]Ai,t,q,rP(Q(t) = q)ti—ldt
1=

i=m-+1 0 Vg r=m

> /t: S 3" binomial(r, pus o(t)) = ml

i=m+1 0 Yg r=m
(t — g * acc) (g * acc)"P(Q(t) = ¢)t" dt

[es) 1 i1
Z a;t / Z Z[binomial(r, Dyis(t — @ * acc)) = m]
fe==

i=m--1 0 Vg r=m
(t — g * acc) (g * ace)" P(Q(t) = )t Ldt

Z ot /t . Z Z_:[binomial(r, Z ax(t — g * acc)®) = m]

i=m+1 =Y VYg r=m k
(t — g * acc) " (q * acc)" P(Q(t) = ¢)t* dt

(binomial) f: oyt [10 Z i (z ; 1) (Zk: ay(t — g * acc)®)™(1 — Zk: ax(t — g * acc

i=m+1 =Y Vg r=m

(t — q* acc)" (g * acc)" P(Q(t) = ¢)t Ld¢

A expressao 2.9 gerada através da cadeia de substituigoes anteriores pode ser

vista como uma fungfo An1(e, @, acc), pois depende desses trés argumentos. A

relacao de dependéncia com «, que é a distribuicao original de graus dos vértices de

G e segue uma lei de poténcias, é simples de ser obtida, plenamente determinada.
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Ela também depende das varidveis acc e Q(t), que sdo distribuigdes de dificil

obtencdo. Iremos utilizar a versdo empirica das mesmas *!.

2.2 Estudo computacional

Obtemos as medidas desta segdo através de 5000 rodadas, para cada um dos
valores de T 12 escolhidos para a simulacdo, e respeitando nosso intervalo de inte-
resse [2, 3], representativo para distribui¢do de graus do tipo Internet. Efetuamos
as simulagoes com grafos com nimero de vértices n = 5000.

Trabalharemos inicialmente com o valor de 7 = 2.50, que esté exatamente no
meio do intervalo, referente a distribuigo de graus do grafo G '3, que conforme
sabemos segue uma lei de poténcias parametrizada através de tal variavel.

Entdo, no grafico da figura 2.4, temos variados instantes de tempo, amos-
trados dentro do intervalo unitario. Notamos claramente no inicio do processo
(valores maiores do tempo, como por exemplo, e aproximadamente, ¢ > 0, 70)
a fila crescendo, entdo se estabilizando (valores intermedidrios do tempo, como
t = [0.30,0.70] ), e depois voltando a diminuir (valores menores do tempo, como
t < 0,30).

Esse movimento ¢é intuitivo, razoavel e esperado, para uma funcao desse tipo,
onde inicialmente muitos vértices ndo explorados entram na fila, depois se inicia
uma fase na qual eles vao sendo explorados e outros novos vao sendo colocados
em seus lugares, e em seguida os vértices vao simplesmente esvaziando a fila,
pois néo existem mais vértices, em quantidade, inexplorados e com alto grau, que
sao justamente os que aumentam o tamanho da fila, pois s@o suas cépias que

contribuem para tal.

U PDesenvolvemos algumas propostas de modelagem para essas varidveis, como com cadeias
de Markov e fun¢oes do tipo multinomial, porém em todos os casos a obtengio de expressdes
analfticas fechadas néo foi possivel.

120 parémetro da distribuiciio do tipo lei de poténcia chamaremos de 7. Caso o leitor néo
esteja familiarizado com tal distribuicfo, sugerimos a leitura do apéndice A.

I3Equivalente a distribuicio @, que segue uma lei de poténcias e foi introduzida no primeiro
capitulo.
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Para entendermos esta tltima afirmagdo, devemos considerar a férmula re-
ferente a lei de poténcias, que implica em um decaimento acentuado, existindo
muitos vértices de grau 1, muitissimos menos de grau 2, menos ainda de grau 3,
e assim sucessivamente. Além disso, devemos intuitivamente notar que os vértices
de graus maiores, e que conseqiientemente possuem muitas cépias, tem maior pro-
babilidade de serem anexados na &rvore mais cedo (valores de tempo maiores),
pois justamente tem um niimero maior de c6pias espalhadas por toda a fita.

Assim, no inicio do processo esses vértices entram na fila, e comecam a anexar
outros vértices na arvore. Depois de determinado instante de tempo, praticamente
ndo existem mais vértices desse tipo, ou seja, a fila s6 ird diminuir anexando na
arvore vértices de grau 1, 2 ou graus baixos, que ndo contribuem para o crescimento
da fila, e somente por algum tempo com sua manutencdo, e posteriormente sua
inexoréavel diminuicao.

Temos na figura 2.3 o grafico para as simulagdes da expressdo proposta para
Amy1. Obtemos as medidas simuladas para cada um dos valores de 7 (respectiva-
mente 7 = {2.00, 2.25, 2.50,2.75}) .

A nova expressdo apresentou valores proximos aos simulados, com maiores
desvios na cauda da distribuicdo. Podemos explicar tais desvios devido ao trun-
camento necessario na soma das parcelas de menor magnitude, em que deixamos
de somar uma quantidade grande de parcelas devido ao grande tempo gasto para
obtencdo destes valores analiticamente. O impacto para as parcelas de maiores
indices (maiores valores de m) em relagdo aos menores é consideravel, visto que
trabalhamos com muitas casas decimais, e elas sao mais sensiveis a erros nas mes-
mas.

Mais especificamente, levamos em consideracao as 100 primeiras parcelas (va-
lores referentes ao ¢ da férmula 2.9, de seu somatério mais externo, que variavam
de [1,100]), apesar dos valores das probabilidades amostradas serem relativas a
uma, distribui¢gdo com limite superior como o n da simulagdo, De fato, para os va-
lores de A1 altos, como % variava de {1, 100], valores de graus mais préximos de

100 acabaram constituindo-se (utilizando-se) de menos parcelas, prejudicando ob-
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viamente suas estimativas. Por exemplo, ao estimar Agg, somente efetuamos dois

somatorios referentes a ¢ = 99 e 7 = 100, ou seja, uma aproximagio muito pior do

que quando consideramos valores menores m em que mais parcelas contribuiam.
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Figura 2.3: Distribuicdo de graus na 4rvore com o expoente variando, sendo 7 =
{2.00,2.25,2.50,2.75} (grau x probabilidade).

Uma outra dificuldade é relativa a todos os somatérios, integracoes e subs-
tituicoes decorrentes do desenvolvimento da expressao conforme 2.9, sendo ne-
cesséario aplicar técnicas numéricas para sua resolugéo (por exemplo, para métodos
de integracao).

Uma outra questao bastante complexa é o computo das distribuicdes empiricas,
e principalmente quanto a distribuicdo da fila Q(¢), auxiliar para o cémputo da
distribui¢do de graus.

Vale adicionarmos uma nota referente ao cdlculo de tal distribuicao. Sua esti-

mativa é muito complexa de ser calculada, pois o tempo ¢ da expressdo analitica,
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que nos facilita em determinadas dedugoes, nao existe do ponto de vista real da
execucao do algoritmo. Entao, também tivemos que desenvolver uma aproximagao
para emular o comportamento de tal variavel dentro do algoritmo, um tempo vir-
tual, para que assim pudéssemos ter como amostrar as filas no intervalo unitério.
Conforme ja dito, desenvolvemos uma aproximacio, que introduz erros e nao é
exatamente equivalente a fila Q(t) tedrica propriamente, ou seja, consideramos
como uma das fontes de ruido.

Devemos observar também, que para valores de 7 mais distantes de 2.00, os
grafos s80 mais esparsos, e entdo possivelmente um maior nimero de rodadas
poderia ajudar para obtencao de uma expressdo mais precisa.

Apesar de todo o exposto, podemos considerar nosso desenvolvimento como

uma boa aproximacao do processo subjacente original.
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Capitulo 3

Distribuicao da descendéncia

3.1 Estudo analitico

Neste capitulo iremos estudar a variavel aleatéria relativa ao nimero de des-
cendentes de um vértice em uma arvore de distancias mais curtas. Conforme nossa
definicao inicial, chamaremos a descendéncia do vértice £ na arvore T, de D?.

Por exemplo, D? considera o niimero de descendentes diretos (filhos) e indiretos
(filhos dos filhos, recursivamente) de um vértice z em uma arvore de distancias
mais curtas T,. Quando nfo precisarmos especificar o vértice e nem a &arvore
relacionada a tal variavel, iremos simplesmente chama-la de D.

O calculo da distribui¢do da descendéncia é abordado em diversos formatos,
entre eles utilizando branching process conforme [30]. Outra abordagem possivel é
uma versdo modificada do problema da ruina do jogador com distribuig¢bes gene-
ralizadas, bastante utilizada com cadeias de Markov.

Existem também abordagens explicitas para o célculo de D, utilizando ex-
pressoes recursivas que decorrem diretamente da definicdo da mesma, porém nao
vidveis de se computar devido a explosdo combinatéria intrinseca a definigdo de
tal distribuigdo. Uma forma mais adequada que iremos explorar é utilizando re-

corréncia com fungoes geradoras.
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Em [20] foi derivada a expressao da distribuigdo de Poisson Generalizada, da
qual utilizaremos ferramental similar. Nosso objetivo ndo é considerarmos uma,
distribuicao especifica, conforme o desenvolvimento citado, mas uma forma gene-
ralizada, sem instanciacdo de uma distribui¢do pré-determinada.

Tal derivacao entao podera ser utilizada para qualquer distribuicao, principal-
mente quando se tem uma funcdo geradora complicada, como em nosso caso, e
entdao trabalharemos com o polinémio gerador em que seus coeficientes codificam
(representam) as probabilidades.

Consideremos entdo uma arvore, um vértice ¢ qualquer pertencente a mesma, e
consideremos também que ele possui C; filhos. A descendéncia do vértice 7 é uma,
variavel chamada B;. Cada um de seus C; filhos tem descendentes conforme uma

outra varidvel chamada B;;. Entdo, podemos escrever uma expressao
C;
B;=1+) By (3.1)
j=1

que representa o niimero de descendentes de B; como fungéo dos descendentes de
seus C; fithos, que chamamos de B;;, e adicionado ao nimero um, pois o préprio
vértice estd incluso em sua descendéncia. Ou seja, o nimero de descendentes de
¢ vale 1, mais o nimero de descendentes de cada um dos Cj filhos do mesmo, ou
seja, somatoério das C; parcelas de B;;.

Agora podemos considerar uma recurséo, onde B; e B;; sdo varidveis aleatérias
baseadas na mesma distribuigdo, chamemos de B. Podemos também considerar
que o nimero de filhos de 7 é uma variavel aleatéria chamada C;.

Facamos uma pequena pausa para introduzirmos as fungées geradoras de pro-

babilidades.
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Iremos considerar o caso simples, uma fungao geradora da varidvel aleatéria X

em relagao a u, ou Gx(u) !, temos a definigio:
Gx(w) = Bl¥] = 3 fo) (3.2
z=0

sendo f(z) a fungdo de densidade de probabilidades da varidavel X.

Considerada tal definicdo, desejamos obter a transformada da expressao de 3.1,
conforme ja exposto no inicio do capitulo, pois iremos trabalhar com a mesma para
o computo da expressdo final da descendéncia. Utilizaremos tal abordagem, pois
na maioria dos casos as fungoes geradoras facilitam nas dedugdes, ou até mesmo
viabilizam a mesma.

Podemos observar na expressao de B; que constam duas parcelas bem definidas,
um somatorio bem delimitado, com C; parcelas de varidveis B;;, e a adicdo de tal
parcela a uma constante, no caso o ndmero um.

Mais especificamente, podemos identificar pelo descrito anteriormente, e em
ordem de complexidade, trés operagoes primitivas em relagdo a suas transforma-

2 asoma de duas

das: a transformada de uma constante referente ao niimero um
varidveis referente a adicdo da constante ao somatério3, e um somatdrio com par-
celas bem definidas?.

Assim, aplicando as trés primitivas na expressdo 3.1, considerando a transfor-

mada de B como sendo Gg(u) e a transformada de C; como sendo G(u), obtemos

a expressao:

Poderia ser utilizada em relagio & z, também conhecida como transformada z unilateral.

2Seja uma, constante qualquer c. Para obtermos sua transformada devemos aplicar a definigao
da mesma, e temos G.(u) = E[u°] = u°. Em nosso caso ¢ = 1 e temos Gy (u) = u.

3Seja a soma de duas varidveis aleatérias independentes X e Y, e aplicando a definigio de
transformada temos Gx v (u) = E[u**Y] = E[u®]* E[uY] = Gx (u)Gy (u), ou seja, a soma das
varidveis aleatdrias equivale a multiplicagdo de suas transformadas.

4Desejamos a transformada da soma de varidveis independentes e identicamente dis-
tribuidas W;, que seguem W, limitadas por wma variivel independente N, ou seja, Sy =
Eﬁvzl W;. Aplicando a definicio de transformada temos Gg, (u) = E[uSy] = Ep>ia Wi =
BBz W|N] = B[[Gw @)]V] = Gn (Gw ().
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que representa a transformada da varidvel aleatéria B. Podemos observar clara-
mente uma recorréncia em tal expressdo, onde a transformada de B aparece em
ambos os lados.

De fato, desejamos obter as probabilidades da descendéncia na fungéo Gp(u),
que sdo os coeficientes da mesma em sua representagdo como série de poténcias.

Para determinar tais coeficientes, devemos utilizar conforme [1, 35] a expanséo
de Lagrange, também utilizada por [20]. Tal resultado diz que, se u = f(¢),
f(0) =0, f'(0) =0, e g uma fungdo infinitamente diferencidvel, ent&o:

_ N 0 uk k-1 g'(t)tk
9(t) = 9(0) :L;::];T[Zﬁ—’l Ft)F Je=o (3.4)

Para. utilizarmos tal identidade precisamos identificar quem sao f(t) e g(t).
Entdo fagamos uma substitui¢do conveniente, sendo ¢ = t(u) = Gp(u), aplicando

a mesma em 3.3, entao temos:

t
u= Gold) (3.5)

Naturalmente sabemos que precisamos dos coeficientes de Gg(u) (que agora
vale t), logo é conveniente que fagamos g(t) = ¢ (para obtermos através da expanséo
os coeficientes de sua representacio em série de poténcias). Além disso, claramente
u é uma fungio de t pela expressdo 3.5, logo fagamos f(t) = u.

Exatamente neste trecho devemos correlacionar o nosso problema original e a
modelagem apresentada até aqui. Podemos reparar, claramente, a relag@o biunivoca
de B com D, e de C; com A;, conforme definigGes anteriores.

Precisamos codificar as probabilidades oriundas do capitulo anterior para o
nimero de filhos em uma arvore de caminhos mais curtos, em coeficientes para o
polinémio gerador, entdo fagamos 3; = A;11, para i > 0. Tal deslocamento aparece
devido ao grau na drvore ser igual ao ntimero de filhos (grau de saida) mais 1, que

representa a aresta em que o vértice foi anexado a arvore.
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Entéo, pela definigio temos a fungdo geradora (polinémio) do nimero de filhos
de um vértice na 4rvore de distdncias mais curtas como G¢(t) = Bot® + Bit' +
Bot? + ...

Se observarmos que na expressio 3.4 existe um termo referente a f(t)*, e ob-
servarmos também que f(¢) é uma func¢io de uma série de poténcias, devemos ser
capazes de efetuar tal cdlculo, ou seja, fazer uma exponenciacdo de uma série de
poténcias.

Temos uma identidade em [21] que sugere que a operagdo de exponenciagao
de uma série de poténcias com coeficientes constantes (3;, gera uma outra série de
poténcias com coeficientes ¢, e que as mesmas se relacionam através da seguinte

€Xpressaon:

By ,sem =10

i Lopea (Bn —m 4+ E)Bremk  ,sem >1

Cm =

conseguindo assim eliminar a exponenciacao de forma, explicita. Poderemos visuali-
5 00 k\n __ 0 k

zar tal fato ao efetuarmos a transformacéo (3 7, Brt®)™ = D 7., cxt”, constatando

claramente que nao existe mais exponenciacio explicita na série resultante.

Entéo ao aplicarmos 3.5, com f(t) = u = t/(apt® + a1t! + agt® +...), em 3.4,

temos:
O ok gk—1 &
U = 3.6
g( ) el k! dtk-—1 [(t/aoto + altl + a2t2 4. ')k]t—(] ( )
Utilizando a identidade relativa a exponenciagéo, temos:
O uk k-1 ik
F (3.7)

9(t) = £ k| dib-1 [[tk /(cot® + cott 4 cot? + .. .)]]t=°

Simplificando £ na expressdo mais interna e arrumando a expressao, obtemos:

co uk dk-1
9(t) =Y et +at + ot +. Jeo

(3.8)
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de onde precisamos extrair os coeficientes que acompanham u*, que codificam as
probabilidades da distribui¢ao da descendéncia D.

Devemos agora considerar a parte mais interna da expresséo gerada, %,}_11— >y Gt
Para tal, devemos considerar a derivada de uma série de poténcias, que na verdade
deve ser feita termo a termo, invertendo a ordem do somatério com o operador

derivada. A idéia é fazermos:

dk—l . dk——l .
i . 2

uma, versao mais simplificada, que nos permite facilmente desenvolvermos a ex-
pressao.

Entao, desenvolvendo a mesma termo a termo, temos:

0 i<k—1

a1
D_ ezt o= @@ —1)...(i—(k—1)+1) ,i=k-1
i 0 i>k—1

onde devemos observar que quando ¢ < k — 1, ao aplicarmos mais do que ¢ vezes
o operador derivada, iremos zerar a expressao. Quando ¢ > k — 1, a expressao
serd zerada ao substituirmos ¢ = 0 da expressao mais externa de 3.8. A expressdo
somente ndo serd nula quando 2 = k — 1, e entéo teremos ¢;(2)(z —1)... (1 — (k —
1) 4+ 1), e substituindo o valor de % temos cx_1(k — 1)!.

Vale notarmos por 3.8 que o valor de & no somatoério mais externo varia, logo

Edt%:_—ll- também altera-se conforme k. Assim temos:
0ok
U
g(t) = E‘Ck_l(k‘ - 1)'
k=1

> — 1)
_ Zukck—l(kk—,)
k=1 :

C

k—1

= 2
k=1

(3.9)
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Ck—1
P

onde notamos claramente que os coeficientes de cada termo u* vale
Entdo, baseado no desenvolvimento de 3.9, podemos extrair seus coeficientes e

escrever a distribuigao da descendéncia D:

PID =1i] = %z > 1. (3.10)

Devemos observar que a expressdo é uma funcdo dos coeficientes ¢;, que sao
baseados, conforme desenvolvimento anterior, na distribui¢do de graus na arvore

em largura.

3.2 Estudo computacional

Dado o exposto anteriormente, executamos diversos experimentos para obter-
mos os valores simulados e analiticos da descendéncia. Considerando os custos
computacionais envolvidos, efetuamos experimentos com 60000 rodadas e tama-
nho do grafo n = 1000.

Utilizamos os valores simulados dos graus de saida das &rvores em largura,
dada as restrigdes para o célculo da versdo analitica, conforme ja visto, e temos

entao tal distribui¢do na figura 3.1.
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Figura 3.1: Distribuigio simulada de Ay,+1 (grau x probabilidade).

38



Probabilidade

01
QoL ¢
0.001 ¢
te-04
fe-05
le-06 |

le-07 ¥

1c-08

le-09

Simulado

Probabilidade

01 F

0.0t ¥

0.001

fe-04

1c-03

fe-06

le-07

le-08 F

le-09

Analitico

0.001 0.0] 0. I 0.001 0.01 0.1
Fragiio da descendéncia Fragdo da descendéncia

Figura 3.2: Tendéncias da descendéncia simulada (esquerda) e analitica (direita) (fracdo
descendéncia/componente gigante x probabilidade).

Ja na figura 3.2, exibimos as versGes da descendéncia normalizada pela com-
ponente gigante ®, simuladas & esquerda e analiticas do lado direito, variando o
expoente da distribuicdo de graus subjacente. Devemos observar que ambas se-
guem a mesma tendéncia, porém a versao analitica estd ligeiramente acima da
simulada.

Em 3.3 temos novamente a descendéncia, sé que agora com a variancia de sua
medida simulada. Podemos notar que no final da mesma existe uma acentuada
subida da funcdo (na parte direita quase chegando a 1), o que ndo acontece na
versdo analitica. Tal fato pode ser justificado devido ao efeito da simulagao finita,
onde tal padrao, se estivéssemos trabalhando com um grafo infinito iria se diluir
ao longo do tempo. A versdo analitica j4 nao possui tal indesejavel caracteristica
em sua forma funcional.

Além disso, podemos notar claramente que elas seguem a mesma tendéncia,
porém nao estao exatamente sobrepostas. Logo, devemos observar que as estima-
tivas estdo dentro de um desvio padréo (a linha azul representa a versdo analitica,
a média da versao simulada esta realcada em verde, e os intervalos marcados pelas

barras, em vermelho, delimitando um desvio padréo).

50 objetivo da normaliza¢io é minimizar o efeito de componentes gigantes diferentes, que
podem ocorrer durante a versdo simulada e ndo ocorrem na analitica.
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Alguns motivos podem justificar a versdo analitica se encontrar igual ou acima
da média da verso simulada. Por exemplo, que o nimero de rodadas ndo foi
suficiente para convergirmos para a sua média. Qutra possibilidade é a varidncia
ser alta demais, e entdo devemos reparar que os valores comecam a divergir jus-
tamente quando a varidncia aumenta (barras vermelhas mais esticadas), sendo
bastante acuradas quando a varidncia se mantém moderada.

Um outro motivo, bem mais delicado, diz respeito & dependéncia entre as
varidveis responsaveis pela cascata, que podem atrapalhar tal desenvolvimento,
dado o fato de ser uma das premissas mais fortes elas serem totalmente indepen-
dentes. Devemos notar que talvez o grafo nfo seja grande o suficiente para uma
aproximagdo desse tipo, porém, no caso ideal, ou seja, no limite, a aproximagcao
poderia ser mais bem aplicada.

Além disso, do ponto de vista da versdo analitica da descendéncia, conforme ji
dito, a mesma ¢é obtida utilizando-se a distribui¢do A, simulada, pois a versao
analitica é dificil de ser obtida numericamente. Porém, a mesma também carrega
erros, ja que ela é s6 uma estimativa obtida através de um determinado nimero
de rodadas.

Devemos observar também que, dado o formato de tais distribuicées, elas nao
parecem ser, por inteira, exatamente uma lei de poténcias, porém sem divida sao
distribuicbes com caudas pesadas. Esse tipo de distribuicdo, independente de ser
ou nio uma lei de poténcias, tem muitos problemas quanto ao nimero necessario
de amostras para que, de fato, uma estatistica especifica possa convergir.

Apesar de todos estes problemas, como ja dissemos, a estimativa esta dentro
de um desvio padréo, o que é bastante razoavel para uma aproximacéo, e conside-
ramos satisfatorio.

Adicionalmente, testamos a soma das variaveis descendéncia, a versdo analitica,
conforme sugerido ao final da introdugdo (soma das descendéncias de um vértice
nas arvores de caminhos mais curtos, conforme a expressao do somatério de L) .

Claramente a varidvel relativa & soma das descendéncias convergiu para uma

normal, conforme teorema central do limite {30], ndo concordando com seus valores
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empiricos conforme desenvolvido no préximo capitulo, sendo um indicio de que as
parcelas possam realmente nao serem independentes.

Vale notar que tal teorema, em sua versdo mais conhecida, considera distri-
bui¢ées com variadncia finita, que nao seria razoavel de se aplicar para a distri-
buicao de graus original (lei de poténcia), para a distribuicao dos graus de saida,
e também para a distribui¢gdo da descendéncia, todas elas possuindo nitidamente
caudas pesadas.

Assim, talvez um estudo mais detalhado da estrutura de dependéncia entre as

descendéncias seria necessario para avangos no computo da varidvel carga.
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Capitulo 4

Distribuicao da carga

4.1 Dificuldades do estudo analitico

O objetivo do presente estudo é caracterizar a distribuicdio da Carga em um
vértice do grafo G que segue uma distribuicao do tipo lei de poténcia para os graus
de seus vértices.

Por hipédtese, consideraremos a Carga quando a rede é submetida a um trafego
uniforme, ou seja, pacotes sdo enviados de um vértice 4 para um vértice 7, para
todos os possiveis pares (7, 7). Para cada par especifico, a mensagem é transmitida
pelo menor caminho entre ambos e se houver mais de um menor caminho, os
pacotes sao divididos igualmente entre as possiveis rotas.

Com tal objetivo em vista, devemos considerar as arvores de caminhos mais
curtos em G. Consideraremos também a distribuigdo de graus dessas arvores, ou
seja, a distribui¢do A,,;; conforme obtida na segdo 2.1.

Entao, com as drvores de caminhos mais curtos e sua respectiva distribuicao,
valemo-nos do fato de que as descendéncias de um vértice em tais arvores represen-
tam o conjunto de rotas passando por ele quando a raiz da arvore estiver fazendo
seu respectivo envio de mensagens para todos os demais vértices.

Na se¢do 3.1 consideramos a variavel descendéncia, e mais especificamente te-

mos a descendéncia de um vértice z na arvore T, conhecida como D7. Assim,
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ao considerarmos o envio de mensagens por todos os vértices, devemos observar
a descendéncia de x em todas as arvores, além da relativa ao vértice v. Cada
descendéncia contribuird com uma parcela para o computo da Carga L.

Mais especificamente, a parcela da Carga de z na arvore de T, referente ao
envio da raiz v vale D}. Devemos considerar as descendéncias de z em todas as
outras arvores, pois em tltima instancia queremos L, = limp 00 Y g, DE.

Ent&o, no passo subseqiiente deverfamos considerar a composi¢do classica da
distribuicdo da Carga através da soma das varidveis descendéncia. Porém, con-
forme observado de forma experimental no final do capitulo anterior, aparente-
mente tais varidveis ndo sdo independentes entre si, e provavelmente exista alguma
estrutura de dependéncia entre elas.

Para analisarmos com mais atengao tal ponto, podemos escrever a descendéncia
de diversas formas, explicitando véarios enfoques sobre a mesma. Consideremos
como exemplo a descendéncia de v;! na arvore de vy, como D¥, ou de forma me-
nos compacta P(DF | G), ou seja, a mesma varidvel porém deixando clara a
dependéncia em relagao a estrutura do grafo G.

Podemos também escrever tal varidvel como uma funcao f(7%,v;), que explicita
que a descendéncia é uma fungéo de uma arvore e do vértice que se deseja observar,
ou na mesma linha f(A(G,v),v;), explicitando assim que a drvore T} é uma
fungao (algoritmo) de G considerando-se sua raiz (ficando claro também que T, =
A(G,vg)). Finalmente, podemos expressé-la como h(G, v, v;), explicitando todos
seus argumentos. Assim, a descendéncia de v; na arvore de v, é, claramente, uma
fungao h(.) com argumentos G, v; € V.

Podemos considerar valores fixos para o vértice que desejamos observar, v; por
exemplo, e em relagdo as duas arvores que temos interesse, como por exemplo
as enraizadas por v e v;. Podemos efetuar tal procedimento para estudarmos a
relagao existente entre as fungoes h(.), fixando todos os pares possiveis de vértices,

sempre dois a dois. Consideremos ent&o nosso exemplo, com v; e as arvores Ty e 13,

1Consideraremos agora os vértices como sendo v; ao invés de simplesmente i, para evitarmos
confusdo em relagio a identificagdo de quais sdo os argumentos das fungGes. O mesmo valerd
para todos os vértices até o fim desta segfio.
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e temos entao h(G, vk, v;) e h(G, v, v;) sendo que o dnico argumento indeterminado
da fungao é G.

Quando G é fixado, a fungdo h(.) estd plenamente determinada, e deixa de
ser uma varidvel aleatéria. Desejamos saber se h(G, vy, v;) é independente de
h(G,v;,v;). Fica claro que toda aleatoriedade da funcéo esté contida em G, e por
isso, e através de resultado intuitivo, porém que nao iremos provar, a varidvel G nao
é independente dela mesma, e conseqiientemente A (G, vk, v;) ndo é independente de
h(G, v, v;). Baseado em tal argumentagdo, fica claro que néo parece ser razoavel
esperarmos que a soma das varidveis D¥ e D! possa ser desenvolvida de forma
simples, considerando as mesmas como sendo independentes.

Entdao, conforme resultado obtido no final da segfo anterior e também por esta
intuigdo, devemos somente considerar a soma das varidveis descendéncia quando
for possivel descrevermos de forma mais explicita a dependéncia entre elas, pois
entdo poderemos utilizar tal estrutura para a obtengfo de uma expressao especifica

para a soma, que contemple tal peculiaridade.

4.2 Estudo computacional

Dada. a inviabilidade momentinea no avango da expressdo analitica para a
varidvel Carga, efetuamos entdo um conjunto de simulagdes para observé-la e
tentar propor uma explicagdo para a mesma, baseados em possiveis evidéncias
experimentais.

Considerando os custos computacionais envolvidos, efetuamos experimentos
com 60000 rodadas e tamanho do grafo n = 10000.

De fato, desejamos caracterizar a Carga através da descendéncia. Assim, dentro
de cada simulacdo, geramos um grafo G baseado numa distribuicdo de graus do
tipo lei de poténcias, e entdo construimos todas as arvores de distdncias mais
curtas para cada vértice do grafo contido dentro da componente gigante® Assim,

trivialmente determinamos suas descendéncias, e entdao a Carga L.

2Chamaremos a mesma muitas vezes somente de GCC.

45



i v
w200 - ! B =225
o1 0.1
_§ 0.0 1 g ou
| 3
= = t
3 =
E ool 2 o001 i
E & s
1e.04 1e04 s 3
£
105 Ie-05 5 .
106 1e-06 L -
1000 oo 100000 106 fe407 let03 le+09 00 000 100000 §or06 1407 ST e
Carza Carga
1 T
1 . =273
=230
o1
0.1
g ool ’
g 001
] . 3
3 =
Bl 3
3 ¥ = 0001
£ uml . 5
z £
reot " le-1
i 3
ERTTI
fe-05 e ——— 1 te-05
1606 N . . 1e-06 > . + * +
1000 10000 100000 et06  let07 108 1ot09 1000 0000 100000 Bed06  fes0) leHs Lt

Cara Carga

Figura 4.1: Distribuicio da Carga com GCC de tamanho médio fixo (carga x probabili-
dade).

Inicialmente, e para facilitar nossa andlise, trataremos a Carga de forma in-
dependente da variabilidade do tamanho da componente gigante 3, conforme o
exposto na figura 4.1.

Neste grafico, incluimos somente a selecdo de grafos em que o valor da com-
ponente gigante foi igual & sua média, obtidos através de diversas realizacées do
procedimento aleatério de simulagiao?. Chamaremos o tamanho da componente
gigante de ngc..

Entéo, podemos observar claramente picos bem definidos e um comportamento
oscilatério entre os mesmos. No gréifico 4.2, agora com n = 1000, podemos ver mais

claramente tal fato, dado que quando » = 10000 o mesmo é mais compacto devido

3Tremos comentar mais sobre a variabilidade da GCC mais adiante.

4Na pratica, efetuamos simulactes gerando grafos com componentes gigantes de todos os ta~
manhos possiveis, dado que néo controlamos o mesmo, e entio computamos a média experimental
dos tamanhos das componentes baseado em todas as realizagGes, e finalmente selecionamos so-
mente os grafos em que seu tamanho foi igual a média.
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& escala, onde tal efeito é afetado visualmente. Tal comportamento oscilatério €

bastante evidente, interessante e deve ser explicado.

Entdo, através da expressdo do somatério de L, = Y .25 D%, notamos que a
varidvel Carga é dependente do numero de arvores que serao utilizadas para sua
composicdo, indicado através da varidvel ng. do somatério (o caso extremo é no

limite, conforme apresentado anteriormente na forma tedrica ideal).

1=2.00 +

Probabilidade

le-09 L .
1000 10000 100000 1e+06
Carga

Figura 4.2: Carga selecionada para grafos com GCC iguais e tamanho n = 1000 (carga
x probabilidade).

Seguiremos o raciocinio baseado na expressio de L,, em que a Carga é composta
pela soma das descendéncias. Podemos considerar, por exemplo, um vértice z que
possui grau 1. Sabemos que com probabilidade 1 ele serd raiz em uma das arvores
(quando ele préprio estiver efetuando o envio de mensagens para todos os outros
vértices), acumulando entdo uma parcela de ny.. para contribuir com sua Carga
(referente a sua descendéncia, que no caso é a componente gigante inteira), e, com
probabilidade 1 ele serd folha em ngy. — 1 drvores, acumulando ambas as parcelas
e totalizando exatamente Ly = 2 * nge. — 1.

Em relacéo a tltima parcela do pardgrafo anterior, o vértice ter grau 1 implica
diretamente em ele ter descendéncia 1 quando ele ndo é raiz, por definicdo. Caso
isso nao fosse verdade, ele estaria desrespeitando a restricao em relacéo a seu grau

amostrado para G, que é 1. Através do valor unitdrio de seu grau ele é anexado a
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drvore, e entdo, ndo mais restam possibilidades (grau residual) para anexar outros
vértices a arvore.

O evento de um vértice de grau 1 e ter descendéncia 1, conforme o exposto
acima, é o de mais alta probabilidade possivel, pois o fato de ter grau 1 implica
diretamente em ter descendéncia 1 (em todas as drvores menos a que ele é raiz),
e através da forma da funcdo da distribuigdo de graus em G (lei de poténcias),
os vértices de grau 1 sao os mais abundantes. Logo, a maioria dos vértices tem
descendéncia 1 e conseqiientemente sua Carga vale 2 % nge. — 1.

Para exemplificar, consideremos o caso concreto do grafico 4.1, sendo 7 = 2.00
e de forma simulada 7,4, = 9.252 (média empirica).

Podemos observar que existe um pico na figura 4.1 no valor relativo & soma das
parcelas descritas®, que vale 21y, — 1 = 18.503. Podemos explicé-la como sendo
9.252 referentes aos descendentes na arvore em que o vértice é raiz, e as parcelas
de 1 descendente, em 9.251 outras arvores em que ele é folha. Logo, é razoavel
considerar que o primeiro pico foi explicado.

Intuitivamente ao considerarmos agora o vértice ter grau dois, por exemplo,
existe uma grande probabilidade de que ele tenha uma descendéncia menor do que
um vértice de grau vinte. Podemos observar tal fato claramente, pois um vértice
de grau alto tem mais cdpias na fita do que um de grau baixo, assim, elas estardo
mais espalhadas e entdo tal vértice devera ser anexado na arvore antes do vértice
de grau baixo. Logo, ele terd maior probabilidade de anexar outros vértices na
arvore, dado que quanto mais cedo ele entrar na fila, mais cedo ele ird explorar
outros vértices, e mais vértices estardo disponiveis para que ele possa anexar.

Essa explicagdo poderia ser substituida simplesmente pelo exame do grafico
da descendéncia (figura 3.2), que é uma fungdo monotdnica e decrescente. Pelo
grafico, mais fortemente do que a argumentagfio anterior, chegamos a essa con-
clusao sem termos que considerar os graus dos vértices, sabendo entdao que é mais
facil um vértice ter descendéncia dois do que trés, trés do que quatro, e assim

sucessivamente.

5Tizemos uma, verificagio baseados na funcao de distribuigao propriamente, que gerou a figura.
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Consideremos agora o segundo pico da figura 4.1, que em nosso exemplo vale
37.003.
Agora, com o mesmo raciocinio aplicado as descendéncias de tamanho 1, po-

demos considerar as de tamanho 2, e temos as seguintes possibilidades:

Configuracdo a : 1% 9.252 4+ 9.250 %« 2 4+ 1 % 9.251 = 37.003
1 % (descy = 9.252) 4 9.250 * (desc, = 2) + 1 * (desc, = 9.251)

Configuragdo b : 1% 9.252 4 9.249 % 24 1% 9.251 + 1 % 2 = 37.003
1 % (descy = 9.252) + 9.249 * (desc, = 2) + 1 * (desc, = 9.251)

+ 1 % (descy = 2)

Considerando a configuracdo a, temos um vértice que é raiz em uma das
arvores, o que contribui com 9.252 para sua Carga, tem descendéncia 2 em 9.250
arvores e descendéncia 9.251 em 1 arvore.

Considerando a configuragdo b, temos um vértice que é raiz em uma das
arvores, o que contribui com 9.252 para sua Carga, tem descendéncia 2 em 9.249
arvores, tem descendéncia 9.251 em 1 arvore e descendéncia 2 em 1 arvore também.

Dado que o desenvolvimento com os graus é complexo, e existe uma relagao
entre eles e as descendéncias, conforme argumentagdo anterior, iremos somente
considerar as descendéncias. Entdo, conforme as parcelas das configuragoes a e
b acima, notamos que o segundo pico tem relagdo preponderante com a segunda
descendéncia mais popular, que é a de tamanho dois.

Na verdade, de forma mais geral para cada valor de Carga especifico l,, pode-
mos considerar um sistema, sendo d; o nimero de arvores em que o vértice y tem
1 descendentes e desc,, como a cardinalidade w, ou seja, onde a descendéncia do

vértice é igual a w.
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Entao, devemos determinar todos os coeficientes d; em que o seguinte sistema

se verifica:

dy * descy + dg x descy + . . . + dgee * descge =1y (soma ponderada = I,)
di+dy+ ...+ dgee1 + dgee = gec (méximo de gee arvores)

dgec = 1 (quando é raiz)

Podemos continuar com o mesmo raciocinio. Consideremos o terceiro pico
através da figura 4.1, que vale 55.499. Temos entdo, por exemplo, os coeficientes
dg_252 = 1, d3 = 9249, dg.250 = 2, e dy = O,Vy | Yy # {1, 3, 9250} Podemos inferir
relagdo similar entre as terceiras descendéncias mais populares, que sao justamente
as de tamanho 3.

Os picos 73.991, 92.485 e posteriores podem ser explicados de forma semelhante,
considerando-se as descendéncias mais populares de tamanho 4, 5, e assim por
diante.

Aparentemente ocorrem entre os valores dos picos variagoes sobre as confi-
guracoes dos préprios. Por exemplo, o valor imediatamente apds um pico tem
coeficientes similares aos dele, porém as suas parcelas referentes as descendéncias
mais populares vao transformando-se em outras menos populares. Ao se efetuar
o computo da probabilidade de determinado evento ocorrer, teremos uma parcela.
de menor probabilidade multiplicando, compondo a probabilidade total referente
aquela carga, e entdo seu valor serd de menor magnitude.

Dado o exposto até aqui, consideramos a questdo da Carga com valores fixos de
componente gigante. Devemos observar através do exemplo da figura 4.3, que os
tamanhos dessas componentes variam conforme o valor do expoente 7. Além disso,
segundo a figura, mesmo com um valor 7 fixado as componentes tém tamanhos
variaveis.

Podemos constatar também que para valores de expoentes mais préximos ao
valor critico 2, quando o grafo é mais denso, h4 maior concentragdo em torno da

média, enquanto para expoentes mais distantes a variincia (disperséo) é maior, e a
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Figura 4.3: Exemplo de variagio do tamanho da GCC em fungio do 7 (tamanho da
GCC x probabilidade).

componente gigante mais difusa. Mas o fato é que o valor de tal medida é variavel,
informacao relevante e que devemos contemplar para a questdo da Carga.

Baseado nessa variabilidade, devemos notar que ela altera a composicao da
Carga, introduzindo “ruido” na mesma. Podemos observar na figura 4.4, que para
os maiores valores de 7, em que a componente gigante é mais difusa, os picos
nitidamente tem maior variabilidade.

Essa. variabilidade é expressa principalmente pela abertura dos picos. Devemos
notar a diferenga entre primeiro e dltimo grafico da figura, que sdo os casos mais
extremos e onde ela se acentua. No primeiro grafico ndo existe aparentemente uma
abertura no pico, enquanto no iltimo vemos ela de forma mais nitida.

Além disso, ao considerarmos a variagdo da ngc, existe a composigao de algu-
mas fontes geradoras para os picos, que sobrepdem-se, ou seja, acumulam-se. O
efeito descrito anteriormente devido aos valores entre os picos, conforme quando o
Ngee €sta fixo, é também aplicado para quando o tamanho da GCC varia.

Por exemplo, as solugdes para o sistema para [, quando temos ng,. = 9.252,
também deverd ser resolvida para quando ng.. = 9.251, s6 para citar uma, sendo
que este dltimo tamanho de GCC é um outro sistema, com outros valores para
os coeficientes. Haverd uma superposi¢dio dos mesmos, e valores de ng.. proximos
dardo coeficientes proximos. Tal sistema devera ser considerado e resolvido para

todos os tamanhos possiveis de componente gigante.

51



1 1 T T T
=200 - =225
[I8} 0l
oo 001
& 0001 2 0001
- 2
2 feD} 3 e by
3 £ oo
£ te0s £ 1w
fe-06 1e-06
te-07 1e-07
108 : ‘—'_ Je-08 * s ————
le-9 . + 2 le-9 - .
I 10000 100000 1c+06 k407 tes08 Ty oo 10000 {00000 1e+06 407 fe8 le+0?
Carga Carga
1 T H T
=2.50 =275
0.1 (1R}
001 | 4 001
4 ool g o001 |
3 i
- 3 =
g tem ’.Q 2 e kid
5 E
S 05 | 2 s
& let3 - 4 &£ fc0s -*
le-06 s 1e-06
1-07 1 hew7
D R — he e =
[e-08 | 1 le-03
09 . . n 1e-09 s L s
100 10000 10000 1et06 12107 10408 1t 1000 10000 100000 let00 1e+07 1408 o9
Carea Carga

Figura 4.4: Distribuicdo da Carga com GCC varidvel (carga x probabilidade).

Assim, para contemplarmos essa variabilidade na expressdo, devemos levar
em consideracdo o valor da probabilidade de se ter a componente gigante com
determinado tamanho especifico, e somente depois as probabilidades de obtermos
determinada configuracao de Carga especifica I,,, dado que a GCC est4, fixa naquele
valor.

Entdo, baseados no exposto podemos sugerir uma expressao para a v.a. Carga

L, com a GCC fixa, como sendo a condicional:

P(L=1,|GCC) = > fldy, - dgee) (4.1)
Vd;|R se verifica
sendo
dy x descy + dy * desca + . . . + dgee * descge. = 1 (soma ponderada)
R=1¢ di+da+...4dgec1+ dgec = gec (gce rvores) (4.2)

dgec =1 (quando é raiz)
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e d; valendo o niimero de drvores em que o vértice y tem ¢ descendentes.
Entdo, agora tratando a GCC conforme a sua distribuicdo e fazendo a sua

marginalizacdo, obtemos:

P(Ly=1,) = Y. Y. f(d,...,ds)P(GCC = gco) (4.3)
Vgce Vd; | R se verifica

Em [29] é discutida a obtencdo da distribuigéo do tamanho da GCC, e mostra-se
que ndo é possivel obter uma férmula fechada para a mesma. Dada esta impos-
sibilidade, normalmente counsidera-se a utilizagdo de seu tamanho médio, porém
como em nosso caso ¢ impreterivel a distribuicdo e nao sua esperanga, tal de-
senvolvimento é inécuo. Contudo, ainda assim seria possivel a obtencdo de uma
distribuicdo através de métodos numéricos.

Apesar de factivel a obtengdo de GCC, a solucao do sistema de restri¢des
conforme 4.2 é de dificil obten¢io, como ja discutido em [3, 37]. Assim, apesar de
obtermos uma expressido em alto nivel, para de fato podermos utilizé-la devemos
fazé-lo de forma numérica e com elevado custo computacional.

Além disso, apesar da expressao ser funcao dos coeficientes que representam as
descendéncias, a mesma também nio pode ser computada facilmente. Conforme
observado no inicio deste capitulo, essas descendéncias ndo sdo independentes entre
si, ou seja, nao poderiamos fatora-la trivialmente.

Apesar do desenvolvimento diferenciado em relagdo ao nosso objetivo analitico
inicial, ¢ de toda explicagdo e entendimento que as simulag¢des trouxeram em
relagdo a Carga, houve um problema semelhante em relagdo a computagdo da
funcdo baseada na descendéncia. Logo, e novamente, um entendimento sobre a
estrutura de dependéncia entre instancias dessa varidvel seria necessério.

Ainda sim, consideramos interessantes os pontos levantados em tal secdo, com
intuito de melhor entendermos a varidvel Carga. Alguns desses pontos merecem
destaque, como os problemas na obtengao da expressao analitica inicial, o compor-

tamento oscilatério observado, sua anélise e finalmente sua descri¢ao, englobando
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uma explicacao através de algumas equacoes, em alto nivel, também dificeis de

serem obtidas em forma fechada.
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Capitulo 5

Trabalhos relacionados

5.1 Distribuicao de graus na arvore de caminhos
mais curtos

A distribuicdo de graus em drvores de caminhos mais curtos foi inicialmente
abordada em [2], que introduziu um formalismo bastante interessante baseado
na utilizacdo de uma fita unitéria com interessantes propriedades analiticas. Seu
desenvolvimento foi inspirado no trabalho de [23].

O formalismo proposto originalmente sugeria uma distribui¢gdo genérica para
os graus dos vértices em G, podendo ser instanciada conforme o desejado. Em
nosso caso especifico desejamos aplicar uma distribuicdo do tipo lei de poténcias?.
Assim, gostariamos de aproveitar tal resultado para caracterizacdo da distribuicéo
da descendéncia nas arvores de distancias mais curtas, e conseqiientemente na
Carga de cada né da rede.

Porém, ao efetuarmos um estudo mais detalhado de tal trabalho, encontramos
algumas incongruéncias.

Por exemplo, a distribuicéo original para os graus dos vértices em G conside-
rava somente vértices com um grau maior do que um determinado valor, no caso,

d(v) > 3. Essa restrigio quanto aos valores dos graus geram grafos subjacentes

1Tal distribuigho também foi considerada no artigo original.
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mais restritos, logo achamos mais pertinente remové-la, considerando redes com
topologias mais gerais.

Ao tentarmos remover tal hipétese nos deparamos com uma varidvel que ex-
pressava uma probabilidade especifica do modelo, e a mesma somava um valor
maior do que um, que representava uma contradicdo. Entdo, notamos que nao
poderiamos simplesmente descartar tal restricdo sem desenvolvermos algum outro
tipo de solugdo para tal problema.

Resumindo o desenvolvimento para obtengdo da contradi¢do supracitada, a
varidvel que representaria a probabilidade é chamada originalmente no artigo como
DPunto(t) 2, € pode ser reduzida, através de manipulagdes algébricas bésicas, para
Punto(t) = §+ +cter + > s opkt*2. Ao aplicarmos o limite quando ¢ tende a zero
em tal expressfo, temos claramente a mesma indo para o infinito, um absurdo
considerando que ela deve respeitar o limite unitario de toda probabilidade.

Ainda assim, ndo consideramos a restrigdo quanto aos graus dos vértices um
erro, dado que existem algumas redes complexas que apresentam comportamento
do tipo lei de poténcia somente a partir de determinados valores para o seu grau
minimo. Ainda assim, consideramos curioso tal fato aplicado ao caso da Internet,
pois terfamos que desconsiderar os trés graus mais populares, que concentram a
quase totalidade dos vértices da rede, de forma real e pratica®.

Entdo, independente da restri¢do na distribuigdo de graus de G, e nossas con-
sideracoes a respeito, executamos simulagGes para observarmos o uso da expressao
original, obtendo assim o grafico 5.1%. Podemos notar que os valores das previsdes

analiticas divergem em relagio & distribuigdo simulada para os graus dos vértices

20 argumento da fungdo & uma varivel ¢, que é similar a utilizada na anélise com fita dos
capitulos anteriores.

3 Apesar do deslocamento ser possivel, do ponto de vista teérico, para todas as distribuigoes
que seguem uma lei de poténcias, deverfamos somente considers-lo quando pela definigio real da
rede subjacente tal deslocamento se impor, espelhando assim alguma propriedade real da mesma.
Este claramente ndo é o caso da Internet.

4A cor vermelha nos trés primeiros graficos equivalem a versdo simulada da distribuicio, e a
verde é relativa a versdio analitica, conforme proposto originalmente. No tiltimo grafico considera-
se algumas variagGes para os valores do T analitico.
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na arvore em largura, ou seja, mesmo considerando os graus em que a expressio

se propde a funcionar a mesma néo apresenta consisténcia.
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Figura 5.1: Distribuigdo de graus na drvore variando 7 conforme expresséo de [2] (grau
x probabilidade).

Finalmente, ao examinarmos mais detalhadamente o artigo original, notamos
uma outra incongruéncia em uma expressao chave do mesmo. Existe em tal tra-
balho uma, varidvel com propdsito relativamente similar a nossa chamada py;s 4(%),
expressa em 2.7, que é anexar novos vértices individualmente na arvore através de
um vértice que ja estd em tal arvore .

Contudo, em nosso trabalho contemplamos claramente o tempo de entrada do
vértice na fila da busca em largura, e o momento em que 0 mesmo alcanga sua
cabega e entao devera iniciar sua explorac¢ao. No artigo original néo se considera, tal
fato, simplesmente nao distinguindo entre esses dois momentos distintos. Porém,

o mesmo nao pode ser desconsiderado, pois pelo observado nas estimativas da fila
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na figura 2.4), pode-se constatar que a mesma nao é nula, ndo podendo entdo ser
completamente negligenciada.

Complementarmente, e na mesma linha, ao negligenciar a fila e conseqiiente-
mente o tempo de entrada e exploragao relativo a cada vértice, também nao se
contempla o tratamento adequado para o grau residual dos vértices, requisito fun-
damental do processo, conforme discutido em nosso desenvolvimento e tratado na
expressao 2.6.

Vale observarmos que o estudo original [2] nfo contemplou nenhum tipo de

simulagao, o que consideramos inadequado.

5.2 Distribuicao da carga

Analisamos a proposta de [19], que foi o trabalho onde se introduziu o conceito
de Carga aplicado as Redes Complexas. No mesmo, foi conjecturado resultado
empirico bastante forte em que se sugere que a distribuicao da Carga também segue
uma, lei de poténcia e seu expoente 7 é universal. Esse expoente teria valor fixo
sugerido 7 = 2.2, independendo do valor do expoente em relagdo a distribuicao de
graus original em que o grafo G foi instanciado, considerando-se sempre o intervalo
referente aos valores encontrados para as redes de interesse como a Internet e a
Web.

Podemos dividir nossa analise, classificando-a em trés grandes grupos, e primei-
ramente abordaremos as questoes referentes as interpretagoes conceituais, seguindo
as relativas ao rigor estatistico e, finalmente, sobre as evidéncias empiricas.

Mais especificamente, quanto as questes conceituais, em tal artigo trabalha-
se com um grau médio pré-fixado (chamado de m no mesmo), néo levando em
consideracdo a variagdo referente ao expoente da distribuigao de graus. Sabe-se

que o grau médio é funcéo direta do expoente da distribuicio de graus subjacente®,

5Sabemos que o primeiro momento de uma distribuicio do tipo lei de poténcia com expoente

7 vale {(y —1)/¢(v)-
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apesar de nao parecer ser contemplado adequadamente em tal trabalho. Supde-se
uma insensibilidade em relagdo ao mesmo que n&o se verifica.

Um outro ponto que é central, diz respeito a utilizagdo equivocada da técnica
de binning®, uma vez que a mesma é aplicada com um propésito diferente do
que quando utilizada corretamente, que é minimizar problemas relacionados a
amostragem. Conforme observado no capitulo anterior, tal fun¢do tem uma forma
funcional bem definida e nao parece razoavel aplicar tal técnica no caso em questao,
inclusive mascarando a distribuicao real obtida. Estes dois dltimos pontos, graus
médios e binning, sao bastante fortes e devem ser levados em consideragao.

Em relagdo &s questoes quanto ao rigor estatistico, também podemos dividi-
las em duas partes. A primeira diz respeito aos fatores decorrentes de quando
consideramos previamente que a distribui¢ao obtida ja é do tipo lei de poténcia.
Baseando-se em tal premissa, cometeram-se erros como a néo utilizagdo de um
estimador consistente e nao-viciado, que existe para tal distribui¢do e poderia ser
facilmente aplicado’, e a ndo utilizacdo da distribuicio acumulada®, que substi-
tuiria a técnica de binning para suavizagdo da funcdo em relagdo aos intervalos
em que a amostragem pudesse ser problemética, introduzindo vicios (leia-se erros)
no expoente quando os mesmos sdo obtidos através de um ajuste visual ou uma
técnica de regressdo em um grafico duplamente logaritmico®.

Além disso, e mais gravemente, a premissa de se utilizar uma lei de poténcias
é equivocada, de considera-la a priori, uma vez que esta seria justamente a nossa

tarefa, e ndo a nossa hipétese de trabalho. Justamente devemos verificar se uma

6 A técnica tem como objetivo resolver situagies quando existe algum tipo de problema em
relacdo & amostragem. Ela tem duas versdes bésicas: a fixamente espagada e a logaritmicamente
espagada. Para maiores informagGes sobre este procedimento recomendamos [28].

70 estimador de § chamaremos de 3, e é obtido através da resolugéo da equagfio transcen-

dental %% = —L1 5  Inz;, sendo Tmin o limite inferior para o grau da distribuigio de
T.

8Conforme proposto em [13], se utilizarmos o complementar da distribui¢do acumulada de z
como P(z) = [° p(z')da’, e se sabemos que a mesma segue uma lei de poténcias, temos entdo
Pz)=C f:o T’ %dx’ = %w‘(“‘l), que também é uma lei de poténcias, porém com o expoente
deslocado.

%A aplicagdio de tal técnica deve ser evitada, conforme discussio do texto [13] e confirmado
através de experimentos bastante contundentes, resumidos em sua tabela IV e figura 2.

99



distribuicao de tal forma é ou ndo adequada em relagéo aos dados obtidos. Quando
se propoe fazer uma estimativa para o expoente, ja se estd implicitamente consi-
derando a distribuicdo como uma lei de poténcias, e, na verdade, somente se esta
buscando qual expoente melhor representa aqueles dados, um absurdo em nosso
caso!

Complementarmente, vale sublinharmos, que a verificagdo de que em um grafico
duplamente logaritmico, uma reta representa bem os dados, é uma condigao ne-
cessaria'’, porém ndo suficiente para se conjecturar uma lei de poténcias, uma
vez que existem outras distribuigbes que também podem ser aparentemente bem
representadas de tal forma.

N&o obstante, e conforme j4 descrito, existe ferramental estatistico que justa-
mente se propoe a responder tal questdo: é plausivel considerar que um determi-
nado conjunto de dados é originado de uma distribuicdo especifica? Tais ferra-
mentais s&0 quantitativos, e conhecidos como testes de hipéteses!!, com utilizagao
complementar do p-valor'?, testes do tipo likelihood ratio, entre outros.

Estes testes possibilitam aumentar nosso grau de confianca, com indicios e re-
presentatividade estatistica, sendo condigéo necesséria, porém néo suficiente para
a hip6tese quanto & distribuicdo. E apesar de ndo poderem confirmar, somente cor-
roborar, podem de forma definitiva descartar determinada possibilidade de forma
funcional. Nenhuma dessas ferramentas, que sdo bastante populares, diga-se de
passagem, foram utilizadas ou sequer cogitadas. Novamente, consideramos a néo

utilizagdo das mesmas uma falha grave.

0Conforme estudo de [13], evidencia-se através da andlise de 24 trabalhos bastante repre-
sentativos da literatura, que seus autores utilizam de tal artificio sem qualquer rigor estatistico
(verificagio da reta no grafico log-log). Ao se efetuarem alguns poucos testes estatisticos quanto
a adequacgdo da hipé6tese da distribui¢io ser do tipo lei de poténcias, em varios casos a mesma
néo se verifica.

UExistem algumas medidas possiveis para quantificar a distéincia entre duas distribuigbes de
probabilidades para dados ndo distribuidos por uma normal, e se tais distribui¢bes podem ser
consideradas as mesmas, e um dos testes mais comuns para tal é devido a Kolmogorov-Smirnov,
ou KS.

12Tndica em conjunto com uma medida de distincia entre distribuictes, por exemplo a KS, se
os dados foram obtidos daquela distribuigao.

60



Entéo, aplicamos tais testes a um conjunto de simulages conforme algoritmo
proposto em tal trabalho, e obtivemos os seguintes resultados expressos na tabela
5.1. Temos indicado na mesma os valores do expoente da distribuicao dos graus
(7), o expoente da distribui¢ao da Carga (4) quando consideramos a mesma como
uma lei de poténcia (obtidas através de seu estimador de méxima verossimilhanga),
o valor retornado pelo teste KS (que é utilizado para compor o p-valor), e o préprio
p-valor.

Os resultados para o p-valor quando inferiores a 0.1 13 foram verificados para
todos os expoentes da distribuigio de graus (sempre zerados), além da estimativa
dos expoentes para a distribuicdo da Carga pelo estimador de maxima verossimi-
lhanca nao ter sido universal para todos eles, muito menos com valor fixo 2.2.

Ou seja, a hip6tese de que os dados sdo bem ajustados para uma distribuigdo do
tipo lei de poténcia, e a suposta universalidade de seu parametro nfo sdo confirma-
das pelos testes realizados. Ao observarmos a forma funcional do capitulo anterior
(pela figura 4.4), verificamos também a total falta de evidéncias experimentais

para suportar tais hipdteses.

v | Estimativa de § KS p-valor
2.00 1.8996 0.0178 0.00
2.25 2.0177 0.0179 0.00
2.50 2.1066 0.0185 0.00
2.75 2.2306 0.0187 0.00

Tabela 5.1: Estimacio de méxima verossimilhanga para expoente, valor do teste KS, e
p-valor.

Adicionalmente ao elencado anteriormente, realizamos um conjunto de experi-
mentos que evidenciaram através da figura 5.2 que a distribuicdo da Carga varia
conforme o expoente e também em relagio ao grau médio, ou seja, ndo podendo
suportar a hipdtese da universalidade do expoente.

Por todo o exposto, devermnos ter cautela ao consideramos o resultado do artigo

original [19].

13Conforme proposto em [13] .
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Capitulo 6

Conclusoes e trabalhos futuros

Neste trabalho, abordamos um problema de Redes Complexas que é a carac-
terizagdo da propriedade Carga, considerando-a quando a rede é submetida a um
trafego uniforme (isto é, o nimero de rotas que passam por cada vértice quando
todos os pares dos mesmos enviam mensagens entre si). Para tal, desenvolvemos
propostas e andlises do ponto de vista tedrico e simulado.

Nosso desenvolvimento se deu, inicialmente, através da idéia de utilizarmos o
conjunto de arvores de caminhos mais curtos enraizadas nos nés da rede, para
entdo manipuld-las para a caracterizacgio da propriedade Carga.

No capitulo 2, introduzimos uma nova andlise para descrever a distribuicao de
graus em tais drvores, e entdo sugerimos uma expressdo analitica para a mesma.

Constatamos através de resultados simulados que nossa expressao esta préxima,
em termos de verossimilhanca, ao processo subjacente que ela se propoe a des-
crever. Vale notarmos que uma parte especifica da nossa expressao, referente a
varidvel que descreve o tamanho da fila no processo de busca, nao continha uma
forma, fechada e tivemos que estima-la através de simulagoes.

Entdo, com a distribui¢io de graus na arvore caracterizada, no capitulo 3
valemo-nos do fato de que a descendéncia de um vértice na arvore em largura
representava o conjunto de mensagens passando pelo vértice quando a raiz de tal

arvore estiver fazendo o seu respectivo envio de mensagens.
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Entao, como nosso objetivo era obter tal varidvel quando todos os vértices
fizessem seus envios, deverfamos considerar as arvores enraizadas por cada um dos
vértices, e assim efetuarmos a sua soma (caracteristica de quando o grafo esta
sendo submetido a um trafego uniforme).

Logo, para compor a Carga deveriamos caracterizar a distribuicio da des-
cendéncia de um vértice baseados na distribuigdo de graus em uma arvore em
largura. Entao, dada a natureza recorrente do padrao das descendéncias em que
uma cascata de distribuigdes ocorriam, utilizamos do formalismo devido as fun¢oes
geradoras, da prépria recorréncia identificada na definicio da descendéncia, e de
uma identidade devido a Lagrange [1, 35] para expansdo de uma fungio em termos
de série de poténcias, e desenvolvemos entdo uma expressido para a descendéncia
fixada a distribui¢do de graus subjacente. Chegamos tanto & forma analitica como
a simulada, e obtivemos resultados satisfatérios.

No capitulo 4, fizemos consideragoes a respeito da composi¢do da varidvel des-
cendéncia para utilizagdo como parcela na expressdo da Carga, que seria 0 nosso
objetivo final. Porém, constatamos através de uma simples manipulagdo simbélica
sobre a variavel descendéncia, e também baseados em observacgbes experimentais
do final do capitulo anterior, que as varidveis descendéncia ndo sdo independentes
entre si. Logo, ndo poderiamos utilizé-las de forma trivial sem contemplarmos a
estrutura de dependéncia existente entre as mesmas.

Considerando-se esta impossibilidade momenténea, efetuamos entao simulacoes
para observarmos o comportamento da variavel Carga, e chegamos a uma distri-
buicdo empirica, com uma forma bastante peculiar, ¢ um comportamento osci-
latério interessante.

Entao, através de um estudo da mesma, propomos uma explicacdo para este
comportamento, e sugerimos entdo outras equagoes, em alto nivel. Tal expressao
pode ser melhorada, pois em sua forma atual existem restrigdes quanto a compu-
tabilidade, dado o elevado custo computacional para obté-la. Surgiram também

problemas semelhantes aos relativos a descendéncia nesta nova expressdo. Senti-

64



mos que essas equagoes poderiam ser mais bem estudadas, e possivelmente, serem
melhoradas.

Finalmente, no capitulo 5 consideramos os trabalhos relacionados aos assuntos
envolvidos neste estudo. Dividimos em duas partes este capitulo, sendo a primeira
relacionada a distribuiciio de graus em arvores em largura conforme [2].

Ao efetuarmos um estudo mais detalhado sobre tal trabalho, encontramos al-
gumas incongruéncias. Por exemplo, a distribui¢ao original considerada era pouco
realistica para redes do tipo Internet, considerando somente vértices com um grau
maior do que determinado valor.

Além disso, uma determinada parcela de uma expressio fundamental®, e que
deveria representar uma probabilidade continha inconsisténcias, tanto do ponto
de vista técnico, onde seus valores tornavam-se maiores que um, como em termos
conceituais, nao se levando em consideragao aspectos relevantes do processo que
se propunha a descrever (por exemplo, o gap entre o tempo de entrada na fila e a
exploragao do vértice propriamente).

Entao, executamos simulagoes que claramente demonstraram que nem em ter-
mos de tendéncia geral do processo a expressio original descrevia de fato o processo
algoritmico subjacente.

Na segunda parte do capitulo, estudamos a proposta em [19], que foi o tra-
balho onde se introduziu o conceito de Carga aplicada as Redes Complexas. No
mesmo, foi conjecturado resultado empirico bastante forte em que se sugere, pri-
meiramente, que a distribuicdo da Carga também segue uma lei de poténcia, e
em segundo lugar, que o parametro da distribuigéo, seu expoente T, é universal.
Tal expaente teria valor fixo sugerido 7 = 2.2, independente do valor do expoente
da distribuicdo de graus original em que o grafo G foi instanciado, considerando-
se sempre o intervalo referente aos valores encontrados para as redes de interesse

como a Internet e a Web.

!Estamos nos referindo a expressio mais geral, que engloba pynzo (t). Esta iltima foi a que
mostramos a divergéncia quanto ao intervalo unitdrio, no capitulo anterior.
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Ent&o, dividimos nossa analise quanto a este trabalho em trés grandes grupos,
e nela primeiramente abordamos as questdes referentes as interpretacoes conceitu-
ais do problema, seguindo as relativas ao rigor estatistico e, finalmente, sobre as
evidéncias empiricas.

Baseados em todos os pontos levantados a partir de nossa anélise, e em conjunto
aos resultados obtidos no capitulo 4, esperamos ter deixado claro que o resultado
de tal trabalho nos parece inadequado.

Como ponto interessante para desenvolvimento de trabalhos futuros, sugerimos
o aperfeigoamento de nossas expressoes, seja do ponto de vista de acurécia, aumen-
tando a verossimilhanca em relagdo ao processo subjacente que ela descreve, como
também na aplicagdo de resultados que possibilitem que as expressoes possam ser
computadas em um tempo mais razodvel.

Para uma completa caracterizagdo da varidvel do ponto de vista analitico, o de-
senvolvimento de uma expressao fechada para a fila se faria necessaria. Além disso,
também seria necessrio contemplar a estrutura de dependéncia existente entre as
variaveis descendéncia. Ambas as questoes sdo desafiadoras, e interessantes para
um aprofundamento.

Além disso, grafos com arestas ponderadas também poderiam ser considera-
das, e aumentam a verossimilhanga com as redes reais em que os canais tem confi-
guracoes distintas. Porém, contemplar tal fato aumenta bastante a complexidade
da modelagem (uma idéia inicial seria considerarmos ponderagcses sobre as diversas
drvores de disténcias mais curtas de um vértice especifico).

Um outro ponto interessante a se estudar seria a obtengdo da variavel Carga
de forma distribuida pela rede, de modo que os vértices possam tirar proveito da
mesma (nas redes que consideramos e que sdo de interesse geral, ndo existe uma
entidade global, superior hierarquicamente, que possa computar tal variavel).

Vale observarmos que o conhecimento da varidavel Carga d4 informacao, sobre
duas outras grandezas: (i) o nimero de rotas passando por cada vértice; (ii) a
largura de banda que cada canal da rede deve ser capaz de suster dadas as rotas

que passam por ele.
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Acreditamos que a melhor caracterizacio dessa grandeza podera apontar para
a possibilidade de intervir em algoritmos de roteamento de rede visando a uma
distribuigdo mais eqiiitativa, ndo somente da carga entre os nds, mas também
do tréfego em cada canal quando se utilizam redes de “overlay” para aplicacdes
“peer-to-peer”.

Além disso, um conhecimento profundo de como se comportam essas arvores
nas redes em questio estd intimamente relacionado & possibilidade de se desenvol-
verem novos algoritmos para duas classes importantes de problemas distribuidos, a
saber, o roteamento de mensagens e o estabelecimento de redes de “overlay” para
aplicacbes “peer-to-peer”.

Uma, outra sugestdo, e que poderia ser uma interessante aplicacao do desen-
volvido neste trabalho, seria considerarmos redes construidas baseadas na rede de
transito de grandes metrépoles, e que parecem conter relagio direta ao estudado
até aqui.

Por exemplo, as ruas como sendo os vértices e havendo arestas entre eles caso
exista uma, ligagdo entre as respectivas ruas. Seria relevante medirmos justamente
a Carga (trifego) em cada rua, de tal sorte que abra possibilidade para criacdo
de um estado de fluxo que seja o mais livre possivel. Uma outra versdo de tal
problema, bastante diferente, seria considerarmos somente as ligacGes entre as
ruas, que no caso de nossa modelagem inicial seria obtermos a Carga das arestas
e nao dos vértices.

Esperamos que os avangos tedricos e as idéias contidas nesta tese abram novas
possibilidades para modelagem de propriedades tdo interessantes como a Carga
em Redes Complexas e conseqiientes avangos no entendimento e utilizacao de tais

redes.
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Apéndice A

Leis de poténcia e independéncia

de escala

A distribuicio do tipo Lei de Poténcia modela de forma mais realistica redes
do tipo Internet [18, 25] e WWW [24, 12], néo possuindo decaimento exponencial
em torno da média, conforme os modelos classicos que utilizam a distribuicao de
Poisson. Em um grafo em que sua distribui¢do de graus segue uma lei de poténcias,
um vértice v escolhido aleatoriamente possui grau a > 1 com probabilidade pro-
porcional a o~ 7, sendo que a distribui¢do é parametrizada através do 7. Iremos
considerar os intervalos 2 < 7 < 3 como representativos para a problematica
em questdo, conforme [19]. Consideremos uma constante de normalizacao C, a

distribuigao é:

Pgla) = Ca™" (A.1)
onde

n—1

Z Ca =1

a=1
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Quando n — o0, a constante C' pode entdo ser obtida por

1 1
ZaZl a T ¢(r)

Cc = (A.2)

onde {(z) = > > %" é a funcdo zeta de Riemann [36]. Juntando A.1 e A.2 temos:

Po(a) = . (A.3)

A funcéo {(z) converge para alguns valores de z, como z > 1, porém existem
alguns desses valores positivos para os quais as fun¢oes nao convergem, conforme
demonstrado em [31].

Entdo, a distribuigdo com que iremos trabalhar primordialmente é a lei de
poténcias, e possui a propriedade de ser livre de escala (scale-free). Existem mui-
tos fendmenos naturais que dependem de uma escala, variando dentro de um in-
tervalo bem definido em que a diferenca entre valor minimo e maximo encontra-se
moderado, com uma mesma ordem de magnitude, e os valores encontram-se dis-
tribuidos em torno de uma média. Exemplos disso sdo a altura e o peso de pessoas,
velocidade média de veiculos, entre outros.

Existem fenomenos que ndo possuem essa caracteristica de serem distribuidos
em torno de sua média. Tal fato se verifica quando o intervalo de variacao do
dominio é de alta ordem de magnitude. Um exemplo cléssico é a freqiiéncia das
populacoes das cidades, que foi verificado para o caso das cidades brasileiras em
[26]. Conforme [28], na figura A.1, enquanto o intervalo entre menores e maiores
alturas pode variar, por exemplo, entre 57cm e 272cm, o que nos d4 uma variacao
de quase 5 vezes, e também a velocidade de um automével, que se encontra cen-
trada em torno de uma média, e é bastante restrita no intervalo entre 40 e 100
quilémetros por hora, os dois tltimos graficos ! mostram o tamanho das cidades,

que podem variar de poucas dezenas de pessoas até quase 10 milhdes delas, sendo

1Escala normal e logaritmica, respectivamente.
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que a fragdo entre elas é cerca de centenas de milhares, e ndo encontra-se centrada

em torno de uma média.
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Figura A.1: Gréfico com frequéncias exemplificando propriedade de independéncia de
escala.

Consideremos agora o grafico da figura em escala logaritmica em ambos os
eixos, conhecido também como escala logaritmica dupla, ou log-log. Podemos
observar que uma linha reta em escala logaritmica representa as probabilidades.

Seja p(z)dz uma fragio de cidades com populagéo entre z e  + dz. Sendo o
histograma uma linha reta em escala log-log, entdo Inp(z) = 7lnz + C, onde 7
e C séo constantes. Se observarmos a férmula A.2 e aplicarmos log em ambos os
lados da equacdo, temos o mesmo resultado. Ambas as formas representam a inde-
pendéncia de escala (em escala logaritmica), ou seja, independente do tamanho do
grafo, a dindmica se mantém. Além disso, existe uma relagao de proporcionalidade

entre as probabilidades.
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De forma mais especifica, suponhamos que haja uma distribui¢do de probabili-
dades p(z) para uma determinada varidvel z, e suponhamos que sabemos a priori

que ela satisfaz a relagao

p(bz) = g(b)p(x) (A.4)

para algum b. Isto é, se aumentarmos a escala ou unidades em que o z esta sendo
medido por um fator b, a forma da distribui¢do p(z) néo se alterard, a menos de
uma constante multiplicativa.

De forma pratica, podemos achar que arquivos de tamanho de 1kB s@o quatro
vezes mais comuns dos que o de 2kB (note que estamos em escala de kilobytes, ou
210 bits. Considerando agora a escala de megabytes (MB e equivale a 220 bits),
iremos achar que a relagdo dos arquivos de 1MB para os de 2MB também valem
4. O mesmo valeria para a proporcio entre arquivos de gigabytes (equivalendo a
230).

Assim, a forma da distribui¢do ndo depende da escala em que os objetos sao
medidos. Essa propriedade ndo é verdadeira para a maioria das distribuigoes,
como, por exemplo, a distribui¢ao exponencial.

Considerando A.4, seja £ = 1, o que nos daria p(b) = g(b)p(1). Assim g(b) =

p(b)/p(1) e poderiamos reescrevé-la como:
b)p(z
p(b) = p(p)p( ) (A5)

Dado que tal equacgio deve ser verdadeira para qualquer b, podemos diferencié-

la. em ambos os lados em relagdo ao b e temos:

200 "

/() = p(1)

onde p indica a derivada. Fazendo b = 1, temos:

L ALC (A7)




que é uma equacdo diferencial de primeira ordem com solucio:

p(1)

Inp(z) = 7 Inz + constante. (A.8)

Fazendo z = 1 encontramos a constante simplesmente como Inp(1), e aplicando

a exponencial em ambos os lados temos:

p(z) =p(1)z™ (A.9)

onde o = —p(1)/p'(1). Assim, podemos afirmar que a distribuicao do tipo lei de
poténcia é a tnica distribuicio que satisfaz o critério de ser livre de escala.

Tal defini¢do captura a nogao de auto-similaridade, que nos induz ao conceito
relativo a simetria, quando parte do objeto mantém, exata ou aproximadamente,
forma ou propriedade similar ao objeto como um todo. O exemplo mais conhecido
é o dos fractais. Em nosso caso, a lei de formagdo dos graus dos vértices em
redes como a Internet é independente de escala, e tem comportamento auto-similar
independente do intervalo em que observamos. Tal propriedade evidencia o que ja
foi falado, que distribuicées na familia da Poisson sfo inadequadas para descrever

redes desse tipo, dada a sua inaplicabilidade.
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Apéndice B

Tabela de féormulas

Devido a grande quantidade de varidveis envolvidas no trabalho, listamos as

mesmas na tabela abaixo com intuito de facilitar a consulta e a respectiva leitura

desta dissertagao, segue:

Variavel | Descricao
G grafo ou rede corrente.
Ly, distribuicio da variavel Carga de um vértice u.
L distribuicao da variavel Carga de um vértice qualquer.
T drvore de caminhos mais curtos enraizada pelo vértice v.
T drvore de caminhos mais curtos enraizada por um vértice qualquer.
Dy, distribuiciio da descendéncia do vértice u em T5,.
D descendéncia de um vértice qualquer em 7.
a distribui¢do de graus dos vértices em G.
a; probabilidade de um vértice v ter grau 7 em G.
A distribuicao de graus dos vértices em 7.
Ama1 probabilidade de um vértice v ter grau m + 1 em 7.
d(v) grau de v em G.
dres{v) grau residual de v em G.

Tabela B.1: Resumo das férmulas (parte 1/2).
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Variavel

Descricao

q(t)

fila no tempo t.

Q@) distribui¢go do tamanho da fila no tempo .
pimm | probabilidade de um vértice v ter m filhos em uma 4rvore T', dado que 0 mesmo tem
grau i em G.

pi,m(t) | probabilidade de um vértice v ter m filhos em uma arvore T', dado que o mesmo tem
grau i em G e foi anexado em T no tempo t.

Wi probabilidade para o valor do maximo entre cépias de wn vértice v, sendo que o
mesmo tem ¢ cdpias sorteadas uniformemente no intervalo unitdrio, ser igual a ¢.

A;+qr | probabilidade do grau residual de um vértice v ser r, dado que possui grau ¢ no grafo
G, entrou na fila no tempo ¢, sendo que seu tamanho em tal instante de tempo é igual
aq.

Puis,g(t) | probabilidade referente & anexacdo na drvore, por parte de v, de um novo vértice,
considerando-se que v entrou na fila em ¢ e o tamanho dela neste instante de tempo
éq.

Pim,q(t) | probabilidade referente a um vértice v ter m filhos em uma arvore T, dado que o
mesmo tem grau ¢ em G e foi anexado na drvore no tempo t, ou seja, sua copia de
maior indice na fita vale ¢, e o tamanho da fila em tal instante vale gq.

C; nidmero de filhos de um vértice ¢ em T'.
B; nimero de descendentes de um vértice 2 em T'.
By; mimero de descendentes de um vértice 5 em T', sendo que j € filho de z.
Gx(u) | transformada da varidvel aleatéria X em relagio a u.
¢(r) fungao Zeta de Riemann com pardmetro 7.
GCC variavel referente a componente gigante.
T expoente tipico de uma lei de poténcias.

Tabela B.2: Continuagéo do resumo das férmulas (parte 2/2).
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