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O Escalonamento por Reversao de Arestas (ERA) é um algoritmo de
escalonamento para sistemas distribuidos com compartilhamento de recursos
em alta carga. Este trabalho prova que os problemas de decisao relacionados
a maximizacao e a minimizacao da concorréncia do ERA sao NP-completos
para grafos com A < 4 e para grafos cibicos planares, respectivamente. E
provada a nao-aproximagao com razao menor que ni—¢ ,se P # NP, para
o problema de minimizacao do inverso da concorréncia. Com o conceito de
trilha, é provado que os ciclos principais determinam o maximo e o minimo
intervalo inoperante, além de outros atributos da execucao do ERA. Sobre
os algoritmos probabilisticos de inicializagao do ERA, prova-se que Alg-Cor
tem convergéncia sub-exponencial para grafos completos e linear se os dados
tém f = n faces. Para Alg-Arestas sao analisadas expressoes para P[T'(m) >
[log;m| +1+w] e P[T(m) = w], onde T'(m) é o tempo de convergéncia com

m arestas e w > 0.
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Scheduling by Edges Reversal (SER) is a scheduling algorithm for dis-
tributed systems with heavy loaded resource sharing. This work proves that
the decision problems associated to the maximization and minimization of
SER concurrency are NP-complete for graphs with A < 4 and for cubic and
planar graphs, respectively. It also proves the non-approximability in a fac-
tor less than n7—¢ , if P # NP, of the inverse of concurrency minimization
problem. Using track concept, it’s also proven that critic cycles determine
maximum and minimum non-operation interval, besides other properties of
ERA execution. About the probabilistic ERA initialization algorithms, it’s
proven that Alg-Cor has sub-exponential convergence for complete graphs
and linear convergence when f = n faces dies are used. For Alg-Arestas,
expressions for P[T'(m) > |log; m| + 1+ w] and P[T(m) = w], where T'(m)

is the convergence of the algorithm with m edges, are analysed and w > 0.
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Capitulo 1

Introducao

A drea de algoritmos distribuidos apresenta hoje em dia interesse reno-
vado da comunidade cientifica. Nao sé pela disseminacao das redes sem fio
(wireless networks), mas também pelo novo interesse despertado pelas redes
de sensores [11][6][24], assim como para redes de alto desempenho. Conceitos
de computacao distribuida estao sendo utilizados até mesmo internamente
pelas arquiteturas de processadores de ultima geracao [15][14]. Nesse sen-
tido, o desenvolvimento de novas aplicacoes nao conhecidas e o surgimento
de novos requisitos de funcionamento é bastante natural.

Desta forma, existe demanda pela descoberta de novos algoritmos, assim
como pelo aprofundamento do conhecimento sobre técnicas ja estabelecidas
que possam ser aplicadas em novos contextos e de formas diferentes.

O presente trabalho revisita o Fscalonamento por Reversao de Arestas
(ERA), algoritmo de escalonamento distribuido bastante conhecido e com
grande espectro de possiveis aplicagoes, assim como outros algoritmos rela-

cionados, na tentativa de aprofundar a compreensao sobre suas propriedades.



1.1 Escalonamento por Reversao de Arestas

Mesmo sendo possivel descrever a execu¢ao do ERA em termos bastante
simples e a partir apenas de diretivas locais, o ERA, como o chamamos na
maior parte deste trabalho, ou o SER (Scheduling by Edges Reversal), como
¢é conhecido na literatura internacional, apresenta um comportamento global
com propriedades e complexidade surpreendentes.

Como descrito em BARBOSA([8], partindo-se de uma orientagao aciclica
em um grafo onde os nés representam as unidades computacionais que com-
partilham recursos e uma aresta representa o compartilhamento de pelo
menos um recurso entre os nés adjacentes, cada sumidouro (né com todas
as arestas adjacentes orientadas em sua dire¢ao) utiliza todos os recursos
e, em seguida, inverte todas as suas arestas. Com isso, novos sumidouros
serao criados e o processo se repete. Considera-se que todo né quer operar
durante todo o tempo e que, para operar, precisa de todos os recursos que
compartilha com outros nés.

Nenhum conhecimento global é necessario para que o algoritmo funcione
corretamente e garanta propriedades como: a nao existéncia de deadlock
(bloqueio perpétuo), situa¢ao onde um subconjunto dos nés nunca opera; e
a nao existéncia de starvation (inanigao), situacdo onde um subconjunto dos
nos fica muito tempo sem operar. Portanto, a partir de um comportamento
puramente local e simples, produz-se um comportamento global complexo e
de grande interesse.

Uma das propriedades do ERA (a que garante a nao existéncia de star-
vation) é sua convergéncia para uma fase periddica de tamanho p na qual
todos os nos do sistema operam o mesmo numero de vezes a cada periodo
independentemente de arquitetura ou topologia da rede. Uma medida geral

de concorréncia do sistema, portanto, pode ser definida como o ntimero de



vezes que cada né opera no periodo dividido pelo tamanho do ciclo (y = %)
A concorréncia é totalmente definida e pode ser calculada em tempo polino-
mial a partir de caracteristicas estaticas da orientacao aciclica inicial, o que
significa que um atributo comportamental dinamico e complexo como a con-
correncia do sistema pode ser previsto a partir de caracteristicas estaticas
deste. Sabe-se [8] que a concorréncia é determinada por um subconjunto,
possivelmente unitario, de ciclos do grafo, ao qual chamamos de ciclos prin-
cIpais.

H4 resultados [19] que provam que o periodo pode ter tamanho exponen-
cial em n (ntimero de nés do grafo). Ja a fase pré-peridédica tem tamanho
polinomial em n [20].

Em ARANTES[1] e, posteriormente, em ARANTES|[2], foram introduzi-
dos algoritmos randomicos e distribuidos que geram orientagoes aciclicas
mesmo em grafos anonimos. Com isso, mesmo a orientacao aciclica ini-
cial nao impoe nenhum conhecimento global e é conseguida a partir de um
comportamento local também bastante simples, reproduzido no Capitulo 5
- Andlise de Algoritmos Randomicos para Inicializacgao do ERA. Um dos al-
goritmos converge em até 1 passo, se o numero de “faces do dado” utilizado
no sorteio for suficientemente grande [1][2][3][4].

Além da velocidade de convergéncia, em ARANTES[1] foram avaliadas
as qualidades da concorréncia gerada. Neste mesmo trabalho foi verificado
experimentalmente, através de simulagoes, que o algoritmo Alg-Cor (apre-

sentado no Capitulo 5 - Analise de Algoritmos Randomicos para Inicializagao

do ERA) gera as mais eficientes orientagoes.



1.2 Motivacoes e Principais Resultados

Complexidade da Otimizagao de Concorréncia

Para varias aplicacoes possiveis para o ERA, a questao da concorréncia
¢é crucial. Desta forma, estudando a complexidade do problema para classes
de grafos simples, é apresentada uma demonstracao de que a complexidade

do problema de decisao relacionado a maximizacao da concorréncia do ERA

D

NP-completo mesmo para grafos com grau maximo limitado a 4. Também
¢ mostrado que, se P # NP, o problema de minimizacao do inverso da
concorréncia nao pode ser aproximado por uma razao menor do que n7e
para qualquer valor de € > 0. Além disso, um algoritmo polinomial com
razao de desempenho de, no maximo, %, onde A é o grau maximo do grafo,
baseado no algoritmo de coloracao descrito em LOVASZ[18], ¢ introduzido.

Existem aplica¢oes em que a utilizagao do ERA é desejavel em regimes de
concorréncia baixa. Entre estas aplicagoes esta o uso do ERA para escalon-
amento em rede de sensores onde o consumo de energia deve ser minimizado
[11][6]. Outra possibilidade de aplica¢ao da concorréncia minima é no pro-
blema de descontaminagao distribuida de grafos [9], onde o objetivo é espa-
lhar o menor ntimero possivel de guardas nos nés contaminados de um grafo,
de tal forma que os guardas descontaminem todos os nds, sem permitir re-
contaminagao, que acontece quando um né descontaminado torna-se vizinho
de outro contaminado. Nestes casos, a localizacao dos guardas seria guiada
pelo ERA. Como o ntimero de guardas apresenta relagdo com a concorréncia,
esta deveria, portanto, ser minimizada.

Neste trabalho, é mostrado que o problema de minimizar a concorréncia
¢ também NP-completo para grafos em geral. Desta forma, ao contrario da

coloragao, que é um problema muito relacionado a otimizacao da concorréncia



do ERA, este é um problema NP-dificil mesmo quando tentamos minimizar

seu resultado.

Modulacao do Sistema pelos Ciclos Principais

Um ponto de central interesse neste trabalho é o fendémeno da modulacao
do sistema pelos ciclos principais. Modulacao, neste caso, refere-se ao fato
de que véarias propriedades do comportamento dinamico do sistema podem
ser previstas pela observacao apenas dos ciclos principais do sistema. A
mais conhecida destas propriedades dinamicas é a prépria concorréncia. A
concorréncia apresenta ainda a caracteristica interessante de ser totalmente
determinada a partir da observacao estatica destes ciclos.

Neste trabalho, verificamos outras medidas de comportamento dinamico
que sao determinadas pelos ciclos principais. Ao contrario da concorréncia,
tais medidas nao sao calculadas a partir de caracteristicas estaticas do ci-
clo principal. Nos resultados apresentados sao relacionadas caracteristicas
dinamicas do sistema ao comportamento também dinamico dos ciclos prin-
cipais. Porém, este comportamento dinamico dos ciclos principais apresenta
caracteristicas de certa forma estaticas, as quais sao descritas nas defini¢oes
de execucao independente e de execucao canonica, conceitos introduzidos no
Capitulo 4 - Trilhas e Propriedades do ERA.

Acredita-se que este fenomeno da modulacao do sistema pelos ciclos prin-
cipais podera ser explorado em algumas aplicagoes, através da configuracao
manual de um ciclo principal ou pela sua detecgao distribuida, possivelmente
através de heuristicas. Além disso, acredita-se que, futuramente, as ja citadas
caracteristicas estaticas do comportamento dinamico dos ciclos principais
possam ser tteis como ferramenta para a descoberta de novas propriedades

do ERA. Citamos como exemplo o momento em que o ERA entra no periodo



ou se uma dada concorréncia 6tima ¢ equivalente a uma coloragao 6tima.
Estas sao algumas das perguntas que nos motivaram a tais estudos e ainda
constituem-se como objetos para novas pesquisas.

Em relacao ao estudo da modulacao do sistema pelos ciclos principais, dois
dos resultados apresentados versam sobre o maximo e o minimo intervalo
inoperante de um né. O maximo intervalo de inoperancia é uma medida
dada pela coloragao associada a orientacao do sistema. Neste trabalho, é
mostrado que esta grandeza ¢ determinada pelo ciclo principal. J4 o intervalo
minimo de inoperancia pode ser utilizado para a determinacao, por exemplo,
do consumo minimo de carga em uma rede de sensores e também é mostrado
que este é determinado pelo ciclo principal.

Outro resultado relativo as medidas de justica do ERA é referente ao
nimero maximo de operacoes independentes. Esta é uma medida que apro-
xima o grau de alternancia dos nds na operacao do ERA. Dados dois nés v
e u, esta medida determina o niimero maximo de vezes que v opera entre
duas operagoes de u e vice-versa. Portanto, um resultado 1 indica que ne-
nhum né opera duas vezes sem que todos os nés do sistema tenham operado
também 1 vez. Ja um resultado 3 indica que, no maximo, é possivel que um
no opere 3 vezes enquanto outro né nao operou nenhuma vez. Este resultado
¢é obtido diretamente do maximo e minimo intervalo inoperante e é relevante
para aplicagoes em que se queira medir o grau maximo de desbalanceamento
entre diferentes regioes do sistema, por exemplo. Ou seja, onde a coeréncia
entre os momentos em que os nés do sistema operam é importante. Um fator
relevante, neste caso, é¢ quando um nd opera muitas vezes enquanto outro no
nao opera nenhuma vez, ou quando uma regiao estd ativa, com varios nés

operando, enquanto outra regiao esta pouco ativa.



Também é apresentada uma prova de que, quando os nés do ciclo principal
operam em intervalos regulares de tamanho d, todo o sistema segue este
comportamento. Tal resultado guarda forte relagao com o resultado [8] que
determina as caracteristicas das orientagoes aciclicas que geram execugoes do

ERA nas quais este comportamento ocorre.

Convergéncia dos Algoritmos de Inicializacao

Certamente, em muitas aplicagoes, o processo de inicializacao do ERA ¢é
fator crucial para sua plena utilizacao. Dos 4 algoritmos desenvolvidos ante-
riormente para a geracao distribuida da orientagao aciclica inicial necessaria
para execugao do ERA, Calabrese/Franca [13], Alg-Viz, Alg-Cor e Alg-
Arestas [1][2], destaca-se Alg-Cor como o que gera orienta¢oes com maiores
concorréncias e Alg-Arestas como o de maior velocidade de convergeéncia.

Anteriormente, resultados analiticos sobre o tempo de execucao de Alg-
Cor eram baseados em alguns resultados preliminares apresentados no tra-
balho de CALABRESE[13] e em resultados experimentais desenvolvidos em
ARANTES[1] e ARANTES]2]. Nesta tese, ¢ mostrado analiticamente que,
para grafos completos, o algoritmo tem tempo de convergéncia sub-exponencial
e que, também para grafos completos, quando o nimero de faces do dado
utilizado para o sorteio ¢ igual ao nimero de nés, o algoritmo ¢ linear.

Foi estabelecida [1][2] uma expressao para a média do tempo de con-
vergéncia do algoritmo, tendo sido sua acuracia confirmada com simulagoes.
Porém, nos casos em que a convergéncia rapida do algoritmo, a principio
garantida por Alg-Arestas, é crucial para o sucesso da aplicacdao, a deter-
minac¢ao da média pode nao ser garantia suficiente. Por isso, foram aprofun-
dadas as andlises da convergéncia deste algoritmo, através da utilizacao de

uma expressao [17] que permite determinar a probabilidade de um experi-



mento individual se afastar da média prevista. Estes resultados, publicados
pelo autor e outros pesquisadores anteriormente [3][4], sdo parte integrante
desta tese e sao aqui reproduzidos. Novas analises ainda nao publicadas so-
bre o tempo de convergéncia de Alg-Arestas foram desenvolvidas a partir de

resultados anteriores [1] e sao apresentadas no presente trabalho.

1.3 Estrutura da Tese

O restante da tese estd dividida da seguinte forma. O Capitulo 2 - Con-
ceitos Bésicos resume alguns dos conceitos que sao importantes para o en-
tendimento do trabalho. Principalmente aqueles relacionados ao ERA.

O Capitulo 3 - Otimizacao da Concorréncia do ERA apresenta algumas
provas de NP-completude para problemas de decisao relacionados aos pro-
blemas de encontrar orientacoes aciclicas que maximizem e minimizem a con-
corréncia na execuc¢ao do ERA. No caso do problema de decisao relacionado
a maximizacao da concorréncia, é apresentada uma prova de NP-completude
para grafos com grau maximo 4 e, no caso do problema de decisao relacionado
a minimizacao da concorréncia, ¢ apresentada uma prova de NP-completude
para grafos cibicos e planares. O resultado de nao-aproximabilidade e o
algoritmo polinomial aproximativo também sao estabelecidos nesse capitulo.

Para o problema de otimizacao associado a minimizacao do inverso da
concorréncia, damos uma ma noticia. Dado um grafo G = (N, E) em geral,
¢ exibida uma prova para a nao-aproximacao, a menos que P = NP, com
uma razao menor que n%’s, para todo £ > 0, onde n = |N|. A boa noticia
que damos é que existe um algoritmo polinomial %—aproximativo para a
maximizacao da concorréncia se GG tem seu grau limitado pelo inteiro positivo

constante A.



O Capitulo 4 - Trilhas e Propriedades do ERA apresenta um conjunto
de conceitos relativos ao ERA, como trilhas, ciclo principal, orientacdao e
erecucao canonica, exrecucao independente, além de outras. Neste capitulo
sao apresentados o maximo e o minimo intervalos de inoperancia e a medida
de alternancia na operacao dos nés. Também é mostrado que, quando os nés
dos ciclos principais operam 1 vez em cada d passos, tal comportamento é
acompanhado por todo o sistema.

O Capitulo 5 - Analise de Algoritmos Randomicos para Inicializagao do
ERA aprofunda a analise do tempo de execucao dos algoritmos que geram
orientagoes aciclicas para o inicio da execugao do ERA.

No Capitulo 6 - Conclusoes e Trabalhos Futuros sao apresentadas as con-

clusoes e perspectivas para futuros trabalhos.



Capitulo 2

Conceitos Basicos

2.1 Escalonamento por Reversao de Arestas

2.1.1 Compartilhamento de Recursos

O problema a ser resolvido através do algoritmo FEscalonamento por Re-
versao de Arestas (ERA), introduzido em BARBOSA[7] e BARBOSA[g], ¢
o controle da concorréncia no acesso a recursos. Genericamente, esse pro-
blema consiste em, dado um conjunto P de processadores, um conjunto R
de recursos e um conjunto D C (P x R) dos pares (p € N,r € R) em que o
processador p tem acesso ao recurso r, determinar a ordem de execucao dos
processadores de tal forma que um recurso compartilhado nao seja utilizado
ao mesmo tempo por dois processadores que o compartilham. Os proces-
sadores aqui podem ser nao apenas nés de processamento em um sistema
distribuido, mas também processos, tarefas, threads ou quaisquer entidades
computacionais que possam compartilhar recursos.

O ERA é uma solugao para o problema de compartilhamento de recursos

na situacao em que o sistema encontra-se em regime de alta carga. Um
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sistema altamente carregado é aquele no qual todos os nos requisitam todo
o tempo todos os recursos para realizarem a computacao a que se destinam,

ou seja, para operar.

Modelagem em Grafos

Vamos definir um grafo G = (N, E) que modela o sistema, tal que o
conjunto P de processadores é o conjunto N de nés do sistema. Além disso,
se, para algum recurso ry, tivermos que (v;, ) € D e (vj, 1) € D, definimos
que (v;,v;) € E.

Assim, podemos definir que dois nés v e u compartilham um determinado
subconjunto de recursos se houver uma aresta (v, u) adjacente a estes. Uma
orientacdo vu significa que u tem prioridade de operacio em relacdo a v e,
portanto, ird4 operar antes deste.

Sabendo que todos os nés precisam de todos os recursos, concluimos que
um no, para operar, precisa tornar-se um sumidouro (todas as arestas estao
orientadas para ele), ja que deve ter precedéncia em relacao a todos os vizi-

nhos para tal.

2.1.2 O Algoritmo ERA

O algoritmo ERA admite a existéncia inicial de uma orientagao aciclica
no grafo. A necessidade de a orientacao ser aciclica é facilmente percebida,
ja que, de acordo com o significado da orientacao de uma aresta dada acima,
um ciclo implicaria uma cadeia de precedéncias entre nos resultando em um
bloqueio perpétuo ou deadlock (ver Figura 2.1). Um bloqueio perpétuo é
uma situacao na qual um ciclo do grafo tem todas as arestas orientadas no
mesmo sentido, fazendo com que todos os nés fiquem sem operar por tempo

infinito, uma vez que cada né tem precedéncia em relagao a um de seus
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Figura 2.1: Como cada né tem precedéncia sobre o vizinho, nenhum ird operar e

todos ficarao bloqueados para sempre.

vizinhos, porém, nao tem precedéncia em relagao ao outro, formando uma
cadeia ciclica e infinita de esperas.

Uma orientacao aciclica em um grafo implica a existéncia de pelo menos
um sumidouro. Os nés sumidouros, portanto, serao os primeiros a operar.
O algoritmo prossegue da seguinte forma: apds os sumidouros operarem,
estes revertem todas as suas arestas, de tal forma a dar a precedéncia para
os vizinhos na préxima operacao. Esta nova orientacao gerada também é
aciclica, ja que os sumidouros passam a ser fontes e esse tipo de operacao
nao produz um ciclo [8]. Por isso, um outro conjunto de sumidouros sera
obtido. O processo se repete, definindo o escalonamento na operacao dos nés

(ver Figura 2.2).

2.1.3 Notacoes e Propriedades do ERA

A propria descricao da operacao do algoritmo ERA deixa claro que este
algoritmo nao produz deadlock. Serao apresentadas de agora em diante di-
versas caracteristicas e propriedades do algoritmo, além de um cojunto de

notacoes utilizadas para descrever estas propriedades.
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Figura 2.2: Exemplo de execucao do ERA.

Primeiramente, wy, ws, ... denotam a seqiiéncia de orientacoes aciclicas
geradas pela operacao do algoritmo e formam um escalonamento o(wy), que é
o escalonamento comecando com a orientacao aciclica w;. Alternativamente,
sera utilizada apenas ¢ para indicar um escalonamento qualquer.

Dizemos, também, que g(w) é a orientagao aciclica gerada pela reversao
das arestas dos sumidouros da orientagao aciclica w. Assim, na seqiiéncia
W1, Wo, W3, ..., temos wy = g(wy).

O conjunto de sumidouros (sinks, em inglés) de uma dada orientagao
aciclica w é representado por sinks(w). O nimero de operagdes de um né i
nas ¢ primeiras orientagoes de um escalonamento o (lembre que um né opera
quando se torna um sumidouro) é dado por m;(c, q).

Com essa notagao, demonstramos uma propriedade simples [8], mas que

tem importantes implicacoes:

Lema 2.1. Considere w e W' = g(w). Um sumidouro em w' tem pelo menos

um vizinho que € sumidouro em w.
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Demonstracao. Pela operacao do algoritmo, é facil perceber que as tnicas
arestas que sao modificadas de w para w’ sdo as arestas ligadas aos sumidouros
de w. Como os sumidouros de w’ ndo eram sumidouros em w, algumas das
suas arestas foram modificadas e, portanto, estas arestas eram incidentes a

sumidouros em w. O

Com isso, podemos mostrar uma propriedade introduzida em BARBOSA([8]

que garante a inexisténcia de starvation na operacao do ERA.

Teorema 2.2. Considere dois nos i,j € N e admita que o menor caminho
nao orientado que os liga em G contenha r arestas. Temos que |m;(o,q) —

m;(o,q)| < r para todas os escalonamentos o e todos os g > 1.

Demonstracao. A prova é por inducao em r. Para r = 1, i e j sao vizinhos
e, portanto, pelo lema anterior, se alteram em suas operacoes, confirmando a
propriedade. Para a hipdtese da inducao, vamos assumir que a propriedade
vale para quaisquer par de noés cujo menor caminho nao orientado tem, no
maximo, r — 1 arestas. Assim, dados os nds i e j distantes r arestas entre si
(segundo o critério assumido), tomemos um né k pertencente a esse caminho

e que dista d arestas do n6 i. Como d < r, temos

|mi(0a Q) - mk(aa Q)| S d

e my(o,q) —mj(o,q)] <r—d e, assim, como querfamos provar,
Imi(, q) —my(o,q)| <.
U

O numero de orientacoes aciclicas de um grafo é obviamente finito, por-

tanto um escalonamento o = (wj,ws,...) entra, em algum momento, em
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periodo repetitivo de comprimento p. A isto, segue uma propriedade [8] que

garante uma classe de justica provida pelo algoritmo:

Corolario 2.3. O numero de vezes que um no opera em um periodo € igual

para todos 0s nos.

Demonstracao. Suponha que temos um periodo que é composto de um nimero
p de orientagdes aciclicas, temos m;(o,p) = ki1 e m;(o,p) = ko, k1 # ko para
dois nos 7 e j quaisquer. Conforme os periodos se repetem, a diferenca entre o
nimero de vezes que ¢ e j operam aumentara indefinidamente, contradizendo

o teorema anterior. Portanto, ky = k. OJ

E facil perceber que todo o escalonamento produzido pelo ERA e, con-
seqiilentemente, todas as caracteristicas deste sao determinadas pela primeira
orientagao. Consideremos, portanto m(w;) o nimero de vezes que qualquer
né opera no periodo formado a partir de w; (observe que w; nao obrigato-
riamente participa do periodo) e p(w;) o nimero de orientagdes diferentes
no mesmo periodo. Sabe-se que, segundo o coroldrio anterior, m(w;) é igual
para todos os nés.

Passamos a estudar uma medida da ”quantidade de concorréncia” pro-
piciada pelo ERA. Essa medida é importante ja que, quanto maior a con-
corréncia do sistema, mais eficientemente os recursos compartilhados serao
utilizados. Uma maneira razoavel de mensurar essa grandeza nos k primeiros
passos do escalonamento e que representamos por (o, k) é a fragdo média

do total de nés que opera em cada orientagao aciclica gerada, ou seja:

v(o, k) = n_lki Z m;(o, k)

v;EN

No limite, temos a medida de concorréncia de todo o escalonamento. Esta

pode ser escrita como:
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. 1
() = Jim_ 2 3 mi(onh)

Poderfamos, também, dado que 0 = (wq,ws, ...), escrever y(w;) em vez de
~(0), ja que a primeira orientacao determina todo o escalonamento posterior.
Da mesma forma, podemos escrever outras grandezas em funcao de wy, como
m;(w1, k), por exemplo. E isso que faremos na maior parte das vezes daqui
para frente.

A seguir, apresentamos uma expressao para o limite da concorréncia [8].

m(w1)
p(w1)

Teorema 2.4. y(w;) =

Demonstracao. Considere que, para algum [ > 1, w; é a primeira orientacao
aciclica que participa do periodo produzido a partir de w;. Podemos rees-
crever a expressao como a média ponderada das concorréncias em diferentes
seqiiéncias do escalonamento (até w; e a partir de wy;1):

byl )+ (B —1).y(0)
V() = Jim 2

Essa expressao ¢ obviamente dominada pela segunda parte e ¢é igual a:

. 1
Y(wi) = klggomv,ezj\,mi(th —1)

Como w; ja é parte do periodo, temos

Cm(w)  mwn)
M) =Sty = plwn)

O

A seguinte relacao é facilmente obtida a partir da observagao de que, no
melhor caso, um né s6 pode operar uma vez a cada 2 passos e de que, no

pior caso, terfamos apenas um né operando por vez no periodo:

16



< ylwy) <

S|
DO | =

Em BARBOSA[8|, é mostrado também o seguinte teorema que, aqui,

deixamos sem prova:

Teorema 2.5. Se G é uma drvore entdo y(wi) = 3.

Surpreendentemente, quando GG nao é uma arvore, existe uma expressao
fechada para a concorréncia na operacao do ERA em funcao de uma pro-
priedade da orientacao aciclica inicial. A surpresa advém do fato de o fun-
cionamento de um sistema altamente dinamico como o ERA poder ser ex-
presso a partir de uma caracteristica estdtica de um grafo. A prova para
essa expressao estd longe de ser simples e pode igualmente ser obtida em
BARBOSA[g].

Se G nao é uma arvore, tomemos um ciclo simples nao orientado « (ciclos
simples sao, nesse caso, aqueles que passam, no maximo, uma vez por cada
no). Escrevemos |x|, o nimero de nés do ciclo. Apés aplicada a orientacao
wy no grafo, denotamos por n'(k,w;) e n” (K, w;) o nimero de arestas, em

k, orientadas na direcao hordria e anti-hordria, respectivamente. Definimos

C(k,w1) = min {”le) n(x, m)}

Y
|| |~
e denotamos K como sendo o conjunto de todos os ciclos simples nao

direcionados do grafo. Assim, segue-se o seguinte teorema [8]:

Teorema 2.6. Dado um grafo G orientado inicialmente por wy,a concorréncia

do escalonamento gerado pela opera¢ao do ERA € dada pela expressao:

Y(wr) = g’éllf(l (K, w1)
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Ciclo Principal

No trabalho que se segue, muitas vezes serd utilizado o conceito de ciclo
principal, principalmente no Capitulo 4 - Trilhas e Propriedades do ERA.
Aqui, citamos rapidamente este conceito, ja conhecido anteriormente na li-
teratura [19]. Basicamente, os ciclos principais sdo aqueles que satisfazem
o minimo da férmula v(w;) = mingex (K, w;), ou seja, os ciclos k* € K
tais que ((k*,w1) = mingeg ((K,w;). Serd mostrado no Capitulo 4 - Trilhas
e Propriedades do ERA que, além de definir a concorréncia do sistema, os
ciclos principais também determinam outras grandezas na execucao do ERA,

modulando o sistema como um todo.

Decomposicao por Sumidouros

Dado um grafo G = (N, E) orientado aciclicamente, a decomposi¢ao por
sumidouros (ou sink decomposition) é uma particdo de N em conjuntos dis-
juntos Sy, ..., Sy de tal forma que v; € Si, 0 < k < A, se e somente se o maior
caminho direcionado de v; até um sumidouro tem k arestas. Estes conjuntos
podem ser facilmente construidos da seguinte forma: em Sy, insira todos os
sumidouros da orientacao aciclica inicial e, depois, retire-os do grafo, junta-
mente com todas as arestas incidentes a eles. Do grafo que resta, insira todos
os sumidouros agora existentes em S, retirando-os do grafo junto com suas
arestas. O processo termina quando S é preenchido e o grafo corrente nao
tenha vértices.

Definimos também a fungdo A(G) como sendo o maior nivel da decom-
posi¢ao por sumidouros existente no grafo. Como, para haver decomposigao
por sumidouros, GG precisa estar orientado aciclicamente, também podemos
nos referir, quando se fizer necessario, a A(«) para uma orientacao aciclica «

qualquer. Neste caso, o grafo G fica subtendido.
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Tres propriedades importantes de uma decomposicao por sumidouros:

(1) nao hé vizinhos dentro de nenhum S, 0 < k < A;

(2) para 1 < k < A, qualquer né em S, tem, pelo menos, um vizinho em
Sk—_1-

(3) considerando uma execugao do ERA com escalonamento dado pelas

orientagoes aciclicas ayg, oy, ... temos que A(a;+1) < A(«;), para todo i > 0.
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Capitulo 3

Otimizacao da Concorréncia do

ERA

3.1 Introducao

Neste capitulo sao apresentadas algumas provas e questoes sobre o pro-
blema de encontrar concorréncias maximas e minimas para o ERA.

Em BARBOSA[8| foi provado que, dado um grafo G = (NN, E) e um
racional r, decidir se G admite uma orientacao acicilica w para a qual a con-
corréncia v(G,w) > r é NP-completo. Para tanto, foi utilizada uma redugao
a partir do problema de coloragao. Outras questoes, porém, podem ser le-
vantadas na tentativa de caracterizar melhor a complexidade do problema.
Por exemplo: qual é o minimo grau maximo de G = (N, E) que garante a
NP-completude?

Neste capitulo é apresentada uma demonstragao de que o problema de
decisao relacionado ao problema de encontrar a concorréncia minima é¢ NP-
completa mesmo para grafos ctibicos e planares e, em geral, para todas as re-

strigoes da prova de NP-completude do problema de decisao do Ciclo Hamil-
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toniano [16]. Posteriormente, sdo apresentadas possiveis aplicagoes para o
problema de encontrar a concorréncia minima do ERA. Nas secoes seguintes
¢é apresentada uma prova de que a NP-completude para o problema de en-
contrar a concorréncia maxima do ERA se mantém mesmo para grafos com
grau maximo 4. E também apresentada uma prova de que o problema de
minimizagao do inverso da concorréncia nao pode ser aproximado por uma
. 1. . ,
razao menor do que n7~ ¢, para qualquer € > 0. Finalmente, é apresentado
. . . . . 2
um algoritmo polinomial aproximativo com desempenho X para o problema
da maximizacao da concorréncia.
Antes, porém, sao introduzidas algumas defini¢bes que serao importantes

para as provas das segoes seguintes.

3.2 Definicoes

Definicao 3.1. Ciclo Hamiltoniano - E um ciclo que percorre todos 0s nos

de um grafo, passando por cada no uma unica vez.

Definigao 3.2. HAM - Ciclo Hamiltoniano - Problema de decisao
Instancia: Grafo G = (N, E) cibico planar.

Questao: Fxiste um ciclo hamiltoniano para o grafo G¢

Definicao 3.3. CONMIN - Concorréncia Minima- Problema de decisao
Instancia: Grafo G = (N, E) cibico planar e nimero racional a.

Questao: Existe uma orientac¢ao aciclica w em G tal que y(G,w) < a?

Definigao 3.4. MAXCONMAX - Maximiza¢ao da Concorréncia - Problema
de otimizacao

Instancia: G = (N, E).

Objetivo: Encontrar uma orientacao aciclica w em G tal que esta mazi-

mize o valor de y(w) = .
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Definicao 3.5. CONMAX - Concorréncia Mdzima - Problema de decisdo
Instancia: Grafo G = (N, E) e nimero racional cv.

Questao: FEriste uma orientagdo aciclica w em G tal que v(G,w) > a?

Definicao 3.6. MININCON - Minimiza¢ao do Inverso da Concorréncia -
Problema de otimizacao

Instincia: G = (N, E).

Objetivo: Encontrar uma orientacao aciclica w em G tal que esta mini-

mize o valor de y(w)™! = £,

Definicao 3.7. NAEQ3SAT - NOT ALL EQUAL 3 SAT - Problema de
decisao
Instancia: Conjunto U de wvaridveis booleanas, cole¢ao C de cldusulas
concatenadas no formato ¢ N cs..., cada cldusula utilizando literais sobre as
varidveis de U no formato (11 V 1y V l3) (onde um literal é a ocorréncia de
uma varidvel negada ou nao), sendo que ¥c € C, temos que |c| = 3 literais.
Questao: Eriste uma atribuicao de verdade para as varidveis de U tal que,

para cada cldusula de C, exista pelo menos 1 literal verdadeiro e um falso?

Definigao 3.8. NAEQ3SAT; - NOT ALL EQUAL 3 SAT COM EXATA-
MENTE 38 OCORRENCIAS POR VARIAVEL - Problema de decisio
Instancia: Conjunto U de wvaridveis booleanas, colecao C de cldusulas
concatenadas no formato ¢y N cs..., cada cldusula utilizando literais sobre as
varidaveis de U no formato (I3 V ly..) (onde um literal é a ocorréncia de uma
varidvel negada ou nao), sendo que Ye € C, temos que |c| =2 ou 3 literais,
cada varidvel uw € U ocorre exatamente 3 vezes em C', cada literal ocorre pelo
menos 1 vez em C' e cada cldusula de tamanho 2 contém pelo menos um
literal que nao ocorre nenhuma outra vez em C (ou seja, cada clausula de
tamanho 2 contém um literal tal que as outras duas ocorréncias da varidvel

deste literal em C' aparecem como uma negagao deste).
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Questao: Existe uma atribuicao de verdade para as varidveis de U tal que
o resultado total da expressao seja verdadeiro e tal que, para cada clausula

de C', exista pelo menos 1 literal verdadeiro e um falso?

Definicao 3.9. Dado um problema de decisao I1 e uma instancia I de 11,
denota-se Opty(I) como sendo o problema de otimizagdo correspondente.
Além disso, dada uma instancia I do problema, denota-se Opty(I) como

sendo o custo da solucao otima do problema para a particular instancia I.

3.3 NP-Completude da Concorréncia Minima

Nesta secao sera apresentada uma prova de que CONMIN é um pro-
blema NP-completo para grafos ctibicos planares. A prova se dara através

da reducao a partir de HAM.

Teorema 3.1. CONMIN ¢é um problema NP-completo para grafos cubicos

planares.

Demonstracao. A prova se dard através de uma reducao de HAM, que é
um problema NP-completo para grafos ctibicos planares [16]. E possivel
verificar que CONMIN estd em NP, ja que o certificado de solugao SIM para
o problema é um grafo orientado para o qual é possivel verificar a concorréncia
em O(n%) com o algoritmo apresentado em BARBOSA[8], tornando possivel
a validacao do certificado em tempo polinomial no tamanho da instancia.
Dado G = (N, E) uma instancia de HAM, é possivel formar uma instancia
de CONMIN considerando o mesmo grafo G e tomando-se o = %, onde
n = |N|. Agora, passamos a provar que GG possui um ciclo Hamiltoniano se,

e somente se, G admite uma orientacao aciclica com concorréncia menor ou

igual a . Primeiramente, considerando-se uma solucao para CONMIN com

23



as entradas G e %, nao podemos ter v(G,w) < 1/n, ja que, no minimo, um
dos nés opera por cada passo. Além disso, 7(G,w) = 1/n, se, e somente se,
existem k e w em G (um ciclo simples e uma orientagao aciclica, respecti-
vamente) de tal forma que || = n e das duas uma: ou ng,(k,w) = 1 ou
Neew (K, w) = 1. Como, para que isso aconteca, k deverd ser um ciclo simples
que passa por todos os nos do grafo, entao temos que existe um ciclo hamil-
toniano em G. Por outro lado, considerando uma solu¢ao de HAM para G,
entao existe um ciclo simples que passa por todos os nés do grafo. Neste
caso, ¢ possivel construir uma orientacao w da seguinte forma: assuma k
como o ciclo hamiltoniano do grafo G composto, em ordem de vizinhanca,
pelos nés vy, v, ..., v, e oriente cada aresta na direcao do né de menor

indice para o n6 de maior indice. Teremos uma orientacao aciclica w e, além

disso, o ciclo k formado pelas arestas (vg, v1), (v1,v2), ..., (Vn—1,Vn), (Un, V) €
tal que, sem perda de generalidade, n.,(rk,w) = 1 e |k| = n e, portanto,
Y(G,w) =1/n. O

3.4 NP-Completude da Concorréncia Maxima
para Grafos com Grau no Maximo 4

A NP-completude do problema de encontrar a concorréncia maxima para
grafos foi mostrada em BARBOSAI8]. Nesta segao, é apresentada uma
prova de que a NP-completude para este problema se mantém mesmo no
caso mais restrito dos grafos em geral com grau méaximo 4. Deve-se lem-
brar, porém, a existéncia de algoritmos polinomiais para encontrar a con-
corréncia maxima em algumas familias de grafos: arvores e grafos bipar-
tites (Optconmax(G) = 3); grafos completos (Optconmax(G) = +); ciclos

I

(Optconmax(G) = +2=). Também é conhecido que, se GG apresenta um

w[3
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clique K, de tamanho s, qualquer orientacao w resultara em uma concorréencia

m

< 1 A prova da NP-completude para a classe de grafos com grau maximo
p s

4 se da através de uma redugao a partir do problema NAEQ3SAT; para o pro-
blema CONMAX. Esta reducao é tal que, em tempo polinomial no tamanho
de G, obtém-se, a partir de uma instancia I = (U, C') de NAEQ3SATj, uma
instancia de CONMAX G = (N, E) com grau no maximo 4 e constantes
m = 1ep =3 tal que I é satisfativel se, e somente se, o grafo G admite uma
orientagao aciclica w para a qual y(G,w) = =*. Sabe-se por SCHAEFER([23]
que NAEQ3SAT é NP-completo. Provamos primeiramente que NAEQ3SAT;
é NP-completo e, depois, fazemos a redugao de CONMAX para provar sua

NP-completude.

3.4.1 NP-completude de NAEQ3SAT;
Lema 3.2. NAEQS3SAT; é NP-completo.

Demonstracao. Primeiramente, temos que o problema estd em NP porque
NAEQ3SAT esta em NP. Tome I = (U, ') uma instancia do problema NP-
completo NAEQ3SAT. E possivel gerar, em tempo polinomial no tamanho
de I, uma instancia I’ = (U’,C") de NAEQ3SAT}; tal que I é satisfativel se,
e somente se, I’ é satisfativel e vice-versa. O processo inicializa U' := U e
C' := C e prossegue alterando U’ e C' de acordo com o niimero de ocorréncias
de cada variavel u em C. Assuma u como sendo uma varidvel de U que
ocorre k = ki + ko vezes em C, onde ky e ky 820 o ntimero de vezes em que
o literal correspondente de w é positivo e negativo, respectivamente. Serao
considerados trés casos. Os casos (1) e (2) ocorrem quando k£ < 2 e, nestes,
I' é ajustado de tal forma que u apareca trés vezes em C. O caso (3) ocorre
quando k£ > 3 e, neste caso, a excessiva ocorréncia de uma variavel é ajustada

através da transformagao de cada literal desta em literais de outras variaveis
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diferentes, de tal forma que os novos literais cumprirao nao apenas a exigéncia
do nuimero de ocorréncias, mas também assumirao obrigatoriamente, para
satisfazer ao problema, os mesmos valores que possuiriam com a variavel que
lhes originou. As variaveis destes literais terao também o mesmo valor da
variavel geradora inicial na hipétese de satisfabilidade. Seguem as regras de

transformacao.
(i) (k=1) - Adicionar a cldusula (uVu) a C".
(ii) (k =2) - Ocorrem 3 casos:

k1 =2) - Adicionar uy a U’ e (uy V@), (ug Vag) a C'.

ki = ko = 1) - Adicionar u; e us a U’ e (uy VTV uy), (u; Vuz) e

(

(b) (k2 =2) - Adicionar u; a U" e (ug V u), (u; Vuy) a C".
(
(

_1\/U2) a Cl.

(iii) (k1 > 3 ou ky > 3) - Substituir as k; ocorréncias de u por novos literais
Uy, Ug, ..., U, € as kg ocorréncias de u por novos literais vy, vg, ..., Uk,.
Também adicionar 2 novos conjuntos de varidveis T = {t1,..., 1, } €
W = {ws,...,wx,} a U’ formando clausulas de acordo com as instrugoes

abaixo:

(a) Se u ocorre positivamente, adicionar a C” a colegao de cldusulas a
seguir:

ordem de ocorréncia de v clausulas a serem adicionadas

1 (ug V1 Vo), (ug V t2)
2 (ug Vta Vt3), (uz V t3)
3 (ug Vi3V ity), (uz Vty)
k?l —1 (u;ﬂ_l vV tk;l—l vV tkl), (u;ﬂ_l V tkl)
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(b) Se u ocorre negativamente, adicionar a C” a cole¢ao de clausulas

a seguir:
ordem de ocorréncia de u clausulas a serem adicionadas
1 (U1 Vwy VW), (vg V ws)
2 (T V wy V ws), (vy V Ws3)
3 (U3 V wy V y), (v V wy)
k?g —1 (Uk2_1 V Wgy—1 V w—/@), (Uk2_1 V w—]w)

(c) As clausulas seguintes devem ser adicionadas de acordo com o

caso:
1. (k2 =0) - Adicionar (uy, Vit Vt1), (g, Vi) a C".
ii. (k1 =0) - Adicionar (g, V wy, V w7), (v, V w7) a C".

iii. (k1 # 0 e ky #0) - Adicionar (ug, Vit Vt1), (Ug, Vwy), (U, V

We, VW07), (Ug, V11) a C".

Esté concluida a construcao da instancia I’ = (U',C") de NAEQ3SAT}.
Suponha que I = (U, (') é uma instancia satisfativel de NAEQ3SAT. Vamos
estender a atribuicao de verdades de U na solucao para as variaveis corres-
pondentes de U’. Antes, definimos o conjunto ¢’ M C' como sendo o conjunto
das clausulas de C' iguais a alguma clausula de C' ou geradas pela troca di-
reta de variaveis de alguma clausulas de C. Definimos também o conjunto
C'oC =C"—(C'"m(C) das cldusulas adicionadas a parte em C” em fungao
das variaveis de U. Desta forma, dada n uma atribuicao de verdades a U
que satisfaz I, é 6bvio notar que as cldusulas do conjunto C' m C' serao igual-
mente satisfativeis, bastando apenas manter o valor das variaveis preservadas
e atribuir a cada varidvel v’ em ¢ € C'm C, substituta de u em ¢ € C, o

mesmo valor de u em 7. Para o conjunto de clausulas C' & C', pode-se notar
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facilmente que a atribuicao do mesmo valor a todas as variaveis geradas, se-
gundo as regras definidas, a partir de u satisfaz todas as clausulas de C' & C.
Assim, verificou-se que a uma solucao viavel de I corresponde sempre uma
solugdo viavel de I’. Fazendo o caminho inverso, considere I’ = (U’, C") uma
instancia satisfativel de NAEQ3SAT; segundo uma atribuicao de verdade n
para U’. Pode-se provar que, para ser satisfativel, dada uma varidvel u de U,
n deverd atribuir o mesmo valor a todas as variaveis geradas a partir desta
na construgao da instancia I’ a partir de I. Tal propriedade é facilmente
verificdvel para as varidveis geradas nos casos (1) e (2) descritos acima. No
caso (3), pode-se perceber que, nas clausulas dos tipos (u; V t;11) (incluidas
em (a)) e (v; Vw;;1) (incluidas em (b)), ambas as varidveis deverao possuir o
mesmo valor verdade, ja que a solucao sé ¢ admitida se cada clausula possuir,
pelo menos 1 literal com valor verdadeiro e outro com valor falso. Por isso, nas
cldusulas dos tipos (u; Vt; V1) (incluidas também em (a)) e (7; Vw; V1)
(incluidas também em (b)), as varidveis também terdo os mesmos valores
ja assumidos por conta das clausulas duplas anteriormente citadas, ja que,
nestas clausulas, dois literais ja terao o mesmo valor. Como as variaveis t; e
w; sao utilizadas em uma linha e na linha seguinte das tabelas acima, ocorre
que todas as linhas conterao variaveis com o mesmo valor. Para entender
que as variaveis adicionadas em (a) e em (b) terdo o mesmo valor, basta
verificar as clausulas incluidas em (c), que fazem a ligacao entre os conjuntos
de variaveis incluidas. Mais ainda, as outras 2 ocorréncias das variaveis u;
ou v; em clausulas de tamanho 2 sao de negacoes destas. Por conta desta
propriedade, portanto, é possivel atribuir o valor das variaveis substitudas da
variavel original, desta forma, construindo a solucao de NAEQ3SAT a partir

de NAEQ3SAT}; e completando a prova. O
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3.4.2 Construcao de uma Instancia de CONMAX a
partir de uma Instancia de NAEQ3SAT;

Nesta segao pretende-se provar que, para uma instancia I = (U, C') qual-
quer de NAEQ3SATj, é possivel construir, em tempo polinomial no tamanho
de I, uma instancia G = (N, FE) correspondente de CONMAX. Assuma
U = {uy,uz,...,u,} e C ={ecy, ¢, ..., ¢ }, Téspectivamente, como o conjunto
de variaveis e a colecao de clausulas de I. O grafo GG a ser construido contém
2 tipos de subgrafos que se relacionam com U e C: os subgrafos Truth Set-
ting T;, que formam o conjunto T, = (J_, T; e correspondem as varidveis
definidas em Uj; e os subgrafos Satisfaction Testing S;, que formam o con-
junto S, = U;nzl S; e correspondem as cldusulas definidas em C. Estes estao
destacados na Figura 3.1(a) e (b).

Cada variavel u;, i € {1,2,...,n}, de U apresenta um subgrafo corres-
pondente T; de G formado pelos nés u;, u;, a;, b; e d;, como indicado na
Figura 3.1(a). Observe que os dois primeiros nds desta lista correspondem
aos literais da variavel correspondente. Assim, tem-se que T, possui um no
correspondente a cada literal das variaveis de U. Além disso, cada clausula
¢, j € {1,2,...,m}, de C apresenta um subgrafo correspondente S; de G,
sendo este um subgrafo completo de 3 néds, indicado na Figura 3.1(b). H&
ainda um conjunto adicional de nés W = {wy, ws, ..., w,_1} € um conjunto
de arestas Ey = {w;a;, w;b;, w;a; 1, w;biry 11 € 1,2,...,n — 1} que partem
dos nés de W.

As arestas adicionadas agora sao a unica parte da construgao que depende
de quais clausulas contém quais literais. Para cada literal [ de cada clausula
¢; € C, seleciona-se um né x do subgrafo correspondente S; que ainda nao
apresente conexoes com noés de T, e adiciona-se uma aresta xy, onde y ¢

o n6 correspondente ao literal [ em T,. Se ¢; possui apenas dois literais e
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Figura 3.1: Subgrafos Truth Setting (a) e Satisfaction Testing (b). (c) apresenta
instancia G = (N, E) de CONMAX obtido da instancia de NAEQ3SAT3 I =

(U, C) = ({ul,UQ,U3,U4}, {(ul\/ﬂ4), (ﬂl\/ﬂg\/ﬂg), (UQ\/ﬂg), (U3\/U4), (ﬂl\/ﬂg\/ﬂzl)}.

x ¢ o n6 de S; ainda nao conectado a um né em 7T, entao a aresta xy ¢é
adicionada a F, de tal forma que y é o né de T, correspondente a um literal
de ¢j que ocorre apenas uma vez, havendo a chance de serem validas ligacoes
a qualquer dos dois literais em c;, dado que pode ocorrer de ambos serem
literais uinicos. Isto conclui a construcao da instancia especial de CONMAX.
A Figura 3.1(c) mostra um exemplo de uma instancia especial de G obtida
a partir da seguinte instancia satisfativel de NAEQ3SAT;: [ = (U,C) =
(fur, vz, us, ua}, {(ur Vug), (@ Vug V), (ue V), (us Vug), (U Vg Vi) }).

Devemos primeiramente garantir que o processo descrito produz um grafo

cujo grau maximo ¢ 4. O lema abaixo garante essa propriedade.

Lema 3.3. Considere o grafo G = (N, E). Se G pode ser obtido a partir
de uma instancia I = (U,C) de NAEQ3SAT; sequndo a construcao descrita

acima, entao o grau mdzrimo de G € 4.
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Demonstragao. Para os nés contidos nos subgrafos S;, 1 < j < m, temos que
a verificacao ¢ 6bvia a partir da constatacao de que cada né de S; ¢ adjacente
a 2 arestas que formam o triangulo S; e a uma aresta que o liga a um né
de T,. Para os nds do conjunto W, a verificagao também ¢é imediata, pela
propria construgao das arestas adjacentes a estes, descritas em Fyy, formando
4 arestas para cada n6é w;, 1 < i < n. Os nés d; sao adjacentes as arestas
que os ligam aos nos a;, b;, u;, u;, formando também 4 arestas. Os nos a; e
b; sao adjacentes as arestas que os ligam aos nds w;, a; ou b;, conforme o
caso, e d;, formando 3 arestas por nd. Ja os nds que representam os literais
tém 2 arestas fixas, uma adjacente ao literal de mesma varidavel barrado (de
U; a U; € Vice—versa) e uma aresta a d;. Portanto, restam as arestas que
conectam os literais aos nos de S, e estas devem ser, no maximo 2. Esta
condicao ¢é garantida pelo fato de que cada literal é conectado a um né de
um subgrafo S; qualquer quando esta contido na cldusula C; correspondente
e, por premissa, sabemos que cada literal aparece no maximo 2 vezes em C.
E, no caso de clausulas de tamanho 2, o literal conectado 2 vezes é aquele
que aparece apenas mais uma vez em (', fazendo com que nunca um né wu;

ou u; apresente mais que 4 arestas. ]

3.4.3 Prova da NP-Completude de CONMAX

Para realizarmos a prova final, precisamos de alguns resultados inter-
mediarios que seguem. O Lema 3.4 é utilizado adiante e afirma que, em um
grafo com concorréncia %, se todos os nés pertencem a triangulos, entao o
periodo ¢ igual a 3 e cada triangulo tem sempre um né sumidouro em cada

orientacgao.

Lema 3.4. Assuma G = (N, E) um grafo, tal que existe uma orienta¢do

aciclica w com concorréncia y(w) = o= é Se, para todo x € N, existe um
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triangulo T, subgrafo de G contendo x, entdo, em todo passo na opera¢ao do
ERA, existe exatamente um no do triangulo T operando. Além disso, pode-se
afirmar que m =1 e p = 3, ou seja, o periodo € igual a 3 e cada no opera

exatamente 1 vez.

Demonstragao. Assuma wy,ws, ..., w, como as orientacoes aciclicas consecu-
tivas do ERA onde w; ¢ obtido pela reversao das arestas do conjunto de
sumidouros de w;_1, j € {2,3,...,p} e wy é obtido pela reversao das arestas
de w,. Dado um nimero inteiro positivo i e v € N, chamamos de ¢! o indice
da orientagao w() onde v opera pela i-ésima vez. Dados os nés z,y e z
pertencentes a um triangulo 7', temos claramente que 2 > ¢¢ + 3, o que
equivale, para um inteiro §% > 0, a t.™' = . + 3+ §%. Como, pelo enunciado,

m = a e p = 3a, a inteiro positivo, temos que um periodo comegado em wy:

_ [}
e —gi

i+ i i+ i N MAa=l gl gl N g+l gl
tanto, t2F*—t! = 3a.. Observe que t1r*—t! =" "¢ ¢ —t = >t —t)

é finalizado em w;i+a ;. Logo ¢ claro que, pelo enunciado, = % e, por-
(a segunda igualdade é verdadeira por conta do comportamento periédico).
Porém, ja que tif! = i + 3 4 0/*! fazendo a substituicdo, temos que
tre =ty = 2L T~ = 2L+ 3+ 0,) — 1 = 3a+ 3L, 8, = 3a.
Desta forma, temos que 6% = 0, para todo valor de i, o que significa que
torh = ¢t 434 0L = t: 4+ 3. Assim, fica claro que todo né opera sempre a
cada 3 passos do ERA. Desta forma, a orientacao aciclica repete-se a cada 3

passos, garantindo que m =1¢e p = 3. ]

1

O Lema 3.5 mostra que, numa execucao do ERA com concorréncia 3,

0
grafo construido apresenta a propriedade de os nés de W e os nés d; de T,

i€ {1,2,...,n}, operarem sempre a0 mesmo tempo.

Lema 3.5. Considere um grafo G = (N, E), como definido, a partir de

uma instancia I de NAEQ3SATs e aciclicamente orientado sequndo w. Se
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a concorréncia da orienta¢io w de G € y(w) = %, temos que todos 0s nos
w, e W,ie{l,2,..,n—1}, ed; € T}, j € {1,2,...,m}, operam no mesmo

Passo.

Demonstracao. Considere wy, wo € wg como sendo orientagoes aciclicas con-
secutivas que formam o periodo na execugao do ERA. Assuma que um né
w; € Wi € {l,2,...,n—1}, opera em w;. Assuma por um momento que w;
nao ¢ um sumidouro em wy. Entao, nem a; 1 nem b, sao sumidouros em wy.
Se assim for, o triangulo formado pelos vértices a;1, bit1 € w41 contradiz
o Lema 3.4. Da mesma forma, se a;y1, b;+1 ndo operam neste passo, entao,

pelo mesmo Lema 3.4, d;,, obrigatoriamente estara operando em wy. O
Agora, a prova final.
Teorema 3.6. CONMAX é NP-completo para grafos com grau mdximo 4.

Demonstragao. Dado um grafo qualquer G = (N, E) onde n = |N| e uma
orientacao aciclica w de G, existe em BARBOSA[8] um algoritmo polino-
mial com complexidade O(n®) que determina a concorréncia y(w) associada.
Assim, o problema pertence a NP, ja que é possivel verificar a validade de
um certificado para a resposta SIM e tempo polinomial. Sera mostrado que,
dada uma instancia de I = (U,C) de NAEQ3SAT}; e a instancia especial
de G de CONMAX, entao I é satisfativel se, e somente se, G tem uma
orientacao aciclica w associada a uma oncorréncia é Primeiro, supoe-se [
satisfativel através de uma atribuicao de verdades n para U. A partir de ), a

construcao de uma orientacao aciclica w sobre (G associada a uma quantidade

¢ definida pelos seguintes trés passos:

de concorréncia y(w) = %

(i) Seoliteral [ em 7 tem um valor verdadeiro, entao o né x correspondente
a l em G é um sumidouro em w e o no6 correspondente a [ é uma fonte

e w.
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(ii) Para cada j € {1,2,...,m} selecione um né de S; conectado a um
literal nao satisfeito (ou seja, um literal que assume valor falso por
conta da atribuigao de valor, em 7, a variavel associada a este) e torne-
o um sumidouro; selecione um né y de S; correspondente a um literal
satisfeito e torne-o uma fonte. Neste passo, haverd um né de S; que
nao tera sido tornado nem sumidouro nem fonte e cujo né de T, do qual
¢é vizinho pode corresponder tanto a um literal satisfeito quanto a um
nao satisfeito. As arestas incidentes a este no, apesar disso, também

estarao totalmente orientadas.

(iii) Paratodoi € {1,2,...,n} os vértices a; sdo tornados fontes e os vértices

b; sdo tornados sumidouros em w (Figura 3.2b).

Estéd conluida a construcao de w. Agora, sera provado que w tem con-
corréncia igual a é através da definicao das trés orientacoes do periodo. Ob-
serve que, pelo item 1, todos os nés correspondentes aos literais verdadeiros
operam em w. Como n é uma atribuicao de verdades satisfativel de uma
instancia de I = (U, C') de NAEQ3SAT}, pelo item 2, existe um né operando
em cada S, j4 que em cada cldusula existe pelo menos um literal nao sa-
tisfeito. Pelo item 3, todos os vértices b; operam neste passo. Quando as
arestas dos sumidouros de w sao revertidas, uma orientacao w; é produzida
(Figura 3.2c). Pelos itens 1 e 3, os nés w; e d; operam em w;. Como todos
os nés correspondentes a literais com valor verdadeiro foram sumidouros em
w, entdo fica claro que outro né de cada S; ird operar em ws(este serd o
no que nao tiver se tornado fonte nem sumidouro, como destacado no item
2). E fécil observar que, em w e wi, todos os noés de S, adjacentes a nos de
T, correspondentes a literais falsos por conseqiiéncia de n operaram em wy.
Quando os sumidouros de w; sao revertidos, é obtida a orientacao wy (Figura

3.2a). O vértice em cada S; que ainda nao tiver operado (correspondente
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a um literal verdadeiro) ird fazé-lo em wq, j4 que a unica aresta adjacente
que, em wy, o impedia de ser um sumidouro era interna a S; (ou seja, era
adjacente a outro né de S;) e ja tera sido revertida. Também é claro que,
j& que os nos d; operaram em wy, 0s né6s correspondentes aos literais nao
satisfeitos operam em w

Assim, todos os nés de G operam uma tUnica vez nessas trés orientagoes
e a orientacao obtida a partir da reversao dos sumidouros de wy é w. Desta
forma, temos y(w) = 1.

Agora, serd mostrado que, se existe uma orientagao aciclica w sobre GG
com concorréncia y(w) = é, entao [ é satisfativel. Suponha que existe uma
orientagao acicalica w sobre G com concorréncia y(w) = % Esta orientacao
sera utilizada para obter uma atribuicao de verdade 7 para U.

Denotamos wq, wy e w3 as trés orientagoes consecutivas na execucao do
ERA que caracterizam a concorréncia y(w) = % = % Assumimos que, em
wi, todos os nés wy, t € {1,2,....,n—1}, ed,, r € {1,2,...,n}, operam conjun-
tamente, como na Figura 3.2¢ (o que é garantido, sem perda de generalidade,
pelo Lema 3.5). Assim, nenhum né de T, correspondente a nenhum literal
de I opera em wy, pois o conjunto formado pelos vértices d, sao adjacentes
a todos os noés de T,.

No passo seguinte, com a orientagao wy formada pela operagao do ERA,
fica claro pelo Lema 3.4 que havera, em cada T}, i € {1,2,...,n}, exatamente
1 no6 entre os dois correspondentes aos literais da variavel u; operando. Desta
forma, atribuindo aos literais cujos nds correspondentes estao operando em wo
o valor verdadeiro, temos uma atribuigao de verdades n para I que passamos
a provar ser satisfativel.

Como ja foi apresentado, a cada subgrafo S;, j € {1,2,...,m}, corres-

ponde uma cldusula ¢; € C. Em wy, todas as arestas entre os nés de S,
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e os nos de T, que representam os literais de [ orientam-se na direcao do
no do literal se este apresenta valor verdadeiro e na direcao do né de S,
caso contrario. Desta forma, precisamos apenas mostrar que, para cada .S;
havera pelo menos um né com aresta orientada na direcao de T, e um no
com aresta orientada na direcao de 5. E f4cil perceber, pelo Lema 3.4, que
havera pelo menos uma aresta direcionada de T para S;, ja que algum né de
S; obrigatoriamente devera estar operando em w,. Para provar que haverd
pelo menos uma aresta direcionada de S; para T, considere o inverso, ou
seja, que todas as arestas sao direcionadas de T para S; em ws e assuma 1,
ty e t3 como os nés de T, vizinhos, respectivamente, dos nos sy, sy e s3 de
S;, nomeados de tal forma que s; é sumidouro em wy, k € {1,2,3} (o que
também ¢é garantido pelo Lema 3.4). Porém, observe que, se s; s6 ird operar
novamente na proxima vez que o ERA gerar wy, entdo, em ws, a aresta s;t;
teria direcao sty o que contradiz a hipdtese inicial de que as arestas estarao
direcionadas na diregao de S; em wy. Assim, a atribuigao de verdade definida

a partir de w ¢ satisfativel no sentido de NAE3SATj3. O

Na Figura 3.2 vemos uma seqiiéncia de orientacoes derivadas da ori-

entacdo w com concorréncia 6tima y*(w) = %, produzida a partir de uma

solugdo n da instancia I = (U,C) = ({uy, ug, ug, us}, {(uy V uz), (uy Vg Vv

u3), (U2 VU3), (usVuy), (U1 VU Vig)}) de NAE3SAT;, onde n = {V, F, F, V},

onde V' = wverdadeiro e F' = falso.
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Figura 3.2: Orientagbes produzidas a partir de uma solucao n = {V, F, F,V'} da
instancia de NAE3SAT dada por I = (U,C) = ({u1,u2,us,us}, { (w1 V uz), (ug Vv

Wy V 3), (u2 V T3), (uz V ug), (W1 V Tz V) }).
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3.5 Nao-aproximabilidade de MININCON para
Grafos em Geral

Sabe-se [10] que, se P # NP, entdao o problema de COLORACAO néo
admite uma aproximagao com razao menor que ni e para qualquer ¢ >
0. Nesta segao, é usado este resultado para provar que, dado um grafo
qualquer G = (N, E), o problema MININCON, a nao ser que P=NP, nao
pode ser aproximado com uma razao menor que n—€ para qualquer €> 0.
Tal resultado apresenta um limite para o tipo de algoritmo aproximativo que

pode ser encontrado para a minimizagao do inverso da concorrencia.

Teorema 3.7. Dado um grafo G = (N, E) com n = |N| nds, entio, a nao
ser que P=NP, MININCON nao pode ser aprorimado numa razao menor

que ni€, para todo €> 0.

Demonstracdo. E suficiente exibir uma L-redugao [22] a partir do problema
de coloracao para MININCON porque, se um problema P; L-reduz para um
problema P, e o problema P, tem um algoritmo de r-aproximacao polinomial,
entao é possivel provar que, descontadas as constantes, P, apresenta um
algorimo de r-aproximacao polinomial.

De acordo com PAPADIMITRIOU([22], para L-reduzir COLORACAO
para MININCON, é necessério, dada uma instancia G = (N, E) do problema
de COLORACAO, obter um par f e ¢ de algoritmos polinomiais no tamanho
de G e um par de ntimeros reais positivos a e 3, tais que o algoritmo f
produz f(G) = H = (Ny, Ey) uma instancia de MININCON satisfazendo

as seguintes condigoes:

(1) Optyinincon(H) < aOptcororacao(G) = ax(G) e
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(ii) dada uma solugao viavel de custo ny para MININCON em H, o algo-

ritmo g obtém uma solugao viavel de custo {5 para coloragao em G tal

que |X(GQ) —&a| < BlOptyinincon(H) — nal.

O algoritmo f que produz a instancia H = f(G) de MININCON ¢ definido
pela adigdo de um né universal v a G, v ¢ V(G) e para todo u € V(G),
vu € E(H), isto é, V(H) =V(G)U{v} e E(H) = E(G)U{vu:u e V(G)}.
Esta transformagao torna possivel a demonstracao da primeira e mais simples
parte da L-reducao.

Dada uma coloracao de G' com as cores 1, 2, ..., x(G), pode-se extender
esta coloracao para H pela atribuigdo de uma cor extra x(G)+ 1 a v. Agora
considere uma orientacao de G que oriente cada aresta uw como u — w
se u tem cor ¢,, w tem cor ¢, e ¢, < ¢,. Observe que o né universal v
serd um sumidouro Unico em G numa determinada orientacao aciclica no
periodo do ERA e que a orientagao de todas as arestas de todos os nés de
G para v forca que cada conjunto de sumidouro, respectivamente, com as
cores 1, 2, ..., x(G) operam numa seqiiéncia em seguida a operacao de v e
recomeca novamente com uma nova operacao de v. Isto define um periodo de
tamanho p = x(G) + 1. Logo Optyinincon(H) <p=x(G) +1 < 2x(G) =
20ptcororacao(G). Desta forma o = 2 é sufuciente e conclui-se o primeiro
passo da L-redugao.

Se ny ¢ uma solugao para MININCON em H com custo - entao ne-
cessariamente m = 1 [8]. Por conta do fato de que, no momento em que
o n6 universal ¢ um sumidouro, nenhum outro né pode operar também,
tem-se que os nés de V(H)\{v} tornam-se sumidouros numa seqiiéncia até
v tornar-se um sumidouro novamente e nenhum noé opera duas vezes antes
de v. Assim, os sumidouros de H\{v} definem uma parti¢ao de V(G) em

p — 1 conjuntos independentes e esta é a definicao do algorimo ¢. Logo,

39



IX(G) = (p = D] < [X(G) + 1 = p| = |Optyinincon(H) — p| o que mostra
que 3 =1 é suficiente. O

3.6 Algoritmo Aproximativo para MAXCON-
MAX em Grafos com Grau Maximo A

Em 1941, BROOKSJ[12] provou que, se um grafo G = (N, E) tem grau
méximo 4, nimero croméatico x(G), é conexo e ndo é nem um ciclo impar
nem um grafo completo, entdo y(G) < A. Em 1975, LOVASZ[18] mostrou
um algoritmo polinomial que, neste caso, obtém uma A-coloragao de G. O

algoritmo a seguir é fortemente baseado no algoritmo citado de Lovéasz.

A
Entrada: Grafo G = (N, F) com grau méximo A, nao sendo G nem um
grafo completo nem um ciclo com ntimero impar de nés.

2

Saida: Uma orientagao aciclica A(G) em G associada a concorréncia <.

Execucao:

(i) Execute o algoritmo de Lovasz obtendo a particdo de N em conjuntos

independentes (N7, Na, ..., Na).

(ii) Para cada aresta e = uv € E, onde u € N; e v € N; com i < j oriente

e na direcao v — u.

Em relacao ao algoritmo A, vale a seguinte propriedade.

Lema 3.8. Considere G = (N, E) um grafo conexo com grau mdximo A,

onde G nao é nem um ciclo impar nem um grafo completo. Se w é uma
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orienta¢do aciclica em G com concorréncia associada y(w) = o entao temos
que x <5 <3

Demonstracao. A segunda desigualdade foi provada em BARBOSAJ8] e é
facilmente percebida pelo fato de que, no méaximo, cada né opera uma vez
em cada 2 passos. Para a primeira desigualdade, basta perceber que a de-
composicao por sumidouros do grafo tem tamanho A = A. Portanto, na pior
das hipdteses, um né saira sempre do nivel mais alto da decomposigao (A—1)
e ird descendo de nivel até tornar-se sumidouro no nivel 0 da decomposigao,

retornando ao nivel mais alto novamente. Desta forma, este ird operar 1 vez

a cada A passos do algoritmo, perfazendo uma concorréncia de, no minimo,

1
1 0

Desta forma, podemos produzir o seguinte teorema que versa sobre a
razao de aproximacao do algoritmo A.

Teorema 3.9. A razao de desempenho do algoritmo A €, no mdzimo %.

Demonstracao. Pelo Lema 3.8 temos que i < % < % Logo a razao de
¢ Limi _ AG) 2_2
desempenho ¢ limitada por Rs = O ixcoNT A @] > =i O

3.7 Benchmark para Maximizacao de Con-
corréncia

Um dos problemas para o desenvolvimento de heuristicas de maximizacgao
da concorréncia do ERA ¢ a dificuldade de obtencao das concorréncias 6timas
de um grafo de tal forma a permitir a avaliacao dos resultados da heuristica.
Este problema é recorrente em qualquer problema NP-completo e, quando
nao resolvido, as heuristicas podem apenas ser comparadas em grafos com

tamanho pequeno ou classe de grafos com resultado normalmente ébvio.
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A solugao para esse tipo de questao, normalmente, é a tentativa de esta-
belecimento de um benchmark, ou padrao de comparacao, geralmente uma
familia de grafos com estrutura nao obvia, mas para a qual é possivel es-
tabelecer a solucao 6tima. Situacao melhor ainda ocorre quando a familia
admite um algoritmo de construcao que permite a geracao de um nimero
infinito de instancias da familia.

Os grafos de Mycielski [21] apresentam algumas destas caracteristicas e
sao utilizados como benchmarks em problemas de coloracao, pois tém nimero
cromatico conhecido. O estabelecimento da conjectura que é proposta a
seguir viabilizaria sua utilizacao também como benchmark nos problema de
maximizacao e minimizagao da concorréncia do ERA. Abaixo, é apresentada

a defini¢ao formal dos grafos de Mycielski.

Definigao 3.10. O grafo de Mycielski M (k,n),n >k > 2 é o grafo completo
em k vértices se k = n ou € o grafo obtido a partir de M(k,n — 1) tal que
existe um conjunto independente (sem arestas entre cada par de vértices)
adicional S, com |S| = |V (M (k,n —1)|, de vértices gémeos 1-1 aos vértices
de M(k,n — 1) em M(k,n), existe ainda um vértice adicional w tal que a
vizinhanga de w € S, tal que um vértice v’ de S gémeo com v de M(k,n—1)

possui a mesma vizinhanga de v em M (k,n —1).

Para os grafos de Mycielski, sabe-se que x*(M(2,n)) = n.

Segue um teorema que mostra que o grafo de Mycielski M(2,4) tem

concorréncia 6tima 7v* = 1. Uma instancia de M(2,4) tal que v =

1 ’
1 1 ©

mostrada na Figura 3.3.

Teorema 3.10. Dado o grafo de Mycielski M(2,4), temos que sua con-

corréncia dtima ¢ dada por v*(M(2,4)) = ;.
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—

Figura 3.3: Grafo M(2,4) com concorréncia étima v* =

AN,

Demonstracao. Dado um grafo G nao orientado, pode-se construir uma ori-
entacao a partir da coloracao étima x*(G), orientando cada aresta na diregao
do n6 adjacente de menor cor. Com essa construcao, o tamanho da decom-
posigao por sumidouros é x*(G). A menor concorréncia que serd obtida com
a orientagao gerada por esta construcao é aquela na qual o né opera uma vez
para cada x*(G) passos, ou seja, na qual um né, apds operar, é levado ao
ultimo nivel na decomposicao por sumidouros e, a partir dai, precisa esperar

X*(G) passos até operar novamente. Como é sempre possivel aplicar esta

construgao, temos que, para qualquer grafo G = (N, E), v*(G) > x*%G)' Por-

tanto, para o grafo de Mycielski em questao, temos v (M(2,4)) > x*%G) }1.

Dessa forma, para provar que v*(M(2,4)) = i é suficiente provar que para

qualquer orientagao w de M(2,4) existe um ciclo k em 4 vértices de M(2,4)
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tal que existam 3 arestas orientadas em um sentido e uma no sentido oposto,

pois neste caso por (3.1) temos que v * (M(2,4)) < 1.

(M(2,4)) = min {mm{”"w(“’w),”“w(”’”)}}. (3.1)

KEM (2,4) || ||

Noés vamos assumir que um tal x nao exista em w e vamos atingir uma
contradicao.

Esta prova usara a Figura 3.4. Assuma que w é uma orientagao aciclica
para M (2,4) e que nessa orientagao o vértice k, da Figura 3.4(c) é um sumi-
douro. Observe o (5 definido pelos vértices a, b, ¢, d, e, no$ observamos que
em qualquer orientacao existe um caminho orientado em 2 arestas consecu-
tivas em a, b, ¢, d, e.

Nos assumimos que em w estas arestas sejam de e éa.

As arestas aj e jd nao podem ser orientadas aj, j:i (Figura 3.4(b)) pois
w nao seria aciclica; e ndo podem ser orientadas ja, j?i (Figura 3.4(a)) e aj,
dj (Figura 3.4(d)) pois w definiria a contradi¢ao com o ciclo k = {a, j,d, e}.
Assim, resta a tnica orientacao possivel com j?z, d; na Figura 3.4(c).

Primeiro de tudo, veja que na Figura 3.4(e), assumindo a contradigao, as
arestas d?], ha estdo em w pela hipotese de absurdo (que M(2,4) nao possui
um 4-ciclo com concorréncia i) e, respectivamente, pelos vértices d, j,k, g e
J,a,h, k.

Nos vamos dividir nossa reducao ao absurdo em 2 partes:

(i) cd estd em w (Figura 3.4(k)). Esta 6 a parte facil, pois pela hipStese de
absurdo e por causa da aresta d?] necessariamente cb e b?] estao em w.
Como b_é estd em w, entao bi esté em w, por causa das arestas b_é e g_l;:.
Afirmamos que nao é possivel orientar a aresta ie sem que um 4-ciclo

1

com concorréncia 3 seja definido. Se ie € w, entao b,i,e,a define tal
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ciclo. Se er € w, entao por causa da aresta ik a aresta ef estd em w e

assim ¢, d, e, f define tal ciclo. A contradicao procurada.

(i) dc estd em w (Figura 3.4(f)). Pela hipétese de absurdo e por causa da

aresta dg acontece uma das duas:

(a)

be e by estdo em w (Figura 3.4(h)). Por causa da aresta gk temos

que b estd em w senao temos o ciclo com concorréncia i nos

vértices 1,0, g, k. Por causa da aresta ea temos que er estda em

w senao temos o ciclo com concorréncia i nos vértices b, 1, e, a.
Nesse caso por causa da aresta ei e da aresta ik temos que ef

estd em w senao temos o ciclo com concorréncia i nos vértices

fye i, k. Assim, existe um ciclo em w com concorréncia i nos

vértices d, e, f, ¢, uma contradicao.
ch e gb estdo em w (Figura 3.4(g)). Antes de tudo, por causa da

aresta ik temos que ib estd em w. Pela hipétese de absurdo e por

causa das arestas fk e hk acontece uma das duas:

i. ch e cf estdo em w (Figura 3.4(j)). Neste caso, por causa da
aresta ha, temos que ba estd em w, senao temos o ciclo com

nos vértices c, h,a,b. Por causa da aresta ib,

concorréncia i

temos que ie estd em w, senao temos o ciclo com concorréncia

i nos vértices e, i, b, a. Por causa da aresta ie e da aresta fk,

temos que fe estd em w, senao temos o ciclo com concorréncia
i nos vértices 7,e, f, k. Assim, existe um ciclo em w com
A1 - .o~
concorréncia 7 nos vértices d, ¢, f, e, uma contradicao.
ii. he e feestao em w (Figura 3.4(i)). Neste caso, por causa da
aresta ha, temos que ab estd em w, senao temos o ciclo com

concorreéncia i nos vértices h,c,b,a. Por causa da aresta ea,
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temos que ei estd em w, senao temos o ciclo com concorréncia
i nos vértices i, e, a,b. Por causa da aresta 2'7%, temos que ejf
esta em w, senao temos o ciclo com concorréncia i nos vértices
f,e, i, k. Assim, existe um ciclo em w com concorréncia i nos

vértices d, e, f, ¢, uma contradicao.

A conjectura que fazemos é a seguinte.

Conjectura 3.1. O grafo Mycielski M (2,n), n > 3, tem concorréncia dtima
T(M(2,n)) =,

n°

Nossa esperanca é que esta prova possa ser usada como base de inducao

na prova geral para a classe de Mycielski.
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Figura 3.4: Grafo de Mycielski de ordem 2 e 4 para a prova do Teorema 3.10,
Ve (M(2,4)) = L
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Capitulo 4

Trilhas e Propriedades do ERA

4.1 Introducao

No Capitulo 3 - Otimizagao da Concorréncia do ERA, foram apresentados
resultados sobre o desempenho dos problemas de maximizacao e minimizagao
da concorréncia do ERA. Implicitamente, foi assumido um modelo centra-
lizado de computacao, onde ha informacgoes globais sobre o sistema, como
nimero de nos, arestas, etc. O foco do presente capitulo se volta ao compor-
tamento dinamico do algoritmo e a sua natureza distribuida. Desta forma,
¢ importante chamar a atencao para o fato de que o interesse se desloca dos
algoritmos centralizados de otimizagao da concorréncia para a caracterizacao
do comportamento dinamico do préprio ERA. Particularmente, foi investi-
gado o fenomeno da modulagao do sistema em execucao pelos chamados
ciclos principais.

Neste capitulo, sao definidos varios conceitos, como os de trilha, ciclo prin-
cipal, execucao independente e execucao canonica. Sao apresentadas provas
de que toda trilha estabelece a monotonicidade do intervalo inoperante ante-

rior e posterior. No caso do intervalo inoperante anterior, a monotonicidade
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¢é de reducao e, no caso do intervalo inoperante posterior, a monotonicidade
é de crescimento. Também é mostrado que, na fase periédica do ERA, toda
trilha pode ser considerada como tendo sido originada de um dos ciclos prin-
cipais.

De posse destas ferramentas, é mostrado que o intervalo méximo ino-
perante e o intervalo minimo inoperante do grafo sao definidos pelos ciclos
principais. Também, é apresentado um corolario que relaciona o numero
maximo de operacoes independentes ao maximo e o ao minimo intervalo ino-
perante e, portanto, se estabelece que este também ¢é determinado pelos ciclos
principais. E, por fim, é apresentada uma prova de que, se todo né de todos
os ciclos principais operam uma vez a cada d passos, entao todos os nés do

sistema também irao operar uma vez a cada d passos.

4.2 Ciclo Principal (Senhor dos Anéis)

Como se sabe, a concorréncia da execu¢ao do ERA em um grafo G qual-
quer orientado aciclicamente segundo w é dada pela expressao [§]

{ min {ne, (K, w), Neew(k, w)} }

y(w) = min
||

KEK(G)

Seja K(G) o conjunto dos ciclos de G. E fcil verificar que ha um certo
subconjunto K'(G) C K(G) dos ciclos que satisfazem o minimo mais ex-
terno desta equagao. Foi provado em BARBOSAI8] que apenas os ciclos
simples precisam ser considerados no célculo de y(w), portanto definimos
K*(G) € K'(G) como sendo o conjunto dos ciclos simples que satisfazem
o minimo desta expressao. Cada um dos ciclos de K*(G) é denominado de

Ciclo Principal ou ainda, nesta tese, de Senhor dos Anéis.
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Chamamos o conjunto K*(G) de conjunto dos ciclos principais de G.
Estes ciclos tém propriedades especiais na execucao do ERA que serao estu-

dadas adiante.

4.3 Trilhas na Execucao do ERA

A idéia de trilha é derivada do fato de que, no ERA, um né sé opera
exatamente um passo apds um subconjunto nao vazio de seus vizinhos operar.
Portanto, a partir de um sumidouro, podemos seguir uma seqiiéncia de nos
Vg, V1, ... de tal forma que v; é sempre vizinho de v;, 1, sendo v;;; sumidouro
no passo seguinte em que v; o foi.

Realmente, ao observarmos uma animacao de um grafo executando o
ERA, temos a impressao de estarmos vendo algo como “sumidouros percor-
rendo o grafo”, formando espécies de caminhos que chamamos aqui de trilhas.

Segue a defini¢ao formal:

Defini¢ao 4.1. Dado um grafo G = (N, E) executando o ERA com um
escalonamento dado por o = (w1,ws, ...), uma trilha T é uma seqiiéncia nao
necessariamente finita de nds vg, vy, ..., onde, parat € IN, temos que (vy, Vi1 1)
€ E e v € sinks (wy). Seja I'(G) o conjunto de todas as trilhas de G, tendo

implicito o escalonamento a que se aplica.

Uma trilha infinita é uma trilha em que a seqiiéncia de nds é infinita (ver
Figura 4.1). Estes conceitos sao utilizados para algumas provas e andlises
nas proximas secoes. Inicialmente, serao apresentadas algumas propriedades
das trilhas.

Observe que podemos dividir as trilhas de uma execucao do ERA de
diversas formas. Nao hd, a principio, nenhuma garantia de que uma trilha

¢ maximal, por exemplo. Ou seja, eventualmente, poderemos considerar
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Figura 4.1: Exemplo de trilha infinita.

uma seqiiéncia de operagoes dos nos vy, vy, ..., vy como 1, 2 ou mais trilhas,
dependendo da necessidade. Assim, por exemplo, podemos considerar uma

unica trilha 7 = vy, v, ..., v ou duas trilhas 7 = vy, v1 € 7o = Vg, ..., Ug.

4.3.1 Propriedades das Trilhas

Antes de darmos prosseguimento, a seguinte definigao é necessaria.

Definig¢ao 4.2. Dado um grafo G = (N, E) executando o ERA, chamaremos
t\ o instante de tempo (ou o passo) em que o né v € N opera pela i-ésima

vez ou pela (i — 1)-ésima vez.
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Para facilitar os teoremas, assumimos sempre que, para um dado né de
referéncia v € N, ¢! > ¢! para todos os vizinhos u € viz(v) de v. Essa sim-
plificacao nao resulta em perda de generalidade, mas pode causar confusao,
ja que, na verdade, t! pode representar a (i — 1)-ésima operagao de v. Por
exemplo, se um né v opera pela quinta vez em t> e queremos considerar a
ultima operacao anterior de um vizinho v de v, dizemos que tal operacao
ocorreu em t> (ou seja, assumimos que ¢ > t7) mesmo que no instane t;, o
né u esteja operando pela quarta vez. Como sabemos que vizinhos operam
alternadamente, temos certeza de que diferenca a ser considerada no indice
sera de no maximo 1.

Como ja foi dito, as préoximas propriedades sao utilizadas posteriormente

em outras provas.

4.3.2 Trilha Estabelece Monotonicidade de Intervalo

Inoperante Anterior

Considere uma trilha 7 qualquer que alcanca dois nds v e u, nesta ordem,
porém nao obrigatoriamente em tempos consecutivos. Dados 6, e d, os
intervalos de tempo (ou ntimero de passos) em que v e u, respectivamente,
ficaram sem operar até serem alcancados por 7, esta propriedade diz que 6, >
0, . Esta notagao nao ¢é utilizada na prova, apenas aqui por simplicidade.

Ou seja, a monotonicidade para o intervalo inoperante anterior é de
redugao, o que siginifica que o intervalo inoperante anterior sempre reduz-se

ou permanece igual ao longo dos nés que vao sendo alcangados pela trilha.

Teorema 4.1. Considere um grafo G = (N, E) qualquer executando o ERA
e dois nos v,u € N alcancados por uma trilha T nos tempos k e k + 6,

k,6 >0, ousejat(k)=ver(k+0d)=u. Set.=ket!] =k+0d (ouseja, T
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alcanga v e u, respectivamente, na i-ésima e j-ésima opera¢ao do nd), entao

temos que tJ — ti71 < i —¢itL

Demonstracao. A prova é por inducao em ¢§. Provaremos que, se a pro-
priedade é verdadeira para ¢, entao é valida para 0 + 1. Assim, provamos
que, se vale a relagao entre 7(k) = v e 7(k+ ) = w, entao esta também vale
para 7(k) = v e 7(k+ 0 + 1) = u. Pela hip6tese de indugao, temos que, para
dois inteiros z,7 > 0 quaisquer, t3, — tZ7! < ¢! — ¢i=1. Passamos a provar o
passo de indugao. Sabendo que hé uma trilha que passa por w em k + § e
por w em k + & + 1, logo temos que ¢ + 1 = t/., para algum natural j. Como
estes nés sao obrigatoriamente vizinhos (j4 que T passa por eles em tempos
consecutivos), pela prépria dinamica do ERA é claro que eles operam alter-
nadamente e, portanto, sabemos que ¢3! < #/=!. Assim, podemos calcular

tJ — 371 fazendo as substituigoes necessérias:

-t =2+ 1) -t <t 1 -t <t — !

u u

Portanto, prova-se o passo de inducao, pois temos, pela transitividade da
inequacao, que ), — tJ71 <2 — 2t <l — oL

Para a base da inducao, basta verificar que a propriedade vale para § = 0,
0 que é trivial, pois se trata de verificar a propriedade para o mesmo no, o

que é facilmente comprovado. O

Um exemplo esquemético deste comportamento, pode-se ver na Figura
4.2. Observe que o n6 v da origem a uma trilha que alcanga o né u e que
8, >0, . No exemplo da figura, existe a relagao ¢ < #/~!, mas esta relagao

nao é obrigatoria, sendo casual deste exemplo.
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Figura 4.2: A trilha iniciada por v em ¢! alcanga u em t, garantindo que d,; > 4, .

4.3.3 Trilha Estabelece Monotonicidade de Intervalo

Inoperante Posterior

Esta propriedade é, de certa forma, complementar a anterior. Considere
inicialmente uma trilha 7 qualquer que alcanca dois os nés v e u, nesta ordem,
porém nao obrigatoriamente em tempos consecutivos. Dados os intervalos
0f e & de tempo que os nds ficam sem operar depois de 7 té-los alcancado,
temos que 0,7 < 0.

Ou seja, a monotonicidade para o intervalo inoperante posterior é de
crescimento, o que siginifica que o intervalo inoperante anterior sempre reduz-

se ou permanece igual ao longo dos nds que vao sendo alcancados pela trilha.

Teorema 4.2. Considere um grafo G = (N, E) qualquer executando o ERA e
dois nosv,u € N alcangados por uma trilha T nos tempos k e k+6 (k,6 > 0),

respectivamente, ou seja 7(k) =v e 7(k+0) =u. Seti =k et/ =k+9
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(ou seja, T alcanga v e u, respectivamente, na i-ésima e j-ésima operagao do

nd), entao temos que tiT — 1 < It — I

Demonstracao. A prova é por inducao em ¢§. Provaremos que, se a pro-
priedade é verdadeira para ¢, entao é valida para 0 + 1. Assim, provamos
que, se vale a relagao entre 7(k) = v e 7(k +¢) = w, entdo esta também vale
para 7(k) = v e 7(k+ 0 + 1) = u. Pela hip6tese de indugao, temos que, para
dois inteiros z,7 > 0 quaisquer, t;™ — ¢! < ¢z — 2 Passamos a provar o
passo de indugao. Sabendo que hé uma trilha que passa por w em k + ¢ e
por u em k + & + 1, logo temos que ¢ + 1 = tJ,, para algum natural j. Como
estes nés sao obrigatoriamente vizinhos (j4 que T passa por eles em tempos
consecutivos), pela prépria dinamica do ERA é claro que eles operam alter-
nadamente e, portanto, sabemos que t3 < #/71. Assim, podemos calcular

t3T1 — 1 | fazendo as substituigoes necessérias:
P = (2 1) > - 1> -

Portanto, prova-se o passo de inducao, pois temos, pela transitividade da
inequacgao, que ttt — ¢4 > 2t g2 > it i

Para a base da induc¢ao, basta verificar que a propriedade vale para § = 0,
0 que é trivial, pois se trata de verificar a propriedade para o mesmo no, o

que é facilmente comprovado. O

Um exemplo esquematico pode ser observado na Figura 4.3. Observe que

o né v da origem a uma trilha que alcanga o né u e que 6,7 < o,

4.4 Execucao Independente

Intuitivamente, uma execucao independente de um subgrafo é tal que,

extraindo-se o subgrafo do grafo no qual ele estda incluido, sua execucao
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Figura 4.3: A trilha iniciada por v em ¢ alcanca u em t},, garantindo que 8;" < 8.

mantém-se intacta (ver Figura 4.4). Os subgrafos com execugao indepen-
dente apresentam propriedades que serao utilizadas para as provas seguintes.

Precisaremos de algumas notagoes. Considere uma orientacao aciclica
w em um grafo G e um subgrafo G’ de G. Chamamos w% a projecio da
orienta¢io w em G’ de tal forma que cada aresta de G’ assume a mesma
orientacao induzida por w em G. Por exemplo, as arestas do subgrafo G’
induzido pelos vértices {a, b, ¢} na Figura 4.4 definem uma projegao W& da
orientacao w em G’.

Denotamos também o escalonamento ou a evecu¢cao do ERA em um
grafo G qualquer como o = (wy,ws, ...), sendo uma seqiiéncia de orientacoes
aciclicas tal que, para todo inteiro ¢ > 0, temos que w; = g(w;_1) (lembrar do
O Capitulo 2 - Conceitos Bésicos, onde é definido que a fungao g(w) aplicada

a uma orientacao aciclica w retorna a orientacao gerada pela execucao de 1

passo do ERA, ou seja, pela reversao das arestas de todos os sumidouros).
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Figura 4.4: Exemplo execugao independente. O comportamento do subgrafo in-
duzido pelos nés a, b, c seria o mesmo se destacado do grafo induzido pelos nés

a,b,c, d,e.

Para dois grafos G = (N, E) e G' = (N', E') dizemos G' C G quando
N C N e E' C F, ou seja, quando G’ é subgrafo de G. Utilizamos as
notagoes de conjunto de maneira livre, como v € sinks(w) N G’, onde o né
v pertence ao conjunto de nds resultado da intersegdo do conjunto sinks(w)
com os nés de G'. Dados nés v,u € N ou uma aresta e = (v, u) denotamos,
por simplificacdo, v € G e e € G e (v,u) € G. Tais notagdes incluem ciclos,
assim, podemos denotar Kk C G e v € K ou e € K.

Introduzimos a notac¢ao 7, (w, q) = W

, reprensentando a concorréncia
do n6 v acumulado em ¢ passos a partir da orientacao aciclica w, onde
my(w, q) denota o nimero de vezes que v opera nos ¢ primeiros passos da
execucao do ERA iniciado com a orientagao aciclica w. Também denota-se

Yo(w) = lim,_ 4 o Vo (w, ¢). Lembre que, no O Capitulo 2 - Conceitos Bésicos,
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ja havia sido introduzida a notagao y(w) para denotar a concorréncia do grafo

como um todo.

4.4.1 Definicao e Propriedades da Execugao Indepen-

dente

Comecamos definindo formalmente uma execucao independente de um

subgrafo.

Definigao 4.3. Considere um grafo G e um subgrafo induzido G' de G. Dada
uma execucdo o = (wy,ws,...) do ERA em G, dizemos que G' apresenta
execucao independente se, extraindo-se G' de G e executando o ERA em

. . ~ / . ~
G’ a partir da orientagio WS, obtivermos uma execucdo o' = (wi,w), ...) tal

G/

1

que, para todo inteiro i > 0, w) = WS, ou ainda, ¢"(wS") = g'(w1)".

Por exemplo, considere apenas o subgrafo induzido pelos nés {a,b, c} na
Figura 4.4. Observe que os nés que se tornam sumidouros neste grafo também
sao sumidouros do grafo induzido pelos nés {a,b,c,d, e}, o que garante que
sua execucao ¢ independente.

Apresentamos um lema que relaciona a execucao independente com uma
caracteristica genérica da execucao de um subgrafo. E mostrado que, dado
um grafo G e um subgrafo G' de G e uma execucio o = (wy,ws, ...) do ERA
em G com sua respectiva projecdo em G, se todos os nés sumidouros em
wiG/forem também sumidouros em w, i € IN, entdo teremos uma execugao
independente. Observe que, em uma execucao do ERA desse tipo, um de-
terminado né v pode ser sumidouro em G’ e nao o ser em G, bastando que
uma aresta adjacente a v esteja orientada na direcao contraria a v e nao
pertenca a G'. Este conceito e esta prova foram exploradas com pequenas

modificagoes de notagao em MALKAJ19].
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Lema 4.3. Considere um grafo G = (N, E) qualquer executando o ERA
sequndo 0 = (wy,ws,...) e um subgrafo G' = (N',E") de G. Se, para todo
wi, i > 0, e para todo v € N, for verdade a relagio v € sinks(wS) — v €

sinks(w;) entao € verdade que G' apresenta execugdao independente.

Demonstracao. Pela Definicao 4.3, temos que ha execucao independente em
um subgrafo G’ se, e somente se, para todo inteiro ¢ > 0, é verdade que
91(6f) = ).

Claramente, a relacio v € sinks(w;) — v € sinks(wS"), inversa do enun-
ciado, é verdadeira, pois, na orientacao inicial, um sumidouro de G também
o serd em G’. Além disso, todas as arestas invertidas em G também o serao
em G e, portanto, qualquer sumidouro formado em G, novamente, também
serda um sumidouro de G'.

. / . ’ .
Portanto, para provarmos que g'(w{") = ¢*(w;)¢", devemos considerar que

o, . ~ . . / ,
¢ ¢ uma informacao dada e verificar se g'(w{") produz a mesma saida,

g'(w1)
assumindo que esta execucao se da de forma independente de G. Ou seja, é
preciso provar que, considerando apenas os nos e arestas de G', as orientagoes
produzidas nas arestas de E’ pela execucao de g(wf/), ou seja, a inversao das
arestas de GG', sao iguais as produzidas nas arestas de E’ pela execucao de
g(w1)%", ou seja, a inversdo das arestas de G' com posterior projecio em G,

As arestas de E’ invertidas pela aplicacao de g(w{’ /) sao aquelas adjacentes
a sumidouros de w¢". Pelo enunciado, estes também sdo sumidouros de w,
e, portanto, as arestas de E’ revertidas por g(w;) sdo as mesmas. Como sao,

por premissa, gerados os mesmos sumidouros, entao o mesmo processo pode

se repetir indefinidamente, logo, ¢*(w®") = g*(w1)“". O
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Abaixo, apresentamos uma prova de que a concorréncia de um subgrafo
com execucao independente é igual a concorréncia do grafo no qual esté
inserido.

Pelo Capitulo 2 - Conceitos Basicos, sabe-se que, para um grafo qual-
quer G = (N, E) executando o ERA segundo o = (wy,ws, ...), tem-se que,
para todo v € N, 7,(w;) = v(w1), ou seja, a concorréncia de cada nd, no
limite, ¢é igual a do grafo como um todo. Também é possivel encontrar prova

semelhante ao Teorema 4.4 em MALKA[19].

Teorema 4.4. Considere um grafo G = (N, E) executando o ERA segundo

o = (w1,ws,...). Se existe um subgrafo G' de G com execu¢ao independente

o = (W, WS, ), entdo temos que existe um ciclo simples k € K* tal que

k C G
Demonstragao. Considere um né qualquer v € G', a execucao 0 = (wq, ws, ...)
do ERA em G e a execugdo independente o’ = (W, w¢", ...) de G’ que ocorre
extraindo-se G’ de G. Por defini¢ao, para qualquer inteiro i > 0, se v €
sinks(w;) entdao v € sinks(wS') e, pelo Lema 4.3, se v € sinks(w®) entdo
v € sinks(w;). Entao, por conseqiiéncia, v € sinks(w;) se, e somente se,
v € sinks(wS).

Assim, é claro que, num mesmo conjunto de passos, cada né de G’ opera
em ¢’ 0 mesmo numero de vezes que opera em o. Portanto, para todo v € G/,

temos que v, (W) = v,(w1). Temos também [8] que 7v,(w;) = y(w;). Logo,

por transitividade, temos y(w;) = y(wS").

o -~ o
Desta forma, sabemos que y(w{”) = min e g {min {”ﬂlcg‘”l ) n (‘C;l"l )}}

Assim, existe um ciclo k de G' que satisfaz o minimo da expressao. Portanto,

e — e
y(wG’) = min (e ), n ) L Como k também é um ciclo de G e
1 |%| ||

Y(w§") = y(w1), entdo k também satisfaz o minimo da expressdo equivalente

para 7(w1), 0 que o caracteriza como um ciclo printipal. O
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4.4.2 Execucao Canodnica

Em MALKA[19], é mostrado que qualquer grafo Cj, ou seja, todo ciclo
com k nés, converge para um escalonamento rotacional, no qual o nimero
de sumidouros é constante e estes se deslocam em um mesmo sentido em
torno do ciclo. E f4cil perceber que um ciclo k, quando é um subgrafo
de um grafo qualquer G, quando apresenta execucao independente, executa
o mesmo escalonamento rotacional, ja que a propria definicao de execugao
independente é que o subgrafo apresenta comportamento idéntico ao que teria
se fosse isolado do resto do grafo. Neste texto, chamamos o escalonamento
rotacional de execucao canonica do ciclo e esta é definida abaixo.

Observe que assumimos uma notagao de tal forma que (a) os nés de um
ciclo sao nomeados com sub-indices em ordem crescente e no sentido mais
conveniente e (b) o uso do operador mod seja implicito nos sub-indices, tal

que, para um ciclo x e um indice 7 € IN qualquer, v; representa v; mod |x|-

Definigao 4.4. Considere um grafo G = (N, E), um ciclo k C G formado
pelos nds vy, vy, ... € uma execu¢ao o = (wy,ws,...) do ERA em G cuja fase
pertodica se inicia no tempo tP > 0. Dizemos que k estd em execug¢ao
candnica se existir um conjunto nao vazio I'(G) = {m,..,7,} de trilhas
infinitas tal que, para quaisquer inteirost > t¥ ei > 0 e para toda T € I'*(G),
for verdade que T(t) = v; se, e somente se, T(t — 1) = v;_1 e, além disso,
for verdade que v € sinks(w;) N Kk se, e somente se, existe T € I'*(G) tal que

v=r"(t).

A Figura 4.5 mostra um ciclo em execugao canonica. Note que, neste caso,
o ciclo nao é subgrafo préprio de um grafo maior, mas, em uma execugao

independente, seu comportamento poderia ser idéntico.
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Figura 4.5: Exemplo de execugao canonica.

A seguir, sao apresentadas algumas propriedades das trilhas relacionadas

aos ciclos principais.

4.5 Propriedades das Trilhas e Ciclos Princi-
pais

4.5.1 Ciclo Percorrido por Trilha Infinita

Em seguida, mostramos que todo ciclo que é percorrido por uma trilha
infinita é um ciclo principal. A idéia é a seguinte: se uma trilha infinita 7
percorre, a partir de um tempo ty, um ciclo x sempre em um mesmo sentido,
todas as arestas de k orientadas, em t;, no mesmo sentido do deslocamento
de 7 darao origem a outras trilhas com caracteristicas similares, ou seja,
infinitas e percorrendo o ciclo no mesmo sentido.

Estas trilhas induzidas por 7 passam a percorrer o ciclo na mesma direcao,
caracterizando uma execucao independente, o que indica a existéncia de um
ciclo principal (por definigdo, um ciclo simples) x* € K*(G), contido em &.

Observe que k nao é obrigatoriamente um ciclo simples.
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Grafo G

Cido Prindpal

Figura 4.6: Antes de 7 alcangar o né vy, a aresta e tera que ser revertida. Logo,
vy iré operar antes disso. Pela operacao de vy, ey ficard direcionado no sentido do

deslocamento de 7.

Comecamos com o Lema 4.5, que prova que uma trilha infinita em um
ciclo qualquer nao obrigatoriamente simples implica a existéncia de outras
trilhas infinitas no mesmo ciclo. Uma ilustracao sobre parte do que é apre-
sentado neste lema pode ser verificado na Figura 4.6. Nesta, é destacado que,
havendo uma trilha infinita e uma aresta orientada no mesmo sentido desta
trilha, tal aresta devera reverter sua orientacao antes que a trilha a alcance.

Este lema servirda de base para outras provas adiante.

Lema 4.5. Dada um grafo G (N, E) executando o ERA sequndo o = (wy,ws...),
um ciclo k de G (ndo obrigatoriamente simples) formado pelos nos vy, v1, ...V|x -1

e uma trilha infinita T para a qual tal que existe to > 0 tal que T(to+1) = v;,
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para i € IN. Assuma dyop > 1 0 menor inteiro positivo para o qual existe
uma trilha Tpror, possivelmente igual a T, tal que Tyrox(to+1) = T(to+i+dproz ),
0U S€ja, Tprox € a prozima trilha infinita percorrendo k a frente de 7. Con-
siderando o menor inteiro d > 0 para o qual exista a aresta orientada VU1,
temos que, se d < dpon — 2, entao existirao dois inteiros t;, > to e d < d
para os quais haverd uma outra trilha infinita 7' tal que T'(t) = T(t + d'),

para qualquer inteiro t > tj,.

Demonstracao. Inicialmente, verifica-se que sempre existe um d para o qual
existe a aresta orientada U044 1, j& que, no maximo, d = dprog — 1 €, portanto,
esta serd a aresta vg_10, que precede o sumidouro da trilha Tproz- Como dito
na descricao do lema, este caso nao é considerado, ja que a trilha infinita ja
existe.

O restante da prova é por inducao. Inicialmente, provamos que o lema é
verdadeiro para a base de inducao, ou seja, d = 1. Pela hipotese de inducao,
tem-se que existe a aresta orientada U103. Como, por premissa, temos que
7(to) = vo e 7(to + 1) = vy, entdo devera haver uma aresta orientada v;0; em
to + 1. Para que isso ocorra, o né vs devera operar em ty, ou seja, pode-se
concluir que vy € sinks (wy,). Porém, a operagao de vy ird produzir a aresta
orientada vyv3 em ty + 1. J& que T(to + 1) = vy, ou seja, vy é sumidouro em
to + 1, entao temos reproduzida a situacao inicial descrita. Como a mesma
situacao se repete para t = to + 2, t = ty + 3, ..., entao a seqiiéncia de
operacoes de vy, v3, U4, ... n0s tempos tg,tg + 1,ty + 2, ... forma uma trilha
infinita 7" para a qual 7/(t) = 7(t + 2),Vt > t;. Assim, t[; =ty e d = 2.

Agora, para o passo de induc¢ao, assumimos que, se tivermos a prova
verdadeira para d = z, podemos provar para d = z + 1. Pelo enunciado, em
t = to, terfamos que 7(ty) = v; € sinks (wy,) e a aresta orientada v, 10, 3.

Sabemos que o n6 v, 5 devera operar antes de a trilha alcancar o né v, 1, ja
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que é necessario que a existéncia da aresta orientada 1.4 90,41 em t = t,4+2z+1.
Ou seja, deve existir um inteiro 0 < w < z tal que v,49 € sinks (Wi, 4w)-

Se w > 1, temos 7(ty + w) = v, € sinks (wy ) € uma aresta orientada
Usiokioig em t = to +w. Como a distdncia entre v, e v.,o é dada por
z+ 2 —w < z, temos que, pela hipotese de inducao, a propriedade estaria
provada, ja que a distancia é menor ou igual a z.

Porém, se w = 1, entdo 7(ty+1) = v1 € sinks (wiy4+1) € Vo € sinks (wy41).
Entao, nesse caso, teremos a mesma situacao descrita no inicio, a saber:
um sumidouro 7(ty + 1), participante de 7, e uma aresta orientada no sen-
tido v.490.44 distantes z + 1 entre si. Desta forma, nos passos seguintes,
serd possivel que ocorra uma situacao em que w > 1, como ja foi visto e a
formacao da trilha estara provada. Porém, se esta situacao perdurar infini-
tamente, temos que os nés operando seqiiencialmente com distancia z+ 1 do
no participante da trilha 7, ou seja, os nés v,41, V.19, Vi3, ..., COMPOTrao a
nova trilha infinita operando nos tempos t = to, t =ty + 1, t =ty + 2,... Em

ambos os casos, a propriedade também esta provada. O

Em seguida, prova-se que a existéncia de uma trilha infinita percorrendo
um subgrafo G’ de GG, implica a existéncia de um ciclo simples contido em
G' tal que k* € K*.

A prova tem, na verdade, duas partes. A primeira diz que uma trilha 7’
que percorre infinitamente um subgrafo G’ a partir de um tempo ¥ acaba
passando por um mesmo né de G’ em tempos t¥ + kip e t? + kop, distantes
entre si um miultiplo do periodo p. Portanto, é definido um ciclo x (nao
obrigatoriamente simples) que, pelas caracteristicas periddicas do ERA, sera

percorrido infinitamente por uma trilha 7 originada de 7’.
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Na segunda parte, é utilizado o Lema 4.5 para dizer que cada aresta de x
orientada no sentido em que 7 percorre k dard origem a outra trilha infinita.
Todas estas trilhas percorrerao x infinitamente e no mesmo sentido de 7. A
partir dai, utiliza-se o Lema 4.3 para provar que x tem execucao independente
e, pelo Teorema 4.4, argumenta-se que o subgrafo G’ contém pelo menos um
dos ciclos principais, ja que k esta contido em G'.

A Figura 4.7 mostra a idéia geral do teorema. Observe que T percorre
infinitamente os nés dentro da fronteira do subgrafo G’. Portanto, havera a
formacao de um ciclo contido em G’ que se tornara o ciclo principal. Note
que outros ciclos principais podem existir fora da fronteira de G’. Também
estamos assumindo na figura, por simplicidade, que k é ciclo simples. Se
k nao for um ciclo simples, podemos dizer que este apresentard execucao
independente e, portanto, uma parte de k serd o ciclo principal

O motivo pelo qual k converge para uma execucao independente é mostrado
na Figura 4.8 e tem como base o Lema 4.5 que fala da formagao de novas
trilhas a partir de uma que percorre infinitamente um ciclo. Novamente,
consideramos, por simplicidade, um ciclo simples.

Assume-se que a linha pontilhada é um ciclo qualquer de um grafo. Em (a)
a trilha 7 se desloca no sentido horario e a aresta e; estd orientada no mesmo
sentido. Antes de 7 alcancar o né v; tornando-o um sumidouro, é necessario
que e; seja revertida por uma operagao de vy. Em (b), 7y ainda se desloca
na direcao de vy e vemos que o no v, tornou-se um sumidouro, pois outras
arestas de fora do ciclo foram orientadas em sua direcao. Com a operacao de
U9, a aresta e reverte sua orientacao, tornando possivel que 71 alcance vy, o
que pode ser visto em (c). Note que, neste exemplo, considera-se que a trilha
75 ja foi formada, mas esta poderia surgir posteriormente. Em (d), vemos as

trilhas 7, e 75 se deslocando na direcao da aresta e, reproduzindo a situagao
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Figura 4.7: A trilha 7 é infinita e contida em G’. Logo, G’ contém um ciclo

principal: 3.

anterior. Em (e), todas as arestas que inicialmente estavam orientadas no
sentido do movimento de 7y, se tornaram trilhas infinitas que percorrem o
ciclo.

As trilhas 7, 7 e 73 s@o infinitas e definem completamente os sumidouros
de k (assumindo que, inicialmente, nao havia outras arestas orientadas no
mesmo sentido que 71). Além disso, estes sumidouros sao sumidouros do grafo
como um todo e, portanto, teremos uma execucao independente. Como « é
simples, este é o préprio ciclo principal. Se nao fosse, este conteria o ciclo
principal.

A prova formal segue abaixo. Esta afirma que se, para qualquer tempo
arbitrariamente grande escolhido, existe pelo menos uma trilha que percorre

G’ durante esse tempo, entao um dos ciclos principais estd em G'.
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Figura 4.8: Exemplo esquematico onde uma trilha infinita leva o ciclo a executar

de forma independente.

Teorema 4.6. Considere um grafo G = (N, E) qualquer executando o ERA
na sua fase periddica de tamanho p iniciada no tempo t? e um subgrafo G' de
G. Se, para todo inteiro n > 0 arbitrariamente grande, existe uma trilha
7€ I'(G) tal que 7'(t) € G', t* <t <1, entio existe k* € K*(G) tal que

k* C G, ou seja, G' contém pelo menos um ciclo principal.

Demonstra¢ao. Como G’ tem tamanho finito, podemos escolher 7 suficien-
temente grande para que existam dois inteiros ki, ks > 0 tais que ky # ko,
para os quais 7'(t? + kip) = 7'(t? + kop). Desta forma, pelo comporta-
mento periédico do ERA, é possivel indentificar o ciclo x = (v, .., Vjx|-1)
cujos nds correspondem aqueles percorridos por 7' desde de 7/(t* + kyp) até
7' (t? + kop — 1) (todos percententes a G, por premissa) e dizer que este é
percorrido infinitamente e num mesmo sentido por uma trilha 7. Ou seja,

para to = t* 4+ kp, temos que 7(tg + i) = v;, para todo i > 0.
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Passamos a provar que s apresenta execucao independente. Considere o
ciclo k, a trilha 7 e 0 n6é 7(ty) = vo. Tome o menor valor d;, onde 1 < d; <
|| —1, para o qual existe uma aresta orientada vg,vg, 11. Se d; = |x|—1, entdo
esta aresta é adjacente a 7(ty) e, portanto, 7 serd a tnica trilha percorrendo
k infinitamente, nao haverd outros sumidouros em k e estara caracterizada
uma execuc¢ao independente, ja que todos os sumidouros de k também serao
sumidouros de G.

Porém, se 1 < d; < |k| — 2, entdo, pelo Lema 4.5, teremos a formagao,
a partir de um certo tempo t}, de uma nova trilha tal que 7 (¢} + i) =
7(t} + dy + 1) para todo i > 0. Porém, em relacao a 71, poderemos agora ter
outra aresta nas mesmas condigoes citadas, ou seja, a mais proxima aresta
orientada no sentido do percorrimento de k por 7. Para esta aresta, a mesma
situacao ocorrerd, ou seja, a inducao de outra trilha 7 a frente dy passos de
T1.

Pode-se utilizar este raciocinio reiteradamente até que, a partir de um
tempo ¢t > t§ (onde x é o nimero de trilhas criadas nesse processo), ne-
nhuma trilha mais seja criada em k. Note que é possivel garantir que as
trilhas nao sao criadas indefinidamente, ja que o ntimero de nés de & ¢ finito.
Havera portanto, a partir de ¢, um conjunto 7" = {7, 7y, .., 7, } de trilhas in-
finitas percorrendo o ciclo xk num mesmo sentido. Note que as Uinicas arestas
orientadas no sentido do percorrimento de x pelas trilhas de T sao exatamente
aquelas adjacentes a estas mesmas trilhas. Caso houvesse outra aresta orien-
tada neste mesmo sentido, pelo Lema 4.5, outra trilha seria criada e teriamos
um valor maior para ¢. Por isso, todos os sumidouros de s serao sumidouros
de G, ja que um novo sumidouro em s implicaria uma aresta orientada no

sentido do percorrimento e esta também geraria outra trilha. Pelo Lema 4.3,
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podemos afirmar que k apresenta execucao independente e, pelo Teorema

4.4, temos que existe k* tal que k* C kK C G’ e k* € K*(G). O

4.5.2 Comportamento das Trilhas no Periodo do ERA

Uma trilha nao surge espontaneamente. Cada participante de uma trilha
¢ sumidouro em um determinado passo do algoritmo porque pelo menos um
outro né, seu vizinho, foi sumidouro no passo anterior e, assim, sucessiva-
mente. Na verdade, todas as trilhas do sistema (ou, por outro lado, todos
os sumidouros) tém sua origem mais remota nos sumidouros que o grafo
continha na orientagao aciclica inicial da execucao do ERA.

Para ser possivel explicar o que o Teorema 4.7 diz, sera necessaria uma dis-
cussao prévia sobre trilhas gémeas. Primeiramente, considere um grafo qual-
quer G = (N, E) executando o ERA sob o escalonamento o = (w1, ws, ...),
cuja fase periddica de tamanho p inicia-se, sem perda de generalidade, em
wi. Assuma um né qualquer v € N sumidouro em wy, para algum ¢t > 0.
Sabemos que, na fase periddica, se v € sinks(w;) entdao v € sinks(weip).

Assim, se uma trilha 7y alcanca os nos vy, vq, ... nos tempos 1, 2, ..., entao
havera outra trilha 71 que alcancara a mesma seqiiéncia de nés nos tempos
14 p,2+p,... Ou seja, se existe 7y tal que 79(t) = v;, t > 0, entdo existe
71 tal que 71 (t + p) = v;. Assim, também havera 7 tal que 7 (t + 2p) = v;.
Genericamente, haverd uma familia de trilhas 7; tais que 7 (t + kp) = vy,
k > 0. Vamos dizer que as trilhas 74 sao trilhas gémeas.

Por isso, o Teorema 4.7 prova que, para toda operacao de um n6 v € N
em um tempo t,, vale uma das propriedades: (a) esta operagao é resultado
do alcance de uma trilha que se originou diretamente de um ciclo principal;
ou (b) existe uma trilha gémea a trilha que alcanga v em ¢, que se origina

de um ciclo principal. Afirma-se que, para qualquer né v € N, sumidouro no
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tempo t,, existe pelo menos uma trilha 7 que alcanca um dos ciclos principais
em um tempo t > 0 e, depois, alcanca v em um tempo t, + kp > t, k > 0.

Na verdade, no inicio da fase periddica, algumas trilhas sao ainda re-
manescentes da fase pré-peridédica e podem nao ter sido originadas em ne-
nhum ciclo principal. Porém, estas trilhas ndo sao infinitas (se fossem, pelo
Teorema 4.6, conteriam um ciclo principal) e, por serem finitas, estas vao
terminando, até que restem apenas trilhas gémeas destas, todas originadas
dos ciclos principais.

Observe que varias propriedades sao comuns a um conjunto de trilhas
gémeas e este fato é utilizado nas provas a seguir.

Na Figura 4.9 ¢ apresentada uma visualizacao da situacao mais simples
descrita, onde todas as trilhas e operacoes sao originarias do ciclo principal.

Na figura 4.10 é apresentada uma situacao mais realista. Note que o eixo
x representa o tempo e, neste, sao marcados: o tempo tP, onde ¢é iniciada a
fase periddica do ERA; o tamanho p do periodo; e os tempos ¢, t+p e t + 2p,
onde um determinado né opera repetidamente com intervalos de p passos
entre cada operagao (de certa forma, poderiamos considerar tais operagoes
como “gémeas”, pois sao o resultado da repeticao natural da fase periédica
do ERA). Acima do eixo z s@o plotadas as estruturas de interesse, que sao
repetidas em cada periodo para refletir o comportamento periédico: um ciclo
principal £* qualquer; o né que opera nos tempos t, t +p e t 4 2p; e as trilhas
que alcancam este no nestes tempos.

O que queremos destacar é que, dada a operacao de um né dentro do
periodo, a trilha que o alcanca pode simplesmente ter sua origem em um
ciclo principal (situacao simples da figura 4.9). Porém, pode ser que isso
nao ocorra, como no caso da primeira operagao do né da figura 4.10, ja

que nas primeiras operacoes, algumas trilhas podem ser originadas da fase
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Figura 4.9: Exemplo esquemadtico onde, ja na fase peridédica do ERA, todas as

trilhas e operacoes se originam no ciclo principal.

pré-periédica. Porém, mesmo nestes casos, outras trilhas alcangarao o no
nas suas operagoes “gémeas”, de tal forma que a parte destas trilhas que
ocorrem ja dentro do periodo sao idénticas, o que garante as propriedades
que nos interessam.

Abaixo, é apresentada a prova formal.

Teorema 4.7. Considere um grafo G = (N, E) executando o ERA sob
escalonamento 0 = (wy,ws, ...) cuja fase periddica de tamanho p se inicia
no tempo t? > 0 e o conjunto K*(G) dos ciclos principais de G. Dados um
inteiro qualquer t. > tP e um no qualquer v € N, nao pertencente a ne-
nhum ciclo principal, temos que, se v € sinks(wy, ), entao existem uma trilha
7 € I'(G), um ciclo principal k € K*(G) e um inteiro k > 0 para os quais

7(t, + kp) =v e 7(t) € k para algum t < t, + kp.
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Figura 4.10: Exemplo esquemaético sobre trilhas gémeas e sua origem do ciclo

principal.

Demonstracao. Considere a familia de trilhas gémeas no formato 7, tais que
Tk(t, + kp) = v, k > 0. E preciso, portanto, provar que, para pelo menos
uma trilha desta familia, existe um inteiro t < t,. + kp e um ciclo principal
k € K*(G) tais que 74(t) € K.

A prova é por absurdo. Assuma por hipdtese que existe um né v € N
para o qual ndo existem x € K*(G), k > 0 et <t, + kp tais que 74(t) € k.

Se nenhuma das trilhas da familia 7, tem intersecao com os ciclos princi-
pais, entao considere o grafo G = (N, E) tal que G C G, onde N é composto
dos nés que nao estao em nenhum ciclo principal e E das arestas adjacentes a
2 n6s de N. Podemos afirmar, para quaisquer k > 0 e t > P, que 7,(t) € G.
Desta forma, para qualquer inteiro 7, arbitrariamente grande, existe pelo
menos uma trilha 7, para a qual 7,(i) € G, para todo inteiro i tal que
t? < i <. Assim, pelo Lema 4.6, temos que existe k € K*(G) tal que

k C G, o que é uma contradicdo com a definicdo de G. O
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4.6 Novas Propriedades do ERA

4.6.1 Ciclos Principais Determinam Maximo Intervalo

Inoperante

Como vimos no Capitulo 2 - Conceitos Basicos, dado um grafo G = (N, E)
executando o ERA denotamos por A(G) o numero do maior nivel obtido
na decomposi¢ao por sumidouros do grafo. Ou seja, se ha 4 niveis na de-
composigao, consideramos A(G) = 3, pois considera-se como 0 o rétulo do
primeiro nivel. Também sabemos que, em uma execucao do ERA, cujo
escalonamento seja representado pelas orientacoes aciclicas wyg, wi, ws, ..., temos
que Aw;) < AMwj-1),Vi > 0. Também ¢ verdade que, dado o menor inteiro
p > 0, tal que w, encontra-se na fase periédica do ERA, temos que para todo
inteiro i > p é verdade que A(w;11) = Mw;).

Para um né qualquer v € N, definimos A\(v) como o maior nivel da de-
composigao por sumidouros que o né v atinge (sempre assumindo o primeiro
como nivel 0). E claro que A(v) = max;~ot — t*~1, onde ¢ corresponde A
i-ésima operagao de v. Portanto A(v) equivale ao maior tempo que o né v
fica sem operar, ou seja, o0 maximo intervalo inoperante de v.

Também sera 1util a definicao a seguir, que torna o tratamento mais sim-
ples. Para um subgrafo qualquer G’ de G, a grandeza A\(G’) pode ser definida
assim: A\(G') = maz,eerA(v). Imediatamente, deriva-se que, dado um né
v € G, temos que A(v) < A(G'). Por tltimo, também serd definido o mesmo
tratamento para um conjunto de grafos ou subgrafos, como em \(K*(G)),
por exemplo, onde A(K*(G)) = max,cx+q) A(K).

Sabemos também que, para todo né v € k onde Kk € K*(G), temos que
A(v) = A(k). Isso acontece porque, pela defini¢ao, A(v) < A(k) e em fungao

das caracteristicas da execucao canonica, pois dado que as distancias entre

74



as trilhas que percorrem os ciclos principais numa execugao canonica nao
mudam e, claramente, a maior entre tais distancias determinam A(x). Além
disso, como as trilhas passam por todos os nés do ciclo, é claro que cada um

dos nés fica sem operar \(k) passos em algum momento.

Teorema e Prova

Resumidamente, o que queremos provar é que A(v) < AMK*(G)) para
todoné v € G.

A idéia é que, se toda trilha origina-se de um dos ciclos principais e, no seu
caminho, o intervalo entre duas operacoes consecutivas de cada né alcancado
¢ menor ou igual ao dos nds anteriores, entao é claro que, para cada né v € GG
que fique um tempo igual a A(u) =/, — /! sem operar, é possivel descobrir
um dos nés v de um ciclo principal do qual partiu uma trilha que alcancou
u no tempo #J, para o qual £ — =1 >/ — /=1 Como \(v) > t! —ti7!, logo

A(v) > A(u). Segue-se a prova formal.

Teorema 4.8. Dado um grafo G = (N, FE) executando o ERA na fase

periodica, temos que A\(v) < N(K*(G)), para qualquer né v € N.

Demonstragao. Considere um né qualquer v € N e a definicao de A(v) =
max;~ot) — #7-!. Tome um valor de j que maximiza tal expressao, ou seja,
Av) = tJ — 371, Por definigao, em #/, o n6 v é um sumidouro. Logo,
pelo Teorema 4.7 existe pelo menos uma trilha 7 € I'(G), um ciclo principal
k € K*(G) e um inteiro k > 0 tais que 7(#/ + kp) = v e 7(t) € k para algum
t <t + kp.

Tomando-se 0 né u = 7(t) € K, assuma !, = ¢ para algum i > 0, ou seja,
que a operagao deste nd na sua participacao em 7 foi sua i-ésima operacao.

Assim, tomando-se t’ !, o tempo da sua (i — 1)-ésima operagao, temos pelo
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Teorema 4.1 que ¢!, — ti=1 > tJ — =1, Como, por definigao \(K*(G)) >t —
ti=t et —tJ71 > \(v), por transitividade, temos que A(K*(G)) > A(v). O

Por este teorema vemos que os ciclos principais, além de determinarem a
concorréncia do sistema, também determinam o tempo méximo que um no
fica sem operar.

Observe que, por outro lado, nem todo né em um sistema representado
por um grafo G = (N, E) obrigatoriamente chega a ficar A\(G) passos sem

operar, sendo este um limite superior. Na Figura 4.11 temos um contra-

exemplo.
b o] b
=8 [ = C a C
* *
2 d g d g d
= = E
b f b * b

a c a c a c
<+ £ <+
g d g d = d

E =4 =4

Figura 4.11: Exemplo em que o maior intervalo inoperante do grafo é diferente de

um dos nés (nesse caso, o né f). Ou seja, A(G) # A(f).

Executando o ERA no sistema representado pelo grafo G = (N, E) da
Figura 4.11, verificamos que A(G) =3 ¢ A(f) = 2.
Uma conseqiiéncia imediata do teorema acima ¢ a relagao entre o maximo

intervalo inoperante com propriedades do maior ciclo principal de G, como
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o numero de arestas orientadas no sentido hordrio (ou anti-hordrio) e o
tamanho do ciclo. Desta forma, é possivel ter uma estimativa para o maximo

intervalo inoperante a partir de caracteristicas estaticas do sistema.

Corolario 4.9. Considere um grafo G = (N, E) executando o ERA na sua
fase periddica e a orientacao aciclica inicial wy de G. Assuma (K", wy) =
min {n* (k*, w1),n” (K", w1)}. Dado k* = {r € K*(G)\ |k| = maxzex-)(|z])},

temos que |K*| —28(k*,w1) +1 > MK*(G) > [é(/i’:*ll)-"

Demonstragao. Basta notar que o menor valor que A\(K*(G)) podera alcancar

é aquele que divide o maior ciclo principal em £(k*,w;) intervalos iguais, ja
~ ~ . 3 % 1.7 *

que, pela expressao da concorréncia, cada né de k* ird operar {(k*, wy) vezes

a cada |k*| passos. Assim, para dividir o ciclo £* em intervalos iguais, temos

AMEK*(@)) > h(l'fl)-‘, onde o teto é acrescido para os casos em que nao sao
multiplos (ver Figura 4.12b).

Da mesma forma, o maior valor de A\(K*(G)) é alcangado quando todas
as trilhas do maior ciclo principal sao localizadas consecutivamente no ciclo.
A distancia minima entre 2 trilhas consecutivas é de 2 nés. Nesta seqiiéncia
de sumidouros, os nés nao sumidouros localizados entre 2 sumidouros nao
contam para o intervalo maximo inoperante. Porém, um destes nds é contabi-
lizado (ver Figura 4.12a). Portanto, temos A\(K*(G)) < |x*| — 2 (Kk*,wq) + 1.

Assim, pelo Teorema 4.8, temos que A(K*(G)) = A(G) e, portanto, |r*| —

() — 12 MIC(@)) > [215]. =

Analisando o Crescimento do Maximo Intervalo Inoperante

Em um sistema executando de forma distribuida, a execucao do ERA

depende da geracao de uma orientacao aciclica inicial. Alguns algoritmos
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Figura 4.12: Exemplos de méximo intervalo inoperante assumindo ciclo princi-

pal k com concorréncia 2. Em (a), as trilhas sdo consecutivas e A\(G) = 3, o

valor maximo. Em (b), as trilhas estdo dispostas o mais uniformemente possivel e

AG) = 2, o valor minimo.

probabilisticos e distribuidos para geracao de orientacoes aciclicas foram in-
troduzidos em CALABRESE[13] ¢ ARANTES]1]. Entre estes, destaca-se o
algoritmo Alg-Cor, introduzido em ARANTES[1] e cuja velocidade de con-
vergencia é discutida no Capitulo 5 - Analise de Algoritmos Randomicos para
Inicializacao do ERA.

Nao queremos aprofundar a discussao sobre as caracteristicas do Alg-Cor
neste trabalho. Por agora, basta saber que o Alg-Cor é um algoritmo proba-
bilistico e distribuido que realiza uma (A + 1)-coloragao no grafo, orientando
as arestas da maior para a menor cor. E que, dentre os algoritmos para
geracao de orientagoes aciclicas comparados [1][2], este provou, experimen-

talmente, ser aquele que gera as maiores concorréncias.
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Inicialmente, o valor de A\(G) é dado pela coloragao gerada. Porém, até
alcancar o periodo, este valor pode decrescer [8][7]. O mdaximo intervalo
inoperante que nos interessa ¢ aquele alcangado no periodo.

Assim, para que fosse possivel ter uma idéia do crescimento de A\(G) de
acordo com o numero de nés, denotado aqui como n = |N| (considerando
G = (N,F)), foram realizadas algumas simula¢oes com grafos aleatérios.
Para cada grafo construido aleatoriamente com n vértices, foi gerada uma
orientacao aciclica utilizando Alg-Cor. A partir desta orientacao, foi exe-
cutado o ERA e computou-se o valor de A\(G) apds a entrada no periodo.
Assim, foi possivel calcular E[A(G)|n = x|, o valor esperado do maximo in-
tervalo inoperante para grafos com niimero variado de nés, mostrado no eixo
x do grafico da Figura 4.13.

Sao apresentadas 3 seqiiéncias diferentes: uma em que cada né tem, em
média, n arestas (A = n); outra com A = log, n; e outra onde A = 6.

O interesse nestes diferentes padroes de conectividade se deve ao fato de
que, em certas aplicagoes praticas, como as que distribuem os nds em areas
planas e cujo compartilhamento de recursos é fortemente determinado pela
vizinhanga fisica (como nas redes de sensores, por exemplo), o sistema tende
a crescer segundo um regime mais ou menos constante de arestas por né,
similarmente a um grafo planar. O interesse ¢, portanto, na forma como o
maximo intervalo inopante cresce nesse tipo de aplicagao.

Vemos que o crescimento de A\(G) é linear quando A = n. Porém, este
é sub-linear nao apenas para A = 6, como também para A = log, n. Desta
forma, para o tipo citado de aplicacao, concluimos que o maximo intervalo
inoperante tende a crescer sub-linearmente com o tamanho do sistema, um

resultado que indica uma grande aplicabilidade do ERA em aplicagoes deste
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Figura 4.13: Avaliacdo do crescimento de A(G) em fungao de n para vérios valores

de A médio.

tipo, principalmente porque estamos assumindo uma estrutura totalmente
distribuida, incluindo o algoritmo de geracao inicial de orientacoes aciclicas.

Por outro lado, se for possivel construir um algoritmo distribuido que
limite a vizinhanca aceita por um né em um determinado ntimero de arestas
seria possivel delimitar a priori e de forma totalmente distribuida o maximo

intervalo inoperante do sistema. O desafio seria garantir a conexao do grafo.

4.6.2 Ciclos Principais Determinam Minimo Intervalo

Inoperante

A seguir é provado que os ciclos principais também determinam o menor
intervalo inoperante de todos os nés do grafo. Dado um grafo G = (N, E),

de forma similar a secao anterior, chamamos o menor intervalo inoperante
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de um n6 v € N de A~ (v) e o definimos como A~ (v) = minggt! — ¢571
Para qualquer subgrafo G’ de G, definimos que A\~ (G’) = min,eer A~ (v). A

definicao para conjuntos também ¢ valida, logo A(K*(G)) = minge g+ @) A(K).

Teorema 4.10. Dado um grafo qualquer G = (N, E) executando o ERA na

sua fase periddica, temos que A\~ (v) > A\~ (K*(Q)), para qualquer né v € N.

Demonstracao. Esta prova é muito similar aquela apresentada para o Teo-
rema 4.8. Basta verificar que A\~ (v) = min;-o#/ — t/7! e que, pelo Teorema

4.7 e pelo Teorema 4.2, este ¢ limitado inferiormente por A\~ (K*(G)). O

4.6.3 Maior Numero de Operacoes Independentes

Um corolario do Teorema 4.10 diz respeito ao maior niimero de vezes que
um né pode operar sem que outro opere. Dados dois nés quaisquer v,u € N,
nao se trata aqui de comparar os niumeros acumulados de operacoes entre v e
u, mas de saber quantas vezes, no maximo, v opera sem que u tenha operado
e vice-versa.

Esse tipo de preocupagao é importante para aplicacoes em que é impor-
tante a garantia de operacoes alternadas. Basicamente, nestes casos, nao
seria util operar varias vezes sem que cada outro né sistema tenha operado.
Menores ntimeros de operagoes independentes correspondem a altas taxas de
alternancia. Estas tendem a reduzir a probabilidade de existéncia de clusters
temporais na operagao dos nos, ou seja, que uma determinada regiao tenha
varios nés operando enquanto outra se mantém menos ativa no intervalo.

Observe que também nao se trata de reduzir a concorréncia a um minimo,

como ter cada né operando por vez no sistema. Estamos falando de priorizar

1

a alternancia e, assim, numa execugao com concorréncia z, por exemplo,
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teriamos excelentes concorréncia e alternancia, pois metade do sistema opera
de cada vez.
Apresentamos um corolario simples que limita superiormente esta grandeza

pelas caracteristicas dos ciclos principais.

Corolario 4.11. Assuma um grafo qualquer G = (N, E) executando o ERA
na sua fase periodica e dois nos quaisquer v,u € N. Considere as sequéncias

T, =10t ... eT, =2t ... dos tempos nos quais 0s nds v e u, respecti-

vamente, operam. Dado um par de tempos consecutivos t5™ e i 1 > 0, em

T, e a seqiéncia T, = tJ T . tIt=1 5 >0 e q > 0, dos tempos tais

ur’u
que, para 0 < x < j+q, t© < 12 < 'Y ou seja, os tempos em que u opera
no intervalo compreendido entre t5™' — 1 e t', temos que a quantidade q de

A(K*)
(K |-

operagoes neste intervalo € dado por q < {

Demonstracao. E facil perceber que o nimero ¢ de vezes que u opera sem
que v opere é menor ou igual ao total de vezes que u pode operar com

distancia minima A\~ (u) entre as operagoes, dentro do méximo intervalo A(v)

que v fica sem operar. Logo, ¢ < L\’\_(—EZ)J Pelo Teorema 4.8, temos que

A7 (u) > ME*(GQ)) e, pelo Teorema 4.10, A\(v) < A~ (K*(G)). Logo, ¢ <
A(v) A(K*)

2] < |25 - -

4.6.4 Ciclos Principais com Trilhas Consecutivas Eqiiidis-

tantes

Uma propriedade interessante ocorre quando temos ciclos principais per-
corridos por trilhas consecutivas eqiiidistantes. Este resultado ¢é similar ao
obtido em BARBOSA(8] que caracteriza as orientagoes cujas concorréncia é

1

dada por v = ; (m = 1), ou seja, cada né opera exatamente 1 vez no periodo.
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A diferenca é que, aqui, nao caracterizamos a orientacao aciclica como um
todo, mas a orientagao do ciclo principal no periodo.

No caso apresentado, consideramos ¢ trilhas percorrendo os ciclos prin-
cipais e com distancia d entre si e provamos que o grafo se comporta de tal

forma que todos os nés operam exatamente de d em d passos.

Teorema 4.12. Considere um grafo qualquer G = (N, E) executando o
ERA na sua fase periodica de tamanho p. Assuma que cada ciclo Kk €
K*(G), formado pelos nés vy, v1, ..., V-1, € percorrido por wum conjunto
I' = {7, 7, ...79—1}, ¢ > 0, de trilhas consecutivas. Se ezviste d > 1 tal
que, para todo par 7,7 € I'(G) de trilhas consecutivas e para todo t,i > 0,
for verdade que T(t) = v; e T'(t) = vi1q, entao todos os nds de G operam 1

vez a cada d passos.

Demonstracao. Considere um né v € GG qualquer, nao pertencente a nenhum
ciclo principal, tal que v opera em um tempo qualquer ¢, i > 0. Sabemos
pelo Teorema 4.7 que existe uma trilha 7, um ciclo principal k € K*(G) e
um inteiro k > 0 tais que 7(t! + kp) = v e 7(t) € k para algum t < t! + kp,
ou seja, uma operacao equivalente ocorre quando v é alcancado por 7 no
tempo ! + kp e esta trilha origina-se de um ciclo principal. Assumimos, por
simplificacdo que 5% =t/ + kp, ou seja, que o alcance de v por 7 provoca a
sua (7 + 0)-ésima operacao. Desta forma, pela periodicidade do ERA, temos
que tiFOrL — #it0 — qitl _yi

Assuma um né u, pertencente a um dos ciclos principais, tal que 7(t,) = u
para algum #/ < t'+° e o tempo #/ 7! > ¢/ + 1 da préxima operacao de u. Pela
premissa da distancia entre trilhas consecutivas dos ciclos principais, é facil
perceber que u opera a cada d passos, ou seja, t271 — /. = d e, além disso,
que \(K*(G)) = d. Considere agora, o tempo 571 > #1941 da préxima

operagao de v. Pelo Teorema 4.2, sabemos que o+ — ¢+ > . Porém,
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tirorl —¢ite < A(v) < MK*(G)) = d, logo it — i+ = 4. Como esse
mesmo raciocinio é aplicavel para todos os nos e todas as operacoes de cada

no, entao esta claro que todos os nés operam 1 vez a cada d passos. O
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Capitulo 5

Analise de Algoritmos

Randomicos para Inicializacao

do ERA

5.1 Introducao

Em ARANTES[1] e ARANTES|2], foram estudados vérios algoritmos
randomicos e distribuidos para geragao de orientagoes aciclicas. O objetivo
principal era preencher o requisito inicial para a execucao do ERA, a saber:
a existéncia de uma orientacao aciclica no grafo de dependéncias. Por isso, os
algoritmos eram distribuidos. Foi também escolhido utilizar algoritmos para
sistemas anonimos, o que garante grande abrangeéncia, ja que nao ¢ necessario
nenhum conhecimento prévio da topologia da rede e de outras propriedades,
como numero de nés ou arestas. A utilizacao de sistemas anénimos levou a
necessidade de utilizacao de algoritmos randomicos para quebra da simetria.
Todos os algoritmos, em tultima andlise, sao extensoes do algoritmo bésico

definido em CALABRESEJ13].
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Os estudos se concentraram em duas propriedades principais dos algorit-
mos: velocidade de convergeéncia; e qualidade das orientagoes geradas.

Neste presente trabalho sao apresentadas andlises estendidas da veloci-
dade de convergéncia dos algoritmos. Na Segao Algoritmo Calabrese/Franga,
sao reproduzidos o algoritmo bésico Calabrese/Franca [13], assim como algu-
mas analises sobre sua velocidade de convergéncia ARANTES[1]. Na Secao
Alg-Viz, o algoritmo Alg-Viz [1][2] é reproduzido e sao apresentadas no-
vas analises sobre o seu tempo de execucao, além de ser introduzida uma
nova forma de polarizacao que é uma generalizacao para f > 2 daquela
proposta por Calabrese/Franca para f = 2. Nesta se¢dao, também é apre-
sentado rapidamente o Alg-Cor [1][2], algoritmo utilizado para andlise no
Capitulo 4 - Trilhas e Propriedades do ERA e que apresenta a mesma ve-
locidade de convergéncia de Alg-Viz. Os principais resultados sao relativos a
sub-exponencialidade em n = |N| da convergéncia do algoritmo para grafos
completos com utilizagao de qualquer ntimero de faces f > 2. Também é
demonstrado que, quando f = n, o algoritmo tem convergéncia linear. Estes
resultados vém se somar ao j& conhecido anteriormente [13] de que a con-
vergéncia destes algoritmos é O(logn) para grafos esparsos.

Na Secao Alg-Arestas sao apresentadas andlises detalhadas sobre a dis-
tribuicao probabilistica do tempo de execucao do algoritmo Alg-Arestas, in-
troduzido em ARANTES[1] e ARANTES|2]. A velocidade de convergéncia
do problema é representada por P[T(m) = x|, ou seja, a probabilidade de
o algoritmo convergir em tempo x quando executado em um grafo de m
arestas. Esta andlise inclui a utilizacao de uma expressao [17] que calcula
P[T(m) > u(m)+w], a probabilidade de uma instancia especifica de execucao
do algoritmo se afastar um nimero w > 0 qualquer de passos de um determi-

nado valor mais provavel dado pela fun¢ao u(m). As andlises utilizando as
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ferramentas introduzidas em KARP[17] foram publicadas em artigos anteri-
ores do autor em conjunto com outros pesquisadores [3][4]. Também ¢ intro-
duzida uma nova expressao, baseada em ARANTES[1], que apresenta maior
acuracia na previsao dos fendmenos para todos os casos, incluindo aqueles
em que w e f sdo pequenos, além de permitir a obtencao de P[T(m) = z]

para qualquer valor inteiro de x.

5.2 Algoritmo Calabrese/Franca

Este algoritmo randémico distribuido, introduzido em CALABRESE[13],
é a base para os outros algoritmos apresentados aqui. A idéia é utilizar em
cada n6 uma espécie de moeda que gera aleatoriamente um resultado 0 ou 1
em cada sorteio.

As andlises deste algoritmo j& foram realizadas em CALABRESE[13],
ARANTES[1] e ARANTES|2] de forma diferente e sdo retomadas aqui para
fins de entendimento.

Todos os algoritmos apresentados neste capitulo sao assincronos. Porém,
as analises serao realizadas, por questoes de simplicidade, como se estes fos-
sem sincronos, situacao na qual um relogio global marca o tempo em que
todos 0s nds passam para o proximo passo do algoritmo. Da mesma forma, as-
sim também serao apresentadas as proprias descricoes dos algoritmos. Desta
forma, conceitos como passos do algoritmo fazem sentido dentro deste con-

texto.
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5.2.1 Notacao

Dado um grafo G = (N, E), quer-se definir uma orientacao aciclica para
G como saida. O algoritmo ¢ guloso, no sentido de que este nao volta atras
apos a orientacao de uma aresta.

Durante a execugao do algoritmo, alguns nés podem orientar todas as
suas arestas e nao participar mais da execucaodo algoritmo, enquanto outros
continuam executando com o objetivo de orientar as suas arestas ainda nao
orientadas. Por isso, diz-se que os nos que continuam executando o algoritmo
e que tém alguma aresta nao orientada sao probabilisticos, enquanto aque-
les que ja executaram o algoritmo sao chamados deterministicos. Define-se,
portanto, para uma execugao do ERA em um grafo G = (N, E), o conjunto
Nj, € N dos nos probabilisticos apds k passos do algoritmo, para k inteiro
positivo. Dado um né v € N, denota-se vizy, (v) o conjunto dos vizinhos
probabilisticos de v. Denota-se Gy, = (N, E}) o subgrafo de G induzido por
N

Como ja foi mencionado anteriormente, os algoritmos trabalham com
sorteios e, no caso de Calabrese/Franca, de tais sorteios obtém-se resultado
0 ou 1, representando uma espécie de moeda. Desta forma, denotamos c¥ o

resultado obtido pelo né v; € Ni no k-ésimo passo do algoritmo.

5.2.2 Algoritmo Nao Polarizado

O algoritmo Calabrese/Franga apresenta duas versoes: uma uniforme; e
outra polarizada. Na segunda, a probabilidade de obtencao de 0 e de 1 no
sorteio dos dados sao iguais a % No caso da polarizada, define-se uma funcao

de célculo da probabilidade de um né obter 0 ou 1 no sorteio.
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Portanto, o algoritmo pode ser definido da forma geral apresentada a

seguir:

Calabrese/Franca
Entrada: Grafo nao orientado G = (N, F).
Saida: Orientacao aciclica w sobre G.

Execucao:

k

P

(i) Todos os nés v € Nj, realizam um sorteio, obtendo ¢

(i) Um né v; € Ny é um vencedor quando ¢f = 1 e ¢§ = 0 para todo
v; € vizy, (v;). Nds vencedores orientam as arestas adjacentes ainda

nao orientadas na sua direcao e param de executar o algoritmo, ou seja,

Ui ¢ Niy1.

(iii) O algoritmo péara quando N = .

Desta forma, as versoes uniforme e polarizada do algoritmo sao idénticas,
excetuando-se a distribuicao de probabilidades do sorteio no passo 1.

No caso do algoritmo uniforme, P(cf =1) = P(cf =0) = 3.

Como sera observado, tal algoritmo é, na verdade, muito ineficiente. A
andlise abaixo se da sobre a execugao do algoritmo para um grafo completo
genérico G = (N, F).

Considere o evento S¥ como sendo aquele que ocorre sempre que v; € Ny,
é o vencedor no k-ésimo passo do ERA. Considere também S* = Us,en, Sk,
indicando a probabilidade de algum né ser vencedor no passo k. E garantido
que, no maximo, um no é o vencedor em cada passo, ja que Gy é completo,

assim como todos os GGj gerados nos passos subseqiientes, ja que um né é

retirado junto de todas as arestas adjacentes a ele. Desta forma, os eventos SF
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para um mesmo k sao disjuntos. Além disso, é facil perceber que Pr(S**1) >
Pr(S*%), ja que |Ngy1| < |Ni|, para todo k& > 0. Entdo, temos:

k k "o - 0 ~ (1 N"" _n
Pr(S*) = Pr UingSi > Pr i:leSi = ;Pr(Si) = ; (5) (5) = o
O numero de repeticoes necessarias para até que um nd torne-se um
vencedor pode ser modelado por uma variavel aleatéria com distribuicao
geométrica com expectativa igual a % Se considerarmos que Sao necessarios
que n nés tornem-se deterministicos, entdo poderiamos, assumindo Pr(S*) =

n

. . n
3+ para todo k, esperar que o algoritmos convergisse em (n — 1)% =2"— 27
passos (o tltimo né torna-se deterministico conjuntamente com o penultimo).
Obviamente, que se trata de uma aproximacao relativamente grosseira, ja que
| N | tende para 2 no final do algoritmo, mas dd uma idéia da ineficiéncia o

algoritmo, principalmente se comparado a versao seguinte.

5.2.3 Algoritmo Polarizado

Para melhorar a eficiéncia do algoritmo, propoe-se a utilizacao de moedas
: ko _ 1 ko _
polarizadas, de tal forma que Pr(c; = 1) = A Pr(cf = 0) =
1 — Pr(cf = 1). Observe que a intui¢ao envolvida é a de que nés com mais
vizinhos tém menos chances vencer o sorteio. Portanto, a idéia é que em uma
determinada regiao exista uma tendéncia de que apenas um né obtenha 1 no
sorteio, aumentando as chances de haver um vencedor.
Em grafos completos, mesmo que cada né nao conhega o niimero maximo
de nés probabilisticos do sistema, ji que este é anonimo, teremos Pr(cf =
_ 1 k) — 1 1 . 3
1) = RS Pr(¢; =0) =1 w1 Para todo v; € Ny e k> 0. Entao

teremos, considerando ny = | Ng|:

i | 1\*"'_ n 1
ky 0 ky _ ko
i=1

v; €N} i=1
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Assim, aproximadamente e = 2,71 tentativas devem ocorrer até que um
dos noés se torne vencedor. Portanto, teremos 2, 17n passos até a convergéncia
do algoritmo.

As idéias deste algoritmo sao estendidas, assim como as andlises para os

proximos algoritmos.

5.3 Alg-Viz

A primeira extensao do algoritmo Calabrese/Franga é tao somente a uti-
lizagao para o sorteio de dados com f faces em vez de moedas e a definigao
do vencedor como aquele que tem o valor sorteado maior do que todos os
vizinhos probabilisticos. Ou seja, trata-se de uma generalizacao, ja que, Ca-
labrese/Franca é equivalente a Alg-Viz quando f = 2.

A corretude do algoritmo foi mostrada em [1].

5.3.1 Alg-Cor

Outro algoritmo desenvolvido em ARANTESJ[1] é chamado Alg-Cor. Neste
algoritmo, quando um noé vence o sorteio dos vizinhos probabilisticos re-
manescentes, ele nao simplesmente orienta as suas arestas. O no escolhe a
menor cor ainda nao escolhida pelos vizinhos e, conforme os vizinhos vao
sendo coloridos, a orientagao se da na direcao da maior para a menor cor.
Portanto, é gerada uma (A + 1)-coloragao que dé a base inicial a orientagao.
Como ja foi citado no Capitulo 4 - Trilhas e Propriedades do ERA, este
¢ o algoritmo que gera as maiores concorréncias dentre aqueles discutidos
(Calabrese/Franca, Alg-Viz e Alg-Arestas, descrito posteriormente). Tal
superioridade foi determinada de forma experimental e estd relacionada a

geracao de menores caminhos orientados na orientacao aciclica inicial. Em
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ARANTESI5], foram exploradas algumas estratégias relacionadas a geragao
de orientagoes baseadas em (A + 1)-coloragdes e esquemas de vizinhanga.

A velocidade de convergencia de Alg-Cor é a mesma de Alg-Viz, ja que,
além da mesma estratégia de sorteio, a geracao de orientagoes para as arestas
de Alg-Viz ocorrida no momento em que o né ganha de todos os vizinhos

probabilisticos remanescentes ¢ da mesma natureza que a escolha de cores de

Alg-Cor.

5.3.2 Analise de Complexidade

Similarmente ao algoritmo Calabrese/Franca, denotaremos d¥ € {1,2, ..., f—
1} o valor do dado sorteado pelo né v; € Ny no k-ésimo passo do algoritmo.
Aplica-se a mesma definigao de S¥ e S* realizada na segao anterior.

Inicialmente, temos o seguinte lema para grafos arbitrarios:

Lema 5.1. Considere Gy, = (N, E}) um grafo conexo com |Ng| > 2 e k > 0.
Também considere dados nao polarizados com f > 2 faces e o evento SF um

evento que ocorre quando v; € Ny, € o vencedor no k-ésimo passo. Assumindo

Ay = max{|vizy, (v;)| : v € Ny}, entao Pr(SF) > h(Ay, f) onde:

= () () () 01

Demonstracao. Considere df o valor do dado associado ao n6 v; € N. Pela

definicao de probabilidade condicional, temos que:

f—1
Pr(SF) =) " Pr(df = o). Pr(SF|d} = ), Vv; € Ny (5.1)

a=0
Associado a cada v; € Ny, considere BJ".C (v;, @) um evento que ocorre toda
vez que df = a > d;‘? para algum v; € wizy,(v;), ou seja, o né ganha o

sorteio contra algum vizinho probabilistico. Note que os eventos Bf('ui, «)
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sdo independentes para todo v; € vizy, (v;). Além disso, Pr(Bf(v;,«r)) = -
Assim, para v; € Ny e A, = max{|vizy, (v;)| : v; € Ny}, temos que:
o a2
Pr(S¥|df = a) = Pr B¥(v;,a) | = (—) > (—)
AN AL =15
v EVIZN, (vs) v EVIZN, (v4)

(5.2)

Substituindo 5.2 em 5.1 e observando que Pr(df = a) = %, temos:

Pr(SF) > § (l> (g>Ak — (;) i&Ak Vu; € Ny, (5.3)
A= AVVAV] )= |

Como |Ng| > 2 e Gy é conexo, temos que A > 1 para todo k& > 0.
Como descrito em SPIEGEL|[25], um limite inferior para a série encontrada

na expressao anterior é:

F1
co (=02 (=D
QZ:OOA > ( A1 + 5 ) onde Ay > 1 (5.4)

Finalmente, substituindo 5.4 em 5.3, temos a expressao esperada. O

A seguir é confirmada através de uma demonstracao a intuicao de que
a probabilidade de haver um vencedor em um sorteio tende a 1 quando o
numero de faces de um dado é arbitrariamente grande. A demonstragao é

para um grafo completo qualquer G = (N, E).

Teorema 5.2. Se G = (N, E) é um grafo completo, entao limg_, ,  Pr(S*) =
1 para k > 0.

Demonstracao. Sendo G um grafo completo, temos que todos os G também

o serao. Além disso, Ay = | Ni|—1 e todos os eventos S¥ tém intersecao vazia.

Chamando |Ny| de ny, temos que Pr(S*) = Pr (¥, SF) = Y0, Pr(SF) =
ng : ; _ 1 kY _

> ity WAy, f). Considerando limy_..och(Ag, f) = ;-. Portanto, Pr(S¥) =
ng 1 __

Zi:l ne L.

O
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O teorema abaixo mostra que o desempenho de Alg-Viz é sub-exponencial

para um valor de f > 2 constante.

Teorema 5.3. Considere G = (N, E) um grafo completo com |[N| =n > 2
e um dado nao polarizado com f faces (f > 2). O algoritmo Alg-Viz usando

este dado tem complexidade

(1))

Demonstracao. Considere k = 0 e N = Fy como o conjunto inicial de néds
probabilisticos. Sendo G = (P, E') completo, segue pelo Lema 5.1 que, para

todo n; € By, temos que:

s () 0-3() (-3) - (55 0

Observe que todo Gy, k£ > 0, é também um grafo completo e que os
eventos SF (para todo n; € N,) apresentam intersecio vazia entre si. Assim,

pelo Lema 5.1, um limite inferior para Pr(S¥) seria

Pr(S*) = Pr ( U Sf) > Pr (O S?) = iPr(SO) = %

TLrL'EJ\/}C

onde = (2(f —2{>+n) (fi 1)

Agora, sem perda de generalidade, considere Pr(S*) =

1

~ em todo passo

k > 0 do algoritmo. Desta forma, deverda haver em torno de N tentativas

até que um no seja o vencedor em todo passo k > 0. Como ja foi dito

anteriormente, o nimero de repeticoes pode ser expresso por uma variavel

aleatoria com distribuicao geométrica e com probabilidade de sucesso igual
L. C ) i d d ao do al

a +- Como n nds precisam se tornar vencedores durante a execugao do algo-

ritmo, é possivel concluir que Alg-Viz tem tempo de convergéncia expresso
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da forma abaixo:

Tn) = (2(f E1017; +n) (f f 1>n_1 ¢ (f (%Y_l)

o que completa a demonstracao. O

Em seguida, é apresentada um teorema que demonstra uma similaridade
entre o desempenho de Alg-Viz com dados polarizados e f = n faces e o algo-
ritmo polarizado de Calabrese/Franga quando sao considerados grafos com-
pletos, que sao a pior instancia do problema. Demonstra-se que, neste caso,

o desempenho é O(n.e), assim como no caso polarizado de Calabrese/Franca.

Teorema 5.4. Se G = (N, E) ¢ um grafo completo e f = n = |N|, entao
T(n) = O(n.e).

Demonstracao. E suficiente verificar que, segundo o Teorema 5.3, para f = n,

temos que (%)n_l < e para todo n > 2. Logo, T'(n) = O(n.e). O

O teorema acima considera uma execucao de Alg-Viz que contém algum
conhecimento global sobre o problema: o algoritmo sabe, a priori, o nimero
de nés do sistema. Em sistemas anonimos tal conhecimento nao é possivel.

Na proxima se¢ao, ¢ avaliada uma forma de polarizagao para este algo-
ritmo. Note que, para o caso de grafos completos, teremos €2(n) passos, no
minimo, para a convergéncia do algortimo. De qualquer forma, a intencao é
garantir que o algoritmo rode apenas com conhecimento local, permitindo sua
utilizagao por sistemas distribuidos anonimos e, ao mesmo tempo, usufruir

de um melhor desempenho.

5.3.3 Alg-Viz Polarizado

Como ja foi dito, Alg-Viz pode ser considerado uma versao generalizada

de Calabrese/Franga. Portanto, a intengao é generalizar também o conceito
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de polarizacao. Para isso, a expressao da polarizacao deve ser uma variante
natural do caso das moedas utilizadas em Calabrese/Franca e deve manter
algumas caracteristicas basicas importantes, como por exemplo, ser uma dis-
tribuigao de probabilidades nas faces do dado, ou seja, Z{;Ol Pr(df =) = 1.

Assim, para um no6 v; € Ny e uma constante f > 2. considere a seguinte
polarizacao das faces do dado num passo qualquer k£ > 2 do algoritmo:

oy 0= (20)
1= Pr(dr = a),a=0

Note que, para f = 2, esta polarizacao ¢é idéntica aquela utilizada em

Calabrese/Franga. Também ¢ facil perceber que, se v; € N, e |vizy, (v;)| = 1,

para algum k > 0, entdao Pr(di = «a) = % Assim, para o caso especial

em que |Ni| = 2, a probabilidade de empate entre os dois nds é %, o que

significa que a probabilidade de haver um vencedor no k-ésimo passo é igual

a Pr(S*) =1 — % > % e, portanto, a probabilidade de haver vencedores

aumenta com o falor de f.

Outra indicagao de que a polarizacao é adequada advém da observacao de

oy L 2 1
que Pr(a = f—1) = FACEACHES! < ECACHIESE

para todo f > 2. Isto significa
que a probabilidade de um né sortear o maior valor do dado é sempre menor
do que a de Calabrese/Franga e se reduz com o valor de f. Desta forma,
explora-se a reducao na probabilidade de empate para valores maiores de f.

Na verdade, de forma geral, esta polarizacao equilibra bem os fatores de
desempate. Para valores pequenos de f, utiliza-se o niimero de vizinhos como
fator polarizador. Para valores grandes de f, este tende a dominar, tornando
a polarizacao mais uniforme.

Na Figura 5.1 sao apresentadas algumas simulacoes onde sao comparados

o numero de iteragoes necessarias para a convergéncia do algoritmo nos casos
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Figura 5.1: Comparacao de dados polarizados e nao polarizados.

com moedas polarizadas e com dados polarizados e nao polarizados de 10
faces.

As simulagoes foram realizadas com versoes seqiienciais do algoritmo im-
plementado em linguagem C. Cada ponto do grafico é o valor médio da
simulagao do algoritmo para 1000 grafos gerados aleatoriamente.

E facil notar que a polarizacao torna a convergencia do algoritmo mais
rapida. Além disso, consistentemente, o nimero de faces maior resulta em

melhor desempenho, validando a expressao utilizada para a polarizacao.

5.4 Alg-Arestas

A diferenga deste algoritmo para os anteriores é também bastante pe-
quena, em principio. Novamente, todos os nés realizam um sorteio com um

dado de f faces. Porém, o procedimento que orienta as arestas é ainda mais
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simples: a aresta entre dois nos é orientada na direcao daquele que tiver obtido
o maior nimero no sorteio. Em caso de empate, a aresta permanece nao ori-
entada e seus nés adjacentes permanecem probabilisticos, participando da
proxima iteracao do algoritmo, onde € realizado um novo sorteio. O processo
se repete até que todas as arestas tenham sido orientadas. Introduzida em
ARANTES[1], uma demonstragao de corretude do algoritmo é reproduzida

a seguir.

5.4.1 Corretude de Alg-Arestas

Teorema 5.5. O algoritmo Alg-Arestas produz orientacoes aciclicas no grafo

alvo G(N, E).

Demonstracao. Definimos K como sendo o conjunto de todos os ciclos sim-
ples (que nao apresentam nos repetidos) do grafo G(NV, E). A idéia é de-
monstrar que, para qualquer ciclo simples k € K, o algoritmo Alg-Arestas
nao gera ciclos. k¢ composto dos nos ug, u1, ..., U —1, considerados em ordem
de vizinhanca no ciclo, de tal forma que, para todo 0 < i < |k|, u; é conectado
por uma aresta de K a U(i11)modjk|- Os nimeros sorteados no primeiro passo
para os nos do ciclo sao dados por u;. Podemos ter duas possibilidades:

(a) uy = uj = ... = uj,_; - Nesse caso, nenhuma arestas do ciclo ¢
orientada e o sorteio é executado novamente;

(b) Ja tal que ug < uf, 1) p0q - Nesse caso, tomemos uma nova or-
denagao dos nos vy, vy, ..., Vi1 tal que v; = U(g4s)mod|k| €, POT conseqliencia,
dos numeros sorteados vj, v{, ..., Vi1 Ja sabemos que v§ < v{, portanto a
aresta (v5,v]) terd a diregao Ev_g). Desta forma, se Vj, 1 < j < || — 2, temos
v; < iy, entao Uﬁ@|_1 > v e, portanto, a aresta (Ufml_l,vg) tera direcao
T
V=106 impossibilitando que seja formado um ciclo orientado em x nos pas-

sos seguintes do algoritmo. Ao contrario, se 3j, 1 < j < |k| — 2, tal que,
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s :
vj, 1, impedindo do mesmo

S S e S S { 3 X S
vi > vj,,, entao a aresta (vj,v5,,) tera direcao v;

modo a formacao de um ciclo. O

5.4.2 Analise de Tempo de Execucao

Em relacao ao tempo de execucao, ¢é facil perceber a superioridade de
Alg-Arestas em relagao aos algoritmos anteriores. Particularmente, nota-se
que, mesmo em um grafo completo, por exemplo, hé a possibilidade de nao
haver empates logo no primeiro sorteio e, portanto, de o sistema tornar-se
orientado em apenas 1 passo. E, certamente, com o ntimero suficientemente
grande de faces no dado, é até provavel que isto ocorra [1]. Neste contexto, a
necessidade de polarizacao ¢ muito menor, ja que o algoritmo em si apresenta
eficiéncia superior.

A convergéncia de Alg-Arestas foi analisada em ARANTES[1] e, assu-
mindo um dado de f faces, o tempo T'(m) de convergéncia do algoritmo

apresenta o seguinte valor esperado:

sron =3[ (1-5) " (1-2)’]

Foi demonstrado experimentalmente que tal expressao resulta em medidas
bastante proximas das obtidas via simulagoes. Também experimentalmente,
pode-se verificar a relagao log, m < E[T(m)] < log;m + 2.

Porém, informacoes mais detalhadas acerca da distribuicao dos resultados
podem ser interessantes, ja que o valor esperado pode esconder resultados

bastante dispares de experimentos individuais.

99



Analise Através da Expressao de Karp

Um dos instrumentos utilizados para essa analise ¢ um trabalho apresen-
tado em KARP[17] que aborda problemas com caracteristicas de recorréncia
probabilistica como este.

Para analisar a convergéncia de Alg-Arestas, observe que a probabilidade

de empate entre nés adjacentes ¢ igual a % Mais ainda, podemos afirmar

que % é a razao de empates em todo o grafo, sugerindo que % de todas as
arestas remanescentes nao sao orientadas em cada passo (e, claro, % destas
0 sao). Este processo se repete até que nao existam arestas remanescentes.

Desta forma, seguindo a abordagem de KARP[17] podemos descrever o
tempo de execucao de um algoritmo com a recursao T'(z) = a(z) + T'(h(z)),
onde x ¢ uma variavel real nao negativa representando o tamanho do pro-
blema em um determinado passo da recursao, h(z) é uma fun¢ao randomica
assumindo valores no intervalo [0, z] e a(z) é uma fungao real ndo negativa
de = que modela o esforco necessario para quebrar um problema de tamanho
x em um problema de tamanho h(x).

Considere uma fungao g(z) tal que E(h(z)) < g(z) < x, onde g(z) e
%m) sao fungoes reais nao negativas e nao decrescentes de x. Em KARP[17]
sao apresentados limites para a distribuigao de T'(x) (dado que h(z) é uma
funcao randémica, 7'(x) também o é) quando h(x) obedece certas restrigoes.

A equagao 7(x) = a(x) + 7(g(z)) pode ser considerada uma versao de-
terministica da relagao recursiva T'(x). Nesse caso, para cada valor de z, a
variavel randomica h(z) serd igual ao limite superior do seu valor esperado,

ou seja, E(h(x)) = g(z), para todo z. Karp descreve a solugao u(x) que é

dada pela féormula abaixo:

u(x) =) a(g"()) (5.5)

=0
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onde gl(x) é definido como g(gl=(z)) e g% (z) = x.
Com todas estas defini¢goes, em KARP[17] é demonstrado o teorema

abaixo:

Teorema 5.6. Considere d uma constante tal que a(x) = 0 para © < d e
a(x) =1 para © > d. Tome ¢, = min{x : u(z) > t}. Entao, para todo real

positivo x e todo inteiro positivo w, temos que

Pr[T(z) > u(z) +w] < (g(‘”))w_ 9(x) (5.6)

X

O teorema acima define a probabilidade de o valor de T'(z) (que, como ja
foi dito, é uma variavel aleatéria) ser maior ou igual w unidades do valor de
referéncia u(x). Resumindo, o teorema dé uma medida para a variacao de
T'(x) acima desta referéncia.

Este teorema, portanto, pode ser utilizado para a avaliacao da convergéncia

de Alg-Arestas e é expresso no seguinte teorema.

Teorema 5.7. Considere um grafo nao direcionado qualquer G = (N, E)
com m arestas e um dado nao polarizado com [ faces. Sobre o tempo de

convergéncia T'(m) do algoritmo Alg-Arestas podemos afirmar que

m

Pr[T(m) > |log;m| +1+w] < (%) ! fL (5.7)

log ¢ mJ +1

Demonstracao. Para aplicar o Teorema 5.6, precisamos fazer algumas definigoes.
Primeiramente, consideramos a(m) como a fun¢do que mede o nimero de
sorteios necessarios para reduzir o numero de arestas a serem orientadas
para h(m). Logicamente, temos que d = 1, ja que a(m) = 1 param > 1 e
a(m) = 0 para m = 0, j& que, nesse caso, o problema ja foi resolvido.

Deve-se calcular E(h(m)) = g(m), a funcado que represente o valor es-

perado para a varidvel aleatéria h(m), sendo esta o numero de arestas nao
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orientadas em um sorteio em que participam m arestas. Considerando cada

aresta individualmente, a probabilidade de esta nao ser orientada é a proba-

bilidade de empate no sorteio, ou seja, % Desta forma, g(m) = %. Observe

7
que g(m) e %m) sao funcoes nao negativas e nao decrescentes de m.

A solugio u(m) de 7(x) = a(x)+7(g(x)) é dada por u(m) = 32 a(g(m)).

Por definicdo, temos que gl (m) = m e, portanto, a(g®(m)) = 1. Parai > 0,

4, logo: (a) a(gl(m)) = 0 se gll(m) = 7 <1, ou

seja, quando i > [logym| + 1 e (b) a(gf(m)) = 1 caso contrario, ou seja,

temos que gll(m) =

0<i1< [logf mJ. Tomando
u(m) = a(g®(m)) + ... + a(g!5 ™D (m)) + a(glosr ™I+ (my) + .

Sabemos que a(gl(m)) = 1, para i = 0,..., [log;m|, e a(g?(m)) = 0,
para i = Uogf mJ +1,.... Logo

u(m) = [logym| +1

Para terminar a demonstraciao, comecamos provando que ¢; = f=1. Se-

gundo a defini¢ao, ¢; = min{m/|u(m) > t}. Logo:
u(m) >t — [logym|+1>t—logym>t—1— fo8™ > f"t - m > f!

Logo, temos ¢; = min{m|m > f"'} = f=1. E, portanto, ¢, =

ftlogfmJ+1fl — fLIngmJ_ Assim:

Cu(m)
m\ w—1 m
Pr|T(m) > |lo m—|—1+w§(i) /
[ ( ) [ gf J ] fLIngmJ
w—1 m
Pr[T'(m) > |log;m| +1+w] < (-) gy ] 1
como queriamos demonstrar. O
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Interpretacao dos Resultados

Uma idéia clara do funcionamento do Alg-Arestas surge pela avaliacao da
Expressao 5.7. Por exemplo, é possivel perceber que, para m = f* onde k €
N, temos que Pr[T'(m) > u(m)+1] < % Isso significa que a probabilidade de
a convergencia do algoritmo se afastar apenas 1 unidade do centro do valor
esperado €, na pior das hipdteses, inversamente propocional ao nimero de
faces do dados. Para dados com ntimero grande de faces, isso significa que a
grande maioria dos experimentos ira convergir em até Uogf mJ + 2 passos.
Além disso, quando m = f*, temos que Pr[T'(m) > u(m)+w] < (%)w, o que
deixa ainda mais claro que a probabilidade de um experimento ultrapassar
uma unidade a mais o valor de u(m) decresce exponencialmente.

Os graficos 5.2 e 5.3 apresentam os os resultados da aplicacao da Ex-
pressao 5.7. Em ambos, o ntimero de arestas dos grafos utilizados é dado
pelo eixo x. Em 5.2, é fixado o valor w = 2 e sao apresentadas seqiiéncias
com numero de faces 2, 5 e 10. Assim, procura-se mostrar a influéncia de m
e de f na probabilidade calculada. Em 5.3, a intencao é entender principal-
mente a influéncia de w, ja que sao mostradas seqiiéncias para varios valores
de w e mantendo-se f = 2.

Nota-se que o comportamento da expressao é bastante incomum. Porém,
¢é facil perceber o motivo deste comportamento pela presenca de Llogf mJ
na expressao plotada no grafico. Como ja foi dito, para m = f*, temos
Pr[T(m) > u(m) + w] < (%)w Isso significa que o resultado da expressao
¢ idéntico para todo valor de m que seja igual a uma exponencial inteira
positiva de f. Porém para valores de m no intervalo f* < m < f (i ¢ al-
gum inteiro positivo), a tnica parte da expressao que tem seu valor alterado

com o crescimento de m (eixo = nos gréficos) é o valor de m no numera-

dor da segunda fracao da Expressao 5.7 (reproduzida aqui para facilitar:
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(%)l% m) Portanto, temos uma reta crescente entre os valores de
m correspondentes a exponenciais inteiras de f.

Uma questao que pode ser colocada é se o aumento de valor da Expressao
5.7 nos intervalos entre as exponenciais positivas de f representa uma redugao
da capacidade de previsao da férmula ou reflete a realidade do sistema. O
grafico da Figura 5.4 compara os resultados dessa expressao usando w = 2
com o resultado de simulagoes. No eixo x sao utilizados varios valores de m
e no eixo y sao plotados os valores da probabilidade P[T'(m) > u(m)+ 2], ou
seja, usando w = 2.

As seqiiéncias “Karp (f=2)” e “Karp (f=5)” apresentam o calculo de
P[T(m) > u(m) + 2] segundo a Expressao 5.7 para valores de f iguais a 2 e
a b, respectivamente.

7

Nas seqiiéncias “Simulado (f=2)” e “Simulado (f=5)" sao calculados,
através de simulacao, os valores reais de P[T(m) > u(m)+ 2]. Tal célculo se
dé da seguinte forma: para cada ponto do grafico, temos definidos os valores
de w (que é fixo em 2), de f (que é 2 ou 5 de acordo com a seqiiéncia) e
de m (definido pelo eixo x). Para cada tupla (w, f, m), portanto, sdo execu-
tadas 10000 simulagoes do Alg-Arestas e, em cada simulagao, é comparado
o tempo de convergéncia do algoritmo com o valor de u(m) + 2 (ou seja,
[logf mJ + 1+ 2). Sao contados, para cada tupla, o nimero b de vezes em
que o tempo real de convergéncia foi igual ou maior a u(m) + 2. Assim, a
expressao 1o representa o valor simulado de P[T(m) > u(m) + 2].

E interessante notar que o comportamento da expressao equivale ao com-
portamento real do sistema. Ou seja, o valor real de P[T(m) > u(m) + w|
realmente aumenta quando m estd em um intervalo entre exponenciais in-

teiras de f, ou seja fi <m < fitt (no restante dessa se¢ao, i representa qual-

quer inteiro positivo), e apresenta valor fixo quando m = f*. Isso significa que
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Figura 5.4: Comparando resultados de simulagdo com a Expressao Karp.

nao € a expressao que perde precisao nesse intervalo, mas o sistema em si que
fica menos previsivel. Dessa forma, o aumento de ntimero de arestas causa
uma espécie de perturbagao na previsibilidade do sistema até que esta atinja
um valor igual a f?, quando h& uma acomodacao. Essa acomodacao se da
porque a Expressao 5.7 tem varidveis dos dois lados da desigualdade, ja que
u(m) também altera seu valor com o crescimento de m. Em termos intuitivos
acerca da dinamica do sistema, também nao é estranho que este aumento de
imprecisao ocorra, ja que, quando f! < m < f**!, medimos a probabilidade
de T'(m) ser maior que uma constante ¢ = Llogf fi+ 5J +1l4+w=i+1+w,
§ < f1 — f' ou seja, a expressio torna-se P[T(m) > ¢]. E é claro que esta
probabilidade tende a aumentar com o valor de m ja que a variavel aleatoria
T(m) obviamente ¢é influenciada por este parametro.

Um ponto que pode ser examinado é quanto imprecisa pode se tornar
a expressao para valores de m nos intervalos entre exponenciais positivas

de f. Tal verificacao é motivada uma caracteristica da expressao, a saber:
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pode-se ver no grafico 5.4 que as probabilidades (simulada ou calculada) as-
sumem valores maximos, ou picos, exatamente quando m = f' — 1. Um
detalhe é que estes picos aumentam juntamente com o valor de 7. Assim,
na seqiiéncia “Karp (f=2)”, temos os seguinte pontos de pico no grafico:
(23 —1;0,437), (2* — 1;0,468) e (25 — 1;0,484). Na seqiiéncia “Karp (f=5)”
(ndo faz muita diferenca utilizar uma seqiiéncia simulada ou calculada, ja
que estas apresentam o mesmo comportamento), temos os seguintes picos
(alguns nao aparecem no grafico, mas foram simulados): (5! — 1;0,152),
(52 — 1;0,175) e (5* — 1;0,182). Estes dados comprovam, numericamente,
0 que ja era verificavel visualmente: os picos aumentam com o valor de 1.
Portanto, gostariamos de descartar a hipotese de ocorrerem grandes impre-
cisoes para valores grandes de 7. Temos a seguinte expressao para estes casos

(substituindo m por f'—1):

1 w—1 fz -1
Pr[T'(m) > |log;m| + 1+ w] < (?) m

Pode-se verificar facilmente que

l. 1 w—1 fl—]_ _1 1 w—1 fz_]- B 1 w—1

Assim, nota-se que, para casos em que desejamos considerar w = 1, hé
bastante imprecisao para grandes valores de m tais que m = f*— 1. O
grafico 5.3 confirma esta suspeita, bastando notar a seqiiéncia em que w = 1
(em todas as seqiiéncias deste gréfico, foi usado f = 2). Porém, para outros
valores de w a imprecisao converge para um valor limitado e menor %

O que podemos verificar, pelas analises e gréficos é que, para valores de
f n@o muito pequenos (por exemplo f > 3) e para w > 1, a Expressao

5.7 é bastante precisa na previsao do comportamento do sistema. Além

disso, vimos que existe uma redugao da previsibilidade (e nao da precisao)
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que ¢é devida as préprias caracteristicas do sistema para valores de m como
m = fi=1. A imprevisibilidade cresce juntamente com o valor de i, porém,
nao se torna muito significante nos casos em questao (w > 1e f > 3).
Porém, ainda nao esta claro se, para w = 1, o sistema apresenta realmente
o nivel de imprevisibilidade demonstrado na férmula, que é muito grande,
j4 que a probabilidade para m = f* — 1 aproxima-se rapidamente de 1.
Adiante, em comparacao com simulacoes, verificaremos que, com w = 1, nao
¢é a previsibilidade do sistema que reduz e, sim, a precisao da Expressao 5.7.

Por estes e outros motivos, introduzimos outra analise.

5.4.3 Analise Através de Outra Técnica

A anélise do tempo de convergéncia através do uso do teorema de Karp
apresenta alguns limitantes. Primeiramente, os valores de w devem ser in-
teiros positivos. Logo, se temos Uogf mJ + 1 = 4, nao é possivel saber, por
exemplo, qual é a probabilidade de um experimento convergir em 1, 2, 3 ou
4 passos. Além disso, para valores pequenos de f e para w = 1, a precisao
da expressao de Karp nao é tao boa, como poderemos verificar.

Abaixo, é apresentada uma expressao que tenta expressar, através de uma
andalise probabilistica baseada nas caracteristicas especificas do problema,
a probabilidade de um experimento individual convergir em exatamente %

passos (¢ inteiro positivo).

Teorema 5.8. Considere um grafo nao direcionado qualquer G = (N, E)
com m arestas e um dado nao polarizado com f faces. Sobre o tempo de con-

vergéncia T'(m) do algoritmo Alg-Arestas dentro destes parametros, podemos

P[T(m) =i (1 - fi)m - (1 - fi)m (5.8)

afirmar que



Demonstracao. Cada aresta no algoritmo Alg-Arestas é orientada de forma
independente e a probabilidade de empate (ou fracasso) em cada tentativa é
de ¢ = %, pois temos f? configuracoes possiveis para o sorteio dos dois dados
e em f possibilidades ha empates. Portanto a probabilidade de sucesso é de
p=1- % Assim, podemos modelar o ntimero de passos que uma aresta
my € E leva até ser orientada como uma variavel aleatéria geométrica Xj.

Pela definicao de variavel aleatéria geométrica, temos que a probabilidade de

uma aresta ser orientada em exatamente ¢ passos (i inteiro positivo) é dado

Ou seja, a probabilidade de uma aresta se orientar em exatamente i pas-

por

sos ¢ igual a de fracassar na tentativa ¢ — 1 vezes e obter sucesso na i-ésima
tentativa. A probabilidade de todo o sistema convergir em i passos é igual
a probabilidade de as ultimas arestas a serem orientadas demorarem exata-
mente i passos e pode ser representada por P[Max{Xy, X1, ..., X;n_1} = 1i].
Ou seja, mede-se a probabilidade de o maximo entre o nimero de passos
necessarios para orientar cada aresta ser igual a 7.

Considerando, para fins de notacao, que P[X; = i] = =} e P[X} < i] =
xy, temos que P[Max{Xy, X1, ..., X;n_1} = 1] pode ser calculado por

k ok %k

* * k _k * *
xoxlxm_l—l—xoxl...xm_l—l—...+x0x1x2...xm_1+x0x1x2 X1 t...+T5T1Ty...2,, 1

onde sao consideradas as (m) configuracoes em que apenas uma aresta é a

1

ultima a ser orientada, somadas as (’;) configuragoes em que duas arestas

sao as ultimas a serem orientadas e, assim, sucessivamente, até a tnica con-

figuragao (ja que (m) = 1) em que todas as arestas terminam ao mesmo
m

tempo em 7 passos. Assim, temos que

PIMar{Xo, Xpy o Xt} =] = 3 K > Y P(X < iy

Jj=1
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Note que nos desfizemos dos indices das variaveis aleatorias, ja que to-
das sao geométricas com os mesmos parametros. Pode-se verificar que esta

expressao ¢ igual a um binémio de Newton sem a parcela j = 0. Logo, temos

P[Maz{Xo, X1,..., Xp_1} =i] = [P(X = i) + P(X <i)]" — P(X = i)™

Sabemos também que

Fo1
fj

P(X<z'):1—P(X2i):1—iP(X:j>:1_i

j=i

Usando a féormula da PG e substituindo, temos

mx<o:ﬁ;f

Substituindo 5.9 e 5.4.3 em 5.4.3, temos

Plbtar{ ¥ =i = (L - £ 0) " (£21)

Apoés as simplificagoes, temos o resultado esperado. O

Esta demonstragao ¢ fortemente baseada em ARANTES[1] e é, na ver-
dade, uma reaplicagao de algumas idéias a esse contexto. Importante notar
que se trata de uma igualdade. Ou seja, a expressao nos informa exatamente
a probabilidade de um determinado experimento individual convergir em um
nimero qualquer de passos.

Claramente, é possivel calcular o valor de P[T'(m) > u(m)+w], bastando

para isso calcular Y .- P[T(m) = u(m) +1i] .
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Figura 5.5: Comparando resultados de simulacao com as Expressoes Karp e Glads

com w = 2.

5.4.4 Comparagao dos Resultados

O grafico 5.5 mostra uma comparagao entre as Expressoes 5.7 e 5.8 e
uma simulacao. No eixo x sao utilizados varios valores de m e no eixo y sao
plotados os valores de P[T'(m) > u(m) + 2].

As seqiiéncias “Karp (f=2)” e “Karp (f=5)" apresentam o calculo de
P[T(m) > u(m)+2] segundo a Expressao 5.7 para valores de f iguaisa2ea 5,
respectivamente. Da mesma forma, sao as seqiiéncias “Glads (f=2)" e “Glads
(f=5)" com valores gerados pela Expressao 5.8. As seqiiéncias “Simulacao
(f=2)" e “Simulagao (f=5)" calculam os valores reais de P[T'(m) > u(m)+2]
com o método ja discutido anteriormente. E importante destacar que, para as
seqiiéncias “Glads (f=2)” e “Glads (f=5)”, o valor de P[T'(m) > u(m)+2] foi

calculado pelo somatério P[T(m) > u(m) + 2] = ;;Oj(m)wﬂ P[T(m) = 1]
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Figura 5.6: Comparando resultados de simulacao com as Expressoes Karp e Glads

com w = 1.

(obviamente, foram somadas apenas as 20 primeiras parcelas da expressao - a
expressao converge rapidamente e seria possivel utilizar até menos parcelas).

Pode-se notar que a Expressao 5.7 é bastante fiel a realidade, principal-
mente quando f = 5. De uma maneira geral, hd uma precisao menor na
Expressao 5.7 para valores pequenos de f. Na comparacao, porém, nota-se
que quase nao ¢ possivel diferenciar a Expressao 5.8 da simulagao, confir-
mando a precisao da igualdade que a expressao representa, mesmo nesse
caso em que nem esta sendo mostrada a igualdade e, sim, uma soma infinita
da expressao basica.

Também ha muita perda de precisao da Expressao 5.7 quando w = 1.
Esta perda pode ser verificada no grafico 5.6. Novamente, mesmo nesse caso,

a Expressao 5.8 é extremamente fiel a simulagao.
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Figura 5.7: Comparando resultados de simulacao com a Expressao Glads para

varios valores de convergéncia.

Na Figura 5.7, vemos simulacoes e resultados da Expressao 5.8. Cada
seqliéncia considera um unico par de valores de f e m e mostra a probabili-
dade (no eixo y) de, dados estes valores, um experimento ocorrer em um certo
numero de passos (no eixo x). Mais uma vez os resultados sao totalmente
coerentes para os valores simulados e calculados.

Por tudo isso, entendemos que a utilizagao da Expressao 5.8 é interessante
em varios aspectos, pela sua precisao em quaisquer combinagoes de f e m e
pela capacidade de prever P[T(m) = i] para qualquer inteiro positivo i. Em
contrapartida, ha também vantagens significativas na utilizacao da Expressao
5.7, principalmente para casos onde f e w tém valores maiores do que 3 e
1 e quando ha necessidade de manipulacao algébrica de uma desigualdade
do tipo P[T'(m) > x|, j4 que, nesses casos, a Expressao 5.8 precisa de uma
soma infinita para chegar ao resultado. A experiéncia mostra que a expressao

converge rapido, mas nao héa estudos conclusivos sobre esse tema.
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Capitulo 6

Conclusao

Neste trabalho, varios aspectos do Escalonamento por Reversao de Arestas
foram pesquisados.

Inicialmente, o foco voltou-se para o estabelecimento da complexidade
dos algoritmos de otimizagao de concorréncia.

Foi investigado se o problema de encontrar a concorréncia maxima era
menos complexo para uma classe bastante simples de grafos. A prova da NP-
completude para o problema de decisao associado ao problema de encontrar
a concorréncia maxima para grafos com grau maximo 4 coloca um parametro
importante para o problema. A dificuldade da maximizacao da concorréncia
torna-se ainda mais clara com o resultado da nao existéncia, a nao ser que
N = NP, de um algoritmo de aproximagao com razao menor que n%_e,
e > 0, para o problema de minimizar o inverso da concorréncia.

E sabido que o problema de COLORACAO ¢ polinomial para grafos com
grau maximo 3 e NP-completo para grau maximo 4. Para a concorréncia,
sabe-se agora que o problema é NP-completo para grau maximo 4. Porém,

nao ha resultado para o caso em que o grau méaximo ¢é 3.
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Outra caracteristica interessante é que a minimizacao da concorréncia
também é um problema NP-completo. O problema de maximizacao de cores
tem resultado 6bvio igual a |/V|. Neste ponto, parece que a concorréncia tem
caracteristicas comuns ao de ciclo hamiltoniano.

Também foram abordadas algumas caracteristicas dinamicas do ERA,
onde o fendmeno da modulacao do sistema pelos ciclos principais foi investi-
gado e algumas propriedades do ERA foram estabelecidas em fungao destes
ciclos. Novos conceitos foram utilizados para este estudo e novas propriedades
foram descobertas: o maximo e o minimo intervalo inoperante e o ntimero
de operacoes independentes. Também foi mostrado que se um né do ciclo
opera 1 vez a cada d passos, o sistema entra no periodo se comportamento
exatamente da mesma forma.

Essas propriedades reforcam a idéia de que os ciclos principais modulam
o comportamento de todo o sistema e, portanto, podem ser utilizados em
aplicacoes futuras para controlar o sistema como um todo. Além disso, alguns
estudos futuros podem utilizar esse conhecimento sobre os ciclos principais
para tentar derivar outras propriedades do ERA, com algumas que ja o foram
aqui.

Outro ponto também abordado foi a velocidade de convergéncia dos al-
goritmos probabilisticos e distribuidos para inicializacao do ERA, que geram
orientagoes aciclicas no sistema. Foram mostradas andlises para os algo-
ritmos Alg-Viz e Alg-Cor, este ultimo sendo o algoritmo que gera maiores
concorréncias entre os algoritmos distribuidos e randomicos estudados. Ba-
sicamente, ficou demonstrado que o problema é sub-exponencial para grafos
completos e linear quando o niimero de faces do dado é igual ao ntimero de

’

nos.
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Para o algoritmo Alg-Arestas, foi possivel estender o conhecimento da
velocidade de convergéncia do algoritmo além da média anteriormente intro-
duzida em ARANTES[1] e ARANTES|2]. Foi utilizado um resultado bem
estabelecido em KARP[17] para calcular a probabilidade de a convergéncia
de um experimento individual se afastar um certo niimero de passos acima do
valor esperado, representado por P[T(m) > U(m)+w], w > 0. Foi, também,
proposta uma nova forma de andlise que permite conhecer a probabilidade
de um determinado experimento convergir em exatamente ¢ > (0 passos, re-
presentado por P[T'(m) = i], obtendo esta anédlise valores mais precisos em

determinados casos.

6.1 Trabalhos Futuros

Algumas das perguntas que motivaram parte do trabalho, principalmente
o Capitulo 4 - Trilhas e Propriedades do ERA ainda permanecem sem res-
posta. Com o conceito de trilha esperava-se ser possivel responder questoes
importantes e abertas como a determinacao do momento em que o ERA en-
tra no periodo e se a composicao por sumidouros de uma concorréncia 6tima
¢ uma coloragao étima.

Em relacao a entrada no periodo do ERA, ha algumas indicacoes que nao
puderam ser totalmente desenvolvidas. Por exemplo, é claro que o sistema
sO esta no periodo quando os ciclos principais estao em execucao canonica.
Portanto, se forem estabelecidas as condicoes a partir das quais as trilhas
que percorrem os ciclos da execucao canonica nao tenham sua execucgao per-
turbada, mesmo que o sistema nao esteja no periodo, este podera apresentar
caracteristicas similares ao periodo, com véarias propriedades similares. Uma

conjectura nesse caminho é a de que, se todas as trilhas do sistema ja forem
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originarias do ciclo principal, entao este obrigatoriamente estard no periodo,
o que parece bastante provavel, mas nao foi mostrado.

Um conceito nao introduzido neste trabalho, mas que foi utilizado em
conjecturas e podem ser parte de trabalhos futuros sao as trilhas com espera.
As trilhas com espera sao seqiiéncias de nés vizinhos em que a trilha s6 passa
para o proximo né quando o nd corrente opera. Por exemplo, considere os
nos, ny, Ny, N3 € ny, onde n; é vizinho de n; ;. Considere a seguinte seqiiéncia
de eventos iniciados em ty: m; opera em ty; ng opera em ty + 1 (portanto, a
aresta (ng, n3) é revertida na direcdo nyns); ns ndo opera em ty + 2 e opera
em ty + 3; e ny nao opera em ty + 4 nem em ty + 5 e opera em ty + 6.
Temos uma trilha com esperas que sai de n; e vai a ny com 1 espera em
ng e 2 esperas em ny. Trilhas com espera sao generalizacoes das trilhas e
apresentam propriedades também generalizadas.

Espera-se utilizar estas propriedades, por exemplo, no caso em que o
ciclo principal tem 2 trilhas (normais) o percorrendo e distando d e D entre
si, com d < D — 1 (ver Figura 6.1). E analisar, utilizando trilhas com
espera, se atrasarmos a trilha 7 (fazendo com que o né nao opere em um
determinado passo) nao afetaremos o caminho da trilha 71, voltando o sistema
para o periodo. Observe que a concorréncia nao teria sido afetada neste caso.
Com esta prova, poderiamos fazer algumas observacoes importantes acerca
da relacao entre concorréncia e coloracao associada, ja que, neste tipo de
sistema, podemos afirmar que x(G) = D, ja que esta é definida pelo ciclo
principal e, através do atraso de 7y, estarfamos reduzindo y(G) sem alterar
(G).

Outra conjectura importante que esta aberta é a relativa aos grafos de
Mycielski, onde afirma-se que para um grafo M(k,n), n > k > 2, tem-se

1

que v*(M(2,n)) = =7 Este resultado ¢ muito importante para o desen-

117



Figura 6.1: A conjectura é que, atrasando 19, 7y nao é afetada e o sistema converge

para o periodo com o ciclo mantendo a nova execuc¢ao canonica.

volvimento de heuristicas para maximizacao da concorréncia, ja que é uma
classe de grafos de estrutura complexa para a qual haveria a informacao da
concorréncia otima com cujos resultados da heuristica poderiam ser com-
parados. Hoje ¢ dificil validar heuristicas porque a obtencao da concorréncia
Otima para comparacao ¢ muito cara ou a estrutura do grafo é muito pobre.

Em relagao a convergéncia dos algoritmos de inicializagao probabilistica,
existe muito espacgo para novos estudos. A expressao 5.8 foi utilizada aqui
para modelar a convergéncia de um algoritmo especifico. Mas, a principio,
pode ser utilizada para modelar quaisquer sistemas que apresentem a relacao
de recorréncia T'(z) = a(x) + T'(h(x)) discutida na se¢ao 5.4.2 - Andlise de
Tempo de Execucdo, desde que g(z) = E(h(x)) = 1, ou seja, o sistema de-
cresca de tamanho de acordo com um fator constante probabilistico e também
que sejam respeitadas as condigbes impostas por KARP[17]. Desta forma,
mesmo um algoritmo que nao apresente as mesmas caracteristicas do Alg-
Arestas, mas que possa ser modelado desta forma, pode utilizar a mesma
expressao 5.8 para calcular a probabilidade de convergéncia em um ntmero

de passos qualquer.
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Uma investigacao bastante relevante ¢é se é possivel a aplicagao da mesma
técnica utilizada nesta tese para as outras situagoes descritas em KARP[17],
onde ¢ possivel utilizar fungdes g(x) mais complexas, desde que sejam res-
peitados alguns limites. Se for possivel introduzir a técnica utilizada aqui,

teriamos um resultado bastante importante.
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