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Apresentamos uma Lógica Dinâmica Proposicional que usa termos CCS como 

programas. O mecanismo de comunicação é baseado em CCS com agões de comii- 

nicação e a asão silenciosa f ~ )  representando a@es internas. Provamos a completiide 

com respeito à classe de modelos finitos Kripke. Diferentemente da Lógica Dinâmica 

de Concorrência com canais, a nossa lógica é decidivel. 
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This work presents a Propositional Dynmic Logic which uses CCS terms as 

programs. The communication mechanism is based on CCS with communication 

actioris m d  the silent action (.r) . . rqresenting internal actions. We prove complete- 

ness with respect to a class of finite Kripke rnodels. Unlike Concurrent PDL (with 

channels) our logic is decidable. 
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Neste trabalho apresentamos mecamismos de Ccncorrência e Sincronização para 

Lógica Dinâmica. Este tema foi inspirado no CCS [MIL891 e na lógica dinâmica 

proposicional [HAR84]. 

A teoria de CCS (Calculus of Communication S-ystems) surgiu na década de 80, e 

estuda processos via sistema de axiomas nos quais noçiies como execução seqiiencial, 

execul;ão paralela, escolha, comunicação, etc., são formatizadas pelos significados de 

operadores e equações. Seu objetivo principal consiste em especificar e verificar 

processos concorrentes. 

O estudo da lógica dinâmica proposicional tem exibido uma área de pesquisa na 

qual os conceitos e métodos da lógica, computabilidade, complexidade e autômatos 

e teoria da linguagem formal são utilizados para se obter uma lógica para raciocinar 

sobre propriedades de programas. 

Atravhs do estudo desses dois assuntos, observamos que o CCS trata o com- 

portamento observável de um sistema, e que a ló@ca dinâmica proposicionaJ trata 

propriedades de programas. A partir disso nos rnotit~amos â desenvolver uma lógica 

que estude os agentes do CCS como programas da lógica dinâmica proposicional. 

Este trabaIho propeie uma lógica dinâmica cujos programas siia termos CCS. A 



idéia principal é raciocionar sobre propriedades de especificações de sistemas con- 

correntes especificados em CCS. 

A seguir apresentamos a organização do trabalho. 

No Capítulo 2 temos uma revisão bibliográfica na qud apresentamos uma visão 

geral do CCS, baseado em [MIL89], onde abordamos o simbolismo, as definições 

básicas, a sintaxe, a semântica, as leis equacionais, bisimulação, dentre outros 

tópicos. Uma visualizaçfio da Lógica Dinâmica Proposicional baseada em [BRVOZ], 

onde apresentamos a sintaxe, a semântica, a definição de modelos canônicos para 

prova de completude. Em seguida, temos um estudo da Lógica Moda1 para CCS, 

baseada em [HC96], onde mencionamos a lógica de Hennessy-Milner para CCS, cu- 

jas fórmulas expressam propriedades de agentes. O poder diferenciador dessa lógica 

é limitado pela equivalência de bissimulação: dois processos bissimilares têm as 

mesmas propriedades rnodals. Além disso, apresentamos Commicac;ão em Lógica 

Dinâmica de Concorrência, introduzida por [PEL894 como uma extensão de lógica 

dinâmica regular que tenta prover uma estrutura para raciocínio sobre programas 

concorrentes no modelo and/or. Apresentamos t a m b h  uma linguagem 16gica e 

o modelo correspondente que permite representar comunicaqão entre dois proces- 

sos executando em paralelo - channel - Concurrent Propositional Dynamic Logic 

(channel- CPDL). 

No Capítulo 3 apresentamos os resultados da nossa Lógica Dinâmica Proposi- 

cional para Programas CCS com concorrência e sincronização. Definimos a lin- 

guagem, o modelo, o frame, o esquema de axiomas, a prova de corretude e a prova 

de completude para cada operador introduzido na lógica. 

No capítulo 4 apresentamos alguns exemplos com aplica@% da nossa lítgica. 



No Capítulo 5 apresentamos a conclusão da tese e propostas para trabalhos 

futuros. 



Comunicação e concorrência são noçães complementares, a;mbas essenciais rio en- 

tendimento de sistemas dinâmicos complexos. Sistemas são compostos de vArias 

partes, cada uma atuando cortcorrentemente com, ou independentemente das outras 

partes. 

Cada noção é a suposição de que cada uma das várias partes do sistema tem sua 

própria identidade, que persiste no decorrer do tempo, chamaremos essas partes de 

agentes. Sem essa suposição, dificilmente seríamos capazes de diferenciar os eventos 

do comportamento do sistema. 

Usaremos o termo agente para representar qualquer sistema cujo comportamento 

consiste em ações discretas. Cada ação de um agente é uma interação com seus 

agentes vizinhos e portanto, gerando uma comunicação ou ocorre independentemente 

deles, podendo ocorrer concorrentemente com outras ações. 

Uma parte essencial de uma teoria de sistemas complexos é uma noção precisa 

e tzratável de comportamento. O que importa quando instalamos um micropro- 

cessador num sistema não são seus atributos fisicos como peso, cheiro e cor, nem 



sua constituigão interna, mas simplesmente a maneira como este interage com o 

resto do sistema. Portanto, é razoável definirmos o comportamento de um sistema 

como sendo sua inteira capacidade de comunicac$io, Ou seja, o comportamento de 

um sistema é exatamente o que é observável, e para observar um sistema basta 

comunicar-se com ele. 

.I. 1 Simbolismo 

Existem cinco operadores bkicos para construgão de expressões para agentes no 

CCS, que são: Prehação, Soma, Composigão, Restriqão e Rerrotulagão. 

Considere o agente C, uma célula que pode conter um único dado: 

Figura 2.1: Célula simples 

O diagrama mostra que a célula tem duas portas, ma não define o comporta- 

mento da célula. Devemos supor que: 

e quando vazio, C pode aceitar um item na porta com r6tralo in; 

e quando um item estiver armazenado, C pode liberá-lo na porta com rótulo Z. 

OBS: Os rótulos das portas de saida sempre terão uma solxetrarra para serem 

diferenciados das portas de entrada. 



Usando o operador prehação (s), que caracteriza sequencidida.de, escrevemos o 

comportamento de C como segue: 

O comportamento de C pode ser definido ta.mbém por uma equação simples: 

Neste caso, C é descrito como um buffer de capacidade um. 

Veremos, na Figura 4.2 o que acontece se juntarmos duas ou mais cópias de C. 

Isto é, representamos o resultado pela expressão de agente C ̂ C. 

Figura 2.2: Duas cópias da célula C 

O operador binário (+) combina duas expressões de agentes como alternativas, en- 

quanto que (-) prefixa uma açik numa expressão de agente simples. P + Q significa 

que o agente irá se comportar ou como P ou como Q. Se um dos dois começa a ser 

executado o outro é descartado. 



Exemplo 2.13.1 : Considere uma máquina de vender cart5es telefônicos. 

Suponha que u m  cartão com 60 unidades custe 5,00 reais e .rtm cartão com 20 

unidades custe 1,00 real, e somente essas notas podem ser usadas. 

Uma maneira n a t ' i d  de definir a máquina de vendas, V, de acordo com sua 

interação com o ambiente em suas cinco portas (5r, Ir, 60u, 20u, retirar) é: 

V = 5r * 6Ou retirar V -k Ir - 20u retirar . V 

Exemplo 2.1A8 : Swponka que desejamos receber uma confirmação do desti- 

natário para o transmissor u respeito de cada valor enviado. 

Figura 2.3: 

L? notificará o agente que %e enviou o dado, somente depois de ter enviado o 

d o r  e recebido sua confirmação. Assim, definimos D como segue: 

D = i n ( x )  - Z ( x )  ackmt  ackin . D 

Observe que niio existem valores nas ações ackout e ackin; essas ações represen- 

tam sincronizações puras entre agentes. 

Neste caso, podemos definir iam combinador de ligaqão ( I ) ,  então podemos fazer 

a combinaqão de a cópias de D, 

que definiremos por: 



Figura 2.4: 

O operador binário de combina@o é representado por . Tn'c~itiva~mente, o agente 

P I Q é um sistema no qual P e Q procedem independentemente, mas também 

podem interagir através de portas complementares. 

Nenhuma porta é internalizada pela composição, isto é, todas as porias per- 

manecem abertas para novos links. A composição é comutativa e associativa, por- 

tanto não importa a ordem dos componentes. 

E um operador unário sobre agentes, representado por A\&, significando que as 

portas em L (conjunto de portas rotuladas) do agente A não estiio disponíwis para 

comunicação externa. 

Note que a restrição \L internaliza tanto as portas em L quanto seus comple- 

ment os. 

Seja 1 um rótulo qualquer e 1 o seu complemento. Dizemos que uma função f de 

rótulo para rótulo é uma função de rerrotula@a se ela preserva o complemento, ou 

seja: 

Se f (I) = I' então f (i) = F. 



Para cada funsão rerrotulação f, o operador rerrotulação [ f ] ,  pós-fixado para 

um agente, tem o efeito de rerrotular as portas do agente como imposta por f .  

Escrevemos l:/li . . . lk/E, , para a função rerrotulação f para a qual f (li) = E: e 
- 

f ( F )  = I:, para i = 1,. . . n, caso contrário f (1) = l 

Sincronizações sozinhas não são suficientes para descrever sistemas, cujo comporta- 

mento futuro depende de informaqões recebidas. 

Para expressar esta dependência usamos uma expressão condicional, cuja 

condição contém variáveis que aguardam por valores de entrada, além disso, uma 

variável deve ocorrer anteriormente como um pmlrâmetro numa entrada pré-fixada, 

que representa comunica@io por passagem de valor. No CCS, sincronização e soma 

trabalham juntas dando o poder para expressar a comunicação de valores de qual- 

quer tipo. 

- 

Sejam A = {a,  b, c,. . .) um conjunto infinito de nomes e A = {a, b, E , .  - -) um con- 

junto infinito de co-nomes. Então C= A U A o conjunto de ró.tulos observáveis. 

Os agentes serão identificados por estados. A transição de um estado pa.ra outro 

estado é acompanhada por uma a ~ ã o  e escrevemos como indicado abaixo: 

Os agentes compostos P I Q possuem transições, que são consideradas separada- 

mente para P e para $. 



Exemplo 2.1.7.1 : Suponha que os agentes A e B são dados, onde a, b, c são nomes 

de portas diferentes: 

- 
C b 

Figura 2.5: 

Agora, considere o agente composto A I B: 

A primeira regra de transição diz que: se o agente A pode fazer uma aqão 

s~zinho então A também pode fazer uma aqiio no contexto A I B, deixando o agente 

B inalterado, o mesmo valendo para B. Portanto, 

A 4 A' inferimos A ( B 4 A' I B 

O mesmo acontece pelo fato da porta c de A está ligada com a porta c de B, 

temos: 

A' 3 A inferimos A' / B 5 A ( B 

Isto não representa a comunicação entre A' e B, em vez disso, representa a 

possibilidade que A' pode se comunicar com um terceiro agente através da porta. c, 

deixando o agente B inalterado. 



Para representar uma comunicação handshake (aperto de mão), que consite de 

ações simultâneas por ambas as partes, definimos uma outra regra de transição a 

seguir: 

A' -$ A e B S B' inferimos A' I B A / B' 

Isto incorpora a idéia que A e B mudam de estado simultâneamente, com a 

composição sendo preservada. Mas, o que escrevemos no lugar de "?"? 

A resposta para esta questão é muito importante para o nosso cálculo. Conside- 

ramos que "?" representa uma ação perfeita para o agente A' I B, além disso, 

esta ação perfeita origina-se de qualquer par (b ,$)  de agões complementares pelos 

componentes de urna agente composto, já que a ação é interna para tal agente 

composto. 

Assim, é suficiente introduzir uma ação perfeita simples, que denotamos por r, 

para representar todas as comunicagões handshake (aperto de mão). Note que, a 

ação 7 não tem complemento. 

Devemos definir Act = C U {r), como o conjunto de todas as ações possíveis. 

Então podemos deduzir a seguinte regra para a exemplo acima. 

A' 5 A e B 4 B' inferimos A' I B 4 A / B' 

O comportamento dos sistemas compostos ignora suas ações internas, pois r não 

representa uma comirnicação potencial e também não é observável diretamente. 

Dizemos que dois sistemas são equivalentes quando eles exibem os mesmos mo- 

delos de ações externas. 

Uma seqüência de ações internas 



é equivalente a uma simples aqão interna 

e isto permite simplificações consideráveis da expressão do agente P via equações 

algébricas apropriadas. 

Veremos agora o efeito da restrição da porta c (\c) no agente (A I B)\c, mostrado 

na Figura 2.7, onde as portas rotuladas c e E desaparecem significa que o agente 

composto restrito (A I B) \ c pode não realizar as ações, embora ele possa realizas 

uma ação 'i' que resulta da comunicação (c,  E) entre seus componentes. 

Figura 2.7: 

A regra geral para restriqão é a seguinte: 

Todas as transições que podem ocorrer no sistema (A I B) \ c serão representadas 

numa árvore infinita, que chamaremos de árvore de transição ou kvore de derivação: 

Podemos ver que a árvore se repete. Podemos resumir a ação comportamento 

do sistema num grafo de transição 2.9: 

Vemos que o comportamento do agente (A I B) \ c é igual a Cl, onde definimos 

os agentes Co, - . , C3 por: 

def - C. = b-Ci i - a - C z  

def Ci = n C3 



(H' IB) \c  

Figura 2.8: 

Figura 2.9: 

d e f  - C2 = b C3 

d e f  C3 = r CG 

- 

Nas seções anteriores já definimos L= A U A, o conjunto de rótulos observáveis, 

onde A = {a, b, c, . . .) é o conjunto de nomes (portas que aceitam eventos) e A = 

{a, 6, E ,  -) é o conjunto de co-nomes (portas que podem oferecer eventos). Temos 

também que as ações I e I' agem sobre L. Definimos também a ação perfeita ou 



silenciosa r e o conjunto de ações Act = C tl {.r), com as aq6es a e p agindo sobre 

Act. 

Devemos usar K, L  como subconjuntos de C, e devemos usar para representar 

o conjunto de complementos de rótulos em L. Uma função rerrotulação f , é uma 

hnqão de C em L tal que f@) = f!l)- E estendendo f para o conjunto Act temos 

que f (r) = r .  

Seja = { E ,  F, -1, o conjunto de expressões de agentes. Z é o menor conjimto 

que inclue K e contém as seguintes expressões, onde E e Ei estão em E: 

e a . E, uma prefixa@o ( a  E Act) ; 

e Ei, uma soma ( I  é um conjunto de índices); 

e E1 I E2, uma composição; 

c E\&, uma restrição (L C L); 

e E [ f ] ,  uma rerrotulação ( f  é uma função rerrotulação) 

Na expressão de soma, significa o somatório de todas a s  expressaes Ei com i 

agindo sobre I, e podemos reescrevê-la da seguinte forma: C{Ei : i E I) .  

A Semântica 

Para entendermos o significado da linguagem básica do CCS, devemos usar a noção 

geral de sistema de transição rotulado: 

(S,  T,  13: t E S)) 

onde S é wn conjunto de estados, T é um conjunto de rótulos e -$C S x S para 

cada t E T é uma relação transição. 
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No sistema de transiqão devemos tornar S como sendo 3 (conjunto de expressões 

de agentes) e T como Ad (conjunto de ações). 

- A semântica para U consiste na definiqão de cada relaqão transiqão 3 sobre u. 

Devemos definir as transigões de cada agente composto em termos das transições 

de seus componentes. Na seção mterior, por exemplo, indicamos que, de A 4 A' 

inferimos A I B 3 A' ] E. A regra geral que nos permite essa inferência será: 

Assim, podemos observar que a semântica pa CCS k feita através de um conjunto 

de regras de inferência, obtidas a partir de ações atômicas, que são definidas por 

induqão na estrutura das expressões de comportamento. Apresentamos abaixo as re- 

gras de transição para os operadores do nosso câlculo (usaremos os nomes Act, $um, 

Com, Res, Rel e Con para indicar que as regras estão associadas respectivamente 

com Pref?xação, Soma, Compos;ição, Restriqão, Rerrotulaqão e com Constantes.) 

Soma: 

B De El 8, E{ inferimos El + EI -t E: 

De E 3 E' inferimos EIF 4 E'I F 



De F 8) F' inferimos E I F 3 E 13" 
- 

E 4 E'F -$ Ff 
C@ms = 

EIF 1, E'IF' 

De E -$ F e F 4 F' inferimos E1 F 1> E' IF' 

Restriqão: 

Constante: 

Nesta seção apresentamos a classificagão das leis equacionais que usaremos no nosso 

e As leis dinâmicas , que envolvem somente os combinadores dinâmicos (Pre- 

fixação, Soma e Constantes). Essas leis podem ser consideradas como urna 

álgebra de grafos de transiqão. 

e As leis estáticas que envolvem somente os combinadores estáticos (Composição, 

Restrição e Rerrotulação). Essas leis podem ser consideradas como uma 

ájgebra de grafos de fluxo. 

e As leis de ezpansão que representam todas as possibilidades de ações que um 

sistema composto pode executar. 



As Leis Dia&micas 

As leis dinâmicas para soma são as seguintes: 

Propssiçiio 2.1.1 : Leis monóides: 

1. P f  Q = Q + P  

2. P + ( $ + R ) = ( P + $ ) + R  

3. P f P - P  

4. P+O=P 

Abaixo temos as leis dinâmicas para prefixaqão, e baseia-se no significado das ações 

silenciosas r: 

Proposição 2.1.2 : Leis r:  

1. a . r .P=c i r -P  

Nesta definiqão usamos (-%)*, o fechamento transitivo reflexivo de 3, que sig- 

nifica: zero ou mais ações r .  Note que, & significa uma ou mais agões r. 



Leis de Expansão 

Frequentemente, um sistema de concorrência é expressado como uma composição 

restrita, na seguinte forma: 

Uma composição restrita de componentes rerrotulados origina-se muitas vezes 

do que devemos chamar de uma standard concurrent form (scf), que se escreve: 

Muitas vezes, os agentes Pi serrão puramente sequenciais, iato é, serão definidos 

usando somente prefixaçiio e soma. A lei de expansã.0 está interessada nas ações 

imediatas de um agente na standard concurrent form. Essas ações serão de dois 

tipos: 

a sfc terá uma q ã o  $'(a), e a derivativa 

(pi[fi] 1 -.= j pà)[fi] 

e O primeiro tipo é devido a uma ação a de um componente simples, Pi, então 

, será uma nova sfc: 

isto é, somente o i-&imo componente da expressão muda. 

B O segundo tipo6 ama ação 7, uma comunicação resultante de ações El por Pi e 

I ,  por Pj (i 5 i < j 5 n), tal que fi(ll) = fj(12). Então a derivativa será uma 

nova scf: 



na qual temos dois componentes mudando. 

Com este resultada preliminar podemos definir a lei formalmente. 

Proposi~ão 2.1.3 : A lei de expansão: 

Seja P 5 (Pl[fl] 1 - . 1 P,[f,]) \ L com n 2 1. Então 

Um uso frequente da lei de expansão é quando todas as funqões de rerrotulação fi 

são funções identidade Id, então temos a vantagem da lei P[Id] = P. 

Corol6rio 2.1.2 : 

Seja P E (Pl I I Pn)\L com n 2 1. Então 



Leis Est5tiças 

O conjunto de axiomas para os operadores estáticos é correto e completo para grafos 

de fluxo; isto é, são axiomas que podem ser deduzidos exatamente daquelas equações 

que são verdadeiras na interpretação do grafo de fluxo. 

Abaixo, apresentamos os tr& grupos de equaqêjes: Composição, Restrição e 

Rerrotulação. 

Proposigão 2.1.4 : Leis de composição: 

Note que 0, na interpretação de um grafo de fluxo, representa o grafo de fluxo vazio. 

Proposição 2.1.5 : Leis de restrição: 

Proposiq5o 2.1.6 : Leis de rerrotulação: 



4. (P  1 & ) [ f ]  = P [ f ]  1 &[$I se f [ (L  U é uma funçEo um  para um, onde 

L =L(P I &) 

I d  é a função identidade. f e f f  tem efeito sobre P, a notação f [D significa a 

função f restrita ao domínio D, no item (4) é necessário garantir que [f ] é aplicado 

a P e & separadamente. 

Nesta seção daremos uma noção de equivalência entre agentes, basea.do na idéia 

de que dois agentes P e & são distintos, se a distinqão pode ser detectada por um 

agente externo interagindo com cada um deles. Em toda secão devemos tratar a ação 

interna r , como qualquer outra aqão, e isto produzirá uma relaqão de equivalência 

que chamaremos de equivalência jorte, na qual devemos distinguir entre a - r O e 

a - O. 

A seguir, mostramos a necessidade da noção de igualdade forte, introduzimos a 

importância da idéia de buimulagão forte, pois equivalikcia forte é definida usando 

essa noção. 

Bissimulação Forte 

Definição 2.1.2 : Uma relação biníiria S C P x P sobre agentes é uma bissi- 

rnulagão forte se (P, &) E S implica, para todo a E Act, em: 

i. Sempre que P 3 P' então, para algum Q', & % Q' e (P', Q') E S 

ii. Sempre que & -% Q' então, para algum P', P 3 P' e (P', & I )  E S 



Figura 2.10: 

Exemplo 2.1.9.1 : Considere o exemplo dado anteriormente: 

Quando dizemos que o agente ( A  ( R) \ c se comporta igual ao agente Ci, dados 

pelas seguintes equações: 
def - C. = b-C1+a.C2 

,-, def 
= a - C 3  
def - & = b.C3 
def C3 = r - C. 

start - c1 

Figura 2-11: 

estamos afamando que a seguinte relação S é %ma bissimulaç80 forte: 

Isto éfúcil comproriar, basta checar todas as possírieis derivações de cada u m  dos 

oito agentes, como por exemplo: 



Figura 2.12: 

Psoposiqiio 2.1.7 : Assuma que cada Si, i = 1,2,  . . ., é uma bissimulção forte. 

Então as seguintes relaç6es são bissimulações fortes: 

i. Idp  (identidade) 

2. Szrl (inverso) 

3. S1S2 (composição) 

4. UiEISi (união) 

Prova. Provaremos somente (3). 

Suponha que (P, R) E SiS2. Então para algum $ temos 

Seja P 3 P'. Então para algum Q', como (P, Q) E SI, temos 

Q 3 Q' e (P', Q') E SI 

Já que, (Q, R) E S2 para algum R', temos 

R % R' e (Q', R') E Sz 

Conseqüentemente, (P', R') E S1S2. Similarmente, se R 3 R', então podemos 

encontrar Pi tal que, P % P' e (P', Ri) E &S2. O 



Definição 2.1.3 : P e Q são equiwlerites forte ou bissimilmes forte (P  - &), 

se (P, Q )  E S para alguma bissimulação forte S.  Isto pode ser expressado como 

segue: 

N= u(S : S é urna bissimulação ) 

N é uma bi~simdação forte e é urna relaqão de equivalência. 

Definiqão 2.1.4 : S é uma bissimulação forte sobre N se PSQ implica, para todo 

a E Act, em: 

i. Sempre que P 3 P' então, para algum Q, Q 3 Qf e P' w S N Q' 

ii. Sempre que Q 3 Qf então, para algum P', P 3 P' e P' - S N $ I  

2.1.1Q Equivalência de Obserm~ão 

Defini~ãu 2.1.5 : Se t E A&" então 8 E L* é uma sequência obtida pela remoção 

de todas as ocorrências r de t. 

Note que 7"" = E (a seqiiência vazia). 

Definimos abaixo um novo sistema de transição rotulado: 

sobre expressões de agmtes, nos qua.is as rela@ks transiqão 3 são definidas a 

t seguir. Definimos também =+ pam todo t E Act*, isto é, a.s sequêlncias que podem 

conter r. 

24 



t DeEniçiio 2.1.7 i Se t = ai, e . , a, E Act* entGo E +- E' se 

E(T)* 3 (7)' . - (r)* 3 (T)*Et 

Escreve-se E $ sign.iJicando E $ E' para algum E'. 

Definição 2.1.8 : Se t E A&*, então E' é u m a  t-descendeate de E se e somente 

se E &- F para algum E'. 

i 
Vamos fazer a diferença entre as três relações 4, $ e +-, para t E Act'. 

Cada relação especifica uma seqüência de ações com o mesmo conteúdo ob- 

sei-vável de t, mas as possibilidades das intervenções das ações T são diferentes. 

-$ especifica exatamente as ações T ocorrendo em t; 

$ especifica o niimero mínimo de a@es T ocorrendo em t; 

&- não especifica nada sobre as ações r 

Portanto, P 7- P implica P $ P' e P $ P' implica P $ P'. 

Definição 2.1.9 : Uma r e l a ç ã ~  binhria S C P x P sobre agentes, é uma  blssl- 

mialaçjio (fraca) se (P, &) E S implica, para todo a! E Act,  em: 

i. Sempre que P % P' entBO, para algum Q', Q $ 4' e (P', Q') E S 

ii. Sempre que Q 9 Q' entrio, para algz1m P', P 3 P e (P f ,  Q') E S 

Exemplo 2.1.10.1 : Sejam os agentes C. e D , representados pelos grajos abaixo: 

É' facil checar que 



Figura 2.13: 

é uma bissimulação, embora não possa existir uma bissimulação forte contendo o 

Par (C3 ,C)). 

Defini~ão 2.1.10 : P e & são equivdentes-observa%:50 ou fracamente bia- 

similares (P E &), se (P, &) E S para alguma bissimulação (fraca) S .  Isto é, 

E= u(S : S é uma bissimulação ) 



A Lrígica Dinâmica Proposicional (LDP), é um ramo importante da lógica moda1 

que envolve modalidades unárias. A linguagem de PDL possui uma coleção infinita 

de operadores modais, cada um desses operadores tem a seguinte forma: ( r ) ,  onde 

r denota um programa (não-deterrninístico) . 

A interpretação de (E)$ é "al.q~um execução de x no estado atual leva para u m  

estado e m  que q5 é verdadeiro", o que significa que seu dual [x]d, declara que Yoda 

execução de r num estado atual leva para u m  estado e m  que q5 é verdadeiro." 

Programas complexos são construidos dos programas bâsicos com a ajuda de 

operações sobre programas. Usando operadores modais para refletir esta estrutura, 

obtemos uma linguagem poderosa e flexivel. 

Suponha que temos algum conjunto fixo de programas b&sicos a, b, c, .... Seja I1 o 

menor conjunto de programa3 bbásicos construido sobre eles usando os construtores 

de programas U, ; , * e ?. 

Seja um conjunto de diamonds (r) indexado por uma coleç&o de programas II e 

os programas gerados desta base usando os construtores de programas, onde: 

Escolha: Se nl e n2 são programas, então ni U qi2 também é um programa. 

O significado de r1 U n2 é executar não-deterministicmente r1 ou r2. 

Composiqiio: Se nl e EZ são programas então T I ;  r 2  também é um programa. 

Este programa primeiro executa r1 e então executa ~ 2 .  

Iteragão: Se 7r é um programa então E* também é um programa. 

n* é um programa que executa x um número finito de vezes. 



Teste: Se 4 é uma fórmula, então $? é um programa. 

Este programa testa se C$ é Se for, então continua; se não for, falha. 

Interpretando essas definições utilizando os operadores temos que: 

Se (rl) e (m) são operadores modais, então (TI U TZ}, (711; m) e (n*) 

também são. 

Com esta notação podemos descrever propriedades de execução de programas: 

Dizemos que o próximo estado possui a informação 4, pode ser alcançado pela 

execução de T um número finito de vezes, se e somente se já temos a informação 4 

no estado corrente ou podemos executar T uma vez e então encontrar um próximo 

estado que possui a informação # depois de um número finito de repetições de n. 

O construtor teste tem uma sintaxe não usual, ele rios permite fazer uma moda- 

lidade de uma fórmula. Intuitivamente, esta modalidade acessa o estado atual se 

esse estado satisfaz 4. Ou seja, (#?)$ simplesmente significa q5 A $. Podemos usar 

o operador teste para fazer programas interessantes, como por exemplo: 

(p?; a) U (ip?; b) é 'Se p então a senão b" 

Estamos interessados somente na LDP regular, isto é, vamos trabalhar somente 

com três construtores de programas que são: U, ; , *. 

Definição 2.2.1 : Um frame para LDP é um sistema de transigão F= (W, 

m.as só estamos interessados em fames-LDP regulares, isto é, jrumes tais que para 

todos os programas T temos: 



e é fechada sob 

Modus Ponens: 

Generalização: 

(En 4 implica t-h [n]d para todo progama n) 



Substituição Uniforme: 

E chamamos esta a menor lógica proposicional normal. 

Na nossa lógica usaremos, t # para significar que # é um teorema de LDP, 

consistência chamaremos de consistência-LDP e assim por diante. Note que LDP 

não é uma lógica compacta. Seja C um conjunto definido como abaixo: 

Qualquer subconjunto finito de C é satisfatível em um frame-LDP em um único 

ponto, mas o próprio C não é. 

A corretude é direta. Basta checar que os axiomas realmente são válidos em 

todos os frames-LDP regulares. 

-4 completiide será provada com a ajuda de modelos can6nicos finitos. 

Dizemos que um conjunto de fórmulas C é fechado sob subf6smulas se, para 

todo # E C? se $ é uma subf6rmula de q5 então S E C. 

-3 Modelos @anBnicss 

Nesta seção introdmiremos a noção de modelos can6nicos para LDP. Trabalhare- 

mos com a linguagem de lógica dinâmica proposicional regular, definida anterior- 

mente. Vimos também que um frame desta linguagem é um sistema de transição 

F= (W, h&),Err, onde: 



Dizemos que uma fórmula # é uma validadeLDP (k 4) se ela é válida em todos 

os frames-LDP. 

Definiçiio 2.23 (Fecho de Fiscfrer-Ladner): Se C é qualquer conjunto de 

fórmulas então FL(C)  (o Fecho de Fischer-Ladner de C )  é o menor conjunto que é 

fechado sob subf6rmulas e satisfaz as seguintes restriç6es adicionais: 

i. Se (rl; 7r2)# E FL(C)  então ( T I )  ( r z ) #  E FL(C)  

2. Se (TI U 7r2)$ E FL(C)  então (ri)# V ( T ~ )  # E F L ( C )  

3. Se (r")# E FL(C)  então (?r)(7r*)# E FL(C)  

Note que, se C é finito, então FL(C)  também é finito. 

Definimos l F L ( C ) ,  o o fecho de FL(C) sob negagões simples, como sendo o 

menor conjunto tal que, se # E FL(C)  e # não é da forma l$ então 14 E + L ( L ) .  

Isto é, para todo 4 E +'L(C)  existe um $ E C tal que $ é equivalente a 14. 

Definição 2.2.4 (Átomos): Seja C um  conjunto de fórmulas. Um conjunto de 

fórmulas A é u m  &toma sobre C se ele é u m  subconjunto maximal consistente de 

l F L ( C ) .  Isto é, A é um átomo sobre C se A C +'&(C)  então A é consistente, 

e se A C B c l F L ( C )  então B é inconsistente. At(C)  é o cornjunto de todos os 

átomos sobre C .  

Lerna 2.2.1 : Seja C qualquer conjunto de fórmulas, e A qualquer elemento de 

At(C).  Então 

1. Se 14  E A então d, # A. 



2. Se $ E A e $ é equivalente a 1 4  então $ ft A. 

4. Para todo (TI; r2)4 E lFL(C): (TI; rz)q5 E A se e somente se (TI) ( K Z ) ~  E A. 

5. Para todo (rl U r2)4 E +'L(C): (rl U r2)# E A se e somente se (rl)q5 

v(rz)$ E A. 

6. Para todo (r*>$ E ~ F L ( C ) :  (E*)$ E A se e somente se (r)  (r*)$ E A. 

Prova.: A prova é bastante simples. Provaremos o caso 3 e os outros casos são 

similares, direta da definição de A ser maxirnal consistente. 

(+) Se 4 A .Sr E A então 4 E A e S, E A. Da definição 2.2.4 temos que 

A iFL(C),  assim se q5 A $ E A e A C lFL(C) então 4 h $ E lFL(C),  e 

4 E +'L(C) e $ E iFL(C), consequentemente 4 E A e $ E A. 

(e) Se $ E A e $ E A então 4 A $ E A. Da definição 2.2.4 temos que 

A lFL(C).  Então 4 E iFL(C) e S, E lFL(C), assim q5 A $ E -IFL(C). Logo, 

$ A $ E A .  O 

Átomos são generalizações diretas de conjuntos maximais consistentes (MCS,) . 

Note, por exemplo, que se escolhemos C para ser um conjunto de fórmulas, então 

At(C) é somente o conjunto de todos MSC,. 

Lema 2.2.2 : Seja A4 o conjmto de todos os MCS,, e C qualquer conjunto de 

sentengas. Então At(C) = {r í l  lFL(C) I I' E M). 

O próximo lema é análogo ao Lema de Lindenbaum. 



Lema 2.2.3 Se  # E lFL(C)  e St> é consistente, então ea;iste u m  A E A t ( C )  tal que 

# E A. 

Prova.: Existem duas maneiras de provar isto. Poderiamos aplicar simplesmente 

o Lema de Lindenbaum: como # é consistente, existe um MCS, que contém #. 

Assim, pelo lema anterior, M n l F L ( C )  é um átomo contendo 4. Porém, é mais 

fácil considerármos uma prova finitjllia. 

Note que a informação em um átomo A pode ser representada por uma única 

fármula Amsa ) = Â. 

Escreveremos tais conjunções de átomos como A. Obviamente, d $ A. Usando 

esta notação, construimos o Atomo desejado da seguinte forma: 

Enumere os elementos de +'&(C) como 01, - - - , gm. Considere Ai como sendo 

{al}. Suponha que JZ, está definido, onde n < rn. Temos então que, 

como isto é uma tautologia proposicional, então ou JL, u ou u {75,+1) 

é consistente. 

Seja uma extensão consistente. Pelo fato de IFL(C) ser fechado somente 

sob negações simples, se .&U{~C,+~) é a possibilidade consistente, podemos formar 

a extensão JL, U {T) ,  onde l r  é a,+l. Seja A igual a &. Então A é um átomo 

contendo #. 

Lema 2.2.4 : Para qualquer coleçiio fni ta de fórmulas C ,  Vasmt(n) .Â. 

Definigão 2.2.5 (Modelo Cahnieo sobre C ) :  Seja C u m  conjunto de fórmulas. 

O modelo can6nico sobre C é a tripla (A t (C) ,  (§:),EE, V'), onde para cada 



variável proposicional p, Vc (p )  = {A  E At(C)  I p E A), e para todo átomo A, 

E? E At(C) e todo programa ã, AS:B se Â A (n)B é consistente. V' é chamado a 

valora@io can6nica e ST são as relações canonicas. 

Com as preliminares estabelecidas, vamos retomar ao resultado da completude. 

Dada uma sentença consistente 4, precisamos satisfazer 4 em um modelo-PDL re- 

gular. E é natural tentar constrzzir o modelo requerido de Atomos. Como primeiro 

passo, vamos dar uma definição precisa do que é um modelo-PDL regular construido 

de átomos. 

Definição 2.2-6 (Modelo-LDP Regular sobre C): Seja C um conjunto de 

f6mulas. Para todos os programas bcisicos a, defina R: como sendo 5':. Para to- 

dos os programas complexos, defina indutivamente as relações-LDP Ik,C na maneira 

usual usando miões, composiç6es e fechamento transitivo reflexivo. Finalmente, 

defina B, o modelo-LDP sobre C como sendo (A t (C) ,  {R:),,*, V'), onde VC é a 

valoração cantmica. 

Uma questão fundamental é a seguinte: 

O modelo canonico sobre C é o modelo-LDP regular sobre C? 

Infelizmente não. Apesar disso, é possível provar um Lema da Existência para 

modelos-LDF. 

Lema 2.2.5 (Lema da Existência para Progr as Básicos) : Seja A E AiI(C) 

e a um  programa básico. Então para todas as fórmulas (a)$ em i F L ( C ) ,  (a)$ E A 

se e somente se existe um  B E At(C)  tal que ARJ3  e $ E B. 



Prova.: (e) Suponha que existe um I3 E At(C) tal que ARaB e S, E B. Como R, e 

S, são idênticas para programas báçicos, temos A&B, então A A (a)M é consistente. 

Como S, é uma das conjunqões de d então .ÂA(~)+ é consistente. Como (a)$ está em 

lFL(C) ,  deve estar t d é m  em A, visto que A é um átomo e conseqüentemente, 

maximal consistente em lFL(C) .  

(J) Suponha (a)$ E A. Vamos construir um átomo B apropriado por escol- 

has forçadas. Enumere as fórmulas em +'L@) como a ~ ,  .. . , o,. Defina Bo como 

sendo {$i>}. Suponha como hipótese indutiva que Bn é definido tal que A A(a)& é 

consistente (onde O 5 n 5 m). Temos, 

I- (a)& ++ (a)((& A o n + ~ )  V (& A l ~ n + l ) )  

então, 

Portanto, ou para B' = Bn U {am+l) ou para 8' = L% U {-&+I } temos que, 

d A (a )B  é consistente. 

Escolha como sendo a expansão consistente, e faça ser E,. Logo, a é 0 

átomo que procuramos. 

Os axiomas 5 e 6 não podem dar a identidade desejada entre Sz e &. Mas, esses 

axiomas são fortes o bastante para garantir que Sz 5 R, para programas arbitrários 

K .  Esta inclusão nos permite comprimir uma prova do Lema da Existência. 

Lema 2.2.6 : Para todos os programas r, ,!& C h*. 

Prova.: Precisamos mostrar que para todos os programas K que: se AS,-B então 

existe uma seqüência 5nita de átomos Co, . . ., Cn tal que A = CO&C1, . - -, Cn-lSXCn = 

B. 



Seja D o conjunto de todos os átomos alcanqáveis de A por tal seqiiência. 

Mostraremos que B E 2). 

Defina 6 como sendo V,,, e. 
Note que 6 A ( ? r ) 4  é inconsistente. No caso contrário, 6 Q(R)Ê seria consistente 

para ao menos um átomo E não alcançável por A em muitos casos finitos S,, o que 

significa que 9 A (r$ é consistente para ao menos um 73 E 3, o que significa que 

E E 23, que não é verdade. 

Como 6 /\ ( í~)16 é inconsistente, temos i- 6 + [TIS, conseqiientemente, pela 

generalização temos, i- [r*](& -+ [ ~ ] 6 ) .  

Pelo axioma 6,  t 6 -+ [r*]& . Como RS,*A, A é um dos disjuntos em 6, então 

I- A -+ 6 e conseqiienternente, t A -+ [~"]6 .  

Como nossa s.~iposição inicial foi que: d ~(n*)63 é consistente, então 

.,i A {r*) (E? A 6) é consistente também. Mas isto significa que para um dos disjuntos 

6 de 6, B A 6 é consistente. Como B e 7J são átomos, f7 = 27 e conseqiientemente 

a E 9 .  

Com este lema, podemos provar diretamente a inclusão desejada. 

Lema 2.2.7 r Para todos os programas T, S, 5 h. 

Prova.: Por induqão na estrutura de T. 

Caso bcrse:~ imediato por termos definido R, como sendo S, para todos os 

programas básicos a. 

Suponha que AS,,,,B, isto 6, a A (ri; 7i2)B, é consistente. 

Pelo axioma 3, ~ A ( T ~ )  (%)E?, tambkm é consistente. 



Usando o argumento de "'escolha forqada", podemos construir um átomo C tal 

que Â A (?i&.? e C  ̂A ( ? r Z ) B  consistentes. Segue que AQ,;,,B. 

Uma argrzrner&aqão similar usando o axioma 5, mostra que Sxl~;r2 S 

Agora, podemos provar o Lema da Existência para programas arbitrários. 

Lema 2.2.8 (Lema da Existência): Para todos os átomos A e todas as fómulas 

(?r)$ E iFL(C) ,  (K)$ E A se e somente se existe um B tal que AKB e $ E B. 

Prova.: (J) Suponha (r)$ E A. Podemos construir um átomo X3 tal que ASxB 

pela "escolha forçada". Já provamos que Sr C h, então A&M também já está 

provado. 

(e) Indugão na estrutura de 71. 

O caso base é exatamente o Lema da Existência para programas básicos, então: 

Suponha que n tem a forma 711; 712, e além disso, suponha A%,:,,B e $ E B. 

Então existe um átomo C tal que A G I C  e C G 2 B  e $ E B. Pelo Lema 22.1, 

(?rz)$ E 7 F L ( C ) ,  conseqüentemente, pela hipótese indutiva (7r2)+ E C. Similar- 

mente, como (.lrl)(nz)~b E +'L@), (711)(7r2)$ € A. 

Conseqüentemente, pelo Lema 2.2.1, (r1; ?r2)$ E A como exigido. 

Suponha que e E B. Isto significa que existe um seqüência finita de 

átomos C. , , C, t a1 que A = Co&C1, . . . , C,&C,+1 = B. 

Por uma indução em n provamos que (K*)$ E Ci para todo 2, o resultado exigido 

para A = C. é imediato deles. 

Caso Base: n = O 

Isto significa A = B. Do axioma 5 temos que F (7r*)$ f-3- $ V (T)(T*)$ e 

conseqiienternente que F $ + (n*)$. Então, (r*)$ E A. 



Passo indutiw: Suponha que o resultado vale para n 5 k ,  e que 

Pela hipótese indutiva, (r*)$ E C1. Conseqiientemente, (K )  (r*)$ E A, para 

(T)  ( r * ) $  E + ' L @ ) .  Mas, t- (r")$ ++ $ V (n) (r*)$. Portanto, (K*)$ E A. 

Isto completa a subinduqão, e estabelece o resultado exigido para ( r * ) .  E também 

completa a indução principal e portanto a prova do lema. 

Lema 2.2.9 (Lema da Verdade): Seja B o modelo-LDP sobre E. Para todos os 

átom.0~ A e todos $ E + ' L ( C ) ,  B, A b $ se e somente se $ E A. 

Prova.: Indução no número de conectivos O caso base segue da definição de val- 

oração canônica sobre C. O caso booleano segue do lema 2.2.1 das propriedades dos 

Atomos. Finalmente, o Lema da Existência nos leva ao passo das modalidades no 

modo geral. 

Teorema 2.2J : LDP é fracamerzte completa com relaçiio à dasse de todos os 

frames-LDP. 

Prova.: Seja C um conjunto de f&rnulm. Se C é consistente, pelo Lema de Lin- 

denbaum, podemos estendê-lo para C+ que é um IWCS~.  Como C c C+ então 

C+ E At(Z=) e pelo Lema da Verdade se C = {al, ..., a,), ai E C+ se e somente se 

M , C +  ai, Vi. Logo, M , C +  C. O 



Considere dois agentes CCS não equivalentes: 

O primeiro agente é diferente do segundo agente porque ele pode evoluir silen- 

ciosa.mente para o agente b . O que é incapaz de responder a ação a. 

Geralmente, quando dois agentes não são equivalentes (no sentido forte ou fraco) 

queremos exibir uma propriedade que um agente tem, mas o outro não. Utilizare- 

mos uma lógica moda1 (Hennessy-Milner), cujas f6rmulas expressam propriedades 

de agentes. O poder diferenciador dessa lógica é limitado pela equivalência bissim- 

ulação: dois processos bissimilares tem as mesmas propriedades modais. 

A propriedade sufefy (segurança) é nada ruim nunca aconf;ece, enquanto que uma 

propriedade livenesç (vivo) expressa alguma coisa boa em algum momento acontece. 

A propriedade safity crucial de uma exclusão mfitua é que nenhum dos dois 

processos estão sempre em suas seções críticas ao mesmo tempo. E uma propriedade 

importante de liveness é que sempre que iim processo solicita execução em sua seção 

crítica então eventualmente é permitido. 

Propriedades de sistemas cíclicos podem também ser expressas: Um exemplo é 

uma especificai;ão CCS de um escalonador, ele deve realizar uma seqüência de ações 

ai? . . . , a, ciclicamente, iniciando em al. 

Processos de CCS geram sistemas de trausi~ão rotulados, estruturas que encapsularn 

seus procedimentos. Estes têm a forma: 



onde, 

P é um conjunto não vazio de agentes; 

Â é um conjunto de ações; 

-% é a relacão trânsiqão a para cada a E A. 

Lógicas modais são interpretadas em tais sistemas. Seja K um subconjunto de Â, 

então a seg-uinte definição de sintaxe especifica fórmulas da lógica Hennessy-Milner 

(uma lógica modal particulâr): 

onde, 

Uma. fórmula ou é a fórmula constante verdade te ou é a negação de uma fórmula 

l c p ,  ou uma conjunção de fórmulas ql A v2, ou uma fórmula rnodalizada [ K ] p  (cp é 

vjlida depois da execução de qualquer aqão em K.) 

Assuma um sistema de transição fixo (P, {--%I a t A)). Para qualquer fórmula 

p da lógica Hennessy-Milner podemos definir quando um processo E E P satisfaz a 

propriedade p (E /== p) e se E falha tendo a propriedade v (E 9). 

A relação satisfação 6 definida indutivamente na estrutura das fórmulas 

abaixo: 

2. E /= l c p  se e somente se E p 



4. E [K]p se e somente se VE' €79 Va E K se E 4 E' então E' cp 

Assim, podemos descrever as fórmulas acima do seguinte modo: 

1. Todo processo em P tem a propriedade tt; 

2. Um processo tem a propriedade 7 c p  quarido ele não tem a propriedade cp; 

3. Um processo tem a propriedade cp A y!~ quando ele tem as propriedades p e y5; 

4. Um processo satisfaz [fi]cp se depois de toda execuqão de qualquer ação em 

K ,  todo processo resultaate tem a propriedade cp. 

Temos o operador dual de [K] que é ( K ) :  

Este operador expressa: após uma execução de uma ação em M 

E (K)cp se e somente se 3E' E P73a E K ,  E 3 E' e E' cp 

Outros operadores que também são utilizados são a disjunção e a fórmula falsa 

(Sf 1: 

Abaixo, temos algumas abreviaqães importantes: 



Uma semântica alternativa da 16gica Hennessy-Milner define indutivamente para 

cada fórmula B, o subconjunto /IA11 E P tendo a propriedade A como segue: 

[K1 é o agente transformador para qualquer P' C_ P: 

[KIP' = {E E Pl VE' EP, Va E K se E -", E então E' EP') 

Claramente, E A se e somente se E E IIAll. O agente transformador dual 
-- 

para [K] ,  (K), associado com (K), 6 definido como segue: 

Capacidade e Necessidade 

Nesta seção veremos as classes de propriedades que são expressas com a lógica de 

Hennessy-Milner . 

Primeiro considere a fórmula moda1 simples (K)tt que expressa uma capacidade 

de realizar uma ação em K: 

E (K)tt  se e somente se 3Ef E P3a E ICE 3 E' 

Agora considere a fórmula [I<] f f que expressa incapacidade de realizar qualquer 

ação em K. K expressa deadlock quando ele 6 igual ao conjunto de açães A, ou seja, 

ele expressa incapacidade de realizar qualquer aqão. 



Exemplo 2.3.2.1 : Considere uma máquina de vender cartões telefônicos. 

Suponha que u m  cartão com 60 unidades custe 5,00 reais e u m  cartão com 20 

unidades custe 1,00 real, e somente essas notas podem ser usadas. 

V = 5r - 60u - Retirar . V + Ir 20u - Retirar . V 

(Vpode aceitar &O0 reais, mas u m  botão não pode ser upedado antes que o dinheiro 

seja depositado), portanto 

(Depois que 57- é depositado o botão 20u não pode ser apertado, já o botão 60u pode 

ser apertado.) 

(Depois que uma nota é depositada nenhuma outra nota (5r ou I r )  pode ser. deposi- 

tada.) 

(Depois que uma nota é depositada e o botão é apertado, u m  cartão pode ser reti- 

rado.) 

Podemos provar a seguinte propriedade: 



V [5r] ([%lu] f f A (60u)tt) se e somente se 

60u.  Retirar . V t= [20u] f f A (60u)tt 

como {60u.  Retirar - V )  = { E  / V 3 E )  se e somente se 

60u - Eetirar - V [20u]ff  e 

60u Retirar V ,I= (6Ou)tt 

Observamos que 6Ous Retirar V é capaz de realizar 60u, mas não é capaz de 

realizar 20u. 

Note que ntin é necesskrio computar, ou mesmo conhecer o sistema de trunsèção 

para V no processo de checagem de uma propriedade. A prova acima permanece 

válida para qualquer máquina de venda V na  seguinte forma: 

Aqões nos operadores modais podem conter valores corno, por exemplo, a célula 

simples abaixo: 

def . c = %?h(.) - %(x)  . C 

tem a propriedade [in(v)] . - (Õilt(v)) tt. 

Exemplo 2.3.2.2 : Seja uma célula simples que entra u m  número z e sai o seu 

quadrado, x E N .  

def . SQ = %a(,) nUt(x2) . SQ 

Fazendo a verificação para z = 3 temos: 



A lógica moda1 pode expressar necessidade também. A propriedade que E pode 

apenas realizar a ação a, é dada por: 

onde, 

(-)tt afirma que alguma ação pode acontecer. 

[-a] f f diz que qualquer a@o além de a 4 impossível. 

Exemplo 2.3.2.3 ' A propriedade modat A = ((&))[[a]] f f diferencia os dois 

agentes abaixo: 

Uma segunda lág5ca moda1 nos permite expressar capaeidzdes e incapacidades 

de agentes para realizar aqões com respeito às relações de transição J. 

Podemos definir, por exemplo, a propriedade de existir deadlock (incapacidade 

de realizar uma ação observável): 

Deadlock ((-E]]  f f 

Para expressar necessidade precisamos saber o seguinte: 

Qualquer agente E tem a propriedade ((-))tt porque E 3 E. Pela mesma razão 

nenhum agente tem a propriedade [[-a]] f f quando a é observável. 

Para fazer a representaç&o que E deve realizar a, podemos tentar através da 

fórmula abaixo: 

( ( - W t  A [[-(a,&Illf f 



2-4 Comunica de Con- 
corrência 

Neste capítulo apresentamos uma linguagem l6gica e o modelo correspondente que 

permite representar comunicaqão entre dois processos executando em paralelo - chan- 

nel - Concurrent Propositional Dynarnic Logic (channel-CPDL), proposta por David 

Peleg em [PEL87b]. 

channel- CPDL é uma dentre as extensões da Lógica Dinâmica Proposicional 

Concorrente (Concurrent Propositiond Dynamic Logic-GPDL) que visam incorpo- 

rar mecanismos de comunicação aos programar; concorrentes. 

2.4.1 LógBcaDin Bca Proposicion Concorrente 

Lógica Dinâmica de Concorrência (CDL) foi introduzida por [PEL$?b] como uma 

extensão de lógica dinâmica regular que tenta prover uma estrutura para raciocínio 

sobre programas concorrentes no modelo and/or. 

Um dos modelos mais estudados de computaqão concorrente é aquele da árvore 

and/or. Esta vísiio analisa concorrência na sua forma mais pura através da noção 

dual de não determinismo. 

Podemos mostrar um processo no modelo andfor através de uma árvore ciljoc; 

arcos representam ac;ões atornicar;. Não determinismo é introduzido pela permissão 

de um nó que possui várias ramificaqões, mas requer que o processo execute todas 

as possíveis continuações em paralelo. Este é o conceito cl&sico de decomposição 

and/or que ocorre em computabilidade, lógica, teoria dos jogos, etc. 



Sintaxe 

A sintaxe é aquela. de LDP com a adiqão de um operador de concorrência fl nos 

programas. 

Definiçk 2.4.1 : Seja @ = (Pl, ..., P,} um conjunto de fbrmulas atômicas e Q = 

{ai, .. . , a,} um c o n j ~ n t o  de programas atômicos: 

i. Todo Pi é uma fómula;  

2. Se  A e B são fo'rmulas e a  é uma programa então A V B, T A  e (a)A são 

f ó m u  E as; 

S. Todo a; é um programa; 

4. Se a e p são programas e A é uma  fbrmula, então a U P, a n e, a; /I, ar" e A? 

são programas. 

Semântica 

Defirait$k 1.43 r U m  modelo para CFDL é u m a  tripla M = (S ,  n, p) , onde: 

e S é um conjunto de estados; 

e sr interpreta um subconjmto T ( P )  de 5' para toda fbrmula atômica P e 

e p interpreta um subconjunto p(a) de S x 2' para todo programa atômico a. 

Intuitivamente, (s, U )  E p(a) para s E S e U c S se a pode ser executado de s e 

alcançar todos os estados de U em paralelo. Então a fórmiila (a)A vale num estado 

s se e somente se existe um conjunto U C S tal que (s, U )  E p(a) e cada estado em 

U satisfaz A. 



Defini@% 2.43 : Extensão de 7í. e p para fómnulas e programas através das regras 

seguintes: 

A definição de (a)A diz que existe uma computa$io de a! tal que A vale em 

todos os seus estados finais. Uma escolha alternativa poderia fazer (a)A sempre que 

existe uma computação de a! tal que A é verdadeira em algum dos estados finais. 

Modelo de Computaçáo em Arvore 

Veremos uma construção equivalente para interpretâçgo p de programas, 

baseada na noção de uma trec ou computação tipo árvore. Esta construção provê 

as bases técnicas para estender CDL para trabalhar com comunicação. 

Defnniç50 2.4.4 : Uma seq é u m  programa LDP (deterministico) que não contém 

U ou *, isto é, uma seqGência de programas at6micos e testes coneatenados. 



A função de trecs em programas concorrentes é análoga das seqs em progra- 

mas regulares. Uma trec descreve uma execução determinística específica de um 

programa que pode ser ou não concorrente. 

Definisão 2.4.5 : Uma trec ou uma árvore de compuEação é um progmma CPDL 

que não possui U ou *. 

O conjunto de trem pode ser definido como u fecho de programas atômicos e 

testes sob concatenação e n. 

Definição 2.4.6 : Uma trec a! é dita estar na forma de árvore se é definida indu- 

tivamente da seguinte firma: 

I .  true? é urna trec, 

2. se a! e j? são trecs, a é uma programa atomico e A é uma fbrmula, então anp, 

a; a e A?; a são trecs. 

Uma trec na forma de árvore pode ser representada como uma krvore cujos arcos 

são rotulados pelos programas atomicos e testes da brec e cada n corresponde a uma 

divisão em dois ramos. As folhas desta árvore correspondem aos estados finais dos 

diferentes processos paralelos gerados pela trec. 

Toda trec pode ser trmsformada para forma de &more. Por exemplo, se a e P 

estão na forma de árvore então a; p pode ser transformada para forma de árvcre 

pela junção da Arvore de representqG /3 a toda folha da árvore de representação 

a. Isto corresponde a apllcaqão repetida da seguinte regra de transformação: 



Note que esta regra é válida para programas CPDL em geral e também com 

U em 17ez de n. Porém, se S é uma folha então ambas as tsi~nsformações não são 

verdadeiras. Conseqiientemente, uma trec n5o pode ser decomposta em um conjunto 

de seqs pardelas separadas completamente. 

A semântica de um programa a (não determinístico) PDL sequencial pode 

ser definida com base num conjunto r ( a )  de seq (determinístico), descrevendo as 

possíveis execuqões de a tal que p(a) = !Jp,,(,) p(@). 

Analcgarnente, a semgntica de um programa concorrente a (não determinístico) 

pode ser baseada numa coleqão de trecs jdeterministicas). Todo programa a está 

associado com um conjiinto de trecs r(a) representando todas as suas possíveis 

execu@es. 

Definiqão 2.4.7 r O conjunto de trecs r ( a )  de u m  programa a é definido por: 

i. r(ai) = (ai}, para programas at6micos ai, 

2. r(A?) . . = (A?}, para testes A?, 

5. T ( Q ; ~ )  = {@ I 3y,S1, ..., Sk(y E 7-(a),S1, ..., Sk E r(@, t em k folhas e O é 

obtido pela atribuiçiio de cada a uma das jolhas de y), k > O), 

6. ~ ( a * )  é O conjunto rninimal construido pelas seguintes regras: 

b. Para todo n/, 6 e 6, se .y E ~ ( a " ) ,  6 E r ( a )  e 6 é obtido pela junção de 6 

a uma das filhas de y, então 6 E ~ ( a * )  também. 



Note que r(a) contém somente treca na forma de árvore,e para qualquer iFrec a, 

r(a) contém alguma forma de árvore equivalente a a. 

Na semântica de trecs, um programa CPDL pode ser descrito como uma árvore 

onde não existem ligações entre os ramos. A execução de um programa CPDL se 

inicia em um certo estado comum s, mas uma vez que se divide em doia ou mais 

processos paralelos, esses processos avançam separadamente, sem sincronização ou 

ligaçiio. 

Não podemos fazer uso de uma semântica de programas como esta para viabilizar 

a comunicação entre processos, tendo em vista que deve existir alguma ligação en- 

tre os diferentes ramos. Conseqiientemente, é interessante consideras super-estados 

representando cortes na Arvore de computaqão e as definiqões semânticas referem-se 

simultâneamente a todos os estados no corte e todos os programas operando em 

diferentes ramos. 

As principais funções a serem exercidas na comunicaçiio num ambiente concor- 

rente podem ser caracterizadas como: 

1. Sincronização de processos; 

2. Troca de informação entre processos; 

3. Transmissão de informações, mensagens e resultados finais para algum pro- 

cesso principal. 

A comunicação em channel-CPDL é feita através de canais estabelecidos entre 

dois processos, de forma bem pr6xima ao que ocorre em várias linguagens concor- 

rentes. A notação utilizada á parecida com aquela usada no CCS [MIL89]. 



Dadas as necessidades de interação entre processos de ramos distintos em 

uma trec, CPEL87b] propõe para channel-GPDL uma semktica de super-estados. 

Os siiper-estados representam cortes transversais na Grvore de computação. As 

definições semânticas envolvem simultâneamente todos os estados no corte e todos 

os programas operando em diferentes ramos. 

Os cortes representam conjuntos de estados locais, sendo que qualquer con- 

figuração de estados é permitida, desde que restrições de sincronismo impostas pelos 

mecanismos de comunicaqão não sejam violadas. 

Sintaxe de Channel- CPCE 

De6niqiio 2.4.8 : A sintaxe é baseada e m  C'PDL, com as seguintes adições para a 

comunicação: 

~FJ A linguagem tem uma coteção de canais {Ci), 

e Em adi~ao  aprogramas atômicos e testes, as seguintes operações atomicas são 

permitidas: 

C!O(resp.C!l) + transmite O (resp.1) sobre o canal C 

C?O(resp.C?l) + recebe O (resp.2) sobre o canal C' 

As operagões C!O, 6 ! 1  correspondem respectivamente ao envio de um bit 

com valor O e envio de um bit com valor 1 através do canal C. Analogamente, as 

operações C?O, C?1 correspondem ao recebimento de um bit com valor O ou 1 em 

C. Para que um processo possa realizar uma operação de envio é necessário que 

outro processo realize simultaneamente a respectiva operação de recebimento. 



Como cada canal de comunicação C liga apenas dois processos, então quando 

uma operação de comunicaqão é realizada, sincroniza dois processos envohidos, se 

um processo tenta realizar a ação de envio antes de o respectivo processo destinatário 

da mensagem a ação de recebimento, o primeiro fica bloqueado aguardando qae o 

segundo faça o recebimento da mensagem e vice-versa. 

Os comandos de comunicação podem ser usados por um processo para transferir, 

por exemplo, o valor de um predicado P no seu estado corrente (pela execuqão de 

P?; C!1 U (TI')?; C!O) e em um outro processo onde pode-se tomar uma decisão com 

base na mensagem enviada (pela execução de C?O; a U C?1; p). 

Semântica de Channel- CPDL 

Uma definiqã.0 formal da semãntica de channel-CPDL é mais complexa se com- 

parada àquela de CPDL, como am resultado de ter que trabalhar simultâneamente 

com super estados (conjunto de estados simultâneos) ao invés de trabalhar cada 

ramo de execução separadamente. 

Esta restrição é uma consequência da introduqão dos operadores de comunicaqão, 

que por serem realizados simultâneamente impedem que sua avaliaqão seja feita em 

separado sem introduzir novos objetos semânticos. Se existem canais em comum 

entre diferentes ramos, pode ser que haja estados a partir dos quais os programas 

não possam ser executados em separado. Assim sendo, é necessário que as regras 

semânticas considerem os processos concorrentes que estejam sendo executados em 

paralelo. Isto é feito através de super-processos. 

O modelo paxa channel-CPDL provê uma ínterpretaqão p(a) C S x 2' para 

programas at6micos a , por isso nos limitamos a modelos sequenciais (PEL87a). Essa 

definição tem que ser estendida para super processos. Usamos a seguinte notaqão: 



-- 
Um super estado é denotado por s = [si / ... I s,] 
- quando n = 1 identificamos sl com [si], 

- quaencio 3 6 conhecido podemos nos referir a uma porqão dele por [si j 

.. . j como s(i, i + kj, 

- dois super estados podem ser combinados para formas um super estado 

maior. Isto e denotado por [sl ( ... I s,] I [ql [ ... I q,] = [si [ ... I s, j ql j 

.-. i gn]? 

- o tamanho de 3, denotado por I 3 1, 6 o número n de estados paralelos 

em B. 

- - 
Um super processo 6 denotado por (z! = [al I . . . i a,] 

- podemos descrever urna porçgo dele por ~ ( 2 ,  z + k 1, 

- identificamos a1 com [al], 

- um super processo 5 = [ a r  [ ... i a J ,  p ( ~ )  C S" x (LIi,=, $i), isto é, 

p(aj consiste de tuplas (%,s!j com I 3 I =  n e / s" 12 n 

Conservamos a natureza da árvore em programas determinísticos, as frecs, e 

a forma de decomposição de programas gerais em frecs. Assim, temos as trans- 

formações descritas na seção 6.3, incluindo: 

- - 
Primeiro definimos o conjunto de trecs ~ ( a )  associado a cada programa a. Hm 

seguida, definimos p(5j para um super processo a! consistindo somente de trecs na 

forma de árvore. 

Neste ponto, a interpretação semadica das operaçues do canal de comunica~áo 



.- 

.h 
?-4 

I 
** .. 
r3 
V 

Ia 
W 
W 

Q 
w 
.n 
I h 

.-. 
.r? e .-. 
il 

-'i- 
" ps W 

Icn 
'W 

R 

'a: 
w 
k 



A definição da semântica de programas apresentada em channel-CPE)L difere 

daquela dada para programas concorrentes sem comunicaçao (Z'PUL). 

Em channel-CPDL interpretamos a execução de programa como pa.rtindo de 

um único estado para um multiconjunto de estados. Assim, permitimos que um 

progra.ma a se divida e atinja dois ou mais estados em sua execução. A escolha 

de diferentes semânticas porém não afeta a interpretação de formúlas. É possível 

demonstrar que: 

Se tt = true? n true?, a = tt; a e p(aj = {(sO, sl), (30, s2jj. 

Então peias regras anteriores, temos: 

enquanto que, de acordo com a interpretaçik de muiticonjuntos, temos: 

O que significa a possibilidade de a! se dividir e alcançar dois estados diferentes. 

1. píaj C pmUst(aj para todo programa a! (identificando como um muiticon~unto 

ü com o conjuato set(llj, consistindo precisamente de seus elementos j e, 

2. (s, U) E /i,,atjaj + 3 ~ '  (u: C set(U), (s, u') E p(a), para todo programa a. 

Esas duas observações servem pa.ra p r o m  que para qualquer f6rmula A, r(Aj = 

rrnult ( A  j . 

Para essa interpretaçgo de f6rmuia devemos notar que na sernantica dois prc- 

gramas a e ,E em contextos separados ((a)A e (,E)Bj esta0 totalmente desligados e 

nenhuma comunicaçao 6 possivel entre eles. Nem dlsso, mesmo a formula anexada 

A nZo tem nenhum modo de se referir ao canal a ,  e o mesmo se apiica para testes 

em a. Isto significa, que axiomas CPDL v&lidos, tais como: 
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(a n PjÁ E (ajA A ( p j ~  e 

(a; pjÂ E ( ~ j ( p j Â  

niio valem mais em chamei-CPDL. Por exemplo, 

{ClÜ í l  c?O)true 6 sempre verdade, enquanto que (C!O)true A (C'Ujtrue 

e sempre faiso. 

Os dois exempios a seguir foram retirados de [TíELKb]. 

Exenipio: Contagem de foiha 

Seja a firmuia, 

evenl : ( ( (a  n bj*; leu f ? ;  ((TP)? 

onde, 

ieaf : l i a  U 6)irue 

u (P?; C!f j)) n (C? 

@onsiderando modelos na forma de Arvores binhias finitas completa a/h (onde 

cada ri6 tem apenas zero ou dois ramos, a e bj, a fórmuia evenl contempia exata- 

mente os modelos nos quais existe um numero par de folhas satisfazendo P. 

0 programa principal de eveni se divide em vkios processos paraielos, um para 

cada ramo da árvore. Cada um desses processos compartilha uma folha, teste r, e 

envia uma mensagem se Y 6 verdade. Um processo separado recebe essas mensagens 

e computa a paridade do número de mensagens recebidas. 

Para caicuiar as arvores binhias parciais, isto e, nas quais um nó pode ter um 

fiiho, substituirnos o subprogrma ( a  n b)* por: 



Este progama, quando apiicado a uma ârvore binriria finita a,%, conta o riihero 

dos diferentes caminhos levando até as folhas que satisfazem P. 

Considere o modelo abaixo: 

Figura 2.14: 

onde, em cada estado, exatamente um dos ascos e denotado por a e um por b. 

- 
Estes exemplos demonstram processos independentes enviando mensagens (re- 

iatorios de execuqiio) para um processo de contagem principal. 

- 
Exerrãpícr: Problema da CorrespondSncia de Post - (PCP) 

Este exemplo é baseado nas idéias usadas em [DBS83], que mostra a indecibilidade 

de LDP + {aiQyi ( i 2 O), pela reduqão ao Problema da Correspond6ncia de Post 

(FíCP) ao seu problema de satisfabilidade. 

Os modelos considerados neste exernpio 60 cada um na forma de um caminho 

finitopM = (so, SI, . . . , s,) conectados por um programa atomico a com um predicado 

atomico P interpretado sobre os estados do modelo. 

Cada modelo M representa uma palavra x~ = al...cr, para cada i 5 i 5 m, 

oi = 1 se si 'F= P, caso contrario oi = 0. 

Se~am 2 = (si, ..., e,), = (yl, ..., y,), instãncks PCP. Construiremos uma 



I"í5rrnula channeLCPDL correspm&g, que é satisfeita no modelo jvt se e somente 

se a paiavra representada x~ é uma solução para a instancia PCP (Z, . cj . dada. 

A fbrmuia co r r e~pond~ ,~  dispara dois processos, um para achar e verificar a x- 

partiçiio da pdavra e outro para a y-partiçzo da palavra. 0s  processos usam canais 

Ci, [i 5 i 5 nj, nessa ordem, para forgar as apiicaqões simuitãaeas de paiavras xi e 

Yi - 

A f&mla c~rresprrnd~,  é construida como segue: 

Para qualquer palavra x, = ~i,l...wi,~~ construa um programa 

.- 
ai = aizl; ...; ai,,i; Gi!l, onde 

Para quaiquer palavra yi = v .  v construa um programa ,Bi = 

b. : C$. bi,~; s,nz 7 

Seja 

P = ( u Pd* 
l<i<n 

Assim, definimos 

cor~espond~,~ declara que a e ,B podem ser executados em paralelo no caminho p~ 

o que implica que p~,+ pode ser decomposto em L partes correspondendo a uma 

sequencia de k palavras zi, e aiternativamente, em k partes correspondendo a uma 

seqtr6ncia de k paiavras yi, com mesmos índices. Isto significa que c modeio, de fato, 

representa uma soluggo para a instamia PCP dada. 



O exempio acima pode ser usado para provar que o problema da validade para 

channei-CPDL 6 indecidivei, por uma redução para o Problema da CorrespondGncia 

de Post (PCP). 

- 
Para uma dada instãncia PCP, podemos construir uma fórmula channei- CPDL 

p ~ p ~ , ~  que é satisfativel se e somente se a dada instância tem solução. Especifi- 

camente, 6 necess6rio forqar o modelo para ser da forma dese~ada de um caminho 

simpies (ou vários isomorfos) e entiio declarar c o r r e ~ p o n d ~ : ~ .  

Portanto, a capacidade de sincronizar dois processos paralelos torna o probiema 

da vaiidade de channel-CYDL indecídIvei. 



No capítulo anterior apresentamos tima lógica para CCS (Lógica de Henessy-Milner) 

e a lógica dinâmica proposicional. A partir desses dois estudos propomos neste 

capítulo uma Lógica Dinhica  Proposicional para Programas CCS (LDP-CCS) us- 

ando os operadores do CCS. Os operadores serão inseridos um a um mostrando a 

sintaxe, a semântica, o esquema de axiomas, as provas de corretude e completude. 

em e Modelos 

Definição 3.2.1 : A linguagem de LDP-CCS com @omposi@o Paralela 

com Sincroniza~ão consis.te de u m  conjunto Q> de simbolos proposicionais, = 
- 

{p,q, ...I, u m  conjunto de nomes A = { a ,  b ,... ), u m  conjunto de co-nomes A 

= {ã,6, ...17 u m  conjunto de ações Ad= A U ZU{T)~ uma famzlia de operadores 

rnodais [ ] e dois operadores CCS: ., + e 1. As  f6rmulas são definidas como segue: 



Definição 3-23 : Um fsame para a LDP-CCS é F =(TV, Z, R,, RE)  onde: 

W é um conjunto não vazio de estados; 

Z é u m  conjunto de estados finais, Z W ,  onde 

V a  E Act e Yw(w E Z H -dwl ,  w%wl) 

R, é uma relação binária para cada programa básico a! ; 

RE é uma relugão binkria para cada programa E, onde: 



Definição 3.2.3 : Um modelo para a LDP-CCS com Composição Paralela com 

Sincronixação é A4 =(V< S, R,, RE, V)$ onde V é uma janção valoração mapeando 

shbolos pmposicáonais em subconjztntos da W .  

Definlç50 3.2.4 r Seja A4 =(W7 Z7 IZ,, &, V) u m  modelo e w E W .  Definimos a 

noção de satisfaqão de urna fórmula cg num modelo M em um estado w, M , w  cp, 

pode ser definida indutivamente w m o  segue: 

í. (M,w) k p se e somente se p E V('p). 

2. (JM,w) k I se e somente se w E W .  

3. (M,w) E l c p  se e somente se (M,w) cg. 

5. (A4,w) k [K]p se e somente se Qw' E W e V a  E K,  se wR,wf então 

(M,w') k cp. 

6. (M,w) k [E]p se e somente se Ywf E W ,  se wREwf então (.A4,wf) k cp. 

Se (M,w)  p para todo estado w, dizemos que cp é valido no modelo &i, 

cp. E se cp é válida em todos os modelos JM, dizemos que p é válida, I= cg. 



7. cp A @]L-+ (0)cp (reflexividade de &) 

8. [ A l i  A (O) cp + [O] V (& é funcional) 

Regra de Inferência: 

Substituiqão Uniforme: 

Modus Ponens: 

~ , c p  + $ 



Generalização: 

Um teorema é um conjunto de fórmulas I' se e somente se existe uma seqüência 

p ~ ,  . .., p, de fármulas tal que pi é um teorema ou pertence a I' 0x1 é consequencia 

das anteriores pela aplicação das regras modus ponens o ~ i  substituição. 

Lema 3'3.1 : i- [ ~ ] ( c p  A [a) -+ [a - O]p 

Prova. Suponha cp A [A&. 

F (p A [A]I) -+ (O) p (pelo axioma 7)  

I- ( p  A [A]L) + ([AI1 A (O) p) (cálculo proposicional) 

I- (p A [A&) -+ [OJp (pelo axioma 8) 

i- [a] ((v @]I) + [O] p) (generalização) 

[aI(cp A [AIQ -+ [ 4 [ O l ?  (K) 

i- [a](cp A [.A]I) -+ [a. 019 (pelo axioma 4) 

Considere F como sendo a classe de frames .F= (W, Z, R,, .RE), onde as relações 

R,, RB, são descritas na definicão 3.2.2. Seja A4 um modelo para F. 

e Uma fórmula cp é vÚEida em um estado w de um &me 3; F,w k íp, se e 

somente se p é verdadeira em todo modelo (.F, V )  baseado em  F no estado w. 

ce cp é válida em  u m  frarne F, F /= p, se e somente se p é vúlida em  todo estado 

de F .  



e p é válida numa classe de frames F ,  F /= v, se e somente se ela é vdida em 

cada frame FE F .  

Teorema 3.4.1 r Todo teorema do Esquema de Axiomas é válido na classe de 

franzes F . 

Temos qne provar que: 

e Todo axioma do Esquema de Axiomas é válido na classe de frames F 

e As regras de inferência preservam validade na classe de frames P.  

Lema 3.4.1 : Para todas as f6mulas e todos os programas: 



Provae 

1. Suponha, por contradição, que existe um modelo M= (F,  V) com um mundo 

possível w E W tal que 

Então, 

(1) se e somente se Ywf E W e Yn E K se wR,wt então (3) ( M ,  w') (p -+ $). 

(2) se e somente se (4) (M,  w) k [K] p e (5) (M, w) I+ [K]$. 

(4) se e somente se VW' t W e Yw E K se wRmwr então (6) (M,  w') v. 
De (3) e (6) e pela definição de satisfação,, Yw' E W, (M, wr) I= $, se e somente se 

(M,  wf) F w]+. O que contraria (5). 

2. Segue do mesmo modo do item I. 

3. Suponha, por contradição, que existe um modelo M= (F ,  V) com um mundo 

possível w E W tal que 



Então, 

(1) se e somente se (3) (M , w) [a E] cp e (4) (M , w) [a] [E] (a. 

(3) se e somente se tíwl, wI1 E W se wRa.Ewn, então (M, wI1) k (a. 

Como R a . ~  = Ra; RE, pela definição 3.2.2, então se tíw" E W, WR,; REW" então 

(M, 4 I== 'P 

(4) se e somente se (5) (M, w) /= (a)(E)lcp. 

(5) se e somente se 3wt, w" E W tal que w&wl e w1EEw'I, e (M, w") TV. 

Então existe um w" E W tal que wR,; EEwfl e (M,  wl') k -p. O que contradiz 

(3). 

Ou 

(2) se e somente se (6) (M,  w) [a][E]cp e (7) (M, w) [a! E](a. 

(6) se e somente se tíwl, wn E W se WR,W' e u i l ~ ~ w r l ,  então ( M ,  w") k cp. 

Como Ra; RE = pela definiqão 3.2.2, então se 'b'wl' E W, wR,; REW" então 

( M ,  w"> I= 'P 

(7) se e somente se (8) (M, w) ( a  - E)l(a. 

(8) se e somente se 3w1, w" E W tal que W&.EW", e (M, wll) I= 19. 

Como RaE = RL,; RE, pela definição 3.2.2 então 3w1, wl' E W tal que 

wRawl; wlREwl' e (M, w") /= 9 2 .  O que contradiz (6). 

4. Suponha, por contradição, que existe um modelo M= (F, V) com um mundo 

possível w E W tal que 



Então, 

(1) se e somente se (3) ( M ,  w)  I= E+ E2Icp e (4) ( M ,  w )  Ijd [&](o A [E&. 

(3) se e somente se Vwl E W se wRE1+E2 w1 então ( M ,  wl)  k cp. 

Como R B ~ ~  = U R E ~ ,  pela definição 3.2.2, então Vwt E W se u i ~ ~ , w '  ou 

W R ~ ~ W '  então ( M ,  wl )  + cp. 

(4) se e somente se (5) ( M ,  w)  + (El)lcp V (E2)79. 

(5) se e somente se (6) ( M ,  w) I= ( E I ) - ~  ou (7) ( M ,  w )  /= (E2)lcp. 

(6) se e somente se 3w1 E W tal que wRB1 w1 e ( M ,  w') 11.. Ou 

(7) se e somente se 3w' E W tal que W R ~ ~ W '  e ( M ,  wt) + lcp. 

Como R E ~ + E ~  = RE~ U R E ~ ,  pela definição 3.2.2, então 3wt tal que ~ R ~ ~ + ~ ~ w ~  e 

( M ,  w') k l p .  O que contradiz (3). 

ou 

(2) se e somente se (8)  (M , w )  /= [E119 A [&I I. e (9) ( M ,  w )  IjL [E1 + E&. 

(8) se e somente se (1 0) ( M ,  w )  i= [El]cp e (1  1) ( M ,  w )  /= [E21 p. 

(10) se e somente se Vw' E W se wRW1 então (A4, w l )  + cp e 

(11) se e somente se b'wt E W se W R ~ ~ W '  então ( M ,  w t )  I= cp. 

(9) se e somente se (12) ( M ,  w )  (El + E2)lcp. 

(12) se e somente se 3w1 E W tal que WRB,+~,  w1 então ( M ,  wl)  /= lcp. 

Como REitE2 = EEl U R,, pela definição 3.2.2, então 3wf td que wREiwr ou 

WRE~W' e (M wt)  k lcp. O que contradiz (10) e (11). 



5. Suponha, por contradigão, que existe um modelo M= (F,  V) com um mundo 

possível w E W tal que 

Então, 

(1) se e somente se VW' E W se w&+E,w1 e wREiwt então (M, w') + 9.  

Como &+EI = REI, pela definição 3.2.2, pois & é reflexiva, então k'wr E W, wREiw1 

e ( M ,  w') k cp. 
(2) se e somente se (3) (M, w) + (El)lcp. 

(3) se e somente se 3w' E W t d  que WRE~W' então (M, w') /= - p .  O que contradiz 

(1). 

6. Suponha, por contradição, que existe um modelo M= (F,  V) com um mundo 

possível w E TV tal que 

Então, 

(i)  se e somente se (3) (.M, w) k cp e (4) (M,  w) + [3]1. 

(2) se e somente se (5) (M,  w) k [Ollcp. 

De (4) temos que V a  E Act -dwr wR,wr (pela definição de 2) 



(5) se e somente se Vw E Z e como R. é reflexiva, temos que w&w, (M, w) l r p .  

O que contradiz (3). 

7. Suponha, por contradição, que existe um modelo M= (F,  V) com um mundo 

possível w E W tal que 

Então, 

(i) se e somente se (3) (M,  w) k [&L e (4) ( M ,  w) + (O) cp. 

De (3) temos que 'da E Ad d w '  w&wl (pela definição de 2). 

(4) se e somente se Vw E W, w&w , reflexividade de Ro, então (M, w) k p. 

(2) se e somente se (5) (h$, w) /# (O)-p (5) se e somente se Vw E W, w&w então 

( M ,  w) lp .  O que contradiz (4). 

8. Suponha, por contradição, que existe um modelo M= (F, V) com um mundo 

possível w E W tal que 

(i) se e somente se (3) ( M ,  w) [Ali e (4) (M,  w) $L (0)T 

(3) temos que V a  E Ad -dwl w13&w1 (pela definição de 2). 
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(4) se e somente se não existe w' tal que w&wl. O que contradiz (). 

(2) se e somente se (6)  (~44, w )  (0)T e (7) ( M ,  w )  [A] I. 

(6) se ( 8 )  w&w. 

(7) se e somente se ( M ,  w) (A)T se e somente se 

3a E Act tal que w k w '  

se e somente se w $ Z +- (w,  w )  4 h. O que contradiz (1). 

9. Suponha, por contradiqão, que existe um modelo M= (F,  V) com um mundo 

possível w E W tal que 

Então, 

(1) se e somente se (3) (JWw) k [E1 1 Ezlcp e (4) ( M ,  w )  F- [E2 I Ellcp. 

(3) se e somente se tlwi E W se W R E ~ ~ ~ W '  então ( M ,  w') cp. 

Como REilE2 = RE1pi, pela definiçáo 3.2.2, então liur' E W, WRE,~B,W' e ( M ,  

wi> I= 'P 

(4) se e somente se (5) (M, w)  (E2 I El)lrp. 

(5) se e somente se 3w' E W tal que W R E , ~ ~ , ~ '  e (M, w') k l p .  O que contraria 

(3)- 

(2) se e somente se (6)  ( M ,  w) k [E2 I 41 cp e (7) ( M ,  w )  F [E1 I E21 cp. 

(6) se e somente se tlwi t W se w ~~~~~~w~ então ( M ,  w') 1 rp. 
(7) se e somente se (8) ( M ,  w) k (E1 I E z ) ~ p -  

(8) se e somente se 3wi E W tal que W R E ~ ~ ~ ~ W ~ ,  como REI 1~~ = RE21El , pela definição 



3.2.2, e (M, w') k l c p .  O que contraria (6). 

10. Suponha, por contradição, que existe um modelo M= (F, V) com um mundo 

possível w E W tal que 

Então, 

11. Suponha, por contradição, que existe um modelo M= (F ,  V) com um mundo 

possível w E W tal que 



Então, 

( I )  se e somente se (3) ( M ,  w )  I= [O I E] y, e (4) ( M ,  w ) [Ely,. 

(3) w E W ,  se wREjow' então ( M , w l )  k y,. 

Como = RE, pela definição 3.2.2, então b'w' t W ,  wRBwf e (M,w') k p. 

(4) se e somente se (5) ( M ,  w )  J= ( E ) i y .  

(5) se e somente se 3w' E W tal que WREW', e (A4,w') J= l c p .  O que contraria (3). 

(2) se e somente se (6) ( M ,  w )  I= [E] y e (7) ( M ,  W )  [O [O E ]  y-  

(6) se e somente se YW' E W se W R ~ W '  então ( M ,  w') /= (P. 

(7) se e somente se (8) ( M ,  w )  k (O  I E)ly , .  

(8)  se e somente se 3w' t W tal que w&~Ew'. e como = RE, pela definição 

3.2.2, e ( M ,  w') k 1 y. O que contraria (5). 

12. Suponha, por contradição, que existe um modelo M= (F, V) com um mundo 

possível w E W tal que 

(i) se e somente se (3) ( M ,  w)  + [(E1 +E2> I &]v e (4) ( M ,  W )  F [(E1 I E3) + (E2 I 

E 3 ) l ~ .  
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(3) se e somente se Vwl t W se W R ( ~ , + ~ ~ ) ~ ~ W I  então ( M ,  w') p. 

Como R(E1+E211E3 = R(EIIE3)+(E21E3)I pela defkiqão 3.2.2, então se b'w' E W, 

W ~ ( E , ~ E ~ ) + ( E ~ ~ E ~ ) W '  então ( M ,  w l )  k $7. 

(4) se e somente se (5) (M,  w )  /= ((E1 [ E3) + (E2 I E3))-v. 

(5) se e somente se 3w1 E W tal que W R ~ , ~ ~ ~ ) + ( ~ ~ ~ ~ ~ ) W ~  e ( M ,  wl )  + -p. O que 

contradiz (3). 

(2) se e somente se (6) (M, w)  l= [(E1 I E3) + (E2 / & ) I  p e (7) ( M ,  w)  F [(E1 + E2) I 

E3lcp- 

(6) se e somente se VW' E W se w R p i  l E s l + ( E n l ~ s ) ~ l  então ( M ?  wl )  k (P. 

(9) se e somente se (8) ( M ,  w )  /= ((El + E2) I E3)7cp. 

(8) se e somente se 3w1 t w tal que ~ R ~ ~ ~ + ~ , ) ~ ~ ~ w ~  e como R ( ~ ~ + ~ ~ ) ~ ~ ~  = 

R(Ei IE3)+(E1 pela definição 3.2.2, e ( M ,  v') k -<p. O que contradiz (6). 

13. Suponha, por contradição, que existe um modelo sM= (F,  V) com um mundo 

possível w E W tal que 

Então, 

(1) se e somente se Vwl E W se w ~ ~ . ( E , ~ ~ , ) w '  então (M, w') k p. 

Como R~o.El)IE2 -3 IE,), pela definição 3.2.2, então yw1 t E w R ( , ~ ~ ) ~ ~ ~ ~ ~  e 

(M, 4 k $7. 

(2) se e somente se (3) ( M ,  w) ((@.EI) I E Z ) y .  



(3) se e somente se 3wJ E W tal que W R ~ , . ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~  e (M,  w') /= -p. O que contradiz 

(1). 

14. Suponha, por contradiqão, que existe um modelo M= (F,  V) com um mundo 

possível w E W tal que 

Então, 

(1) se e mmenee se (3) ( M ,  w) b [(al.El) I ( w - E z ) ] ~ ~  e (4) ( M ,  w) F [a1 -(E1 1 

a2-Ez)Iv A [a2-(a1-& I E2)Ip. 

(3) se e somente se Vwl E W se W R ( ~ ~ . E ~ ) ~ ( ~ ~ . ~ ~ ) W '  então ( M ,  w') /= v. 

Como R(oi . & ) I ( ~ ~ . E ~ )  = Rai .(EI 1o2.&)+a2.(aI .E1 , E ~ ) ,  pela definição 3.2.2,então VW' E w 

W%I.(EI 1a2.~2)+w.(ai .E1 1 ~ 2 ) ~ '  e ( M ,  w') b (o= 

(4) se e somente se (5) ( M ,  w) [ai.(El I az.Ez)]p e (6)  ( M ,  w )  p [w.(a1.E1 I 
E2)lv. 

(5) se e somente se (7) ( M ,  w) b (@,.(El 1 a2.Ez))-p. 

(7) se e somente se 3w' E W tal que w ~ ~ . ~ ~ ~ ~ ~ ~ . ~ ~ ~ w ~  e (M, wl) -9. O que 

contradiz (3). 

(6) se e somente se (8) ( M ,  w) (a2.(al.E1 I Es))-p- 

- (8) se e somente se 3w1 E W tal que W%~.( , , .E ,~E~ '  e como R(oi.~i)l(oi.~a) - 





Lema 3.4.2 : Para todas as fiímulas e todos as programas a e E tal que, 

i. Se Mk p e A4kp + y5 então A4k y5 

2. Se Mk p então Mk [a]p 

3'. Se M k p então M + [E] p 

Prova. 

1. Suponha que A$b p, h4b cp -+ y5 e M F  $. Uma vez que -++ - l((~Al$), 



segue que M 1 ~ ( c p  A +), se e somente se A4 rp A 14. Temos ta~nb6rn, por 

hipótese, que Mk cp e M b  i$, ou seja, JiZ/tj= cp A +. O que é uma contradiqão. 

Logo, M h  $. 

2. Suponha que M k  9 e h f p  [alcp. Então M/-= l [a]p,  isto é, existe um estado w 

e um estado w' tal que w&wl e M ,  w1 k l c p ,  o que contradiz a hipótese de que p 

é verdadeira em todos os estados de M ,  dklk 9. Logo, JM (alcp. 

3. S~iponha que M,!= cp e M p  [Elcp. Então existe um estado w tal que M,wi= 

~[Elcp, isto é, existe um estado w e um estado w1 tal que wl&wl e M ,  w1 k lp,  o 

que contradiz a hip6tese de que p 6 verdadeira em todos os estados de M ,  M k  cp. 

Logo, hfJ= [EIw O 

Nesta s e~ão  apresenta.remos a prova do temema da completude para a LDP-CCS 

com Composição Pâralela com Sincroniza@o. 

Considere a classe de frames F = (W, 2, R,, RE). 

Teorema 3.5.1 : Toda ,fdrmula válida na classe de frames F é u m  teorema do 

sistema de axiomas da LDP-CCS com Composição Paralela com Sincronização. 

Prova. Na prova do teorema usaremos a tkcnica do modelo canônico, isto é, con- 

struiremos um modelo canônico para a LDP-CCS com Composição Paralela com 

Sincronização e depois mostrasemos que o fiame do modelo canhico esta na classe 

F. 



O modelo canonico tem a propriedade que toda fbf a: é verdade no modelo 

canônico se e somente se ela é um teorema do sistema. 

Mostrando que o frame do modelo can6aico está na classe F,  e fazendo a válida 

em F, então a! será válida no frame do modelo canônico, e conseqüentemente, a 

será um teorema do sistema de axiomas da LDP-CCS com Composição Paralela 

com Sincronização. 

Precisamos fazer o seguinte: 

1. Construir o modelo canônico para a LDP-CCS com Composição Paralela com 

Sincronizaqão; 

2. Provm que o frame do modelo canljnico está na classe F, e para isso temos 

que provar que o frame do modelo canônico é prefixado, é de soma e é de 

composição para as relações canGnicas. 

Construiremos o modelo canônico e então provaremos dois lemas que correspon- 

dem aos itens (1) e (2) acima. O teorema 3.5.1 segue desses dois lemas. 

Definição 3.5.1 : Seja Fc= (WC, ZC, R:, R'&) um frame can0nico para a LDP-CCS 

com C ~ m p ~ s i ç ã ~  Paralela com Sincronização, onde: 

1. Wc  contém todos os conjuntos mamhais  wnsistentes sob a LDP-CCS com 

Composição Paralela com Sincronixa~ão; 

2. As  relações canônicas para w ,  w1 E WC são: 

( w e w l )  se e somente se tlp ([alp E w  então cp E w') 

( w R & ~ ' )  se e somente se tlp ([Elcp E w  entGo cp E w') 

3. Seja ZC C ?VC o conjunto dos estados tal que, 
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Definição 3.5.2 : O modelo canonico Me para a LDP-CCS com Composição Par- 

alela com Sincronização é u m  par Me= (F, V") sobre Fc, onde pam cada p E @, 

VC(p, w) = 1 se e somente se p E w. 

Lema 3.5.1 : Seja MC= (WC, R:, R&, VC) o modelo canhnico definido para a LDP- 

CCS com Composigão Paralela com Sincronização. 

i. Se '[aly E w então existe v tal que (wR3) e i c p  E v 

2. Se l[E]p E w então existe v tal que (wRLv) e l c p  E v 

Prova. 

1. Suponha l[a]cp E w. Construiremos um v tal que (wRav) e lp E v. 

Seja v' = {lp) u {fl[a]$ E w). 

Provaremos que v' é consistente. Então é suficiente tomar qualquer extensão 

maxirnal de v' corno o conjunto v. 

Entretanto, pela construqão: v é um conjunto maximal consistente tal que 

(wRiv) e -q E v, isto é, para todo $, se [a]$ E w então $ E v e l c p  E v. 

Agora é necessário provar que v' = {TV) u {$l[a]$ E w) é consistente. 

Suponha que v' é inconsistente. Então existem ... , $n tal que 



Como A ... A [u~]t,b, E w então [a]cp E w. Mas, pela hipótese, temos 

que l[a]cp E w, O que é uma contradição. Pois, w é rnaxímal consistente. Con- 

seqüentemente, v' é consistente. 

2. Feito da mesma forma do item I. 

Prova. 

1. Suponha que h, wr E ~ ~ ( ( w ~ ~ w i )  3 cp E wl) e não & o caso que [a]cp E w. 

Então dado que w é maximal consistente, l [a]p  E w. 

Mosostramos no lema 3.5.1 que se l [a ]y  E w então 3wr((wR~w') e l c p  E wr). 

Mas, pela hipótese, ~w'((wR~w') + cp E w'). 

Então temos que ~ c p  E wt e cp E wt, O que gera uma contradição, pois wt é um 

conjunto maxirnal consistente. 

Conseqüentemente, de 'fw'((w-&wt + cp E w') concluimos que [a]cp E w. 

2. Segue do mesmo modo do item anterior. O 

Lema 3.5.3 (Lema da Verdade): Para toda f6rrnula rp e todo w E WC, y, E w se 

e somente se (M", w) + p. 

Prova, Provaremos usando indução no tamanho da fórmula cp. 



H.I.: Para toda fórmula cp com I cp 1' n o lema vale. 

Provaremos que o lema vale para a base e então que ele vale para as fórmulas 

com I cp I=n+l. 

1) Base: c p = p ~ @  

(MC, w) k p se e somente se w E V(p)  (satisfatibilidade) 

se e somente se p E w (def. de modelo canônico). 

2) Conjunção: cpl A cpz 

(Mc, w) k cpi A cp2 se e somente se (MC, w) k 401 e 

(Mc, w) C= cpz (satisfatibilidade) 

se e somente se cpl E w e cp2 E w (H.1) 

se e somente se cpl A ip2 E w (maximalidade de w) 

3) Negação: 

(Me, w) k -q.? se e somente se (Mc, .w) cp (satisfatibilidade) 

+- cP e w ( H 4  

+ l c p  E w (maximdidade de w) 

4) Programa básico: [alip 

(Me, w) /= [uJp VW' ((w&wl) =+ (.Me? wt) k ip) (satisfatibilidade) 

H VW' ((w~:wr> + ip E wt) (H.1) 

++ [u]y E w (pelo lema 3.5.2). 

5) Programa composto: [E]y 



(Me, w) [E]y H MW' ((wREwl) =$ (Me, w') k (P) (satisfatibilidade) 

w Mw'(wR&wr) + cp E wl) (H.1) 

@ [E]p E w (pelo lema 3 - 5 2 ) .  

Lema 3.5.4 : Para w, w' E WC, WRZ.,W' ++ wR,; REW' 

Prova. 

(e) wR,; REW' 

Suponha NÃO W R ~ . ~ W '  ($ NÁO ([O? - E]p E w + cp E w') 

[ a .  E]y  E w e l c p  E w' (*) 

[a][E]cp E w (pelo axioma 4 e ~riaximalidade) 

Pelo lema da verdade, (Mc, w) + [a][E]cp 

se e somente se Vv, wR,v + (Mc, v) k [E19 +- Vw', uRzw1 + (M',w') /= cp 

Como wR,; REW' então (Me, w') cp + cp E wr. O que contraria (*). 

(=+) wR;.Ew' 

Sabemos que, ( a .  E)V E w e p E w' para alguma fórmula y. 

Pelo lema da verdade, (Me, w) k ( a .  E)cp e (MC, wf) k cp 

Pelo axioma 4, (Me, w) k (a)  ( E )  cp 

se e somente se 3v tal que wR,v e (Me,  v) /= (E)p  se e somente se 3u t d  que V R ~ U  

e (Me, 4 I= cp (*I 
Suponha NÃO wR,; REwJ; então 

NÁO 3r(wR,r A TR~w' ) .  O que contrana (*). 17 

Lema 3.5.5 : Para w, wf E We, WR'&+~~W'  9 w(RE~ U RE~)w'.  



Prova. 

(e) Suponha w (REI U RE2)wt e NÃO W R ' & + ~ ~ W ' .  

NAO ([E, + ~ ~ ] p  + (P E w') 

[E,+ &](a E w  e l r p  E wt (") 

Pelo axioma 5, [E& A [E2]p E w 

Pelo Lema da Verdade, (Me, w) [El]rp A [Ez]p  se e somente se 

(Me,  w)  [E& e (Me,  w )  k [E& se e somente se 

tíZI, wRav + (MC, v )  p  e Vv, wRE2v + ( M C , v )  k p 

vv ,  w(R.EI U RB& =+ (Me ,  v )  k (P- 

Como w (I&, U R E ~ ) W I  então (Me,  w') cp se e somente se 

cp E w'. O que contradiz (*). 

(+) W R & ~ + ~ ~ W '  e NÁO w(RE~ u RE~)w'. 

NÃO W R ~ ~ W '  e N A 0  WR'&W' Se e somente se existe (P tal que [El]p t w e p w' 

e existe $J tal que [E2]$ E w e $J Jtr W' 

[Ellrp A [E,]$ E w e P # wt e $ @ wt * 
[ & ] ( ( P v $ ) A [ E z ] ( ~ v $ )  E w e -(P E wr e $  E w' . 

se e somente se [& + E2](p V $) E w e ( l p  A -i$> E w' e ' ( 9  V $) E w' (*) 

se e somente se pelo Lema da Verdade, (Mc,  w )  k [El + Ez](rp V $). 

se e somente se Yw, wRE,+~,v +- (MC,  v )  i= (P V $. 

Como WR&,+,,W' então (Me, w') /= (P v li>. 

Se e somente se p V $J E w' . O que contradiz (*). 

Lema 3.5.6 : Pura w,wt E We, w@+~,w' * w&,wt. 



(e) Suponha wR%,w' e NÃO W & + ~ ~ W ' .  

Se e somente se NÁO ([O + Ei]íp =$- cp E wf).  

Se e somente se [O i- &]rp  E w e l í p  E w. (*) 

Pelo axioma 6, [El]cp. 

Pelo Lema da Verdade, ( M c ,  w) [E& 

Se e somente se h, wRC,,v =+ ( M C , u )  /= cp. 

Como wR&,w' entáo (Mc, w') + íp se e somente se p E wJ. O que contradiz (*). 

(+) Suponha wl3g++,,w1 e NÁO wR&,wf. 

Se e somente se 3y tal que [Ellíp E w e p 6 w. (*) 

Pelo Lema da Verdade, (Mc ,  w) [O + E&. 

Se e somente se Vu, wR:+,,v +- ( M C , v )  k cp. 

Como WR~+,,W~ entáo (Me,  w') + rp  se e somente se y E w'. O que contradiz (*). 

0 

Lema 3.5,'P : V a  E Act e Vw (w E ZC H 73w1,  w&wl). 

Prova. 

(+) Suponha que w E ZC. 

Suponha que existe uma acão a E Act tal que w13,w1. 

Pela definição de Zc, [A]I E w para alguma cp. 

Pelo axioma 7, [Ali E w e pelo lema da verdade, (Mc,  w) [&L, V a  E Act, a, 

a # O e VW' tal cpe w%wl, (Me, wl) 1. O que é um absurdo. Logo, +a E Act 

tal que wI3,wfe w E ZC. 

(e) Suponha que -13w1w&wi se e somente se para toda cp 



[a]p t w e cp $ w', em particular vale para 1 

[a]L para qualquer a. Logo, 

[al]l A [%]L A A [am]L E w se e somente se 

[A~L E w e portanto zu E ZC. 

Lema 3.5.8 : R,C C Z x S. 

Prova. 

Suponha xRgy ++ Vcp cp E y 3 (0)p E x 

T E 3, logo (0)T E x e 

pelo axioma 9, [AI1 E x, logo x E Z 

pelo axioma 7, (0)[A]l E x e 

pelo axioma 8, [O] [A] l  E x e 

pelo lema da verdade, (Mc, x) [0][Â]1 se e somente se 

Vz se x&z + (Mc, z) C [AI1 

como xROy então ((Mc, y) [ Â ] l  e 

pelo lema da verdade, [AI1 E I/. Logo, 2 E Z. 

Lema 3.5.9 : 4 é reflerçiva. 

Prova.: 

Suponha que R; nâo é reflexiva. Então para algum x, l(z@jx). 

xR,Cy se e somente se V q  (g E =+ (0)cp E x. 

3p tal que r p ~  x e ~ ( 0 ) p  E x. (*) 

Como x E Z (por 4) entáo [A11 E x. 

Pelo axioma 7, se (0)q E x. O que contraria (*) . 



Lema 3.5.10 : & é funcional. 

Prova. 

Suponha que I& não é funcional, como & é reflexiva para algum x e y. 

x&x e x&y e z # y. 

(I) 'dcp z&x se e somente se [O]p E x + cp E x. 

(2) V$ xRoy se e somente se $ E y 3 (O)$ E x. 

De (3) x # yi e ambos são conjuntos rnaxirnais consistentes, logo para alguma fórmula 

(4) 0 E y e 6 4 x 4 E x. (*) 

De (4) e (2) (O)@ E x, como por 4, h$ C Z x Z 

x E S e portanto, [Â]l E x e [Ali A (O)@ E x e pelo axioma 8, 

=+ [O]@ E x, de (I), 6 E x. O que contraria (*). 

Lema 3.5.11 : R. = ((x, x) I x E 2) 

Prova. 

De 4 sabemos que & Ç Z x Z, falta mostrar que x E 2 + x h x .  
Suponha que x t Z (1) e NÁO x&x (2). 

(1) * [AI1 E x,3v [Olcp E e cp $ x (*) 

pelo axioma 7, i- [Ali + (iv + (O)-cp) 

i- [AI1 + ([o19 + cp) 

I- [A11 A (0195 -+ w 

de (1) e (2) [&L A [O)p E x e pelo axioma 7, cp E x. O que contraria (*). 0 

Prova. 

(r) Suponha WRB, ,,, w' e NÃO WR'& ,,, w' . 
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Se e somente se NÃO ([El / E2]y E w + p E w'). 

Se e somente se [El [ &]cp E w e -icp E w'. (") 

Pelo axioma 10, [E2 I El]cp t w . 

Pelo Lema da Verdade, (Mc, w )  i= [E2 ] E& 

Se e somente se Vv E Wc, WR&,,~~V =+ ( M C , v )  <P 

Como W R ~ , ~ ~ ,  w' então (MC, w J )  j= p. O que contradiz (*) . 

(+) Suponha WR&,,~,W' e NÁO WR&~,,,W'. 

Se e somente se 3cp tal que [E2 I E& E w e (o $ w'. 

Se e somente se [El / Ez]p  E w e -9 $ wl.(*) 

Pelo Lema da Verdade, (Me,  w )  [E2 I E& 

Se e somente se Vv, W ~ ~ , , , V  + (Me, v )  (o. 

Como W R ~ , , ~ , W '  então (Me, w') i= p. 

Se e somente se cp E w' . O que contradiz ("). 

lerna 3.5.13 : para w, w1 E wC, W E ( ~ , ~ ~ , ) , ~ ,  W' H wE~11(E212&1w' 

Prova. 

w R f ~ l f ~ ) C F ; ;  w' e NÁO w ~ ~ ~ ~ ( , ~ , ~ ~ ) w ' .  

Se e somente se NÃO ([El I (E, 1 E3)]<p t w =+ <p E w'). 

Se e somente se [El I (& I E3)]<p t w e -<p E w'. (*) 

Pelo axioma 11, [El I (E2 I E3)]p E w . 

Pelo Lema da Verdade, (Mc, w )  i= [El I (E2 I E3)]cp 

Se e somente se Vv E WC, wR~l l~B , lE3 ,v  + ( M c , v )  <p 

Como W R E , ~ ( ~ , ~ ~ ~ ) W '  então (MC,  w f )  /= v. O que contradiz (*). 



(*I suponha wRfi l  1 ~ 3 )  w' e NÁO W R ~ ~ , ~ ~ ~ ) ~ ~ ~ W ~ .  

Se e somente se 3 2  tal que [(El ( &) I &]v E w e p 4 w'. 

Se e somente se [(E1 I &) 1 E3]cp E w e l c p  6 wl.(*) 

Felo Lema da Verdade, (Me ,  w )  [(E1 I E,) I &]cp 

Se e somente se Vv, w R ~ ~ , ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ v  + (Mc,  v )  E v. 

Chno w R ~ E , ~ E ~ ) ~ E ~  w' então (me, w') cp. 

Se e somente se cp E w'. O que contradiz (*). 

Lema 3.5.14 : Para w,  w' t Wc, WR&W' # WRLW'. 

Prova. 

(e) Suponha w ~ ~ w '  e NÃO w ~ ~ ~ ~ w ' .  

Se e somente se NÃO ( [E I 01p E w =+- p t wi) .  

Se e somente se [E I Olcp E w e Icp E wl. (*) 

Felo axioma 12, [E]p E w . 

Pelo Lema da Verdade, ( M C ,  w )  [E]y .  

Se e somente se Vv E WC, wR&v =+- ( M " ,  v )  k cp 

Como wREwr entâo (MC,  w') /= rp. O que contradiz (*). 

(+) Suponha WRE,,,W' e NÁO WR'&W'. 

Se e somente se 39 tal que [E]p E w e cp 4 w' 

Se e somente se [Elp E w e -p $ wl.(*) 

Pelo Lema da Verdade, (Me,  w )  k [E]p 

Se e somente se Vv, wR&v 3 ( M c , v )  p. 

Como WR'&,,W' então (Me,  w') rp. 

Se e somente se E w' . O que contradiz (*). 



Prova. 

(+) /E3)+(E2 /E3) w' e NÃO 

Se e somente se NÃO ([(El + E2) 1 E3]p E w + ip E wl). 

Se e somente se [(Ei + I&) 1 E3]p E w e -p E w'. (*) 

Pelo axioma 13, [(E1 I E3) + (E2 I E3)]p E w. 

Pelo Lema da Verdade, (Me, w )  [(E1 1 E3) + (E2 ] E3)]ip 

Se e somente se Vv E WC7 w R ~ ~ ~ ~ ~ ~ ) + ( ~ , ~ ~ ~ ) v  + (MC, v) 'F <p 

Como W R ~ ~ , / E , ) + ( E ~ ~ ~ , )  w' então (MC, w') + (o. O que contradiz (*). 

(*) w R ~ ~ , + ~ ~ ) / ~ s  W' e N Á ~  w ~ ~ E 1  IE3)+(E2 ]E3) w'. 

Se e somente se 3p tal qm [(El + &) I &]cp E w e $ wl .  

Se e somente se [(El + Ez) E3]p E w e -v @ wr.(*) 

Pelo Lema da Verdade, (Me, w )  /= [(El 4- E2) I E3]q 

Se e somente se Vv E Wc, w . ~ Z ~ ~ ~ + ~ ~ ) ~ ~  u + (Mc,v) ip. 

Como w R ~ ~ 1 1 ~ 2 ) I ~ 3  W I  então (Me, w') <p. 

Se e somente se cp E w'. O que contradiz (*). 

Prova. 

Suponha w%.(E~~&)wI e NÃO W R ( ~ . E ~ ) ~ ~ W ' .  

Se e somente se 3p tal que [(a.Ei) / &]<p E w e p @ w'. 

Se e somente se [(a.El) / E2]p E w e E w'. (*) 

Pelo Lema da Verdade, (Mc, w )  [(@.El) 1 E2]p. 



Se e somente se Vv E We, w R ~ . ( E ~ ~ ~ ) v  3 , (.Me, V )  k V .  

Como W R ~ . ( ~ ~ ~ ~ ~ ) W '  então (Me,  w') + ip. 

Se e somente se (F E w' . O que contradiz ("). 

Prova. 

(e) Suponha W-&I .(E, ia2.B2)+a2.[al .E1 I E 2 ) ~ '  e NA0 W R ( ~ ~ E ~ ) ~ ( ~ ~  .E2)w1 

Se e somente se NÃO ([(al .El)  I (a2.E2)]p E w + p E w'). 

Se e somente se [(al.El) I (a2. E2)]p E w e 19 E w' . (") 

Pelo axioma 15, [al.(El I %.E2)Jp h [a2.(al.El I E2)]p.  

Pelo Lema da Verdade, (Mc,  w )  /= [al. (El  I a2-E2)]p h [a2. (a1.& I Ez)]p .  

Se e se vv E W", wRa, .(EI/az.~2)+az.(ar .E~I&)v * (Me7 v )  p- 

Como w R a l . ( ~ ~  Ja2.E2)+a2.(al .El 1E2) w1 então ( M ~ ,  w') p= O que contradiz (*). 

(J) Suponha wR(a1 -EI)J (522. ~ 2 )  w1 e w~al . (El  la2.E2)+a2.(al .ElIE2)w1 

Se e somente se 3 p  tal que [al. (El / a2. E2)]<p A [a2. (al .El 1 E2)]<p E w e -p E w' 

Se e somente se [al.(El / w2.E2)]pA [a2.(al.El I Ez)]ip é w e ~ < p  E w'. (*) 

Pelo Lema da Verdade, (Me, w )  k [al. (El  I a2.E2)]p h [a2.(a1 .El I E2)]p 

Se e somente se '#v E Wc, w R ( ~ ~ . ~ ~ ) ~ ( ~ ~ . ~ ~ v  +- (Me1 V )  k p. 

Como ~ ~ ( a ~ . E i ) ~ ( a 2 . E 2 ) ~ '  então (Me,  w')  

Se e somente se cp E w'. O que contradiz (*). 





.6 Adicionando 

Definição 3.6.1 : A linguagem LDP-CCS com Composi~Zo Paralela com 

Sineronizaqã;o e Restriqão é definida usando os mesmos simbolos e operadores 

da definição 3.21 com o acréscimo do operador CCSr \. 

D&niqão 3.6.2 : U m  &ame para a LDP-CCS com Composição com Sin- 

cronização e Restrição é T =(W, Z,  R,, RE), onde: 

TV é um conjunto não vazio de estados; 

Z é um conjunto de estados finais, Z 2 W ,  onde 

R, é uma relação binária para cada programa básico a ; 

RE é uma relação binária para cada programa composto E, onde: 



Definiçiio 3.6.3 : Um modelo para a LDP-CCS com Composição Paralela com 

Sincronização e Restri~ão é M =(W Z, EZ,, RE, V ) ,  onde V é uma função valoração 

mapeando simbolos proposicionais em  subconjuntos de W .  

Definiqão 3.6-4 : Seja JU =(TV, Z, R,, RE, V )  u m  modelo e w E W .  Definimos a 

noção de satisfaqã~ de uma fdrmula p num modelo A4 em u m  estado w, (M,w) b 

y, como segue: 

1. (M,w) b p se e somente se p E V ( p ) .  

2. (M,w) /= I se e somente se w Sf W .  

3. (M,w) -9 se e somente se (M,w) y. 



5. (M,w) b [Kl rp  se e somente se tiuil E W e V a  E t, se w ~ ~ w '  então 

(M,wl) i= rp' 

6. (M,w) [E)p se e somente se VUI' E TV, se W R ~ W '  então (M,w') /= rp. 

Se (M,w) i= cp para todo estado w, dizemos que p é vdido no modelo M ,  

M k  p. E se p é válida em todos os modelos M ,  dizemos que rp é válida, rp. 



Regras de Inferência: 

Siibstituição Uniforme: 

Moduç Ponens: 

Generalização: 



Considere um frame F = (TV, 2, R,, RE) , onde as relaqões R, e RE, são descritas na 

definição 3.6.2. Seja M um modelo para F. 

Teorema 3.6.1 : Todo teorema do Esquema de Axiomas é válido na classe de 

frurnes F . 

Prova. Temos que provar que: 

e Todo axioma do Esquema de Axiomas é válido na classe de frames F. 

s A s  regras de inferência preservam validade na classe de fi-ames F. 

Lema 3.6.1 : Para todas as f h u l a s  e todos os programas: 



1. Idem prova 1. do lema 3.4.1. 

2. Idem prova 2. do lema 3.4.1. 

3. Suponha, por contradição, que existe um modelo M= (F,  V) com um mundo 

possível w E W tal que 

Então, 
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(1) v 4 7  4 [(a! . E )  \ L19 + [a] [E \ LI97 se a 4 L ou 

(2) (-w 4 F b I [ E  \ LI9 -+ [(a E )  \ LI9, se a # L 

(1) se e somente se (3) ( M ,  w )  i= [(a E)  \ LI9 e (4) (Jw w )  tf. bIP \ LIY- 

(3) se e somente se VW', wt' E W se W R ~ ~ ~ ) \ ~ W ' I ,  se a. L? então ( M ,  w") 9. 

Como R(o.E)\L = R&; RE\=? pela dehição 3.6.2, então se 'dwtl E W, w Ra; R ~ \ ~ W ' '  

então ( M ,  wt') + cp. 

(4) se e somente se (5) M ,  w /== (a) ( E  \ L)icp. 

(5) se e somente se 3w1, wtJ t W tal que w&wl e wl~E\Lwn , então ( M ,  w") /= -9. 

Então existe um w" t W tal que wR,; R~\J,w" e ( M ,  w") k -v. O que contradiz 

(3). 

OU (2) se e somente se (6) ( M ,  w)  k [a][E \ L]cp e ('7) ( M ,  w )  [(a . E)  \ L]y .  

(6) se e somente se VW', tut E W se w%w1 e w ' R ~ ~ ~ w " ,  então ( M ,  wtt ) /= v. 

Como R,; RE\L = Rca.E)\Li pela definição 3.6.2, então se VW' E W, wR,; RE\LW" 

então ( M ,  wl') k cp. 

(7) se e somente se (8) ( M ,  w )  k ((a! E)  \ L) i c p .  

(8) se e somente se 3w1, w" E W tal que w ~ ( , . ~ ) \ ~ w " ,  então ( M ,  w") -p. O que 

contradiz (6). 

4. Suponha, por contradição, que existe um modelo J24= (F,  V) com um mundo 

possível w E W tal que 

Então, 



(1) se e xmente se (3) (M,  w) k [(E1 S.%) \L]p e (4) (M,  w) p [El \L]YA [E2 \ q p -  

(3) se e somente se VW' E W se WR(E~+B~)\LW' então ( M ,  w') + (P. 

Como R p l + ~ 2 ) \ L  = RE~\L URE~\L, pela definição 3.6.2, então VW' E W se WRE,\~W' 

ou então (M, w') + p. 

(4) se e somente se (5) (M,  w) /= (E, \ L )  l c p  ou (6) (M,  w ) k (E2 \ L )  l c p .  

(5) se e somente se 3w' t W tal que W R E ~ ~ ~ W '  e (M, w') + l p .  O que contradiz 

(3). Ou 

(6) se e somente se 3wf t W tal que WRE~\LW' e (M, w') lp .  O que contradiz 

(3). 

ou (2) se e somente se (7) ( M ,  w) j== [E1 \ L](F A [E2 \ L ] p  e (8) (M, w) 

[(E1 + E2) \ LIP 

(7) se e somente se (9) ( M ,  w) + [El \ L] p e (10) ( M ,  w) ,!= [E2 \ L] p. 

( 9 )  se e somente se VW' E W se WRE~\LW' então (M, w') /= p e 

(10) se e somente se VW' E W se WRB~\LW' então (M, w') /= (F. 

(8) se e somente se (11) (M,  w k) ((E1 3- Ez) \ L ) - p .  

(11) se e somente se 3w1 E W tal que W R ( E ~ + ~ ~ ) \ ~ W '  então (M, w') i p .  Como 

R(Ei+E2)\L = R E r \ ~  U REz \~ ,  pela definição 3.6.2, então 3w' tal que w&,wt ou 

W R ~ ~ W '  e (M,  '(L'') l p .  O que contradiz (9) e (10). 

5. Suponha, por contradição, que existe um modelo M= (F ,  V) com um mundo 

possível w E W tal que 

Então, 



(2) ( M ?  w) E \ Llv 

(1) se e somente seb'w' t W se wRp+glI \~w'  então ( M ,  w') k y. 

Como R(OtEI)\L = REI\L, pela definição 3.6.2, pois & 6 reflexiva, então b'w' E 

W>WRE:\LWI e ( M ,  w') k v- 
(2) se e somente se (3) ( M ,  w) /= (El \ L ) l y .  

(3) se e somente se 3wr t W tal que W R ~ ~ I , ~ W '  e (M, w') k -97. O que contraria 

6. Idem prova 6. do lema 3.4.1. 

7. Idem prova 7. do lema 3.4.1. 

8. Idem prova 8. do lema 3.4.1. 

9. Idem prova 9. do tema 3.4.1. 

10. Suponha, por contradição, que exist 

possível w E W tal que 

;e um modelo M= (F, V) com um mundo 

I =w \ Llcp 

(1) se e somente se (3) ( M ,  w) /= [(G I Ez) \ 4 ip e (4) ( M ,  w) F [(E2 I 8 )  \ L] v. 

(3) se e somente se VW' E W se W R ( ~ , ~ ~ ~ ) \ ~ W '  então (M, wl) v.(*) 

Como R(Ei IE2)\L = R(E21Ei)\L , pela definição 3.6.2, então b'w' E W, w R(E~  I E i ) \ ~ ~ '  e 

(M, w') /= v- 
(4) se e somente se (5) (M, w) /= ((Ez I E r )  \ L ) l p  
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(5) se e somente se 3w1 t W tal que ~ R ~ ~ , ~ ~ ~ ~ \ ~ w '  e (M, w') + -(o. O que contraiia 

(2) se e somente se (6) ( M ,  w)  I= [(Ez I Ei) \ L ] y  e (7) ( M ,  w)  k [(E1 1 Ez) \ Llcp. 

(6) se e somente se Vwf E W se W R ~ ~ ~ ~ ~ ) \ L W '  entiio ( M 7  wl)  p.(**) 

(7) se e somente se (8) M, w ((El  I E2) \ L) i p .  

(8) se e somente se 3w' E W tal que WR[E, l~ , ) \~w' , ,  como R E l I ~ 2  = R E ~ ~ E ~ ,  pela 

definição 3.6.2, e ( M ,  w') l y .  O que contraria (**). 

11. Suponha, por contradição, que existe um modelo M= (F,  V) com um mundo 

possível w E T/V tal que 

( M 7 4  F [((E1 I E2) I E,) \ Llcp [(E1 I (% I E311 \ Llcp 



12. Suponha, por contradição, que existe um modelo M= (F,  V) com um mundo 

possível w E W  tal que 

Então, 

(1) se e somente se (3) (JW w) l= [ (O  I E)  \ Llv e (4) (M7 W )  ttl [E \ LIv 

(3) se e somente se w E W, se w R ~ ~ p ) \ ~ w ~  então (M,w') v.(*) 
Como R(OIE)\L = RE\I, pela definiçiio 3.6.2, então VW' E W ,  w&\~w' e (M,w') I= 
v- 
(4) se e somente se (5) ( M ,  w) k (E \ L)lcp. 

(5) se e somente se 3w1 E W tal que W R E \ L ~ ' ,  e (M,w') k l p .  O que contraria 

(*>. 

(2)  se e somente se (6) ( M ,  w) k [E \ L] y e (7) ( M ,  w) [ (O  I E )  \ L]v. 

(6)  se e somente se 'dw' E W se w RE\LW' então ( M ,  w') cp. (**) 



(7) se e somente se (8) ( M ,  w) /== ( (O  I E) \ L ) l p .  

( 8 )  se e somente se 3w' E W tal que = REiLi pela definição 3.6.2, então 

~ R ( ~ ~ E ) \ L W '  e ( M ,  w') ;.p- O que contraria (**). 

13. Suponha, por contradiqão, que existe um modelo A4= (T, V) com um mundo 

possível w E W tal que 

Então 



14. Suponha, por contradição, que existe um modelo M= (F ,  V) com um mundo 

possível w E W tal que 

Então, 

(1) se e somente se '#wlur' t W se w ,R2))\Lwt então (M, w') /= p. (*) 

Como R((a.Ei)IEz)\L _3 a . l l E ,  pela definição 3.6.2, então VW' E 

W, WR((~.E,)/E~)\IW' e (M, w') I== 0. 

(2) se e somente se (3) M, w j= (((a.El) 1 E2) \ L)-v. 

(3) se e somente se 3w' t W tal que w ~ ~ ( , . ~ , ) ~ ~ ~ ) \ ~ w '  e (M, w') ,!= -v. O que 

contradiz (") . 

15. Suponha, por ccmtradi#io, que existe rim modelo M= (F,  V) com um mundo 

possível w E W tal que 

Então, 



(1) se e somente se Vw' E W se w ~ ( ( ~ . E , ) ~ ~ ~ y , ~ w ' ,  se a t L, então (M, w') I= yi. (*) 

Como R((a.EI)IE2)\L = R<OIE2)\L, se a E L, pela definição 3.6.2, então Vw' E 

W ,  ~R(O,E,)\L~' e (.M, w') I= v- 
(2) se e somente se (3) (M, w) + ((O I E2) \ L)lcp. 

(3) se e somente se 3w' t W tal que W R < ~ ~ ~ ~ ) \ ~  W' e (M,  w') -v. O que contradiz 

(*>= 

16. Suponha, por eontradição, que existe um modelo .M= (F ,  V) com um mundo 

possível w E W tal que 

Então, 



(5) se e somente se (7) ( M ,  w) ((al.(El I a2.E~)) \ L ) l p .  

(7) se e somente se 3w' E W tal que WR~,,~(E~~~~.E~~~\LW' e ( M ,  w') k -v. O que 

contradiz (*) . 

(6) se e somente se (8) ( M ,  w) + ((az. (a1 .E1 I E2)) \ L)  l p .  

(8 )  se e somente se 3w' E w  ta^ que WR(~~.(U~.E~~E~))\LW' e ( M ,  w') l p .  O que 

contradiz (*) . 

17. Suponha, por contradi~ão, que existe nm modelo M= (F,  V) com um mundo 

possível w E W tal que 

Então, 



(2 )  se e somente se (6) ( M ,  w) k [(a. (E1 [ E- E2)) \ L]cp A [(a. (a. El I Ez)) \ L] cp A 

b ( E 1  I E2)) \ e (7) (M7 w) I+ [((a.E1) I ( ~ 3 2 ) )  \ Llcp. 

(6 )  se e somente se Ywl E W se W R ~ ~ . ( E ~ ~ Y E , ) + E . ~ ~ . E ~ ~ E ~ ) + ~ . ( E ~ ~ E ~ ~ ) ~ ~ ~ '  então ( M ,  

wl) I= io- (""1 
(7) se e somente se (8) ( M ,  w) f= (((a.El) I (&.E2)) \ L)lcp. 

(8) se e somente se 3wf tal que wR{((a.E1)I(ZE2)))\& e como R(((a.E1)l(Z.E2)))\I, = 

R(,.(,, ~EE~)+CT.(~.E~ I&)+~.(E~ I ~ 2 ) ) \ ~ ,  pela definição 3.6.2, então (M, wl)  k ~ c p .  O que 

contraria (**) . 



18. Suponha, por contradição, que existe um modelo M= (3, V) com um mundo 

possível w E W tal que 

Ent ão 

(1) se e somente se (3) (M, w) L') [(a.E) \ L] cp e (4) ( M ,  w) [O] (B. 

(3) se e somente se $wr E W tal que WR(=.~)\~W',  se w E L e pela definição 3.6.2, 

R.(cr.E)\L = h$, se a E L e como & é reflexiva temos que (M, w) L') cp. (*) 

(4) se e somente se (5) (M , w) L') (O) i c p  

(5) se e somente se 'dw E W se w&w então ( M ,  w) 1 ~ c p .  O que contradiz (*). 

(2) se e somente se (6) (M, w) L') [O]p e (7) ( M ,  w) /& f (a!.E) \ L] (B, se a E L 

(6) se e somente se Vw E W se w&w então (M,  w) k cp. (*) 

(7) se e somente se (8) (M,  w) k ((a!.E) \ L)icp, se a! E L. 

(8) se e somente se $UI' t W tal que W R [ ~ . ~ ) \ ~ W ' ,  se Q t L e pela definição 3.6.2, 

R(a.E)\L = RO, se a! E L e como & é reflexiva temos que (m, w) l c p .  0 que 

contradiz (*) . 

19. Suponha, por contradiqão, que existe um modelo M= (F, V) com um mundo 

possível w E W tal que 

(-W w) F [((a.&) I (g=E2)) \ L](P [7.(& I E2)]p, se a, E L 

Então 
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Lema 3 - 6 2  : Para todas as fbrmztlas e todos os prqrarnas a! e E tal que, 



2. Se M k  p então M/= [a]y 

3. Se M k  q então J U ~  [Ely 

Prova.: Idem prova do lema 3.4.2. 

Nesta seção apresentaremos a prova do teorema da completude para a LDP-CCS 

com Composigão Paralela com Sincronização e Restrição. 

Considere a classe de frames F = (W, 2, R,, RE). 

Teorema 3.6.2 : Toda f h u l a  válida na classe de jrarnes F é u m  teorema do 

sistema de axiomas da LDP-CCS com Compos;tCão Paralela com Sincronização e 

Restrição. 

Prova. Na prova do teorema usaremos a técnica do modelo canonico, isto é, con- 

struiremos um modelo canônico para a LDP-CCS com Composigão Paralela com 

§incroniza@io e Restrição e depois mostraremos que o frame do modelo canônico 

esta na classe F. 

O modelo canonico tem a propriedade que toda fbf a: S verdade no modelo 

canônico se e somente se ela i um teorema do sistema. 

Mostrando que o frame do modelo canlinico está na classe F, e fazendo a válida 

em F ,  então a será válida no frame do modelo canônico, e conseqüentemente, a 

será um teorema do sistema de axiomas da LDP-CCS com Composição Paralela. 

com Sincronizaqão e Restrição. 

Precisamos fazer o seguinte: 



1. Construir o modelo can6nico para a LDP-CCS com Composição Paralela com 

Sincronização e Restrição; 

2. Provar que o frame do modelo canônico está na classe F, e para isso temos que 

provar que o frame do modelo canônico é prefixado, é de soma, é de composição 

e é de restrição para a relações canônicas. 

Construiremos o modelo canônico e então provaremos dois lemas que correspon- 

dem aos itens (1) e (2) acima. o teorema 3.6.2 segue desses dois lemas. 

Definição 3.6.5 : Seja FC= (WC, Z", R:, R&,) gm frame canonico para a LDP- 

CCS com Composição Pa.ralela com Sincroni-xação e Restrição, onde: 

i. WC contém todos os conjuntos maximais consistentes sob a LDP-CCS com 

Composiçã~ Paralela com Sincronização e Restrição; 

2. As  rela~6es canonicas para w ,  w' E WC são: 

(WRUW') se e somente se 'dw, w' ([Kly E w então p E w')  

( w ~ g w ' )  se e somente se h, w1 ([Ely E w então y E w l )  

3. Seja 2" C WC o conjunto dos estados tal que, 

Definição 3.6.6 : 8 modelo can6nico MC para a LDP-CCS com Composição Par- 

alela com Sincronização e Restrição é u m  par MC= (F, V C )  sobre Fc, onde para 

cada p E a, VC(p, w)  = 1 se e somente se p E w .  

Lema 3.6.3 : Seja Me= (W", R:, R&, V")  o modelo canonico definido para a LDP- 

CCS  com Composição Paralela com Sincronização e Restrição. 
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i. Se l[M]cp E w então existe v tal que ((wRkv e ~ c p  E v) 

2. Se i[E]cp E w então miste v tal que (wR&v e l c p  E v )  

Prova. Idem prova do Lema 3.5.1. 

Lema 3.6.4 : 

I .  Se 'dw, w' E W~((WR:W') 3 (o E w') então [K] p E w. 

2. % 'dw,wi E W~( (WR&W')  =2- [F E w') então [Elcp E w. 

Prova. 

1. Suponha que Vw, W' E W~((WR:W')  +- cp E w') e não é O caso que [alcp E w. 

Então dado que w 4 maximal consistente, l[a]cp E w. 

Mostramos no lema 3.5.1 que se l[a]<p E w então 3wr( (wR~w' )  e l c p  E wi).  

Mas, pela hipótese, tlw'((wR;w1) 3 cp E w')  . 

Então temos que i c p  E w' e cp E w', o que gera uma contradição, pois w' é um 

conjunto maximal consistente. 

Conseqiientemente, de 'dw' ( (w R",' rp E w') concluhos que [alcp E w. 

2. Suponha que Vw, w' E l V ( ( w R ~ w i ) j  (a E w') e não é o caso que mcp E w. 

Então dado que w é maximal consistente, i[E]cp E w. 

Mostramos no lema 3.5.1 que se -~[E]cp E w então 3w' ( (w~&w' )  e l c p  E w'). 

Mas, pela hipótese, t l w t ( ( w ~ & w i )  +- cp E w'). 

Então temos que -9 E w' e cp E w', o que gera uma contradição, pois w' é um 

conjunto maximal consistente. 

Conseqiientemente, de 'dwi ((wR5wi +- p E wi) concluímos que [EJp E w. O 



Lema 3.6.5 (Lema da Verdade): Para toda f h d a  cp e todo w E WC, p E w 

se e somente se (Me, W) + (p. 

Prova. Idem prova do Lema 3.5.3. 

Lema 3.6.6 : Para wRT,.~\& w' O wRC,; l?&\,wt. 

Prova. 

(+=) wRz; R&\,w' 

Suponha NÁO W R & ~ , \ ~ W '  d N&U ([(a E )  \ L]cp E w + cp t w') 

[(a - E) \ L](p E w e ---lcp E w' (*) 

H [a][E \ L]p E w (pelo axioma 4 e maximalidade) 

Pelo Lema da Verdade, (Mc, w) k [a] [E \ L] cp 

se e somente se Vv, wRav + (Mc, v) k [E \ L]p  +- ywr, UR&,W' + (MC,w') k p 

Como WR:; R&,wt então (Me, wt) k p e ip E wf. O que contraria (*). 

(*) WR(~E)\LW~ 

Sabemos que, ( (a  - E) \ L)p  E w e (p E wr para alguma fórmula p. 

Pelo Lema da Verdade, (Me, w) k ((a E) \ L)p  e (MC, wt) != cp 

Pelo axioma 4, (MC, w) (a) (E \ L ) p  

se e somente se 3v tal que wR:v e (Mc, v) ( E  \ L)p  se e somente se 3u tal que 

v%. e (Jw 4 I= P (*) 

Suponha NAU wRa; R&\,w', então 

NÃO 3r (wRgr A rJZ&wt). O que contraria (*). 0 

Prova. 

(e) Suponha W(R&~\, U R&\,)w' e NÃO w~f~,+,,)\,w'. 
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NA0 ([(E1 i- E2) \ LIp =+ E w') 

[(E1 i- Ez) \ Llp E w e 1p  E w' (*) 

Pelo axioma 5, [E1 \ L] p A [E2 \ L ] i p  E w  

Pelo Lema da Verdade, (Mc, w )  k [El \ L1y r\ [E2 \ L]rp se e somente se 

(Me ,  w )  [E1 \ L ] p  e (MC,  w )  k [& \ L]p  se e somente se 

(*I wRbl+~2)\~ W' e NÃO w ( R ~ ~ \ ~  u R ~ ~ \ ~ ) w ' .  

NÃO W R ~ ~ \ ~ W '  e NÃO WRE,\,W' Se e somente se existe V tal que [ E ~  \ ~ ] < p  E w  e 

p $ w' e existe $ tal que [E2\ L]$ E w e $ # w1 

[E1 \ L ] ~ A  [&\L]$ E w e rp  $ w J  e ?b # w '  * 
[ E ~ \ L ] ( ~ v $ ) A [ E ~ \ L ] ( ~ v $ )  E w e l v  t w' e l $  E w1 . 

se e somente se [(El + E2) \ Y ( y  V $) t w e ( l p  A l$) E w' e ~ ( p  V $) E w' (*) 

se e somente se pelo Lema da Verdade, (Mc, w )  + [(E1 i- E2) \ L ] ( p  V $). 

se e somente se Vu, w R F ~ ~ + ~ ~ ~ \ ~ v  + (Me,  v )  /= ip  V $. 

Chno w R b l + ~ 2 ) \ ~  w então (Mc, w') + p  V $. 

Se e somente se ip V $ E w'. O que contradiz (*). 



Se e somente se [(El [ E2) \ L]rp E w e E wJ.  (*) 

Pelo axioma 11, [(E2 I El)  \ L](P E w . 

Pelo Lema da Verdade, (Me, w )  + [(Ez I El )  \ L]rp 

Se e somente se Vv E WC, w R ~ ~ ~ ~ ~ ~ ) \ ~ v  + (MC, v )  rp 

Como W R ( ~ ~ ~ ~ ~ ) \ ~ W '  então (Me, wr) w. O que contradiz (*). 

(*) w R?& !E~)\L w' e NÁO w ~ ~ ~ , ~ , , ) \ ~ w ' .  

Se e somente se 3y tal que [(E2 ( El) \ L ] p  E w e p  4 w'. 

Se e somente se [(El I &) \ L](P E w e i r p  4 wr.(*) 

Pelo Lema da Verdade, (Me, w ) + [(E2 I El )  \ L] p  

Se e somente se Vv, wRC, ,~~ ,~  =+ (Me, v )  k v. 

wRbl !&)\L w' então (me ,  w') j= cp- 

Se e somente se r p  E w'. O que contradiz ("). 

Pro-va. 

(e) Suponha w R F ( ~ i  l ~ a )  1 ~ ~ )  \i W' e "O I(E21E3)\Lw'. 

Se e somente se NÃO ([(El  I (Ez / E3)) \ L]p  E w + p  E w'). 

Se e somente se [(El I (E2 1 E3)) \ L] p E w e l p  E w' . (*) 

Pelo axioma 12, [(El 1 (E2 I E3)) \ L ] p  E w . 

Pelo Lema da Verdade, (Me, w )  Ft [(El 1 (E2 I E3)) \ L ] p  

Se e somente se Vv E WC, w R ~ ~ ~ ~ ( ~ ~ ~ ~ ~ ) ) \ ~ L . "  + (Me, v )  I= rp  

Como ~ R ( ~ , ~ ( ~ , ~ ~ ~ ) \ ~ w '  então (Me, v') p. O que contradiz (*) 



Se e somente se 3 p  tal que [((E, I E,) E3) \ L]p E w e 9 $ w' 

Se e somente se [((El 1 Ez) / E3) \ L] 9 E w e -<p $ w ' . (*) 

Pelo Lema da Verdade, (Mc,  w ) + [((E1 [ E2) [ E3) \ L] p 

Se e somente se Vv, wR~~,,i,,)l,,)\L V =+ (jZ/fC,v) 159- 

Como W ~ ~ E I I ( E ~ \ & ) ) \ ~  W' então (Me,  w') t= cp. 

Se e somente se p E w'. O que contradiz (*). 

Lema 3.6.10 : Para WR~~ , , ) , , ~ '  w~&,,w'. 

Prova. 

(e) Suponha wR$\,w1 e NAO wR~,,,\,wl. 

Se e somente se NÃO ( [ ( E  1 O) \ ~ ] p  E w + cp E wl).  

Se e somente se [ ( E  1 O) \ L]p  E w e -99 E w'. (*) 

Pelo axioma 13, [E \ L ] p  E w . 

Pelo Lema da  Verdade, (Me,  w )  + [E \ L]y.  

Se e somente se Vv E WC, wR'~&,v + (Me,  V )  k p 

Como wRE\Lw1 então ( M ~ ,  w') (o. O que contradiz (*). 

(=+) Suponha e NÃO WR&,W'. 

Se e somente se 3cp tal que [ E  \ L]tp E w e p w'. 

Se e somente se [ E  \ LI9 E w e - , o  $ w1.(*) 

Pelo Lema da Verdade, (Me,  w )  k [E \ L]cp 

Se e somente se Vv, wR&v 3 (Me,  v )  /= p. 

Como w' entáo ( M ~ ,  w') k p. 

Se e somente se p E w'. O que contradiz (*). 



(*I suponha w R ~ @ l + ( ~ 2 ) l ~ 3 ) \ ~  ?"I C? J ? J Ã ~  wRr(fi lE2)+(E2 l&))\Lwl. 

Se e somente se 3p td que [((& $ E) 1 &) \ L.jp E w e cp 6 wl. 

Se e somente se [((El + &) I E3) \ L]p E w  e l c p  4 wl.(*) 

Pelo Lema da Verdade, (Me, w )  ,!= [((El f Ez) I E3) \ L]p 

Se e somente se 'dv E WC, ~ ~ ( ~ ~ + & ) ~ ~ ~ ) ~ ~ v  + (Me7 v )  p. 

w' então (MC, w') /== cp. 1 (E.) I&)\- 

Se e somente se cp E w'. O que contradiz (*). O 

Prova. 

suponha WR{(~.E~)~E~)\LW~ e NÃO W R ( ~ . ( E ~ ~ E ~ ) ) \ L W ~ ~  

Se e somente se 3p tal que [(a.El 1 I$) \ L]cp E w  e cp 6 wl. 

Se e somente se [(a.& 1 E2) \ LJp E w  e -p E w'. (*) 

Pelo Lema da Verdade, (Me, w)  j= [(a.(El I E2) \ Llcp. 



Lema 3.6.13 : Para + W R ( O ~ ~ ) \ ~ W ~ ,  se a E L. 

Prova. 

(e) w~(~~.(BI~~.E~)+~~.(~I.EI~E~)]\Lw~ e NAo ~ ~ ( ( a l . E r ) ~ ( a z . E ~ ) ) \ L w '  

Se e somente se NÃO ( [ ( ( a l . ( E l )  / ( a 2 . E 2 ) )  \ L]<p E w +- ip E w ' ) .  

Se e somente se [((al. (&) 1 (a2 . E 2 ) )  \ L] p E w e l c p  E w' . (*) 

Pelo axioma 17, [(a1 . (-& I a 2  . E 2 ) )  \ L] cp A [(az. (ai .E1 1 E 2 ) )  \ L]v. 

Pelo Lema da Verdade, (Me ,  w)  J= [ ( a i - ( E ~  I 0 2 - E z ) )  \ L ] ~ A  [ ( a 2 -  ( a l . E l  232)) \ L]p .  

se  e somente se h E WC, wR(a, .(EI la2.~2)+aiz.(al .E1 J&))\Lv * (ME,  v )  k p- 

Como WR(,, .(El lol.E2)+02.(nl .Ei I E 2 ) ) \ I ~ 1  então (M', wl)  ,!= v. O que contradiz (*) . 

(*) Suponha w ~ ( ( a ~  .El) t(m2.E2))\LW' e ~ ~ ( a l  .(E1 la2.E2)+a2.(ai .EiIEa))\Lwl 



Se e somente se 399 tal que [(al. (E1 I az.E2)) \ L]p  A [(az.(al. El I E2))  \ L ] p  E w e 

'P 6 w1 

Se e somente se [(@I.(& 1 a2.E2)) \ L ] p  A [(a2.(a1.& 1 E$)) \ L ] p  E w e 19 E wl.  

(9 
Pelo Lema da Verdade, (Mc,  w ) k [(al. (El  1 az . E2))  \ L] p A [(a2. (al .El I E2))  \ L1 p 

Se e somente se b'v E WC, wR((a,.E1)l(,.~*))\~v =+ (Me,  v) 9. 

(hmo w ~ ( ( ~ , . E ~ ) ~ ( ~ , . E ~ ) ) \ L w ~  então (Me, w') k 'P- 

Se e somente se p E wi. O que contradiz (*). O 



Se e somente se [(a-(& I a.E~))\LlcpA[(ã=(a.E1 [ E~))\L]~A[(T.(& [ E2))\L]cp E w 

e l P E  w'. (*) 

Pelo Lema da Verdade, (Me, w )  [(a.(El I E E 2 ) )  \ L]cp A [(a.(a.El I 232)) \ L]cp A 

[ ( 4 3 1  I E2)) \ Llp 

Se e somente se Vv E Wc, w R((,.E,)~(U.~))\LZ~ += ( M e ,  v )  9. 

Como wR((a.E~)~[E&))\lw' então (Me,  w') C v. 
Se e somente se cp E wl.  O que contradiz (*). 

Lema 3.6.16 : Para w R ( ~ . ~ ) \ ~ w  + W&W, se a E L. 

Prova. 

(+) Suponha i ~ R ( ~ q \ ~ w  e NÃO W&W, se a E L 

Se e somente se [(a.E) \ L]p E w se a E L, então 9 # w' . 

Pelo axioma 19, [O] cp 

Pelo Lema da Verdade, (Mc ,  w )  k [Olcp. 

Por definição, S C W e w E S, como é reflexiva e funcional então w h w  e não é 

o caso de W&W' para algum w1 

Logo, $u' t We tal que w&w' e # wl. 

(+) Suponha W&W e NÃO w R ( ~ - ~ ) J ~ w  

Se e somente se 3cp tal que [(a.E) \ L]p se a E L, então cp # w. 

Se e somente se [(a.E)  \ L ] y  t w se a E L e i p  E w. (*) 

Pelo Lema da Verdade, (Me, w )  [(a.E) \ L]cp 

Se e somente se Vw E Wc, w&w, pela reflexividade de &, =+ (Mc ,  w )  k p. 

Se e somente se cp E w. O que contradiz (*I. 0 



Prova. 

(+) Suponha W R ~ ( ~ ~ ~ ) / ( Z . & ) ) \ L ~ ~  e NÁO w%.(ailsi)w' 

Se e somente se NÃO ([((a&) I (õ.Ez)) \ L]rp E w + q E w') 

Se e somente se [((a&) 1 (a.E2)) \ L]p E w e -irp  E w'. (*) 

Pelo axioma 20, [.r.(E1 I E2)]q, se a E L 

Pelo Lema da Verdade, (Mc,  w )  + [.r.(El I E2)]rp, se a E L 

Se e somente se Vu r W", w&.íEIIEz)~j  se a E L =+ ( M C , v )  p 

Como W & . ( ~ , ~ ~ ) W ' ,  se a E L, então (Me,  w') v. O que contradiz (*). 

Definigãa 3.6.7 : Seja E um programa. O conjunto das transições de E, T ( E )  é 

definido como segue: 

i. 

ii. E = ( E ~  i- E Z )  \ L 3 T ( E )  = T ( E ~  \ L) u T(E2 \L) 



iv. T ( E )  := 0, 

Se a1 6 L então T ( E )  := T ( E )  U {(al, E;)]  

Se a2 6 rJ entiio T ( E )  := T ( E )  U { ( a ~ ,  g)) 
Se = a e e = ã então T ( E )  := T ( E )  U ((7, (E; 1 G))) 

Prova. Usando o axioma 14, podemos ter várias vezes o seguinte: 

onde cada @ ou é O ou é um processo 4 G:. 

Usando o axioma 13, podemos eliminar os O's e aplicando o axioma 5 obtemos: 

Para cada termo da defini~ão podemos fazer o seguinte: 

Para cada 4 se ele pertence a L e se alpum outro 4 é seu complemento, geramos 

a seguinte fórmula, usando o axioma 20: 

Se 4 E L, mas seu complemento não ocorre no termo entáo eliminamos 4 - G: da 

composicão. 

Se 4 L então aplicamos o axioma 17 e obtemos: 
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@)v * (ai * V .  V (a, . E& 

A prom do item (ii) análoga ao (i), só que usando a regra coii-espondente. O 



Estendemos a linguagem da LDP-CCS com Composição Paralela e Iteração com 

Sincronização com o operador CCS de Itei-ação: *. A LDP-CCS com Composição 

Paralela e Iteração com Sincronização é definida como segue: 

3.7.1 Lingu em, Rames e Modelos 

Definisão 3.7.1 r A LDP-CCS com Composi~ão Paralela e Iteração com 

Sincronização é de5nida usando os mesmos sz'mbolos da definição 3-62:  

Definisão 3.7.2 : U m  f r m e  para LDP- CCS com Composição Paralela e Iterag% 

com Sincronização é F =(W, 2, R,, R*) 

onde: 

TV é u m  conjunto de estados finitos; 

Z é u m  conjunto de estados jnais,  Z 2 W ,  onde 

R, é uma relação binária para cada programa básico a; 

RE é uma relação binária para cada programa composto E, onde: 



i. RE,/E~ = REZlE1 (comutativa) 

Defini@% 3.7.3 r U m  modelo para u LDP- CCS com composi@o paralela e it- 

ernçEo com sincronixa$o 6 A4 =(W, Z? R,, RE, V ) ,  onde V é uma função vul- 

oração mapeando sz'mbolos proposicionais e m  subconfintos de V .  E, para todo estado 

w, w' E W e todo progmma a e E, w~,u/" e wREwl. 

Definigãs 3.7.4 : Seja h4 =(T/t: Z, R,, -Rgs V )  u m  modelo e w é TV. Definimos a 

noí,%o de satisfrrçk de uma f6mula  (F n u m  modelo M e m  u m  estado w, (A4,w) b 

cp, como segue: 

1. (M,w) ,I= p se e somente se p E V 0. 

2. (M,w) I se e somente se w E W .  



3. (M,w) k l r p  se e somente se M,w cp. 

4. (M,w) + cpl A cpz se e somente se (M,w) k p~ e (M,w) + cp2. 

5. (M,w) k [K]y  se e somente se tlwi E W e Vn: E K, w&wi e (M7w') k p. 

6. (M,w) + [E ]cp  se e somente se b'wf t W ,  w&wi e (M,wf) k (F. 

Se M,w k 9 para todo estado w, dizemos que cp é válida no modelo M ,  M k  p. 

E se cp é válida em todos os modelos M ,  dizemos que cp é válida, k cp. 

Axiomas 



Substituiqão Uniforme: 

Modus Ponens: 

Generalização: 

Considere um frame F = (W, Z, R,, RE), onde as relações R, e RE, são descritas na 

definição 3.7.2. Seja A-4 modelo sobre F. 

Teorema 3.7.1 : Todo teorema do sistema aziomático é válido na classe de frames 

F .  



Provz. 'Temos que provar que: 

o Todo axioma do Esquema de Axiomas é vá.lido na classe de frames F. 

e As regras de inferência preservam validade na classe de frames F. 

Lema 3-7.1 : Para todas as f ómu las  e todos os programas: 



Prova. 

1. Idem prova 1. do lema 3.4.1. 

2. Idem prova 2. do lema 3.4.1. 

3. Idem prova 3. do lema 3.4.1. 

4. Idem prova 4. do lema 3.4.1. 

5. Idem prova 5. do lema 3.4.1. 

6. Idem prova 6. do lema 3.4.1. 

7. Idem prova 7. do lema 3.4.1. 

8. Idem prova 8. do lema 3.4.1. 

9. Idem prova 9. do lema 3.4.1. 

10. Idem prova 10. do lema 3.4.1. 

11. Suponha, por contradição, que existe um modelo M= (F,  V) com um mundo 

possível w E W tal que 

Então , 

(1) se e somente se tt'w E W e wgw e M, w cp. 

(2) se e somente se M, w 7p. O que co~tradiz (1). 



12. Idem prova 12. do lema 3.4.1. 

13. Idem prova 13. do lema 3.4.1. 

14. Idem prova 14. do lema 3.4.1. 

15. Idem prova 14. do lema 3.4.1. 

16. Suponha, por contradi~ão, qne existe um modelo M= (F ,  V) com um mundo 

possível w E W tal que 

Então, 

(i) se e somente se (3) M ,  w I= (a1 El 1 Q2 Es I . . -  I an.  En)p  e (4) &f, w ( 

E:=flai(al.El I 1 Ei I - - -  I Ctn.En)+r(al.El 1 I Ei I 1 E' I I ní,-E,)cp, 

para todo ai = q. 

(3) se e somente se Vwi t W se w E ~ , . ~ ~ ~ ~ . ~ ~ ~ . . . ~ ~ ~ . E ~ w ~  então M, wi ip. 

(4) seesomentese (5)  M ,  w ,!= [ C ~ = ~ Q ~ ( C X ~ * E ~  I I Ei 1 I a n . E n ) + ~ ( a l . E 1  I 
. 1 Ei I . . 1 E' I . . - 1 a, . E,]lp ,  para todo ai = q. 

(5) se e somente se VW' E W se Ral.~i~a2.~St.-.lagl.~n - 



(7) se e somente se (8) M ,  w /= [al El I a2 - E2 I . - .  I am E,]T(F. 

(8) se e somente se vw ' E TV 

17. Suponha, por contradição, que existe um modelo .A4= ( F ,  V) com um mundo 

possível w E IV tal que 

Então, 

(1) se e somente se (3) M ,  w /== (E1 I E,*)cp A [E2][E,"][&]l e (4) M , w $L ((E1 - O [ 

E2)")P A [~2l[E21[Ell-L 

(3) se e somente se \iuil t W se w R ( ~ ~ ~ ~ ~ ~ w '  então M, w1 v.(*) 
Como Rpip;) = R(E~.O,E~)- e RE1.,y;.~i = 0, pela definição 3.7.2, então se 'Vwl E t, 
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WR~,.O~E~)-W' e RE~.E;.E~ = então ( M ,  tu') /= w. 

(4) se e somente se (5) M , w E [(El O [ E2) *] -p V {E2) (E,*) (E1) T .  

(5) se e somente se VW' E W se W R ~ ~ ~ . ~ ~ ~ ~ ) ~ W '  e RE2.E;.Ei = 0 então ( M ,  w') /= 19. 

O que contradiz ("). 

(2) se e somente se (8) M ,  w /= ((E1 - 0 I EZ)*)p h [E2][E,*] [E l ] I  e ( 9 )  M ,  

w F (E1 I E2)cg- 
(8) se e somente se VW' t W se w ~ p ~ . ~ ~ ~ ~ ) ~ ~ '  e RE1.~;.~, = 0 então (M, w') k -<p. 

(*) 

(9) se e somente se (3.0) M ,  w I= [E, I E;]l(p . 

(10) se e somente se VW' E t se WR(E~~E;)W', como R(EiIE;) = R~Bi.oI~ay e 

REi.E;.Ei = 0, pela definição 3.7.2, então M ,  w' k -(o. O que contradiz (*). 

O 

Lema 3.7.2 : Par@ todas @fs <p E A e todos os pragramas Ki e Ei tal que i = 

1, 2, ..., n: 

2. Se F y então F k [K] cg com K # O 

3. Se F k  (B então F k  [E]p com E # O 

Psovx. Idem prova do lema 3.6.2. 

A construção do modelo canônico é o mesmo usado em LDP. Primeiro, definimos o 

Fecho de Fisher e Ladner F'(C) para rim conjunto C de fórmulas e então definimm 



o conjunto de átomos de C, At(C)  . 

Definição 32.5 (Fecho de Fiseher e Ladner). Seja C u m  coqjunto de fórmulas 

e ActZ = (al, .  . . , a=) o conjunto de todos os programas básicos ocorrendo nas 

,fómulas de C.  O feehs de C,  notação FFL(C), é O menor carZjZlnto de fórmulas 

satiswendo as seguintes condições: 

I .  FFL(C) é fechado sob su~fórrnulas 

É fácil verificar que se C é um conjunto finito de fórmulas, entãci o fechamento 

FFL(C) of C também é finito. Assumimos que C é finito. 

DeEni@io 3.7.8 : Seja C um conjunto fórmulas. Um conjunto de fórmulas A é 

dito ser* um átomo de  C se ele 6 u m  subconMto ma&;zmal consistente de FFL(C).  

O conjunto de todos os átomos de C é denotado por AtfC).  

Lema 3.7.3 : Seja C um conjunto de fórmulas. Se 4 E FFL(L) e c$ é consistente 

então existe u m  átomo A E At(C) tal que 4 E A. 



Provae Podemos construir o átomo A como segue. Primeiro, enumeramos os el- 

ementos de F' (C) como 91, . . a , pn. hiciazmos a construqão fazendo .Al = {A}, 

então para 1 < i < n, sabemos que 

é uma tautologia e, consequentemente, ou A cpe+l  ou J& A lcpi+l é consistente. 

Tornamos como a união de J& com o membro consistente da disjunção anterior. 

Seja A = A. Então A é um átomo contendo (F. 0 

Defina%f;ão 3.7.7 r Seja C u m  conjunto defórmùlas. A s  relaqões canonieas sobre 

C §'E e m  A t (C)  são definidas como segue: A S ~ B  se e somente se /\A A ( E )  i\ 13 é 

consistente. 

Definição 3.7.8 : Seja C u m  conjunto de f6rmulas. O modelo canonico sobre C 

é uma tupla M' = {A@), Z' Sg, V'), onde pam todos os shbolos  prqosicionais 

p e para todos 08 átomos A E Ai@) temos 

Lema 3.7.4 As  seguintes propriedades sobre a relação So valem: 



Prova. 

1. s; C zC x ZC. 

Suponha que ASoB. 

I\ A A (O) A B é consistente. " 
/ \A A (0)T é consistente, pela maximalidade. 

(0)T E A e pelo axiomo 9, [ A ] l  E A, então A F ZC. 

Suponha que 13 ZC, então [ A I 1 4  B. ** 
I- [A]T A (O) [A] I -+ p] [A]l ,  axioma 7 

F [AII A (O) [A] 1 

como [al E A então A A [o] [A]~ é consistente também. 

De * e ** A A A (0)-[Ajl é consistente, isto é uma cmtradiqão. 

2. 5': é reflexiva. 

Por (1 .), S': _C ZC x ZC. 

Suponha que A E ZC, então [A]I E A 

Pelo axioma 6, i- A A A [a -+ (O) A A. 

então A A A (O) A A é consistente. 

Porta.nto, AStA. 

3. St iç funcional. 

Por (1.) e (Z.), sabemos que C ZC x ZE e é reflexiva. 

Suponha que $ nâ0 é funcional, então existe A e B tal que AgB e A # 13. Mas 

se A # B então para alguma fórmula p E F F ~ ,  p E A 



mas 9 6 B e portanto ~ c p  r 23 

pelo axioma 6, f\ A A (O)rp é consistente e 

Pelo axioma 7, j\ A A [Oly é também consistente 

mas A A A (O) A B é tambBm consistente 

mas isto é uma contradi~ão, porque l p  E B. 

Dizemos que V' é a valoração can6nit.a. 

Defini~iio 3.7.9 (Modelo Regular EDP-CCS sobse C): Seja C u m  conjunto 

de f6rmulas. Definimos u m  modelo U?F-CCS sobre C como J\d = (Af (C), Y, RE, V) 

tal que Y := Z e pam todo progrmu b6sic0 a, Ra := 5,. A relação R. := So e as 

relações RB são definidas indutivavbente de acordo com a definição S. 7.2 e V é a 

valoração canônica. 

Lema 3.7.5 (Lema da Exist6ncia para Programas BBsicos) : Seja A E Af (C) 

u m  átomo e a u m  programa Básico entiio para toda f6rmuEa (a)# E FFL(C)> (a)4 E 

A sse existe am B E At(C) tal que AR,B e # E B. 

Prova. 

(e) Suponha que existe 13 E Af(C) tal que AR,B e 4 E B. 

Como R, e S, são idênticas para programas básicos, AS& então I\ A A (a) A B é 

consistente. Como 4 é uma das conjunções em I\ B, I\ AA (a)+ é consistente. Como 

(a)4 está em FFL(C) deve está também em A, como A é um átomo e consequente- 

mente rnaximal consistente em FFL (C). 

(+) Suponha (a)4 E A. 

Vamos construir um átomo apropriado B por escolhas forrpdas. Enumere as fórmulas 
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em FFL (L) como $1, , Define-se Bo como sendo (74) .  

Suponha como hipótese indutiva que Bn é definido tal que I\ A A (a )  B, é consis- 

tente, onde O 5 n < rn. Temos que 

Portanto, ou para B1 = E& U (-Sr,+l} OU para 17' = B, U (~l l t ,+l}  temos que 

A A A (a)B8 é consistente. Escolhemos para ser esta expansão consistente, e 

faça B ser Bm é o átomo procurado. O 

Lema 3.7.6 : Sejam .A, B E A t (C)  . Então 

Se $1SE*B então A(SE)*B. 

Prova. Suponha que A S p B .  

Precisamos mostrar que pasa todos os programas E, se SISE*B então existe uma 

sequência finita de átomos Co, - - - , C, tal que A = COSE Cl, - . , Cn-l&Cn = 

B. Seja 23 o conjunto de todos os átomos alcanqiveis de A por tal sequêmia. 

Mostraremos que B E D. Definimos 4 como sendo V,,, D. É difícil ver que 

4 A (E)+ é inconsistente, Então q5 A (E)F  deveria ser consistente em ao menos 

um átomo F não em 23, o que significaria que D A (E)F  era consistente para ao 

menos um D E 2). Mas então por DSEF, F poderia ser alcanqado de A em uma 

quantidade finita de passos SEI O que implicaria que F E ZI, o que não é. 

Como G, A (E)lb) é inconsistente, t- q5 -+ [E]+, pela generalizaqão i- [E*]($ -+ 
[E]$). Pelo axioma 18, I- $ -+ [E*]$. Agora, como ASE* A, A é um dos disjuntos 

em 4,  assim, i- A -+ $ e, portanto, i- A -+ [E"]$. 



Como a suposiqão inicid era que AA (E*)B é consistente, segue que AA (E") (B A 

4) é consistente também. 

Mas isto significa que para um dos disju~tos D de 4, B A D é consistente. Como 

B e D são átomos, B = D e consequentemente B E 23. E, pela definição D, temos 

bq(SE) *B. O 

Lema 3.7.7 : Seja A E At(C)  e (E)cp E FFL(Z) . Então (E)cp E A se e somente 

se existe L? E At(C) tal que ASEB e p E B. 

Prova. 

(+) Suponha que ( E ) y  E A. 

Pela dehiçiio 3.7.6, temos que P\ A A(E)p é consistente. 

Usando a tautolagia, pelo raciocínio modal, k cp H ((p h 4) V (cp A l#) ) ,  temos 

que ou A A A ( E ) ( ~  A 4) é consistente ou I\ A A ( E ) ( ~  A 74) é consistente. 

Portanto, por escolhas apropriadas de 4, para todas as f6rmulas q5 E FFL, pode- 

mos construir um átomo B tal que cp E 13 and I\AA(E)(p A B) é consistente e 

pela definir;ão 3.9.7, ASEB. 

(+) Suponha que existe um B tal que cp E B e AS#. Entiio I\AA(E) A I\B 

é consistente e t d é m  que A A é consistente. Mas (E)p E F' e pela 

maximalidade (E)y E A. O 

Lema 3.7.8 : Seja A E A t (C)  e (E")cp E FFL. Então (E*)cp E A se e somente se 

existe u m  B E At (C) tal que .4(SE)*B e cp E B. 

Prom. 

(*) Suponha (E*)cp E A. 



Pelo lema 3.7.7, existe um átomo B td que ASE*B e pelo lema 3.7.6 temos que 

A(SE)*B. 

(e) Suponha que para algum B, SI(SE)"B e cp E B. Então, para algum n A = 

AISE - - SE&= B. Podemos provar por induqão em 1 < k < n. 

k = 2: ASEB e cp E B. Pelo lema 3.7.7 ( E ) y  E A. Do axiom 21, 

sabemos que F ( E ) y  + (E*)y e pela definição de FFt e maxirnalidade 

ternos que (E*)v E A. 

k > 2: Pela hip6tese de induçãx, (E*)cp E Aa, e sabemos que AISE&, 

pelo lema 3.7.9 ternos (E) (Ee)y  E AI. Do axioma 22, obtemos 

i- (E) (Ee)cp -+ (E*)cp pela definição de FFL e maximdidade temos 

(E*)cp E A. 

Defiriiqão 3.7.10 : O comprimento de um agente ( E I é definido como o n7imero 

de a ~ õ e s  e operadores sem contar os -O. 

Lema 3.7.9 : Seja E = El I Ez e E I= m. Então 

b. RE = RF~+...+F, e &.E;.& = @, onde cada E do tipo E = (El O I E2)* é 011. 



Prova.: a. Indução no número de composiqão paralela. 

Base: n = 1, temos várias possibilidades: 

Nos casos I. e 2. se um dos dois ou ambos for uma soma, podemos aplicar o axioma 

da distribuição da I sobre a soma: 

e transformando E numa soma onde cada parcela tem comprimento menor que n. 

Isto cobre os casos 1 1 2, 1 1 4, i 1 6, 3 1 2 e 5 [ 2. 

C a o  5 1 4, onde El = a1 . D1 e E2 = (D,") 

( E b  ++ (E1 I E2)p (a1. D1 1 D2)v f\ [D$][El] l  

Pelo axioma 19, ( E ) p  u ( ( a  - D O I D2)*)93 A [DZ][E1]I e I a E) O [ D2 1 <I E I. 
Caso 3 / 6 é análogo ao 5 1 4. 

Caso 5 1 6 6 análogo ao 5 [ 4. 

Caso 3 1 4, onde El = al . LI1 e E2 = a2 D2 

(a1 . JA 1 a.2 . D2)p (a1 (D1 I a2 Dz) + a2 . (a1 D1 I a2 - Dz))fp e 



H.I. vale para agentes com k < n composições paralelas. 

Suponha que E tem n composi@es paralelas 

(E)v -p (E1 I Ez I - .  I -G+I)v. 

Temos vários casos: 

1. Se um dos Ei's 1 < - i < - n + 1 for uma soma aplicando a distribuição da I sobre 

a $ e obtemos duas parcelas de composição paralela com comprimento menor que 

I E I .  

Lema 3.7.10 : SE C RB. 

Prova. 

Pela indução no tamanho de 1 E I. 
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Ba.se: n = O, E = O e E = i. Neste caso, por definicão SE = R*. 

H.I. Vale para 1 E I <  m.: 
1. E = a . E l  

Suponha que A S a . ~ B  , isto é, AA (a- E)  B é consistente. Pelo axioma 4, AA (a) (E) B é 

consistente também. Usando um argumento de escolhas forçadas podemos construir 

um Atomo C tal que AA (a)C e C A (E)B são ambos consistente. Mas pela hipótese 

de indução AR& e CREB. Segue que ARmEB como requerido. 

2. E = El + Es 

Suponha que ME1+E2B, isto é, A A (El + E2)B é consistente. Pelo axioma 5, 

A A (El)B é consistente ou A A (E2)B é consistente. Mâs pela hipátese de indução 

ARE,B ou ARE2B. Segue que AREi+EzB, como requerido. 

3. E = E; 

Foi provado no lema. 3.7.6. 

4. E = El I Ez 

Suponha ASEIIE,B se e somente se P\ A A (El I E2) A B é consistente. 

Pelo lema 3.7.9, V (A A A (Fl + - . + F,) A B A I i )  é consistente. 

Aplicando o axioma 5, I- (El + E2)p H (El) V (Ez)p  e distribrrindo A sobre v, 

temos que ~ ( A A  A (4) A B A $i). 

Logo ou \f (AA A (6) A B é consistente, logo A A (Fi) A I3 é consistente e A A S>i é 

consistente. 

Ou ASFIM OU . - OU ASFiB. 

Logo, temos três casos: 



A A # 6 consistente. 

Logo ASH*B. 

Pelo lema 3.19.6, A(SH<)*B- 

Pela H.I., S f i  C RHI? logo A(&,)*B. 

Pela definição, (RHé)* = RH?; e portanto, 

ARH:B, logo ARFil? OU 

3. Fi = Hi, logo A§a,.H,B. 

Pelo lema 3.7.6, &Sai; §%)E?. 

Como S, = R, e pela H.I., 5's C C - RH,, temos que A(R,,; RH,)B. 

Pela definiqão, AR,, .H, B, portanto, ARPi B. 

Logo, A(RR U R& U . . U RFm)B. 

Pela definição de R, A(R& + EIE; + . . - + RFiB)U e RB2.Es.El = 0, para todo 

E = (El . o I E& 

Pelo lema 3.7.9, AREB. 

Lema 3.7.11 (Lema d a  Existência): Para todos os átomos A e todas as fórmulas 

(E)$ E FFL(I=), (E)$  E A sse existe um B tal que AREB e # E B. 

Prova. 

(a) Suponha que (E)$ E A. Pelo lema 3.7.7, existe um átomo B E A@) tal que 

ASEB e cp E B. Mas provamos no lema 3.7.9 que se ASEB então AREB também. 

(e) Procedemos pela induqão na estrutura de E. 



o O caso base é o Lema da Existência para programas básicos e no caso do 

programa O segue do fato que I& = So. 

e Suponha que E tem a forma (a E)# e, alim disso, suponha que AR,.EB 

e # E B. Então existe um átomo C tal que AR& e CREB e # E B. Pela 

hipótese de indução, (E) 95 E C e (a) (E)# E FFL(Ç), (a) (E) # E A. Portanto, 

(a - E)# E A como requerido. 

o Suponha que E tem a forma (El +Ez)#, e, além disso, suponha que ARE,+~,B 

e # E B. Pela definição da re1ai;ãu R, A&B ou AR&B e y3 E B. Pela hipótese 

de indução, ( E I ) ~  E A ou (Ez)$ E A. Então V (E2)# E A. Portanto, 

(El + E2)# E A. Como requerido. 

e Suponha que E tem a forma (El I Ez)4 e além disso, suponha que AREIIE2B 

e # E B. Pela definição da relação R, ARE,IEIB e # E B. Pela hipótese de 

indução, (E2 I E1)4 E 4. Então (El 1 E2)# E A como requerido. 

e Suponha que E tem a forma ((E1 I E2) [ E3)# e além disso, suponha que 

R ( E ~ ) E ~ ) I E ~ B  e 4 E B. Pela definição da relaçã;o R, RE11(z21E3$3 e # E B. Pela 

hipótese de indução, (El 1 (E2 1 E3))# E A. Então ((El I Ea) 1 E3)# E A 

como requerido. 

r Suponha que E tem a forma (E f O)$ e além disso, suponha que RElaB e 

# E B- Pela definiqão da relação R, AREB e # E B. Pela hipótese de indução, 

(E)4 E A. Então (E I O)# E A, como requerido. 

e Suponha que E tem a forma ((El -k E2) I E3)# e além disso, suponha que 

I I . ( E , + F ~ ~ ~ ~ E ~ B  e # E B. Pela definicão da rela~ão E, AR(E,p3i+(E21E3)B e # E 8. 



Pela hipótese de induqão, ((El 1 E3) -i- (E2 1 E3))4 E A. Então ((El + Es) I 

E34 E A, como requerido. 

e Suponha que ARpM e + E B. Isto significa que existe uma sequência finita de 

átomos C. . Cn tal que A = COEECI CngECn+I = B. Por uma ~ubindu@io 

em n provamos que (E*)# E Ci, para todo i, o resultado requerido para A = C. 

é então imediato. 

Caso Base: n = O. Isto significa que A = B. Do axioma 17, temos que 

i- (E*)$ u # V ((E)(E")4 e comequentemente que i- 4 + (E*)4. Portanto, 

(E*)@ E A. 

Passo Indzttiuo: Suponha que o resultado é váJido para n < k ,  e que A = 

CoRECl . . CnRECk+l = B- 

Pela hipótese de indiqão, (E*)q5 E Cl. Comequentemente, (E) (E*)4 E A, por 

(E) (E*)@ E FPL(C). Usando o axioma 17, temos que i- (E) (E*)$ + (Ea)4 .  

Portanto, (E")$ E A. Isto completa a subindução e estabelece o resultado 

requerido para (E*). Isto t a m b h  completa a indução principal e portanto a 

prova do lema. 

Lema 3.7.12 (Lema da Verdade): Seja .M = (W, Zg, V )  um modelo finito con- 

struido sobre uma fórmula q5 pela construção apresentada acima. Para todos os 

átomos A e todos p E FFL(q5), M>.Ak 9 se e somente se y~ E A. 

Prova. Por induçiio na estrutura de p. 

s Fórmulas at6mica e operadores Booleanos diretamente da definição de V; 



e Modalidade (z), para z E {a, a E, E1 + E2, O, El I E2, (E1 I E2) \ L, E*) 

(+) Suponha M ,  A+ (z)p, então existe A' tal que ARxAi e M, A'+ p. Pela 

hipótese de induqão p E A', pelo lema 3-7.7, para o caso que z = E* usamos 

o lema 3.7.11, temos que ( z ) ~  E A. 

(e) Suponha M, Ap (z)p. Para iodos Ar, ASXAf e M, Af&L- cp. Pela 

hipótese de induqão p A', pelo lema 3.7.7, para o caso que z = E* usamos 

o lema 3.7.11, temos (z) p 6 A. 

Teorema 3.7.2 (Completende para Modelos Finitos) : LDP- CCS com Com- 

posição Paralela e Aeração com Sincronização é completa com respeito ti classe de 

modelos Jinitos. 

Prova. Para toda fórmula consistente cp podemos construir um modelo canânico 

e então usamos a construqão para fazer um modelo finito M,. Pelo lema 3.7.3, 

existe um átomo A E At(C) tal que p E A, e pelo Lema da Verdade, M ,  A+ cp. 

Portanto, nosso sistema moda1 í, completo com respeito à classe de modelos finitos. 
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4.1 Exemplol: Máquina de 

Considere uma máquina de vendas: 

Figura 4.1: Máquina de Vendas 

~ ~ l ( v . ~ - ~ + l . a - ~ - M ) + 2 . a . p - M  

ESTADOS: 

V = luz vermelha está acesa; 

A = luz amarela está acesa; 



P = chocolate pequeno está diponível; 

G = chocolate grande está disponível. 

1 = colocar moeda de um real; 

2 = colocar duas moedas de um real; 

v = escolher chocolate pequeno; 

a = escolher chocolate grande; 

p = pegar chocolate grande ou pequeno; 

(TV A TA) -+ [1]V 

(TV A TA) + [I] [I] A 

(TV A TA) + [2]A 

A + [a] G 

v + [v]P 

P V G + [ ~ ] ( T V  A TA) 



Podemos provas as propriedades acima como segue: 

2. (1-1 -O]A 

Prova. 1 + [i] A (especificação) 

[i] (1 + [1]A) (necessidade) 

PIa + [I1 PIA (K) 

[11[1lA (MP) 

[l - 1 - O]A (axioma 4) 

Prova. 

[2 - n O]G (axioma 4) 





Considere uma máquina de vendas: 

Figura 4.2: Máquina de Vendas com Troco 

ESTADOS: 

R = luz vermelha esti2 acesa; 

Y = luz amarela está acesa; 

S = chocolate pequeno está disponível; 

B = chocolate grande está disponível. 

C = troco está disponível. 

1 = colocar moeda de um real; 

2 = colocar duas moedas de um real; 

5 = colocar uma nota de cinco reais; 

s = escolher chocolate pequeno; 

b = escolher chocolate grande; 

c = pegar chocolate grande ou pequeno; 

ch = apanhar o troco. 



PROPRIEDADES: 



5. [5.3.r.O]S 

6. [5 . 4  .p. 01B 

7. (1R  A 1 Y )  --+ [V] (1R A 7Y) 

8. (1RA 1 Y )  + [V](K)T 

9. (IRA 1Y) + [V' 1 CH]( iX.r \ -Y)  

10. ( 4 2  A 1Y) + [V&] ( 4 2  A l Y )  

11. ( 4 2  A T Y )  + [VcH] (K)T 



Esse exemplo representa uma abstraqão de concorrência de um cruzamento con- 

sistindo em: 

ESTADOS: 

R = estrada para carros; 

T = estrada com trilhos; 

S = sinal que indica se o cruzamento est8 liberado para o trem ou para 

o carro; 

c = carro se aproximando; 

t = trem se aproximando; 

I = barra levantada; 

a = barra abaixada; 

v = indica sinal verde para o trem; 

r = indica sinal vermelho para o carro; 

cc = carro cruzando; 

t c  = trem cruzando; 

- 

I = barra levantada; 

- a = barra abaixada; 

- v = indica sinal verde para o trem; 
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- r = indica sinal vermelho para o carro; 

ET = carro cruzmdo; 

E = trem cruzando; 

ESTADO INICIAL: 

Inicialmente as barras estão abaixadas e o sinal está verde para o trem. 

Figura 4.3: Cruzamento 

De acordo com a figura acima, podemos definir os agentes do seguinte modo: 







16. (Eo.t.Ez.~.E5.G.E9..jr.E0)* 

PROPRIEDADES: 

5. R + [v] [cc] C 

6. T + /r][tc]C 

7. (1R A 1T) -+ [c] ( R  A 1T) A [t] ( i &  A T )  

8. ( 4 2  A 1T) + [C] ( K )  T 

9. (1 R A 1T) -+ [C] (-R A 1T) 

10. [c] ( K )  i A [c] [E] R - a propriedade liveness acontece, pois sempre que um carro 

se aproxima do cruzamento, eventualmente ele cruza; 

11. a propriedade deadlock não acontece, pois não é o caso do trem ficar esperando 

o carro passar; 

12. l ( [ q T  A [CEIE) - a propriedade safety acontece, pois nunca 6 possível um trem 

e um carro atravessarem ao mesmo tempo. 



Este trabalho apresenta resultados sobre a Lógica Dinâmica Proposicional para Pro- 

gramas CCS. 

Apresentamos a linguagem e o sistema axiom&tico. Fornecemos as provas de 

Corretude e Compietude para este sistema. Mostramos também alguns exemplos 

contendo propriedades da lógica apresentada e suas respectivas provas. 

Provamos que a L6gica Dinâmica Proposicional para Programas CCS é completa 

com respeito a classe de modelos finitos LPD-CCS. Consequeritemente, nossa lógica 

tem a propriedade de modelo finito e, portanto, toda f0rmula ?+h pode ser satisfeita 

em rim estado de rim modelo com no máximo 21@1, onde I$) é o níImero de símbolos 

de t$. 

Um procedimento simples de decisão para o problema de satisfabilidade de nasa  

lógica pode ser: Dada uma fórmula t$, construimos todos os modelos Kripke com no 

máximo estados, verificando se eles pertencem a classe apropriada e testando 

de 1/> é satisfeita em algum estado desse modelo. Existem aproximadamente 22''' 

modelos desse tipo. Além disso, este algoritmo estabelece um tempo exponencial 

duplo de limite superior para o problema da satisfabilidade de nossa lógica. 

O problema de satisfabilidade para LPB é EXPTIMEcompleto [LAN04]. Isto 



produz um tempo exponencial de limite inferior para o problema da satisfabilidade 

da nossa lógica. 

Acreditamos que as eontrjbui~ões deste trabalho se dão no sentido de combinar 

duas áreas de estudo: Álgebra de Processos e Lógica Dinâmica, chegando numa 

lógica que expressa todas as propriedades desejadas das duas áreas. h Lógica 

Dinâmica Proposicional para Programas CCS nos dá possibilidade de trabalhar com 

propriedades de programas através dos operadores do cálculo CCS. 

Como desenvolvime~~to de futuros trabalhos gostaríamos de citar algumas linhas 

de pesquisa: 

1. Investigar algumas extensEies de LPD-CCS para uma LPD para programas 

n-calculus, 

2. Estabelecer um resultado de complexidade preciso para o problema de satis- 

fabilidade para LPD para Programas CCS. 

3. Desenvolver um provador autom&tico de teoremas. 

4. Verificar formalmente um protocolo de comunicaq5.0 utilizando LPD para Pro- 

grama,, CCCS. 
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