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Resumo da Tese apresentada & COPPE/UFRJ como parte dos requisitos necessérios

para a obtengéo do grau de Mestre em Ciéncias (M.Sc.)

ANALISE DE CONVERGENCIA E DE IMPLEMENTACAO DE UM
ALGORITMO PROXIMAL PARA O PROBLEMA DE
COMPLEMENTARIDADE NAO-LINEAR

Rodrigo Olimpio Costa

Outubro/2004

Orientador: Paulo Roberto Oliveira

Programa: Engenharia de Sistemas e Computacéo

Neste trabalho, apresentamos um algoritmo proximal inexato para o problema de
complementaridade nao-linear usando Fy-fungbes que converge globalmente e anali-
samos questdes sobre a sua taxa de convergéncia, através de um método de regula-
rizagao com métrica variavel.

Sobre a resolugdo do problema regularizado, apresentamos um método tipo New-
ton e hipéteses adequadas que possibilitam a implementagio do algoritmo proximal

de forma a obtermos uma solugao aproximada para o problema .
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In this work, we present a inexact proximal algorithm for the nonlinear comple-
mentarity problem using Fy-functions that converges globally and analysed questions
on the its rate of convergence, through regularization method with variable metrics.

On the resolution of the regularized problem, we present a Newton-type method
and suitable hyphotesis that to make possible the implementation of the proximal

algorithm to obtain a aproximate solution for the problem.
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Capitulo 1

Introducao

Consideremos o problema de complementaridade nao-linear (PCN(F)), que cons-

titui em encontrar um vetor « € R™ que satisfaca as seguintes condig¢Ges:
x> 0, F(z) >0, T F(z) =0

onde F' : ™ — R é assumida como sendo uma Fy-fungio continuamente dife-
rencidvel.
Observemos que F' é uma Fy-fungio se para quaisquer z,y € R"” com z # v,

existe um indice ¢ tal que

T # i e (z: — ) (Fi(z) — Fi(y)) > 0;

Este problema tem atraido a atengdo de muitos pesquisadores e suas aplicagoes
podem ser encontradas em diversas areas como engenharia, economia, otimizagao
entre outras. As referéncias [6] e [14] sao as mais indicadas para o conhecimento
destas aplicagoes.

Existem vérios métodos para a resolucéo do problema de complementaridade nao-
linear. Os algoritmos a serem considerados nesta dissertagéo pertencem a chamada
clagse dos métodos de regularizacao, que sao designados para resolver problemas

mal postos. De fato, esses métodos tém sido recentemente usados com muito sucesso



para melhorar a robustez de certos problemas de complementaridade, sob a avaliagio
de varios testes.

Para uma discusséo detalhada sobre problemas mal postos em programagdo ma-
temdtica, uma referéncia é [8].

Os métodos de regularizacdo tentam contornar a dificuldade que encontramos
na resolucdo de problemas robustos, substituindo a solugdo do problema original
pela solucdo de uma sequéncia de problemas bem postos, isto é, uma sequéncia de
problemas perturbados que possuem melhores condigGes de serem resolvidos.

No contexto de problemas de complementaridade, Facchinei e Kanzow [11] utili-
zaram a regularizagao de Tikhonov para a classe de Py-fungoes, que € uma téenica que
consiste em resolver uma sequéncia de problemas de complementaridade PCN(F¥),
onde [**(z) = F(x) + cx@ e ¢ 6 wn pardmetro positivo convergindo a zero.

Também para Py-fungbes, Yamashita, Imai e Fukushima [30] usaram uma regu-
larizacdo proximal, que é dada por F*(z) = I'(z) + cx(z — 2¥), onde 2% é o iterado
e ¢ é um parametro positivo que ndo necessariamente converge a zero. Este tipo de
regularizacao foi bem estudado por Rockafellar [28] para operadores mondtonos.

Nesses dois casos citados, o subproblema PCN(F*) é melhor tratdvel que o
problema original. Isto se explica pelo fato de que se I é uma Py-fungdo, entao F'*

¢ uma P-funcio, isto é, para todo x,y € R™ com z # y, existe um indice 7 tal que
T # Yi (2 — 3:) (Fi(2) — Fi(y)) > 0;

Esta propriedade garante que o subproblema tem no maximo uma solugao.
J4 Pereira [23] apresentou uma nova regularizagio proximal com métrica varidvel.
Considerando o problema de complementaridade com Fy-fungoes, essa regularizacao

se da da seguinte forma: dado z* > 0, temos
F¥(z) = F(z) + cp(X®) ™ (z — ")

onde (X*)™" é definida por (X*)" = diag{(«¥) ", ..., (k) "} e ¢, é uma pardmetro

positivo.



Em uma linha similar, o recente trabalho de Oliveira, G.L e Oliveira, P.R [20]
apresenta métodos do tipo proximal com métrica varidvel onde o nticleo quadritico
é substituido pela métrica G(z) = X ".

Asgsim, usando essa regularizagio proximal, Pereira [ 23] apresentou um algoritmo
inexato e provou que ele converge globalmente, sob hipéteses adequadas sobre os
pardmetros ¢;’s e sobre o conjunto solugéo.

Nesta dissertagdo, veremos de que forma reformulamos um problema de com-
plementariedade nédo-linear, utilizando a regularizacio de Pereira [23]. Para isso,
faremos uso da fungdo de Fischer-Burmeister, que possui propriedades fundamen-
tais no estudo dos métodos de regularizagao. Apresentamos os principais conceitos e
propriedades relacionados a esta funcdo. Apresentamos também um algoritmo proxi-
mal inexato (Algoritmo 4.3.1) como o apresentado em [23] que converge globalmente
para a solugdo do problema original PCN(F'), mas agora com um novo critério e
com novas hipdteses sobre o pardmetro ¢, e analisaremos questoes sobre sua taxa,
convergeéncia.

Serd apresentado um resultado que mostra que o algoritmo proximal para Fy-
fungGes possui taxa de convergéncia superlinear fazendo uso da regularizagdo pro-
ximal de Yamashita, Tmai ¢ Fukushima [30]. A partir deste resultado, discutiremos
se o mesmo pode ser aplicado & regularizagao com métrica varidvel de Pereira [23].
A andlise da taxa de convergéncia do algoritimo sera feita usando a hipétese de que
o conjunto solugdo do PCN(F) é ndo-vazio e limitado e que tem solugfo tnica.
Veremos sob que condi¢Ges essa unicidade acontece. Questdes relacionadas a imple-
mentagido do algoritmo também serdo abordadas.

Com relagao aos pardmetros ¢;'s, apresentaremos uma forma de escolhé-los de
maneira adequada as nossas hipdteses e de forma que a solugdo do subproblema
PCN(F*) se aproxime da solugio do problema PCN (F').

J& sobre a resolucio do problema regularizado PCN (F'*), serd apresentado um
método tipo Newton de modo adaptado ao nosso problema e que tenha por objetivo

minimizar a funcdo de mérito regularizada. Lembramos que uma funcao f : " —



é uma funcio de mérito para o PCN(F*) se satisfaz a seguinte condigio:
f() >0 e f(z)=0<«= 1é solugio do PCN(FF)

Métodos tipo Newton fém sido utilizados em varios campos da programagio
matemadtica, em particular em problemas de Complementaridade e de Desigualdades
Variacionais.

A partir deste método, apresentamos uma versio especifica do Algoritmo 4.3.1
que possibilita encontrar uma solugdo aproximada a do problema original PCN ().

A dissertacdo estd organizada da seguinte maneira: No capitulo 2, daremos os
conceitos bésicos e algumas propriedades que serdo necessdrias em andlises sub-
seqientes. No capitulo 3, veremos de que forma podemos reformular o problema
de complementaridade de modo a torna-lo melhor condicionado, usando a fungao
de Fischer-Burmeister. Veremos também importantes resultados relacionados a esta
fungéo. No capitulo 4, apresentamos o problema regularizado e um algoritmo proxi-
mal inexato para o mesmo. No capitulo 5 abordamos questoes relacionadas a taxa
de convergéncia e escolha de parametros. E finalmente, no capitulo 6, apresentamos
o Método de Newton para a resolucio do problema regularizado PCN(F¥) e uma

versdo especifica do algoritmo proximal inexato.



Capitulo 2

Preliminares

2.1 Introducao

Neste capitulo veremos alguns conceitos matematicos e propriedades basicas que
serdo usadas nos capitulos subseqiientes. As referéncias [5], [6], [L1], [24] e [30] foram

essencials para estes preliminares.

2.2 Notagoes

E importante apresentarmos algumas notacdes que serdo usadas no decorrer desta
dissertagdo. As principais sdo as seguintes:

R = {z = (21,29, ..., Tn);2; € R, =1, ...,n}: espago vetorial euclideano;

R ={z = (z1,22,...,2,); % > 0,i = 1,...,n};

R, ={z=(21,22,....,%);2; > 0,i = 1,..,n};

<3;, y> = Y7, %;y; = produto interno em R" para quaisquer vetores z,y € R"

z|l = <:1:, 3J> norma euclideana em R para algum vetor z € "

G'(ouV (@) : matriz jacobiana de uma fungdo G : " — K"

Se (G é direcionalmente diferencidvel, denotamos a derivada direcional de G em

x € R™ por G'(z;d).



2.3 Conceitos basicos

Primeiramente veremos algumas defini¢des em relagio a uma aplicagao G : ™ —
R G é dita ser uma

(a) fungdo mondtona se
<rc —y,G(z) — G(y)> > 0 para todo =,y € R,
(b) fungédo fortemente mondtona com médulo u se
<$ —y,G(z) — G(y)> > ullz — y||? para todo z,y € R,

(¢) Py-fungdo se para quaisquer z,y € R™ , existe um indice % tal que

Ti 7 Yi (@ — 4:)(Gi(z) — Gi(y)) >0,
(d) P-fungéo se para quaisquer z,y € R" | existe um indice i tal que

Ti # Yi (@i = y:)(Gilw) — Gi(y)) > 0.

(e) fungio Lipschitz continua se existe uma constante L > 0 tal que
1G(z) = G| < Lll= — 'l

para todo z, '’ € R".

A partir desta defini¢do, torna-se claro que uma funcao fortemente monétona. é
uma funcgdo mondtona e uma P-fungdo também é uma Fy-fungdo. Além do mais,
toda P-fungéo é injetiva. Se G é uma func¢ao mondtona ela também é uma Fy- funcio
e se a mesma for uma fun¢do mondtona diferencidvel, entdo VG(z) é semidefinida

positiva para todo x € R™.



2.4 Diferenciabilidade, subdiferenciabilidade e con-
ceitos relacionados

Nesta segao, daremos as defini¢Ges e algumas propriedades relacionadas & dife-
renciabilidade e & subdiferenciabilidade de fungdes que serdo importantes na anglise
de propriedades que serfio vistas mais & frente. Primeiramente veremos o conceito

de suavidade.

Definicao 2.4.1 . Dizemos que uma funcdo é suave em um ponto © € RN™ se ela é
continuamente diferencidvel neste mesmo ponto. Caso contrdrio, dizemos que ela é

nao-suave.

Defini¢ao 2.4.2 . Podemos dizer que wma fun¢io G : X — Y, X eY espacos de
dimensdo finita (vdlida para espagos de Banach), admite wma derivada estrita em
um elemento do espago de aplicagdes lineares continuas E(X,Y) denotado D,G(x),
se para cada v € X, se tem:

G(z' +tv) — G(z")

' —z,t]0 t

= <DSG(x),v>

e a convergéncia € uniforme para v em conjuntos compactos.(Esta illima condigio

¢ automdtica se G ¢é Lipschitziana em uma vizinhanga de x).

Agora veremos alguns conceitos de diferenciais generalizados.
Seja. G W™ — R uma fungdo localmente Lipschitziana, entdo G é diferencidvel
em quase todo o R*. Agora, seja Dg C R"™ o0 conjunto de pontos onde G & dife-

rencidvel. Entdo o B-subdiferencial de GG em z é definido como
IpG(z) = {V € RV"I{a*} C Dg tq limge_,G'(2*) = V}

O subdiferencial de Clarke de G em x é definido por dG(z) = codpG(x), onde co

denota o envelope convexo de um conjunto.



Defini¢ao 2.4.3 Seja G : " — R™. A derivada direcional de G em z na diregdo

v, denotada por G'(x,v) , € definida como

G, v) = lip S ) = G()

10 t ’

gquando este limite existe.

E o derivada direcional generalizada de G em z na direcdo v, denotada por

Gz, v) , é definida como

G%(z,v) = limsup Gly+tv) = G(y)’
y—x,t}0 t

onde y € R™ et escalar positivo.

E mais, se G'(z,v) = G%(z,v), dizemos que G é reqular em .

Definigao 2.4.4 Seja G : " — R" localmente Lipschitziana em x € R*. Dizemos

que G € semi-suave em x Se

lim Hd
d'5d 110

eziste para toda direcio d € ", com H € 0G(x + td').

Definicao 2.4.5 Uma fun¢do semi-suave G : R™ — R™ ¢ dita ser fortemente semi-

suave em x € R"™ se para qualquer H € 0G(xz + d) e para qualquer d — 0,
Hd — G'(z;d) = O(|l4I")

Notemos que se G é semisuave em z, entdo é também direcionalmente dife-
rencidvel no mesmo e sua derivada direcional na dire¢do v é dada pela definigao
(2.4.4).

As prova das duas proposicoes seguintes podem ser encontrada em [10].

Proposicao 2.4.6 Se G : R* — RN™ ¢ semi-suave em z, entdo:

i |G(z + h) — G(z) — Hh|| _

0
h—0 1Al

onde H € 0G(z + h).



Proposigao 2.4.7 Se G : R® — R* € fortemente semi-suave em x € R™ e direcio-

nalmente diferencidvel em uma vizinhanca de z, entdo

, |G (xz+ h) — G(z) — Hh|
lnlILl —S)élp e

onde H € 0G(x -+ h).

Vimos conceitos de B-diferenciabilidade e semi-suavidade. Enfretanto ndo hé
regras de célculo exato para a B-derivada de fungdes em geral. FEm 1996, Qi [24]
propos o seguinte conceito de diferencial de importante papel no cdlculo exato de

diferenciais.

Definicao 2.4.8 Seja G : ®* — R umo funcao-vetor continua e seja T @ R* —
R™ x R™ um operador ponto-conjunto. Entao G € dita ser C-diferencidvel em x € ™
com T el é dito ser um operador C-diferencial de G se

(i) T'(y) € ndo-vazio e compacto para qualquer y em uma vizinhanca de x;

(1) T' é semicontinua superior em z, i.e, T(xz) > limsup T'(z) para toda sequéncia
{21} CR™ convergindo a x. ‘

(111) para qualquer V € T{z + d),
Gz +d) = G(z) +Vd+O(d]]).

Se, além do mais

() para qualquer V € T'(z +d),
Gz +d) = G(z) +Vd+o(|d|?),

dizemos entdo que G € fortemente C-diferencidvel em © com T eT' é chamado um

operador C-diferencial forte de G.

A demonstragdo da préxima proposi¢ao segue da Defini¢do 2.4.5. Mas sua prova

pode ser encontrada em [24, Teorema 2.1].



Proposicao 2.4.9 Sejam F : R — R e G : R — R" subdiferencidveis e forte-
mente semi-suaves. Lintao H = Gol' : ™ — R™ € fortemente C-diferencidvel com

o operador T definido por
T(z) = {AB ¢ RV A € 0G(F(z)), B € 0F(x)},

wsto €, existe uma constante positiva k tal que, para todo d € R"™ suficientemente

pequeno e qualquer V € Tz + d),
[H (2 +d) — H(z) — Vd|| < k|d|”
Outras propriedades sobre semi-suavidade podem ser encontradas em [24].

Definigao 2.4.10 Seja G : R™ — R uma funcdo localmente Lipschitziana. Entdo
um ponto x € R € BD-regular com G se todos os elementos em OpG(x) sdo ndo-

singulares.

Notemos que z* é uma solucdo isolada da equagdo G(z) = 0 se 2* é regular com G

e G(z*) = 0 como pode ser visto em (22, Proposigdo 3].

2.5 Coercividade de uma funcao

A coercividade tem um papel fundamental na prova da existéncia de solugio
do problema regularizado e também é muito importante na andlise do método tipo

Newton que serd apresentado mais adiante.

Definigao 2.5.1 Dizemos que uma funcdo G : R™ — R™ € coerciva se qualquer

sequéncia {vF} com ||[v¥|| — oo implicar que ||G(vF)|| — oo.

2.6 Propriedades P e Fj

Definicdo 2.6.1 .Uma matriz M € R™™ € uma
(i) Fo-matriz se todos os seus menores principais sao ndo-negativos

(1) P-matriz se todos os seus menores principais sGo positivos.

10



E ébvio que toda P-matriz é uma Pyp-matriz [6]. A seguinte caracterizacio sobre

Py-matrizes ¢ bastante tftil. Sua demonstragao pode ser encontrada em [12].

Proposicao 2.6.2 A matriz M € ™" € uma Py-malriz se e somente se para todo

vetor © nao-nulo existe wm indice ¢ tal que x; # 0 e x;(Mz); > 0.

Lembremos que uma funcao G : R* — R" é uma Fy-fungéo se para quaisquer x,

y, existe um indice ¢ tal que
Ti 7 Ys (s — 1) (Gi(z) — Gi(y)) =0,
e uma P-funcao se, para quaisquer z, ¥ , existe um indice 7 tal que

Ti # i (@ — 1) (Gilz) — Gi(y)) > 0.

O lema a seguir € til na prova da existéncia de solugao do problema regularizado.

Lema 2.6.3 Seja G : R — R™ wma Py-fungdo continua. Consideremos uma
sequéncia {a*} em R tal que ||a®|| — co. Seja j € {1,...n}. Entdo existe uma sub-
sequéncia, que podemos assumir sem perda de generalidade como {af} e um indice
7 tal que uma das condicoes abaixo ocorre:

(i) ay — 400 e {G;(a®)} é limitada inferiormente;

(i) af — —co e {G;(aF)} ¢ limitada superiormente.

Demonstragao. Por hipétese {a*} ¢ ilimitada. Desse modo, temos que o conjunto

de 1ndices J definido como
J:={ie{l,..,n}{a} é ilimitada},
é néo-vazio. Assim, podemos supor sem perda de generalidade que |a§?| — 00 para

todo j € J. Definimos agora a sequéncia limitada {b*} por

0 se 2€J
af se igJ

(3

bk =

k3

11



Como {a*} # {b*} e G é uma Py-fungio, existe um j € J tal que

af[G;(a") — G5(M)] = (af — b5)[C5(a") — G;(BM)] > 0

J

Agora observamos que, quando [a,;?| — 00, temos dois possiveis casos a serem
analisados:

Caso 1. a;-“ — +00

Temos da desigualdade anterior (considerando que estamos assumindo que aé? >
0) que G;(a*) é limitada inferiormente, j& que G é continua e {b*} é limitada. Desse
modo, provamos a parte (i).

Caso 2. af — —00

Temos da desigualdade anterior (considerando que estamos assumindo que a;? <
0) que G;(a*) é limitada superiormente. Desse modo, provamos a parte (ii). |

J4 a proposicao seguinte seré utilizada na demonstraciio da unicidade do problema

regularizado.

Proposicao 2.6.4 Seja G : R — R™ wma P-fungdo. Entdo o PCN(G) tem no

mdzimo uma solucdo.

Demonstracao. Visto que G é uma P-funcio, temos que ela é injetiva. Logo se o

PCN(G) tem solugao, ela é tunica. |

12



Capitulo 3

Reformulacoes equivalentes para o

PCN(F)

Neste capitulo apresentaremos uma reformulagio do problema de complementa-

ridade nao-linear equivalente ao problema original.

3.1 A funcao de Fischer-Burmeister

Definicdo 3.1.1 Uma funcdo ¢ : 12 — R € dita ser uma fun¢do-PCN se satisfaz

a sequinte condigao:
0(a,b) =0<=a>0,b>0eab=0.

O problema de complementaridade ndo-linear pode ser reformulado como um
sistema. de equacoes por diversos caminhos. Nesta dissertagéo, faremos uso da fungao

de Fischer-Burmeister que é uma funcdo 1 : 2 — R definida por
P(a,b) =va*+b>—a—0b
Esta funcéo tem atraido muita aten¢do na drea da Complementaridade nao-linear
e das Desigualdades variacionais. Ela foi usada por Facchinei e Kanzow [11] no

estudo de métodos de regularizacao, depois de ser introduzida por Fischer em 1992.

O resultado a seguir deixa claro a importancia desta funcéo.
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Lema 3.1.2 A funcdo de Fischer-Burmeister é uma funcdo-PCN.

Demonstrac¢do. Suponhamos que ¥(a,b) = 0. Entao temos que

0<Va2+b>=a+b

Assim, elevando ambos os lados ao quadrado, temos que
(a+0)?=a’>+b* = ab=0

A prova segue usando o fato que a + b > 0. Reciprocamente, suponhamos que

a>0,b>0eab= 0. Usando o fato que ab = 0, temos que
Va2 4+ b2 = |a+ b

Assim, como a > 0 e b > 0 temos que 9(a,b) =+va?+ 0> —a—b=0. B
Notemos que 9 é continuamente diferencidavel em todo o espago, exceto na origem.

Com isso, podemos definir o seguinte operador:

P(z1, F1(2))
P(za, Fa(7))

O(z) =

| Y(Tn, Fu(2)) ]
com F : }™ — K",
O préximo lema apresenta uma reformulagdo vista do problema de complemen-
taridade nao-linear que se constitui em encontrar um vetor z € R™ que satisfaca as

seguintes condigoes:

onde F' : ®" — R" é assumida como sendo uma Fy-fungdo continuamente dife-

rencidvel.

Lema 3.1.3 Seja F uma funcio de R™ em R™. FEnido z* € R™ € solugdo do

PCN(F) se, e somente se, * é solugao do sistema de equagdes ©(z) = 0.
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Demonstragao. Se z* € " ¢ uma solugdo do PC'N(F'), entao para todo 4=1,..n

temos que
z; >0 Fi(z*) >0 T F(2*) =0
Portanto,
(& + Fi(a"))" = (2]) + (Fi(="))”

implicando que

(i, Fi(2)) = 0

para todo i=1,...n.

Reciprocamente, suponha que ©(z) = 0. Entéo

para todo i=1,...n. Desse modo, segue da definicdo 3.1.1 que
i >0 Fi(z*)>0 T Fy(2*) =0

para todo i=1,..n. Logo z* é solugdo do PC'N(I'). B
Percebemos que © nao é diferencidvel em « se z; = F'(x;) = 0 para algum indice 1,
mas € localmente Lipschitz continua. Com este operador, podemos definir a seguinte

fungéo de mérito ¢(z) : R™ — R correspondente:

#(z) = 0G| (31)

Veremos a seguir alguns resultados relacionados ao subdiferencial de uma fungéo
e em seguida alguns conceitos relacionados ao calculo do subdiferencial de ©. Lem-
brando que estamos assumindo que F é uma funcdo continuamente diferenciavel e
que isso implica que © € localmente Lipschitziana. As demonstrages dos cinco

proximos resultados podem ser encontradas em [2].
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Proposicao 3.1.4 Se f € estritamente diferencidvel em z, entdo [ é Lipschitziana
em wma vizinhanga de x e Of (x) = {Dsf(x)}. Reciprocamente, se f € Lipschitziana
em uma vizinhanga de x e Of(x) se reduz a um vetor Unico &, entdo f € estritamente

diferencidvel em x e Dsf(z) = €.

Corolério 3.1.5 Se f é Lipschitziana em uma vizinhangae de x e X € uwm espaco de
dimensao finita, entdo Of (') se reduz a wm inico elemento para todo ' em x +eB
se e somente se [ € continuamente diferencidvel sobre x+eB, onde B denota a bola

unitdaria aberta de X.

Teorema 3.1.6 (Regra da cadeia) Seja f = goh, ondeh: X - R eg: R* - R
( X espago de dimensdo finita). Assumimos que cada h; € Lipschiltziana em uma
vizinhanca de x e que g € Lipschitziana em uma vizinhanga de h(z), que implica que

f € Lipschitziana em uma vizinhanca de x. Enldo

of(x) C co{ ik & € Ohi(z),a € ag(h(:v))}

e a igualdade estd assegurada sob qualquer wma das sequintes hipdteses:

(i) g € regular em h(z), cada h; € reqular em z, e todo elemento o de Hg(h(z))
tem componentes ndo negatwos.( Neste caso seque que [ € reqular em x.)

(11) g € estritamente diferencidvel em h(z) en = 1.

(13) g € regqular em h(x) e h € estritamente diferencidvel em x (Neste caso, seque

que f € regular em z e co na ezpressdo acima € supérfluo).

Proposicao 3.1.7 Seja G : " — R™ Lipschitziana em uma vizinhanca de x.
Entao:

(a) OG(z) é um subconjunto compacto, convezo e nio-vazio de R™ ™.

(b) OG € fechado em x, isto €, se x; — x, Z; € 0G(x;) e Z; — Z, entdo
7 € 0G(x).

(c) OG € semicontinua superior em z, isto é, para qualquer e > 0 existe um & > 0

tal que, para todo y em x + 6B (onde B denota a bola aberta unitdria em R") ,
dG(y) C 9G(x) + €Bpxn.
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(d) Se cada componente g* de G é Lipschitziana de posto K; em z,entdo G é
Lipschitziana em @ de posto K = |(K1, Ko, ..., K)| € 0G C KBpyn.

(e) 0G(z) C dg'(z) x ... x Og™(x), onde o wltimo(posterior) denota o conjunto de
todas as matrizes cuja i-ésima linha pertence a Og*(x) para cada i. Sen =1, entdo

0G(z) = dg'(z).

Teorema 3.1.8 Seja g = hoG, onde G : " — R™ ¢ Lipschitziana em uma vizi-
nhanca de z e h : R — RN € Lipschitziana em uma vizinhanca de G(x). Entdo g é

Lipschitziana em uma vizinhaca de T e
g C co{Oh(G(2))0G(z)}.

Se h for também estritamente diferencidvel em x, entdo a igualdade estd assegu-

rada.
Agora, veremos um resultado relacionado ao calculo do subdiferencial de ©.

Proposicao 3.1.9 90(z)T C (A(z) — I) + VF(z)(B(z) — I) onde I é a matriz
identidade n x n e A(z) e B(z) sdo matrizes diagonais n X n (multivalorada) cujo

1-ésimo elemento diagonal é dado por

45D = g BT P T B

se (w3, Ii(2)) # 0 e por
An(ili) = &, Bu'(x) = Piiy

para todo (&, p;) € R2 tq ||(€,ps)]| < 1
se (@, Fy(z)) = 0.

. Demonstragao. Das regras de calculo do jacobiano generalizado temos da Pro-

posicao 3.1.7 que
20 (z)T C 00,(z) x ...00,(z).
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Se i ¢é tal que (w3, Fi(z)) # 0, ©;(z) ¢é diferencidvel. Como (z;, Fi(z)) =

22 + F2(z) — 2; — Fy(z) temos entdo que

VO,(z) = Vi, Fi(z))

_ 541__“ (e 4 2R V) — e~ V()
" T 5(  PRURALS
_ (HT—;W ~1)e; + vm@)(% -1).
Assim,
VO,(z) = (m —1)e; + vm(x)(% —1).

Agora, analisaremos o caso em que (z;, F;(z)) = 0. Por definigao

910,01 = {(&, ps) : 1€, psll < 1}

Usando a Definigdo 2.4.3, temos que % é regular em F(z), i.e, ¥ é direcional-
mente diferencidavel em F'(z), pois ¢ é semi-suave em F' j4 que F é continuamente
diferenciavel (Veja Defini¢do 2.4.4 ). Sabemos também que F' é estritamente dife-
rencidvel em . Como © é uma composicio de 9 e F, temos pelo item (iii) do Teorema
3.1.6 (que é o Teorema sobre gradiente generalizado de uma fungio composta) que

O é regular em z e seu subdiferencial ¢ dado da seguinte forma :

Destas igualdades, segue diretamente a proposicio. B

A proposicdo a seguir nos dé algumas propriedades titeis para as fungoes vistas.
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Proposicao 3.1.10 Os seguintes enunciados sao verdadeiros :

(a) A fungio © € semi-suave.

(b) Se VI é Lipschitz continua, entdo © ¢é fortemente semi-suave em todo o
espago R™.

(c) A fungdo de mérito ¢ é continuamente diferencidvel em todo o espago R™(F
diferencidvel).

(d) Se I' ¢ uma Py-fungdo, entdo todo ponto estaciondrio de ¢ € tal que ¢p(z) = 0.

Demonstracao. Veja [30, Proposicéo 2.2].

A demonstragio do préximo lema pode ser encontrada em [18].

Lema 3.1.11 Sejam {a*} e {V*} duas sequéncias em R. Se wma das condicées
ocorrer

(i) a* — +o0 e b* — 400

(ii) a* — —o0

(iii) V¥ — —oo0

Entdo ||v(a®, b¥)|| — +oo.

Proposicao 3.1.12 Seja F': R* — R™ uma P-funcio(Py-fungao). Entdo © é uma
P-fungao(Py-fungao).

Demonstracao. Primeiramente, assumimos que F' é uma P-func¢fo. Assim, para

x # y, existe um indice 7 tal que

(e — yo) [Fi(e) — Fi(y)] > 0.

Queremos mostrar que para o mesmo indice 1,

(#: — 13)[©i(z) — ©:(y)] > 0.

Assumimos, sem perda de generalidade, que y; > x; e mostraremos que 0;(y) >
©;(z). Por contradigéo, suponha que 0;(y) < 0;(z). Temos que y; > z; e Fi(y) >
Fy(z). Agora, ©;(y) < ©;(z) implica que
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(@i — v3) -+ (Filw) = Fi(y)) > /a2 + Fy(2)2 — \Ju? + Fy(y)>.

Assim, elevando ambos os lados ao quadrado, simplificando, e usando a seguinte

desigualdade

(z: — 9) (Fi(z) — F(y)) >0,

temos que

Va? + F(@P\Jy2 + Biy)? < wiys + Fi(@)Fily).
Se elevarmos ao quadrado a desigualdade acima, segue que
(z:l5(y) — v:Fi(2))* < 0.

B isto ¢ uma contradigdo. Desse modo, temos que © é uma P-fungdo. A propri-
edade Fy pode ser provada de forma analoga. B

Notemos que essa proposi¢ao depende fortemente da fungio de Fischer-Burmeister.
Logo seria importante tentar usar uma outra fungio-PCN para a qual esse resultado

também seje valido.
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Capitulo 4

Regularizacao do PCN(F) e o

Algoritmo proximal

Neste capitulo, serd apresentado o problema de complementaridade com uma
regularizacdo para a fungao F' e introduziremos um algoritmo usando essa regula-

rizagao.

4.1 O problema regularizado

Para regularizarmos o problema de complementaridade ndo-linear, usaremos a
regularizagao proximal introduzida por Pereira [23]. Assim, dada uma funcio F' :
R — R 2k e R 2k > 0,r € R,r > 1, temos a seguinte regularizacio F* : R —

§]:ETL

F*(z) = F(z) 4+ c(X*) " (z — z¥) (4.1)

onde (X*)™" é definida por (X*) ™" = diag{(z¥)™", ..., (¥) "} e ¢t é uma pardmetro
positivo.

Assim, o problema regularizado PCN(F*) é definido como
x>0 F*(2) >0 eI FR(z) =0
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onde F* : ™ — R é uma P-funcao, como serd demonstrado. Para resolvermos este

problema utilizaremos um método tipo Newton que serd visto mais adiante.

4.2 O operador Fischer-Burmeister regularizado

Agora, para o problema regularizado, definimos o operador de Fischer-Burmeister

correspondente como

[ (a1, FE(2))

T9, F¥(z
oy | Hen )

| P(a, I (2)) |
e sua fungdo de mérito associada como
¢*(z)=510"(x)|I?

onde F* ¢ a funcdo regularizada e 1) ¢é a funcdo de Fischer-Burmeister.

A proposicio a seguir mostra que F'* é uma regularizacio de F.
Proposicio 4.2.1 Se F' é uma Py-funcdo, entdo F* é uma P-fungdo.

Demonstragdo. Como F' é uma Py-fungio, para quaisquer © # y € ", existe um

indice i tal que
(zi — y:)(Fi(z) - Fi(y)) 2 0 (4.2)

O objetivo é mostrarmos que

(w: — ) (F () — FF(y)) > 0.

Usando a definicio de F* temos que
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(@ —y:) (FF(2) = FHy)) = (20— ) (Fil2) — Fi(y)) + en(ad) 7 (@i — v:)?

Agora, usando (4.2) e os fatos que x; # i, ¥ > 0 e que ¢, > 0 temos que

(@i — ) (Fy (@) — Fi(y)*) > 0

A préxima proposicao nos dé propriedades titeis para o problema regularizado.

Proposicao 4.2.2 As seguintes afirmativas sao verdadeiras:
(a) O operador reqularizado ©F ¢é continuamente diferencidvel sobre R}, x ™.

(b) Os conjuntos de nivel de ¢* sio limitados.

Demonstracdo. (a) Imediato, visto que 1 é continumente diferencidvel sobre % | x
%’ll
(b) Evidente, levando-se em consideragao a Proposi¢ao 5.2.1 que mostra que oF

é coerciva. B

4.3 O Algoritmo proximal Inexato [

Nesta secao serd exibido um algoritmo do tipo proximal inexato que resolve o
problema de complementaridade ndo-linear, onde F' : ™ — RN"™ é uma Fp-funcao con-
tinuamente diferencidvel. Também daremos hipdteses suficientes para a convergéncia

global do algoritmo. Sabendo que F¥(z) = F(z) + cx(X*) ™ (z — %),

(e, Fi(x))

| (e, () |
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¢*(2)=3110" ()|,
apresentamos o seguinte algoritmo:

Algoritmo 4.3.1 Algoritmo proximal Inexato

Passo 0: Escolha co > 0,80 € (0,1) ez e R . Faca k :=0.

Passo 1: Se ¥ satisfaz um critério de parada termine a ileragdo.

Passo 2: Dados ¢ > 0, F*(z) = F(z) + co(X®) (. —2*), r > 1, 8, € (0,1) e
ab e R, obtenha e R | de forma que

+

PF ("2 < §pman{l, ||z ~ ¥} (4.3)
Passo 3: FEscolha cgy1 > 0,051 € (0,0x). Faga k =k +1 e volte ao Passo 1.

Para obtermos o iterado 2 satisfazendo o critério (4.3) no Passo 2, apresenta-
remos mais adiante o Método de Newton para a minimizacio de ¢*. Observe que,
os conjuntos de nivel de ¢* sfo limitados (Proposicio 4.2.2) e como F* é uma P-
funcéo (Pp-funcio), todo ponto estaciondrio Z de ¢* é tal que ¢*(Z) = 0 (Proposigao
3.1.10 (d)). Por isso, todo algoritmo de minimizacio adequado ao problema produ-
zird uma sequéncia minimizante e assim o ponto z* podera ser determinado em um
numero finito de passos. Esta situacio reflete o fato que os problemas perturbados
sao bem-postos e isto é uma das principais motiva¢oes dos métodos de regularizagao.

Rockafellar [28] propds os seguintes dois critérios em 1976 para um algoritmo
proximal usando operadores mondtonos maximais :

Critério 1. ||z%* —z%|| < 6k, S04 0k < 00

Critério 2. ||2FT! — T*|| < §g|lz®+ — ||, 152 0 < oo

onde z* é a solucdo do problema.

O Critério 1 garante convergéncia global do algoritmo proximal, enquanto o
Critério 2 garante convergéncia superlinear.

O seguinte critério
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et — 7| < Sumin{1, [+ — o*])}

com &, — 0 foi utilizado por Rockafellar para provar que o algoritmo do ponto
proximal para operadores mondtonos maximais proposto por ele tem convergéncia
global e superlinear, ou seja, mesclando os critérios 1 e 2.

Em 1999, Yamashita, Imai e Fukushima [30], usando este mesmo critério, apre-
sentaram um algoritmo proximal com Py-fungdes para o PCN(F') utilizando a regu-
larizagio F*(z) = F(z) + cx(x — ) (z* € R") e provaram que o algoritmo converge
globalmente e que possui taxa de convergéncia superlinear usando a seguinte hipdtese

sobre a sequéncia {c}:

Hipotese 4.3.2 . A sequéncia {cg} satisfaz as sequintes condi¢des:
(A) et — 2*) — 0 se {z*} € limitada ;

(B) crz® — 0 se {z*} ¢ ilimitada .

Agora, enfatizaremos a seguinte hipdtese sobre o pardmetro de regularizagio cg,
hipétese esta que tem importancia fundamental na analise de convergéncia global do

Algoritmo 4.3.1.

Hipétese 4.3.3 . A sequéncia {ci} satisfaz as sequintes condigdes:
(A) cip(XF) " (aF+ — 2F) — 0 se {z*} € limitada e r > 1;

(B) cu(X*)" — 0 se {a*} € ilimitada e r > 0.

Observamos nessa hipdtese que ¢, ndo necessariamente necessita ir a zero para ela
ser valida, como no caso proximal cldssico estudado por Yamashita, Imai e Fukushima
[30]. Pereira [23] mostrou, sob esta hipétese e considerando o conjunto solugdo do
problema ndo-vazio e limitado, que z* ¢ limitada e que ¢* converge uniformemente
a ¢ em compactos e a partir disso provou a convergéncia global do Algoritmo 4.3.1
utilizando o critério ¢*(z¥+1)2 < § no Passo 2.

Porém, considerando além desta, outras hipdteses sobre ¢, analisaremos no
préximo capitulo a possibilidade de o algoritmo ter taxa de convergéncia super-

linear, utilizando o critério de Rockafellar adaptado ao nosso problema (que é o
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critério do Passo 2 do Algoritmo 4.3.1). Este critério engloba o critério usado por
Pereira [23], pois 6 é uma pardmetro convergindo a zero. Também veremos questdes
de implementacdo e uma versao especifica deste algoritmo.

Agora veremos resultados importantes para a convergéncia global do Algoritmo

4.3.1.
Lema 4.3.4 Para quaisquer a,b e ¢, temos

Il/)(ahb + C) - Qp(aﬂb)‘ < QlC‘

Como consequéncia, temos que
18%(z) — ©@)| < 2aill(X*) 7" (x — 2|
Demonstracgao. Visto que

P(a,b+c) —P(a,b) =1/a® + (b+¢)? —Va? + b —¢,

¢ suficiente mostrarmos que

[v/a?2+ (b+c)? — va? +b?| < ||

Assim temos

[¥(a,b+c) —(a,b)|] = |ya®>+ (b+c)? —Va? + b2 — ¢

< o+ (bt o — V@ T +|d
= @b+l = lla,Dlll +d
< 10,9l +1el = 2le

Portanto, se tomarmos a = z;,b = Fi(z) e ¢ = c(z¥) ™" (2; — 2¥) temos

(24, Fi(w) + cu(a¥) ™" (s — 2F)) — (i, Fi(2))] < 2lenl(al) (2 — o)
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Usando as definicdes dos operadores ©F ¢ ©, concluimos que
10%(2) — O(x)]| < 2ckl|(X*) ™" (z — ")
como queriamos demonstrar. B

Teorema 4.3.5 (Teorema do Passo da Montanha) Seja f : R" — R uma funcao
continuamente diferencidvel e coerciva. Seja S C R™ um conjunto compacto e ndo-
vazio e m o minimo de f na fronteira (compacta) de S, isto €, m = il;.l@gf(m) Se
eriste a € S e b ¢ S tal que f(a) < m e f(b) < m, entdo existe c € R™ tal que
Vii)=0e f(c) >m.

Prova. Veja [30]. C

Lema 4.3.6 Suponha que vale o item B da Hipdtese 4.3.8 e que S C R™ é um
conjunto compacto nao-vazio. Se {z*} é ilimitada, entdo para cada € > 0, ewiste um

ko suficientemente grande tal que para tod k > ko temos que

|4"() - ¢(2)] <e
para todo x € S.

Demonstragio. Pelo Lema anterior, tomando a = ;,b = Fi(z) e ¢ = cx(zF) " (z; —

z¥), segue pelo item B da Hipétese 4.3.3 que
(i, Fi¥ () — (i, Fi(w))| < 2l (@F) " (@i — )| — 0

Como S é compacto e 9, Fel™ sfo continuas, temos para todo i, que
12 (i, B () — 9* (2, Fi(2))] =

[ (i, () = (s, Fy(@)) (s, FF () + (s, Fi(w))| = 0

Assim

il

segue que ¢* converge uniformemente a ¢ em S. B

Agora, veremos o teorema que mostra que o algoritmo 4.3.1 converge globalmente.
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Teorema 4.3.7 Suponha que F' é uma Py-funcao continuamente diferencidvel, vale
a Hipotese 4.3.3 items A e B e que o conjunto de solugdes, S*, do PCN(F) é nao-
vazio e limitado. Se 8§, — 0, entdo {x*} € limitada e qualquer ponto de acumulagdo

de {z*} ¢ uma solugdo do PCN (F).

Prova. Primeiro mostraremos que {z*} é limitada. Suponha que {z*} n&o é limi-
tada, entdo existe uma subsequéncia {z*}rex tal que ||z*|] — oo quando & — co
com k € K.

Como S™* ¢ limitado, existe um compacto § C R"™ néo-vazio tal que S* C int(.S)
e zF ¢ S para k € K, suficientemente grande. Mas, se 2* € S*, entdo temos que
¢(z*) = 0. Assim, tomando o := geua% ¢(z) > 0 (para x na fronteira de S), e aplicando

o Lema 4.3.6 com € := ¢ existe um kg tal que para todo k > kg

3a

¢ (z") < e

a ok ,
— e m:= min ¢*(z)(para = na fronteira de S) >
4 z€ds

Do Passo 2 do algoritmo proximal 4.3.1 temos que ¢®(z**!) < §2, portanto,
usando a hipétese que d — 0, existe um k; tal que para todo k > ki, ¢F(zF+1) < &,

Agora, considerando um indice k¥ € K, fixo suficientemente grande, tal que k& >
max{ko, ki1} e, colocando a = z* e b := z**! temos, pelo Teorema do Passo da
Montanha que existe um ¢ € R" tal que V¢*(c) =0 e ¢*(c) > m > 2 > 0. Assim,
¢ é um ponto estaciondrio de ¢*, mas ndo é solucio do PCN(F*) contradizendo a
Proposigao 3.1.10 (d). Portanto z* é limitada.

Agora, mostraremos que qualquer ponto de acumulacio de {z*} estd em S*.
Como {z*} é imitada, temos da Hipétese 4.3.3 item A que || F*(zFH) — F(a*+)|| —
0, e de forma andloga & prova do Lema 4.3.6 temos que ||¢*(z**+!) — p(z*)|| — 0.
Assim pelo Passo 2 do algoritmo e a hipétese que &, — 0, temos que ¢*(zF+1) — 0.
Portanto, gb(n:kH) — 0, o que significa que todo ponto de acumulagao da sequéncia

é uma solugdo do PCN(I). B
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Capitulo 5

Analise de convergéncia e Escolha

de parametros

Neste capitulo, apresentaremos o teorema de convergéncia superlinear usado por
Yamashita, Imai e Fukushima [30] para mostrar que o algoritmo proximal apresen-
tado por eles possui taxa de convergéncia superlinear, isto é, considerando a funcao
regularizada F* = F(z)+cp(z—2*) (2 € ). A partir deste teorema, discutiremos
esse resultado com relagdo ao Algoritmo 4.3.1 e analisaremos questoes relacionadas

a sua implementagao.

5.1 Analise de Convergéncia

Agora, veremos uma hipétese e um lema a serem utilizados na analise da taxa de

convergeéncia, .

Hipétese 5.1.1 Suponha que o conjunto de solugées do PCN(F), S*, é nao-vazio

k

e que a sequéncia T converge para uma solu¢io z* do PCN(F) que é BD-regular

com © (Veja defini¢do 2.4.10).

Considerando F' como uma Py-funcio, o conjunto solugao do PCN (F') é conexo

sempre que ele é limitado [9, Corolario 3.5]. Neste caso, a hipétese acima garante

29



que z* é a Unica solugdo do problema.

Lema 5.1.2 Suponha que a Hipdtese 5.1.1 estd assequrada. Entdo existem constan-

tes positivas K e € tais que
= — 2" < K[©(=)|l
para todo x tal que ||O(z)|| < €.

Demonstragao. Veja [22, Proposigio 3].

O teorema abaixo ([30], Teorema 3.3) foi provado para um algoritmo proximal
similar ao Algoritmo 4.3.1, com o mesmo critério do Pagso 2, mas usando a regu-
larizagdo F*(z) = F(z) + cx(z — 2*), com z* € R*. Considerando que o algoritmo

converge globalmente, mostramos abaixo a prova do teorema.

Teorema 5.1.3 Suponha que a Hipdtese 5.1.1 estd assegurada e que o conjunto
solugao do PCN(F') € limitado. Suponha também que 6y — 0 e ¢, — 0. Entdo a
sequéncia ©* gerada pelo algoritmo converge superlinearmente para a solugio x* do

PCN(F).

Prova. Como foi mencionado logo apés a Hipdtese 5.1.1, temos que, sob a mesma,

k

a* é a Unica solugdo do PCN(F), e assim z* converge para *, ji que o algoritmo

converge globalmente. Além do mais, usando a funcio regularizada I**(z) = F'(z) +

ci(z — 2*), temos pelo Lema 4.3.4 que
1©%(z*+!) — O ()] < 2|2 — |-
Entao segue da desiguladade triangular que
1O I < NOF (= )| + 2¢p |2 — 2.

Esta desigualdade, usando a definigao da funcao de mérito ¢ (3.1), se reescreve

¢($k+l)% < ¢k(lk+l)% +\/§Ck“$k+1 —’Ek“ (5.1)
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Pelo Lema 5.1.2, existem constantes positivas K e € tais que, para ¢($k+1)% <eg,

”:Z}k_H N ’E*” < I{gé(,vk—l—l)% (52)

Além do mais, pelo critério (4.3) temos que

G (@Y7 < Gyl — ¥ (5.3)

Consequentemente, por (5.2), (5.1) e (5.3), temos

ka+1 2| < K¢k($k+1)% 4+ \/Qchka“ — ¥
< K&|2F T — 2] + V2K cpl|2* T — 2|
< K0+ V2e)[|a* -2t
< K8+ vV2ek) (|l — 2| + o —a7|)

Rearranjando os termos nesta desigualdade, temos:

”:L,k-i-l - a,*“ < K (85+v2¢;) “%k _ T*”

1—-K{(8g+v2ct)
Visto que, por hipétese, oy — 0 e ¢, — 0, temos a propriedade desejada. ]
Se usarmos esse resultado para o Algoritmo 4.3.1, isto é, usando a regularizagio
com métrica varidgvel F*¥(z) = F(z) + cx(X*) ™" (x — 2*) (com z* € R7,), cafmos na

seguinte expressao:

kAl K8 +v2e [[(XR)T) 4,k %
”:L Zz ” < 1_K(l:5k+\/§kck“(xk)Ar“)“$ Z ”

Nesta expressao, encontramos o seguinte problema: Apesar de §p — 0, ¢, — 0 e
de {2*} ser uma sequéncia limitada, ndo temos como garantir que ||(X*)~"|| também
¢ limitada, isto é, a dificuldade encontrada neste ponto é a de controlar o termo
1(X*)~"||. Como pesquisa futura, seria importante provar para o Algortimo 4.3.1
um resultado de convergéncia andlogo ao Teorema 5.1.3, de modo a fazer com que este
algoritmo tenha rapida convergéncia assim como o algoritmo proximal apresentado

por Yamashita, Imai e Fukushima.
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5.2 Analise do problema regularizado

No capitulo anterior vimos o algoritmo proximal inexato usando a funcdo F' regu-
larizada (4.1}, mostramos a prova de convergéncia global, porém nio foi apresentada,
nenhuma regra para escolha dos pardmetros e também nenhum procedimento para
a resolucio de subproblemas foi citado.

Nesta secao, discutiremos questoes relacionadas a escolha destes parametros. Em

particular, serd visto como atualizar ¢ e e como resolver subproblemas PCN (F*),

5.2.1 Escolha dos parametros

Primeiramente, analisaremos a escolha da sequéncia de pardmetros {cy}. Note-
mos que a prova de convergéncia global do algoritmo 4.3.1 requer a Hipdtese 4.3.3.

Considerando esta hipétese , podemos determinar {c;} da seguinte maneira:

cx = min{ 0¥, ¢(*)} (5-4)

onde B converge para zero (podemos tomar 8° € (0,1)) . O termo min{g*, #(z*)}
faz ¢, convergir para zero, fazendo com que o item (A) da Hipdtese 4.3.3 seja sa-
tisfeito. Notemos que nao foi preciso colocar nenhuma condi¢do adicional na ex-
pressao de ¢ para que o item (B) da Hipdtese 4.3.3 esteje assegurado, ao contrario
de Yamashita, Imai e Fukushima [30] que acrescentaram o termo min{1, W} na
expressao de ¢, para que o item (B) da hipétese usada por eles (Hipdtese 4.3.2) seje
valido.

Com relagao ao pardmetro d, é suficiente tomarmos o mesmo convergindo a zero.

Desse modo, simplesmente determinamos §; por

Sy = f*.
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5.2.2 Como resolver subproblemas

Para resolver o subproblema PCN (£%), pode ser usado um método de Newton,
de forma a minimizarmos a fungdo de mérito regularizada. De Luca, Facchinei e
Kanzow [7], criaram o Método Generalizado de Newton para equacoes nao-suaves e
Yamashita, Imai e Fukushima [30] o adaptaram de maneira a solucionar o PCN (F%).
Eles usaram um elemento no subdiferencial de ©, pois j& vimos que este operador nao
é diferencidvel no ponto (0,0). Porém, como no algoritmo 4.3.1 estamos considerando
zk e R7 ., usaremos um método de Newton para equagdes suaves adaptado ao nosso
problema.

Primeiramente, veremos uma proposigio que assegura a existéncia de solucgio

para o problema regularizado.

Proposi¢ao 5.2.1 Suponha que F' é uma Py funcdo continua. Entio ©F(e ¢*) ¢é

COETCILVO.

Prova. Seja {a™} uma sequéncia qualquer tal que ||a™|| — oo. Por hipétese, I é
uma F; funcao continua e assim, pelo Lema 2.6.3, existe uma subsequéncia, que sem
perda de generalidade podemos escrever como {a;-”}, e um indice j € {1...n} tal que
uma das seguintes condigGes ocorre:

(i) af* — +oco e {F}(a™)} é limitada inferiormente;

(ii) af* — —oo e {Fj(a™)} é limitada superiormente.

Pela definicdo de F*, temos que

FH@™) = Fy(@™) + eu(at) "a — cu(at)

Assim, se ocorrer (i) temos que
FF(a™) — oo, quando m — co == |[9(a]", FF(a™))|| — oo

J

Mas se ocorrer (i), segue diretamente do Lema 3.1.11 que |[¢(a]", Ff(a™))|| — oo

sempre que m — 0.
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Agora, pela Defini¢do 2.5.1 (coercividade), podemos concluir que o operador re-
gularizado ©F é coercivo. E isto implica diretamente que sua funcio de mérito
correspondente também o é. |

Exibiremos agora um resultado classico de Banach e Mazur que envolve o conceito

de coercividade de uma fungao.

Teorema 5.2.2 Se G : R™ — RN" € wma fungdo continua, localmente injetiva e

coerciva, entdo G é um (sobre)homeomorfismo do R™.

Prova. Veja ([2], Teorema 5.1.4).
Assim, veremos agora o teorema que mostra a unicidade de solugéo do sistema de
equagdes ©%(z) = 0, ou seja, provaremos que o problema regularizado tem solugio

Gnica.

Teorema 5.2.3 Se I : R"* — R € wma Py-funcdo continua e F* ¢ definida como

em (4.1), entio o sistema de equacdes OF(x) = 0 tem solucdo 1inica.

Prova. Visto que I é uma Py-funcao, F'* é uma P-fungao (Proposicio 4.2.1). Assim,
segue da Proposicio 3.1.12, que ©% é uma P-funcdo. Suponhamos por contradicio
que existe z,y € R,z # y tais que ©%(z) = OF(y) = 0. Como OF ¢ uma P-fungio,
temos que para z,y € R" existe um indice ¢ tal que z; # y; e (z;—v;)(OF(2)—OF(y)) >
0, que cai em contradigdo com a igualdade anterior. Logo o sistema ©%(x) = 0 tem
solucao unica. B

Assim, pelo Lema 3.1.3 e pelo Teorema anterior, temos que o PCN(F*) tem
soluco Unica.

Notemos que, obviamente, ©F é um homeomorfismo no " pelo Teorema 5.2.2.

Assim, apresentaremos no préximo capitulo um método tipo Newton para o pro-

blema regularizado.
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Capitulo 6

O Método de Newton para o

problema regularizado

A seguir, veremos um método tipo Newton para equagdes suaves adaptado ao

problema regularizado PCN (F*).

6.1 Moétodo de Newton para o PCN(F"¥)

Algoritmo 6.1.1 .
Passo 0 : Faga 2° := 2% > 0 e escolha p € (0, %) Tome 5 := 0.

Passo 1 : Calcule VOF no ponto 27 e encontre uma solugo & da equacdo linear

VeF(2)d = —0F() (6.1)

Verifique se 277 = 20 +d/ > 0 e se o critério (4.8) ($"(z¥1)3 < p.mind{l, ||z*+ —

1 e termine a

2F||}) € satisfeito com aF+ = I+ Em caso afirmativo, aceite x*
iteracdo. Caso contrdrio, vd para o Passo 2.
Passo 2 (Teste da razao) : Tome 29" = 27 +{d?, onde ¢ é um escalar que é

dado da sequinte maneira:
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_J j
d? }, para todo i tal que & < 0 e vd para

Tome um t adequado tal que t < min{
o Passo 3.

Passo 3 (Busca de Armijo) : Encontre o menor inteiro ndo-negativo [ tal que
(27 + 27U d) < ¢F(27) + p2 UV ¢F (2 ) Ed

Tome /%1 := 27 4+ 274d" e vd para o Passo /.
Passo 4 : Se o critério (4.3) é satisfeito com 271 > 0 substituido por x**', tome
gfH = 27+ e termine a iteragdo. Caso contrdrio, faca j := 7+ 1 e volte ao Passo

1.

O Teste da razdo no Passo 2 garante que o iterado posterior serd estritamente
positivo. No caso de fungGes semi-suaves, a equagao no Passo 1 iria requerer um
custo maior, mas nao seria dificil, como pode ser visto em [7].

Outro ponto em que devemos prestar a atencdo é que a dire¢do obtida pela solucio
da equagao no Passo 1 do Método de Newton é sempre uma dire¢édo de descida para
a funcdo ¢*, a menos que OF(2*) seja igual a zero. Esta é uma propriedade padréo
da diregdo de Newton para a solucdo de um sistema suave de equagodes, mas nao é
verdadeira, em geral, quando o sistema de equagdes é ndo-suave.

Visto que F* é uma P-fungio para =* > 0, todos os elementos de d30F(z*) so
néo-singulares (veja [7]). Assim a equagdo (6.1) no Passo 1 é soluciondvel para todo

7, se ¥ > 0. Além do mais, temos o seguinte Teorema.

Teorema 6.1.2 Para cada k, 0o Método de Newton encontra wma solucdo aproxi-

mada do PCN(F*) que satisfaz o critério (4.8) do algoritmo inezato 4.8.1.
Prova. Pela Proposicao 5.2.1, a funcio de mérito ¢* é coerciva, isto &,
| lﬁm ¢*(z) = +o0.

Assim, temos que o conjunto L(a) = {27 : ¢¥(2?) < a} é compacto.

36



Isto garante que a sequéncia gerada por um método de descida para minimizar
¢* é limitada, isto é, que o algoritmo gera uma sequéncia minimizante para a funcio
.

Temos que mostrar agora que todo {#'} no Método de Newton converge para um
ponto estacionério de ¢¥. A prova é por contradigio:

Assumimos, sem perda de generalidade, que a diregio é sempre dada por VO*(27)d
~OF(27), para 27 > 0.

Suponha agora, renumerando se necessario, que {#'} — 2* e que V¢*(2*) # 0
(onde z* é o &timo do PC'N (F™*), isto é, que minimiza ¢*). Lembramos que como F**
é confinuamente diferencidvel (F continuamente diferencidvel e a* > 0), ¢* também
é continuamente diferencidvel pela Proposi¢iio 3.1.10 (¢). Temos também que 2* > 0,
j& que z* é solucdo do PC'N (F*).

Visto que a diregao &/ satisfaz (6.1), podemos escrever

185l = V04 ()| < [Ver ()| 62)
assumn j ”@k(zj)”
T (63)

(reforcando que |[VOF(27)|| ndo pode ser zero, sendo (6.2) iria implicar que
OF(#7) = 0 e 27 seria um ponto estacionario e o algoritmo teria parado).
Notemos que

0<m< |||l <M (6.4)

p/ m e M positivos. De fato se, para alguma subsequéncia J, {||d|}; — 0, de (6.3)
temos que {||©%(27)||}; — 0, porque VOF(27) é limitado sobre a sequéncia limitada.
{77} (propriedade do jacobiano). Mas entdo, por continuidade, ©F(z*) = 0 e entio
z* seria solugio do PCN(F*) , contradizendo a hipétese de que V¢*(2*) # 0. Por
outro lado ||d|| nédo pode ser ilimitado porque V¢*(27) é limitada e isto iria contra
sua a caracteristica de descida ( j4 que d’ é sempre direcio de descida).

Entéo, visto que a busca linear no Passo 3 é segura a cada iteragio (pois ¢* é

continuamente diferencidvel) e que ¢* é limitado sobre a sequéncia limitada {z*},
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temos que {¢F(z71) — ¢*(27)} — 0, que implica pela busca linear que
{274V " () d} — 0 (6.5)

Queremos mostrar que {27%¢} ¢ limitado longe de zero (isto é, que ndo convirja
diretamente a zero). Suponhamos o contrario. Entdo, subsequenciando se necessario,
temos que {274} — 0 de maneira que a cada iteracio o tamanho do passo é reduzido
em pelo menos uma vez (em pelo menos um) e a busca linear se d4 da seguinte forma:

(2 + 2“(l“1)tdj) — P*(29)
2-(-1)¢

> pVF ()T dl. (6.6)

Por (6.4) podemos assumir, subsequenciando se necessrio que {d’} — d # 0 e
entdo, tomando limite em (6.6), temos que V¢¥(z*)"d > pV¢*(2*)Td (p < 1). Pela
condigio de descida de d’ temos que V¢*(z*)Td < 0, o que cai em contradicio com
a desigualdade anterior, j& que p < % Assim {27t} é limitado longe de zero. Mas
por (6.5) ¢ o fato de {d’} ser uma diregio de descida (V¢*(2?)"d? < 0) implicam
que {d’} — 0, contradizendo (6.4). Logo V¢*(z*) = 0.

Assim, todo ponto limite de 27 gerado pelo método é um ponto estacionério de
#*. E pela Proposigao 3.1.10 (d), concluimos que toda sequéncia gerada pelo método
é uma solugao do PCN(F*). Como o PCN(F*) tem solucio tinica, toda sequéncia
z1 gerada pelo método converge para. esta tinica solucio z*.

Assim, temos que para cada k no algoritmo proximal encontraremos um 27+! e
R2_tal que para 2 = 2t ¢ o = 27 ¢F(2F)2 < Gymin{l, [|l2F — 2F||}, para j
suficientemente grande no Método de Newton.

Assim, apresentaremos uma versao especifica do algoritmo inexato 4.3.1, com F

sendo uma FPy-fungfo continuamente diferencidvel.

6.2 Algoritmo do Ponto Proximal II

Algoritmo 6.2.1 Passo 1:. Escolha f° € (0,1) e 2° € R%,. Tome

co = min{l, ¢(z)}

38



ek:=0.
Passo 2. Se z* satisfaz um critério de parada termine a iteragdo. (||p(z*)|| < ).
Passo 3. Seja F* = F(z) + cx(X*)™"(z — 2¥). Pelo uso do Método de Newton,

obtenha uma solugdo aprozimada do PCN(F*), oF1 € R, | de forma que
¢k($k+1)% < BFmin{l, ||zF+t — ="}

Passo 4. Escolha cpy1 = man{f*, p(z* 1)} , g1 € (0,8%), k= k+1 e volte

ao Passo 2.

Sobre o cdlculo do jacobiano do operador ©F no Método de Newton, veremos a
seguir alguns resultados importantes. Ele sdo reformulagées dos Lemas 3.3 e 4.1 da

k

referéncia [30] aplicado ao caso em que ©F & diferencidvel, j4 que z* é estritamente

positiva. Assim 950%(z*) = VOk(zk).

Lema 6.2.2 Suponha satisfeila a Hipdtese 5.1.1. Entdo existe um C > 0 tal que

para todo k suficientemente grande
I(verE*) | <c

Demonstragiao. Como z* > 0 e limitada, © ¢ diferencidvel em z*. Além do mais,

visto que z* — 2* e que dpO(z*) é ndo-vazio e limitado, VO(z*) é limitado. Pela
hipétese, temos que dpO(z*) é nao-singular. Assim VOF(zF) é também limitado e

néo-singular, de que decorre o resultado. L]

k

Lema 6.2.3 Suponha que F' é continuamente diferencidvel e que x* — x*. FEnldo

eziste uma constante posiliva ki tal que
IVO(z*) — VO (") < kicy

para todo k suficientemente grande.
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k

Demonstracdo. Como z¥ > 0 e F é continuamente diferencidvel, © e 0% sio

diferenciaveis em z*. Como F*(2F) = F(2*) segue pela Proposigio 3.1.9 que

A(zt) ”
1=

VOi(7) — VO af)] = cxl = V()" (x: ~ =) (Hm——’? I(af

Logo, temos que
IVO(2F) — VO, (M) < ki

B

O lema anterior mostra que VO¥(z¥) pode servir como uma aproximagio de
VO(z*) quando k é suficientemente grande.

Nao necessariamente o Algoritmo 6.2.1 é eficiente na pratica, porque nada sa-
bemos sobre custos computacionais para resolver um subproblema a cada iteragao.
Entao, é importante estimar o niimero de iteragdes que o Método de Newton gasta
a cada iterag@o do algoritmo. Além do mais, é particularmente interessante ver sob
que condicdes este método gasta apenas uma simples iteragdo dentro do Algoritmo
6.2.1 durante o processo de convergéncia.

Suponhamos que o conjunto S* é ndo-vazio e que {z*} converge para a solugio
z* do PCN(F) que é BD-regular com ©. Além do mais, seja 2% wm ponto obtido

por uma simples iteracio do Método de Newton para PCN{F¥), que é

ok = a® — (VOF(gh)) ek (2F) (6.7)
A meta é mostrar que a desigualdade
PF(eR)? < Frmin{l, laf ~ 25|} (6.:8)

estd assegurada para todo k suficientemente grande. Agora observe que

Iz ="l = [[(VO* (")) 'O (")
< (VerE®)) IO ")
< Clo* M)l
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para alguma constante C' > 0. A existéncia de C é assegurada pelo Lema 6.2.2.
Visto que [|©F(z*)|| — 0, temos que ||a% ~z*|| < 1 para k suficientemente grande.
Assim, sabendo que ¢*(z)=1[|©%(z)||? , a partir de (6.8), se tivermos z¥ > 0

para k suficientemente grande, seria suficiente verificarmos a seguinte desigualdade:
10" (@h)Il < V26* |l — | (6.9)

Fsse é outro ponto a ser analisado em trabalhos futuros.
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Conclusoes

Neste trabalho, vimos como acontece a reformulacio de um problema de comple-
mentaridade nao-linear em um sistema de equagbes usando um método de regula-
rizagho proximal com métrica varidvel. Para isso, foi utilizada a fun¢do de Fischer-
Burmeister, que possui diversas propriedades que também foram vistas. Lembrando
que assumimos que a fun¢io F' do problema original PCN (F') é continuamente di-
ferencidvel. Também foi apresentado um algoritmo proximal inexato utilizando a
mesma regularizacdo. Foi usado um critério introduzido por Rockafellar (1976) de
modo a podermos analisar questoes relacionadas a taxa de convergéncia . Para isso,
utilizamos hipéteses adequadas sobre os parametros ¢j,s e consideramos regularidade
da solucdo z* do PCN(F).

Vimos também de que maneira podemos escolher os ¢s, satisfazendo a Hipdtese
4.3.3 e de modo a obtermos uma solugdo aproximada para o problema regularizado.
De certa forma, estes parametros foram escolhidos com melhores condigoes do que
os do método proximal usado por Yamashita, Imai e Fukushima [30].

Para a resolucéo do problema regularizado, apresentamos um método tipo New-
ton que permite que a funcdo de mérito ¢ seja minimizada de maneira a aproximar a
solugio do PCN (F*) a solucio do PCN(IF"), isto ¢, que possibilita a implementagio
do Algoritmo 4.3.1.

Com relagdo aos trabalhos futuros, apesar de termos usado a fungao de Fischer-
Burmeister em nosso problema, seria interessante tentar usar uma outra funcéo de

mérito com o objetivo de se escolher melhor os pardmetros cis. Outra questao a ser
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considerada é a andlise do algoritmo proximal quando aplicado & fungtes mondtonas.
Também seria importante desenvolver um algoritmo especifico que convirja superli-
nearmente até mesmo para pardametros que ndo convirjam a zero. E por fim, seria
de fundamental importancia analisarmos o comportamento do algoritmo através de

sua implementagio computacional.
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