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Coiisiclereinos o probleina de coiiiplei~ieiitaridacle não-linear (PCN(F)), que coiis- 

titui em eiicoiitiar um vetor z E Xn que satisfaça as seguiiites condições: 

onde F : 8" -t R" é assuiiiicla como sendo unia Po-f~~iição coiitiiiuaiiieiite clife- 

reiici6vel. 

Observeiiios que F é uma Po-f~1nção se para quaisq~ier z, y E %" coin z # y, 

existe uiii íildice i tal que 

Este probleina tem atraído a ateiição de muitos pescluisadores e suas aplicações 

podem ser eiicontradas em diversas áreas como eiigeiiliaria, econoiiiia, otiiilização 

entre outras. As referências [G] e [14] são as mais iiidicadas para o coiil-ieciiiieiito 

destas aplicações. 

Existeiii vários métodos para a resolução do problema de coiiipleineiitaridade não- 

linear. Os algoritmos a serem coiisiderados nesta dissertação pertencem à cliainada 

classe dos métodos  de regularização, que são desigiiados para resolver probleinas 

mal postos. De fato, esses iiiétodos têm sido receilteiiiente usados com muito sucesso 



para melhorar a robustez de certos probleinas de coiilplemeiltaridade, sob a avaliação 

de vários testes. 

Para uma discussão detalhada sobre probleinas mal postos em prograinação ma- 

temática, uma referêilcia é [8]. 

Os métodos de regularização teiitain contornar a dificuldade que eiicoiltrainos 

na resolução de probleinas robustos, substituindo a solução do problema original 

pela solução de uma sequêiicia de probleinas bem postos, isto é, uma sequência de 

problemas perturbados que possuem melhores coadições de serem resolvidos. 

No contexto de problemas de coinpleineiitariclade, Faccliiiiei e Kaiizow [ll] utili- 

zaram a regularização de Tild~oiiov para a classe de Po-f~nlçóes, que é u n a  técnica que 

consiste em resolver uma sequêizcia de problemas cle cori-ipleiiieiltariclacle PCN(F", 

oilcle F k ( z )  = F(z )  + ckz e ck é um parâmetro positivo coilvergiildo a zero. 

Ta i~~béni  para Po-fuilções, Yainasliita, Iinai e Fultushima [30] usaraili uma regu- 

larizacão proxiinal, que é dada por F ~ X )  = F ( z )  i- ck(z - zk),  onde zk é o iterado 

e ck é um parâinetro positivo que não necessariaineiite converge a zero. Este tipo de 

regulxização foi bem estudado por Rocltafellar [28] para operadores inoilótonos. 

Nesses dois casos citados, o subprobleina P C N ( F 9  é melhor tratável que o 

probleilm original. Isto se explica pelo fato de que se F é uma Po-fuilção, então F" 

é uma P-função, isto é, para todo z ,  y E 8" com z # y, existe uni íildice i tal que 

Esta propriedade garante que o subprobleina tem no ináximo uma solução. 

Já Pereira [23] apresentou uma nova regularização proxiinal com métrica variável. 

Coilsicleraildo o problema de complei-ileiitariclacle com Po-f~~ilções, essa regularização 

se dá da seguinte forma: dado zk  > 0, temos 

k -r 
oiicle (x'")-~ é definida por ( x Y p T  = d ~ a ~ { ( z ~ ) - ~ ,  . . . , (z,) } e q é uma parâinetro 

positivo. 



Ein uina liill-ia siinilar, o recente trabalho de Oliveira, G.L e Oliveira, P.R [20] 

apresenta métodos do tipo proxiinal coin métrica variável onde o iiúcleo q~iadrático 

é substituído pela métrica G(x)  = X-'. 

Assim, usando essa regularização proxiinal, Pereira [ 231 apresentou um algoritino 

iiiexato e provou que ele coiiverge globalineiite, sob hipóteses adequadas sobre os 

parâinetros cR1s e sobre o coiljuiito solução. 

Nesta dissertação, veremos de que forina reforin~ilainos uin problema de com- 

plementariedade ilão-linear, utilizando a regularização de Pereira [23]. Para isso, 

faremos uso da fuiição de Fiscller-Burmeister, que possui propriedades f~indameil- 

tais no estudo dos métodos de regularização. Apresentainos os principais coiiceitos e 

propriedades relacioi~ados a esta fuiição. Apresentamos tainbéin uii1 algoritino proxi- 

mal iiiexato (Algoritino 4.3.1) coino o apreseiltaclo ein [23] que coilverge globalineiite 

para a solução do problema origiiial P C N ( F ) ,  mas agora coin um novo critério e 

coin novas hipóteses sobre o parâinetro ck e aiialisareinos questões sobre sua taxa 

coiivergêilcia. 

Será apreseiitado um resultado que mostra que o algoritmo proxiinal para Po- 

f~mções possui taxa de coilvergêilcia superliiiear fazendo uso da regularização pio- 

xiiiial de Y~znasllita, Iinai e Fukusliiilia [30]. A partir deste resultado, discutireinos 

se o inesino pode ser aplicado à regularização coin métrica variável de Pereira [23]. 

A análise da taxa de coiivergência do algoritino será feita usaiido a hipótese de que 

o coiijuiito solução do P C N ( F )  é não-vazio e liinitado e que tem solução única. 

Veremos sob que condições essa unicidade acontece. Questões relacioiiadas à imple- 

mentação do algoritino também serão abordadas. 

Com relação aos parâinetros ckls, apresentareinos uma forina de escolhê-los de 

maneira adequada às nossas hipóteses e de forina que a solução do subprobleina 

PCN(F~) se aproxime da solução do problema P C N ( F ) .  

Já sobre a resolução do problema PCN(F"), será apresentado uin 

método tipo Newton de modo adaptado ao iiosso problema e que teiiba por objetivo 

iniiiimizar a fuiição de inérito regularizada. Leinl~rainos que uma fuiição f : 8" + 8 



é uma f~mção de mérito para o PCN(Fk)  se satisfaz a seguinte condição: 

f (z) >_ O e f ( z )  = O z  é solução do P C N ( F ~ )  

Métodos tipo Newton têin sido utilizados em vários caiiipos da programação 

matemática, eiil particular em problemas de Coi~iplemeiltaridade e de Desigualdades 

Variacioilais. 

A partir deste inétodo, apreseiltaillos uma versão específica do Algoritino 4.3.1 

que possibilita eilcoiltiar unia solução aproximada a do probleina original PCN(F) .  

A dissertação está organizada da seguinte maneira: No capítulo 2, daremos os 

coiiceitos básicos e algumas propriedades que serão iiecessárias em ailálises sub- 

seqüentes. No capítulo 3, veremos de que forma podemos i-efori~lular o problema 

de coinplemei~taridade de inodo a torilá-10 melhor coildicioilado, usaildo a fuilção 

de Fischer-Burmeister. Veremos tainbéin importaiites resultados relacioiiados a esta 

fuilção. No capítulo 4, apreseiltamos o problema regularizado e um algoritmo proxi- 

mal inexato para o mesino. No capítulo 5 abordamos questões relacioilaclas à taxa 

cle convergência e escolha de parâinetros. E fiilalmeilte, i10 capítulo 6, apieseiltainos 

o Método de Newton para a resolução do probleina regularizado P C N ( F ~ )  e uma 

versão específica do algoriti~io proxiinal inexato. 



Neste capítulo veremos alguiis conceitos mateináticos e propriedades básicas que 

serão usadas nos capítulos s~ibsequeiites. AS referêiicias [5], [G]  , [I 11, [24] e [30] foram 

esseiiciais para estes preliiniilares. 

E importante apresentarmos algumas notações que serão usadas no decorrer desta 

clisseitação. As principais sgo as seguintes: 

= {x = (xl, x2, ..., z,); zi E E, i = 1, ..., n): espaço vetoiial euclideailo; 

R? = 1.2- = (zl ,xz ,..., z,);zi > 0 , i  = 1, ..., n); 

E?+ = {z = (z1,z2, ..., zn) ;z i  > 0 , i  = 1, ..., n); 

(z,  y)  = ziyi = produto interno ein R" para q~iaisquer vetores z ,  y t Rn 

11x11 = ,/m: iiorina euclideaiia em PL,para algui~i vetor z E En 

G1(ouVG) : matriz jacobia.ila de uma f~iilção G : E" t R" 

Se G é direcionalinente difereiiciável, denotamos a derivada direcioiial de G em 

x E En por G1(x; cl). 



Piiineiranieilte veremos alguinas definições em relação a uma aplicação G : Rn 4 

Rn. G é dita ser uma 

(a-) fuilção inoilótoila se 

(x - y, G(x) - ~ ( y ) )  > O para todo z ,  y t Rn, 

(b) função fortemente inoilótoila c0111 inódulo p se 

(x - y, G(x) - G ( ~ ) )  > p11x - yJI2 para todo x, y E Wn, 

(c) Po-fuilção se para quaisquer z, y E R" , existe uiii índice i tal que 

(cl) P-fuilção se para quaisquer x, y E Rn , existe um índice i tal que 

(e) fuilção Lipschitz coiitíima se existe uma coilstai~te L > O tal que 

para todo x, x1 E W. 

A partir desta defiilição, torna-se claro que uma função forteineilte inoiiótoiia é 

uina f~mção inoiiótoiia e uina P-f~~ilção também é uina Po-função. Além do mais, 

toda P-fuiição é iiljetiva. Se G é uina fuilçáo inoilótoila ela ta.ii~béin é uma Po- função 

e se a mesina for uina fuilção inoilótoila diferenciável, então BG(x) é seinidefiiiida 

positiva para todo x E Rn. 



.4 

ceitos relacionados 

Nesta seção, daremos as definições e algumas propriedades relacioiiadas à dife- 

reilciabilidade e à subclifeieiiciabiliclade de fuiições que serão iiiipoitaiites lia análise 

de propriedades que serão vistas iliais à frente. Priiiieiraiiieiite veremos o coiiceito 

de suaviclacle. 

Definição 2.4.1 . Dizemos que zrma firnção é suave e m  um ponto x E Rn se ela é 

continuamente diferenciável neste mesmo ponto. Caso contrário, dizemos que ela é 

não-suave. 

Definição 2.4.2 . Podemos dizer que uma  função G : X t Y, X e Y espaços de 

dimensão finita (válida para espaços de Banach), admite uma  derivada estrita e m  z,  

zrnz elemento do espaço de aplicações lineares continuas L ( X ,  Y )  denotado D , G ( z ) ,  

se para cada v E X ,  se tem: 

G ( x l  + t v )  - G ( x l )  
liiii - 

x '+x , t~O t - ( ~ m ,  v )  

e a convergência é uniforme para v e m  conjuntos conzpactos.(Esta última condição 

é automática se G é Lipschitziana e m  uma  vizinhança de z). 

Agora veremos alguns coiiceitos de clifereiiciais generalizaclos. 

Seja G : R" t R" uiiia fuiição localmente Lipscliitziaiia, então G é difereiiciável 

em quase todo o Rn. Agora, seja DG C Rn O coiijuiito cle poiltos oiicle G é dife- 

reiiciável. Eiitão o B-subdifereilcial de G em x é definido como 

O subdifereilcial de Clarlte de G ein x é definido por a G ( x )  = c d B G ( z ) ,  oilcle co 

denota o eiivelope coiivexo de um coiij unto. 



Definição 2.4.3 Seja G : R" + Rn. A derivada direcional de G e m  x na  direção 

v ,  denotada por G ' ( x ,  v )  , é definida como 

G ( x  + t u )  - G ( x )  
G 1 ( z ,  v )  = liin 

t N  t > 

quando este limite existe. 

E a derivada direcional generalizada de G e m  z na  direção v ,  denotada por 

G O ( z ,  v )  , é definida como 

G0 ( x ,  v )  = liin sup G ( Y  + t u )  - G ( y )  
t , 

y-tx,t/O 

onde y E Xn e t escalar positivo. 

E mais, se G 1 ( z ,  v )  = G O ( x ,  v ) ,  dizemos que G é regular e m  x .  

Definição 2.4.4 Seja G : R" -+ R" localmente Lzpschztziana e m  z E R". Dizemos 

que G é senzi-suave e m  z se 

liin Hd' 
dl+d,t/O 

existe para toda direção d E R", com H E u G ( x  + td ' ) .  

Definição 2.4.5 Uma função senzi-suave G : R" + R" é dita ser fortemente semi- 

suave e m  2 E R" se para qualquer H E u G ( x  + d )  e para qualquer d -t O, 

Noteinos que se G é seiiiisuave em z ,  então é tanibéiil direcioilalmeiite dife- 

reiiciável iio mesmo e sua derivada direcioiial na direção v é dada pela definição 

(2.4.4).  

As prova das duas proposições seguintes podem sei eiicontrada em [10]. 

Proposição 2.4.6 Se  G : R" 4 R" é semi-suave enz x, então. 

llG(x + 12) - G ( x )  - Hhll 
liin 

llhll 
= o  

/a40 

onde H E u G ( x  + h) .  



Proposição 2.4.7 Se  G : R" + Rn é fortemente semi-suave e m  x  E R" e direcio- 

nalnêente diferenciável e m  uma  vizinhança de x, então 

llG(x + h )  - G ( x )  - Hhll 
liin sup 

llh1I2 
< 00 

h+O 

onde H  E uG(x  + h ) .  

Vimos coiiceitos cle B-difereilciabilidade e semi-suavidade. Entretanto não há 

regras de cálculo exato para a B-derivada de funções em geral. Ein 1996, Qi [24] 

propôs o seguinte coilceito de difereiicial de importante papel no cálculo exato de 

clifer eilciais . 

Definição 2.4.8 Seja G  : R" t Rn uma  fzrnção-vetor cont6nua e seja T : Rn t 

Rn x Rn zrm operador ponto-conjunto. Então G  é dita ser C-dzferenciável e m  x  E Rn 

com T e T é dito ser u m  operador C-diferencial de G se 

(i) T ( y )  é não-vazio e compacto para qualquer y  e m  uma  vizinhança de x; 

(ii)  T é semicontinua superior e m  2, i .  e, T ( x )  > li111 sup T  ( x k )  para toda sequência 
R 

{ x k )  C Rn convergindo a x. 

(iii) para qualqirer V E T ( x  + d) ,  

Se, aléna do mais  

(iv) para qualquer V E T ( x  + d ) ,  

dizemos então que G é fortemente C-dzferenciável e m  x com T e T é chamado um 

operador C-dzferencial forte de G .  

A demoilstração da próxiilla proposição segue da Definição 2.4.5. Mas sua prova 

pode ser eilcoiltracla em [24, Teorema 2.11. 



Proposição 2.4.9 Sejam F : %" + %' e G : %' + %" suõdiferenciáveis e forte- 

mente semi-suaves. Então H r G o F  : %" + !Rn é fortemente C-diferenciável com 

o operador T definido por 

T ( x )  { A B  E %"'"IA E u G ( F ( x ) ) ,  B E a F ( z ) } ,  

isto é, existe u m a  constante positiva k tal que, para todo d E R" suficientemente 

pequeno e qualquer V E T ( x  t- d ) ,  

Outras propriedades sobre semi-suavidade podem ser eilcoiitraclas em [24]. 

Definição 2.4.10 Seja G : R" -+ R" uma  função localmente Lipschitziana. Então 

u m  ponto x E R" é BD-regular com G se todos os elementos e m  a B G ( x )  são não- 

sin.qulares. 

Notemos que x* é ~ i n a  solução isolada da equação G ( x )  = O se x* é regular com G 

e G ( x * )  = O como pode ser visto em [22, Proposição 31. 

.5 Coercivi a çáo 

A coercividade tem um papel f~mdaineiltal na prova da existência de solução 

do problema regularizado e tainbém é muito importante na aiiAlise do método tipo 

Newton que será apreseiltado mais adiante. 

Definição 2.5.1 Dizemos que uma  função G : Rn -t Bn é coerciva se qualquer 

sequência { v k }  com I(v"l + t implicar que ( IG(vk) ( (  -t m. 

efiiiição 2.6.1 . Uma m a t n z  A4 E Rnxn é uma  

( i)  Po-matriz se todos os seus menores principais são não-negativos 

( i i )  P-matr i z  se todos os seus menores principais são positivos. 



É óbvio que toda P-matriz é uma Po-matriz [ G ] .  A seguinte caracterização sobre 

Po-matrizes é bastante útil. Sua demonstração pode ser eiicoi~t~ada em [12]. 

Proposição 2.6.2 A matriz A4 E ?RnX" é uma Po-matriz se e somente se para todo 

vetor x não-nulo existe um indice i tal que xi # O e ~ ~ ( A / l z ) ~  > 0. 

Leilibreinos que uma função G : !Rn 4 3" é uma Po-função se para quaisquer z, 

y, existe um índice i tal que 

e uma P-f~iilção se, para quaisquer x, y , existe uin índice i tal que 

O lema a seguir é útil lia prova da  existência de solução do probleina regularizado. 

Lema 2.6.3 Seja G : 8" + ?Rn uma Po-função continua. Consideremos uma 

sequência {ak) em ?Rn tal que Ilakll t CQ. Seja j E {i, ... n). Então existe uma sub- 

sequência, que podemos assumir sem perda de generalidade como {a;) e um indice 

j tal que uma das condições abaixo ocorre: 

(i) a! + +m e { ~ ~ ( a ~ ) )  é limitada inferiormente; 

(i) a 4 C Q  e {Gj(ak)) é limztada superiurmente, 

Demonstração. Por hipótese {a" é iliinitada. Desse modo, temos que o coiijunto 

de índices J definido como 

J := {i E (1, .. . , n)l{a;) é ilimitada), 

é não-vazio. Assim, podeinos supor sem perda de generalidade que la;l + CQ para 

todo j E J. Definimos agora a sequêiicia limitada {b" por 



Como {ak) f {b" e G é unia Po-função, existe um j E J tal que 

Agora observa1nos q ~ ~ e ,  qiianclo la$l 4 co, temos dois possí~~eis casos a serem 

analisaclos: 

Caso 1. a: t i c o  

Temos da desigualdade anterior (considerando que estamos ass~mindo que a; > 

0) que Gj(ak) é liiiiitada inferiormente, já que Gj é coiitíiiua e {b" é liiiiitada. Desse 

inoclo, provamos a parte (i). 

Caso 2. a$ 4 -co 

Temos cla desigualdade anterior (coiisideranclo que estaanos assiiiniiiclo q ~ ~ e  a: < 

0) que Gj (ak) é limitada superiormente. Desse modo, provamos a parte (ii) . ia 

Já a proposição seguinte seiá utilizada na demonstração da unicidade do problema 

Proposição 2.6.4 Seja G : !Rn t E" uma P-função. Então o PCN(G)  tem no 

máxinzo uma S O ~ ~ L Ç ~ O .  

Demoiistração. Visto que G é uma P-função, temos que ela é injetiva. Logo se o 

PCN(G)  tem solução, ela é única. 



Neste capítulo apresentaremos uma reforniulação do problema de complementa- 

iiclade não-linear equivalente ao problema original. 

Definição 3.1.1 Um a  função cp : !R2 t 3 é dita ser uma fz~nção-PCN se satisfaz 

a seguinte condição: 

O problema de coinpleine~ltariclade não-linear pode ser reforiiiulaclo como um 

sisteiila de ec~uações por diversos caiiiiillios. Nesta dissertação, faremos uso da função 

de Fisclier-Biii-meister que é Lma função + : !R2 t 32 definida por 

+(a,b) =2/--a-b 

Esta f~mção tem atraído muita atenção na área da Coi~iplementaridade não-linear 

e das Desigua1clacles variacioiiais. Ela foi usada por Faccllinei e Kailzow [ll] no 

estudo de métodos de regularização, depois de ser introduzida por Fiscl-ier em 1992. 

O resultado a seguir deixa claro a importância desta f~mção. 



Lema 3.1.2 A função de Fzscher-Burmeister é uma função-PCN. 

Deinoiistração. S~~poiiliaiiios que +(a, b) = O. Então temos que 

O <  J==a+b 

Assiiii, elevaiiclo ainbos os laclos ao q~iadrado, temos que 

A prova segue usaiiclo o fato que a + b > O .  Reciprocaineiite, supoiihainos que 

a > O, b > O e ab = O. Usaiiclo o fato que ab = O, teinos que 

Assiiii, como a > O e b > O temos que +(a,  b) = Jm - a - b = O. 

Notemos que é coiitiiiuaineiite difereiiciável em todo o espaço, exceto na oiigein. 

Coiii isso, podemos defiiiii o seguinte operador: 

O próximo leina apresenta uina ref~~iiiulação vista do problema de coiiiplemen- 

taridade não-linear que se constitui ein eiicoiitrar uiii vetor z E R" que satisfaça as 

seguintes coiidições: 

oiicle F : R" + Rn é assuinida como seiido uma Po-função coiitii~uaiiieiite dife- 

reiiciável. 

Lema 3.1.3 Seja F u m a  função de Rn e m  Rn. Então x* E !Rn é solução do 

P C N ( F )  se, e somente se, x* é solução do sistema de equações O(2) = 0.  



Deinoi~st~ação. Se 2% E 3" é uina solução do P C N ( F ) ,  então para todo i= l ,  ... li 

temos que 

Portanto, 

iiiiplicailclo que 

para todo i=l ,  ... li. 

Reciprocaiiieiite, supoiilia que O (z) = O. Eiitão 

para todo i=l,.. .li. Desse modo, segue da definição 3.1.1 que 

para todo i=l, . .  .li. Logo z* é solução do P C N ( F ) .  

Percebeiiios que O não é difereiiciável eili z se zi = F(zi) = O para algum índice i, 

mas é localiiieiite Lipscliitz coiitíilua. Com este operador, podeiiios definir a seguinte 

f~mção de mérito 4(z) : 3" 4 3 correspoi-dente: 

Veremos a seguir alguiis resultados ielacioiiados ao subdifereiicial de uina fuiição 

e eiii seguida alguiis coiiceitos relacioiiados ao cálculo do subdifereiicial de O. Leiii- 

braiiclo que estaiiios assumiiido que F é uina f~~iição coiitiiiuaiiieiite difereiiciável e 

que isso iiiiplica que O é localineiite Lipschitziaila. As demoiistiações dos ciiico 

próximos resultados poclein ser eiicoiitradas em [2]. 



Proposição 3.1.4 S e  f é estritamente diferenciável e m  x ,  então f é Lipschitziana 

e m  u m a  vizinhança de x e a f  ( x )  = { D ,  f (z)). Reciprocamente, se f é Lipschitziana 

e m  u m a  vizinhança de x e 8 f ( x )  se reduz a u m  vetor zinico e, então f é estritamente 

diferenciável e m  x e D, f ( x )  = J .  

Corolário 3.1.5 S e  f é Lipschitziana e m  u m a  vizinhança de x e X é um espaço de 

dimensão finita, então 8 f ( x ' )  se redz~z a u m  Único elemento para todo x' e m  x + EB 

se e somente se f é continuamente diferenciável sobre z+EB,  onde B denota a bola 

~ ~ n i t á r i a  aberta de X .  

Teorema 3.1.6 (Regra da cadeia) Seja f = goh, onde h : X t ?Rn e g : ?Rn t ?R 

( X espaço de dimensão finita). Assumimos que cada hi é Lipschitziana e m  u m a  

vizinhança de x e que g é Lipschitziana e m  u m a  vizinhança de h ( x ) ,  que implica que 

f é Lipschitzzana e m  uma  vizinhança de x .  Então 

a f ( x )  C co{ C ai[i : & t a h i ( x ) ,  a E a g ( h ( x ) ) }  

e a igualdade está assegurada sob qualquer uma  das seguintes hipóteses: 

(i)  g é regular e m  h ( x ) ,  cada lii é regular e m  x ,  e todo elemento a de a g ( h ( x ) )  

t e m  componentes não  negativos.( Neste caso segue que f é regular e m  x . )  

(ii) g é estritamente diferenciável e m  h ( x )  e n = 1. 

(iii) g é regular e m  h ( x )  e h é estritamente diferenciável e m   neste caso, segue 

que f é regular e m  x e co na  expressão acima é supérfluo). 

Proposição 3.1.7 Seja G : En 1. ?Rn Lipschitziana e m  u m a  vizinhança de x .  

Então: 

(a)  a G ( x )  é um subconjunto compacto, convexo e não-vazio de ?Rnxn. 

(h )  a G  é fechado e m  x ,  isto é, se xi t x ,  Zi E 8 G ( x i )  e Zi t 2, então 

Z E a G ( x ) .  

(c)  8G é semicontinua superior e m  x ,  isto é, para qualquer E > O existe um 6 > O 

tal que, para todo y e m  x + 6 B  (onde B denota a bola aberta unitária e m  ?Rn) , 



(d)  S e  cada componente gi de G é Lipschitziana de posto I6 e m  x,então G é 

Lzpschitziana e m  x de posto K = 1 (Kl ,  Kz, . . . , Km) 1 e ü G  c K B n x n .  

(e )  a G ( x )  C a g l ( x )  x ... x agn(x ) ,  onde o último(posterior) denota o conjunto de 

todas as matrizes clrja i-ésima linha pertence a a g i ( x )  para cada i .  Se  n = 1, então 

a G ( x )  = a g l ( x ) .  

Teorema 3.1.8 Seja g = hoG, onde G : !Rn 1- !Rn é Lipschitziana e m  zrma vizi- 

nhança de x e h : !Rn t !R é Lipschitziana e m  uma  vizinhança de G(z ) .  Então g é 

Lzpschitziana e m  u m a  vizinhaça de x e 

S e  12 for também estritamente diferenciáuel e m  x ,  então a igualdade está assegu- 

rada. 

Agora, veremos um resultado ielacioilado ao cálculo do subdifereilcial de O .  

Pioposição 3.1.9 ~ O ( X ) ~  C ( A ( x )  - I )  + V F ( x ) ( B ( x )  - I )  onde I é a matriz  

identidade n x n e A ( x )  e B ( z )  são matrizes diagonais n x n (multivalorada) cujo 

i-ésimo elemento diagonal é dado por 

se ( x i ,  F i ( x ) )  # O e por 

. Demonstração. Das regias de cálculo do jacobiailo generalizado temos da Pio- 

posição 3.1.7 que 

~ o ( x ) ~  C U O ~ ( Z )  x  ao,(^). 



Se i é tal que (zi, Fi(x)) f O, Oi(x) é difereilciável. Como $(.i, Fi(x)) = 

Jx: + F?(x) - xi - Fi(z) temos então que 

Agora, analisaremos o caso em que (zi, Fi(z)) = O. Por definição 

Usando a Definição 2.4.3, temos que .Si é regular em F(x), i.e, $J é direcioiial- 

iilei~te difereilciável em F(x) ,  pois .Si é senii-suave em F já que F é coiltiiluaineiite 

difereilciável (Veja Definição 2.4.4 ) . Sabemos tainbéin que F é estritaineiite dife- 

i-ei~ciável eiii x. C01110 O é uina composição de $J e F, temos pelo item (iii) do Teoreliia 

3.1.6 (q~ie é o Teorema sobre gradiente generalizado de uiila fuilção coinposta) que 

O é regular eiii x e seu sulscliferei~cial é dado da seguinte forma : 

Destas igualdades, segue diretamente a proposição. EBI 

A proposição a seguir nos dá algumas propriedades úteis para as funções vistas. 



Proposição 3.1.10 Os seguintes enunciados são verdadeiros : 

(a)  A função O  é semi-suave. 

(h )  S e  VF é Lzpschitz continua, então O  é fortemente semi-se~ave e m  todo o 

espaço Rn.  

(c)  A fz~nção de mérito q5 é continuamente dzferenciável e m  todo o espaço R n ( F  

diferenciável). 

(d)  S e  F  é uma Po-função, então todo ponto estacionário de 4 é tal que q 5 ( ~ )  = 0 .  

Demonstração. Veja [30, Proposição 2.21. 

A deinoiistração do próximo leiiia pode sei eilcoiitiada em [18]. 

Leina 3.1.11 Sejam { a k }  e {b" duas sequências e m  R .  S e  uma das condições 

ocorrer 

( i )  a' + +oo e bk + +oo 

(zi) ak 4 -cm 

(222) b" -m 

Então Il$(a" bk)II 4 +oo. 

Proposição 3.1.12 Seja F : Rn t Rn urna P- f i~nção(P~- função) .  Então O  é u m a  

P -  fi~nção(P"-função). 

Deinonstração. Priineiraineilte, assumiinos que F é uina P-fuilção. Assiin, para 

x # y, existe um índice i tal que 

Quereiiios mostrar que para o inesiiio índice i ,  

Assuiniinos, sein perda de geiieraliclacle, que yi > zi e iiiostraremos que Oi(y)  > 

O i ( z ) .  Por coiltradição, supoiilia que Oi(y )  < O i ( z ) .  Temos que y.i > >.i e Fi(y)  > 

Fi(z ) .  Agora, Oi(y) < Oi( z )  implica que 



( - ) + ( F )  - Fi(y)) > 4- - Jm. 
Assii-ii, elevando ambos os lados ao quadrado, siinplificaiido, e usando a seguinte 

desigualdade 

temos que 

Se elevarmos ao quadrado a desigualdade acima, segue que 

E isto é uma contradição. Desse modo, temos que O é uma P-f~mção. A propri- 

edade PO pode ser provada de forma análoga. ia 

Noteinos que essa proposição depende fortemente da f~~iiçáo de Fiscl-ier-Burmeister. 

Logo seria importai-ite tentar usar uma outra f~mção-PCN para a qual esse resultado 

também seje válido. 



Neste capítulo, será apresentado o problema de coi~~plemeiitaridade com uma 

regularização para a fuilção F e iiltrocluzireinos um algoritino usailclo essa regda- 

rização. 

Para regularizarinos o problema de coinpleineiltariclacle não-linear, usaremos a 

regularização proxiinal iiitroduzida por Pereira [23]. Assim, dada uma f~mção F : 

?Rn t Rn, zk E Rn, zk  > O, r E R, r > 1, teinos a seguinte regularização Fk : ?Rn t 

?Rn 

I* -T 
F"(z = F(z )  + ck(X ) (Z - z k )  (4.1) 

k -T 
oiicle ( x ~ ) - ~  é definida por (xklpT = d i w { ( ~ f ) - ~ )  ..., (5,) ) e ck é uma parâinetro 

positivo. 

Assim, o problema regularizado PCN(F') é definido como 



onde F" ?Rn t ?Rn é uma P-f~mção, como será demonstrado. Para resolvermos este 

problema utilizareinos um método tipo Newton que será visto mais adiante. 

Agora, para o problema regularizado, definiinos o operador de Fischer-Burineistei 

correspoilcleiite como 

e sua função de mérito associada como 

oiicle F% a função regularizada e $ é a fuilção de Fischer-Burnieistei. 

A proposição a seguir mostra que F% uma regularização de F. 

Proposição 4.2.1 Se  F é uma Po-fzmção, então F" uma P-função. 

Deinoiistração. Como F é uma Po-função, para quaisquer z # y E ?Rn, existe uni 

índice i tal que 

(xi - yi)(Fi(~) - %/)) 2 0 (4.2) 

O objetivo é inostrai-mos que 

Usando a definição de F~ temos que 



Agora, usando (4.2) e os fatos que xi # yi, x," > O e que ck > O teinos que 

La 

A próxima proposição nos dá propriedades úteis para o probleima regularizado. 

Proposição 4.2.2 A s  seguintes afirmativas são verdadeiras: 

(a)  O operador regularizado 0% continuamente diferenciável sobre R?+ x ?Rn. 

( b )  Os conjuntos de nivel de @ s ã o  ilimitados. 

Deiri~nst~ação. (a) Imediato, visto que $J é coiitiiiumente difereilciável sobre ?R"+ x 

F. 

(1s) Evidente, levando-se em coinsideração a Proposição 5.2.1 que mostra que g5" 

é coerciva. H 

Nesta seção será exibido um algoritiiio do tipo proxinial inexato que resolve o 

ao coii- problema de coinpleinentaridacle não-linear, onde F : R" t Rn é uma Po-f~~ilç" 

tiilriaineiite difereilciável. Taii~béiii daremos hipóteses suficientes para a conveigêilcia 
-T k 

global c10 algoritmo. Sabeiiclo que F"(z = F(x )  + c k ( X  ) (x - x ), 



apreseiitaiilos o seguinte algoritino: 

Algoritmo 4.3.1 Algoritmo proximal Inexato 

Passo O: Escolha co > O ,  So E (0 , l )  e xO E '$I?+. Faça k := 0. 

Passo 1: S e  xk satisfaz u m  critério de parada termine a iteração. 

Passo 2: Dados s > O ,  Fk(x)  = F(x)  + c ~ ( x " ) - ~ ( ~  - x", r 2 1, lik E (O, 1) e 

xk E %T+, obtenha z"' E Xf+ de forma que 

Passo 3: Escolha ck+l > 0, dk+1 E (O, dk). Faça k := k $- 1 e volte ao Passo I 

Para obtermos o iterado xM1 satisfazelido o critério (4.3) no Passo 2, apresenta- 

remos mais adiante o Método de Newtoii para a miniinização de @. Observe que, 

os conjuiltos de nível de $ h ã o  limitados (Proposição 4.2.2) e como F~ é uma P- 

função (Po-f~mção), todo ponto estacionário ?E de 4% tal que 47%) = O (Proposição 

3.1.10 (d)). Por isso, todo algoritmo de iniiliinização adeqriado ao problema produ- 

zirá uma sequêiicia ininimizailte e assiim o ponto xk poderá ser deteriiiiaado ein uii1 

número finito de passos. Esta situação reflete o fato que os piobleinas perturbados 

são beiil-postos e isto é uma das principais inotivações dos métodos de regularização. 

Roclcafellar [28] propôs os seguintes dois critérios em 1976 para um algoritmo 

proximal usaiido operadores moilótoilos inaxiinais : 

Critério 1. 1 1 ~ " '  - EkII -< 6k, C& dk < 00 

Critério 2 .  llxk+l - -" -?: 1 1  -< 6kll~k+' - ãkll, C E O d k  < 03 

oilcle E% a solução do problema. 

O Critério 1 garante coiivergência global do algoritino proximal, eiiquanto o 

Critério 2 garante coi~vergêilcia superlinear. 

O seguinte critério 



com Ir, -t O foi utilizaclo por Rocltafellar para prova que o algoritmo c10 ponto 

proximal para operadores inoilótonos i~laximais proposto por ele tem coiivergêacia 

global e superlinear, ou seja, mesclando os critérios 1 e 2. 

Em 1999, Yainashita, Iinai e Fultusl-iima [30], usando este mesmo critério, apre- 

seiltarain um algoritino proxiinal c0111 Po-funções para o P C N ( F )  utilizaido a regu- 

larização F k ( z )  = F ( z )  + ck(z - zk) (xk E Xn) e provaram que o algoritino converge 

globalii~eilte e que possui taxa de coiwergêilcia superliileai- usaiido a seguinte hipótese 

sobre a sequência {ck): 

Hipótese 4.3.2 . A sequência {ck) satisfaz as seguintes condições: 

(A) ck(xw' - xk) 4 O se {z" é limitada ; 

(B) cnx" O se (29 é ilimitada . 

Agora, enfatizaremos a seguinte hipótese sobre o parâmetro de regularização ck, 

hipótese esta que tem importância fundainental na aiiálise de coilvergência global do 

Algoritino 4.3.1. 

Hipótese 4.3.3 . A sequência {ck} satisfaz as seguintes condições: 

(A) ck(X")-'(zk+' - xk) -t O se {z" é limitada e r 2 1; 

(B) ck(xk)-' + O se {zk) é ilimitada e r >_ 0. 

Observm~os nessa hipótese que ck não necessariamente necessita ir a zero para ela 

ser válida, como no caso proxiinal clássico estudado por Yamashita, Imai e Fukushima 

[30]. Pereira [23] mostrou, sob esta hipótese e considerando o conjunto solução do 

prohleina não-vazio e liinitaclo, que z% limitada e que ók coilvei-ge uniforineinente 

a q5 em compactos e a partir disso provou a coiwergêilcia global do Algoritino 4.3.1 

utilizando o critério $'(x"+l); 5 Ók no Passo 2. 

Porém, consideraildo além desta, outras hipóteses sobre ck, ailalisaremos no 

próximo capítulo a possibilidade de o algoritmo ter taxa de convergêilcia super- 

linear, utilizando o critério de Rocltafellar adaptado ao nosso problema (que é o 



critério do Passo 2 do Algoritmo 4.3.1). Este critério engloba o critério usado por 

Pereira [23], pois dr, é uma parâinetro coiivergindo a zero. Taiiibém vereiiios questões 

de iinplemeiitação e uma versão específica deste algoritino. 

Agora veremos resultaclos iinportaiites para a coiivergêiicia global clo Algoritino 

4.3.1. 

Lema 4.3.4 Para quaisquer a,  b e c, temos 

Demonstração. Visto que 

$(a ,  b + c) - $(a ,  h) = 4- - - c, 

é suficiente inostrarinos que 

Assiiii teiiios 

Portanto, se toinarinos a = xi,  b = Fi(x) e c = c r , ( ~ f ) - ~  (xi  - zf ) temos 



Usando as clefinições dos operadores 0% e, coilcl~~ímos que 

como queríamos deinoilstrar. 

Teorema 4.3.5 (Teorema do Passo da Montanha) Seja f : R" -t R u m a  função 

continuamente diferenciável e coerciva. Seja S C R" um conjunto compacto e não- 

vazio e m o minimo de f na  fronteira (compacta) de S, isto é, m := mil1 f ( x ) .  S e  
ZEBS 

existe a E S e b S tal que f ( a )  < m e f ( h )  < m, então existe c E Rn tal que 

V f ( c )  = O  e f ( c )  >m.  

Prova. Veja [30]. ~a 

Leina 4.3.6 Suponha que vale o i t em  B da Hipótese 4.3.3 e que S C P' é u m  

conjunto compacto não-vazio. Se  {x" é ilimitada, então para cada E > O ,  existe u m  

ko suficientemente grande tal que para tod k > ko temos que 

para todo z E S .  

Demonstração. Pelo Leina anterior, toinailclo a = x i ,  b = Fi (x )  e c = C ~ ( X ; ) - ~ ( X ~  - 

z!), segue pelo item B da Hipótese 4.3.3 que 

Como S é coiilpacto e $, F ~ F ~  são coiitíiluas, temos para todo i, que 

I$(xi, F ) (Z )  - $(.il F i ( x ) ) l l $ ( ~ i ,  F:(Z)) + $ ( x i ,  F i ( ~ ) ) l  + 0 

Assim, segue que g5%oilverge uniformeinente a 4 em S. ta 

Agora, veremos o teoieina que mostra que o algoiitiiio 4.3.1 converge globalmeirte. 



Teoiema 4.3.7 Suponha que F é uma  Po-função continuamente diferenciável, vale 

a Hipótese 4.3.3 items A e B e que o conjz~nto de soluções, S*, do P C N ( F )  é não- 

vazio e limitado. Se  61, -+ 0 ,  então {xk) é limitada e qualquer ponto de acumulação 

de {zk) é u m a  solução do P C N ( F ) .  

Prova. Primeiro mostrareinos que 1 x 9  é liimitada. Supoiiha que {zk} não é liiiii- 

tada, então existe uma subsequêilcia {xk)kEK tal que 11x"l + cm q~~a i ldo  k t cm 

c0111 k E K. 

Como S* é limitado, existe uin coinpacto S C 9" não-vazio tal que S* C int(S)  

e zk 6 S para k E K ,  suficienteineiite grande. Mas, se x* E S*, então teinos que 

q5(z*) = O. Assim, toinaildo a := inin $(x) > O (para z lia fronteira de S), e aplicaiiclo 
xEBS 

o Lema 4.3.6 coin E := 2 existe uin ko tal que para toclo k 2 ko 

3 a 
m := iniil q5"x)(pia z lia fronteira de S) > - 

XEBS 4 

Do Passo 2 do algoritino proxiinal 4.3.1 teinos que q5k(xk+1) 5 bs, portanto, 

usando a hipótese que bk t 0, existe uin kl tal que para toclo k 2 kl, q5"z"') 5 2. 
Agora, consideraildo uiii índice k E K, fixo suficienteiiieilte grande, tal que k > 

max{ko, kl) e, colocaiiclo a = z* e Õ := xk+l temos, pelo Teoreina clo Passo cla 

Moiltaidm que existe uin c E %In tal que V ~ Y C )  = O e @(c) > m > > O. Assiin, 

c é um ponto estacioiiário de inas i1ã0 é solução do P C N ( F k )  coiltraclizeiido a 

Proposição 3.1.10 (d). Portanto xk é limitada. 

Agora, inostraremos que qualquer ponto de acuiilulação de {x" está e111 S*. 

Como {xk} é limitada, temos da  Hipótese 4.3.3 item A que ((Fk(zk+l) - F(xk+') ( 1  + 

O ,  e de forma ailáloga à prova do Leina 4.3.6 temos que Ilq5k(xk+1) - $(z"') 11 t 0. 
Assiiii pelo Passo 2 do algoritmo e a hipótese que ti1, t 0, teinos que dk(xk+l) t O. 

Portanto, q5(zk+') t O ,  o que significa que todo ponto de acuin~ilação da sequêiicia 

é uma solução do P C N  (F) . 



Neste capítulo, apreseiitareinos o teoreina de coiivergêiicia superlinear usado por 

Yainasliita, Imai e F~~kushiina [30] para mostrar que o algoritmo proximal apresen- 

tado por eles possui ta.xa de coiivergêiicia superliiiear, isto é, coiisideraiido a função 

regularizada F' = F ( z )  + ck(x - x" ( xk  E Sn) . A partir cleste teoreina, cliscutireinos 

esse resultado coiii relação ao Algoritino 4.3.1 e aiialisareinos questões relacioiiadas 

à sua iiiiplemeiitação. 

Agora, veremos uiiia hipótese e um lema a serem utilizados na aiiálise da taxa de 

coilvergêiicia . 

Hipótese 5.1.1 Suponha que o conjunto de soluções do P C N ( F ) ,  S*, é não-vazio 

e que a sequência x%onverge para uma  solução x* do P C N ( F )  que é BD-regular 

com O (Veja definição 2.4.10). 

Coi-isiclerai-iclo F como uma Po-f~~.iição, o coiijuiito solução c10 P C N ( F )  é conexo 

seiiipre que ele é liiiiitado 19, Corolário 3.51. Neste caso, a hipótese acima garante 



que x* é a única solução do problema. 

Lema  5.1.2 Suponha que a Hipótese 5. I .  I está assegzarada. Então existem constan- 

tes positivas K e E tais que 

para todo z tal que )10(x))) < E .  

Demonstração.  Veja [22, Proposição 31. 

O teorema abaixo ([30], Teoreina 3.3) foi provado para uin algoritmo proxiinal 

similar ao Algoritino 4.3.1, com o mesino critério do Passo 2, mas usando a regu- 

larização Fk(x)  = F(x)  i- ~ ~ ( - 7 :  - zk) ,  com xk E !Rn. Considerando que o algoiitmo 

converge glob aliiieiite, mostrainos abaixo a prova do teoreina. 

Teorema 5.1.3 Suponha que a Hipótese 5.1.1 está assegurada e que o conjunto 

solução do P C N ( F )  é limitado. Suponha também que al, I. O e ck  t O .  Então a 

seqzaência x"erada pelo algoritmo converge superlinearmente para a solução z* do 

P C N ( F ) .  

Prova.  Como foi mencionado logo após a Hipótese 5.1.1, temos que, sob a mesina, 

x* é a única solução do P C N ( F ) ,  e a,ssiin x%onverge para x*, já que o algoritmo 

converge globalineilte. Além do mais, usando a f~mção regularizada Fk(x)  = F(x )  + 
ck(x - z", tenios pelo Lema 4.3.4 que 

Então segue da desiguladade triangular que 

Esta desigualdade, usando a definição da f~mção de mérito 4 (3. I ) ,  se reescreve 



Pelo Leina 5.1.2, existem coilstailtes positivas K e e tais que, para 4(xkt1) i < E, 

- x* 1 1  < &b(:Ck+l) i 

Além do mais, pelo critério (4.3) teinos que 

k+l f < 6k1/xk+l-xq 4 1 - 
Coilsequeiiteinente, por (5.2), (5.1) e (5.3), teinos 

Rearraiijaiido os termos nesta desigualdade, temos: 

Visto que, por hipótese, Sk 4 O e ck 4 0, temos a propriedade desejada. 

Se usarinos esse resultado para o Algoiitmo 4.3.1, isto é, usando a regularização 

com métrica variável ~ ~ ( z )  = F(x)  + c ~ ( x ~ ) - ~ ( x  - xk) (com xk E R?+), caíinos na  

seguinte expressão: 

Nesta expressão, ei~contrainos o seguinte probleina: Apesar de 6k t O , ck -+ O e 

de {xk) ser uma sequêilcia limitada, não teinos coino garantir que 11 (Xk)-' 1 1  taillbém 

é limitada, isto é, a dificuldade encontrada neste ponto é a de controlar o termo 

IJ(X"-'JI. Como pesquisa futura, seria importante provar para o Algortimo 4.3.1 

~ i i n  resultado de coilvergêilcia análogo ao Teorema 5.1.3, de modo a fazer com que este 

algoritmo tenha rápida convergêilcia assim coino o algoritmo proxiinal apresentado 

por Yainashita, Iinai e F~~lrusl-iiina. 



No capítulo anterior vimos o algoritmo proximal inexato ~isaildo a fuiição F iegu- 

larizada (4.1), mostramos a prova de coiivergêilcia global, porém não foi apresentada 

neilliuma regra para escollia dos parâinetros e tainbém neiihum procecliineilto para 

a resolução de subprobleiiias foi citado. 

Nesta seção, discutiremos questões relacioiladas a escolha destes parâmetros. Ein 

particular, será visto coiiio atualizar ck e J1, e como resolver subproblemas PCN(F". 

5.2.1 Escolha dos parârnetros 

Primeiraineiite, ai~alisaremos a escolha da sequência de parâmetros {ck). Note- 

mos que a prova de coilvergêiicia global do algoritmo 4.3.1 requer a Hipótese 4.3.3. 

Colisideraildo esta hipótese , podeinos determinar {ck) da seguinte inaileira: 

onde p%oiiverge para zero (podemos tomar ,O0 E (O,  1)) . O termo min{P" $(x"} 

faz ck convergir para zero, fazeiiclo com que o item (A) da Hipótese 4.3.3 seja sa- 

tisfeito. Noteinos que não foi preciso colocar ileizliuma coiidição adicional na ex- 

pressão de ck para que o item (B) da Hipótese 4.3.3 esteje assegurado, ao contrário 

de 'i!iiiasliita, Iiiiai e Fulcushiina [30] que acresceiitaram o terino mznjl ,  -} na 

expressão de ck para que o item (B) da hipótese usada por eles (Hipótese 4.3.2) seje 

válido. 

C0111 relação ao parâmetro bk, é suficiente tomarmos o mesino convergindo a zero. 

Desse modo, simplesmente cleteriniiiamos dr, por 



5.2.2 Como resolver subproblemas 

Para resolver o subprobleina P C N ( F k ) ,  pode ser usado um método de Newtoil, 

de forma a minimizarinos a fuiição de mérito regularizada. De Luca, Facchinei e 

Kaiizow [7], criaram o Método Generalizado de Newton para equações não-suaves e 

Yaiilashita, Iinai e Fultushiina [30] o adaptaram de inaiieira a solucioilar o P C N  (F" . 

Eles usara111 uni elemento no subdifereiicial de 0, pois já vimos que este operador não 

é difereilciável no ponto (0,O). Porém, coino no algoritmo 4.3.1 estamos coi~sideraiido 

zk E E;+, usaremos um inétodo de Newton para equações suaves adaptado ao nosso 

problema. 

Primeiramente, veremos uma proposição que assegura a existêiicia de solução 

para o problema regularizado. 

Proposição 5.2.1 Suponha que F é u m a  Po fz~nção continua. Então @"e $9 é 

coercivo. 

Prova. Seja {am} uma sequêilcia qualquer tal que Ilanz)l t ca. Por hipótese, F é 

uma PO f~mção coiitíilua e a.ssim, pelo Lema 2.6.3, existe uma subsequêilcia, que sem 

perda de geiieraliclacle podemos escrever coino {a?), e um índice j E (1 ... n} tal que 

uma das seguiiites coiidições ocorre: 

(i) ajnz 4 +ca e {Fj(am)) é limitada iiiferioriileiite; 

(ii) aj" + -ca e {Fj(an") é limitada superiormente. 

Pela definição de F ~ ,  teinos que 

k nz k -r nz F' (a ) = F'(anz) + y (x, ) a j  - 

Assiiii, se ocorrer (i) teinos que 

Ft(anz)  + a, quaiido m -. ca ==+ Il+(a?, Ft(anL))II 4 ca 

Mas se ocorrer (ii), segue diretaiiieiite do Lema 3.1.11 que Il+(a?, F ~ ( U ~ ' ) )  1/ + ca 

sempre que m + a. 



Agora, pela Definição 2.5.1 (coercividade), podeinos coilcluir que o operador re- 

gularizado Ok é coercivo. E isto implica diretameilte que sua f~mção de mérito 

correspoildeilte taillbéin o é. 

Exibiremos agora uni resultado clássico de Baiiacli e Mazur que envolve o coiiceito 

de coercividade de uma f~~iição. 

Teoiema 5.2.2 S e  G : 8" t Rn é uma  função continua, localmente injetiva e 

coerciva, então G é u m  (sobre)homeomorfismo do Rn. 

Prova. Veja ([2], Teoreina 5.1.4). 

Assim, vereillos agora o teorema que mostra a unicidade de solução do sistema de 

equações eA(x )  = 0, OU seja, provaremos que o problema regularizado tem solução 

íiilica. 

Teorema 5.2.3 S e  F : 8" 4 8" é u m a  Po-função continua e F% definida como 

em, @ . I ) ,  então o sistema de equações OA(x) = O t e m  solução única. 

Prova. Visto que F é uina P0-f~mção, F% éuilia P-f~mção (Proposição 4.2.1). Assim, 

segue da Proposição 3.1.12, que Gk é uina P-fuilção. Supoahainos por contradição 

que existe x, y E R", x # y tais que @(x) = Oyy)  = O. Como Ok é uma P-função, 

temos que para x, y E Rn existe uin índice i tal que xi # yi e (xi-yi) (0: (x) -O:(y)) > 

O, que cai em contradição com a igualdade anterior. Logo o sistema 0"x) = O tem 

solução única. I%I 

Assim, pelo Lema 3.1.3 e pelo Teoieina anterior, teinos que o P C N ( F k )  tem 

solução única. 

Notemos que, obviamente, 0% é111 lioineoii~orfisiiio no Rn pelo Teoreina 5.2.2. 

Assim, apresentaremos 110 próximo capítulo uin método tipo Newtoil para o pro- 

bleina i.egularizac10. 



A seguir, veremos u111 iilétodo tipo Newtoil para 

problema regularizado PCN(F". 

equações suaves adaptado ao 

ara o P C N ( F ~ )  

Algoritmo 6.1.1 . 

Passo O : Faça z0 := 2" 0 e escolha p E (O, i). Tome j := 0 .  

Passo 1 : Calcule V O G O  ponto zj e encontre uma  solução dj da equação linear 

z + dj > O e se o critério (4.3) (@(x"'); 1 d k . m i n { l ,  llxk':' - Verifique se zjfl = j 

xkll}) é satisfeito com xW1 := zj'l. E m  caso afirmativo, aceite xk+l e termine a 

iteração. Caso contrário, vá para o Passo 2. 

Passo 2 (Teste da razão) : Tome zj" = zj + t d j i  onde t é u m  escalar que é 

dado da seguinte maneira: 



Tome um t adequado tal que t < m i n { 3 } ,  para todo i tal que di < O e vá para 

o Passo 3. 

Passo  3 (Busca  de Armijo) : Encontre o menor inteiro não-negativo 1 tal que 

Tome zj+' := z j  + 2-ltdj e vá para o Passo 4 .  

Passo  4 : S e  o critério (4.3) é satisfeito com zj+l > O substituido por x"', t ome  

,k+i .= .j+i e termine a iteração. Caso contrário, faça j := j + 1 e volte ao Passo 

1.  

O Teste da razão iio Passo 2 garante que o iterado posterior será estritamente 

positivo. No caso de fuiições senii-suaves, a equação iio Passo 1 iria requerer uiii 

custo maior, liias não seria difícil, coiiio pode ser visto em [7]. 

Outro poiito ein que deveiiios prestar a ateiição é que a direção obtida pela solução 

da equação no Passo 1 do Método de Newtoii é sempre uina direção de descida para 

a f~uição @, a iiieiios que Ok(xk) seja igual a zero. Esta é uina propriedade padrão 

da direção de Newtoii para a solução de um sistema suave de equações, inas iião é 

verdadeira, em geral, q~iaiido o sistema de equações é não-suave. 

Visto que Fk é uma P-fuiição para xk > 0, todos os elementos de &Ok(z" são 

não-singulares (veja [7]). Assiin a equação (6.1) iio Passo 1 é solucioiiável para todo 

j ,  se z" 0. Além do mais, teinos o seguinte Teoreina. 

Teoreina 6.1.2 Para cada k ,  o Método de Newton encontra u m a  solução aproxi- 

mada do  P C N ( F k )  que satisfaz o critérzo (4.3)  do algoritmo inexato 4.3.1. 

Prova. Pela Proposição 5.2.1, a fuiição de mérito q5k é coerciva, isto é, 

liin q5k(z) = +m. 
114+~ 

Assiin, teinos que o coiijuiito L(a) = {zj : q5k(zj) < a }  é compacto. 



Isto garante que a sequêilcia gerada por um método de descida para iiiiiliinizar 

4% liinitada, isto é, que o algoritino gera uma sequêilcia iniiliinizante para a função 

(hk. 

Teinos que mostrar agora que todo {zj) 110 Método de Newtoii converge para um 

ponto estacionário de @. A prova é por contradição: 

Assuiniinos, sem perda de generalidade, que a direção é seinpre dada por V@((x)d = 

-0"(z), para z j  > 0. 

Supoilha agora, ren~iineraildo se iiecessário, que {zj) 4 z* e que ~ q 5 ~ ( z * )  # O 

(oilcle z* é o ótimo do PCN(F", isto é, que iniiiimiza q5k). Leinbrainos que como Fk 

é coatiiiuaineilte difereiiciável (F coiltinuameiite difereilciável e x" O) ,  (hk tainbém 

é contin~iamente difereilciável pela Proposição 3.1.10 (c). Teinos tainbém que z* > 0, 

já que z* é solução do PCN(F" ). 

Visto que a direção dJ satisfaz (6.1), pocleinos escrever 

e assiin 

(reforçando que IIVOk(zj)ll não pode ser zero, senão (6.2) iria implicar que 

Ok(zj) = O e 2-7' seria uin ponto estacioilário e o algoritmo teria parado). 

p/ m e 116 positivos. De fato se, para alguma subsequêilcia J, {Ildjll}J 4 O ,  de (6.3) 

temos que {llOk(zq)ll)J t 0, porque OOk(zj) é liinitado sobre a sequência limitada 

{zj) (propriedade do jacobiailo). &Ias então, por continuidade, 0Y.P) = O e então 

z* seria solução do PCN(F~)  , coiltradizeiido a hipótese de que V@(z*) # O. Por 

outro lado Ildjll não pode ser iliinitaclo porque V(h"zj) é liinitada e isto iria contra 

sua a característica de descida ( já que dj é seinpre direção de descida) 

Então, visto que a busca linear no Passo 3 é segura a cada iteração (pois q5k é 

continua,inente difereilciável) e que (hk é limitado sobre a sequêilcia limitada {x", 



temos que {@(zj+') - dk(zj)) 4 0, que implica pela busca linear que 

Queremos mostrar que {2-'t} é limitado longe de zero (isto é, que não convirja 

diretamente a zero). Supoill-iainos o contrário. Então, subsequeilciailclo se necessário, 

temos que {2TLt) t O de maneira que a cada iteração o tainanho do passo é reduzido 

em pelo menos uma vez (e111 pelo menos um) e a busca linear se dá da seguinte forma: 

Por (6.4) podemos assumir, subseq~ieilciailclo se necessário que {dj} 4 'cl f O e 

então, toinailclo liinite em (6.6), teinos que V4k(z*)Td ) pVq5"z*)Td (p < i). Pela 

condição de descida de dj temos que ~q5"z*)~'cl < O, o que cai em contradição com 

a desigualdade anterior, já que p < i. Assiin {2-'t} é limitado longe de zero. Mas 

por (6.5) e o fato de {dj} ser uma direção de descida (TJq5"~j)~dj < 0) implicam 

que { cQ)  4 0, coi~traclizeiido (6.4). Logo V@(z*) = 0. 

Assiin, todo ponto liinite de z j  gerado pelo método é uin ponto estacioilário de 

4" E pela Proposição 3.1.10 (d), concluíinos que toda sequêilcia gerada pelo método 

é iiina solução do PCN(F". Como o P C N ( F 9  tem solução única, toda sequência 

z j  gerada pelo método converge para esta única solução z*. 

Assim, teinos que para cada k ao algoritino proxiinal eilcoiitrareinos uin zjfl  E 

Xn++ tal que para xk+' = zj+l e xk = zj, qP(xk+')S 5 &min{l, jlx"' - xyl}, para j 

suficienteimente grande no Método de Newtoii. 1s1 

Assim, apresentareinos uma versão específica do algoritino inexato 4.3.1, com F 

seiido uma Po-fuiição coiltiiluameilte diferenciável. 

Algoritmo 6.2.1 Passo 1:. Escolha ,O0 E (O,  1) e x0 E V?"+. Tome 

c, = min{l, q5(x0)} 
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e k := 0.  

Passo 2. Se x%atisfaz u m  critério de parada termine a iteração. (11q5(xk) 1 1  < E ) .  

Passo 3 .  Seja F" F ( x )  + C ~ ( X ' ) - ~ ( ~  - x k ) .  Pelo uso do Método de Newton, 

obtenha uma solução aproximada do P C N ( F " ) ,  x H 1  E ?R?+, de forma que 

Passo 4. Escolha ck+l := min{/3"', q5(xfi1)) , Pk+l E (O,@"> k := k +  i e volte 

ao Passo 2. 

Sobre o cálculo do jacobiaiio do operador 0510 Método de Newton, veremos a 

seguir alguns resultados importantes. Ele são reforinulações dos Lemas 3.3 e 4.1 da  

referência [30] aplicado ao caso em que Ok é diferenciável, já que x k  é estritamente 

positiva. Assim t IBOk(xk)  = v O k ( x k )  . 

Leina 6.2.2 St~ponha satisfeita a Hipótese 5.1.1. Então existe u m  C > O tal que 

para todo k suficientemente grande 

Demonstração. Como x" 0 e limitada, O é difereilciável em x k .  Além do mais, 

visto que xk t x* e que &30(~*) é não-vazio e limitado, O O ( x k )  é limitado. Pela 

hipótese, temos que aB 0 ( x * )  é não-siilgular. Assim V @ k  (x" é taillbéin liinitado e 

não-singular, de que decorre o resultado. 

Leina 6.2.3 Sz~ponha que F é continuamente diferenciável e que x b  x*. Então 

existe uma constante positiva k1 tal que 

para todo k suficientemente grande. 



Demonstração. Coino z k  > O e F é coiltinuainente diferenciável, O  e Ok são 

diferenciáveis em xk Coino FYz" = F ( z k )  segue pela Proposição 3.1.9 que 

Logo, temos que 

Ea 

O lema anterior mostra que V O k ( z k )  pode servir como uma aproximação de 

V @  (z" q~mnclo k é suficieiitemente grande. 

Não necessariaineiite o Algoritmo 6.2.1 é eficiente na prática, porque nada sa- 

bemos sobre custos computacionais para resolver u111 subproblema a cada iteração. 

Então, é importante estimar o número de iterações que o WIétodo de Newton gasta 

a cada iteração do algoritmo. Além do mais, é particularmente interessante ver sob 

que condições este método gasta apenas uma simples iteração dentro do Algoritmo 

6.2.1 clurante o processo de coilvergência. 

Suponhainos que o coiljunto S* é não-vazio e que ( 2 9  converge para a solução 

z* c10 P C N ( F )  que é BD-regular com O. Além do mais, seja z; uin ponto obtido 

por uma simples iteração do Método de Newton para PCN(F", que é 

L -  k k X  1 L X  z ,  = x  - (V0 (2" ) ) -  0 ^ ( z " )  

A meta é mostrar que a desigualdade 

@(&)i  < pkmin{i, IIz& - z y l }  

está assegurada para todo k suficientemente grande. Agora observe que 



para alguma constante C > O. A existêiicia de C é assegurada pelo Lema 6.2.2. 

Visto que 110k(27) + O,  temos que 11xk -zkll < 1 para k suficientemente grande. 

Assim, sabeilclo que #?(2)=$(1@(~)((~ , a partir de (6.8), se tivermos x$ > O 

para k suficieiitemente grande, seria suficiente verificarmos a seguinte desigualdade: 

Esse é outro ponto a ser analisado em trabalhos futuros. 



Neste trabalho, vimos c01110 acontece a reforin~~lação cle um problema de comple- 

meiltaridade não-linear ein um sistema de equações usai~do um método de regula- 

rização proximal com métrica variável. Para isso, foi utilizada a fuiição de Fiscl-ier- 

Burmeister, que possui diversas propriedades que tainbém foram vistas. Leidxailclo 

que assumimos que a fuiição F do probleina original P C N ( F )  é coiltiiiuameilte di- 

ferenciável. Tainbém foi apresentado um algoritmo proximal inexato utilizando a 

mesina regularização. Foi usado uiii critério iiitroduzido por Roclafellar (1976) de 

modo a podermos analisar questões relacioiiadas a taxa de coiivergêiicia . Para isso, 

utilizainos hipóteses adequadas sobre os parâinetros cks e coilsiderainos regularidade 

da solução 2* do P C N ( F ) .  

Vimos também de que maneira podemos escoll-ier os cks, satisfazeildo a Hipótese 

4.3.3 e de modo a obtermos unia solução aproximada para o problema regularizado. 

De certa forma, estes parâinetros foraiii escoll~iclos coiil ii~elliores coildições do que 

os clo método proximal usado por Yainasliita, Imai e F~~kushiina [30]. 

Para a resolução do probleina regularizado, apreseiitainos um método tipo New- 

to11 que permite que a função de mérito @seja miiliinizada de maneira a aproximar a 

solução do PCN(F" a solução do P C N ( F ) ,  isto é, que possibilita a implementação 

do Algoritino 4.3.1. 

C0111 relação aos trabalhos futuros, apesar de termos usado a função de Fischer- 

Burmeister em iiosso probleina, seria iilteressailte tentar usar uma outra função de 

mérito com o objetivo de se escolher melhor os parâiiietros cks. Outra questão a ser 



comideiada é a análise do algoritino pioxinial quando aplicado à f~nições iiionótoiias. 

Taiiibéiil seria importante deseiivolver um algoritmo específico que coiiviija superli- 

iieamleiite até mesmo para paiâliietros que não coiiviijaiii a zero. E poi fim, seria 

de fuiidamental iiiipoitâiicia aiialisarmos o coiiipoitaniento do algoiitmo através de 

sua iinpleineiitação coinp~~tacioiial . 



[I] Auslei-der, A. Optimisation: Méthodes Numériques, Paris, Massoil, 1976. 

[2] Berger , M.S . Nonlinearity and Funtional Analysis, New Yoili, Acadeii-iic Press, 

1977. 

[3] Cheil, B., Cheil, X., Kailzow, C. "A peilalizecl Fischer-Burineister NGP-f~mctioil: 

Theoretical iilvestigatioil ailcl Numerical iesults" , Preprint 126, Institute of App- 

lied Mathematics, Uiliversity of Hainburg, Hainburg, Gerinaily, 1997. 

[4] Cheil, X., Qi, L., Y~~fe i ,  Y. "Lagrailgiail globalization inetl-iocls for iioilliilear coin- 

pleinentarity probleins", Journal of Optimization Theory and Ayplications, v. 

112, pp. 77-95, 2002. 

[5] Clarlie, F.H. Optimization and Nonsmooth Analysis, New Yorli, Jol111 Wiley, 1983. 

[6] Cottle, R.W., Pailg, J.S aiicl Stone, R.E. The Linear complementarity Problem, 

New Yoik, Acacleinic Press, 1988. 

[7] De Luca, S., Facclliilei, F. ailcl Kailzow, C. "A seinisinootli equatioil appioach to 

tlle sol~itioil of iloilliileai coinpleineiltarity probleins" , Mathematical Programm- 

ing, v. 75, pp. 407-439, 1996. 



[8] Doi~tchev A.L ailcl Zolezzi T. : "Well-Posed Optiinisatioil Probleins", Lectures 

Notes in Ahthematics 1543, Spriilger Verlag, 1993. 

[9] Facclliizei, F. "Stiuctuial ailcl Stability propeities of Po iloilliilear coinpleineiltarity 

piobleins" , Mathenzatics of Operations Research, Vol. 23, pp. 735-745, 1998. 

[10] Facchiilei, F.  aild Kailzow, C. "A iloilsinootli iiiexact Newton methocl for the solm 

tioil of large-scale of iloilliilear compleinetarity probleins" , Prepriiit 95, Institute 

of Applied Mathematics, Uiliversity of Hainburg, Hainbuig, Germaily, 1995. 

[ll] Facchiilei, F. ailcl Kailzow, C. "Beyoncl Monotonicity iii regularization inethocls 

for iloilliiiear compleineiitc2i-ity probleins, SIAM Journal on Cont~ol and Optimi- 

zation, Vol. 37, pp. 1150-1161, 1999. 

[12] Facclliilei, F. ailcl Soares, J. "A ilew inerit f~mctioil for nonliilear coiiiplemeiltaiitjr 

probleins ailcl a ielated algorithm", SIAA4 Journal of Optimization, Vol. 7, pp. 

225-247, 1997. 

[13] Facchiilei, F., Fiscl-ier, A. aild Kailzow C. "Iilexact Newtori inethocls foi seinismoo- 

t11 equatioils to variatioilal inequality probleins" . 111: G. Di Pillo ailcl F.Giaimessi 

(eds), Nonlinear Optimization and Applications" , Pleiluin Press, New York, 1996, 

pp. 155-170. 

1141 Ferris, M. C. ailcl Pailg, J.S. "Eilgiileeriiig ancl ecoilomic applicatioils of coinple- 

ineiltarity probleins", SIAM Review, Vol. 39, pp. 669-713, 1997. 

[15] Fiscl-iei, A. "A special Newtoil-type optiinizatioil inethocl", Optimization, Vol. 24, 

1113. 269-284, 1992. 

1161 Fischer, A. "Coercivity coilclitions iil iloidinear compleiliei~tarity problein" , SIAM 

Rev, Vol. 16, pp. 1-16, 1992. 



[17] Jiailg, H. aiid QI, L.. "A iiew noi~sinootl-i equatioils approach to iloiiliiiear com- 

plemeiltarity problein, SIAM Journal on Control and Optimization, Vol. 37, pp. 

178-193, 1997. 

[18] Kaiizo~v, C. "Global coilvergeilce properties of some iterative inetliocls for linear 

coinpleiiieiitarity probleins", SIAM Journal of Optimization, Vol. 6, pp. 326- 

341, 1996. 

[19] Mangasariali, 0 . L  aiid Solodov, A4.V. "Nonliiiear compleinentarity as uilcoilstrai- 

necl aiicl coilstraiiied iniiiimization" , Mathematical Programming, v. 62, pp. 277- 

297, 1993. 

[20] Oliveira, G.L. and Oliveira, P.R. A new class of proximal interior-point methods 

for optimization positivity constraints. Techiilical Report, PESC/COPPE - Fecle- 

ia1 University of Rio de Janeiro, Rio de janeiro, RJ, Brazil, 2002. 

[21] Palais, R.S and Terilg, C.L. "Critical point tl-ieory aiid subiiiaiiifolcl geometry" , 

1353 Lecture Note in Mathematics, 1988. 

[22] Pailg, J. S and Qi. L. "Noilsmooth equatioils: I\/Iotivatioils aild algoritlnns" , SIA M 

Jozirnal on Optimization, Vol. 3, pp. 443-465, 1993. 

[23] PEREIRA DA SILVA, G.J., "Uma Nova Classe de Algoritmos proxinzais para o 

problema de conxplementanedade não-linear". Tese de D.Sc, COPPE/UFRJ, RIO 

de Janeiro, RJ, Brasil, 2002. 

[24] Qi, L. C-differentiability, C-differential operators and generalized Newton metho- 

ds. Tecliiiical Report, School of mathematics, Uiiiversity of New South Wales, Sy- 

dney, Austrália, 1996. 

[25] Qi, L. aiid Suii, D. "Noi~smootli Equatioils aiid Sinoothirig Newtoii Methods~' , 



School of A/latlzematics, Uiliveisity of New South Tales, Sydney 2052, Australia, 

1998. Institute o,f Applied Mathematics, Uiliveisity of Hamburg, Hainburg, Germa- 

ny, 1995. 

[26] &i, L. aacl Sun, J .  A nonsmooth version's of Newton's methods. h4atlieinatical 

Piogrammiiig Seiies A , 58, pp. 353-368, 1993. 

[27] Ravincliail, G. ancl Gowcla, S. "Regularization of Po-f~~ilctions iil box variatioilal 

iilequality prol~leiris", SIAM Journal of Optimization, v. 11, pp. 748-760, 2000. 

[28] Roclsafellar, R.T. "h4onotoile operatois ailcl tl-ie pioxiinal poiilt algoiithm" , SIAM 

Jownal on Control and Optimization, v. 14, pp. 877-898, 1976. 

1291 Tseng, P. "Giowtl-i behavioi of a class of ineiit f~~iictioiis for the iloilliileai com- 

plemeiitaiity pioblein" , Journal of Optimization Theory and Aplications" , v. 89, 

pp. 17-37, 1996. 

1301 Yainashita, N., Imai, I. aild F~d t~~sh ima ,  1\d. "The proxiinal poiilt algoiithm foi 

the Po coiilplemeiitarity problein" . Iii: M.C. Ferris, O .L. I\/Iailgasaiim ailcl J.S. 

Pailg (eds), Complementarity: Applications, algorithms and extensions, Bostoil, 

I<l~nver Academic Publisliers, pp. 361-379, 2001. 

[3 11 'i'aiiiashita, N. , Imai, I. ai-icl F~~lsusl-iiina, I\4. Tl-ie pioximal poiiit algoritliin witl-i 

geil~~iile superliileai coiivergeilce foi the moilotoile compleineiltaiity pioblein. Te- 

chi~ical Repoit 99012, Department of Applied Mathematics and Physics, Kyoto, 

Japail, 1999. 

(321 Yamashita, N., Taji, K. ailcl F~~ltusliii-ila, i\& "Uilcoilstraiilecl optimizatioi~ refoi- 

mulatioils of variatioilal iilequality piobleins" , Journal of Optimization Theory 

and Applications, v. 92, pp. 439-456, 1997. 


