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Resumo da Dissertacao apresentada a COPPE/UFRJ como parte dos requisitos

necessarios para a obtenc¢ao do grau de Mestre em Ciéncias (M.Sc.)

BUSCA DE AGRUPAMENTOS DE DADOS UTILIZANDO GERACAO DE
COLUNAS EM PROGRAMACAO INTEIRA

Rogério Gomes de Lima Tostas

Margo/2012

Orientador: Nelson Maculan Filho

Programa: Engenharia de Sistemas e Computagao

Neste trabalho, nés apresentamos dois modelos exatos baseados na técnica de
geragao de colunas para o problema de agrupamento em grafos conhecido como k-
cluster (ou k-agrupamento), onde o objetivo é particionar um dado grafo G(V, E) em
k componentes (subgrafos) conexas de tal forma que a soma das arestas no interior
de cada componente seja minima. Nossos modelos inspiraram-se nos problemas de
fluxo em redes para garantir a conexidade dos subgrafos que representam os agru-
pamentos. Os dois modelos lineares e inteiros, foram denominados OneFlow, que
se baseia-se na construcao de um tunico fluxo e MultiFlow, baseado na construcao
de fluxos multiplos. Foi utilizada uma abordagem de geracao de colunas justificada
pela caracteristica combinatéria e o elevado niimero de varidveis (e, consequente-
mente, colunas) associadas a cada instancia do problema k-cluster. Para a geracao
do conjunto inicial de colunas, aplicamos uma versao modificada do algoritmo apro-
ximativo proposto por Saran e Vazirani para a resolucao do problema min k-cut.
Nesta estratégia, partimos de uma arvore de Gomory-Hu para o grafo de entrada G
e aplicamos sucessiva e de forma gulosa até k cortes associados as arestas da arvore
de Gomory-Hu. Para a obtencao de solugoes inteiras utilizamos as técnicas branch-
and-bound. Para a etapa de branch, utilizamos a estratégia proposta por Ryan e
Foster, desta forma obtemos arvores de ramificacao geradas que tendem a ser mais
balanceadas do que aquelas geradas pela imposigao sucessiva de integralidade a cada

uma das varidveis.
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In this work, we present ourselves two exact models based on technique genera-
tion of columns for problem on grouping graphs known as k-cluster, where the goal
and partition a given graph G(V; F) k-components (subgraphs) connected in such
a way that the sum of the edges within each component is minimum. Our models
were inspired by problems of flow in networks to ensure connectivity of subgraphs
representing the groups. The two models linear and integer, have been termed One-
Flow, based on the construction of a single stream and Multiflow, based on the
construction of multiple streams. Was used column generation method justified
by the combinatorial characteristic and the high number of variables (and hence
columns) associated with each instance of problem k-cluster. To generate the initial
set of columns, we apply a modified version of the approximation algorithm proposed
by Saran and Vazirani for the resolution of the problem min k-cut.In this strategy,
we started from a tree Gomory-Hu for the input graph G and successively applied
greedy way cuts up to k associated cutting with the edges of the tree Gomory-
Hu. To obtain the integer solutions was used branch-and-bound technical . For the
stage of branch, we used the strategy proposed by Ryan and Foster, thereby obtain
branching tree generated which tend to be more balanced than those generated by

the imposition of successive integral to each of the variables.

vil



Sumario

Lista de Figuras

Lista de Tabelas

6

Introducao

Programacao linear
2.1 O problema de programacao linear . . . . . . . .. ... ... ... ..

22 Ométodosimplex . . . . ... ... Lo

Programacao linear inteira

3.1 Decomposicao de Dantzig-Wolfe . . . . . . ... ... ... ... ...

3.2 Geracaode colunas . . . . . . ...

3.3 Branch-and-bound . . . . .. .. ... oL
3.3.1 Dividir para conquistar . . . . .. .. ..o

3.3.2 Critériode selecaodond . . . . . .. ...

O problema de agrupamento

4.1 Propostas de enumeracao . . . . . . . . .. ...
4.1.1 Modelo de fluxo tnico: OneFlow . . . . ... ... ... ...
4.1.2 Modelo de multifluxo: MultiFlow . . . .. ... .. ... ...

4.2 Obtendo solugoes inteiras . . . . . . .. .. .. ... ... ...
4.2.1 Gerando um conjunto inicial de colunas . . . . . . . .. .. ..

4.2.2  Obtendo solugdes inteiras . . . . . . . ... .. ... ... ..
Resultados e Discussoes

Conclusoes

Referéncias Bibliograficas

viil

ix



Lista de Figuras

4.1
4.2
4.3
4.4

O grafo original G e o grafo G’ associado ao modelo OneFlow. . . . . 30
O grafo G’ gerado pelo colapso do conjunto S ={0,1,4}. . . . . . .. 34
O grafo nao-direcionado G e uma arvore de Gomory-Hu associada. . . 35
Construcao de uma arvore de Gomory-Hu. . . . . . . ... .. .. .. 36

X



Lista de Tabelas

5.1

5.2

5.3

5.4

5.5

5.6

5.7

Numero de vértices e arestas, pesos maximo, minimo e médio das

arestas de cada um dos grafos definidos em gri7.tsp, gr2l.tsp e

Br24.TSP. . . . .

Resultados dos experimentos considerando todas as arestas. . . . . .

Numero de vértices e arestas, pesos maximo, minimo e médio das
arestas dos grafos gr17-75, gr17-50, gr21-75, gri2-50, gr24-75¢

Resultados dos experimentos com as instancias formadas por 75% das

arestas e 10 grupos (k=10). . . . . . . ... oL

Resultados dos experimentos com as instancias formadas por apenas

50% das arestas e 10 grupos (k=10). . . . . . . . ... ... ... ..

Tempos totais e tempos utilizados para resolugao dos subproblemas

pricing em segundos. . . . . ... ..o

Tempos totais, nimero de colunas geras e o valor 6timo do agrupa-

mento para diferentes valores de k na instancia gr24. . . . . ... ..



Capitulo 1
Introducao

No problema de agrupamento, o objetivo é reconhecer grupos naturais no interior
de um dado conjunto. Os métodos classicos de agrupamento sao baseados na re-
presentacao dos elementos do conjunto utilizando vetores x = (21, x9, ..., x,) [1, 2].
Nesta abordagem, cada uma das componentes x; representa uma caracteristica do
elemento = (1,...,x,) do conjunto, e as dissimilaridades entre os elementos da
populacao sao definidas pelas distancias entre os vetores que os representam. A par-
tir destas representacoes vetoriais em um conjunto munido de uma funcao distancia,
os agrupamentos podem ser representados por centrdides e pelos vetores (elementos
do conjunto) a eles mais préximos. Grafos, por outro lado, apresentam estruturas
(vértices e arestas) e conceitos (conexidade, grau, componente, etc) que, em geral,
nao podem ser convenientemente mapeados em vetores de um conjunto munido de
uma funcao distancia. Por exemplo, nao ha uma forma natural de medir dissimi-
laridade entre vértices que nao sejam vizinhos sem que envolvamos outros vértices.
No caso de uma representagao vetorial, a funcao de distancia teria que embutir
os conceitos de caminhos minimos ou outros ainda mais complexos/custosos. Como
consequencia, a reducao do problema de agrupamento em grafos para o problema de
agrupamento em um conjunto de vetores nao parece ser a mais adequada, carecendo
portanto de tratamento diferenciado.

A proposta deste trabalho consiste em um método exato baseado na técnica
de geracao de colunas para a resolucao do problema de agrupamento em grafos
conhecido como k-cluster (ou k-agrupamento). Neste contexto, um agrupamento é
um particionamento que minimiza a soma das arestas no interior de cada uma das
componentes da particao. No problema k-cluster, o objetivo é obter um agrupamento
formado por exatamente k componentes. Adicionalmente, impoe-se como restri¢ao
a conexidade das componentes do agrupamento.

O problema de agrupamento é um caso particular do problema de particiona-
mento e apresenta interessantes aplicagoes. Entre as areas de aplicacao das técnicas

de particionamento de grafos destacam-se a multiplicacao de matrizes esparsas, com-



putagao paralela e a solugdo numérica de equagoes diferenciais parciais [3-5]. Por
exemplo, na multiplicacao de matrizes esparsas em computacao paralela, uma das
etapas é a distribuicao das linhas entre diferentes processadores. Neste contexto,
podemos definir o problema de particionamento do conjunto das linhas entre os pro-
cessadores de forma a minimizar o tempo de comunicagao entre eles. Outra grande
area de aplicagdo do particionamento de grafos é LVSI CAD (do inglés Very Large
Scale Integration in Computer Aided Design), onde o objetivo é particionar a es-
pecificagao de um sistema em grupos de forma a minimizar o nimero de conexoes
entre os grupos [6].

Quanto a dificuldade, o problema k-cluster é equivalente ao problema conhecido
como mazx k-cut, onde o objetivo é obter um corte (subconjunto de arestas) de custo
méximo cuja remogao particione um dado grafo em k componentes conexas [7]. O
custo do corte é dado pela soma das arestas pertencentes ao corte. A equivaléncia
entre estes problemas decorre da correspondéncia entre minimizar a soma das arestas
que permanecerao (i.e., arestas no interior das componentes) e maximizar a soma das
arestas que serao removidas (as arestas do corte). O problema maz k-cut postulado
com um problema de existéncia (i.e. dado um numero L, existe um corte cujo
valor exceda L?) pertence a classe dos problemas NP-completos [7-9]. Grosso
modo, a classe de complexidade N P é formada pelos problemas cujas candidatas a
solugao podem, em tempo polinomial, ser verificadas como sendo solucoes de fato.
Ja a classe dos problemas N P-completos ¢ um subconjunto especial da classe NP
formada pelos problemas cuja resolucao em tempo polinomial implica na resolugao
em tempo polinomial de todos os problemas da classe NP (Para maiores detalhes
sobre o tema consulte [10]). Apesar de todo esfor¢o em se provar que P = NP, até
o presente momento, nenhum resultado nesta direcao foi obtido. Postulado como
um problema de otimizacao (i.e. determinar o corte maximo), o problema mazx k-cut
pertence a classe N P-dificil o que significa, essencialmente, que a otimalidade de uma
solucao sé pode ser estabelecida listando todas as demais solugoes e seus respectivos
custos [3, 11]. Sendo assim, pela equivaléncia entre o problema de agrupamento e o
de corte maximo, nao ha muita esperanca de obtencao de solugoes 6timas em tempo
polinomial para o problema de agrupamento em grafos.

Nesta dissertacao, propomos a resolu¢ao do problema k-cluster através do
método de geracao de colunas utilizando dois modelos inspirados em problemas
de fluxo em redes. Estes modelos permitem enumerar de maneira implicita os sub-
grafos conexos de um dado grafo. Como veremos, serao esses subgrafos conexos
gerados pelos modelos de fluxo que definirao as colunas da nossa aplicagao.

A utilizacao da estratégia de geracao de colunas é particularmente 1til no pro-
blema k-cluster, onde o tamanho do espago vidavel (nimero de varidveis) inviabiliza

uma representagao explicita das restricoes do problema. Cabe ainda ressaltar que



os métodos de geracao de colunas sao procedimentos iterativos que permitem a
obtencao de solugoes 6timas a partir da representagao parcial (ou implicita) das
restricoes. Esta caracteristica iterativa dos métodos de geracao de colunas permite
ainda a obtencao de solugoes viaveis cada vez melhores ao longo das iteragoes. Desta
forma, boas solucoes podem estar disponiveis ainda que tenhamos de interromper a
execucao do algoritmo por, por exemplo, excesso de tempo.

Essa estratégia de decomposicao de problemas complexos através de modelos
de otimizacao nao é nova. De fato, as origens dos métodos de geracao de colunas
remetem a década de 1960, quando Dantzig e Wolfe analisaram o problema de deter-
minacao de padroes de corte unidimensionais [12-14]. Deste entdo, esta técnica tem
sido explorada em varias aplicacoes como, por exemplo, no problema de roteamento
de veiculos [15, 16], na escala de tripulagoes [17-19], em projetos de circuitos [20] e
em problemas de empacotamento [21] entre outros.

Nas ultimas décadas em particular, o nimero de aplicacoes de programacgao mate-
matica em problemas complexos de grande porte vem aumentando. Segundo Lorena
e Senne [22], isto em parte se deve ao desenvolvimento de pacotes comerciais de
otimizacao como, por exemplo, CPLEX, Xpress-Mosel, Gurobi, SoPlex, LPSolver,
GLPK e LINDO. Dadas a facilidade de integracao/utilizacao e eficiéncia destes
pacotes, o tratamento de problemas combinatérios de grande porte tem recebido
grande impulso, ja que estas ferramentas tem viabilizado a resolucao de problemas
de grande complexidade em um intervalo de tempo aceitavel.

Contudo, em alguns problemas, até mesmo os pacotes comerciais mais eficientes
nao sao capazes de obter uma solucao 6tima em tempo razoavel. Uma das razoes
para esse fato é que, na sua forma mais geral, o problema de programacao inteira
pertence a classe dos problemas mais dificeis do ponto de vista computacional. Por
isso, qualquer ferramenta que ataque o problema de programagao inteira de uma
perspectiva generalista, i.e., que nao explore as estruturas particulares de cada pro-
blema, dificilmente sera capaz (a menos que P = N P) de obter solugoes 6timas em
tempo razoavel. Portanto, a definicao de estratégias especializadas que explorem
estruturas muito especificas de cada problema (algo que os pacotes comerciais nao
podem fazer para todos os problemas) pode reduzir consideravelmente o tempo ne-
cessario para a obtencao de boas solucoes. E precisamente neste espaco gerado pelas
abordagens generalistas que se insere a proposta dessa dissertagao.

No capitulo 2, destacamos importantes contribuicoes que formataram a linha de
pesquisa em programacao linear além de alguns dos conceitos e resultados basicos na
area. No capitulo 3, destacamos conceitos elementares de programagao linear inteira
como relaxacao, decomposicao de Dantzig e Wolfe e algoritmos branch-and-bound.
No capitulo 4, apresentamos dois modelos de geragao de colunas para o problema

de agrupamento, uma heuristica para a geracao de colunas iniciais e a estratégia



para obtencao de solugoes inteiras. O capitulo 5 é reservado para os resultados
computacionais e discussoes. Finalmente, o capitulo 6 destina-se as conclusoes da

presente dissertacao.



Capitulo 2
Programacao linear

A programacdo linear (ou otimizacao linear) tem desempenhado um importante
papel na resolucao de diversos problemas. Segundo Maculan e Fampa [23], este
elemento importantissimo da Pesquisa Operacional, tem aplicacao direta nos mais
variados setores desde indtstrias, passando por empresas de transportes, na satide
[24], na educacao, na agricultura, nas finangas, na economia, nas administragoes
publicas, na extracao de petréleo, na medicina [25], entre outros.

A programacao linear parte da representacao em linguagem matemética dos
problemas de interesse e, dessa forma, permite obter boas (ou até étimas) solugoes
em tempo reduzido. Embora para muitas pessoas a idéia de modelar problemas
em linguagem matematica para entao resolveé-los utilizando estuturas matemaéticas
(como &lgebra linear) e recursos computacionais parega novidade, os fundamentos
desta abordagem ja estavam postos nas primeiras décadas do século XX.

Em 1928, John von Neuman publicou o teorema central da teoria dos jogos mais
tarde foi formulado através da programacao linear e interpretado a luz da teoria
da dualidade. Em 1937, von Newman publicou “A Model of General Economic
Equilibrium”, onde formula um modelo de programagao linear dinamica [26]. Alguns
anos mais tarde, em 1944, von Neuman publicou "Theory of Games and Economic
Behaviour” [27] novamente explorando a linguagem da programagao linear para
obtencao de muitos de suas conclusoes. Os trabalhos de von Neumann estabeleceram
a interacao entre jogos e a economia e despertou um interesse ainda maior pela
programacao linear.

A andlise insumo-produto (input-output) proposta por Leontief em termos ma-
triciais em 1936 em seu artigo “Quantitative input and output Relations in the Eco-
nomic Systems of the United States” [28] serviu para consolidar a programg¢ao como
uma ferramenta vidvel para representacao e andlise de problemas em economia.

Entre os pioneiros da programacao linear destaca-se também o matematico Kan-
torovich [29] que em 1939 na entdo Unido Sovética, ja havia modelado e resolvido

alguns problemas de otimizacao ligados ao planejamento economico, tendo recebido



junto com Koopmans [30] prémio Nobel de Economia em 1975 como resultado des-
tes trabalhos. As contribuigoes de Hitchcock na modelagem do problema de trans-
porte [31] e Stigler na formula¢ao do problema de programacao linear relacionado
problema da Dieta [32] também ajudaram a formatar e consolidar a programagcao
linear como uma importante ferramenta para solucao de problemas reais e de forte
apelo economico.

O termo ”programacao numa estrutura linear”foi sugerido por Koopmans, e
surgiu pela primeira vez em 1951, mas somente mais tarde, a expressao veio a se
consagrar como programacao linear [33].

Embora as primeiras aplicagoes expressivas do uso da programacao linear tenham
sido em problemas ligados ao setor economico, foram problemas ligados a logistica
militar em tempos de guerra que promoveram o grande salto de publicidade da
Pesquisa Operacional. Durante a 2* Guerra Mundial, a forca aérea americana orga-
nizou um grupo de pesquisadores em um projeto conhecido como SCOOP (Scientific
Computation of Optimum Program) sob a diregao de Marshall K. Wood. O objetivo
do projeto era otimizar a alocacao dos limitados recursos provenientes dos esforcos
de guerra [34]. Embora nenhum método de expressivo sucesso tenha sido descoberto
durante a guerra, George B. Dantzig, um dos membros deste grupo, formulou o pro-
blema de Programacao Linear Geral estabelecendo em termos definitivos o problema
de interesse da programacao linear.

Em 1947, o mesmo Dantzig inventou o primeiro algoritmo para a solucao dos
problemas de programacao linear que foi denominado Método Simpler. Com a apre-
sentacao do método Simplex, nao apenas a area de pesquisa em programacao linear,
mas a programacao matematica em geral sofreu uma expansao quase inacreditavel,
despertando a curiosidade e interesse de muitos outos matematicos e economistas
da época. O interesse foi tanto que rapidamente novos avancos vieram. Em 1951,
Tucker obteve os primeiros resultados na teoria da dualidade que mais tarde veio a
se tornar uma parte fundamental da programacao linear. Ainda em 1951, Dorfman
publicou o seu livro “Application of linear programming to the theory of the firm”
[35], onde expressou a teoria econoémica da empresa em condigoes de concorréncia
perfeita e em monopdlio em termos de programacao linear. Um ano mais tarde, em
1952, Charnes e Lemkes desenvolveram o método Simplex Revisado, que foi muito
importante para a implementacao computacional do método Simplex [36].

Nao podemos deixar de citar os trabalhos de Khachiyan em 1979 [37] que, utili-
zando os métodos dos elipsdides, propos um algoritmo no qual o nimero de iteragoes
para resolver um problema de programacao linear é limitado por uma fungao polino-
mial. Porém, segundo [23], seu desempenho pratico deixa bastante a desejar ja que
sua convergéncia é lenta quando aplicado a grande parte das instancias do problema

e comparado ao método Simplex.



A publicagao de um novo algoritmo por Karmarkar [38], em 1984, deu inicio a
outra importante linha de pesquisa em programacao linear chamada de métodos de
pontos interiores. Esses métodos vieram a partir da busca por um algoritmo que
tivesse tempo de computagao polinomial, ja que Klee e Mintyapud [39] ilustraram
que o algoritmo Simplex pode apresentar um crescimento exponencial no tempo
de computacao em seu pior caso. Apods a publicacao desse trabalho de Karmarkar
[38], varios algoritmos de pontos interiores foram apresentados. Maiores explicagoes

sobre os métodos de pontos interiores podem ser encontradas nas referéncias [40-42].

2.1 O problema de programacao linear

Podemos definir o problema de programagao linear (PPL) no seu formato usual

como o seguinte problema de otimizacao:

(PPL) min z=cx (2.1)
sa Ar=0 (2.2)
x>0, (2.3)

onde A € R™" ¢I' € R", e b € R™ sao dados com 0 < m < n. Vamos supor
também sem perda de generalidade que posto(A) = m, isto é existem m colunas de

A que sao linearmente independentes.

Definicao 2.1 Seja X = {z € R" | Az = b,z > 0}. O conjunto X é denominado
conjunto ou regiao vidvel do (PPL) e se x € X, entdo x € uma solu¢ao vidvel do
mesmo problema. Dado x* € X, x* é denominado uma solu¢ao dtima do (PPL) se

cx* < cx, para todo x € X.

Particionaremos a matriz A da seguinte maneira: A = (B N), onde B é uma
matriz quadrada m X m e inversivel, ou seja, det(B) # 0. Nesse caso, existe um
conjunto Iz formado por m indices das n colunas de A, de tal forma que a matriz
B formada com as colunas relativas a esses indices tem posto m. Chamaremos a
matriz B de matriz basica. Podemos ainda alocar os indices das colunas de A nao
pertencentes a Ig em um outro conjunto Iy e com as colunas de A referentes a
esses indices formar uma matriz N € R"*("=™) essa chamada de matriz ndo bdsica.
Lembramos que Ig NIy =0 e IgU Iy ={1,2,...,n}.

De modo andlogo podemos particionar os vetores x e ¢ : zT = (z§ 2%) e
¢ = (cg c¢n), onde xp e cp possuirao m componentes associados a matriz B.

Vejamos agora as seguintes definigoes:

e rp: vetor de m componentes, formado pelas varidaveis do vetor x associadas a

matriz base, variaveis essas chamadas de varidveis bdsicas.
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e zp:vetor de (n—m) componentes, formado pelas varidveis do vetor x associadas

a matriz nao basica NN, variaveis essas chamadas de varidveis nao bdsicas.

e cp: vetor de m componentes, formado pelos coeficientes do vetor ¢ referentes

as variaveis basicas.

e cy: vetor de (n — m) componentes, formado pelos coeficientes do vetor ¢

referentes as variaveis nao bésicas.

Dessa forma, podemos escrever o (PL) da seguinte maneira:

(PPL) min z=cprp+cyrn (2.4)
sa Bxp+ Naxy=5> (2.5)

Podemos explicitar xp em fungao de xy, multiplicando a restricao principal de

(2.5) por B™!, pois sabemos que B ¢é inversivel, logo temos:
rp=B'b— B 'Nay (2.7)

Tomando xx = 0 em (2.7) obtemos Zp = B~ 'b, sendo assim, definimos:

Defini¢ao 2.2 = € uma solugao bésica para Az = b em (2.2) quando xy = 0 e
Tp = B, ou seja, 27 = (5 0). Quando Tp possuir ao menos uma componente

nula diremos que T € uma solucao basica degenerada.

Definicao 2.3 Uma solugao basica em que xp assume valores maiores ou 1guais a

zero € dita Solugcao Bdsica Vidvel.

2.2 O método simplex

O algoritmo Simplex, constituiu um grande avanco cientifico e tecnoldgico, resul-
tando em grande impulso ao campo da pesquisa operacional que estava dando os
primeiros passos nas décadas de 30 e 40. O nome do algoritmo tem suas raizes no
conceito de simplex: um plano que corta os vetores unitarios. O algoritmo como é
conhecido atualmente difere da versao original e tem servido de base para versoes
estendidas em diversas tarefas especificas. Podemos citar como exemplos o método
dual Simplex que é amplamente adotado em implementacoes branch-and-bound e
branch-and-cut para resolucao de problemas inteiros, e também o método Simplex
adaptado para o problema de fluxo em redes de custo minimo.

O algoritmo Simplex pode ser visto como um processo combinatério que busca

encontrar as colunas da matriz de restricoes que induzem uma base e, portanto,
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uma solucao basica otima. A dificuldade advém do fato que tipicamente existe
um numero exponencial de possiveis combinagoes de colunas, gerando portando um
desempenho de pior caso de ordem exponencial. Apesar deste aspecto desfavoravel, o
algoritmo Simplex é eficaz para muitas instancias, podendo em alguns casos ser mais
rapido quando comparado com algoritmos de pontos interiores, que tem desempenho
polinomial no pior caso. Em 2002 foi realizada por Illés e Terlaky em [43] uma anélise
comparativa entre o melhores métodos de pontos interiores e o método do Simplex
onde concluem que, de uma forma geral, nao ha método vencedor. Na pratica, a
chave para o sucesso dos métodos é a utilizacao da estrutura dos problemas, da
esparsidade e da arquitetura dos computadores.

Conforme mostraremos resumidamente a seguir, o método Simplex apresenta
uma maneira eficiente de gerar solugoes basicas vidveis a partir de uma solucao
bésica dada. Durante o processo de buscas consecutivas por solugoes bésicas viaveis,
uma matriz base B se diferencia da seguinte por apenas uma coluna. E um processo
iterativo, que repete os mesmos passos a partir de uma solugao basica viavel inicial,
até se chegar a uma solugao 6tima. Este método também detecta se o (PPL) tem
infinitas solugoes, se o problema ¢ ilimitado ou se o problema ¢ inviavel.

Para apresentarmos alguns resultados importantes do método Simplex, vamos
utilizar a notacao da particao da matriz A e do vetor ¢ utilizada na se¢ao anterior
e construir uma nova forma de escrevermos o (PPL).

Vamos iniciar substituindo a expressao de xzp dada por (2.7) na fungao objetivo

do (PPL) (2.5), de onde segue que esse (PPL) pode ser reescrito como:

(PPL) min z=cpB 'b— (cgB™'N —cy)an (2.8)
S.a rp = B_lb - B_IN.TN (29)
25 >0 oy >0 (2.10)

Temos que cg B~'N —cy sao chamados custos reduzidosdas varidveis nao-bésicas.

Para um problema de programacao linear no caso de minimizacao, a condicao de
otimalidade requer que todos os custos reduzidos sejam nao positivos. Para saber
se a condicao de otimalidade é atendida, o método Simplexr executa o passo de
pricing que consiste em encontrar a variavel nao basica de maior custo reduzido
como veremos mais adiante.

Vamos escrever a matriz A por colunas, ou seja, A = (a; as ... a,) onde
ajT = (a1; ag; ... aim), a; € R™, representa a coluna de A.

Vamos definir u = ¢gB~!, onde v’ € R™, z; = ¢cgB'a; = uaj, z; € Re
Z = cgB7'b = ub = cgZp, Z € R como sendo o valor da funcao objetivo para a

solugao basica vidvel corrente. Definimos ainda y; = B 'a;, j € [ U Iy, y; € R™,



o problema de minimizacao anterior pode ser reescrito como

(PPL) min z=2z-— Z (c; — zj)x; (2.11)
JEIN
s.a Ip=2Ip— Z YiT; (2.12)
JEIN
,IBZO, l’jZO, jGIN (213)
Definindo y;f = (1j Y25 - Ymj) T = (Tpa) TE) - Tem), € Th =
(Tpa) Tp2) - Tpm)) entao (2.12) podera ainda ser escrito como:

TB@) = j:B(z) — Z Yij Xy, 1= ]., M (214)

JElN

Teste de otimalidade e critério para entrada na base

O teste de otimalidade é utilizado para verificar se uma solugao bésica viavel é 6tima
ou nao. No caso de ter encontrado uma solucao viavel étima, o método termina.
Caso contrario, devemos indicar uma nova variavel nao basica para entrar na base de
modo que a func¢ao objetivo diminua (problemas de minimizagao). Nesse sentido, tal
passo do método mostra-se interessado na melhoria da funcao objetivo. A préxima
proposicao estabelece esse critério para dizer se uma uma solugao basica viavel é

6tima a partir da analise do sinal de (¢; — z;)

Proposigao 2.1 Sexp >0 e (¢; — z;) <0, Vj € Iy, entdo o vetor x* € R", onde

T, =Tp,1=1,2,..,mex; =0, 7€ Iy, serd uma solugao étmia do (PPL).

A demonstracao dessa proposi¢ao pode ser encontrada em [23].

Assim sendo, ao se trabalhar com o método Simplex, de posse de uma solugao
bésica vidvel faz-se necessério verificar se (¢; — z;) < 0, Vj € Iy. Quando esta
condicao é verificada, o método pode ser finalizado, pois ja que encontamos de
uma solucao étima. E nesse sentido que as literaturas sobre o assunto chamam tal
procedimento de teste de otimalidade ou critério de otimalidade.

No método Simplex, uma matriz base B se diferencia da matriz base usada na
iteracao seguinte por apenas uma coluna. Como cada varidvel x; pode ser associada
a coluna a; de A. Podemos estabelecer um critério para a selecao de uma variavel
x; entrar na base. Para tal, os valores de (¢; — 2;), j € Iy desempenham papéis
fundamentais, entre eles o de garantir a otimalidade de uma solucao basica viavel.
Quando o critério de otimalidade nao ¢ satisfeito, existe pelo menos um indice j € Iy
tal que (¢; — 2z;) > 0. Se tornarmos positiva a varidvel nao bésica xj e mantivermos

nulas as outras variaveis nao bésicas, ou seja, x; = 0 Vj € Iy, j # k, entao a funcao
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objetivo (2.11) pode ser expressa simplesmente por:
z2=2z— (¢, — zp) Tk (2.15)

Sabemos que x, > 0, logo devemos somente analisar os possiveis valores de

(cr, — zx). Neste caso, temos as seguintes possibilidades:

1. Se (cx — zx) > 0 o valor de z nessa iteragao ird diminuir. Como queremos
minimizar a funcao objetivo, devemos considerar que x, é candidata a entrar

na base, ou seja, a coluna a; devera compor a matrix basica B;

2. Se (¢ — z;) = 0 o valor de z se manterd inalterado. Supondo que o problema

nao apresenta solucao degenerada;

3. Se (¢ — z;) < 0 o valor de z aumenta, como estamos trabalhamos com um

problema de minimizacao, nao é conveniente colocar x; na base.

Devemos lembrar que nem sempre existe um tnico k € Iy tal que (¢ — zx) > 0.
A principio qualquer coluna a; com custo reduzido positivo poderia ser inserida na
base, ja que permitiria a reducao do valor da funcao objetivo em nosso problema de
minimizagao. No entanto, uma escolha razoavel é inserir a coluna com maior custo

reduzido, ou seja,
(e — 2zr) = max{c; — z; | (¢; — 2;) > 0} (2.16)
SN

A escolha da coluna de maior custo reduzido nao é 6tima no sentido de reduzir

o numero de iteragoes, sendo apenas uma forma gulosa de selegao de colunas [44].

Critério para saida da base ou teste da razao

Vimos na se¢ao anterior que o critério para entrada na base estabelece uma variavel
x), para entrar na base. No entanto, a base B pode possuir apenas m variaveis
bésicas, sendo assim, é necessario agora estabelecer um critério que defina uma
variavel basica para deixar a base, tornando-se assim uma variavel nao-basica. A
partir dos critérios de entrada e saida da base, o método Simplex a cada iteragao,
troca uma coluna da matriz N por uma coluna da matriz B, caminhando assim
por pontos extremos adjacentes que sao solugoes viaveis do nosso problema de mi-
nimizacao.

Quando escolhemos a variavel x para entrar na base com o objetivo de diminuir
a funcao objetivo é conveniente que x; assuma o maior valor possivel, ja que quanto
maior for x; mais a funcao objetivo fun¢ao objetivo diminuira. Porém precisamos

manter a viabilidade da solucao e para isso é feito pelo teste da razao, que nos diz o
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quanto a variavel x; pode crescer, assumindo que todas as varidveis basicas devem
permanecer nao negativas.

Temos que a equacao dada por (2.14) poderd ser reescrita sem o somatorio,
considerando que somente a varidvel z;, que entrard na base assumira um valor nao
negativo e todas as demais variaveis nao béasicas permanecerao nulas. Sendo assim

temos:
TB() = TB(i) — YikTk, 1=1,....m (2.17)

Para que o método Simplex mantenha a viabilidade da solucao é necessario
garantir que xpu > 0, = 1,...,m (2.17). Como o valor de z;, sai do valor zero e
cresce para um valor positivo, é preciso analisar o que acontece com o valor de cada
varidvel bésica. Pela expressao (2.17), podemos observar que isso depende apenas
do sinal de y;.

Analisando o sinal de y;;; verificamos as seguintes possibilidades:

1. Se y; < 0, entao zp(;) aumenta, uma vez que ja era positivo. Isso quer dizer

que zpg(;) associado pode crescer indefinidamente com o valor de .
. ik = nta valor zp; rmanecerd inalterado.
2. Se 0, entao o valo () de permanecera inalterado

3. Se yi > 0, entao o valor de zp(; decresce a medida que xj cresce. Porém,
devemos observar que zpg(;) s6 pode decrescer até atingir o valor zero. Neste
caso, para satisfazer a condicao de nao negatividade, vamos impor que xggy >

0, isto é,

Tpu) — YTk = 0

—YikTp = —IB()
YikTk < TB()
. < LB(i)
Yik

Os valores de Tp) /yix limitam o crescimento da varidvel x;. Como a nova
varidvel basica s6 poderd crescer até que a primeira componente xp(;) atinja o valor
zero, é necessario tomar o minimo entre todos os Zp(;)/Yik, Yir > 0. Se xp(s) for essa

componente, entao temos que:

1<i<m Yik

. T B(i)
Tps) = min = { lyir > 0} (2.18)
Nesse caso, ¢ a varidvel bésica xp(s) que deixara a base, tornando-se variavel nao

12



bésica, pois é a primeira a variavel a se anular com o crescimento de x;. A expressao
(2.18) é conhecida na literatura como teste da razdo.

Note que se y;x < 0,7 = 1,...,m, entao o valor de z;, pode crescer indefinidamente
mantendo a viabilidade da solugao. E, neste caso, o valor da funcao objetivo z =
Z — (¢, — zk)xg, se xy crescer indefinidamente, tenderd a menos infinito (z — 00), o

que significa que o problema ¢ ilimitado.
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Capitulo 3
Programacao linear inteira

A otimizacao combinatoria é um conjunto de técnicas e modelos que visam a
alocacao eficiente de recursos limitados quando algumas ou todas as variaveis de
decisao sao restritas a assumirem apenas valores inteiros. O horizonte de aplicacao
dessas técnicas e modelos é amplo. Encontramos contribui¢oes em dominios como a
logistica, a gestao de operacoes e a gestao de projetos. Devido a grande variedade
de aplicacoes, nas ultimas décadas, a area da programacao inteira registrou progres-
sos notaveis tanto ao nivel da definicao de modelos analiticos, como no dominio das
técnicas de resolucao. Nesta secao, veremos mais adiante o método de Decomposicao
de Dantzig- Wolfe que consiste na reformulacao do modelo original em modelos com-
pactos, e o método de geracdo de colunas que tem por objetivo resolver de forma
eficiente os modelos decompostos. Estas duas técnicas estao diretamente ligadas a

proposta desta dissertacao.

O problema de programacao linear inteira

Problemas de programacao linear inteiros sao aqueles em que uma ou mais variaveis
de decisao sao inteiras. Tais problemas sao mais dificeis e precisam de algoritmos
mais complexos que o Simplex.

Considere o problema de Programacao Linear Inteira (PI).

(PLI) min z=cx (3.1)
sa Ar=0 (3.2)

x>0 e wnteiro

Sendo S um poliedro convexo, por exemplo S = {z € R" | Az = b, x > 0}

podemos escrever nosso (PLI) da seguinte forma reduzida:

(PLI):z=min{cx:xz e SNZ}} (3.3)
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Note que os pontos extremos de S podem nao ser pontos inteiros, ou seja, pontos
em Z". Seja X = SNZ" Ildealmente gostariamos de conhecer o menor poliedro
convexo que contém X ao qual da-se o nome de envoltoria convexa de X e denotada-
se por conv(X ), uma vez que todos os pontos extremos deste poliedro sao inteiros e,
entdo, poderiamos utilizar o algoritmo Simplex para resolver o problema de (PLI)
correspondente. Nem sempre é facil determinar tal conjunto, logo na tentativa de
tentar obter uma aproximagcao da solucao candidata a solucao viavel podemos usar

um tipo de relaxacao do problema inteiro original.

Relaxacoes e limitantes primais e duais

A habilidade de se estimar a qualidade de uma solucao candidata é fundamental para
otimizacao, sendo assim, ¢ de extrema importancia conhecer sob quais condi¢oes uma
solucao candidata pode ter sua qualidade estimada em relacao a solucao otima,
mesmo sem conhecermos a solucao 6tima. Este tipo de estimacgao é geralmente
obtida através da solucao étima de problemas mais faceis que, entretanto, possuem
espaco de solucoes mais abrangente que o do problema original. Estes problemas
sao ditos relaracoes, podendo ser obtidos por meio da desconsideracao de algumas
restricoes, da desconsideragao das restrigoes de integralidade ou pela simplificagao
do problema.

Uma das técnicas para resolugdo de programacao linear inteira (PLI) sao os
algoritmos do tipo branch-and-bound, onde o espago de busca é decomposto e limi-
tantes mais precisos sao gerados iterativamente. Nestes algoritmos, precisamos de
procedimentos que gerem os limites (bounds) que potencialmente nos levem ao valor
6timo inteiro z. Para isto, o método mais comumente utilizado é a resolucao da
relaxacao linear do problema inteiro, obtida quando desconsideramos as restrigoes
de integralidade de sua formulagao, trasformando o (PLI) em um problema linear,
digamos (PL).

Assim, como o conjunto viavel do problema de programacao linear inteiro é um
subconjunto das solugoes viaveis de um problema linear, quando tentamos resolver
um problema de minimizagao, o valor 6timo da relaxacao linear é um limite inferior
(lower bound) ou limitante dual denotado por z para o valor étimo do problema
inteiro. O limitante superior é chamado de (upper bound) ou limitante Primal de-
notado por Z.

Em geral, a relaxacao linear é muito mais facil de ser resolvida que o problema
inteiro; no entanto, seu valor 6timo pode estar bastante distante do valor 6timo
inteiro. Essa “distancia”é usualmente denominada gap de integralidade.

Portanto, um algoritmo para resolver um (PLI) precisa encontrar limitantes

duais e primais que sao melhorados iterativamente até que z — Z = € onde € é um
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valor nao-negativo pequeno suficiente para provar a otimalidade, isto é, z = Z.

O valor de qualquer solugao viavel d4 um limitante primal para z.

Definigao 3.1 Um problema (PL) 2z = min{f(z) : x € TNR}} ¢ uma relazagio
do problema (PLI) z = Max {c(x) : x € SNRY} se:

X CT;

ii. f(x) > c(z) para todo x € S.

Proposigao 3.1 Se (PL) é uma relavacio de (PLI) entdo 2% > z

Proposicao 3.2 Dados um problema linear inteiro PLI e sua relazacao linear PL,
temos:
i. Se a relaxacao PL é infactivel, entao o problema original PLI € infactivel
ii. Seja x* wma solu¢do dtima para PL. Se x* € S() Z7, entio x* e

f(x*) = c(x*), entdao € uma solugdo étima para PLI.

3.1 Decomposicao de Dantzig-Wolfe

O principio da decomposicao de Dantzig-Wolfe foi formalizado nos anos 1960 por
George Dantzig e Philip Wolfe [12], mas na realidade o método de geracao de co-
lunas ao qual a decomposicao esta diretamente associada tinha sido ja usado, em
1958, por Ford e Fulkerson [45] para resolver problemas de fluxo multicomodidade.
Algum tempo depois, em 1984, Desrosiers, Soumis e Desrochers [46] reforgaram a
importancia da decomposicao de Dantzig-Wolfe a associando as técnicas de geragao
de colunas e ao método de branch-and-bound para a resolucao de problemas de pro-
gramacao inteira. Outros exemplos de aplicacoes da decomposicao de Dantzig-Wolfe
em programacao inteira podem ser vistos no trabalho Barnhart, Johnson, Nemhau-
ser entre outros [47].

Para definirmos formalmente o principio da decomposicao de Dantzig-Wolfe,

consideramos a seguinte problema de programacao linear:

(P) min z=cx (3.4)
sa Ar=1b (3.5)
x>0

onde ¢ e R", x € R*, A€ R™" ebec R™.

A decomposicao de Dantzig-Wolfe aplicada a esse modelo de programagao linear
consiste em separar o modelo em partes: algumas restricoes ficam explicitamente
no modelo, enquanto outras sao removidas, passando a ser expressas de um modo

alternativo e tratadas separadamente em um problema auxiliar.
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Particionaremos A e b da seguinte maneira:

onde A; € Rm1><n’ Ay € ngxn7 by € R™ e by € R™2,

Logo, nosso modelo (P) ficaria definido da seguinte forma:

(P) min z=cx (3.6)
sa Ajx=0bh (3.7)
Ay = by (3.8)

x>0

A idéia basica da decomposicao de Dantzig-Wolfe é representar certo conjunto
convexo e limitado de solugoes viaveis como uma combinacao linear convexa dos
pontos extremos e também das direcoes extremas desse conjunto. Entao, inici-
almente devemos escolher o grupo de restricoes que definem um tal subconjunto
viavel convexo e limitado, substituindo-o em seguida pela combinacao apropriada
de suas diregoes extremas.

Essa idéia é formalizada no resultado proposto por Minkowski [48] e cujas de-

monstragoes podem econtradas em [23, 49, 50]]

Proposigao 3.3 Consideremos o conjunto X = {x € R" | Ayx = by} # 0 e denote-
mos V(X) = {v',v? ...,vP} o conjunto (finito) dos p vértices (ou pontos extremos)
de X e por R(X) = {r',r? ....r} o conjunto dos raios extremos (ou dire¢oes extre-

mas). Entao x € X se , e somente se,

Tr = i)\ﬂ}j + iﬂﬂ“z
j=1 i=1

para

Z)\jzla )‘j207 j:172a'“7p7 /%207 i:1’27"‘7q‘

Na decomposigao de Dantzig-Wolfe, substituimos as varidveis x no problema (P)

pela expressao dada na proposicao anterior. A formulacao resultante é o seguinte
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problema de programacao linear:
p ‘ q A
(PM) min z=c¢ (Z Ajv? + Zuﬂ“’) (3.9)
s.a (Z ol + Z,uz ) =b (3.10)
> oN=1 (3.11)

N >0, j=1,2,..p, >0, i=12..q  (3.12)

ou ainda,
(PM) min z= Z(cvj))\j + Z(C’r”),ui (3.13)
j=1 i=1
p ' q ‘
S.a Z(Alvj))\j + Z(Aﬂ“l),ui = bl (314)
j=1 i=1
p
> oN=1 (3.15)
j=1
Ai>0, 7=12,..,p, n; >0, i=1,2,..4q. (3.16)

O problema que resulta da decomposi¢ao de Dantzig-Wolfe do modelo compacto
original, sob a forma (3.9)-(3.12), é chamado de problema mestre (PM).
Considerando o problema mestre (PM), vamos definir a matriz dos coeficientes

por:

/—1_ AlfUl A1U2 Al’l)p Alrl A17°2 Aqu
L1 1 .1 0 0 .. 0

) e Rmi+1)x(p+a)

e os vetores

c ( cvt oo oert oer? L et ) c RIxPta), (3.17)
b ( ) € Rm+D), (3.18)
AT ( Mo e A ) e RY*? ¢ (3.19)
pto= ( U1 fo e flg > € R, (3.20)

Sendo assim, em notagao matricial, podemos reescrever o problema mestre (PM)
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como o seguinte problema de programacao linear:

(PM) min Zz=cx (3.21)
sa Az =0 (3.22)
T >0,

em que

T = A € RPHI,
7

O problema mestre é o problema que permanece com as restrigoes originais do
modelo compacto, e no qual é reformulada a definicao das variaveis para passarem
a ser escritas como uma combinacao de pontos e raios extremos de X. O modelo
passa a ter um nimero exponencial de colunas. O subproblema (ou eventualmente
subproblemas se a decomposigao for multipla) estd ligado as restrigdes que sairam
do modelo compacto original.

Dado que o problema mestre (PM) tem um niumero exponencial de colunas,
nao é viavel, mesmo com os avancos em termos de processamento e memoaria, a
enumeracao completa de todas as colunas que o compoem para qualquer instancia
de média ou grande dimensao. Como tal, quando se pretende resolver um modelo
desse tipo, apenas um conjunto restrito de coluna que sao enumerado a partida.
A esse problema, da-se o nome de problema mestre restrito. O subproblema é o
problema que é resolvido para identificar colunas atrativas (com potencial para
melhorar o valor da fungao objetivo do problema mestre) que nao tenham estejam
no problema mestre. Esta interacao entre problema mestre restrito e subproblema

define o método de geracao de colunas que veremos na préxima secao.

3.2 (Geracao de colunas

A geracao de colunas é uma ferramenta poderosa para resolver problemas de pro-
gramacao linear que surgiu na década de 60, coma idéia introduzida por Dantzig
e Wolfe para decompor programas lineares de grande porte[12]. Posteriormente, o
método foi empregado para resolver problemas de programacao linear inteira, com
o trabalho pioneiro de Gilmore e Gomory para o classico problema de corte e em-
pacotamento [13].

Esta técnica pode ser usada quando as colunas do problema nao sao conhecidas
com antecedéncia e uma enumeracao completa de todas as colunas nao ¢ uma opgao
viavel, ou quando o problema é reescrito usando decomposicao Dantzig-Wolfe. A
técnica de geracao de colunas é uma escolha natural em diversas aplicacoes, com-

binado com o algoritmo de branch-and-bound, que veremos mais adiante, tem sido
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aplicado com sucesso na resolucao de diversos tipos de problemas dificeis tais como,
programagao de rotas (vehicle routing) [16], coloragao em grafos (graph colouring)
[51], atribuigao generalizada (generalized assignment) [52], corte (cutting stock) [53],
empacotamento (bin-packing) [54], e dimensionamento de lote (lot sizing) [55].

Definido um conjunto de indices J = {1, 2, ...,n}, considere o seguinte programa

linear:
(PM) min chxj (3.23)
jeJ
sa Y az;=b (3.24)
jeJ
€T, >0 j eJ

O problema acima é conhecido como Problema Mestre (PM) no contexto de
geracao de colunas, onde b > 0 € R™, a; € R™, ¢; € R, para cada j € J. Suponha
que a; € K ={ay,as, ...,a,} e que existe uma fungao f: K — R tal que ¢; = f(a;).

Tal como ja foi visto na se¢ao anterior, existem muito mais varidveis no problema
mestre (PM), que na formulacdo original do problema P, uma vez que se associa
uma nova variavel a cada ponto extremo do conjunto X. Sendo assim, mesmo com
os excelentes progressos em termos de capacidade de memoria dos computadores
atuais, torna-se inviavel, e algumas vezes impossivel, considerar todos os dados do
problema na busca por uma solugao 6tima.

A principal motivagao para o uso da técnica de geracao de colunas, consiste
em tentar buscar resolugao do problema mestre (PM), sem ter de se enumerar
explicitamente todos as colunas a ele associadas. A idéia base subjacente a geracao
de colunas pode definir-se do seguinte modo: em vez de considerarmos todos as
colunas do conjunto J no problema mestre (PM), vamos considerar apenas um
conjunto restrito dessas colunas obtidas pelo conjunto J' C J , definindo assim
um Problema Mestre Restrito (PMR) e avaliar se existem colunas que nao estao
atualmente presentes no problema (PM), que caso fossem incluidos no problema
poderiam melhorar o valor da sua funcao objetivo. As colunas que se revelarem
atrativas devem entao ser adicionados ao Problema Mestre.

Para iniciar o processo de resolucao usando geracao de colunas é necessario in-
troduzir no problema mestre restrito uma base inicial viavel. Normalmente é utili-
zada uma solucao inicial de boa qualidade obtida através de um método heuristico
(a heuristica que propomos no capitulo 4 para a geragdo de colunas iniciais nos
modelos discutidos nesta dissertacao é baseada na construcao de uma arvore de
Gomory-Hu). No entanto, na falta de base vidvel melhor, pode ser utilizada uma
matriz identidade, com penalizacoes adequadas nos coeficientes da funcao objetivo

e a partir desta solucao bdsica ir gerando as colunas apenas se (e quando) forem
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realmente necessarias.

(PMR) min cha:j (3.25)
jeJ

s.a Z ajr; =0 (3.26)
jeJ’

z; >0 para todo jeJ

Em cada iteracao do método, faz-se a otimizacao do (PM R), obtendo-se uma
solucao que é étima em termos das varidveis que nele estao incluidas. Contudo
poderao existir colunas no conjunto J, que nao fagam parte atualmente do (PMR)
que melhoraria a solu¢do do (PM). Para avaliar a atratividade destas colunas
temos de recorrer a solugao 6tima dual do (PMR). Sabemos que a base viavel
corrente esta associada a uma solugao 6tima para o problema de programacao linear
de minimizacao apenas quando todos os custos reduzidos sao nao negativos, isto é
equivalente a dizer que a solugao dual correspondente também é viavel. Podemos
calcular os custos reduzidos para cada j € J, por ¢; = ¢; —u’a;, onde u = cEB™! €
R™ ¢ a solugao dual associada a base B, com c5 = [cB(1): €B(2)---CBm|. No entanto,
o calculo dos valores de todos os custos reduzidos seriam inviavel dada carnalidade
do conjunto J ser muito grande. De fato, nao é necessario saber todos os custos
reduzidos ¢;, j € J para decidir qual coluna melhoraria a minha solugao, ¢ necessario
saber apenas o menor custo reduzido, e para isso, bastaria recorre a resolucao de
um subproblema usualmente denominado de problema auziliar [23] ou Subproblema

Pricing.

(Pricing) : min f(a;) —u"a; (3.27)
s.a. a; € K. (3.28)

Na forma classica de geracao de colunas, o algoritmo itera entre um Subproblema
Pricing que é gerador de novas colunas e um Problema Mestre Restrito. A solucao
do (PM R) produz uma determinada solugao dual, que é utilizada no subproblema
visando determinar se existe alguma coluna que pode ser acrescentada ao problema
mestre. As solugoes geradas no Subproblema Pricing sao colunas podem ser in-
cluidas como novas variaveis no Problema Mestre Restrito. Estes dois problemas
sao resolvidos alternadamente, trocando informacgoes entre eles, até se atingir uma
solugao que corresponde a solucao do problema original.

Enquanto os subproblema conseguir gerar solugoes com custos reduzidos negati-
vos, as novas variaveis sao candidatas a entrar na base do Problema Mestre Restrito.
Quando Subproblema Pricing nao conseguirem gerar variaveis atrativas, isto é, se o

custo reduzido nao for negativo, teremos encontrado a solugao 6tima do problema
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mestre.

3.3 Branch-and-bound

O algoritmo branch-and-bound foi proposto em 1960 por Land e Doig [56] para
a resolugao de problemas de programacao inteira, ja o termo “Branch-and-bound”
como conhecemos hoje, foi empregado pela primeira vez em 1963 por Little, Murty,
Sweeney e Karel et al. [57]. O algoritmo utiliza a estratégia “dividir para conquis-
tar”, no sentido em que estd baseado na inspecao de tao somente partes do conjunto
de solugoes viaveis e, assim, obtendo estimativas para o valor da solucao étima do
problema inteiro.

De acordo com o algoritmo Branch-and-bound, as divisoes sao feitas iterativa-
mente, sempre observando que os subproblemas devem ser mais faceis de serem
resolvidos que o problema original, além de se procurar descartar subproblemas por
meio de enumeragao implicita, isto equivale a dizer que,de alguma forma, podemos
garantir que a solu¢ao étima nao ¢ solugao de um determinado subproblema, e assim

descarta-lo.

3.3.1 Dividir para conquistar

Dada uma matriz A € R™*" e vetores b € R™ e ¢!’ € R" com 0 < m < n considere

o seguinte problema de programacao inteira:

(PI) min z=cx
sa Ar=0>

r > 0 e inteiro

seu conjunto viavel é S; = {x € Z" | Ax = b, z > 0}.

Para problemas de programagcao inteira, como é o caso do problema em es-
tudo, nao sao conhecidas condicoes gerais de otimalidade como existem para a pro-
gramacao linear [58]. Na tentativa de obter uma solugao vidvel para nosso problema

vamos considerar a seguinte relaxac¢ao do problema linear (PI) dada por:

(P) min z=cx
sa Axr=25b
x>0

cujo conjunto viavel é S = {x € R" | Az = b, z > 0}.

Como foi dito acima o problema (PI) pode ser dividido em subproblemas me-
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nores e depois recombinado de forma a obter a solu¢ao do problema original. Para
isso, considere o conjunto S de solugoes viaveis de (P) obtido quando realizamos
uma relaxacgao linear de (PI) . Seja S; U Sy U ... U Sk uma decomposicao de S
em conjuntos menores de modo que de modo que S = S; U S, U ... U Sk e seja
2% = min{cz : x € S} para k = 1,2, ... K. Logo temos que o valor de z = miny, 2.
Observe que cada subproblema pode ser decomposto em outros subproblemas me-
nores ainda, e assim sucessivamente, até que cada subconjunto contenha um niimero
suficientemente pequeno de pontos para que o subproblema seja resolvido trivial-
mente.

Podemos representar essa decomposigao através de uma drvore de enumeragao,
na qual cada noé representa um subconjunto do espacgo de solugoes e cada no filho,
uma componente de sua decomposcao. A raiz da arvore representa o conjunto S,
portanto, todo o espaco de solucoes do problema. Este processo de decomposicao
dos cunjuntos de solu¢oes também é conhecido como “ramificagcao” ou branching.

Algoritmos de branch-and-bound tiram proveito da decomposi¢ao do problema e
evitam a enumeracao explicita de toda a arvore algo que seria muito custoso tanto em
tempo quanto em espaco. Além disso, os algoritmos de branch-and-bound buscam
a enumeracao de suas solucoes com auxilio de limitantes duais e primais.

Inicialmente, drvore de branching de um algoritmo branch-and-bound contém
apenas o n6 raiz, que esta associado ao problema (P). Um limitante dual é obtido
resolvendo-se a relaxagao linear de (P). Caso a soluc¢ao 6tima da relaxagao linear
de (P) seja inteira, a solugao étima de (PI) foi encontrada. Caso contrario, uma
operacao de branching é realizada, isso consistem particionar o conjunto viavel em
dois subconjuntos através da imposicao, respectivamente, das restricoes x; < |2} ]
e x; > [2;], onde z; é uma varidavel de valor fracionario da solucao obtida através
da relaxacao linear (P), na iteragao corrente. A arvore de branching, neste caso, é
binaria.

Cada subproblema, por sua vez, da origem a outros subproblemas, sendo criada
uma arvore neste processo de enumeragao, cujos nos correspondem aos subconjuntos
criados. Para um dado né da arvore, a regra de particao deve eliminar a solugao
fracionaria do respectivo subproblema, e garantir que nenhuma das solugoes vélidas
do problema original é perdida.

Um né pode sofrer uma “poda”, ou bounding, que consiste em encontrarmos a
melhor solugao contida em cada subconjunto de S obtido na operagao de branching.

Podemos realizar o a operagao de bounding em uma arvore nos seguintes casos:

e Se o problema associado a ele é inviavel;
e Ja conhecemos sua solucao 6tima;

e Se o limitante dual do né é menor que um limitante primal para (P).
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Os nés que nao foram podados e ainda nao foram decompostos por operagao
de branching sao chamados ndés ativos. Os nos ativos sao os Unicos que podem
gerar um limitante primal melhor para (P). Sendo assim, a otimalidade pode ser
encontrada pelo algoritmo de branch-and-bound quando nao ha nés ativos ou quando
o maior dos limitantes duais dos nés ativos for menor que o melhor limitante primal
para (P). Portanto, quanto melhor forem os limitantes duais e primais, melhor serd

o desempenho de um algoritmo de branch-and-bound.

3.3.2 Critério de selecao do no

Para determinarmos a escolha do proximo né ativo a ser otimizado podemos escolher
diversos critérios de pesquisa que variam de acordo com as caracteristicas particu-
lares de cada tipo problema. Os critérios de busca mais usados sao: pesquisa em

profundidade, pesquisa em largura e pesquisa do melhor limitante.

e Pesquisa em profundidade (depth first search) é um método em que sdo explo-
rados em primeiro lugar os nés com uma maior profundidade em relagao a raiz
da arvore de pesquisa. Depois de cada particao é explorado o né descendente

mais a esquerda.

e Pesquisa em largura (breadth first search) é um método em que sao explorados
em primeiro lugar todos os nés de um mesmo nivel de profundidade antes de

passar aos nos do nivel seguinte, comecando pelo né mais a esquerda.

e Pesquisa do melhor limitante (best first) é um método em que sao explorados
em primeiro lugar os nés com o valor de solugao mais proximo do valor da

solugao na raiz da arvore de branching.

Em geral, o critério de selegao de n6 com melhor limitante apresenta um resultado
melhor. No entanto, a pesquisa por profundidade tem a vantagem de encontrar
solugoes primais mais cedo.

Além disso, estes critérios de pesquisa podem ainda ser combinados e dar lugar
a regras de pesquisas compostas. Um exemplo de regra de pesquisa composta é
a regra depth first search mais best first que funciona da seguinte forma: se o né
em avaliagdo nao é abandonado usada a regra depth first search para selecionar o
préximo né da arvore de pesquisa a ser avaliado; caso contrario, é usada a regra de
best first.
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Capitulo 4
O problema de agrupamento

Considere um grafo conexo nao direcionado G(V, E) formado por vértices v; € V
com |V| =n e por arestas {7,j} € E com pesos w;; € R. Além disso, tome k como
sendo o inteiro que define o nimero de componentes conexas em que desejamos
particionar o grafo G.

Diremos que uma familia de conjuntos Sy, 52, S3, ..., Sk nao vazios define uma

k-particao de V' (ou simplesmente do grafo G) se

(Particionamento.1) S; U S, U...US, =V,
(Particionamento.2) S, NSy =0, set #t.

Por conveniéncia, adotaremos uma representacao binaria para os subconjuntos

S; C V utilizando vetores de incidéncia a; = (a},a?, ...,a?)T € {0,1}" tais que

, 1 :se o vértice v; € Sy;

0 : caso contrario.

Com esta representagao bindaria por vetores de incidéncia, é facil ver que uma
familia Sy, ..., Sk representada por vetores ay, ..., a, define um particionamento se,

e somente se, as sentencas abaixo forem verdadeiras

ap = 1 t=1,.. .k (4.2)
=1

k

oa = (1,1, )" {0, 1}", (4.3)
t=1
Dada a relacao biunivoca entre um subconjunto S; e sua representacao binaria
a;, nao faremos distingao entre S; e a;. Logo, por v; € a; queremos dizer v; € Sy, 0
mesmo valendo para as demais operagoes envolvendo conjuntos.
No problema k-cluster (ou k-agrupamento), o objetivo é obter uma k-parti¢ao

ai,...,ar de custo minimo que induza subgrafos G, ..., G} conexos. Neste pro-
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k . ,
blema, o custo c(ay,...,a;) = > ,_, c¢(a;) da k-particdo a4, ..., a; é dado pela soma
dos pesos das arestas envolvendo apenas os vértices em uma mesma componente,

ou seja,

hE

clay,ag, ... a5) = c(ay) (4.4)

t=1

I
E

Z wijatal. (4.5)

t=1 {i,jtek

Com as defini¢oes dadas anteriormente, o problema k-cluster pode ser modelado

da seguinte forma

(P) : min Z clay)y

tel
s.a. Z Qe = e, (4.6)
tel
> =k, (4.7)
ter
z e {0,1}" (4.8)

onde I' é o conjunto formado pelos indices de todos os subconjuntos de V' que
induzem subgrafos conexos e e = (1,1,...,1) € {0,1}".

A restri¢ao (4.6) do problema (P) garante que os vetores a; na solucao (os asso-
ciados a varidveis x; tais que z; = 1) formam um particionamento do conjunto de
vértices de G. Ja a restrigao (4.7) faz com que, na solugao, o nimero de subconjun-
tos (vetores a;) seja igual a k. Finalmente, a restrigao (4.8) forga a integralidade da
solugdo. Desta forma, o conjunto vidvel do problema (P) é formado por todas as
k-particoes de V' que induzem subgrafos conexos.

Embora (P) seja um modelo bastante conciso para o problema da k-parti¢ao
maxima, ele nao é adequado pois supoe que o conjunto I' e, consequentemente,
todos os subgrafos conexos de G sejam conhecidos a priori. Em um grafo G(V, E)
com |V| = n, terfamos que checar quais dos 2" — 1 subconjuntos de V' induzem
subgrafos conexos. Algo invidvel mesmo para problemas de tamanho reduzido.

Os dois modelos que proporemos nesta dissertagao buscam a resolucao de (P)
sem a enumeracao explicita do conjunto I'. Para isso, ao invés de determinarmos
a priori todas colunas (vetores a;), procuramos gerar de forma iterativa apenas
as colunas que podem contribuir para o aumento do custo do particionamento a
cada iteracao. A racionalidade de tal abordagem reside no fato conhecido de que
as solugoes dos problemas de programacao linear nao envolvem todas as colunas da

defini¢ao do problema, mas apenas aquelas que definem a solugao bésica étima (vide
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capitulo 2). Em nosso problema em particular, isto é ainda mais evidente ja que a

solugao deve ser composta por exatamente k colunas (componentes).

4.1 Propostas de enumeracao

Nesta secao, derivaremos dois modelos baseados no método de geragao de colunas
para o problema k-cluster. Para isso, inicialmente, tomamos a relaxacao linear do

problema (P), obtendo desta forma o problema

(PL) : min Z clag)zy (4.9)

ter
s.a. Z ;T = e, (4.10)
tel
> a =k, (4.11)
tel
2 >0teT, (4.12)

onde a restricdo de integralidade (4.8) é substituida por um restri¢do de nao-
negatividade (4.12).

Note que o conjunto vidvel do problema (P) esta contido no conjunto vidvel do
problema relaxado (PL), logo a solugao 6tima de (PL) fornece um limitante inferior
de (P).
ap az

1

pelos vetores bindrios a; com t € I acrescidos de uma componente de valor igual a

Seja A =

a
llm ] a matriz (n+ 1) x |I'| cujas colunas sao formadas

uma unidade (dltima linha da matriz). Utilizando a matriz A, podemos reescrever

o problema (PL) na forma compacta

(PL):min Y ca)z (4.13)

ter
s.a.  Ax=le k" (4.14)
2:>0,tel (4.15)

A matriz A pode ser decomposta em A = [B, N|, onde B é uma matriz (n+ 1) x
(n+ 1) formada por n + 1 colunas linearmente independentes de A, e N é a matriz
formada pelas colunas restantes. A cada decomposicao [B, N|, podemos associar
uma solugio bdsica da forma z = (zp,xx) com zy = 0 e x5 = B~ '[e, k].

Pelo Teorema Fundamental da Programacao Linear, sabemos que a busca por
solugdes Gtimas para o problema (PL) pode se concentrar exclusivamente no con-
junto das solugbes bésicas viaveis, i.e., solugoes x = (xp,0) > 0 [23, 59]. Desta

forma, é suficiente determinar/gerar apenas as colunas de A que estejam associadas
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a uma matriz B o6tima. Ou seja, a principio, nao precisariamos conhecer todos os
subconjuntos indexados por I'.

No entanto, resta ainda o desafio de determinar quais colunas devem ser geradas
para a obtengao da solugao 6tima de (PL). A alternativa utilizada nos métodos de
geracao de colunas é partir de um conjunto inicial IV e gerar gradativamente novas
colunas somente quando necessario. As colunas geradas sao adicionadas ao subcon-
junto I'" dando origem ao problema mestre restrito (PM R) definido pelas mesmas
restrigoes de (PL) mas envolvendo apenas o subconjunto das colunas indexadas por
I

Como destacado em [60], os métodos de geragao de colunas seguem as seguintes

linhas gerais:

a. Otimizagao do (PM R) para a determinagao do valor da solucao corrente

2= cla))x (4.16)

ter
e dos multiplicadores u, v associados as restrigoes (4.11) e (4.12);

b. Determinar, caso exista, uma nova coluna [a, 1] com custo reduzido

T

cg(a) =c(a) —u"a—v <0, onde = cpB™!

e inseri-la na base visando assim reduzir o valor da funcao objetivo.

O processo se repete até que nao existam mais colunas com custo reduzido ne-
gativo. Note que o conjunto vidavel de (PL) é finito, portanto este procedimento
sempre convergird para uma solugao 6tima (caso exista).

A principio, qualquer coluna com custo reduzido negativo poderia ser inserida
na base, ja que permitiria a reducao do valor da fungao objetivo. No entanto,
uma escolha razoavel é inserir a coluna com menor custo reduzido. Apesar da
razoabilidade da escolha da coluna com menor custo reduzido, vale a pena destacar
que os estudos realizados por Forrest e Goldfarb [61] sobre os critérios de sele¢ao para
o pivoteamento no simplex mostram que se escolhermos a coluna com custo reduzido
mais negativo para entrar na base nem sempre obteremos melhor desempenho na
resolucao do problema mestre linear. Ou seja, a escolha da coluna de menor custo
reduzido nao é 6tima no sentido de reduzir o numero de iteracoes, sendo apenas
uma forma gulosa de selegdo de colunas [44].

A busca pela coluna com menor custo reduzido da origem ao subproblema

(Pricing) : min c(a) —ula—wv (4.17)

sa. a€{a:tel} (4.18)
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A funcdo de custo do problema (Pricing) nao é das mais convenientes ja que
nao é linear, mas pode ser linearizada. A proposta de linearizagao de Fortet [62]
para o termo quadréadico

cla) = Z wija‘a’
{i,j}eFE

é utilizar varidveis s;; ao invés do produto a‘a’. Desta forma obtemos a linearizagao

(LPricing) : nglsn Z wisi; —ula —v (4.19)
’ {i,j}eE

sa. a€{a:tel} (4.20)

Sij S ai (421)

sy < a (4.22)

a'+a <si+1 (4.23)

As equagoes (4.21)-(4.24) garantem que a‘a’ = s;; para todos os valores possiveis
de a' e /. Esta linearizagao adiciona |E| = m varidveis s;; ao ntmero de varidveis
ja existentes e 4m restrigoes as restricoes do problema original.

No problema (L Pricing) ainda temos uma representacao implicita dos subgrafos
conexos (eq. 4.20). Para obtermos uma representacao explicita, propomos duas
alternativas baseadas em modelos de fluxo para obtencao de subgrafos conexos. A
primeira delas é baseada na construcao de um modelo de fluxo tnico e a segunda

em um modelo de multifluxo.

4.1.1 Modelo de fluxo tinico: OneFlow

A primeira alternativa chamada OneFlow baseia-se na construgao de um grafo di-
recionado GG’ formado pelos vértices do grafo original G e um vértice artificial de
rétulo zero. A cada aresta {i,j} de G associamos dois arcos direcionados (,7) e
(7,7) em G'. Além destes arcos, criamos também arcos ligando o né artificial zero a
cada um dos vértices de G.

Formalmente, dado o grafo original nao-orientado G = G(V, E), construimos um
grafo orientado G’ = G'(E’, V'), onde

Vi={0yuV e E'={(i,j), (j,9) : {i.j} € E}YU{(0,5) : j € V}.

A figura 4.1 ilustra a relacdo entre o grafo original G e o grafo derivado G’ para
um exemplo com cinco vértices e sete arestas. Na ilustracao da figura 4.1, o grafo
G’ associado ao modelo Oneflow possui uma vértice a mais que o grafo original G

e 19 = 2 x 7+ 5 arestas, sendo duas arestas para cada uma das arestas de G e
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mais cinco arestas que ligam o vértice artificial zero a cada um dos cinco vértices

originais.

Figura 4.1: O grafo original G e o grafo G’ associado ao modelo OneFlow.

No modelo OneFlow, utilizando as varidveis z;; > 0 para representar o fluxo no
arco (i,7) € E' e a variavel y; € {0,1}" para indicar o vértice de entrada do fluxo,

garantimos a conexidade do subgrafo induzido por a impondo as seguintes restrigoes:

n

Y ai>1, (4.25)

=1

> yi=1, (4.26)
j=1

205 < nyj, j S V, (427)
Z 205 = Z ai, (428)
jev i=1
Z Zijg — Z Zji = —ai, 1€ V, (429)
j:(4,5)EE’ j:(ji)EE!
Zij + ij‘ S TLSZ']‘, [Z,]] & E (430)
A restrigao (4.25) garante que o subgrafo induzido por a = (a',...,a") serd

formado por pelo menos um vértice. As restrigoes (4.26)-(4.27) fazem com que todo
o fluxo saindo da raiz passe por um tnico vértice. A restrigao (4.28) garante que o
fluxo total saindo do vértice zero serd igual ao nimero de vértices do subgrafo. A
restrigao (4.29) faz com que cada vértice utilizado no fluxo consuma uma unidade
do fluxo. E, finalmente, a restri¢ao (4.30) faz com que o fluxo s6 percorra arestas
com extremos no subgrafo.

Em sintese, as restrigoes (4.25)-(4.31) modelam um fluxo que tem como fonte
apenas o né artificial zero e sumidouro os vértices por ele utilizados. A intensidade
do fluxo é igual ao niimero de vértices cobertos por ele, cada um dos vértices cobertos
consome uma unidade do fluxo e, além disso, s6 é permitido ao fluxo passar de um
vértice para outro vértice vizinho. Como consequéncia, os vértices utilizados pelo
fluxo formarao um subgrafo conexo. E, portanto, as restrigoes (4.25)-(4.27) fornecem

um modelo explicito para os subgrafos conexos de G.
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Substituindo a restrigao (4.20) do (LPricing) pelas restrigoes (4.25)-(4.30) ob-

temos o problema

(OneFlow) : min E w5 —ula —v
a‘us)yVZ
tijtel
i
s.a. s < a,
J
Sy < al,

CLi—i‘(ljSSij—i‘l,

Sij20,1§i<j§n,

n

dai>1,

=1
Z yj - 17
j=1

205 Snyja ]GM

n
i
D= d
i=1

JjeV
E Zz'j — E ij‘ = —al, 7 € ‘/,
J:(i,5)€E J:(Ga)er’

zij + zji < nsij, 1, j] € B,
Zz‘j 2 0, V[’L,j] € E/,
y;,a €{0,1}, Vje V'

4.1.2 Modelo de multifluxo: MultiFlow

Demos o nome MultiFlow a nossa segunda alternativa para a enumeracao de subgra-
fos conexos. Esta alternativa, como o nome sugere, baseia-se na construgao de um
modelo de fluxo multiplo. Enquanto que no modelo OneFlow construimos um fluxo
unico que parte do vértice zero e percorre os demais vértices, no modelo MultiFlow
construimos n fluxos indexados por uma variavel £ = 1,2,...,n, uma para cada
vértice de GG. Neste modelo, o k-ésimo fluxo tem como fonte o né artificial zero e
sua intensidade sera igual a um se o vértice k for coberto e zero caso contrario. O
unico sumidouro do k-ésimo fluxo é precisamente o vértice de indice k e, para que
haja conservacao, impomos que o sumidouro tem intensidade igual a menos uma
unidade se o vértice k for coberto e zero caso contrario. A idéia é construir, para o
k-ésimo vértice no subgrafo, um fluxo de uma unidade que parte do né artificial zero
e é absorvido exclusivamente pelo vértice k. Novamente, restrigimos a passagem do
fluxo exclusivamente entre vértices vizinhos.

Formalmente, assim como no modelo OneFlow, considere o grafo orientado
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G(V', '), onde

V' ={0yuV e E' ={(i,7),(j,4) : {i,j} € E} U{(0,5): j € V}. (4.31)

Além disso, sejam zfj > 0 a varidvel que representa o k-ésimo fluxo no arco (i,7) €
E’, ey; € {0,1}" a varidvel que indica o vértice de entrada de todos os fluxos. Com
estas definigoes, a conexidade do subgrafo induzido pelo vetor a = (a',a?, ..., a")

no modelo MultiFlow é garantida pelo seguinte conjunto de restrigoes
> at>1, (4.32)
i=1

> ui=1 (4.33)
j=1

Zgj <yj,, JeV, (4.34)
d ay=a" keV, (4.35)

jeV
d— > =0, ieV-{k}LkeV, (4.36)

j:(i,4)EE’ YHVRS 24
Z 2 — Z Zdy=—d", keV, (4.37)
ji(k,j)EE’ j:(4,k)EE!

2f+ 2k < sy, [i,j] € E. (4.38)
A restrigao (4.32) garante que o subgrafo induzido por a = (a',..., a") serd

formado por pelo menos um vértice. As restri¢oes (4.33)-(4.34) fazem com que todo
o fluxo saindo da raiz passe por um unico vértice. A restri¢ao (4.35) garante que
0 k-ésimo fluxo total saindo da fonte sera igual a uma unidade se o vértice k for
coberto pelo fluxo e zero em caso contrario. As restri¢oes (4.36)-(4.37) fazem com
que apenas o vértice k funcione como um sumidouro. E, finalmente, a restricao
(4.38) faz com que o fluxo sé percorra arestas com extremos no subgrafo.
Substituindo a restricao (4.20) do (LPricing) pelas restrigoes (4.32)-(4.38) ob-
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temos o problema

(MultiFlow) : min Z wi;sij — ula —v

a7s7y7Z
{i.j}el
i
s.a. S < a,
y J
8 < a’,

ai+aj§sij+1,

sy 20,1 <i<j<n,
n

S

i—1

n

j=1
Zgj < Yj, ] € V7
Z zgj =d*, keV,
jev

Sooh— Y =0, eV-{k}LkeV
Ji(i.g)EE’ Ji(gi)er’

Z z,’jj— Z z]'? =—d* keV,
j:(k,j)EE 3:(j,k)EE!

szj + Z;-ci < Sij, [Z,j} € El,
2l >0, Vi,jl e F,
y;, @’ €{0,1}, VjeV.

4.2 Obtendo solucoes inteiras

Os dois modelos de fluxo apresentados possibilitam a geracao das colunas necessarias
para a solugao do problema (Pricing). No entanto, um cojunto inicial de colunas
dever ser fornecido a priori para a defini¢ao dos valores iniciais das varidveis duais (u
e v). Por isso, propomos como alternativa a utilizacdo de uma heuristica bastante
simples e relativamente rapida que para a geracao do conjunto inicial de colunas

vidveis.

4.2.1 Gerando um conjunto inicial de colunas

Antes de apresentarmos nossa heuristica para geracao do conjunto inicial de colunas,
serd ttil definirmos os conceitos de colapso de um subconjunto de vértices e de corte
separador (ou corte).

O colapso de um conjunto de vértices é a substituicao de um dado conjunto

de vértices por um tunico vértice. Ao colapsarmos um subconjunto S C V de um
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grafo nao-orientado G(V, F) em um tnico vértice s, damos origem a um novo grafo
G'(V',E") tal que V! = (V — S)U {s} e

E'={{i,j}eE:i,j€eV-Stu{{i,s}:Hi,jte EcomieV —-SejeS}

Os pesos das arestas {i, s} geradas quando colapsamos S C V' sao dados pela soma

das arestas envolvendo o vértice i e os vértices em S, i.e.,

w({ish) = ) w({i,j}).
j;{z‘_,é']éeE

A figura 4.2 ilustra o colapso de um grafo G formado por 6 vértices e 10 arestas.

Figura 4.2: O grafo G’ gerado pelo colapso do conjunto S = {0, 1,4}.

Um corte separador (ou simplesmente corte) é um caso especial de particiona-
mento. Dados um grafo G(V, F) e dois vértices i,j € V, diremos que um subcon-
junto de arestas define um corte ¢ — j se a sua remocao de G coloca os vértices i
e 7 em particoes distintas. Encontrar um corte ¢ — j minimo, i.e., cujas somas dos
pesos de suas arestas seja o menor possivel ocupa um lugar central na otimizagao
combinatéria [63]. Existem diversas abordagens para determinar o corte minimo em
um grafo, sendo a mais antiga baseada na solucao de problemas de fluxo mdximo.
Os primeiros algoritmos utilizados para solucionar o problemas envolvendo fluxos
méximos em grafos foram propostos em 1962 por Ford e Fulkerson [64], e sdo basea-
dos nas idéias de caminhos elementares. Segundo [65], novas implementagoes deste
algoritmo tem melhorado o tempo de execucao a medida que novas pesquisas sao
realizadas. A relagao entre problemas de cortes e fluxos é estabelecida pelo teorema
de corte minimo - fluro mdxrimo, o qual garante que o fluxo maximo entre dois
vértices ¢ e j de um grafo é determinado pelo menor corte 7 — j existente no mesmo.

A heuristica que propomos para a geracao de colunas iniciais é baseada na cons-
trucao de uma arvore de Gomory-Hu para o grafo G(V, ). Uma drvore de Gomory-
Hu é uma representacao dos cortes minimos ¢ — j em G, para cada par de vértices
i,7 € V [66, 67]. Dizemos que uma &arvore T é uma arvore de Gomory-Hu de um
grafo G(V, E) se
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(a) para cada par de vértices i,j € V, o peso do corte minimo entre i e j em G for

o0 mesmo que em 71;

(b) para cada aresta {i,j} € T, o peso w({i,75}) de {i,j} em T for igual ao peso

do corte ¢ — j minimo em G.

A partir destas propriedades, se a aresta de menor peso no caminho entre 7 e j em
T for {u,v}, entdo o peso do corte i — j minimo em G serd igual ao peso de {u,v}
em T e, mais ainda, as componentes (parti¢oes) produzidas ao removermos {u, v}
de T serao as mesmas produzidas pelo corte ¢ — 7 minimo em G. Ou seja, hd uma
relacao biunivoca entre os cortes minimos e as arestas da arvore de Gomory-Hu.
Note que, em um grafo G com n vértices, necessitamos apenas das n — 1 arestas
da arvore de Gomory-Hu para representarmos todos os cortes minimos entre os
(g) pares de vértices em (. Por isso, dizemos que a arvore de Gomory-Hu é uma
representagao concisa dos cortes minimos entre todos os pares de vértice de G(V, F).
Na figura 4.3, exibimos uma arvore de Gomory-Hu para um grafo G nao-

direcionado formado por 6 vértices e 11 arestas.

Figura 4.3: O grafo nao-direcionado GG e uma arvore de Gomory-Hu associada.

A arvore de Gomory-Hu de um grafo nao-direcionado pode ser construida
calculando-se exatamente n — 1 fluxos maximos [67]. A ideia para construcao da
arvore de Gomory-Hu é gerar uma arvore cujos vértices sao subgrafos colapsados
associados a conjunto de cortes minimos. Especificamente, posicionamos o grafo
original G(V, E) na raiz da drvore. Em seguida, selecionamos dois vértices, digamos
1 e jem V) edeterminamos o fluxo méximo entre ¢ e j. O proximo passo € aplicar
em G(V,E) o corte minimo associado. Desta forma, passamos a ter dois grafos,
digamos G; e Gj, gerados pelo colapso dos vértices na particao que contém ¢ e o
pelo colapso dos vértices na particao que contém j. Aos grafos G; e GG; associamos

uma aresta cujo peso é igual ao fluxo méximo entre i e 7 em G. Se um dos grafos
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gerados tiver mais de dois vértices nao-artificiais (vértices que nao sao resultado de
colapso), repetimos o procedimento. Ao final, teremos uma arvore cujos nds sao
grafos com um unico vértice nao-artificial e arestas cujos pesos sao os pesos dos
cortes minimos. A arvore de Gomory-Hu é obtida substituindo-se cada um destes

grafos pelo seu respectivo vértice nao-artificial (Ver figura 4.4).

Partigio inicial
Corte(1.5) @ 17 @
Corte(0, 1)
Corte(2,5) @18 @ 17@ 1365 3 4
Corte(3,4) @18 @ 17@ 13 2.4
14
Corte(2,4) @18 @17 @13

o

Figura 4.4: Construcao de uma arvore de Gomory-Hu.

A ideia béasica de nossa heuristica é ordenar as arestas da arvore de Gomory-Hu
e aplicar em G os cortes associados as arestas mais pesada até que o grafo GG tenha
sido particionado em k& componentes. Esta heuristica ¢ uma adaptagao do algoritmo
aproximativo proposto por Saran e Vazirani para resolucao do problema min k-cut
[68].

O maior custo desta heuristica é a determinacao do numero de componentes
a cada iteragdo. Em um grafo G(V,E) formado por |V| vértices e |E| arestas,
utilizando o algoritmo de Kruskal, podemos fazer isto em O(|E| + x x log(|V])),
onde x representa o nimero de arestas menores ou iguais a maior aresta na arvore

geradora minima de G [69].

4.2.2 Obtendo solucoes inteiras

Tendo o conjunto inicial de colunas, podemos aplicar o método de geragao de colunas
associado aos modelos OneFlow e MultiFlow para gerar todas as colunas necessarias
a obtencao da solugao étima do problema relaxado (PL). No entanto, a solucao

obtida pode nao ser inteira e, consequentemente, pode nao representar uma solucao
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para o problema k-cluster. Uma alternativa para obtencao de solucoes inteiras é
a aplicacao de um algoritmo de branch-and-bound baseado em relaxacoes lineares,
onde solucoes fracionarias sao eliminadas através de sucessivas separagoes do espaco
de solucoes viaveis.

Os métodos de branch-and-bound sao definidos por uma estratégia de branch,
i.e., divisao do espaco de busca através da insercao de restricoes e uma estratégia de
obtencao de bounds, ou seja, limites superiores e inferiores para o valor da fungao
objetivo do problema inteiro. Ao inserirmos uma restricao de branch, procuramos
repartir o espaco viavel em dois subespacos de forma que a solucao fracionaria
corrente seja excluida. Essa separacao do espaco pode ser feita de muitas formas.
Por exemplo, se uma variavel x; possui valor fracionario, podemos repartir o espaco
viavel acrescentando alternadamente as restrigoes x; = 1 e x; = 0. Desta forma,
obtemos dois subespacos: o espaco O-branch, onde x; = 1, e o espaco 1-branch,
onde z; = (0. Com esta estratégia teremos uma arvore binaria, onde cada bifurcacao
representa a particao do espaco para uma dada variavel. E, mais ainda, cada no6 dessa
arvore binaria define um problema relaxado que fornecera uma cota inferior (lower
bound) para o seu o seu sucessor na a solugao inteira que desejamos determinar.
Podemos comparar duas estratégias de branch-and-bound a partir do nimero de
parti¢oes (branch) necessarias para a obtengao da solugao inteira 6tima ou ainda
compara-las a partir dos limites (bounds) gerados em cada né.

Vale ressaltar que nao existe um método definitivo de branch-and-bound. Al-
goritmos de branch-and-bound podem apresentar desempenho alternados em pro-
blemas diferentes, ou até em instancias diferentes de um mesmo problema, nao ha
uma estratégia de branch-and-bound que domine todas as demais. No entanto, uma
propriedade conveniente de uma estratégia de branch é a de balanceamento. A ideia
do balanceamento é a de que cada né da arvore de branch em um dado nivel deve
representar um problema com espaco viavel de tamanho relativamente igual. Assim
como na estratégia de busca binaria, a divisao do espaco de busca em particoes
de mesmo tamanho geralmente reduz o nimero de iteragoes. Infelizmente, como
verificado por Ryan e Foster, a estratégia basica de atribuir 0’s e 1’s as variaveis
fraciondrias nao produz arvores de branch balanceadas [70]. Pela restrigdo de par-
ticionamento da eq. (4.10), a restricdo z; = 1 implica em z; = 0,Vj # 7; enquanto
que a restricao x; = 0 leva a Zj:j# xj; = 1. De um lado, o espaco vidvel fica muito
reduzido; enquanto no outro, a redugao é muito pequena. Como consequéncia, o
0-branch tem pouco efeito no valor da fungao objetivo do problema (PL).

Como alternativa a estratégia ingénua de branch utilizando as restrigoes x; = 0
e r; = 1, Ryan e Foster propuseram uma estratégia mais elaborada baseada na
restricao de particionamento. Obviamente, em uma solucao inteira, dois vértices

distintos ou pertencem ao mesmo cluster ou pertencem a clusters distintos. Em
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termos das componentes dos vetores a;, em uma solugao inteira x, se dois vértices i
e j pertencerem a mesma e Unica componente ay, entao z; = 0 para todo t # t' tal
que af‘: = a{ = 1. Analogamente, se dois vértices i e j pertencerem a componentes
distintas, entao x; = 0, para todo ¢ tal que a} = af = 1. Ou seja, uma solucao = s6

podera ser inteira se para qualquer par ¢ e j de vértices tivermos

quando ¢ e j pertencerem a mesma componente, ou

Z .’,Ut:O,

A
tiaj=a; =1

quando 7 e j pertencerem a componentes distintas. Note que, como consequéncia,

em toda solucao fracionaria existira ao menos um par de vértices ¢ e j tal que

0< .Tt<1.

i — g —
t:aj=a; =1

Esta caracteristica das solugoes fracionarias percebida por Ryan e Foster sugere
uma estratégia de branch onde identificamos na solucao fracionaria um par de
vértices i e j tais que 0 < > bai—ai—1Tt < 1 e impomos alternadamente as restrigoes
Zt:agzag':l x; = 0 (0-branch) e Zt:agzag'zl x; = 1 (1-branch).

Ao aplicarmos o 0-branch, devemos eliminar todos os vetores a; tais que a! =
al =1 e impedir que novos vetores (colunas) com esta caracteristica sejam gerados.
Para isto, adicionamos a restrigao a’ + a{ < 1 a formulacao do subproblema pricing.
J& para a aplicagao do 1-branch, eliminamos todos os vetores a! # a{ e impomos ao
pricing a restricao a! = a{. Além da geracao de estuturas balanceadas, a estratégia
de branch de Ryan e Foster ainda apresenta a vantagem da simplicidade, ja que as

restricoes de branch sao simples.
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Capitulo 5
Resultados e Discussoes

As ideias apresentadas foram todas implementadas em liguagem Java (versdo
1.6.02_2), com chamadas ao solver CPLEX para a resolugdo dos problemas mestres
reduzidos e dos subproblemas pricing. Os experimentos numéricos foram realizados
em um computador Intel Core 2 Quad Q9550, 2.83GHz e 4GB de memoria RAM.

As instancias (grafos) utilizadas nos experimentos foram geradas a par-
tir dos arquivos gri7.tsp, gr2l.tsp e gr24.tsp da base de dados TSPLIB
(http://comopt.ifi.uni-heidelberg.de/software/TSPLIB95/). Na tabela 5.1,
podemos ver o nimero de vértices, |V, a quantidade de arestas, |E|, o maior peso,
[w;;], o menor peso, |w;;|, e o peso médio, w;;, das arestas de cada um dos grafos
completos definidos nestes arquivos. O peso de cada uma das arestas dos grafos
definidos nos arquivos gri7.tsp, gr2l.tsp e gr24.tsp sao dados por matrizes
simétricas com diagonais nulas.

No primeiro experimento, consideramos todos os vértices e arestas. Neste caso,
nao ¢é necessario utilizar um modelo de fluxo para a obtencao de subrafos conexos ja
que todos os subgrafos serao conexos. Bastando, portanto, utilizar o modelo lineari-
zado LPricing dado pelas eqs. (4.19)-(4.24). No entanto, apenas para comparagao,
aplicamos o modelo linearizado LPricing e também os modelos OneFlow e Multi-
Flow. Na tabela 5.2, vemos o tempo em segundos, o nimero de branchs, o niimero

de colunas geradas, o numero de subproblemas pricing resolvidos, o valor 6timo do

grl7.tsp | gr2l.tsp | gr24.tsp
V] 17 21 24
|E| 136 210 276
[wis 745 865 389
Wj 274,60 363,89 147.61

Tabela 5.1: Numero de vértices e arestas, pesos maximo, minimo e médio das arestas
de cada um dos grafos definidos em gri7.tsp, gr2l.tsp e gr24.tsp.
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LPricing OneFlow MultiFlow
gri7 gr21l gra4 gri7 gr21 gr24 gri7 gr2l gra4
tempo 5,34 27,54 56,49 | 11,32 43,50 109,06 | 49,07 | 382,89 | 1122,48
#branchs 6 4 0 6 4 0 6 4 0
#colunas 56 100 105 56 100 105 55 100 105
F#pricings 44 82 80 44 82 80 43 82 80
zPL 396,5 | 1201,5 811 396,5 | 1201,5 811 396,5 | 1201,5 811
zPI 421 1240 811 421 1240 811 421 1240 811

Tabela 5.2: Resultados dos experimentos considerando todas as arestas.

problema relaxado, zPL e o valor étimo do particionamento, zPI, para cada uma
das instancias para agrupamentos formados dez partigoes (k = 10). Como esperado,
o valor 6timo dos problemas relaxados e inteiros sao os mesmos para todos os mode-
los. Isto é natural ja que os modelos de pricing tem implicacao apenas na ordem em
que as colunas sao geradas, mas nao nos valores 6timos do problema inteiro original
ou da sua relaxagao linear. O ntmero de colunas geradas difere apenas no experi-
mento envolvendo a instancia gri7 (Utilizando o modelo OneFlow foram geradas
56 colunas e, utilizando o modelo MultiFlow, 55). Esta diferenga pode ser explicada
pela existéncia de multiplas solucoes para os subproblemas. Havendo duas ou mais
solugoes (colunas) de igual custo reduzido, a escolha de diferentes modelos para o
subproblema pricing pode dar origem a diferentes sequéncias de colunas. Vale des-
tacar que o nimero de colunas geradas em todas as instancias foi muito inferior ao
total de subgrafos conexos. Por exemplo, a instancia gr17 define um grafo completo
formado por 17 vértices, portanto existem 2'7 — 1 = 131.071 subgrafos grafos cone-
x0s. Os modelos obtiveram uma solugao 6tima para a instancia gr17 gerando menos
de 60 colunas, o que representa apenas 4,5% do nimero total de colunas (subgrafos
conexos) possiveis. Isto ilustra a eficicia da abordagem de geragao de colunas.

Com respeito ao tempo, o modelo OneFlow permitiu a obtencao de solucoes em
tempo muito inferior ao demandado pelo modelo MultiFlow. A discrepancia entre
os tempos demandados por cada um dos modelos cresce a medida que aumentamos
o numero de vértices. Para a instancia associada ao arquivo gri7.tsp, formada por
17 vértices, o tempo demandado pela implementacao com pricing dado pelo modelo
MultiFlow correspondeu a cerca de 4,33 vezes o tempo utilizado pela implementagao
com o modelo OneFlow. Para a instancia gr21.tsp, a implementacao com fluxo
multiplo demandou quase nove vezes o tempo demandado pela implementacao com
fluxo tnico e, na instancia gr21.tsp, mais de dez vezes.

No segundo experimento, buscamos verificar a sensibilidade dos modelos com
respeito a variacao do numero de arestas nas instancias. Para isto, excluimos ale-
atoriamente cerca de 25% e depois cerca de 50% das arestas de cada uma das
instancias, dando, desta forma, origem as instancias gri7-75, gr17-50, gr21-75,
gr21-50 e gr24-75, gr24-50. A tabela 5.3 exibe um resumo das caracteristicas

destas instancias.
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VI E] | Jwi] | [wi] | wi

gr24-50 | 24 | 134 | 367 22 145,13
gr21-50 | 21 | 113 | 715 29 | 366,39
gri7-50 | 17 | 59 | 578 35 274,93
gr24-75 | 24 | 208 | 349 25 152,08
gr21-75 | 21 | 161 | 865 27 | 356,26
gri7-75 | 17 | 113 | 745 27 | 273,65

Tabela 5.3: Numero de vértices e arestas, pesos maximo, minimo e médio das arestas
dos grafos gri17-75, gr17-50, gr21-75, gr12-50, gr24-75e gr24-50.

OneFlow MultiFlow
gri7 | gr2i gr24 gri7 gr2l gr24
tempo 9,621 | 88,864 | 280,884 | 42,089 | 478,269 | 1350,786
#branchs 0 2 4 0 2 4
#colunas 47 83 109 47 81 110
#pricings | 29 63 88 29 61 89
zPL 352 | 1204,5 | 654,444 | 352 1204,5 | 654,444
zPI 352 1210 655 352 1210 655

Tabela 5.4: Resultados dos experimentos com as instancias formadas por 75% das
arestas e 10 grupos (k = 10).

As tabelas 5.4 e 5.5 exibem os resultados dos experimentos envolvendo as
instancias com nimero reduzido de arestas. A reducao do nimero de arestas nao im-
plicou na reducao do tempo necessario para obtencao de solucoes 6étimas em todas as
instancias. Como se pode ver pelo resultados obtidos nas instancias gr21 e gr24, o
comportamento foi diametralmente oposto. Este comportamento pode ser explicado
pela aumento da dificuldade na determinacao de novos subgrafos conexos a medida
que excluimos arestas. A etapa mais custosa da abordagem branch-and-price pro-
posta é a resolucao dos subproblemas pricing, por isso ao excluirmos arestas saimos
de um grafo completo, onde qualquer subconjunto esta associado a um grafo conexo,
e caminhamos na direcao de grafos esparsos, onde temos um nimero muito menor de
subgrafos conexos, encarecendo a obtencao de solugoes véiveis. A tabela 5.6 mostra
os tempos totais em segundos e os tempos gastos na resolugao dos subproblemas
pricing na execucao do método branch-and-price para k = 10 nas instancias gr — 24,
gr24 — 75 e gr24 — 50. Como podemos ver o tempo é quase que exclusivamente
(mais de 99%) gasto na resolucao dos subproblemas pricing e isto explica o aumento
no tempo total & medida que os subproblemas pricing tornam-se mais dificeis.

No 1ultimo experimento, avaliamos o impacto da variacao do nimero de grupos
no desempenho de ambos os modelos. Neste experimento, variamos no nimero de
grupos para k = 3,5,10 na instancia gr-24 formada por 24 vértices e 276 ares-
tas. Na tabela 5.7 vemos os resultados obtidos. Como os resultados evidenciam,

a reducao do nimero de grupos (k) torna o problema ainda mais dificil, elevando
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OneFlow MultiFlow

grl7 gr2l gra4 grl7 gr2l gr24
tempo | 25,922 | 159,904 | 434,578 | 47,501 | 405,445 | 2160,348
#branchs 2 6 2 2 6 2
#colunas 53 86 85 53 86 83
#pricings 37 70 62 37 70 60
zPL 488 1176,5 678 488 1176,5 678
zPI 492 1210 680 492 1210 680

Tabela 5.5: Resultados dos experimentos com as instancias formadas por apenas
50% das arestas e 10 grupos (k = 10).

OneFlow MultiFlow
tempo total tempo pricing tempo total tempo pricing
gr24 109,062 108,451 (99,44%) 1122,476 1121,998 (99,96%)

gr24-75 280,884 280,206 (99,76%) | 1350,786 | 1350,176 (99,95%)
gr24-50 434,578 434,176 (99,91%) | 2160,348 | 2159,946 (99,98%)

Tabela 5.6: Tempos totais e tempos utilizados para resolugao dos subproblemas
pricing em segundos.

o tempo de execucao. Novamente, podemos explicar este comportamento pelo au-
mento de dificuldade dos subproblemas princing. Ao reduzirmos o niimero de grupos
do particionamento, exigimos que subgrafos conexos de maior cardinalidade sejam
formados. Esta exigéncia dificuldade a obtencao de solugoes para os subproblemas

princing e, consequentemente, elevam o tempo de processamento.

OneFlow MultiFlow
tempo | #colunas | zPI | tempo | #colunas | zPI
k=3 | 818,451 254 7671 | 9299,437 254 7671
k=5 | 229,297 186 3122 | 2424,404 186 3122
k=10 | 109,062 105 811 | 1122,476 105 811

Tabela 5.7: Tempos totais, nimero de colunas geras e o valor 6timo do agrupamento
para diferentes valores de k£ na instancia gr24.
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Capitulo 6
Conclusoes

Nesta dissertacao, propomos dois modelos exatos baseados na técnica de geragao
de colunas para o problema de agrupamento em grafos conhecido como k-cluster
(ou k-agrupamento), onde o objetivo é particionar um dado grafo G(V,E) em k
componentes (subgrafos) conexas de tal forma que a soma das arestas no interior de
cada componente seja minima.

Nossos modelos inspiraram-se nos problemas de fluxo em redes para garantir a
conexidade dos subgrafos que representam os agrupamentos. Propomos dois modelos
lineares e inteiros, um denominado OneFlow e o outro a que chamamos MultiFlow.
Como os proprios nomes sugerem, o primeiro baseia-se na construgao de um unico
fluxo e o segundo, na construcao de fluxos multiplos.

A abordagem de geracao de colunas aqui adotada se justifica pela caracteristica
combinatéria e o elevado nimero de varidveis (e, consequentemente, colunas) as-
sociadas a cada instancia do problema k-cluster. Neste contexto, a representagao
explicita do espaco viavel é impraticavel mesmo para instancias envolvendo um baixo
numero de vértices. Os métodos de geracao de colunas por outro lado permitem con-
tornar a barreira da representacao explicita, através da geracao iterativa das colunas
que catacterizam o espaco viavel.

Os método de geracao de colunas partem de um subconjunto inicial, muito menor
que o conjunto de solucoes e geram colunas somente quando necessarias. A busca
por colunas com menor custo reduzido da origem a um outro subproblema conhecido
como Pricing. Na exposicao aqui apresentada, a funcao de custo do subproblema
relacionado Pricing nao era linear e para contornar essa dificuldade aplicamos a
técnica de linearizacao proposta por Fortet em [62].

Para a geragao do conjunto inicial de colunas, aplicamos uma versao modificada
do algoritmo aproximativo proposto por Saran e Vazirani para a resolucao do pro-
blema min k-cut em [68]. Nesta estratégia, partimos de uma arvore de Gomory-Hu
para o grafo de entrada GG e aplicamos sucessiva e de forma gulosa até k cortes as-

sociados as arestas da arvore de Gomory-Hu. Ao final deste procedimento, obtemos
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um particionamento de G e k componentes conexas nao necessariamente étimas.

Para a obtencao de solugoes inteiras aplicamos o arcabouco das técnicas branch-
and-bound. Para a etapa de branch, utilizamos a estratégia proposta por Ryan e
Foster em [70]. Com esta escolha as drvores de ramificagdo geradas tendem a ser
mais balanceadas do que aquelas geradas pela imposicao sucessiva de integralidade
a cada uma das variaveis.

Nossas estratégias branch-and-bound com geracao de colunas para os modelos
OneFlow e Multiflow foram implementadas em linguagem Java utilizando o solver
CPLEX. Realizamos experimentos numéricos com instancias obtidas na TSPLIB. Os
resultados mostraram que, apesar dos dois modelos apresentarem solugoes inteiras
iguais, o modelo OneFlow gera solucoes em tempo muito inferior ao demandado
pelo modelo MultiFlow. Além disso, vimos que a discrepancia entre os tempos
demandados por cada um dos modelos cresce a medida que aumentamos o nimero
de vértices. Outro ponto que merece destaque é que o tempo de execucao dos
modelos é quase que exclusivamente gasto na resolucao do subproblema pricing e
aumenta gradativamente a medida que os grafos testados torna-se mais esparsos. Os
resultados mostraram ainda que o nimero k de grupos influi de maneira significativa
no tempo de execucao, ja que ao reduzirmos o nimero de particoes a serem geradas
exigimos uma maior cardinalidade dos subgrafos conexos, dificultando a obtencao
de solucoes inteiras.

Na direcao de pesquisas futuras, a disponibilidade de métodos exatos para o pro-
blema de agrupamento em grafos é uma contribuicao importante, ja que permite che-
car a validade/qualidade de heuristicas em instancias menores. Além disso, mesmo
em instancias maiores, podemos aplicar conjuntamente heuristicas para geragao de
bons pontos iniciais (e, consequentemente, bounds) para entao aplicar métodos exa-
tos como os aqui propostos. O trabalho aqui desenvolvido dé primeiros passos na
direcao de desenvolvimento de métodos eficientes para o problema de agrupamento
em grafos. Os passos seguintes podem ser dados em diregoes relativamente ortogo-
nais mas complementares como, por exemplo, definicao de cortes mais eficientes e
definicao de heuristicas para a geragao de bons pontos iniciais e para a resolucao

dos subproblemas entre outras.
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