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Resumo da Dissertacao apresentada a COPPE/UFRJ como parte dos requisitos

necessarios para a obtengao do grau de Mestre em Ciéncias (M.Sc.)

SOBRE L(2,1)-COLORACOES DE GENERALIZACOES DE ARVORES

Gabriel Ferreira Barros

Dezembro /2015

Orientador: Marcia Rosana Cerioli
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Uma L(2,1)-coloracao de um grafo é uma atribuicao de inteiros nao negativos,
também referidos como cores, a seus vértices tal que vértices adjacentes recebem
cores cuja diferenca é pelo menos dois e vértices com um vizinho em comum recebem
cores diferentes. A diferenca entre a maior e a menor cor atribuida é denominada
o comprimento da L(2,1)-colora¢do. O problema da L(2,1)-coloragao consiste em
calcular o nimero L(2, 1)-cromético de um dado grafo, que equivale ao menor dentre
os comprimentos de todas as suas L(2, 1)-coloragdes. Inspirada na prova do limite
superior justo para o nimero L(2,1)-cromético de &rvores, esta dissertacao trata
de limites superiores para o nimero L(2, 1)-cromético em classes de grafos que sao
generalizacoes da classe das arvores: k-arvores, cactos e grafos de blocos. Para cada
uma destas classes, apresentamos os limites superiores conhecidos na literatura e
limites superiores menores (ou iguais nos casos em que o limite conhecido jé é justo)

obtidos neste trabalho.
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An L(2,1)-colouring of a graph is an assignment of nonnegative integers, also
referred to as colours, to its vertices such that adjacent vertices receive colours at
least two apart and vertices with a common neighbour receive different colours.
The difference between the largest assigned colour and the smallest assigned colour
is the span of the L(2,1)-colouring. The problem of the L(2,1)-colouring consists
in computing the L(2, 1)-chromatic number of a given graph, which is equivalent to
the smallest among the spans of all the L(2,1)-colourings of the graph. Inspired by
the proof of the tight upper bound for the L(2,1)-chromatic number of trees, this
dissertation deals with upper bounds for the L(2,1)-chromatic number on graph
classes which are generalizations of the class of the trees: k-trees, cacti and block
graphs. For each of these classes, we present the upper bounds known from the
literature and present smaller upper bounds (or equal ones in the cases in which the

known bound is already tight) obtained in this work.
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Capitulo 1
Introducao

O problema da atribuicao de frequéncias consiste em atribuir eficientemente
frequéncias a transmissores localizados em diferentes pontos, evitando interferéncias.
A eficiéncia é tida como a minimizacao do comprimento da atribuicdo, que equivale
a diferenca entre a maior e a menor frequéncia atribuida.

Uma L(2,1)-colora¢ao de um grafo é uma atribuigao de inteiros nao negativos,
também referidos como cores, a seus vértices tal que vértices adjacentes recebem
cores com diferenca pelo menos dois e vértices com um vizinho em comum recebem
cores diferentes.

Este tipo de coloragao foi definida formalmente por Griggs e Yeh [19], em 1992,
e modela o problema da atribuicao de frequéncias com as seguintes restrigoes: os
transmissores “muito proximos” devem receber frequéncias com diferenga pelo me-
nos dois e transmissores “préximos” devem receber frequéncias diferentes (no caso,
o conjunto de frequéncias é discreto).

Tal modelo consiste de um grafo cujos vértices representam os transmissores e
cujas arestas representam os pares de transmissores “muito proximos”. Um par
de vértices com um vizinho em comum corresponde a um par de transmissores
“préoximos”. Representando as frequéncias por inteiros nao negativos, uma atri-
buigao de frequéncias respeitando as restri¢oes acima é uma L(2, 1)-coloragao deste
grafo, e o que se quer é minimizar a diferenca entre a maior cor usada e a menor
cor usada. Se a cor 0 for atribuida, tal diferenca equivale a maior cor atribuida, o
comprimento da L(2,1)-coloragao.

Dado um grafo G, o problema da L(2,1)-colora¢ao consiste em encontrar o me-
nor dentre os comprimentos de todas as L(2,1)-colora¢oes de G. Tal parametro
¢ denominado o ndmero L(2,1)-cromdtico de G e denotado por A(G). Griggs e
Yeh [19] provaram que o problema (na versao de decisao) é N'P-completo, e Fiala,
Kloks e Kratochvil [I6] provaram que, para todo k& > 4 fixo, decidir se A(G) < k
é N'P-completo (A(G) < 3 se, e somente se, G é a unidao disjunta de caminhos de

tamanho no méaximo trés, o que é facilmente decidivel em tempo polinomial).



Ainda sob o ponto de vista computacional, mas restringindo o grafo a deter-
minadas classes, existem algoritmos polinomiais que determinam o nimero L(2,1)-
cromdtico de caminhos, ciclos, rodas, grafos p-partidos completos [19], cografos,
arvores [I1], grades regulares [6], grafos Ps-tidy [24] e grafos split permutacao [25],
e algoritmos de parametro fixo que determinam o nimero L(2, 1)-cromético de ¢-
quase arvores [16] e de grafos (¢,q — 4) [7], onde ¢ é o parametro em ambas as
classes. Até onde sabemos, para poucas classes além das mencionadas, sabe-se de-
terminar o ntimero L(2, 1)-cromético em tempo polinomial. Decidir, para k fixo, se
o nimero L(2,1)-cromético de um grafo é no maximo k é um problema que pode
ser expressado em logica de segunda ordem monédica e, portanto, ¢ solucionavel em
tempo linear pelo algoritmo de Courcelle [12] para toda classe de grafos com largura
arbérea (do inglés, treewidth) limitada. O problema da L(2, 1)-coloracao permanece
NP-completo nas classes: grafos com diametro dois [19], grafos split [3], grafos pla-
nares bipartidos [3] e grafos com largura arbdrea no maximo dois [17]. Para todo
k > 4 fixo, decidir se o numero L(2,1)-croméatico de um grafo planar é no maximo
k é N'P-completo [15].

Quanto a limites superiores para o nimero L(2, 1)-cromético de um grafo geral G
cujo grau maximo é A, Griggs e Yeh [19] mostraram que A\(G) < A?242A. Este limite
foi progressivamente melhorado por Chang e Kuo [I1], por Kral’ e Skrekovski [21]
e por Gongalves [I8], que obtiveram, respectivamente, A\(G) < A? + A, A\(G) <
A2+ A —1eNG) < A+ A — 2. Griggs e Yeh [19] mostraram que, se G tem
didmetro igual a dois, entao A\(G) < A? e que os grafos de Moore com diametro
dois, que correspondem ao ciclo de cinco vértices, ao grafo de Petersen e ao grafo
de Hoffman-Singleton, atingem tal limite. Os autores também conjecturaram que
este limite seja verdadeiro para todos os grafos com grau maximo pelo menos dois,

e esta conjectura permanece em aberto até hoje.

Conjectura de Griggs e Yeh ([19]). Seja G um grafo com grau mdzimo A > 2.
Entio, \(G) < A2.

A maior parte dos trabalhos sobre o problema da L(2, 1)-coloragao consiste da
obtenc¢ao de limites superiores para o nimero L(2, 1)-cromético de grafos de classes
especificas, tais como arvores [19], grafos com largura arbdrea limitada [3], grafos
de intervalos unitarios [20], grafos cordais [20), 20], grafos fracamente cordais [8 [10],
grafos linha [9], grafos planares [14], 23] 28, 29], grafos periplanares [6l, 22].

Para um estudo mais detalhado sobre L(2,1)-coloracao de grafos, uma boa in-
troducao é a dissertagao de Mestrado de Posner [24], que contém vdrios resultados
da literatura juntamente com as provas, além das contribuicoes do proprio autor.
Outro recurso bastante 1til é a extensa bibliografia sobre L(2, 1)-coloragao coletada

por Calamoneri [5].



Esta dissertacdo trata de limites superiores para o nimero L(2, 1)-croméatico em
classes de grafos que sao generalizacoes da classe das arvores: k-arvores, cactos e
grafos de blocos. Para cada uma destas, apresentamos os limites superiores conhe-
cidos na literatura e, em seguida, os limites superiores obtidos neste trabalho. Os
limites conhecidos ja satisfazem a Conjectura de Griggs e Yeh e, portanto, o foco
foi estabelecer limites justos ou o mais perto possivel de justos.

Além do fato de existir um algoritmo polinomial de parametro fixo que determina
o nimero L(2,1)-cromatico de cactos, pois estes sdo g-quase-arvores (neste caso, q
é o nimero de ciclos do cacto), ndo se tém resultados sobre a complexidade compu-
tacional do problema da L(2,1)-coloracao nas classes consideradas neste trabalho.

Deixamos, assim, este tema como uma sugestao de trabalho futuro.

1.1 Organizacao do trabalho

A préxima secao contém uma breve descricao das notagoes utilizadas ao longo
do texto.

No Capitulo 2, a defini¢ao formal de L(2,1)-coloracao é apresentada. Também
apresentamos o limite superior para o ntumero L(2,1)-croméatico de arvores, de
Griggs e Yeh [19], porque as provas dos limites para as classes que consideramos
tém uma estrutura analoga a prova deste limite.

O Capitulo 3 trata da classe das k-arvores. Primeiramente, mostramos o limite
de Bodlaender et al. [3]. Por uma modificagdo na prova de Bodlaender et al., obtemos
um limite menor, para k > 2 (para k = 1, o limite de Bodlaender et al. ja é justo).

A classe dos cactos é considerada no Capitulo 4. Mostramos limites superiores
justos para o nimero L(2,1)-cromdtico de cactos que sao fungoes do grau méximo
e da cintura.

O assunto do Capitulo 5 ¢é a classe dos grafos de blocos. Comecamos apresen-
tando o limite de Bonomo e Cerioli [4], o qual é uma fungao do tamanho do maior
bloco e do grau méximo e é justo na classe de todos os grafos de blocos. Adapta-
mos a demonstracao do limite de Bonomo e Cerioli para mostrar que grafos com
conectividade igual a um e com uma determinada relacao entre o grau maximo e
o tamanho do maior bloco satisfazem a Conjectura de Griggs e Yeh. Analisamos
entao, para cada p > 4 fixo e para cada ¢ > p fixo, a justeza do limite de Bonomo
e Cerioli na subclasse dos grafos de blocos com tamanho do maior bloco p e grau
maximo gq.

O Capitulo 6 é destinado as conclusoes e a sugestoes de trabalhos futuros.



1.2 Notacoes

Presumimos a familiaridade do leitor com as defini¢oes e resultados béasicos da
Teoria dos Grafos. A terminologia que seguimos é a de Diestel [13] (os termos usados
sao tradugoes imediatas do inglés). Na maior parte, a terminologia usada aqui esté
de acordo com a de Szwarcfiter [27], livro-texto em lingua portuguesa.

Denotamos por N o conjunto dos inteiros nao negativos, e, para 0 < a < b
inteiros, denotamos por [a, b] o conjunto {a,a + 1,...,b}. Um conjunto finito com
k elementos é um k-conjunto. Por A C B denotamos que A é um subconjunto de B
(possivelmente, A = B) e por A C B denotamos que A é um subconjunto préprio
de B(AC BeA+#B).

Um grafo G é um par ordenado (V(G), E(G)) tal que V(G), o conjunto de
vértices, é finito e nao vazio, e E(G), o conjunto de arestas, tem como elementos
pares nao ordenados de vértices distintos. Denotamos por uv o par nao ordenado
{u,v}. Dois vértices u e v sao adjacentes, ou vizinhos, se uv € E(G). Denotamos o
conjunto de vizinhos ou vizinhanga de v por Ng(v); o grau de v por dg(v); o grau
mazximo de G por A(G); e o grau minimo de G por §(G). Ao longo do texto, quando
for claro o grafo em questao, usamos n para denotar seu numero de vértices e m
para denotar seu niimero de arestas, e o indice G é omitido.

Se H é subgrafo de G, dizemos que G contém H. Um subgrafo gerador de G é um
subgrafo H de G com V(H) = V(G). Dado X C V(G) tal que X # ), denotamos
o subgrafo de G induzido por X por G[X].

Seja X C V(G). Denotamos por G — X o subgrafo induzido por V(G) \ X. Em
particular, se X = {v}, escrevemos simplesmente G — v em vez de G — {v}.

Um caminho P = (vy,vq,...,0%), k > 1, em G é uma sequéncia finita de vértices
distintos de G tal que v;v;11 € E(G) para cada i € {1,2,...,k—1}. O tamanho de
P é k—1. Dizemos que vy e v; sao as extremidades de P e que vy, v3, ..., U,_1 SA0 08

vértices internos de P. Também usamos o termo caminho para o grafo cujo conjunto

de vértices é da forma {vy,vs, ..., v}, onde os v; sdo distintos, e cujo conjunto de
arestas é {v;ui1 |1 € {1,2,... k—1}}.

Um ciclo C' = (vy,vq,...,0,0v1), k > 3, em G é uma sequéncia finita de vértices
tal que (vy,vg,...,vx) é um caminho e vivy € E(G). O tamanho de C é k. Também

usamos o termo ciclo para denotar o grafo cujo conjunto de vértices é da forma
{v1,v9,..., v}, onde os v; sao distintos, e cujo conjunto de arestas é {v;v;41 | i €
{1,2,...,k = 1}} U {vyvr}. Uma corda de um ciclo C' em G é uma aresta uv €
E(G)\ E(C) tal que u,v € V(C).

Se, para todo u, v € V(G), existe um caminho de extremidades u e v, G é conexo;

caso contrario, G é desconexo. Um componente de GG é um subgrafo conexo maximal
de G.



Dados u,v € V(G), o menor dentre os tamanhos dos caminhos de extremidades
u e v é a distancia entre u e v, denotada por dg(u,v); se nao existir caminho de
extremidades u e v, dg(u,v) := co. Definimos NZ(v) := {u € V(G) | dg(u,v) = 2}.

O menor dentre os tamanhos dos ciclos em G é a cintura de G, denotada por
g9(G). Se G nao contém um ciclo, g(G) := oc.

Um vértice u de G é uma articulagao de G se existem dois outros vértices v e w
de G tais que todo caminho de extremidades v e w contém u. Equivalentemente, u
¢ uma articulagao de G se o nimero de componentes de G — u ¢é estritamente maior
do que o de G.

Um bloco de G é um subgrafo conexo sem articulagao maximal de G.

Um grafo é completo se quaisquer dois vértices sao adjacentes. Um grafo com-
pleto de n vértices é um K,,.

Dado X C V(G) tal que X # (), dizemos que X é uma cliqgue se G[X] é um
grafo completo. Se X é uma clique com |X| = k, dizemos que X é uma k-clique.
O numero-clique de G, w(G), é o maior k para o qual G possui uma k-clique. Por
outro lado, X é um conjunto independente se nao existe aresta entre quaisquer dois
vértices em X.

Um grafo é k-partido, k > 1, se seu conjunto de vértices pode ser particionado
em k conjuntos independentes. Um grafo é k-partido completo se é k-partido e
quaisquer dois vértices de partes diferentes sao adjacentes.

Uma drvore é um grafo conexo e sem ciclos.



Capitulo 2
L(2,1)-coloragao

Uma L(2,1)-coloragao de um grafo G = (V, E) é uma fungao f : V — N tal que
lf(u) — f(v)| > 2seuwv € Ee|f(u)— f(v)] > 1sed(u,v) =2. Chamamos f(v)
a cor de v. O comprimento (do inglés, span) de f é a maior cor atribuida. Uma
k-L(2,1)-coloracao é uma L(2,1)-coloragdo cujo comprimento é no maximo k, ou

seja, cujas cores usadas estao restritas a [0, k.

2 0

0 4

Figura 2.1: Uma L(2, 1)-coloragao f de G.

Para algum vértice v de G, se f(v) = a, entdo, para todo vizinho w de v, temos
que f(w) ¢ {a—1,a,a+1}. Ouseja, v proibe as cores a— 1, a e a+1 a seus vizinhos.
Observemos que, se a € {0,k}, entdo a — 1 ou a + 1 ndo pertence a [0, k]. Notemos
também que, em [0, k], ha k + 1 cores disponiveis e que nao necessariamente todas
as k + 1 cores sao usadas.

Dado X C V, denotamos | J,.y f(v) por f(X).

Consideremos f uma k-L(2, 1)-coloracao de G. O reverso de f em relagao [0, k]
[T é a k-L(2,1)-coloragao ff definida como ff(v) := k — f(v) para cada v € V.

Listamos trés propriedades interessantes a respeito da simetria do par {f, fR}.
Fato 2.1. (fR)R = f.
Fato 2.2. Para todov €V, f(v) < (%W — 1 fRv) > L%J

Fato 2.3. Para todov € V, se k € par, entao f(v) e f(v) tém a mesma paridade;

caso contrdrio, f(v) e f&(v) tém paridades diferentes.



4 0

Figura 2.2: O reverso de f em relagao [0,4] f%.

O problema da L(2,1)-coloragdo consiste em encontrar o nidmero L(2,1)-
cromdtico de G A(G), que equivale ao menor comprimento dentre os de todas as

L(2,1)-coloragoes de G. O problema de decisao correspondente

PROBLEMA: L21-coloracao
INSTANCIA: grafo G e inteiro nao negativo k
PERGUNTA: A(G) < k?

foi provado ser N'P-completo por Griggs e Yeh [19].
0 1

2 3

Figura 2.3: Uma A\(G)-L(2, 1)-coloragao.

Podemos restringir o problema da L(2, 1)-coloragao a grafos conexos observando

o seguinte fato.

Fato 2.4. Seja G um grafo desconexo, e G1,Gs,...,G,, comp > 2, 0s componentes
de G. Entio, \(G) = max{\(G1), \(Ga), ..., A\(G})}.

O proximo teorema dé um limite inferior para o nimero L(2,1)-cromético de

grafos gerais.

Teorema 2.1 ([I1]). Seja G um grafo com grau mdzimo A > 1. Entao, \(G) >
A+1. Se N(G) = A+1, entao f(v) € {0, A+1} para toda (A+1)-L(2,1)-coloragao
f de G e todo v de grau A.

Prova. Seja f uma L(2,1)-coloragdo de G. Seja v € V(G) com d(v) = A. Temos
que |f({v}UN(v))| = A+1, pois as cores dos vizinhos de v devem ser mutuamente
distintas e a cor de v deve ser diferente das de todos seus vizinhos. Além disso,
como |f(v) — f(w)| > 2 para todo vizinho w de v, temos que existe pelo menos 1
cor disponivel que nao pertence a f({v} U N(v)). Logo, existem pelo menos A + 2

cores disponiveis e o comprimento de f é pelo menos A + 1.



Suponhamos por contradigdo que exista uma (A + 1)-L(2,1)-coloragao f de G
tal que, para algum v € V(G) com d(v) = A, f(v) ¢ {0, A+1}. Temos que v proibe
3 cores a seus vizinhos. Mas, [f(N(v))] < |[0,A+1]|-3=A—-1< A =|N(v)|,

uma contradigao. O

O limite inferior do Teorema [2.1] é justo como evidenciado na Figura [2.4]

5}
0 7

4 6
Figura 2.4: \(G) = A + 1.

O corolario subsequente mostra uma estrutura simples que forca que o limite

inferior seja uma unidade maior.

Corolario 2.1. Seja G um grafo que contém um caminho (uy,us, u3) tal que d(uy) =

d(ug) = d(us) = A(G). Entao, \(G) > A(G) + 2.

Prova. Toda L(2,1)-coloragao de G atribui uma cor nao pertencente a {0, A(G)+1}
a algum vértice dentre uy, us e uz. Logo, pelo Teorema [2.1] nao existe (A(G) + 1)-
L(2,1)-coloracao de G. O

Adiante, exibimos a prova do limite superior de Griggs e Yeh [19] para o ntimero
L(2,1)-cromético de arvores. Veremos nos respectivos capitulos que as provas dos

limites para k-arvores, cactos e grafos de blocos tém um formato semelhante.

Proposicao 2.1 (cf. [13]). Seja T uma drvore. Entao, existe uma ordenagdo
(1,09, ...,0,) de V(T) tal que, para cada 2 < 1 < n, v; possui um unico vizinho em

{'Ul, Vo, ... ,’Uifl}.
Teorema 2.2 ([19]). Para uma drvore T com grau mdzimo A, \(T) < A+ 2.

Prova. Seja (v1,vs,...,v,) uma ordenagao de V(T') conforme a Proposicao 2.1} De-
finamos a seguinte L(2,1)-coloragdo de T no primeiro passo, v; recebe a cor 0
e, no j-¢simo passo, para cada 2 < j < n, v,; recebe a menor cor disponivel.
Consideremos v;, para algum 2 < j < n. Seja v; o Unico vértice pertencente a
N(v;) N {v1,va,...,vj-1}. Todos os vértices de N?(v;) N {vy,va,...,v;_1} sa0 vizi-
nhos de v; e, portanto, |[N?(v;) N {vy,va,...,v;_1}| < A — 1. Logo, o ntimero de
cores proibidas a v; é no maximo 3+ A —1 = A +2. Assim, hd uma cor disponivel

para v; em [0, A + 2]. O



Listamos, a seguir, alguns resultados béasicos sobre L(2, 1)-coloragdes que serao

usados ao longo dos capitulos.

Proposigao 2.2 ([19]). Seja G um grafo. Entao, \(G) < |V(G)| + x(G) — 2, onde

X(G) € o nimero cromdtico de G.

Proposigao 2.3 ([19]). Seja G um caminho com n vértices. Sen =1, \(G) = 0;
sen=2, N(G)=2;sen € {3,4}, \(G) =3; sen>5, \(G) =4.

Proposigao 2.4 ([19]). Seja G um ciclo. Entdo, \(G) = A(G) +2 = 4.

Proposicao 2.5 ([19]). Seja G um grafo completo com n vértices. Entao, A\(G) =
2n — 2.



Capitulo 3
k-Arvores

Seja k > 1 um inteiro. Um grafo é uma k-drvore se é um grafo completo de k
vértices ou se é obtido de uma k-arvore adicionando um vértice cuja vizinhanca seja
uma k-clique. A classe das 1-arvores é equivalente a classe das drvores. A Figura[3.]]
mostra exemplos de 3-arvores tais que cada uma ¢ obtida da anterior pela adicao de

um vértice cuja vizinhanca é uma 3-clique.

AN@%

Figura 3.1: Exemplos de 3-arvores.

Assim, vemos que, para uma k-arvore (G, existe uma ordenagdo o =
(v1,v9,...,0,) de V(G) tal que {vq,vs,..., v} é uma k-clique e, para cada k + 1 <
i < n, a vizinhanga de v; em G[{v1,vs,...,v;}] é uma k-clique. Denominemos tal
ordenacao ¢ uma ordenacao de constru¢ao da k-arvore G. Como fica evidente na
Figura uma ordenagao de construgao de uma k-arvore nao ¢ unica.

Bodlaender et al. [3] provaram que, para uma k-arvore G com grau maximo A,
MG) < k(A—k+3). A prova deste limite é andloga & do Teorema[2.2] substituindo
a ordenacao da Proposicao pela ordenacgao de construgao da k-arvore.

Mostramos um limite menor do que o de Bodlaender et al.: para uma k-arvore GG
com grau maximo A, A\(G) < max{k(A—k+3)— k(k;), k(A_Qk+3) +k—1}. A prova

é baseada na do limite de Bodlaender et al.. A melhoria é conseguida considerando

uma ordenagao de construcao com uma propriedade adicional e contando mais mi-
nuciosamente cores proibidas. Este resultado é parte do trabalho [1], apresentado

no XXXV Congresso Nacional de Matematica Aplicada e Computacional, em 2014.
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3.1 Limite de Bodlaender et al.

Teorema 3.1 ([3]). Seja G uma k-drvore com grau mdzimo A. Entdo, \(G) <
k(3+ A —k).

Prova. Se G é um grafo completo de k vértices entao, pela Proposicao AMG) =
2k —2 <2k = k(34 (k—1) — k) e, portanto, o teorema é valido.

Suponhamos entao que n > k + 1. Seja (v1,ve, ..., v,) uma ordenagao de cons-
trucdo de G. Definamos a seguinte L(2,1)-coloragao de G: para 1 < j < k, no
J-ésimo passo, v; recebe a cor 25 — 2; para k +1 < ¢ < n, no i-ésimo passo, v;
recebe a menor cor disponivel em [0,k(3 + A — k)]. Consideremos v;, para al-
gum k+ 1 < j < n. Temos que |N(v;) N {v1,ve,...,v;—1}| = k. Para todo
v; € N2(v;) N {vi,ve,...,v;_1}, todo vy que é vizinho comum de v; e v; per-
tence a N(vj) N {v1,vs,...,v;_1}, pois vy € N(v;) N {vjt1,Vj12,...,0,} implica
que v;v; € E(G). Logo, [N?(v;) N{v1,v2,...,v;-1}] < k(A —Fk) e o ntimero de cores
proibidas a v; é no maximo 3k + k(A — k) = k(3 + A — k). Portanto, existe uma
cor disponivel para v; em [0, k(3 + A — k)]. O

Sek=1eA >3, entdo k(A — k+3) = A+2 < A? igual ao limite justo do
Teorema[2.2] Se k =2 e A >3, entdo k(A —k+3) =2A +2< A% Sek >3e
A >3, entdao k(A—k+3) =3A < A% E;sek >4, entao k(A—k+3) < k(A-1) <
(A+1)(A—1) = A? -1 < A? Portanto, o limite de Bodlaender et al. implica que,

para todo k > 1, as k-arvores satisfazem a Conjectura de Griggs e Yeh.

3.2 Nosso limite

Dada uma ordenacao o = (v, v, ...,v,) de V(G), seja K := {vy,vq, ..., 0},
e seja H o subgrafo de (G induzido por K e pelos vértices adjacentes a pelo menos

dois vértices de K. A seguir, estabelecemos algumas propriedades uteis de H.

Lema 3.1. Seja G uma k-drvore com grau maximo A, e o uma ordenacdo de
construgio de G. Entio, |V(H)| <k+5(A—k+1).

Prova. Cada u € V(H) \ K satisfaz |[N(u) N K| > 2, e cada v € K satisfaz |[N(v) \
K| <A—k+1. Logo, |V(H)\ K| < YA -k+1). O

Lema 3.2. Seja G uma k-drvore com grau madximo A. Entao, existe uma ordena¢ao
de construgao de G tal que os vértices de V(G)\V(H) sucedem os vértices de V(H).

Prova. Seja o = (v1,vs,...,v,) uma ordenacao de construcao de G. Se o satisfaz
o lema, entdo este esta provado. Suponhamos entdo que existam v;,v; € V(G) tais

que i < j,v; € V(G)\V(H) ev; € V(H) \ K. Vamos construir uma ordenagao
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/

o' = (U1,V2, ..., Vk, Uy, Vypg - - -, Uyy) de construcao de G tal que v; = v]

q?
e p < ¢. De inicio, definamos v; = v; para cada k + 1 < ¢t < n. Denominemos

o
’Uj—’Up

um caminho P um caminho t-ascendente se todos os vértices de P pertencem a
{vt, V41, ..., vn}. Seja Gy o subgrafo de G induzido por {w € {v;,viy1,..., 0} |
existe um caminho i-ascendente de extremidades v; e w}. Notemos que v; € V(G;)
e que, parai+1 <k <n, v € V(G;) se, e somente se, N(vx) NV (G;) # 0. Notemos
também que, para todo v, € V(G;), v, € V(G) \ V(H). Portanto, v; ¢ V(G;).
Transponhamos os vértices de V(G;) para as tltimas posigoes de ¢’ mantendo a
ordem relativa entre eles; ou seja, {U;—\V(Gi)wp v} = V(Gy) e, para vy, v, €
V(G;) tais que U; =, e v(’] = v, temos que p < q¢ < r < s. Verificamos a seguir
que v; sucede v; em o’ e que o’ é, de fato, uma ordenacao de construcao de G.

Digamos que v; = v; e que v; = v,. Claramente, p < ¢. Suponhamos por

/
contradigao que ¢’ nao seja uma ordenaggo de construgao de GG. Logo, para algum r
e algum s tais que r < s, v, € V(G;), vs € V(G) \ V(G;) tais que v,vs € E(G). Mas,
vs ser adjacente a um vértice em V(G;) implica que v, € V(G;), uma contradigao.
Logo, ¢’ é uma ordenagao de construgao de G.

Repetindo o raciocinio por um numero finito de vezes, concluimos que ao final
temos uma ordenacao de constru¢do de G na qual os vértices de V(G) \ V(H)

sucedem os vértices de V(H). O

Lema 3.3. Seja G uma k-drvore com grau mdzimo A, e 0 = (v1,va,...,0,) uma
ordenagao de construgao de G. Entdo, para todo v; € V(G)\ V(H), |N*(v;) N
{Ul, Vo, ... 7Uj—1}| S k‘(A — k’) — k(k—1) .

2

Prova. Para todo v; € NZ2(v;) N {v1,v2,...,v;-1}, temos que todo v que é
vizinho comum de v; e v; pertence a N(v;) N {vy,vs,...,v;_1}. Temos que
IN(v;) N {v1,v9,...,vj_1} = k, pois v; ¢ K. Sejam v;,,v;,,...,v;, 0s vértices
de N(v;) N{vi,ve,...,v;_1} tais que i3 < iy < -+ < ix. Como v; € V(G)\ V(H),
temos que {vi,, Viy, ..., v, } N K = 0. Logo, existe wy, € N(v;,) N{v1,v2,..., 05,1}
tal que wy ¢é adjacente a todos os vértices de {v;,vi,,...,v; }; existe wi_1 €
N(vi,_,) N {v1,v9,... 05,1} tal que w1 # wy e wi—1 ¢ adjacente a todos os
vértices de {v;,, viy, ..., Vi, }; existe wi_o € N(v;,_,) N{v1,v9,...,v;_,—1} tal que
Wg—o ¢ {wrp—1,wr} e wi_o é adjacente a todos os vértices de {v;,, Vig, ..., Vi, ,};

..; e existe wg € N(v;,) N{vy,v9,...,0, 1} tal que wy & {ws,wy, ..., wp} e wy é
adjacente a vy, e a v;,. Portanto, |[N?(v;) N {vy,va, ... v 1} < k(A—k) =31t =
k(A — k) — BE=D

2

O

Teorema 3.2. Seja G uma k-drvore com grau mdzximo A. Entdo, M\G) <
max{k(A — k 4 3) — HEL HAKED 4y gy,

Prova. Seja 0 = (vy,vs,...,v,) uma ordenagao de constru¢do de GG. Definimos a

seguir uma L(2,1)-coloragao de G em duas partes: primeiro atribuimos cores aos
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vértices de V(H) e depois aos vértices de V(G) \ V(H). O comprimento da L(2,1)-
coloragdo de G' é o maximo dentre os comprimentos das L(2, 1)-coloragdes de H e
de G — H.

Pelo Lema [3.2] podemos supor, sem perda de generalidade, que os vértices de
V(G) \ V(H) sucedem os vértices de H. Portanto, V(H) = {vi,va,...,vvm)}
Como H é uma k-arvore, temos que x(H) < k + 1. Pelo Lema \V(H)| <
k+ 5(A —k+ 1). Entdo, pela Proposicio 2.2 A(H) < |[V(H)| + x(H) — 2 <
k+2A-k+1)+(k+1)—2= w + k — 1 e existe uma L(2, 1)-coloragao
f de H cujo comprimento é no méximo este valor. Para cada 1 < j < |V(H)|, no
j-ésimo passo, atribuimos a cor f(v;) a v; e, para cada |[V(H)|+1 < j < n, no
j-ésimo passo, atribuimos a v; a menor cor possivel, respeitando as restri¢oes de
uma L(2, 1)-coloragao.

Consideremos v;, para algum |[V(H)|+1 < j7 < n. Cada v; € N(v;) N
{v1,v2,...,vj_1} proibe no méximo 3 cores a v; e cada v; € N?(v;)N{vy, v, ..., v;_1}
proibe sua cor a v;. Temos que [N (v;) N {v1,va,..., 021} = k e, pelo Lema [3.3]
|IN%(v;)N{v1,va, ..., 01} < /{:(A—k:)—@. Portanto, no i-ésimo passo, o niimero
maximo de cores proibidas a v; é 3k+k(A—k)— @ =k(3+A—k)— @ Assim,
existe pelo menos uma cor disponivel parav; em {0, 1, ..., k(A—k+3)—£(k—1)}. O

k(k—1) Kk(A—k+3)
5 5 +k—1}

e comparemo-lo com o limite de Bodlaender et al. k(A — k + 3). Primeiramente,

A seguir, analisemos o valor de ¢ := max{k(A—k+3)—

notemos que, se k = 1, entdo ¢ = max{A + 2,%} = A + 2, igual ao limite
justo do Teorema [2.2] Assim, no que resta, consideremos k > 2. Obviamente, se
¢ =k(A—-k+3)— @, entdo ¢ < k(A — k + 3). Suponhamos entao que ¢ =
w—l—k—l. Neste caso, ¢ < k(A —k+3) se, e somente se, k—l—% < A. Como,

para toda k-arvore, k—1 < A, concluimos que também neste caso ¢ < k(A —k+3).
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Capitulo 4
Cactos

Um grafo é um cacto se toda aresta estd em no maximo um ciclo. Vemos que
um grafo é um cacto se, e somente se, seus blocos sao Ky ou ciclos sem cordas.

Claramente, toda arvore é um cacto.

Figura 4.1: Um cacto.

A classe dos cactos pertence a hierarquia CACTO C PERIPLANAR C PLANAR.
Para um grafo planar G' com grau maximo A, van den Heuvel ¢ McGuinness [2§]
obtiveram A(G) < 2A + 34, e o melhor limite para valores suficientemente grandes
de A ¢ MN(G) < [2A] 4 95, de Molloy e Salavatipour [23]. Existem limites melhores
para o caso em que a cintura de G é pelo menos sete: Wang e Lih [29] provaram
AMG) < A+8, e Dvordk et al. [14] mostraram que, se A > 194, entao A\(G) < A+2.
O limite de van den Heuvel e McGuinness implica que G satisfaz a Conjectura de
Griggs e Yeh se A > 7. Bella et al. [2] trataram dos casos em que A € {4,5,6},
provando a validade da conjectura. A satisfacdo da conjectura para A = 3 é uma
questao em aberto.

Para um grafo periplanar G com grau méaximo A, Wang e Luo [30] mostraram
que A\(G) < A+ 5, e Calamoneri e Petreschi [6] mostraram que, se A > 8, entao
AMG) < A+ 2. Li e Zhou [22] melhoraram o limite de Wang e Luo no caso em
que A = 3, obtendo A\(G) < A+ 3 = 6. O limite de Wang e Luo implica que a
Conjectura de Griggs e Yeh é satisfeita para A > 3.
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Mostramos limites superiores justos para o nimero L(2,1)-cromético de um
cacto. No restante do capitulo, G denota um cacto conexo com grau maximo A
e cintura g. Pelo Teorema e pela Proposigao se G é uma arvore ou um ciclo,
entao tem-se o limite justo A(G) < A + 2. Portanto, consideramos que G contém
pelo menos um ciclo e A > 3.

Assim como a demonstragao do Teorema [2.2] as demonstragoes dos limites deste
capitulo tém o formato: [ordenacdo 7 dos vértices do grafo] — [algoritmo de L(2,1)-
coloracao cujas entradas sdo o grafo e 7] — [andlise do maior comprimento possivel
de uma L(2, 1)-coloragao realizada pelo algoritmo]. No caso das drvores, a ordenacao
7 é tal que cada vértice possui no maximo um vértice vizinho que o antecede, e,
a cada iteragao, o algoritmo atribui cor a um vértice. Neste capitulo, a ordenacao
7 é tal que cada bloco possui no maximo um “bloco pai” que o antecede, e, a cada
iteragao, o algoritmo atribui cor a todos os vértices dos blocos nao coloridos
que compartilham uma articulacao com um bloco ja colorido. Tal ordenacgao existe
devido a estrutura composta pelos blocos de um grafo conexo ser uma arvore, no

sentido dado pela proposicao que segue.

Proposicao 4.1 (cf. [13]). Seja H um grafo conezxo, A o conjunto das articulagoes
de H, e B o conjunto dos blocos de H. Seja T o grafo tal que V(T) := AUB e
E(T):={aB|la€ A, BeB,acV(B)}. Entao, T é uma drvore.

Se A > 5o0u g > 4, entdo seja 0 := A + 2; caso contrario (A € {3,4} e g = 3),
seja 0 := A 4 3. O teorema subsequente é o modelo seguido pelos teoremas deste

capitulo.
Teorema 4.1. \(G) < 0.

Modelo da prova. Vamos definir recursivamente uma o-L(2, 1)-coloracao f de G.

Seja C1 = (ug,us, ..., uy,u;) um ciclo em G. Para cada 1 < i </,

0 sei=1 (mod 3),
flu;)) =<2 sei=2 (mod 3),
4 sei=0 (mod 3).

Se {1 =1 (mod 3), entao redefinamos f(ug—3) := 0, f(ug,—2) =3, fluy_1) =1e
f(ug) :=4. Se £1 =2 (mod 3), entao redefinamos f(uy_1) :=1e f(ug) := 3.

Suponhamos que f esteja definida em exatamente b blocos de G, com b > 1, e

1. tais blocos induzam um subgrafo conexo G’ de G (G’ é um cacto tal que os
blocos de G’ sao blocos de G);

2. para cada bloco B de G', se, para algum u € V(B), N(u)N(V(G)\V(G")) # 0,

entdo B seja o unico bloco de G’ que contenha o vértice u;
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3. f seja uma o-L(2,1)-coloragao de G;

4. f € Fay, onde Fp 4 € o conjunto de todas as o-L(2, 1)-coloragoes de G’ pos-

sivelmente com algumas restricoes, explicitadas em cada caso especifico.

Se nao existe um bloco B de G’ tal que existe u; € V(B) com N(up) N (V(G)\
V(G")) # 0, entdo G’ = G, e, pela Propriedade [3| f é uma o-L(2,1)-coloragao de
G, conforme queremos. Entao, suponhamos que exista tal bloco B. Definimos f em

todos os blocos de G—V (G') que possuem o vértice u;, de modo que as Propriedades
—[4] se mantenham no novo subgrafo colorido G” := G[V(G’) U N (uy)].

Sejam Bj, Bs, ..., B, os blocos de G — V(G’) que sao ciclos e contém u; (se
nao ha tais blocos, r = 0), e B,11, Byya, ... Bs 0s blocos de G — V(G’) que sao K,
e contém uy. Seja (vy, vy, ..., v;) uma ordenagao de N(ui) N U<, V(Bi) tal que

v1,v3 € N(uy) NV (By), ..., Uar_1,09 € N(uy) NV(B,), vor11 € N(uy) NV (Byy1),
..., e v € N(up) NV(By).

Como atribuimos cores a todos os blocos que contém u; e somente a estes blocos,
vemos que as Propriedades [I] e [2| valem em G”. Assim, basta nos concentrarmos na
validade em G” das Propriedades [3] e [} Pela Propriedade [2] os vértices de B sdo
os Unicos que impoem restri¢des de cores em N(u1) N U;<;c, V(B;). Com o fim
de simplificagao, consideremos apenas dg(u;) = A ao long(; aa prova, o que nao é
restritivo. Portanto, t = A — [N(u;)NV(B)| (t=A—1se Béum Ky;et =A—2
se B é um ciclo).

Nas secoes subsequentes, conforme os casos para A e g, explicitamos Fa, €

mostramos a definicao concreta de f. m

4.1 Grau maximo grande ou cintura grande

Nesta se¢ao, mostramos que A\(G) < A+2,se A > 5ou g > 4. Pelo Corolério ,
vemos que tal limite é justo e é facil obter cactos que o atingem. Provamos separa-
damente os trés casos: A >5; A=4eg>4,eA=3eg>4

Lema 4.1. Seja v > 1 um inteiro, e {ci,¢2,...,¢:} um conjunto de inteiros
tal que ¢ < ¢ < -+ < ¢. Set > max{3,2r}, entio eziste uma familia
{{a1,a2},{as,as}, ..., {as_1,a2.}} der 2-subconjuntos de {cy,ca, ..., c;} dois a dois

disjuntos tal que, para cada 1 <1 <1, |ag_1 — ag| > 2.

Prova. Se r = 1, entao t > 3, e definamos a; := ¢; e as := c3. Consideremos
entao r > 2. Logo, t > 2r. Definamos a1 := ¢q, as := ¢3, a3 := ¢5, a4 = C7, ...,
Ay 1= Cor—1, Qpy1 = C2, Apy2 = C4,y ..., A2p_1 = Cor_2, A2y = Cop. Facilmente, vVemos

que para cada 1 <i < p, |ag;_1 — ag| > 2. O
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Teorema 4.2. Se A > 5, entio A\(G) < A + 2.

Prova. Neste caso, Fa 4 € o conjunto de todas as (A + 2)-L(2, 1)-coloracoes de G,
ou seja, f nao tem uma Propriedade [ adicional.

Em [0, A+ 2]\ ({f(u1) = 1, f(u1), f(u1) + 1} U f(N(u1) NV (B))), existem pelo
menos A — |[N(uy) N V(B)| = t cores disponiveis. Sejam ¢y, ca, ..., ¢ t destas. Se
r = 0, entao atribuamos injetivamente ¢, ¢, ..., ¢; aos vértices em {vy,va, ..., v}
Consideremos entao r > 1. Comot > A—2 > 3 et > 2r, pelo Lema , existe uma
familia {{a1, a2}, {as,as},...,{as,—1,a2.}} de r 2-subconjuntos de {cy,ca,..., ¢}
dois a dois disjuntos tal que, para cada 1 < i < r, |ag_1 — ag;| > 2. Para cada
1 <i<2r, f(v;) := a;, e atribuamos injetivamente co,41, Copyo, ..., 208 vértices
em {Ug,11, Vo2, .., Ut}

Falta atribuir cores aos vértices em J,.,.,. V(By) \ {w1,vax—1,v2;}. Considere-
mos By, para algum 1 < k£ < r. Sejam wl,;u;, ws, ..., wy 08 vértices de By tais que
E(By) = {wiwa, wows, . .., we_1Wp, Wewy }, Wy = Ugg_1, We = Uy € W3 = Ug. Para
4 < i < /{, definamos

f(vog—1) sei=1 (mod 3),
f(wi) = ¢ fluy) se i =2 (mod 3),
f(vag) sei =0 (mod 3).

Se ¢ = 1 (mod 3), redefinimos f em w,. Como |[0,A + 2] \ {f(u1), f(ver_1) —
L f(var—1), f(var—1) + 1, f(vax) — 1, fvar), f(var) + 1} > A —4 > 1, hd uma cor
a para wy, e f(wy) = a. Se ¢ = 2 (mod 3), redefinimos f em wy_; e wy,. H&
10, A+ 2]\ {f(w1), f(van—1), fvar) = 1, f(var), f(vae) + 1} = A —2 > 3 cores para
we-y e |[0, A+ 2]\ {f(u1), f(var), f(var—1) = 1, f(var—1), f(vap—1) + 1} > A=22>3
cores para wy. E facil verificar que existem duas cores a e b disponiveis para wy_; e

wy, respectivamente, tais que |a — b| > 2. Definamos f(wy_1) :=a e f(w,) :=b. O
Teorema 4.3. Se A =4 e g > 4, entao A\(G) < 6.

Prova. Aqui, Fa 4 € o conjunto de todas as 6-L(2, 1)-coloragoes de G’ com a seguinte
restrigao: para cada ciclo C' = (ug, u, ..., ur_1,u9) de G', se, para algum 0 < i <
=1, N(u;) N (V(G)\V(G)) # 0 e f(u;) = 3, entdo {f(ui-1), f(uir1)} # {0,6}
(as somas dos indices sao tomadas mod ¢). Notemos que tal propriedade é satisfeita
pelo ciclo Cf.

Em [0,6]\ ({f(u1) =1, f(u1), f(u1) +1}U f(N(u1) NV (B))), existem pelo menos
4 — |N(uy) N V(B)| =t cores disponiveis. Notemos que r < 1, pois 2r < ¢ < 3.

Se r = 0, entao atribuamos injetivamente ¢ cores aos vértices em {vy,vq, ..., v}
Consideremos entao r = 1. Sejam wy, ws, ws, ..., wp 08 vértices de B; tais que
E(B:) = {wiwa, waws, . . ., Wy 1wy, Wew1 }, W1 = V1, Wy = Up € W3 = Vs.
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Suponhamos que f(u;) > 3. Entao, tomando o reverso de f em relagao a [0, 6]
[T temos que fP(u;) < 3. Redefinamos f em V(G'): para cada v € V(G),
f(v) := f&(v). Assim, ao longo da prova, basta que consideremos f(u;) < 3.

Seja a = f(uy). Escolhemos, a seguir, duas cores b e ¢, b < ¢, dentre as
disponiveis para N(u;) \ V(B) de acordo com o valor de a. Se a = 0, entdo, em
{2,3,4,5,6}\ f(V(B)), ha pelo menos 3 cores disponiveis, e escolhemos b e ¢ de modo
que (b,c) ¢ {(2,5),(3,4),(3,5),(5,6)}. Se a = 3, entdo escolhemos b e ¢ de modo
que (b, c) # (1,5). Notemos que, se a = 3 e hé exatamente 2 cores disponiveis, entao
B é um ciclo e existem dois vértices ug e uz em N(uq) N'V(B). Pela Propriedade [4]
temos que {f(ug), f(uz)} # {0,6} e, portanto, (b,c) # (1,5). Se a € {1,2}, entao
escolhemos 2 cores quaisquer b e ¢. Definamos f(v1) :==be f(vs) :=c. Set = 3,
entdo ha pelo menos uma cor d disponivel para vs, e definamos f(v3) := d.

Agora, definamos f em {wy, ws, ..., w,} de acordo com as possiveis configuragoes

de {a,b,c}. Se a =0, entdo as possibilidades para (b, ¢) s@o
(2,3),(2,4),(2,6),(3,6), (4,5), (4,6);
se a = 1, entdo as possibilidades para (b, ¢) sao
(3,4),(3,5),(3,6),(4,5), (4,6), (5,6);
se a = 2, entdo as possibilidades para (b, ¢) sao
(0,4),(0,5),(0,6), (4,5), (4,6), (5,6);
se a = 3, entdo as possibilidades para (b, ¢) sao
(0,1),(0,5),(0,6),(1,6),(5,6).

1. (a,b,c) =(0,3,6):

Se ¢ =4, entao f(wy) :=1. Se £ =5, entao f(wy) :=2 e f(ws) := 5. Entao,

consideremos ¢ > 6.

2 sei=1 (mod 3),
flw;)):==<0 sei=2 (mod 3),
5 sei=0 (mod 3).

Se ¢ = 1 (mod 3), redefinamos f(w;) := 1. Se £ = 2 (mod 3), redefinamos
flwe—g) :=3, f(we—1) :=5e f(wy) := 1.
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2. (a,b,¢) =(3,0,6):

Se ¢ = 4, definamos f(w,) := 4. Entao, consideremos ¢ > 5.

0 sei=1 (mod 3),
fwi)):==<2 sei=2 (mod 3),
4 sei=0 (mod 3).

Se ¢ = 1 (mod 3), redefinamos f(w;) := 6. Se £ = 2 (mod 3), redefinamos
fwei—y) = =1e f(wy) :=5.
3.¢>b+ 3:

Temos que (a'7 ba C) € {<Oa 2, 6)7 (17 3, 6)7 (27 0, 4)7 (2a 0, 5)7 (27 0, 6)a (37 0, 5)7 (3’ L, 6)}
((0,3,6) foi tratado no Caso[l} e (3,0,6), no Caso [2). Definamos

b sei=1 (mod 3),
flwi)):==qa sei=2 (mod 3),
¢ sei=0 (mod 3).

Se { =1 (mod 3), redefinimos f em w,. As cores proibidas para f(wy) perten-
cema {0,1,c—1,¢,c+1,a} oua{b—1,b,b+1,5,6,a} e, portanto, existe pelo
menos uma cor ¢ disponivel. Se (a,b,c¢) = (2,0,6), entao f(wy) := 4. Caso

contrario, f(wy) := .

Se ¢ =2 (mod 3), redefinimos f em wy_; e wy. Se b =0, entao f(w,_q):=1e

f(wy) := ¢, para alguma cor ¢ € {3,4,5,6} \ {a,c}. Caso contrario, ¢ = 6, e

definamos f(wy) :=5 e f(wp_1) := ¢, para alguma cor ¢ € {0,1,2,3}\ {a, b}.
4. c=b+2.

Temos que (a,b, c) € {(0,2,4),(0,4,6),(1,3,5),(1,4,6),(2,4,6)}. Definamos

b sei=1 (mod 3),
flw;) =< a sei=2 (mod 3),
b+2 sei=0 (mod 3).

Se ¢ =1 (mod 3), entdo redefinamos f(wy) := ¢, para alguma cor ¢’ € [0, 6] \
{a,b—1,b,b+1,b+2,b+ 3}.

Se ¢ =2 (mod 3), redefinamos f em wy_; e wy. Se b € {2,3}, entao f(wp_1) :=
b—1e f(wy) :=b+3. Se (a,b,¢c) € {(0,4,6),(2,4,6)}, entdao f(we_1) :=3 e
f(we) :=1. Se (a,b,c) = (1,4,6), entdao f(we—1):=0¢ f(wy) := 2.
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5. ¢c=b-+1.

Temos que (a,b,c) € {(0,2,3), (0,4,5), (1,3,4), (1,4,5), (1,5,6), (2,4,5),
(2,5,6), (3,0,1), (3,5,6)}.

Se ¢ =4, entao f(wy) := ¢, para alguma cor ¢’ € [0,5]\ {a,b—1,b,b+1,b+2}.
Sel =5ebe {234}, entao f(wy) :=b—1e f(ws) :=b+1. Sel =5¢e
b =0, entdo f(wy) :=4 e f(ws) :=6. Sel{ =5eb=>5,entdo f(wy) ;=4 e

f(ws) := 0. Assim, no restante da prova, consideremos ¢ > 6.

5.1.

D.2.

5.3.

5.4.

(a,b,¢) =(3,0,1):

5 sei=1 (mod 3),
f(wi) =43 sei=2 (mod 3),
1 sei=0 (mod 3)

Se ¢ = 0 (mod 3), entao redefinamos f(w;) := 6. Se ¢ = 2 (mod 3),

entao redefinamos f(wy) := 2.

(a,b,c) = (0,2,3):

5 sei=1 (mod 3),
flw;)):==<0 sei=2 (mod 3),
3 sei=0 (mod 3).
Se ¢ = 0 (mod 3), entdo redefinamos f(wy) := 4. Se £ = 2 (mod 3),
entdo redefinamos f(wy—1) :=1 ¢ f(w,) := 4.

(a,b,c) = (1,3,4):

6 sei=1 (mod 3),
flw;)):==<1 sei=2 (mod 3),
4 sei=0 (mod 3).
Se ¢ = 0 (mod 3), entdo redefinamos f(wy) := 5. Se £ = 2 (mod 3),

entdo redefinamos f(wy) := 0.

(b,c) = (4,5):

Notemos que a € {0,1,2}. Seja ¢ := 3, se a € {0, 1}; sendo, ¢ := 0.

/

d sei=1 (mod 3),
flw;)):==3a sei=2 (mod 3),
5 sei=0 (mod 3).
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Se ¢ = 0 (mod 3), entao redefinamos f(wy) := 6. Se ¢ = 1 (mod 3),
entao redefinamos f(wy) := ¢’, para alguma cor ¢’ € {0,1} \ {a}. Se
¢ =2 (mod 3), entao redefinamos f(w,_1) :==3 e f(wy) := 6.
5.5. (b,¢) = (5,6):
Notemos que a € {1,2,3}. Seja ¢ :=4, se a € {1,2}; sendo, ¢ := 1.
d sei=1 (mod 3),
flw;)):==<a sei=2 (mod 3),
6 sei=0 (mod 3).

Seja ¢’ := 0, se a € {2,3}; sendo, ¢’ := 3. Se £ = 0 (mod 3), entao
redefinamos f(wy) := ¢’. Se £ =1 (mod 3), entao redefinamos f(wy) :=
0. Se £ =2 (mod 3), entao redefinamos f(wp_q) :=4 e f(w,) :=0. O

Teorema 4.4. Se A =3 e g >4, entio \(G) < 5.

Prova. Aqui, Fa 4 é o conjunto de todas as 5-L(2, 1)-coloragoes de G’ com a seguinte
restri¢ao: para cada bloco B de G’ tal que V(B) = {uy,us} , se N(u1) N (V(G) \
V(G")) # 0, entdo (f(u1), f(uz)) & {(2,5),(3,0)}.

Suponhamos que f(u;) > 3. Entao, tomando o reverso de f em relagao a [0, 5]
[ temos que fE(u;) < 2. Redefinamos f em V(G'): para cada v € V(G'),
f(v) := fE(v). Assim, ao longo da prova, basta que consideremos f(u;) < 2.

Em [0,5]\ ({f(u1) — 1, f(u1), f(u1) +1}U f(N(u;) NV (B))), existem pelo menos
3 —|N(uy) NV (B)| =t cores disponiveis. Notemos que 7 < 1, pois 2r <t < 2. Su-
ponhamos que r = 0. Se f(u1) € {1,2}, entao atribuamos injetivamente ¢ cores aos
vértices em {vy, vq, ..., v }; caso contréario, f(u;) = 0, e atribuamos injetivamente as
cores em {2,4,5}\ f(N(u1) NV (B)) aos vértices em {vy,vq,...,v;}. Consideremos
entdo r = 1. Temos que B é um K. Seja ug 0 tnico vizinho de u; em N(uy)NV(B).
Pela Propriedade [4 se f(u1) = 2, entdo f(up) # 5. Sejam wi,ws, w3, ..., we 08
vértices de By tais que E(B) = {wiws, wows, . .., We_1We, wew1 }, wy = vy, We = Uy
e wy = ve. A seguir, definimos f em V(Bj) \ {u1} conforme as possibilidades para

{f(ul)vf<u2)}'

L (f(u1>vf<u2)) < {(07 2)? (073)}
Definamos f(w;) := 4 e f(ws) := 5. Se £ = 4, entdo f(wy) := 1. Se { =5,

entdo f(wy) :=3 e f(ws) := 1. Entao, consideremos ¢ > 6.

3 sei=1 (mod 3),
fw;)):==<0 sei=2 (mod 3),
5 sei=0 (mod 3).
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Se £ = 0 (mod 3), redefinamos f(wy) := 2. Se ¢ = 1 (mod 3) ou ¢ = 2
(mod 3), redefinamos f(wy) := 1.

- (fu), f(u2)) € {(0,4),(0,5)}:
Definamos f(w;) := 2 e f(ws) := 3. Se £ = 4, entdo f(wy) := 5. Se £ =5,

entdo f(wy) :=1e f(ws) := 4. Entao, consideremos ¢ > 6.

5 sei=1 (mod 3),
flw;)):==<0 sei=2 (mod 3),
3 sei=0 (mod 3).

Se £ = 0 (mod 3), redefinamos f(w,) := 4. Se £ = 2 (mod 3), redefinamos
flwi—y) = =1e f(we) = 4.

: (f(ul)vf<u2)) < {(17?’)7 (270)}

Definamos f(w;) := 4 e f(w3) := 5. Se £ = 4, entdo f(wy) := 0. Se ¢ =5,

entdo f(wy) :=3 e f(ws) := 0. Entao, consideremos ¢ > 6.

0 sei=1 (mod 3),
flwi)) =<3 sei=2 (mod 3),
5 sei=0 (mod 3).

Se ¢ = 0 (mod 3), redefinamos f(w;) := 1. Se £ = 2 (mod 3), redefinamos
flwe-1) :==2e f(w,) :== 0.

- (flur), flug)) = (1, 4):

Definamos f(w;) := 3 e f(ws) := 5. Se £ = 4, entdo f(wy) := 0. Se £ =5,

entao f(wy) ;=2 e f(ws) := 0. Entao, consideremos ¢ > 6.

0 sei=1 (mod 3),
fw)) =<2 sei=2 (mod 3),
4 sei=0 (mod 3).

Se £ =0 (mod 3) ou £ =2 (mod 3), redefinamos f(wy) := 5.

- (f(w), f(u2)) = (1,5):
Definamos f(w;) := 3 e f(ws) := 4. Se £ = 4, entdo f(wy) := 0. Se { =5,
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entdo f(wy) ;=2 e f(ws) := 0. Entao, consideremos ¢ > 6.

0 sei=1 (mod 3),
flw;)) =<2 sei=2 (mod 3),
5 sei=0 (mod 3).

Se ¢ =2 (mod 3), redefinamos f(w;—2) =4, f(we—1) :=0¢ f(w,) := 5.

6. (f(ur), flug)) = (2,4):
Definamos f(w;) := 0 e f(ws) := 5. Se £ = 4, entdo f(wy) := 3. Se { =5,

entdo f(wy) :=1e f(ws) := 4. Entao, consideremos ¢ > 6.

3 sei=1 (mod3),
flw;)):==<1 sei=2 (mod 3),
5 sei=0 (mod 3).

Se ¢ =2 (mod 3), redefinamos f(w,_1) :==2 e f(wy) := 4. O

4.2 Grau maximo pequeno e cintura pequena

Nesta se¢ao, cobrimos os casos que restam: A=4eg=3;e A=3eg=3.
Teorema 4.5. Se A =4 e g =3, entio \(G) < T.

Prova. Neste caso, Fp 4 é 0 conjunto de todas as 6-L(2, 1)-coloragdes de G, ou seja,
f nao tem uma Propriedade 4| adicional.

Suponhamos que f(u;) > 3. Entéo, tomando o reverso de f em relacao a [0, 6]
[T temos que ff(u;) < 3. Redefinamos f em V(G'): para cada v € V(G'),
f(v) := fE(v). Assim, ao longo da prova, basta que consideremos f(u;) < 3.

Em [0, 7]\ ({f(u1) =1, f(u1), f(u1) +1}U f(N(u1) NV (B))), existem pelo menos
5 — |N(u;) N V(B)] = t+ 1 cores disponiveis. Notemos que r < 1. Se r = 0,
entao atribuamos injetivamente t cores aos vértices em {vy,vq,...,v;}. Considere-
mos entao r = 1. Como g = 3, temos que possivelmente B; é um ciclo de trés
vértices e, portanto, v; e vy sao adjacentes. Logo, caso B; possua tres vértices,
devemos definir f em v; e vy de modo que |f(v1) — f(v2)| > 2. Escolhamos duas
cores b e ¢, b < ¢, dentre as disponiveis para N(uy) \ V(B) de forma que ¢ > b+ 2.
Tais escolhas sao possiveis porque ha pelo menos t + 1 > 3 cores disponiveis. Defi-
namos f(vy) :=be f(vy) :=c. Se t = 3, entdao hd pelo menos uma cor d disponivel

para vz, e definamos f(v3) := d. Sejam wy, wy, ws, ..., w, os vértices de By tais que
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E(By) = {wywsg, wows, ..., we_1wg, wewy}, wy = vy, Wy = Uy € wy = vy. Definamos

fem {wy,ws, ... w}.

b sei=1 (mod 3),
flwi) :== < f(uy) sei=2 (mod 3),
c sei=0 (mod 3).

Se £ =1 (mod 3), redefinimos f em w,. Como |[0,7]\ {f(u1),b—1,b,b+1,c—
1,¢,c+ 1} > 1, hd uma cor ¢ disponivel para w,. Definamos f(w,) := ¢.

Se ¢ = 2 (mod 3), redefinimos f em wy_; e wy. Seja Ay = [0,7] \ {f(u1),b —
Lbb+1,c}, e Apy = [0,7]\ {f(u1),b,c — 1,¢,c+ 1}. Temos que |A,_ 1| > 3 e
|As > 3. E facil verificar que existem ¢ € A,y e " € Ay tais que | — '] > 2.

Definamos f(w,—1) = e f(wy) = . O
Teorema 4.6. Se A =3 e g =3, entio \(G) < 6.

Prova. Neste caso, Fa 4 é 0 conjunto de todas as 6-L(2, 1)-coloragoes de G’ com a
seguinte restrigdo: para cada bloco B de G’ tal que V(B) = {uj,us} , se N(uj) N
(V(G)\V(G")) # 0, ento (f(w), f(u2)) ¢ {(0,6),(1,6), (5,0), (6,0)}.

Suponhamos que f(u1) > 3. Ent@o, tomando o reverso de f em relacao a [0, 6]
ff temos que ff(u;) < 3. Redefinamos f em V(G’): para cada v € V(G'),
f(v) :== fB(v). Assim, ao longo da prova, basta que consideremos f(u;) < 3.

Em [0,6]\ ({f(u1) =1, f(u1), f(u1) +1}U f(N(u1) NV (B))), existem pelo menos
4—|N(uy)NV(B)| =t+1 cores disponiveis. Notemos que r < 1. Suponhamos que
r=0. Se f(uy) € {1,2,3}, entao atribuamos injetivamente ¢ cores aos vértices em
{v1,v9, ..., }; caso contrario, f(u;) = 0, e atribuamos injetivamente as cores em
{2,3,4}\ f(N(u1) NV(B)) aos vértices em {vy,vg, ..., v}

Consideremos entao r = 1. Temos que B é um Ks. Seja us o Unico vizinho de
up em V(B). Se f(u1) € {0,1}, entdo, pela Propriedade [d] f(uz) # 6, e definamos
f(v1) == e f(v) := 6, onde ¢ é alguma cor em {3,4} \ {f(u2)}. Se f(uy) = 2
e f(ug) = 0, entao f(vy) = 4 e f(vg) := 6; se f(u1) = 2 e f(ug) € {4,5,6},
entdo f(vy) := 0 e f(vy) := ¢, onde ¢ é alguma cor em {4,5} \ {f(u2)}. Se
f(u1) =3 e f(ug) € {0,1}, entao f(vq) := ¢ e f(va) := 6, onde ¢’ é alguma cor em
{0, 1}\{f(uz2)}; se f(u;) =3 e f(ua) € {5,6}, entdo f(vy) :=0e f(vq) := ¢, onde ¢
é alguma cor em {5,6}\{f(u2)}. Notemos que, em todos os casos, |f(v1)— f(ve)| > 2
e {f(v1), f(v2)} N {0,6} # 0.

Sejam wy, Wy, w3, . .., we os vértices de By tais que E(B;) = {wjws, wows, ...,
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Wy—_1We, Wewn }, W = V1, Wo = Uy € w3 = vq. Definamos f em {wy, ws, ..., we}.

f(v1) sei=1 (mod 3),
flwi) :== < f(uy) sei=2 (mod 3),
f(va) sei=0 (mod 3).

Se ¢ = 1 (mod 3), redefinimos f em w,. Porque f(v;) = 0 ou f(vy) = 6,
10, 6]\ {f (ua), f(v1) = 1, f(v1), fv1) + 1, fv2) =1, f(v2), f(v2) + 1} = 1 e hd uma
cor ¢ disponivel para w,. Definamos f(wy) := .

Se ¢ = 2 (mod 3), redefinimos f em w;_; e wy. Se f(uy) € {0,1} e f(vy)
entdao f(we—1) :=2e f(wy) == 5; se f(u1) € {0,1} e f(v1) =4, entdo f(w,_1) =
e f(wy) := ¢, onde ¢ é alguma cor em {0,1} \ {f(u1)}. Se f(u1) =2 e f(vy)
entao f(we_q) := 1 e f(wy) := 3; se f(u1) =2 e f(vy) = 6, entdo f(we_1) := 3 e
f(we) :=1. Se f(uy) =3, entdo f(we—1) :=2¢e f(wy) := 4. O

||
Oc,o

Os limites dos teoremas [4.5] e [4.6] s2o justos e sao atingidos pelos grafos na Fi-

gura[f.2l A demonstragao de que estes grafos atingem o limite é feita no Capitulo 5]

G333

Figura 4.2: M(Gs3) = A(Gs3) +3 e AM(G34) = A(G34) + 3.
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Capitulo 5
Grafos de blocos

Um grafo é um grafo de blocos se é conexo e todo bloco é um grafo completo.
Vemos que a classe dos grafos de blocos cujos niimeros-clique sao no maximo dois
equivale a classe das arvores. Assim, neste capitulo, restringimo-nos aos grafos de

blocos cujos numeros-clique sao pelo menos trés.

Figura 5.1: Um grafo de blocos.

Bonomo e Cerioli [4] provaram um limite superior justo para o nimero L(2,1)-
cromatico de grafos de blocos. As autoras também mostraram que, para cada ¢ > 3,
existe um grafo de blocos cujo nimero-clique é igual a 3 e cujo grau maximo ¢é igual
a ¢ tal que seu numero L(2,1)-cromatico é igual ao limite obtido. Comegamos
apresentando estes resultados. Adaptamos a demonstracao do limite de Bonomo
e Cerioli para mostrar que grafos com conectividade igual a um e com uma de-
terminada relagao entre o grau maximo e o tamanho do maior bloco satisfazem a
Conjectura de Griggs e Yeh.

No restante do capitulo, apresentamos nossos resultados: para cada p > 4, para
cada ¢ > p, mostramos um limite superior para o nimero L(2,1)-cromatico dos
grafos de blocos tais que o ntmero-clique é igual a p e o grau maximo ¢é igual a q.
Em vérios casos, os limites obtidos sao justos.

A demonstragao do limite de Bonomo e Cerioli e também as demonstracoes dos
nossos limites tém o formato: [ordenacao 7 dos vértices do grafo] — [algoritmo de

L(2,1)-coloracao cujas entradas sao o grafo e ] — [andlise do maior comprimento
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possivel de uma L(2, 1)-coloragao realizada pelo algoritmo], e a ordenagao 7 é tal que
cada bloco possui no maximo um “bloco pai” que o antecede, e, a cada iteracao, o
algoritmo atribui cor a todos os vértices dos blocos nao coloridos que compartilham

uma articulagao com um bloco ja colorido.

5.1 Limite de Bonomo e Cerioli

Dado um grafo conexo G, denominemos um bloco de G' um bloco terminal se
este corresponde a uma folha na arvore de articulagdes e blocos de G (a arvore de
articulagoes e blocos de um grafo é a drvore T definida na Proposigao [£.1). Um
bloco terminal de G contém no maximo uma articulacao de G.

A seguir, o limite superior para o nimero L(2,1)-cromético de grafo de blocos

provado por Bonomo e Cerioli [4].

Teorema 5.1 ([4]). Seja G um grafo de blocos com w(G) =w e A(G) = A. Entao,
AMG) < max{A + 2, min{3w — 2, A + w}}.

Prova. Por inducao no numero de blocos b. Para um grafo H qualquer, seja
o(H) = max{A(H) + 2,min{3w(H) — 2,A(H) + w(H)}}. Se b = 1, entao
G ¢ um grafo completo, w = |[V(G)| e A = |[V(G)] — 1. Assim, o(G) =
max{|V(G)|+1, min{3|V(G)|-2,2|V(G)|-1}} = 2|V(G)|-1 > 2|V(G)|-2 = \(G),
onde a tultima igualdade segue da Proposicao [2.5] Suponhamos entao que b > 1 e

que todo grafo de blocos G’ com menos do que b blocos tenha uma o(G’)-L(2,1)-

coloragao.
Sejam By, By, ..., By, com p > 2, blocos de G tais que existe uma articulacao v
de G comum a todos By, By, ..., B,; para cada 2 < ¢ < p, B; ¢ um bloco terminal;

e [V(B)| > |V(Bs)] > ... > |V(B,)|. Paracada 1 < i < p, seja V; := V(B;).
Seja G' .= G — (U2§i§pv;' \ {v}) Pela hipétese de indugao e porque A(G') < A
e w(G) < w, existe uma o(G)-L(2, 1)-coloragdo f de G'. Vamos estender f a uma
o(G)-L(2,1)-coloracao de G.

Sejam cy, ¢y, ..., ¢ as cores disponiveis para (Jyo,c, Vi \ {v} tais que ¢; < ¢y <
U2§z‘§pvi \ {U}‘ = Z2§i§p Vil=p+1e
t>2Vp\ {0} — 1 = 2|Vh| — 3; ou seja, se t > max{zzgigp|m| 1, 2Ve] — 3}.

Tomando os vértices em V5 \ {v}, seguidos dos vértices em V3 \ {v}, ..., e, por fim,

- < . E possivel estender f se t >

os vértices em V;, \ {v}, atribuem-se as cores c1, ¢s, ..., 11, C2, €1y ooy Oyt
Temos que t = [[0,0(G)] \ ({f(v) — L, f(v) + 1} U f(V1))] = 0o(G) — 1 — [V].
Claramente, o(G)—1—|Vi| > max {2299 Vil —p+1, 2|V5| — 3} se, e somente se,
o(G) > maX{Zlgigp Vil —p+2,2|Va| + |V4| — 2}. Notemos que 2199 |Vi|—p+2
=de(v) +2 < A+2 < 0(G). Ainda, 2|V +|Vi| =2 < 3w —2e 2|Vs| + V1| —2 =
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(Al + [Va| = 2) + Vo] < dg(v) + w < A+ w. Logo, 2|Va| 4+ |V1] — 2 < min{3w —
2,A +w} < o(G). Portanto, o(G) > maX{Z1gigp Vil —p+ 2, 2|Va| + |VA| — 2} e
f pode ser estendida a uma o(G)-L(2, 1)-coloragao de G. O

Seja G um grafo de blocos com A(G) = A >3 e w(G) =w > 2. O Teoremal[5.1]
implica que G satisfaz a Conjectura de Griggs e Yeh: A\(G) < A4+w < 2A+1 < A%
Na Secao [5.3] analisamos a justeza do limite de Bonomo e Cerioli.

O seguinte corolario do Teorema |5.1|serd bastante usado ao longo deste capitulo.

Corolario 5.1. Sejam p,q,t > 1 inteiros, e seja {c1,ca,...,c} um conjunto de t
inteiros distintos. Se t > max{q,2p — 1}, entdo, para todo 1 < s < q, existe uma
familia As de s subconjuntos dois a dois disjuntos de {c1,co, ..., ¢} tal que o maior
subconjunto de A, tem p elementos e cada subconjunto de A, consiste de inteiros

nao consecutivos.

5.2 Um limite para grafos gerais

Seja G um grafo conexo, e p(G) := max{|V(B)| : B é um bloco de G}. Em
particular, se G é um grafo de blocos, temos que p(G) = w(G). Mostramos, a
seguir, que pode-se adaptar a prova do Teorema de modo a obter um limite

superior para A(G) que é uma funcdo de A(G) e de p(G).

Teorema 5.2. Seja G um grafo conexo com A(G) = A e p(G) = p. Entio, \(G) <
max{A + 2, 3p}.

Prova. Por inducao no ntimero de blocos b. Para um grafo conexo H qualquer, seja
o(H) := max{A(H) + 2,3p(H)}. Se b = 1, entdo p = |V(G)|. Assim, o(G) =
max{A + 2,3|V(G)|} = 3|V(G)| > 2|[V(G)| — 2 > A(G). Suponhamos entao que
b > 1 e que todo grafo de blocos G’ com menos do que b blocos tenha uma o(G’)-
L(2,1)-coloragao.

Sejam By, By, ..., By, com p > 2, blocos de G tais que existe uma articulacao v
de G comum a todos By, By, ..., B,; para cada 2 < ¢ < p, B; é um bloco terminal;
e [V(Bg)| > |V(B3)] > ... > |V(B,)|. Paracada 1 < i < p, seja V; := V(B;).
Seja (v1,va, ..., vs) uma ordenacao de N(v) N (Vo U---UV,) tal que nas primeiras
| N (v) NVa| posigdes estao os vértices de N(v)NVa, nas | N (v) N V3| posicoes seguintes
estao os vértices de N(v)NVs, ..., e nas dltimas | N (v) NV, | posigoes estao os vértices
de N(v)NV,. Seja G' :== G — (Uzgigp Vi\ {v}) Pela hipdtese de indugao e porque
A(G") < Aep(G') < p, existe uma o(G)-L(2, 1)-coloracao f de G'. Vamos estender
f auma o(G)-L(2, 1)-coloragao de G.

Sejam ¢y, ¢a, . . ., ¢ as cores disponiveis para N(v) N (Vo U---UV,) tais que ¢; <
& < v+ < . Temos que ¢ = |[0,0(G)\ ({£(0)— 1, f(0), F(o) LU F(N(2) NVA))| >
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o(G)—1—|Vi|. Claramente, 0(G)—1—|V1| > A+1—|Vi| > [N(v)N(VaU---UV,)|.
Eo(G)—1—-W|>3p—1—=|Vi|>2p—1>2p—32>2|V3\ {v}| — 1. Definamos
for) =cr, .o, flopy) = coeyoq, fUp4) = ca, oo, fue) == ¢y1 (ignoram-se
os v; tais que j > s).

Consideremos B;, para algum 2 < i < p. Falta atribuir cores a V; \ (v U N(v)).
Como ¢t > 2p — 1, dentre cy,..., ¢, had pelo p cores ¢; tais que 7 é fmpar e pelo
menos p — 1 cores ¢; tais que j é par. Observemos que |{cs,...,cop-1,C2}| =
ez, oo copmrsca,cal| = - - = {copo1, 2, ¢, . .., Cop_a}| = p—1. Sejal := |N(v)NV],
e sejam ¢j,, . .., ¢j, as cores dentre ¢y, ..., ¢; que pertencem a N(v)NV; tais que ¢;, <
-+ < ¢;,. Notemos que, pela forma como foram atribuidas as cores ¢y, ..., ¢, as pos-
sibilidades de paridades de j; e j; sao: j; e j, impares; j; e jo pares; e j; impar e j, par
(71 par e j, impar é impossivel). Seja A := {c1,¢3,..., 23}, s€ j1 e jo sao impares;
A = {cy,cq,...,cop 2}, s€ j1 € jy sao pares; A = {¢j,13,...,Cop-1,C2,...,Cj,}, s€
J1 é impar e j, é par. Atribuamos injetivamente as cores em A\ f(N(v) NV;) aos
vértices de V; \ (v U N(v)). Assim, estendemos f a uma o(G)-L(2, 1)-coloragao de

(G, como queremos. n

Pelo Teorema [5.2) se A > 3 e A > p, entdo A\(G) < A+2 < A? ou A\(G) <
3p < A? e, portanto, G satisfaz a Conjectura de Griggs e Yeh. Observemos que, se

A > p, entao G possui pelo menos dois blocos, ou seja, nao é 2-conexo.

Figura 5.2: Um grafo com A > p.

5.3 Subclasses B,,

Seja G um grafo de blocos com grau maximo A e numero-clique w. Do Teo-

rema [5.]

e w<A<2w—-2=)\G) <A+w;
¢ 2w—2<A<3w—-4=)\NG)<3w-—-2;e

e 3w—4<A=)\NG)<A+2.
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Para cada p > 3, para cada ¢ > 3p — 4, seja G,, o grafo de blocos tal
que V(Gpg) = {ur,uz,us, ..., up} U {z1,22,. .., 2g—pr1} U {¥1,Y2, -, Yg—pr1} U
{z1,20, ..y Zgepr1} € E(Gpq) ={uwu; : 1 <i<j<plU{wz;:1<i<qg—p+1}
U{ugy; :1<i<qg—p+1} U {uzz; : 1 <i<q—p+1}. Claramente, w(G,,) =p
e A(G,q) = q. Pelo Coroldrio 2.1 A(G,,q) > A(G,q) + 2. Vemos entdo que a cota
superior do Teorema [5.1] é justa na classe de todos os grafos de blocos e que, mais
especificamente, ela é a melhor possivel em cada uma das subclasses B, , := {G é
um grafo de blocos : w(G) =pe A(G) =q} comp>3eq>3p—4.

Nas segoes subsequentes, analisamos a justeza do limite do Teorema [5.1] nas
subclasses B, , tais que p > 3 e p < ¢ < 2p — 2. Bonomo e Cerioli [4] cobriram Bs 3
e Bs 4, concluindo que o limite permanece justo nestas subclasses. Apresentamos
estes resultados nas secoes sobre B, , e B, .1, respectivamente. Mostramos que o
limite do Teorema também é justo na subclasse B, 4, mas que o limite justo em
By, com p > 5, ¢ uma unidade menor. Para cadap > 5 e p < ¢ < 2p—2, provamos
um limite uma unidade menor e, para algumas combinagoes destes valores de p e ¢,
provamos que ele é justo.

As demonstragoes dos nossos limites seguem o modelo adiante.

Teorema 5.3. Seja G € B,,, comp=q>>5oup>4ep<q<2p—2. Entdo,
NG)<p+qg-1.

Modelo da prova. Vamos definir recursivamente uma (p + ¢ — 1)-L(2, 1)-coloragao f
de G. Definimos f em uma p-clique {uy,us, ..., u,} de G conforme os casos para p
e ¢ tratados nas segoes subsequentes.

Suponhamos que f esteja definida em exatamente b blocos de G, com b > 1, e

1. tais blocos induzam um subgrafo conexo G’ de G' (G’ é um grafo de blocos tal

que os blocos de G’ sdo blocos de G);

2. para cada bloco B de G, se, para algum u € V(B), N(u)N(V(G)\V(G")) # 0,

entao B seja o unico bloco de G’ que contenha o vértice u;
3. f sejauma (p+q— 1)-L(2,1)-coloracao de G';

4. f € F,,, onde F,, é o conjunto de todas as (p+q—1)-L(2, 1)-coloracoes de G’
com restricoes sobre as cores nos blocos de ¢ — p + 2 vértices e possivelmente

outras restricoes.

Se nao existe um bloco B de G’ tal que existe u; € V(B) com N(u;) N (V(G) \
V(G")) # 0, entdo G’ = G, e, pela Propriedade [3| f é uma o-L(2,1)-coloragao de
GG, conforme queremos. Entao, suponhamos que exista tal bloco B. Definimos f em

todos os blocos de G—V (G') que possuem o vértice u;, de modo que as Propriedades

— 4] se mantenham no novo subgrafo colorido G” := G[V(G") U N (uy)].
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Sejam By, By, ..., B, os blocos de G —V (G’) de ¢ — p+2 vértices que contém u,
(se ndo h4 tais blocos, r = 0), e B,y1, Byo, ..., By 0s outros blocos de G — V(&)
que contém wuy. Seja (vq,vs, ..., 1) uma ordenacao de (J, oo, V(Bg) \ {u1} tal que
nas primeiras |V (B;)| — 1 posigoes estao os vértices de V(él)_\ {u1}, nas |V (By)| —1
posigoes seguintes estao os vértices de V(Bz) \ {u1}, ..., e nas |[V(By)| — 1 dltimas
posigoes estao os vértices de V/(Bs) \ {uy}.

Como atribuimos cores a todos os blocos que contém u; e somente a estes blocos,
vemos que as Propriedades [1] e [2[ valem em G”. Assim, basta nos concentrarmos na
validade em G” das Propriedades [3|e 4 Pela Propriedade [2] os vértices de B sdo os
unicos que impoem restri¢oes de cores em N(u1) N Jy«;<, V(Bi). Seja £ := |V (B)].
Com o fim de simplificacao, consideremos apenas dg(’l_Ll_) = A(G) = q ao longo da
prova, o que nao ¢ restritivo. Portanto, t = ¢ — ¢ + 1.

Nas secoes subsequentes, conforme os casos para p e ¢, explicitamos F, , e mos-

tramos a defini¢ao concreta de f. m

5.4 B,

Apresentamos o grafo de blocos G35 € Bs s, exibido originalmente por Bonomo
e Cerioli [4], para o qual A(G33) = 6, e exibimos o grafo de blocos G4 4 € By 4, para
o qual A\(G44) = 8. Para p > 5, provamos que, para G € B,,, A(G) < 2p—1e
exibimos um grafo de blocos G,,, € B, tal que A\(G,,) = 2p — 1.

As possiveis configuragoes de uma (2p — 1)-L(2, 1)-coloragao em uma p-clique

sao expostas a seguir.

Proposicao 5.1. Seja G € B,,. Se eziste uma (2p — 1)-L(2,1)-coloragdo f de
G, entao as possiveis configuragoes de f em uma p-clique {uy,us, ..., u,} sao:
{0,2,....2p—2}, {1,3,...,2p— 1} € {0,2,...,2k, 2k + 3,2k +5,...,2p — 1} para
cada 0 < k <p—2.

Prova. Trivial. O

i<j

Figura 5.3: Configuracoes proibidas da Proposi¢ao [5.2

As seguintes configuragoes sao proibidas em uma (2p — 1)-L(2, 1)-coloragao.
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Proposigao 5.2. Seja G € B,,. Sejam B e By dois blocos de G tais que V(B) =
{ur,us} e V(By1) = {u1,v9,...,v,}. Se existe uma (2p — 1)-L(2,1)-coloragao f de

G, entdo as sequintes configuracoes de f sao proibidas:
1. fu)=2i—1c¢€ f(uy) =25 — 1, para algum 1 <i < j<p;e
2. flur) =25 —2 e f(ug) =2i — 2, para algum 1 < i < j <p.

Prova. Suponhamos que exista uma (2p—1)-L(2, 1)-coloragao f de G. Suponhamos
por contradicao que f(uy) = 2i — 1 e f(ug) = 2j — 1, para algum 1 < i < j < p.
Pela Proposi¢ao [b.1 se uma cor fmpar 2k + 1 estd atribuida a algum vértice de
uma p-clique, entao todas as cores fmpares maiores do que 2k + 1 também estao
atribuidas a vértices de tal p-clique. A p-clique V(B;) possui um vértice cuja cor é
2i — 1 (o vértice up), mas ela evita a cor 2j — 1. Temos, assim, uma contradicao.
Logo, a Configuragao (1| é proibida.

Observemos que f possui a Configuracao [2| se, e somente se, o reverso de f em
relagdo a [0, 2p— 1] possui a Configuracao . Portanto, a proibicao da Conﬁgura(;éo
implica a proibi¢ao da Configuragao [2 O]

O limite de Bonomo e Cerioli é justo para p = 3.

Figura 5.4: G 3.

Proposigao 5.3 ([4]). Seja Gs3 o grafo na Figural|5.4. Entio, \(Gs3) = 6.

Prova. Suponhamos por contradi¢io que exista uma 5-L(2, 1)-coloracao f de G 3.
Para cada 3-clique X em Gs3, temos que f(X) € {{0,2,4}, {0,2,5}, {0,3,5},
{1,3,5}}. Sejam X = {vy,v9,v3} e X' = {vy,v5,06} 3-cliques de G335 tais que
vy € E(Gs3). Se f(X) ={0,2,5}, temos que f(v1) ¢ {2,5}. De fato, f(vy) = 2
implica f(vs) = 4, mas nao podemos ter f(X') = {0,2,4}, e f(v;) = 5 implica
f(vs4) € {1,3}, mas nao podemos ter f(X') € {{0,3,5},{1,3,5}}. Analogamente, se
F(X) = {0,3,5}, temos que f(vr) & {0,3}. Logo, f(X1), F(Xz), F(Xs) € {{0,2,4},
{1,3,5}}. Se existem 4, j € {1,2,3} tais que f(X;) # f(X;), ndo hé cor disponivel
para v. Portanto, f(X;) = f(X2) = f(X3). Mas, em ambas as possibilidades para

f(X;), ndo ha cor disponivel para v, uma contradigao. ]
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O limite de Bonomo e Cerioli também ¢ justo para p = 4.

Figura 5.5: Gyg4.

Proposicao 5.4. Seja G4 o grafo de blocos da Figura . Entao, AN(Gy4) = 8.

Prova. Suponhamos por contradi¢io que exista uma 7-L(2, 1)-coloracao f de Gyg4.
Analisemos os possiveis valores de f(v). Notemos que basta considerar os casos em
que f(v) é impar; se f(v) é par, entdo o reverso de f em relagdo a [0,7] é uma

7-L(2, 1)-coloracao de G com f(v) fmpar.

e f(v) = 7: No méaximo [{0,2,4}| = 3 cores pares estdao atribuidas em N (v),
de modo que, para algum vizinho w de v, f(w) é impar (menor do que 7).
Logo, pela Proposicao f tem uma configuracao proibida do tipo[I} Entao,
F) #7

e f(v) = 5: No méaximo |{0,2}| = 2 cores pares estao atribuidas em N(v), de
modo que, para algum vizinho w de v, f(w) é um impar menor do que 5.
Logo, pela Proposicao f tem uma configuragao proibida do tipo[I} Entao,
f(v) #5.

e f(v) = 3: Temos que f(N(v)) = {0,5,6,7}, pois, se 1 € f(N(v)), entao,
pela Proposi¢ao [5.2 f tem uma configuracao proibida do tipo [1} Seja w o
vizinho de v tal que f(w) = 5, e seja {w, 1, x9, 23} a 4-clique que contém w.
Pela Proposigao f{x1, 29, 23}) = {0,2,7}. Sem perda de generalidade,
f(z1) = 2. Seja y o vizinho de 1 que nao w, xrs nem x3. Temos que f(y) é
um par maior do que 2, logo, pela Proposi¢ao [5.2] f tem uma configuragao
proibida do tipo[2] Entao, f(v) # 3.

e f(v) =1: Nomaximo |{4,6}| = 2 cores pares estao atribuidas em N(v). Logo,
para algum vizinho w de v, temos que f(w) € {3,5}. Seja {w,z1,zs, 23} a
4-clique que contém w. Suponhamos que f(w) = 3. Pela Proposigao ,
f{x1,22,23}) = {0,5,7}. Sem perda de generalidade, f(z1) = 0. Seja y o vi-

zinho de 1 que ndo w, x5 nem z3. Temos que f(y) é par (maior do que 0), logo,
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pela Proposigao f tem uma configuracao proibida do tipo [2] Portanto,
f(w) = 5. Pela Proposicao f{z1, 22, 23}) € {{0,2,7},{0,3,7}}. Sem
perda de generalidade, x; é o vértice de cor 2, se f({z1,zq,23}) = {0,2,7}; e
xy é o vértice de cor 0 se f({x1,x2,23}) = {0,3,7}. O vizinho y de z; que nado
w, Ty nem 3 tem uma cor par maior do que a de z1, logo, pela Proposicao [5.2}
f tem uma configuragao proibida do tipo [2} Entdo, f(v) # 1.

Portanto, f(v) ¢ [0, 7], uma contradigao. O
Teorema 5.4. Seja G € B,,,. Se p > 5, entio \(G) < 2p — 1.

Prova. Atribuamos injetivamente as cores em {0,2,...,2p — 2} aos vértices da p-
clique inicial {uy,ug, ..., u,}.
Aqui, F,, é o conjunto de todas as (2p — 1)-L(2,1)-coloragdes de G’ com as

seguintes restricoes:

e se existem um bloco B de G’ com V' (B) = {uy,us} e um bloco By de G-V (G’)
com V(B;) = {u1,va,...,0,}, entdo (f(u1), f(uz)) € {(20—1,2j—1):1<i<
J<ptuU{(2j—2,20—2):1<i<j<ptU{(3,1),(51),(53),(2p—4,2p—
6), (2p —2,2p = 6), (2p = 2,2p = 4)};

e para cada bloco B de G, se, para algum u € V(B), N(u)N(V(G)\V(G")) # 0,
cada bloco de G — V(G') que contém u é um Ky e f(u) € {2p —3,2p — 1},
entao existe v € V(B) tal que f(v) é impar e f(v) < f(u);

e para cada bloco B de G, se, para algum u € V(B); N(u)N(V(G)\V(G")) # 0,
cada bloco de G — V(G’) que contém u é um K e f(u) € {0,2}, entao existe
v € V(B) tal que f(v) é par e f(v) > f(u);

e para cada bloco B de G’ com 2 < |V(B)| < p—1, f(V(B)) consiste de pelo
menos |V (B)|—1 cores de mesma paridade e todas as cores em f({u € V(B) :
N(u) N (V(G)\ V(G)) # 0}) tém a mesma paridade.

Suponhamos que f(u;) seja par. Entao, tomando o reverso de f em relacao a
[0,2p — 1] ff, temos que fF(u;) é impar. Redefinamos f em V(G’): para cada
v € V(G), f(v) == fR(v). Assim, ao longo da prova, basta que consideremos
fur) =25 — 1, para algum 1 < j < p.

Suponhamos que 2 < ¢ < p — 1 e que haja exatamente ¢ — 1 cores impares em
f(V(B)). Seja ug o vértice de B cuja cor é par; aj,as, ..., a,—3 p— 3 cores dentre as
pertencentes a {0,2,...,2p—2}\ {25 — 2,27, f(u2)} tais que a; > as > --- > a,_3; €
bi,ba, ..., by_s11 as p—{+1 cores pertencentes a {1,3,...,2p—1}\ f(V(B)) tais que
by < by <--- < bp_ry1. Consideremos primeiramente 0 < r < p — ¢ — 1. Para cada
1 <k <r, f(up) := ax. Se algum vy, recebe a cor 0 e todos os blocos de G — V(G')
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que contém vy, sdo Ko, entao redefinamos f(vg,) := by; se algum vy, recebe a cor 2
e todos os blocos de G — V(G’) que contém vy, sdo Ks, entdo redefinamos f(vg,) =
be. Atribuamos injetivamente as cores em {by,ba, ..., bp—pi1} \ {f(vx,), f(vr,)} aos
vértices em {v,41,Vp49,...,Vp—s+1}. Observemos que, se r > p — {, entdo r =
p — ¢+ 1. Consideremos r = p — £ + 1. Pela Propriedade [ se ¢ = 2, entao
flur) ¢ {2p—3,2p—1}; e, e £ =3 ¢ f(ur) € {2p — 3,2p — 1}, entdo existe um
vértice ug em V(B) tal que f(u3) é impar e f(us) < f(u1). Seja

;

{ar,a9,...,ay-3,2p —3,2p — 1} se l =2,
{ar,a9,...,ap-3,2p—3,2p — 1} \ {f(us)} sel=3e f(u1) <2p—35,
A=< {ay,a9,...,0, 3,2p— 1} sel=3¢e f(u) =2p—
{0,2,...,2p— 4} \ {f(u2)} sel=3¢e f(u) =2p—
\{al,ag,...,ap_g} sed </l<p-—1.
Atribuamos injetivamente as cores em A aos vértices em {vy,v,...,Up_pi1}. Se

algum vy, recebe a cor 0 e todos os blocos de G — V(G') que contém vy, sdo Ko,
entdo redefinamos f(vg,) := by; se algum vy, recebe a cor 2 e todos os blocos de
G — V(G') que contém vy, sdo K, entao redefinamos f(vg,) := ba.

Suponhamos que 3 < ¢ < p — 1 e que haja ¢ cores impares em f(V(B)). Sejam
ar, s, . ..,a,—o p— 2 cores dentre as pertencentes a {0,2,...,2p — 2} \ {2j — 2,25}

tais que a3 > as > -+ > ap_9; € by, by, ..., b,y as p — £ cores pertencentes a
{1,3,...,2p— 1} \ f(V(B)) tais que by < by < --- < b,_y. Como p —2 > 3, temos
que a; ¢ {0,2}. Consideremos primeiramente r = 0. Definamos f(v1) := a1 e
f(v2) := a,_o, e atribuamos injetivamente as cores em {as, as, ..., a,_3} aos vértices
em {vs,vy,...,Vp_py1}. Consideremos 1 < r < p—{¢+1. Paracadal <k <,
f(vg) == ag. Se algum v, recebe a cor 0 ou 2 e todos os blocos de G — V(G')
que contém vg, sdo Ky, entdo redefinamos f(vg,) := by; se algum wvy,, diferente

de vy, recebe a cor 2 e todos os blocos de G — V(G’) que contém vy, sdo Ko,
entdo redefinamos f(vg,) := by. Observemos que, se £ = p — 1, entdo f(v1) =
a; ¢ {0,2} e possivelmente f(ve) € {0,2}. Atribuamos injetivamente as cores em
{b1,ba, ..., bp—e} \ {f(vi,), f(vk,)} a0s vértices em {v,41,Vr19,. .., Vp_ri1}
Suponhamos agora que £ = 2 e que f(uz) seja impar, onde uy é o vértice de B que
nao wy. Sejam ap,as,...,a,—2 p — 2 cores dentre as pertencentes a {0,2,...,2p —
2} \ {25 — 2,25} tais que a1 > ag > -+ > ap_9; € by, bg, ..., b,_o as p — 2 cores
pertencentes a {1,3,...,2p — 1} \ f(V(B)) tais que by < by < -+ < b,_5. Como
p—2 > 3, temos que a; ¢ {0,2}. Seja ¢ := |V(By)|. Consideremos r = 0 e
¢, = p. Pela Propriedade [l f(us) < f(w1) e 7 < f(w1) < 2p — 1. Para cada
1 <k<j—1, flop) := 2k —2, e, paracada j+1 < k < p, f(vx_1) == 2k — 1.
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Notemos que {0,2,4} C f(V(Bi)). Agora consideremos r = 0e 3 < {; < p— 1.
Definamos f(v1) := a1 e f(v2) := a,_o; atribuamos injetivamente as cores em {as,
as,...,ap—3} aos vértices em {vs, vy, ..., vy, }; € atribuamos injetivamente as cores
em {by,bs,...,b,_o} aos vértices em {vg, 41,05 41,...,0p—1}. Consideremos entao
1 <r<p-1 Paracadal < k < r, f(vx) := ar. Se algum vy, recebe a
cor 0 e todos os blocos de G — V(G') que contém vy, sdo Ks, entdo redefinamos
f(vk,) := by; se algum vy, recebe a cor 2 e todos os blocos de G — V(G') que contém
U, S80 Ky, entdo redefinamos f(vg,) := be. Atribuamos injetivamente as cores em
{b1,b2, ... bp—e} \ {f(vk,), f(vk,)} a0s vértices em {41,042, ..., Up_ri1}-

Finalmente, suponhamos que ¢ = p. Pela Proposicao [p.1 f(V(B)) =
{1,3,...,2p — 1} ou f(V(B)) = {0,2,...,2k — 4,2k — 1,...,2p — 1}, para al-
gum 2 < k < j. Consideremos f(V(B)) = {1,3,...,2p — 1}. Como p —4 > 1,
{4,6,...,2p — 2} \ {2§ — 2,2j} # 0. Definamos f(v;) := a, para alguma cor
a€{4,6,...,2p—2}\ {25 —2,25}. Consideremos entao f(V(B)) = {0,2,...,2k —
4,2k —1,...,2p—1}. Se f(uy) < 2p—5, entao f(v1) :=2p —2. Se f(u1) = 2p — 3,
entdao, pela Proposicao p.1 f(V(B)) # {0,2,...,2p — 6,2p — 3,2p — 1}, e de-
finamos f(v1) = 2p — 6. Se f(u;) = 2p — 1, entdo, pela Proposigao ,
f(V(B)) #{0,2,...,2p —4,2p — 1}, e definamos f(v;) := 2p — 4.

Em todos os casos, as Propriedades [3] e [4] sdo validas em G”. O

O limite do Teorema [5.4] ¢ justo.

Para p > 5, seja G}, o grafo de blocos tal que V(G,,) == {v} U{z;; : 1 <1
pel <j<p}leE(Gy, ={vr;1:1<i<ptU{r;z;i;,:1<i<pel<y
jo < p}

<
<

p vizinhos

Figura 5.6: G} ,, com p > 5.

Proposigao 5.5. Para p > 5, \(G,,) =2p — 1.

Prova. Pelo Teorema AMGpp) < 2p — 1. Suponhamos por contradicdo que
exista uma (2p — 2)-L(2, 1)-coloragao f de G,,. Em [0,2p — 2], hé p cores pares e
p — 1 cores fmpares, logo, para toda p-clique {uy, ug, ..., uy}t, f({ur,us,...,up}) =
{0,2,...,2p—2}. Se f(v) é impar, entdo hd no maximo p — 2 vizinhos de cor par, e,
se f(v) é par, entdo no méximo p — 1 vizinhos de v tém cor par. Temos, portanto,

uma contradi¢do. Assim, A\(G,,) > 2p — 1. O
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5.5 By

Apresentamos o grafo de blocos G4 € Bs 4, exibido originalmente por Bonomo
e Cerioli [4], para o qual A\(Gs4) = 7. Para p > 4, provamos que, para G € B, 11,
A(G) < 2p e exibimos um grafo de blocos G411 € By pi1 tal que A(Gppi1) = 2p.

2i3 —2Q 0211 — 2 211 — 2Q 02y — 1

1 < g < i3
Figura 5.7: Configuragoes proibidas da Proposigao [5.6]
A seguir, expomos configuragoes proibidas em uma 2p-L(2, 1)-coloragao.

Proposigao 5.6. Seja G € B, ,11. Sejam B e By dois blocos de G tais que V(B) =
{uy,ug,us} e V(By1) = {u1,ve,vs,...,0,}. Se existe uma 2p-L(2,1)-coloragdo f de

G, entao as sequintes configuragoes de f sao proibidas:

1. para algum 1 < iy < iy < i3 < p+1, f(V(B)) = {201 — 2,2iy — 2,2i3 — 2},
com f(uy) = 2iy — 2;

2. para algum 1 < iy <y <3 <p, f(V(B)) = {2y — 2,2iy — 1,2i3 — 1}, com
f(ul) = 223 - ]-7' €

3. para algum 1 < iy < iy < i3 <p+1, f(V(B)) = {2i; — 1,2is — 1,2i5 — 2},
com f(uy) = 2i; — 1.

Prova. Suponhamos que exista uma 2p-L(2, 1)-coloracao f de G. Notemos que f
possui a Configuragao [3]se, e somente se, o reverso de f em relagao a [0, 2p] possui
a Configuragao [2 Portanto, a proibi¢ao da Configuracao [2| implica a proibi¢ao da
Configuracao [3] Assim, basta analisarmos as configuragoes [1] e

Suponhamos por contradi¢ao que a Configuracao (1| seja possivel. Em [0, 2i; — 3],
hé no maximo i; — 1 cores ndo consecutivas; em [2i; — 1,2i5 — 4], hd no maximo
iy — i3 — 1 cores nao consecutivas; em [2iy, 2i3 — 3], hd no méximo i3 — iy — 1 cores
nao consecutivas; e, em [2i3 — 1, 2p|, hd no maximo p — i3 + 1. Logo, |f(V(By))| <
I+ (g —1)+(ia—iy—1)+ (i3 —ia— 1)+ (p—iz+ 1) = p— 1, uma contradigao.
Portanto, a Configuracao (1| é proibida.

Suponhamos por contradi¢ao que a Configuracao 2| seja possivel. Em [0, 2i; — 3],
hé no maximo i; — 1 cores ndo consecutivas; em [2i; — 1,2i5 — 2], hd no maximo
iy — 41 cores nao consecutivas; em [2ig, 2i3 — 3|, hd no méximo i3 — is — 1 cores

nao consecutivas; e, em [2iz + 1,2p], hd no méximo p — i3. Logo, |f(V(B1))| <
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14 (iy — 1)+ (ig —41) + (i3 —ia — 1) + (p — i3) = p — 1, uma contradigao. Portanto,
a Configuragao [2] é proibida. O

Figura 5.8: G's 4.

Proposicao 5.7 ([4]). Seja G34 o grafo na Figura[5.8 Entio, AN(Gsa) = 7.

Prova. Suponhamos por contradi¢do que exista uma 6-L(2,1)-coloracao de G 4.
Seja T := {{0,2,4}, {0,2,5}, {0,2,6}, {0,3,5}, {0,3,6}, {0,4,6}, {1, 3,5}, {1, 3,6},
{1,4,6}, {2,4,6}}. Para cada 3-clique X em Gs4, temos que f(X) € T. De-
nominemos 7' = {ay,as,a3} € T um trio bom se existem 17,75, T3 € T tais que
TNT, = {a;} para 1l < i < 3. O conjunto de trios bons é {{0,2,5}, {0,3,6},
{1,3,5}, {1,4,6}}. Claramente, f(X;) é um trio bom, para 1 < i < 10. Denomi-
nemos 1" = {ay, as, a3} € T um trio muito bom se existem trios bons 17, Ty, T3 tais
que TNT; = {a;} para 1 <17 < 3. E facil ver que os Unicos trios muito bons sao
{0,3,6} e {1,3,5}. Para 1 <1i <4, f(X;) s@o trios muito bons. Como f(X;) ¢ um
trio muito bom e {0,3,6} N{1,3,5} = {3}, dois dentre f(X3), f(X3), f(X4) nao sao

trios muito bons, uma contradicao. ]

O lema subsequente exibe, para cada cor par 2i — 2 < p de [0, 2p|, uma familia
de 2-subconjuntos de [0, 2p] \ {2¢ — 3, 2i — 2,2i — 1}. Para cada 2-subconjunto {a, b}
desta familia, atribuindo 2i — 2, a e b aos vértices u, v e w, respectivamente, de
um bloco B de trés vértices, as configuragoes proibidas da Proposicao (e mais

outras) sao evitadas nas vizinhangas de v e de w.

Lema 5.1. Seja p > 4 um inteiro. Para todo 1 <i < P%l}, existe uma familia A;

de 2-subcongjuntos de [0,2p] \ {2i — 3,21 — 2,2i — 1} dois a dois disjuntos tal que
2. cada conjunto pertencente a A; consiste de inteiros nao consecutivos;

3. para cada {a,b} € A;, {a,b} ¢ {{2i7 —2,2i5 — 2} : 1 < iy < iy <i—1} U
({20 — 2,2 — 2} i+ 1<i) <in<p+1} U {{2 — 1,2y — 1} : 1 < iy <
ZQSZ—Z}U{{221—]_,2’LQ—].}l+1§l1<22§p}76
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4. sei=3, entao {1,2p — 1} ¢ A,.

Prova. A seguir, examinamos os quatro casos: Ay; As; Appsry; e Aj, para algum
2<i<[BE]—1,i#3.

Consideremos A4;. Cada conjunto de A; deve estar contido em [2,2p]. Como
I[2,2p]] = 2p — 1 = 1 (mod 2), temos que (2p — 1) mod 6 € {1,3,5}. Notemos
que: 2p —1 = 1 (mod 6) implica p > 4; 2p — 1 = 3 (mod 6) implica p > 5; e
2p —1 =5 (mod 9) implica p > 6. Seja r := 6[2-]. Definamos A; := {{2,5},
{3,6},{4,7}, ..., {r—4,r =1}, {r—=3,7}, {r—2,r+1}}. Se 2p—1 =3 (mod 6),
entdo removamos {2p — 8,2p — 5}, {2p — 7,2p — 4} e {2p — 6,2p — 3} de A; e
acrescentemos {2p — 8,2p — 3}, {2p—7,2p — 2}, {2p —6,2p — 1} e {2p — 5,2p}. Se
2p — 1 =15 (mod 6), entdo acrescentemos {2p —4,2p — 1} e {2p — 3,2p} a A;.

Examinemos Aj. Cada 2-subconjunto de A3 deve estar contido em [0, 2] U[6, 2p].
Se p = 4, entao Az := {{0,6}, {1,8}, {2,7}}. Se p = 5, entdo A; := {{6,9},
(0,7}, {1,8}, {2,10}}. Se p = 6, entio A; := {{6,9}, {7,10}, {0,8}, {1,12},
{2,11}}. Consideremos entao p > 7. Como [[6,2p —2]| = 2p — 7 = 1 (mod 2),
temos que (2p — 7) mod 6 € {1,3,5}. Notemos que: 2p —7 = 1 (mod 6) implica
p>T7 2p—7= 3 (mod 6) implica p > 8; e 2p — 7 = 5 (mod 9) implica p >
9. Seja r := 6[2"|. Definamos A; := {{6,9}, {7,10}, {8,11}, ..., {r,r + 3},
{r+1,r+4}, {r+2,7+5}}. Acrescentemos {1,2p} e {2,2p—1} a A3. Se2p—7=1
(mod 6), entao acrescentemos {0,2p — 2} a A3. Se 2p — 7 = 3 (mod 6), entao
removamos {2p—10,2p—7}, {2p—9,2p—6} e {2p—8,2p—5} de A;z e acrescentemos
{2p —10,2p =5}, {2p—9,2p — 4}, {2p — 8,2p — 3}, {2p — 7,2p — 2} € {0,2p — 6}.
Se 2p — 7 = 5 (mod 6), entdo acrescentemos {2p — 6,2p — 3}, {2p — 5,2p — 2} e
{0,2p — 4} a As.

Examinemos Api1, para p > 6 (se p € {4,5}, entdo [EF] = 3, e A3 j4 foi
tratado). Consideremos p par. Cada 2-subconjunto de APTH deve estar contido em
[0,p — 2] U [p+ 2,2p]. Definamos A¥ = {{0,p+ 2}, {1,p+3}, {2,p+4}, ...,
{p—2,2p}}. Consideremos p impar. Cada 2-subconjunto de A% deve estar contido
em [0,p — 3] U [p+ 1,2p]. Definamos Az := {{p+1,p+4}, {0,p+2}, {L,p+3},
{2,p+5}, {3,p+6}, ..., {p—3,2p}}.

Finalmente, consideremos A;, para algum 2 < ¢ < [’%11 — 1,47 # 3. Cada 2-
subconjunto de A; deve estar contido em [0, 2i — 4] U [2i,2p]. Temos que |[2i,2p —
(2t—4)]| = 2p—4i+5 > 5. Como 2p—4i+5 é impar, (2p—4i+5) mod 6 € {1,3,5}.
Seja r := 6| 2=*2|. Definamos A; := {{2i,2i+3}, {2i+1,2i +4}, {2i+2,2i+5},
oo {r+20—6,r+2i—3}, {r+2i—5,r+2i—2}, {r+2i—4,r+2i—1}}. Acrescentemos
(1,2p—2i+5}, {2,2p—2i+6}, ..., {2i—4,2p} a A;. Se 2p—4i+5 =1 (mod 6), entio
acrescentemos {0,2p —2i +4} a A;. Se 2p —4i+5 =3 (mod 6), entdo removamos
(2p—2i—4,2p—2i— 1}, {2p—2i —3,2p—2i} e {2p— 20 —2,2p — 2i + 1} de A; e
acrescentemos {2p—2i—4, 2p—2i+1}, {2p—2i—3, 2p—2i+2}, {2p—2i—2, 2p—2i+3},

39



{2p—2i—1,2p—2i+4} € {0,2p—2i}. Se 2p—4i+5 =5 (mod 6), entao acrescentemos
{2p—2i,2p—2i+3}, {2p—2i+ 1,2p— 20 +4} e {0,2p — 2 + 2} a A;.
Em cada caso, as Propriedades [1] - [4] sdo vélidas. O

Analogamente ao Lema o préximo lema trata das cores impares de [0, 2p].

Lema 5.2. Seja p > 4 um inteiro. Para todo 1 <1 < (g], existe uma familia A; de
2-subconjuntos de [0,2p] \ {2i — 2,2i — 1,2i} dois a dois disjuntos tal que

2. cada conjunto pertencente a A; consiste de inteiros nao consecutivos;

3. para cada {a,b} € A;, {a,b} & {{2i1 —2,2i, —1}:1<i13 <i—1ei+1<
i <ptU{{2i1—1,2i,— 2} 1<iy <i—1lei+2<iy<p+1};

4. sei=1, entao {{3,2p},{4,2p — 1},{5,2p}} N A, =0; e
5. sei=2ep>5, entio {5,2p} ¢ A;.

Prova. Examinemos os trés casos: Aj; A[gp e A;, para algum 2 < i < (%ﬂ — 1.

Consideremos 4;. Cada 2-subconjunto de A; deve estar contido em [3,2p].
Como |[3,2p]] = 2p —2 = 0 (mod 2), (2p —2) mod 6 € {0,2,4}. Notemos que:
2p —2 =0 (mod 6) implica p > 4; 2p — 2 =2 (mod 6) implicap > 5; e 2p—2=4
(mod 9) implica p > 6. Se 2p —2 =0 (mod 6), entao A, := {{3,6}, {4,8}, {5,7}}
U {{9,12}, {10,13}, {11,14}, ..., {2p—5,2p — 2}, {2p — 4,2p — 1}, {2p — 3,2p} ).
Se 2p — 2 = 2 (mod 6), entao A, = {{3,7}, {4,8}, {5,9}, {6,10}} U {{11,14},
{12,15}, {13,16}, ..., {2p—5,2p—2}, {2p—4,2p—1}, {2p—3,2p}}. Se2p—2=4
(mod 6), entao A, := {{3,8}, {4,9}, {5,10}, {6,11}, {7,12}} U {{13,16}, {14,17},
{15,18}, ..., {2p —5,2p — 2}, {2p — 4,2p — 1}, {2p — 3,2p}}.

Examinemos Af%l' Notemos que [£] > 2. Consideremos p impar. Cada 2-
subconjunto de Ap+1 deve estar contido em [0, p—2]U[p+2,2p|. Definamos Ap1 =
{{p—2,p+2}, {p —23,p+3}, ..., 9{0,2p}}. Consideremos p par. Cada 2—subconj2unto
de Az deve estar contido em [0,p — 3] U [p + 1,2p]. Definamos Az := {{p + 1, 2p},
{0,p+2}, {Lp+3}, ..., {p—3,2p—1}}.

Finalmente, consideremos A;, para algum 2 <i < [£] — 1. Cada 2-subconjunto
de A; deve estar contido em [0, 20 —3]U[2i+1, 2p|. Temos que |[2i+1,2p—(2i—2)]| =
2p —4i+2 > 4. Como 2p — 4i + 2 é par, (2p — 4i+2) mod 6 € {0,2,4}. Se
2p—4i+2 =0 (mod 6), entao A; := {{2i+1,2i+4}, {2i+2,2i+5}, {2i+3,2i+6},
o {2p—2i-3,2p—2i}, {2p—2i —2,2p—2i+ 1}, {2p — 20 — 1,2p — 20 + 2}} U
{{2¢—-3,2p—2i+3}, {20 —4,2p—2i+4}, ..., {0,2p}}. Se2p—4i+2 =2 (mod 6),
entdo A; := {{20 + 1,20 + 5}, {20 + 2,20 + 6}, {20 + 3,20 + 7}, {20 + 4,20 + 8}} U
({20 +9,2i + 12}, {20 + 10,2 + 13}, {20 + 11,2i + 14}, ... {2p — 2i — 3,2p — 23},
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(2p— 2 —2,2p— 20+ 1)}, {2p — 20 — 1,2p — 20 + 2}} U {{2i — 3,2p — 2 + 3},
{20 —4,2p — 2i + 4}, ..., {0,2p}}. Se 2p — 4i + 2 = 4 (mod 6), entao A; :=
{{20+1,20+3}, {20 +2,20+4} U {{20+5,2¢+8}, {20 +6,2:+9}, {20+ 7,2i+ 10},
29— 20— 32— 20}, {2p— 2 —2,2p— 20+ 1}}, {2p—2i — 1,2p— 2i +2}} U
({20 —3,2p— 2i + 3}, {2i —4,2p — 2i + 4}, ..., {0,2p}}.

Em cada caso, as Propriedades [1] - [5] sdo vélidas. O

Teorema 5.5. Seja G € B, ,11. Se p > 4, entdo \(G) < 2p.

Prova. Atribuamos injetivamente as cores em {0,2,...,2p — 2} aos vértices da p-
clique inicial {uy, uo, ..., u,}.
Aqui, F,,+1 € o conjunto de todas as 2p-L(2, 1)-coloragoes de G’ com as seguintes

restricoes:

e se existem um bloco B de G’ com V(B) = {uy,us,us} e um bloco By de
G —V(G') com V(By) = {uy,vs,v3,...,0,}, entao

— f(V(B)) € {211 — 2,2i5 — 2,2i3 — 2 : 1 < iy < iy < i3 < p-+ 1} implica
que f(uy) # 2ip — 2;

— f(V(B)) € {2y — 2,215 — 1,2i3 — 1 : 1 < iy < iy < i3 < p} implica que
flur) # 25 — 1

- f(V(B)) S {221 — 1,210 — 1,213 —2: 1 <93 <ip <i3 < p+ 1} implica
que f(uy) # 2iy — 1;

~ F(V(B) = {1,4,2p — 1} implica que f(w) # 2p — 1; e F(V(B)) =
{1,2p — 4,2p — 1} implica que f(uq) # 1;

— f(V(B)) = {0,2p — 3,2p — 1} implica que f(u1) # 2p —3; e f(V(B)) =
{1,3,2p} implica que f(uy) # 3;

— f(V(B)) ={0,2p — 5,2p — 3} implica que f(u1) # 2p —5;e f(V(B)) =
{3,5,2p} implica que f(u1) # 5;

— f(V(B)) ={0,2p — 5,2p — 1} implica que f(u1) # 2p —5; e f(V(B)) =
{1,5,2p} implica que f(u1) # 5;

e para cada bloco B de G’ com |V (B)| = p, se, para algum u € V(B), N(u) N
(V(G)\V(G)) # 0, entao

—se f(V(B)) = {0,3,...,2p — 1}, entao f(u) # 0; e, se f(V(B)) =
{1,3,...,2p — 3,2p}, entdo f(u) # 2p;

—se f(V(B)) = {0,2,5,...,2p — 1}, entdo f(u) # 2; e, se f(V(B)) =
{1,3,...,2p—5,2p — 2,2p}, entdo f(u) # 2p — 2;
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e para cada bloco B de G’ com |V(B)| = p, se f(V(B)) consiste somente de
cores pares, entao f(V(B)) ={0,2,...,2p—2} ou f(V(B)) ={2,4,...,2p}.

Suponhamos que f(u1) > p. Entao, tomando o reverso de f em relacao a [0, 2p)
[T temos que fR(u;) < p. Redefinamos f em V(G'): para cada v € V(G),
f(v) := f&(v). Assim, ao longo da prova, basta que consideremos f(u;) < p.

Suponhamos que r > 1 e que 2 < ¢ < p—1. Se f(u;) = 20 — 2, para algum
1 < i < [E], entdo seja A; a familia de 2-subconjuntos de [0,2p] dada pelo
Lema [5.1} se f(ui) = 2i — 1, para algum 1 < ¢ < p, entao seja A; a familia
de 2-subconjuntos de [0,2p] dada pelo Lema . Se p=4e f(u) = 3, entdo
Ay = {{a,b} {d,V'}}, onde {a,b} é um 2-subconjunto de {0,6,8} \ {f(u2)} e
{a’,V'} ¢ um 2-subconjunto de {1,5,7} \ {f(u2)}, para algum uy € V(B) \ {ui}.
Seja {{a1,b1}, {az,b2}, ..., {ap—¢, bp—¢}} uma subfamilia de A; com p — ¢ conjuntos
tal que {a1,b1,a2,b2,...,ap—¢,bp—c} © Upapyen, {a:0} \ f(V(B) \ {u1}). Notemos
que 2(p — ) = 2p — 20 > 2{’#j > 2r, porque, se p — £ > 2, entao 2p — 20 >
p—C+2 e sep—4{ =1, entao 2p — 20 = 2 = ZL%j = QLI#J. Definamos
f(v1) = ay, f(ve) :== by, ..., f(ver—1) := a, e f(vy.) := b,. Falta atribuir cores
aos p — £ — 2r + 2 vértices var41,. .., Vp—rr2. Ha pelo menos 2p — ¢ — 2r — 1 cores
em [0,2p] \ ({f(u1) — 1, f(ua), f(ur) + 13 U f(V(B)) U f({vr, ... v }). Temos que
2p—L—2r—1>p—C0—2r4+2e2p—0—2r—1>2(p—{—2r+2)—1, porque
¢>2er > 1. Entao, atribuamos cores a vgy11, .. ., Vp_¢2 conforme o Corolario .

Suponhamos que r = 0 e £ = 2. Seja us o vértice de B que nao u;. Consideremos
f(u1) = 2i — 2, para algum 1 < i < (’%1] Seja

{0,...,2p—2}\ {20 — 2} se f(ug) é impar,
A= q{1,...,2i =5} U{2i,...,2p} se f(ug) é par e f(ug) < f(u1),
{0,...,20 —4}U{2i+1,...,2p— 1} se f(uz) é par e f(uz) > f(uy).

Atribuamos injetivamente as cores em A aos vértices em V(By)\{u,}. Ha pelo menos
2p—|V(B1)| =2 cores em [0, 2p]\({ f (u1) =1, f (ur), f(ur)+1, f(u) }UF(V(Bi)\{ua}).
Temos que 2p— |V(By)| =2 >p—|V(By)|+1e,se |V(By)| >3, 2p—|V(By)|—2 >
2(p—|V(B1)| +1) — 1. Logo, podemos atribuir cores a {vjy(g,), ..., vp} conforme o
Corolario . Consideremos agora f(u1) = 2i — 1, para algum 1 <7 < [£]. Seja

{1,...,2p—1}\ {20 — 1} se f(ug) é par,
Ai=4¢10,...,2i —4}U{2i+1,....2p— 1} se f(up) é impar e f(uy) < f(u1),
{1,...,2i =3} U{2i+2,...,2p} se f(ug) é impar e f(ug) > f(u1).

Atribuamos injetivamente as cores em A aos vértices em V(B;) \ {u1 }, e atribuamos
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cores a {V|y(p,);---,Vp} conforme o Coroldrio

Suponhamos que r = 0 e £ = 3. Sejam us e ug os dois vértices de B que nao u;.
Temos que f(V(B)) = {2i1—1, 2i5—2, 2i3—2}, para algum 1 < iy < iy < i3 < p+1se,
e somente se, fE(V(B)) = {2} —2,2i%,—2,2i5 — 1}, para algum 1 < i} < i, < iy < p;
e f(V(B)) = {2iy — 1,2y — 1,2i5 — 2}, para algum 1 < i) < iy < i3 <p+1se e
somente se, fE(V(B)) = {2} —2,2i, —1,2i — 1}, para algum 1 < i} < iy <4 < p.
Assim, se f(V(B)) = {2i;—1,2i5—2,2i3—2} ou f(V(B)) = {2i; —1, 2iy—1, 2i3— 2},
redefinamos f: para cada v € V(G'), f(v) := f2(v). Logo, basta analisar as seis
seguintes possibilidades para f(V(B)). Observemos que, com esta redefinacao, ja
nao restringimos f(u1) a ser no maximo p. Em cada um dos casos, i1,1s,13 Sa0

inteiros tais que 1 <11 <19 <13 < p—+ 1.
Pela Propriedade [d] f(ui) # 2is — 2. Se f(u1) = 2i; — 2, entdo, para cada
1<k<ii—1, f(vg) :=2k—2,e,paracadai, +1 < k <p, f(vp_1) =2k —1.

Se f(uy) = 2iz3 — 2, entdo, para cada 1 < k <3 — 2, f(vx) := 2k — 1, e, para
cadaiz+1<k<p+1, f(vp_s) =2k —2.

2. f(V(B)) = {20y — 2,2iy — 2, 2i5 — 1}:

Se f(u1) = 2i; — 2, entdo, para cada 1 < k < iy — 1, f(vy) := 2k — 2, para
cadai; +1 <k <iz—1, f(vp_1) =2k —1,e, paracadaizg+ 1 <k <p—+1,
f(vg_o) := 2k — 2. Se f(uy) = 2is — 2, entdo, para cada 1 < k < iy — 2,
fop) := 2k — 1, e, para cada is + 1 < k < p+ 1, f(vp_2) := 2k — 2. Se
f(uy) = 2i3— 1, entdo, para cada 1 < k <iz—1, f(vg) := 2k — 1, e, para cada
is+ 1<k <p, flop) =2k — L.

Se f(uy) = 2iy — 2, entdo, para cada 1 < k <1y —1, f(vy) := 2k — 2, para cada
i1+1 <k <iz—1, f(vr_1) :=2k—2, e, paracadais < k < p, f(vg_1) := 2k—1.
Se f(uy) = 2i5 — 1, entdo, para cada 1 < k <iy — 1, f(vx) := 2k — 1, e, para
cada is + 1 < k < p, f(vg_1) := 2k — 1. Se f(u1) = 2i3 — 2, entdo, para cada
1 <k<ii—1, f(up) :=2k—1, paracadai;+1 < k <iz—1, f(vr_1) := 2k—2,
e, para cada i + 1 < k <p+1, f(vgp_2) := 2k — 2.

Pela Propriedade [d] f(ui) # 2i5 — 1. Se f(u1) = 2i; — 2, entdo, para cada
1<k<ii—1, f(vg) :=2k—2, e, paracadais +1 < k <p, f(vp_1) =2k —2.

Consideremos f(u;) = 2is — 1. Suponhamos que 2i; — 2 = 0. Pela Proprie-

dadeld] se f(V(B)) € {{0,2p—5,2p—3}, {0,2p—5,2p—1}, {0,2p—3,2p—1}},
entdo f(uy) ¢ {2p — 5,2p — 3} e, portanto, 3 < f(uy) < 2p — 7. Para cada
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1 <k <is—1, f(vg) :=2k—1, e, paracadais+2 < k < p+1, f(vp_2) := 2k—2.
Suponhamos entao que 2i; —2 > 2. Paracada 1 <k <1i;—1, f(vg) := 2k —2,
para cada iy < k < iy — 1, f(vg) :== 2k — 1, e, para cada is + 2 < k < p + 1,
fvg—2) =2k — 2.

5. fF(V(B)) = {21 — 1,205 — 2,2i5 — 1}:

Consideremos f(u;) = 2i; — 1. Suponhamos que 2i; — 1 = 1. Pela Pro-
priedade [l f(V(B)) # {1,2p — 4,2p — 1}. Logo, 2i» — 2 < 2p — 6. Para
cada 2 < k < ig— 1, f(vk_1) := 2k — 1, e, para cada is + 1 < k < p+ 1,
f(vg_2) := 2k—2. Suponhamos entao que 2i;—1 > 3. Paracadal < k <i;—1,
fvg) :=2k—2, paracadai; +1 < k <iy—1, f(vg_1) := 2k — 1, e, para cada
in+1<k<p+1, f(vp_2) =2k —2.

Se f(uy) = 2iy — 2, entdo, para cada 1 < k <iy — 1, f(vx) := 2k — 2, e, para
cada is + 1 < k <p, f(vg_1) := 2k — 2.

Consideremos f(u;) = 2i3 — 1. Suponhamos que 2i3 — 1 = 2p — 1. Pela
Propriedade 4l f(V(B)) # {1,4,2p — 1}. Logo, 2i — 2 > 6. Para cada
1 <k <iy—1, f(p) := 2k —2, e, para cada is < k < p—1, f(vg) =
2k — 1. Suponhamos entao que 2i3 — 1 < 2p — 3. Paracada 1 < k <15 — 1,
f(vg) :== 2k — 2, para cada iy < k < i3 —1, f(vg) := 2k — 1, e, para cada
is+2<k<p+1, flop_s):=2k—2.

Temos que f(u1) = 2i— 1, para algum ¢ € {iy,i,i3}. Paracadal <k <i—1,
for) =2k —2, e, paracadai+2 <k <p+1, f(vp_2) =2k —2.

Suponhamos que r =0 e que 4 < ¢ < p— 1. Ha pelo menos 2p — ¢ — 1 cores em
0,25\ (L) = 1, £(u), fuy) + 1}U F(V(B))). Temos que 2p—£— 1> p—(+2 ¢
2p—0—12>2(p—{+2)—1, porque ¢ > 4. Entao, atribuamos cores a vy, . .., Vp_r42
conforme o Corolério 5.1l

Finalmente, suponhamos que |V(B)| = p. Basta que consideremos apenas
f(u1) < p. Pela Propriedade 4} se f(V(B)) consiste somente de cores pares, entao
f(V(B)) ={0,2,...,2p—2} ou f(V(B)) =1{2,4,...,2p — 2}. Assim, é suficiente
que examinemos as seis seguintes possibilidades para f(V(B)). Nos casos em que

aparecem, i, € io sao inteiros tais que 1 <11 <19 < p+ 1.
1. f(V(B))={0,2,...,2p — 2}:
Definamos f(vy) := 2p. Se f(u1) € {0,2}, entdo f(vy) :=5;se 4 < f(ur) < p,
entao f(ve) := 1.
2 f(V(B) = {2,4,..., 2}
Definamos f(vy) :=0e f(vq) :=2p — 1.
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3. f(V(B))={1,3,...,2p—1}:
Definamos f(v1) := a e f(vg) := b, para algum a € {0,2,...,2p} \ {f(u1) —
17f(u1) + 1} € algum be {0727 s ,2]7} \ {f(ul) - 17f(u1) + 1,CL}.

4 f(V(B)={0,2,...,2i, —4,2i, —1,...,2p—1}:

Suponhamos que f(ui) = 2i — 2, para algum 1 < ¢ < min{i; — 1, [ZH1]}.
Notemos que 2i; — 1 > 5, pois, se 2i; — 1 = 3, entdo, pela Propriedade [4]
f(u1) # 0. Suponhamos que 2i; — 1 = 5. Pela Propriedade [ f(u;) # 2 e,
portanto f(u;) = 0. Definamos f(v1) := 3 e f(ve) := 2p. Suponhamos que
21y —1 > 7. Se f(u1) < 2i; — 6, entao f(v1) := 2i; — 3 e f(vg) := 2p; caso
contrario (f(uy) = 2i; —4), definamos f(v1) := 1 e f(ve) := 2p.

Suponhamos agora que f(u;) = 2i — 1, para algum 4; < ¢ < [£]. Notemos
quep—1>E5+1>[8]+1, pois p > 4. Logo, f(u1) <2(p—2)—1=2p—5.
Definamos f(vy) :=2p—2 e f(ve) := 2p.

5. f(V(B)) ={1,3,...,2i1 —5,2i1 — 2,...,2p}:

Suponhamos que f(u1) = 2i—1, para algum 1 <14 < min{i;—2, [5]}. Notemos
que f(u1) <2(p—2)—1=2p—5, porque p—1 > [5]+1. Se 2i; —2 < 2p—2,
entao f(vy) :=2p —3 e f(vy) :=2p — 1. Suponhamos entao que 2i; — 2 = 2p.
Se f(u1) = 1, entao f(vy) :=2p—4 e f(vy) := 2p — 2; se f(u;) > 3, entao
f(v) :==0e f(v2) :=2p—2.

Suponhamos agora que f(uy) = 2i — 2, para algum i; < i < P%l} Notemos
que f(u1) < 2p — 4. Definamos f(v1) :=0e f(ve) :=2p — 1.

6. F(V(B)={0,...,2i1 —4,2i1 —1,...,2i5— 1,2is+2,...,2p}:

Se f(u1) = 2i—2, paraalgum 1 < i < min{i; —1, [ZH1]}, entdo f(vy) := 2i; —2
e f(v2) :=2ip+ 1. Se f(uy) = 2i — 1, para algum 4; < ¢ < min{iy, [5]}, entao
f(v1) :=2i1—3 e f(vg) := 2ix+1. Se f(uy) = 2i—2, paraalgum i, < i < [EH1],
entdao f(vy) = 2iy — 3 e f(va) 1= 2ia.

Em todos os casos, as Propriedades [3| e |4] sdo validas em G”. []

Figura 5.9: G} ,41, com p > 4.
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O limite do Teorema 5.5 é justo.

Para p > 4, seja G, 41 0 grafo de blocos tal que V(G p41) = {u1, u2, us}U{x; ;
1<i<3el<j<pleE(Gpps) ={wwi;:1<i<3}U{z; 24 :1<i<
3el<j<j2<p}

Proposigao 5.8. Parap >4, N(Gppi1) = 2p.

Prova. Pelo Teorema MGppi1) < 2p. Suponhamos por contradigdo que exista
uma (2p—1)-L(2,1)-coloragao f de G, ,+1. Seja B o bloco de G, 41 tal que V(B) =
{uq,us,uz}. Temos que, para algum 1 < i3 < iy < p, f(V(B)) contém duas cores
2i; —2 e 2ip — 2 ou f(V(B)) contém duas cores 2i; — 1 e 2iy — 1. Logo, f possui
uma configuragao proibida andloga a alguma da Proposicao [5.2] uma contradigao.
Assim, A(Gppi1) > 2p. O

5.6 Bp,p+2

Para cada p > 4, provamos que, para G € B, 12, A(G) < 2p + 1 e exibimos um
grafo de blocos G, p12 € By pio tal que NGy pi0) =2p + 1.

2i1—2

1 < ig <13 <4
Figura 5.10: Configuragoes proibidas da Proposigao [5.9
A seguir, expomos configuragoes proibidas em uma (2p + 1)-L(2, 1)-coloragao.

Proposicao 5.9. Seja G € B, p12. Sejam B e By dois blocos de G tais que
V(B) = {u1,ug,ug,us} e V(By) = {uy,v9,vs,...,0,}. Se existe uma (2p + 1)-

L(2,1)-coloracio f de G, entao as sequintes configuracoes de f sao proibidas:

1. para algum 1 < iy < iy <iz <ig <p+1, f(V(B))={2i; —2, 2iy — 2, 2i3— 2,
2ig — 1}, com f(uy) = 2ip — 2;
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2. para algum 1 < iy <y <iz <iy <p+1, f(V(B)) ={2i1 —2, 2iy— 1, 2i3—1,
2ig — 1}, com f(uy) =2i3—1; e

3. para algum 1 < iy <iy <i3 <ig <p+1, f(V(B)) ={2i1 —1, 2i,—1, 2i3—2,
2ig — 1}, com f(uqy) = 217 — 1.

4. para algum 1 < iy < iy < iz <iy <p+1, f(V(B)) ={2i; —2, 2i5— 1, 2i3—2,
2iq4 — 2}, com f(uq) = 214 — 2.

Prova. Suponhamos que exista uma (2p + 1)-L(2, 1)-coloragao f de G. Temos que
f possui a Configuragao 2] se, e somente se, o reverso de f em relagao a [0,2p + 1]
f% possui a Configuracao [1f e que f possui a Configuracio || se, e somente se, f?
possui a Configuragio [3] Assim, basta analisarmos as configuragoes [I] e [3|

Suponhamos por contradigao que a Conﬁgurag:éode f sejapossivel. Em [0, 2i; —
3], hd no maximo i; — 1 cores nao consecutivas; em [2i; — 1, 2i5 — 4], hd no maximo
io — i1 — 1 cores ndo consecutivas; em [2iy, 2i3 — 3|, hd no méximo i3 — iy — 1 cores
nao consecutivas; em [2i3 — 1,244 — 2], hd no maximo i, — i3; e, em [2i4,2p + 1], hd
no méximo p — iy + 1 cores nao consecutivas. Logo, |f(V(By))| < 1+ (i1 — 1)+ (ia —
iy — 1)+ (i3 —iag — 1) 4+ (ig —i3) + (p —is + 1) = p — 1, uma contradigao. Portanto,
a Configuragao [I] é proibida.

Suponhamos por contradi¢ao que a Conﬁgura@éode f sejapossivel. Em [0, 2i; —
3], ha no maximo 4; — 1 cores nao consecutivas; em [2i; + 1, 2i5 — 2], hd no maximo
iy — i3 — 1 cores nao consecutivas; em [2iy, 2i3 — 3], hd no maximo i3 — iy — 1 cores
nao consecutivas; em [2i3 — 1,2i4 — 2], hd no maximo i, — i3; e, em [2i4, 2p + 1], hd
no maximo p — iy + 1 cores nao consecutivas. Logo, |f(V(By))| < 1+ (i1 — 1)+ (is —
iy — 1)+ (i3 —ia — 1) 4+ (ig —i3) + (p —is + 1) = p — 1, uma contradi¢ao. Portanto,
a Configuragao [3] é proibida. O

O caso em que p = 4 é mostrado separadamente a seguir.
Teorema 5.6. Seja G € Byg. Entao, \(G) <9.

Prova. Atribuamos injetivamente as cores em {0,2,5,7} a 4-clique inicial.

Seja A := {{0,2,5,7}, {0,2,5,8}, {0,3,6,9}, {1,3,5,7}, {1,3,5,8}, {1,4,6,8},
{1,4,7,9}, {2,4,6,8}, {2,4,7,9}}. Temos que A consiste de 4-subconjuntos de cores
nao consecutivas de [0, 9] e que A é simétrica em relagao a [0, 9], no seguinte sentido:
se {a,b,c,d} € A, entao {9 —d,9—¢,9—0b,9—a} € A Para cada A; € A e para
cada a € Ay, existe Ay € A tal que A; N Ay = {a}. Além disso, para cada a € [0, 9],
existem Ay, Ay € A tais que A1 N Ay = {a}.

Aqui, Fy é o conjunto de todas as 9-L(2, 1)-coloragdes de G’ tais que:

e para cada bloco B com |V(B)| =4, f(V(B)) € A; e
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e para cada bloco B com |V (B)| = 3, ou f(V(B)) C Ay, para algum A; € A,
ou f(V(B)) € {{0,3,8},{1,6,9}}.

Suponhamos que ¢ = 2. Seja us o vértice de B que nao u;. Existem Ay, Ay € A
tais que A1 N Ay = {f(u1)}. Temos que no maximo um destes conjuntos contém
f(uz). Se algum deles contém f(uz), entdo, sem perda de generalidade, seja As tal
conjunto. Se |V (B;)| = 4, entdo atribuamos injetivamente as cores em Ay \ {f(u1)}
a vy, vy e v, e as cores em Ay \ {f(u1), f(u2)} a vy e vs; caso contrario, atribuamos
injetivamente as cores em A; \ {f(u1)} a vy e vq, as cores em A \ {f(u1), f(uz)} a
v3 € vy e a unica cor em Ay \ {f(uy), f(v1), f(ve)} a vs.

Suponhamos que ¢ = 3. Sejam uy e uz os vértices de B que nao u;. Consideremos
|V(B1)| = 4. Pela Propriedade[d], f(V(B)) C Aj, para algum A; € A, ou f(V(B)) €
{{0,3,8},{1,6,9}}. Suponhamos que f(V(B)) C A;. Existe Ay € A tal que
Ay N Ay = {f(u1)}. Atribuamos injetivamente as cores em Ay \ {f(u1)} a vy, vy €
v e uma cor em A; \ f(V(B)) a vs. Suponhamos agora que f(V(B)) = {0, 3,8}.
Se f(ur) = 0, entdo f(1n) == 2, f(1) == 5, f(vs) =T e f(vs) = 9 se flu) =3,
entao f(vy) :=1, f(ve) :=5, f(vs) :=T7e f(vg) :=9; se f(uy) = 8, entdo f(vy) :=
1, f(vg) := 4, f(vs) := 6 e f(vs) := 5. Notemos que, se f(V(B)) = {1,6,9},
entdao fR(V(B)) = {0,3,8}, onde f% é o reverso de f em relagdao [0,9]. Logo,
nao é necessario tratar separadamente o caso em que f(V(B)) = {1,6,9}; basta
que redefinamos f: para cada v € V(G'), f(v) := ff(v). Consideremos entdo
|[V(By)| < 3. Se f(u1) > 5, entao redefinamos f em V(G'): para cada v € V(G'),
f(v) :== fB(v). Assim, no restante da demonstragao, f%(u;) < 4. Notemos que,
como A é simétrica e {0,3,8} = {9 —9,9 — 6,9 — 1}, tal redefinicio mantém a

Propriedade 4] Analisemos os casos seguintes.

0:

(Ul

) =
Se f(V(B)) C {0,3,6,9}, entao f(vy) :=2, f(ve) : =7, f(v3) :=5e f(vy) :=8.
Se f(V(B)) = {0,2,5}, entao f(vy) :=6, f(ve) :=9, f(vs) :=3 e f(vyg) :=8.
Se f(V(B)) # {0,2,5} e f(V(B)) € {0,2,5,7} ou f(V(B)) c {0,2,5,8},
entao f(vy) :==6, f(ve) : =9, f(vs) :=a e f(vy) :== b, onde a é alguma cor em
{2,5}\ f(V(B)) e b é alguma cor em {7,8} \ f(V(B)).

2. flu) =1
Se f(V(B)) C {1,3,5,7}, entao f(v1) :=4, f(v2) :==9, f(vs) :=6¢ f(v4) :==8
Se f(V(B)) C {1,3,5,8}, entao f(vy) :=4, f(ve) :=6, f(vs) :=Te f(vg) :=9
Se f(V(B)) C {1,4,7,9}, entao f(vy) :=3, f(ve) :=5, f(vs) :=6¢€ f(vy) :=8
Se f(V(B)) C {1,4,6,8}, entao f(v1) := 3, f(va) :==5, f(vs) :==Te f(vy) :==9

3. flu) =2
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Se (V(B)) C {0,2,5,7}, entdo f(un) = 4, f(1n) = 9, f(u5) = 6 ¢ f(ug) i= 8

Se f(V(B)) C {0,2,5,8}, entao f(vy) :==4, f(ve) :=6, f(v3) :=Te f(vy) :=9

Se f(V(B)) C {2,4,7,9}, entao f(vy) :=0, f(vg) :=5, f(vs) :=6e f(vy) :=8

Se f(V(B)) C {2,4,6,8}, entao f(vy) :=0, f(ve) :=5, f(vs) :=Te f(vy) :=9
4. f(u) =3

entao f(vy 6, f(v2) =9, f(vs) :==ae f(v4) = b, onde a é alguma cor em
{1,5}\ f(V(B)) e b é alguma cor em {7,8}\ f(V(B))
5. flwm) =4

Se f(V(B)) ={4,7,9}, entao f(vy) :=1, f(va) := 6, f(vs) :=2e f(vg) := 8.
Se f(V(B)) # {4,7,9} e f(V(B)) C {1,4,7,9} ou f(V(B)) C {2,4,7,9},
entdo f(v1) := 6, f(v2) :=8, f(vs3) :=a e f(vy) := b, onde a é alguma cor em
{1,2}\ f(V(B)) e b é alguma cor em {7,9}\ f(V(B)). Se f(V(B)) = {4,6, 8},
entdo f(vy) :=1, f(ve) =7, f(vs) :=2¢ f(vg) :=9. Se f(V(B)) # {4,6,8} e
f(V(B)) € {1,4,6,8} ou f(V(B)) C {2,4,6,8}, entao f(v1) :=7, f(v2) := 9,
f(vs) :==ae f(vy) := b, onde a ¢é alguma cor em {1,2}\ f(V(B)) e b ¢ alguma

cor em {6,8}\ f(V(B)).

Finalmente, suponhamos que ¢ = 4. Pela Propriedade [} f(V(B)) € A. Logo,
existe Ay € A tal que f(V(B)) N Ay = {f(u1)}. Atribuamos injetivamente Ay \
{f(u1)} a vy, vy € vs.

Vemos que as Propriedades [3| e [4] sdo validas em G”. O

As duas proposicoes seguintes e o lema apds tém um papel andlogo aos lemas

e[5.2) da se¢ao anterior.

Proposicao 5.10. Seja p > 5 um inteiro tal que p+1 =0 (mod 3). Para todo 1 <
i < [I%IL existe uma familia A; de 3-subconjuntos de [0, 2p+1]\{2i—3,2i—2,2i—1}

dois a dois disjuntos tal que
1 |A| > pt4.
. 1| — 3 )
2. cada conjunto pertencente a A; consiste de inteiros nao consecutivos;

3. para cada {a,b,c} € A;, se2i—2 < a < b < ¢, entao {a,b,c} ¢ {{2i1 —2,2iy—
2,25 — 1} i+ 1<iy <ip<iz<p+1}U{{2 —1,2—225—2}:i+1<
1 <y <13 Sp—f-l} U {{221-1,212-1,2@3—1} 1< <1 <ig Sp—f—l},
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4. para cada {a,b,c} € A;, sea <b<2i—2 <c, entao {a,b,c} ¢ {{2i; —2,2i,—
2,2i5—1}: 1< iy <ip<i—1eitl<iz<p+1}U{{20—2,2—1,25—2}:
1<iy<ip<i—2eci+1<iz<p+1}U{{201 —1,2i,—1,25—1}:1<
i <ip<i—2ei+1<iz<p+l}.

Prova. Examinemos os casos: Aj; A[%1 com p ifmpar; A[%ﬂ] com p par; A;, para

algum 2 < i < (’%ﬂ — 1 e p impar; e A;, para algum 2 < i < (’%1]

— 1 e p par.
Primeiramente consideremos A;. Cada conjunto de A; deve estar contido em
[2,2p + 1]. Como |[2,2p + 1]| = 2p =1 (mod 3), temos que 2p mod 9 € {1,4,7}.
Observemos que: 2p = 1 (mod 9) implica p > 5; 2p = 7 (mod 9) implica p > §;
e 2p = 4 (mod 9) implica p > 11. Seja r := 9|22]. Definamos A; := {{2,5,8},
{3,6,9}, {4,7,10}, ..., {r—=T,r—4,r—1}, {r—6,r =3,r}, {r—=5,r —2,r+ 1} }.
Se 2p =7 (mod 9), entdo r = 2p — 7 e acrescentemos {2p — 5,2p — 2,2p + 1} a A;.
Claramente, as Propriedades , el sdo vélidas. Temos que |A;| = & = 3| 2] se
2p mod 9 € {1,4} e que |A;| = 3[22] + 1 caso contrario. Se 2p =1 (mod 9), entdo
3|2] = 22 > 2 Ge 2p = 4 (mod 9), entdo 3|22| = 24 > 2 Ge 2p =7
(mod 9), entdo 3| 2] +1= 2" +1 =224 > X Portanto, vale a Propriedade .
Consideremos A’—pTJrl-‘ com p impar. Temos que f’%lw = 7%1
A%l deve estar contido em [0,p —3]U[p+1,2p+1]. Como p+1 =0 (mod 3) e
por hipétese, p+1 =0 (mod 2), |[[p+ 1,2p+1]|=p+1=0 (mod 6). Definamos
Ap+1 ={{0,p+1, p+4} {1,p+2,p+5}, {2,p+3,p+6}, ..., {552,2p—4,2p— 1},
{52 £ ,2p — 3,2p}, {&5+,2p — 2,2p + 1}}. Claramente, as Proprledadesl I Isao
validas. Temos que ]ApTH | = p;’l > 7%4 e, portanto, a Propriedade |1| é satisfeita.
Agora examinemos A[pTH1 com p par. Temos que [’%1 = ’%2
de Ap%z deve estar contido em [0,p—2]U[p+2,2p+1]. Temos que |[p+2,2p+1]| =
p = 2 (mod 6), pois p = 2 (mod 3) e, por hipétese, p = 0 (mod 2). Definamos
Ai ={{0,p+2,p+5}, {1,p+3,p+6}, {2,p+4,p+T7}, .. {p ,2p—6,2p—3},
{5= = 2p—5,2p— 2}, {&*,2p—4,2p — 1}, {p—4,p—2,2p}}. Temos que |ApT+2| =
g > p+4 Logo, valem as Proprledadesl I
Exammemos A;, para algum 2 < i < [p‘glw — 1 e p impar. Cada conjunto de
A; deve estar contido em [0,2i — 4] U [2i,2p + 1]. Temos que 2i < 2([ZH] — 1) =
2’%1 —2=p—1. Logo, |[2i,2p+1]| > p+3>p+2=|[p,2p+1]|. Comop+2=1
(mod 3), temos que (p+2) mod 9 € {1,4,7}.

e cada conjunto de

e cada conjunto

e p+2=1 (mod 9): A; := {{p, p+3,p+6}, {p+1,p+4, p+7}, {p+2,p+5,p+8},
{0,p—1,2p+1}}.

e p+2=4 (mod9): A; := {{p,p+3,p+6}, {p+1, p+4,p+7}, {p+2, p+5, p+8},
, {229—117219—8,219—5}, {2p—10,2p—7,2p—4}, {2p—9,2p—6,2p — 3},
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e p+2=7 (mod 9): A; := {{p,p+3,p+6}, {p+1,p+4,p+7}, {p+2, p+5, p+8},
o {2p—14,2p—11,2p—8}, {2p—13,2p—10,2p—T7}, {2p—12,2p—9,2p—6},

Claramente, valem as Propriedades [I] - [

Finalmente, consideremos A;, para algum 2 < i < [1%11 — 1 e p par. Cada
conjunto de A; deve estar contido em [0,2i — 4] U [27,2p + 1]. Temos que 2i <
2([2H] — 1) = 2282 — 2 = p. Logo, |[2i,2p +1]| > p+2>p+1=|p+1,2p+1]|.
Comop+1=0 (mod 3), p+1 mod 9 € {0,3,6}.

e p+1=0 (mod 9): A, :={{p+1,p+4,p+7}, {p+2,p+5,p+8}, {p+3,p+

e p+1=3 (mod 9): A; := {{p+1, p+4,p+7}, {p+2, p+5, p+8}, {p+3, p+6, p+
{0,2p — 1,2p + 1}}.

e p+1=6 (mod 9): A = {{p+1L,p+4dp+T7} {p+2,p+5p+8} {p+

Claramente, valem as Propriedades [2, 3] e [ Para satisfazer a Propriedade [T}, é
suficiente adicionar exatamente um conjunto a A4;. Notemos que 2 < 2i —2 <p—2
ep—2>6. Se 2i —2 = p— 2, acrescentemos {2,4,p} a A;. Se 2i —2 = 2,
acrescentemos {p—4,p—2,p}. Sed < 2i—2 < p—4, acrescentemos {2,p—2,p}. [

Proposicao 5.11. Seja p > 5 um inteiro tal que p+1 =0 (mod 3). Para todo 1 <
i < |2, existe uma familia A; de 3-subconjuntos de [0,2p+ 1]\ {2i —2,2i — 1,2}

dois a dois disjuntos tal que
pt4.
10| A = B
2. cada conjunto pertencente a A; consiste de inteiros nao consecutivos;

3. para cada {a,b,c} € A;, sea <b<c<2i—1, entdo{a,b,c} ¢ {{2i1 —2,2iy—
1,25 — 1} 11 <y <idp < iy <i—1} U {{2 — 1,2y —1,2i5—2}:1 <4 <
22<23§Z—1} U {{221—2,222—2,223—2}1§Z1<22<23§Z—1},

4. para cada {a,b,c} € A;, sea <2i—1<b<c, entao {a,b,c} ¢ {{2i; —2,2iy—
1,2i5—1} 1 1 <iy <i—1eitl <ip <iy < p+1}U{{2i1—1,2i—2, 2i5—1} :
1 <iy<i-1eit2 <ip <is < prl}U{{201—2,2i2—2,2i3—2}: 1 < i) <i—1
el +2<iy<izg<p+1}.
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Prova. Examinemos os casos: Aj; AL%H | com p fmpar; AL;DTH | com p par; A;, para

algum 2 <4 < [ZH1] — 1 e p fmpar; e A;, para algum 2 < i < |ZHL ]

— 1 e p par.
Primeiramente consideremos A;. Cada conjunto de A; deve estar contido em
[3,2p 4+ 1]. Como |[3,2p+ 1]| = 2p — 1 = 0 (mod 3), temos que 2p — 1 mod 9 €
{0,3,6}. Observemos que: 2p — 1 =0 (mod 9) implica p > 5; 2p — 1 =6 (mod 9)
implica p > 8; e 2p — 1 = 3 (mod 9) implica p > 11. Seja r := 9{%] Definamos
L= {43,6,9), {4,710}, {5,8,11}, ..., {r — 6, — 3,7}, {r — 5,7 — 2,7 + 1},
{r—4,r—1,r+2}}. Se2p—1 =6 (mod9), entdo r = 2p — 7 e acrescentemos
{2p — 4, 2p 2,2p} a Aj. E facil ver que as Propriedadesl I Ivalem Temos

que [A;| = £ =3|22] se 2p—1 mod 9 € {0,3} e que |[A] = 3[2Z1] + 1 caso
contrario. Se 2p — 1 = 0 (mod 9), entao 3LM = 2p31 > 7%4. Se2p—1=3

(mod 9), entao 3L2p 1 = 27’74 > p+4 Se 2p —1 =6 (mod 9), entao SL%J +1=
% +1= 21” 1> p+4 Logo vale a Proprledade

Exammemos ALL—H | com p par. Temos que |22 = £ e cada conjunto de Az
2

deve estar contido em [0,p — 3] U [p+ 1,2p + 1]. Notemos que, em [0, p — 3], ha 252
impares e 1%2 pares e que 1%2 > p“
por hipétese, p+ 1 =1 (mod 2), |[p +1,2p+ 1] =p+ 1 =3 (mod 6). Definamos
Ap = {{L,p+ 1,p+4}, {0,p+2,p+ 5}, {3,p+ 3,p+ 6}, {5,p+ 7,p+ 10},
{2,p+8, p+11}, {7, p+9,p+12}, ..., {2852 —1,2p—7, 2p—4}, {2222, 2p—6, 2p—3},

{2252 — 1,2p — 5,2p — 2}, {2p+1 —1,2p—1,2p+ 1}}. Temos que |Az| =& > &

, porque p > 8. Como p+ 1 =0 (mod 3) e,

e, portanto, as Propriedades [I] - [] sao satisfeitas.

i 1 p+l p+
Examinemos agora ALPTH | com p fmpar. Temos que |5 =

de A% deve estar contido em [0,p—2]U[p+2,2p+1]|. Temos que |[p+2,2p+1]| =

! e cada conjunto

p =5 (mod 6), porque p = 2 (mod 3) e, por hipétese, p = 1 (mod 2). Definamos
A% ={{l,p+2,p+5}) {0,p+3,p+6}, {3,p+4p+7} ..., {27’%5 —3,2p —
9,2p—6}, {2222 —2,2p—8,2p—5}, {2222 —1,2p—7,2p—4}, {222 —1,2p—3,2p},
(225 —2.2p — 2. 2p + 1}, {p — 4,p — 2,2p — 1}}. Temos que [Apa| = ptl > et
Logo, as Propriedades [I| - [ é satisfeita.

p“j —1 e p impar. Cada conjunto de A;

Consideremos A4;, para algum 2 < i < |
deve estar contido em [0, 2i—3]U[2i+1, 2p+1]. Temos que 2i+1 < 2(| 2| —1)+1 =
2001 — 1 = p. Logo, |[2i +1,2p+1]| > p+2>p+1=|p+1,2p+1]|. Como

p+1=0 (mod 3),p+1 mod9 € {0,3,6}.

o p+1=0 (mod 9): A :={{p+1,p+4,p+7} {p+2,p+5p+8}, {p+3,p+
{0,p,2p — 2}}.

e p+1=3 (mod 9): A; := {{p+1, p+4,p+7}, {p+2, p+5, p+8}, {p+3, p+6, p+

52



ep+1=6(mod9): A = {{p+Lp+4p+T7} {p+2p+5p+8} {p+

Claramente, valem as Propriedades [I] - [

Finalmente, consideremos A;, para algum 2 < i < Lj%lj — 1 e p par. Cada
conjunto de A; deve estar contido em [0, 2i — 3| U[2i+ 1, 2p+1]. Temos que 2i+1 <
2(| 25| ~1)+1=22—1=p—1. Logo, |[[2i+1,2p+1]| > p+3 > p+2 = |[p, 2p+1]|.
Como p+2 =1 (mod 3), temos que (p+2) mod 9 € {1,4,7}.

e p+2=1 (mod 9): A; := {{p, p+3,p+6}, {p+1,p+4, p+7}, {p+2,p+5,p+8},

e p+2=4 (mod 9): A := {{p,p+3,p+6}, {p+1,p+4,p+7}, {p+2,p+5,p+8},
o {2p—11,2p—-8,2p—5}, {2p—10,2p—7,2p— 4}, {2p—9,2p — 6, 2p — 3},

e p+2=7 (mod 9): A; := {{p, p+3,p+6}, {p+1,p+4,p+7}, {p+2,p+5,p+8},
o {2p—14,2p—11,2p—8}, {2p—13,2p—10,2p—T7}, {2p—12,2p—9,2p—6},

Claramente, valem as Propriedades [I] - O

Lema 5.3. Seja p > 5 um inteiro. Para todo 1 < i < p+ 1, existe uma familia A;
de 3-subconjuntos de [0,2p+ 1]\ {20 — 3,2i — 2,2¢ — 1} dois a dois disjuntos tal que

pt4 .
1. |AZ| > L 3 J;
2. cada conjunto pertencente a A; consiste de inteiros nao consecutivos;

3. para cada {a,b,c} € A;, se2i—2 < a <b<c, entio{a,b,c} ¢ {{2i; —2,2iy—
2,25 — 1} i+ 1<iy <ip<iz<p+1}U{{2—1,2—225—2}:i+1<
1 < iy <13 Sp—l-l} U {{221—1,222—1,223—1}Z+1 <y <9 < i3 Sp—l—l},

4. para cada {a,b,c} € A;, sea <b<2i—2 <c, entao {a,b,c} ¢ {{2i; —2,2iy—
2,2i5—1}: 1< i <ip<i—1eitl <iz<p+1}U{{20—2,2—1,25—2}:
1<ii<in<i—2ei+1<iz<p+1}U{{21—1,2ip—1,2i3—1}:1<
ii<iy<i—2ei+1<iz<p+1}.

Prova. Dividimos a prova em trés casos, conforme o valor de (p + 1) mod 3.
Suponhamos que p+1 =0 (mod 3). Entao, L’%ﬂ = ’%. Pela Proposicao ,
para 1 < i < [EH1] existe uma familia A; de 3-subconjuntos de [0,2p + 1] \ {2i —
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3,2i—2,2i—1} dois a dois disjuntos que satisfaz as Propriedades f Consideremos
entdo [ZH]4+1 <i < p+1. Temosque 1 < p+2—i < ||, Seja j := p+2—i. Pela
Proposicao , existe uma familia A de 3-subconjuntos de [0, 2p+1]\ {2j —2,2j —
1,25} dois a dois disjuntos com determinadas propriedades. Facilmente obtemos A;
a partir de A% {a,b,c} € Ay < {(2p+1) —a,(2p+1) —b,(2p+1) —c} € A,
A validade das Propriedades [I| - 4] em A; é consequéncia das propriedades de A
expostas na Proposigao .11} Assim, no que segue, podemos supor que, se p+1 =0
(mod 3), entao o lema vale.

Suponhamos agora que p+ 1 = 1 (mod 3). Entdo, p > 6, V%ﬂ = 1%3 e
(p—1)+1 =0 (mod 3). Portanto, o lema vale para p—1: paral <i < (p—1)+1 = p,
existe uma familia A; de 3-subconjuntos de [0,2(p — 1) + 1]\ {2i — 3,2i — 2,2 — 1}
dois a dois disjuntos que satisfaz as Propriedades [ - [} Resta definir A,.,. Pela
Proposi¢ao [.11] existe uma familia A] de 3-subconjuntos de [0,2(p — 1) + 1] \
{0,1,2} dois a dois disjuntos com determinadas propriedades. Obtemos A,;; a
partir de A}: {a,b,c} € A1 & {(2p+1)—a,(2p+1)—b,2p+1)—c} € A. A
satisfacao das Propriedades [I| — 4| em A, segue das propriedades de 4] dadas pela
Proposicao No restante da prova, podemos supor que o lema vale caso (p+ 1)
mod 3 € {0,1}.

Finalmente, suponhamos que p + 1 = 2 (mod 3). Entao, p > 7, V%‘lj = 1%2 e
(p—1)+1=1 (mod 3). Portanto, o lema vale para p — 1: para 1 < i < p, existe
uma familia A; de 3-subconjuntos de [0,2(p — 1) + 1] \ {2i — 3,2i — 2,2i — 1} dois
a dois disjuntos que satisfaz as Propriedades [I] - [} Pela Proposigao [5.11], existe
uma familia A} de 3-subconjuntos de [0,2(p —2) 4+ 1]\ {0, 1,2} dois a dois disjuntos
com determinadas propriedades. Obtemos A,.; a partir de A): {a,b,c} € A1) &
{2p+1)—a,(2p+1)—0b,2p+1)—c} € A}. A satisfagdo das Propriedades |1| -
em A, segue das propriedades de A} dadas pela Proposicao . H

Teorema 5.7. Seja G € B, 2. Se p>5, entio A\(G) < 2p+ 1.

Prova. Atribuamos injetivamente as cores em {0,2,...,2p — 2} aos vértices da p-
clique inicial {uy,uo, ..., u,}.

Aqui, F, 42 ¢ o conjunto de todas as (2p+1)-L(2, 1)-coloracoes de G’ tais que: se
existem um bloco B de G’ com V(B) = {uy, us, us, us} € um bloco By de G —V(G’)

com V(By) = {u1,ve,vs,...,0,}, entao

L f(V(B)) 6{22‘1—2, 209 — 2,213 — 2,214, —1:1 <11 < 19 <i3<i4§p+1}
implica f(uy) # 2is — 2;

L f(V(B)) 6{2@&-2, 209 — 1,213 — 1,214, —1:1 <11 < 19 <i3<i4§p+1}
implica f(uy) # 2i3 — 1;
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° f(V(B)) 6{2?:1—1, 209 — 1, 213 — 2, 214 — 1 : 1 < 47 < 19 <i3<’i4§p+1}
implica f(uy) # 2iy — 1;

° f(V(B)) 6{27:1—2, 209 — 1, 213 — 2, 214 — 2 : 1 < 17 < 19 <i3<i4§p+1}
implica f(uy) # 2iy — 2;

Suponhamos que f(u;) é impar. Entado, tomando o reverso de f em relacao
a [0,2p + 1] f2 temos que f%(uy) é par. Redefinamos f em V(G'): para cada

v € V(G"), f(v) == fB(v). Assim, ao longo da prova, basta que consideremos
f(uy) = 2i — 2, para algum 1 <7 < p—+ 1.
Suponhamos que » > 1 e { = 2. Seja us o vértice de B que nao u;.

Seja A; a familia de 3-subconjuntos de [0,2p + 1] \ {2 — 3,2i — 2,2i — 1} do
Lema . Seja {{a1,b1,c1}, ..., {ar, by, ¢, }} uma subfamilia de A; tal que f(uz) ¢
U;<i<, {ak, br, cx}. Notemos que, se, para algum {a,b,c} € A;, f(u2) € {a,b,c},
entio [A;\ {{a,b,c}}| > || —1 = || > . Definamos f(v1) := ay, f(vy) = by,
f(vs) :==c1,y ..., f(vgr_2) := ay, f(vsr—1) := by, f(v3.) := ¢,. Falta atribuir cores aos
p — 3r + 1 vértices vs,11,. .., Vp41. Ha pelo menos 2p — 3r — 2 cores em [0,2p + 1] \
({20—3,20—2,2i—1, f(u2)} U f({v1,...,v3})). Temos que 2p—3r—2 > p—3r+1,
porque p > 5, eque 2p—3r—2 > 2(p—3r+1)—1, porque r > 1. Portanto, podemos
atribuir cores aos vértices vs,11, . .., vp41 conforme o Coroldrio [5.1]
Suponhamos que r > 1 e 3 < ¢ < p — 3. Neste caso, p > 6. Sejam us, us, ..., Uy
os vértices de B que nao u;. No caso anterior, no qual supomos que r > 1 e
¢ = 2, vimos que, para todos os valores possiveis de f(u1) e f(uz), conseguimos
colorir By, ..., B, de modo que f restrita a {uj,us} U V(By)U---UV(B,) seja
uma (2p + 1)-L(2, 1)-coloracao de G[V(B) UV (B;)U---UV(B,)]. Logo, a fim de
provar que, para todos os valores possiveis de f(V(B)), conseguimos colorir By,
.., By, é suficiente demonstrar a seguinte proposicao: se existe uma (2p + 1)-
L(2,1)-coloracao f, de G[(V(B) \ {us}) UV (By) U---UV(B,)] tal que, para cada
1 <k <?l-1, filug) = f(ug), entdo existe uma (2p + 1)-L(2, 1)-coloragao fo de
GV(B)UV(By)U---UV(B,)] tal que, para cada 1 < k < 0, fo(ug) = f(ug).
Suponhamos que exista tal f;. Para cada w € (V/(B)\ {u})UV(B)U---UV(B,),
fo(w) == fi(w), e folue) := f(ur). Se f(ue) ¢ fi(V(B1)U---UV(B)), entao fy
estd conforme. Suponhamos entdo que f(uy) € f1(V(By)U---UV(B,)). Logo,
para algum 1 < k < r, fo(V(Bg) \ {u1}) = {a,b,c} e fo(us) = a. Vamos redefinir
fo em V(By) \ {u1}. HA pelo menos p — 2 cores em [0,2p + 1] \ ({2t — 3,2i —
2,20 — 1} U fo(V(B)UV(By)U---UV(B,))) (lembrando que a cor a tem duas
ocorréncias, uma em fo(V(B)) e outra em fo(V(By))). Acrescentando as cores b e
¢, temos pelo menos p > 6 cores disponiveis para atribuir em V(By) \ {u1}. Como
{1,3,5,...,2p 4+ 1} \ {20 — 3,2i — 1}| = p — 1, nem todas estas p sdo {mpares
(se f(u1) = 0, hd p impares em {3,...,2p+ 1} e p+ 1 cores disponiveis). Sejam

95



ai,...,ae 6 destas cores tais que nem todas sejam impares. A seguir, escolhemos 3
cores a}, ay e ay. Se ha pelo menos 3 cores pares dentre ay, .. ., ag, entdo escolhamos
estas. Caso contrario, ha 1 ou 2 pares dentre ay,...,as. Seja a) um destes pares
e sejam a), e a4y dois impares que nao aj — 1 nem a} + 1. Notemos que ha pelo
menos 4 impares dentre aq,...,ag e pelo menos 2 destes sao diferentes de aj — 1
e a) + 1. Atribuamos injetivamente as af, a) e aj aos vértices em V(By) \ {u1}.
Assim, fo estd conforme. Para cada 1 < k < 3r, f(vg) := fa(vg). Falta atribuir
cores aos p — £ — 3r + 3 vértices V3,41, ..., Up—r43. Ha pelo menos 2p — £ — 3r cores
em [0,2p+ 1] \ ({20 — 3,20 —2,2i — 1, f(ug),..., f(u)} U f({v1,...,v3.}). Temos
que2p—{¢—3r>p—(¢—-3r+3e2p—{—3r>2(p—{¢—3r+3)—1, porque
¢ > 2er > 1. Entao, atribuamos cores aos vértices vz, 41, ...,Up—r+3 conforme o
Corolério Bl

Suponhamos que r > 1 e p—2 < ¢ < p. Neste caso, p — { + 3 < 5 e, portanto,
r = 1. A seguir, escolhemos 3 cores ai, as e as. Se ha no maximo p — 2 cores
pares em f(V(B)), entao sejam a, az e ag quaisquer trés cores em {0,2,...,2p} \
f(V(B)). Caso contrario, existem p — 1 ou p cores pares e no maximo 1 cor fmpar
em f(V(B)). Consideremos que haja p cores pares em f(V(B)). Logo, ha pelo
menos |[{1,3,...,2p+ 1} \{2i —3,2i — 1}| > p— 1 > 4 cores impares disponiveis.
Seja a; a tnica cor em {0,2,...,2p} \ f(V(B)), sejam ay e az duas cores dentre
{1,3,...,2p+ 1} \ {20 — 3,2i — 1} diferentes de a; — 1 e a; + 1. Consideremos entao
que haja p — 1 cores pares e 1 cor impar 25 — 1 em f(V(B)). Logo, ha exatamente
duas cores em {0,2,...,2p} \ f(V(B)) e pelo menos p — 2 > 3 cores a}, a, e a} em
{1,3,....2p+ 1} \ {20 — 3,2t — 1,25 — 1}. Temos que 25 — 2 ¢ f(V(B)). Assim,
escolhamos 2j —2 para ay, e sejam ay e ag duas cores em {a}, a}, a5} \ {25 —3}. Para
cadal <k <3, f(vg) := ai. Falta atribuir cores aos p— ¢ vértices vy, . .., vp_s+3. Ha
pelo menos 2p — £ — 3 cores em [0,2p+1] \ ({20 —3,2i—2,2i—1} U f(V(B) \{w1})
U f({v1,v2,v3}). Temos que 2p —¢ —3>p—~Le2p—{—3>2(p—{)— 1, porque
¢ > 3. Entao, atribuamos cores aos vértices vy, ..., v,—ry3 conforme o Corolario .

Suponhamos que r = 0, 2 < ¢ < pe { # 4. Ha pelo menos 2p — ¢ cores em
10,20+ 1\ ({F(w) — 1, f(w), f(ur) +1}U F(V(B))). Temos que 2p— € > p—(+3.
Se ¢ < 3,entdo 2p— ¢ > 2(p—1)—1 > 2|V(By) \ {u1}| — 1; se £ > 5, entéo
2p—0>2(p—L+3)—1>2|V(By)\ {u1}| — 1. Portanto, podemos atribuir cores
aos vértices vy, ..., v,_ry3 de acordo com o Corolario .

Finalmente, suponhamos que » = 0 e £ = 4. Sejam us, uz € uy os vértices de B
que nao u; tais que f(us) < f(us) < f(ug). Analisemos os quatro casos seguintes,
nos quais verificamos que existem pelo menos p—1 cores nao consecutivas disponiveis

para vy, Vs, ..., Up_1.

® 2i —2 < f(ug) < flus) < f(ua):
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O ntimero méaximo de cores nao consecutivas disponiveis em [0, 2 — 4] é i — 1;

em [2i, f(uz) — 1], 6 [12=27; em [f(uz) + 1, f(ug) — 1], ¢ [LLel=L2)=17, o

[f(ug) + 1, fug) — 1], 6 [Le2008) 6 Som [ f(ug) 4+ 1,2p 4 1], 6 [22-Llealtly,

Suponhamos que f(ug) seja fmpar. H4 pelo menos ¢ — 1 + w +

fluz)=flup)=1 | flua)=flus)=1 4 2p—f(ua)+1
2 2 2

= p — 1 cores nao consecutivas.

Suponhamos que f(uz) e f(u4) sejam pares. H& pelo menos i — 1 + w +

f(US)*f(W)*l + f(u4)*f(u3)*1 + 2P*f(2u4)+2 _

p — 1 cores nao consecutivas.

Suponhamos que f(us) seja par e f(u4) impar. H& pelo menos i — 1+ w +
f(us)—f(ua)+f(us)—flus)—1 + 2p—f(ua)+1
2 2

= p — 1 cores nao consecutivas.

flug) <2i—2 < f(us) < flua):

O nimero méximo de cores nao consecutivas disponiveis em [0, f(uz) — 1] é
(120 em [f (us) +1, 20 — 4], ¢ [2L92247 0 om (2, f(us) — 1], ¢ [£49=2]; em
[F(us) + 1, f(ua) = 1], & [HEE o) em [f(ua) +1,2p+ 1], 6 2200,

flu2)+1 2i—f(u2)—3
S N R

Suponhamos que f(uy) seja impar. H& pelo menos
fus)=2i | flua)—f(uz)—1 | 2p—f(us)+1
2 T 2 + 2

= p — 1 cores nao consecutivas.

Suponhamos que f(uy) e f(us) sejam pares. Pela Propriedade , f(uy) é par.

Logo, hd pelo menos f(;u) + 2i—f(2U2)—4 + f(u32)—2i + f(U»4);f(U3) + 2p—f(2u4)+2 —p-1
cores nao consecutivas.
Suponhamos que f(uz) seja par e f(us) seja impar. H& pelo menos % +

(u2) +f(ud) 2i+1 +f(u4)—f(u3)—1'2*‘2p—f(u4)+1+1

= p—1 cores nao consecutivas.

fluz) < flus) <2i—2 < flug):

O nimero maximo de cores nao consecutivas disponiveis em [0, f(ug) — 1]
¢ TH520); em [f(ua) + 1, f(ug) — 1] & [H2JU2A]s e [£(ug) + 1,20 — 4] 6
PEL 8 e (27, f(ur)—1] € [EE92]; e, em [ ()41, 2p-+1] & [
f(“22)+1 + f(%)*é(uz)*l +

Suponhamos que f(uy) seja impar. H& pelo menos

2i— f(uz)—4 —2i42p— 141 . .
- f(zu“) 4 L) 20 pQ S+l o) 1 cores ndo consecutivas.

f(u3)—f(U2)—1;-2i—f(u3)—4+1 +

Suponhamos que f(u2) seja par. H& pelo menos
f(ua)—2i+2p—f(usa)+1+1 + f(uz)
2 2

= p — 1 cores nao consecutivas.

f(UQ) < f(u3) < f(U4) < 21— 2

O numero maximo de cores nao consecutivas disponiveis em [0, f(ug) — 1] é

[H5207; em [ (uz) + 1, f(ug) = 1], & [0 em [ f(ug) + 1, f (ua) = 1], €

[ML em [f(uq)+1,2i—4], é (M] e, em [2¢,2p+1], ép—i+1.

fluz2)+1
2

+

+ 2i—f(2u4)—4 +p—i+1 = p—1 cores ndo conse-

Suponhamos que f(uz) e f(uz) sejam ifmpares. H& pelo menos
f(uz)—f(u2) + f(ua)—f(uz)—1
2 2

cutivas.
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f(u2)+1
Bt

1+1 = p—1 cores nao consecutivas.

Suponhamos que f(ug) seja impar e f(us) par. HAa pelo menos
fus)—f(u2)—1 | flua)—f(us)—1+2i—f(ua)—4+1 |
2 + 2 +p

Suponhamos que f(ug) seja par e f(uz) impar. Pela Propriedade {4, f(uy) é

f(12L2) + f(us)—g(W)—l + f(M)gf(US) + 2i—f(2u4)—3 +p—itl=

impar. Ha pelo menos
p — 1 cores nao consecutivas.

fluz) | flus)—f(u2)
22 + 3 > 2 +

Suponhamos que f(us2) e f(u3) sejam pares. Ha pelo menos
)=o) U2 f ) L )

p — 1 cores nao consecutivas.

Vemos que as Propriedades |3| e 4| sao validas em G”. O

Os limites dos teoremas [5.6) e [5.7] sdo justos.

Para p > 4, seja G, 12 0 grafo de blocos construido da seguinte forma:

Comecamos com um bloco B que é um Kjy.

Para cada vértice z de B, adicionamos um K, que compartilha z com B.

Sejam By, B, B3 e By os blocos adicionados nesta etapa.

Para cada 1 < ¢ < 4, para cada vértice y de B; com grau igual ap—1 (hd p—1
tais vértices em B;), adicionamos um K4 que compartilha y com B;. Sejam

Bs, Bg, ... e By, os blocos adicionados nesta etapa.

Para cada 5 < ¢ < 4p, para cada vértice z de B; com grau igual a 3 (hé 3 tais
vértices em B;), adicionamos um K, que compartilha z com B;. Sejam By 1,

Bypio, ... € Bigp—12 0s blocos adicionados nesta etapa.

Figura 5.11: G} 42, com p > 4. Cada K, que nao ¢ um bloco terminal compartilha
cada um de seus p vértices com um K.
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Proposigao 5.12. Parap > 4, N(Gpp+2) = 2p+ 1.

Prova. Pelo Teorema , AGyg6) <9 e, pelo Teorema , para p > 5, A(Gpp+2) <
2p + 1. Suponhamos por contradigdo que exista uma 2p-L(2,1)-coloragao f de
Gppi2- Se f(V(B)) contém pelo menos 3 cores pares 2i; — 2, 2iy — 2 e 2i3 — 2 tais
que 1 <13 <19 <13 <p+1, entao f tem uma configuragao proibida semelhante a
Configuragao [1] da Proposicao [5.6] Se f(V(B)) contém pelo menos 3 cores impares
211 — 1, 2i5— 1 e 2i3—1 tais que 1 < iy < 15 < i3 < p, entao f tem uma configuracao
proibida semelhante & Configuracao [2] ou a Configuragao [3|da Proposicao 5.6 Logo,
f(V(B)) contém 2 cores pares e 2 cores impares, e é facil ver que f(V(B)) =
{241 — 1,219 —2,2i3—2,2i4 — 1}, para algum 1 < iy < iy < i3 < iy < p, pois qualquer
outro posicionamento das cores forca uma configuracao proibida analoga a alguma
da Proposicao [5.6]

Seja B’ o bloco de p vértices que compartilha com B o vértice de cor 2i; — 1.
Temos que 2p € f(V(B')). Logo, o bloco B” de 4 vértices que compartilha com
B’ o vértice de cor 2p possui alguma configuracao proibida da Proposicao uma

contradigao. Assim, A\(G,p12) > 2p + 1. O

5.7 Bypis

1 < g < iz < ig <15

Figura 5.12: Configuragoes proibidas da Proposigao [5.13
A seguir, expomos configuragoes proibidas em uma (2p + 2)-L(2, 1)-coloragao.

Proposicao 5.13. Seja G € B,,t3. Sejam B e B; dois blocos de G tais que
V(B) = {u1,u2,u3, ug, us} € V(By) = {u1,v9,03,...,0,}. Se existe uma (2p + 2)-

L(2,1)-coloragio f de G, entao as sequintes configuragioes de f sao proibidas:
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1. para algum 1 < iy < iy < iz <iy <iz <p+2, f(V(B)) = {2i; — 2, 2iy — 2,
27;3 - 2, 224 - ]_, 225 - 2} € f(Ul) = 222 - 2,’

2. para algum 1 < iy < iy < i3 <ig <iz <p+2, f(V(B)) ={2iy —2, 2iy — 1,
27;3 - 2, 224 - 2, 27,5 - 2} € f(Ul) = 224 - 2,’

3. para algum 1 < iy < iy < i3 < iy <i5 < p+2, f(V(B)) ={2i; — 2, 2iy — 1,
27;3 - 1, 224 — ]_, 27,5 — 2} € f(ul) = 223 - ].,'

4. para algum 1 < iy < i < iz < iy <is <p+1, f(V(B)) = {211 — 2, 2iy — 1,
22'3 — 2, 224 — 1, 2Z5 — 1} € f(ul) = 2@5 — 1,'

5. para algum 1 < iy < iy < iz <ig <i5s <p+2, f(V(B)) ={2i; — 1, 2iy — 1,
2?;3 - 2, 224 - 17 2Z5 - 2} € f(ul) = 221 - 1,'

Prova. Suponhamos que exista uma (2p + 2)-L(2, 1)-coloracao f de G. Temos que
f possui a Configuragao 2] se, e somente se, o reverso de f em relagao a [0,2p + 2]
fF possui a Configuracao [1f e que f possui a Configuracio |5 se, e somente se, f7
possui a Configuracao [l Assim, basta analisarmos as configuragoes [T} [3] e [

Suponhamos por contradicao que a Conﬁguragéode f sejapossivel. Em [0, 2i; —
3], hd no maximo i; — 1 cores ndo consecutivas; em [2i; — 1, 2i5 — 4], hd no maximo
iy — i3 — 1 cores nao consecutivas; em [2iy, 2i3 — 3|, hd no maximo i3 — iy — 1 cores
nao consecutivas; em [2ig — 1,244 — 2|, hd no méximo i4 — i3; em [2iy, 2i5 — 3|, hd
no maximo i5 — i4 — 1 cores ndo consecutivas; e, em [2i5 — 1, 2p + 2], hd no maximo
p — i5 + 2 cores nao consecutivas. Logo, |f(V(By))| <14 (i1 — 1)+ (ip —i3 — 1) +
(i3—ia— 1)+ (ia—1i3)+ (i5—is— 1)+ (p—i5+2) = p— 1, uma contradi¢do. Portanto,
a Configuracao [1| é proibida.

Suponhamos por contradicao que a Conﬁgura(;éode f seja possivel. Em [0, 2i;—
3], hd no maximo i; — 1 cores nao consecutivas; em [2i; — 1, 2i5 — 2], hd no maximo
iy — i1 cores nao consecutivas; em [2ig, 2i3 — 3], hd no maximo iz — iy — 1 cores nao
consecutivas; em [2i3 + 1,2i4 — 2], hd no méximo iy — i3 — 1; em [2i4, 25 — 3|, hd
no maximo i5 — i4 — 1 cores nao consecutivas; e, em [2i5 — 1, 2p + 2], hd no maximo
p —i5+ 2 cores nao consecutivas. Logo, |f(V(B1))| < 14 (i1 — 1) + (ig —i1) + (i3 —
ig— 1)+ (ig—iz— 1)+ (i5—is— 1)+ (p—i5+2) = p— 1, uma contradigao. Portanto,
a Configuracgao [3] é proibida.

Suponhamos por contradigao que a Conﬁgura@éode f sejapossivel. Em [0, 2i; —
3], hd no maximo i; — 1 cores nao consecutivas; em [2i; — 1, 2i5 — 2], hd no maximo
io — 11 cores nao consecutivas; em [2is, 2i3 — 3|, hd no méximo i3 — 75 — 1 cores nao
consecutivas; em [2i3 — 1,2i4 — 2], hd no maximo iy — i3; em [2i4, 2i5 — 3], hd no
maximo i5 — i4 — 1 cores nao consecutivas; e, em [2i5 + 1,2p + 2|, hd no maximo

p —i5+ 1 cores nao consecutivas. Logo, |f(V(B1))| < 1+ (i3 — 1) + (ig —i1) + (i3 —
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ig— 1)+ (ig —i3) + (is —i4 — 1) + (p —i5 + 1) = p — 1, uma contradigao. Portanto,
a Configuragao [4 é proibida. O

Tratamos separadamente o caso em que p = 5 a seguir.

Teorema 5.8. Seja G € Bss. Entao, \(G) < 12.

Prova. Atribuamos injetivamente as cores em {0, 2,4, 6,8} a 5-clique inicial.
Aqui, F55 € o conjunto de todas as 12-L(2, 1)-coloragoes de G’ com a restrigao:

para cada bloco B com |V(B)| =5, f(V(B)) ¢ {21 — 2, 2iy — 2, 2i3 — 2, 2iy — 1,

s — 211 < iy < iy < iy < iy < iy < T}U {2 —2, 2y — 1, 25 — 2, 2y — 2,
s — 211 < iy <y < iy < iy <iy < T}U {2 —2, 2y—1, 2y — 1, 2y — 1,
s — 211 < iy < iy < iy < iy < iy < T}U{2 —2, 2 — 1, 25 — 2, 2y — 1,
ig —1:1 <y < iy <iz<ig<iy<6U{2—1, 2 —1, s — 2, 2y — 1,

2i5 —2:1 <14y <ip <ig<iy<iz < T}

Suponhamos que ¢ = 5. A seguir, atribuimos cores a vy, vy, v3 € vy conforme
as possibilidades para f(V(B)). Seja ff o reverso de f em relagao a [0,12]. Para
cada configuracao {ay, as, as, as, a5} de f(V(B)) que examinamos adiante, indicamos
entre parénteses a configuracio correspondente {a},ay, as, a},at} de fE(V(B)) se
estas duas sao diferentes. Claramente, nao é necessario considerar um caso separado
para {a},a),ay, al,at}, e, de fato, ndo o fazemos: se f(V(B)) = {a}, a}, a}, a}, at},
entdo basta redefinir f(v) := ff(v), para cada v € V(G’) e, assim, temos f(V(B)) =
{a1, as, a3, a4, as}. Os casos seguintes estao divididos da seguinte forma: nos casos
e[2] todas as cores de f(V/(B)) tém a mesma paridade; nos casos[3—[6], hd exatamente
1 salto de paridade em f(V(B)); os casos [7| e |§ correspondem as configuracoes de
f(V(B)) que comegam numa cor par e possuem exatamente 2 saltos de paridade;
os casos [9 - [L2] correspondem as configuracdes de f(V(B)) que comegam numa cor
fmpar e possuem exatamente 2 saltos de paridade; nos casos [I3]—[I5] hd exatamente
3 saltos de paridade em f(V(B)); e, no caso [16] hd exatamente 4 saltos de paridade
em f(V(B)). Em cada um dos casos em que aparecem, iy, ..., i5 sdo inteiros tais

que 1 <191 < -+ <115 < 7.

1. f(V(B)) = {221 — 2, 222 — 2, 223 — 2, 224 — 2, 225 - 2}

Temos que f(uy) = 2i — 2, para algum ¢ € {iy,1s,173,14,75}. Atribuamos
injetivamente as cores em {1,3,...,11}\ {2i — 3,2¢ — 1}.

2. fF(V(B)) = {21 — 1,20y — 1,205 — 1,2y — 1,25 — 1}:

Se f(uy) € {1,3}, entao f(vy) := 6, f(va) := 38, f(vs) : =10 e f(vg) := 12. Se
fluy) € {5,7}, entdo f(vy) := 0, f(ve) := 2, f(vs) := 10 e f(vy) := 12. Se
f(ur) € {9,11}, entao f(v1) :=0, f(ve) :=2, f(vs) :=4 e f(vs) :=6.
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3. fF(V(B)) = {201 — 2,20y — 1,25 — 1,2y — 1,25 — 1}: (fE(V(B)) = {2, — 1,
2y — 1, 25 — 1, 20y — 1, 2i5 — 2})

Notemos que 2i; — 2 € {0,2} e 2io — 1 € {3,5}. Se f(u1) = 2i; — 2, entao
f(v1) =4, f(va) :=6, f(vs) :=8e f(vyg) :=10. Se f(uy) = 3, entdo f(vy) :=
6, f(ve) := 8, f(vs) := 10 e f(vg) := 12. Se f(uy) = 5, entao f(vy) = 1,
f(vg) := 8, f(vs) := 10 e f(vg) := 12. Se f(u1) = 7, entdo f(vy) := ay,
f(ve) := ag, f(vs) := 10 e f(vy4) := 12, onde {ay, a2} = {0,2,4} \ {2, — 2}.
Se f(u1) = 9, entdo f(v1) := 1, f(va) := 4, f(vs) == 6 e f(vg) := 12. Se
f(ur) = 11, entdo f(vy) := aq, f(va) :=4, f(vs) :=6 e f(vyg) := 8, onde a; é
alguma cor em {0, 2} \ {2i; — 2}.

4. f(V(B)) = {2i1 — 2,2iy — 2,2i3 — 1,2iq — 1,2i5 — 1}: (fR(V(B)) = {2i; — 1,
209 — 1, 2i5 — 1, 2iy — 2, 2i5 — 2})
Notemos que 2iy —2 € {2,4} e 2i3— 1 € {5,7}. Se f(u1) = {2i; — 2,215 — 2},
entdo f(v1) := 6, f(ve) :== 8, f(vs) := 10 e f(vyg) := 12. Se f(uy) = 5, entdo
f(v1) =1, f(va) = 8, f(vs) := 10 e f(vy) := 12. Se f(uy) = 7, entado
f(v1) =1, f(ve) =3, f(vs) := 10 e f(vy) :=12. Se f(uy) = 2iy — 1 =9,
entdo f(vy) :=1, f(vy) := 3, f(v3) :==ay e f(v4) := 12, onde a; é alguma cor
em {5,7}\ {2i5 — 1}. Se f(u1) = 2i5 — 1 =9, entao f(v1) := 1, f(va) := 4,
f(vs) := 6 e f(vg) := 11. Se f(u1) = 11, entdo f(v1) := 1, f(ve) := 3,
f(v3) :==6¢ f(uvyg) :=8.

5. f(V(B)) = {20y — 2,2y — 2,265 — 2,24 — 1,25 — 1}: (fE(V(B)) = {201 — 1,
iy — 1, 2i5 — 2, 2y — 2, 25 — 2})

Notemos que 2i3 — 2 € {4,6} e 2iy — 1 € {7,9}. Se f(u1) = {201 — 2, 2iy — 2,
2i3 — 2}, entao atribuamos injetivamente as cores em {0,2,...,12} \ {2 —
2,2i9—2,2i3—2}. Se f(uy) € {2i4—1, 2i5—1}, entdo atribuamos injetivamente
as cores em {1,3,...,11}\ {2iy — 1,2i5 — 1}.

6. F(V(B)) = {201 — 2,2y — 2,25 — 2,24 — 2,25 — 1}: (fE(V(B)) = {2, — 1,
iy — 2, 2y — 2, 2y — 2, 25 — 2})

Notemos que 2iy — 2 € {6,8} e 2i5 — 1 € {9,11}. Se f(u;) = 0, entao
atribuamos injetivamente as cores em {3,5,...,11}\ {2i5 — 1}. Se f(u1) =2,
entdo f(v1) =5, f(ve) :==7, f(us) := 10 e f(vy) := 12. Se f(uy) = 4, entdo
f(v1) =1, f(ve) :==T7, f(vs) := 10 e f(vg) := 12. Se f(u1) € {6, 8}, entdo
f(v1) =1, f(ve) :=3, f(vs) == 10 e f(v4) := 12. Se f(u1) = 2i5 — 1, entao
atribuamos injetivamente as cores em {1,3,...,11}\ {25 — 1}.

7. f(V(B)) = {201 — 2,20y — 1,205 — 1,24 — 2,2i5 — 2}: (fE(V(B)) = {2i; — 2,
iy — 2, 2y — 1, 2y — 1, 25 — 2})
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10.

11.

12.

Se f(uy) € {2y — 2, 2i4 — 2, 2i5 — 2}, entao atribuamos injetivamente as cores
em {0,2,..., 12} \ {201 — 2,2is — 2,2i5 — 2}. Se f(u1) € {20y — 1, 2i5 — 1},

entdo atribuamos injetivamente as cores em {1,3,...,11}\ {2iy — 1,2i3 — 1}.

FV(B)) = {20y — 2,20y — 2,25 — 1,20y — 2, 2i5 — 2}

Notemos que 2iy —2 € {2,4}, 2i3—1 € {5,7} e 2iy —2 € {8,10} Se f(u1) =0,
entdo atribuamos injetivamente as cores em {3,5,...,11} \ {2i3 — 1}. Se
f(uy) =2i; — 2 =2, entdo f(vy) := 0 e atribuamos injetivamente as cores em
{5,7,..., 11} \{2i5—1}. Se f(u1) = 2iy—2 = 2, entdo f(vy) := 4 e atribuamos
injetivamente as cores em {5,7,...,11}\ {2i3—1}. Se f(u1) = 4 (e, portanto,
2i3—1=7,2i4—2 =10, 2i5—2 = 12), entao f(vy) :=1, f(v2) :=6, f(v3) :==8
e f(vy) :=11. Se f(uy) =8 (e, portanto, 2i; —2=0,2is —2=2,2i3—1=5
e 2iy —2=28), entao f(v1) :=1, f(vy) :=3, f(vs3) :=6¢ f(vg) :=a, onde a é
alguma cor em {10, 12} \ {2i5 — 2}. Se f(uy) = 2ig — 2 = 10, entdo f(vq) :=1,
f(v2) =3, f(vs) :=6¢ f(vg) :=8. Se f(uy) = 2i5 — 1 = 10, entao f(vy) := 1,
f(ve) = 3, f(vs) := 6 e f(vg) := 12. Se f(u;) = 12, entdo atribuamos
injetivamente as cores em {1,3,...,9}\ {2i3 — 1}. Se f(uy) = 2i3 — 1, entdo

atribuamos injetivamente as cores em {1,3,...,11}\ {2i3 — 1}.

f(V(B) ={1,4,7,9,11}: (f*(V(B)) ={1,3,5,8,11})

Se f(u;) = 1, entao f(vy) := 3, f(v ) =5, f(vs) := 8 e f(vy) := 10. Se
f(uy) =4, entao f(v1) :=0, f(ve) :=2, f(vsz) :=6¢ f(vyg) :=8. Se f(u) =7,
entdo f(vy) := 3, f(ve) := 5, f(Ug) 0 e f(vy) :=12. Se f(uy) =9, entdo
f(v1) == 0, f(vy) == 2, f(vg) e f(uvg) := 12. Se f(uy) = 11, entao
for) =0, f(v2) =2, f(vs) := ( 4) = 8.

f(V(B)) ={1,4,6,9,11}: (f®(V(B)) = {1,3,6,8,11})

Se f(u1) = 1, entdo f(vy) := 3, f(v2) := 5, f(vs) == T e f(vg) := 10. Se
f(ur) € {4, 6}, entdao f(vy) := 0, f(va) := 2, f(vs) := 8 e f(vyg) := 10. Se
f(uy) € {9, 11}, entao f(vy) :=0, f(v2) :==2, f(vs) :=5e f(vy) :=T.

f(V(B)) ={1,4,6,8,11}:

Se f(u;) = 1, entao f(v1) :=
f(ur) € {4, 6, 8}, entao f(vy) :=
f(uy) =11, entdo f(vy) :=3, f(v

f(V(B)) ={1,3,6,9,11}:
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vg) := 8 e f(vyg) := 10. Se
0, f(v) := 2, f(vs) ;=10 e f(vg) :=12. Se
9) 1= ):="Te f(vy) :=09.

Se f(uy) € {1, 3}, entao f(vy) := 5, f(vg
f(uy) = 6, entéo f(vy) := 0, f(v 2

=17, f(v 3) = Oef(v4) = 12. Se
(%) y 3 =4
11}, entao f(vq1) :=0, f(vy) :=2, f v3) :=5e f(ug) :

= 8. Se f(u1) €49,



13. f(V(B)) ={0,2,5,8,11}: (fB(V(B)) = {1,4,7,10,12})

Se f(uy) € {0, 2, 8}, entdo f(v1) :=4, f(ve) :==6, f(vs) : =10 e f(vy4) := 12.
Se f(uy) € {5, 11}, entao f(vy) :=1, f(ve) := 3, f(v3) :==Te f(vq) :=0.

14. f(V(B)) = {0,3,5,8,11}: (fR(V(B)) = {1,4,7,9,12})
Se f(uy) € {0, 8}, entdao f(v1) := 2, f(v2) :=4, f(v3) :=6 e f(vyg) := 10. Se
f(ur) € {3, 5}, entao f(v1) := 1, f(v2) := 7, f(vs) := 9 e f(vg) := 12. Se
f(ur) =11, entdo f(v1) :=2, f(ve) :=4, f(vs) :==Te f(vg) :=0.

15. f(V(B)) ={0,3,6,8,11}: (f(V(B)) ={1,4,6,9,12})

Se f(u1) € {0, 6, 8}, entdo f(vy) := 2, f(ve) :=4, f(v3) ;=10 e f(vy) := 12.
Se f(u1) € {3, 11}, ent@o f(v1) :=1, f(ve) :=5, f(vs) :==Te f(vg) :=09.

16. f(V(B)) = {0,3,6,9,12}:

Se f(uy) € {0, 6, 12}, entdao f(vy) := 2, f(va) :
Se f(uy) € {3, 9}, entdo f(v1) :=1, f(ve) := 5, f(uz) :=="Te f(vyg) := 11

Suponhamos que 2 < ¢ < 4 e |V(By)| < 4. H& pelo menos 11 — ¢ cores em
[0, 12)\ ({f(w1) = 1, f(ur), f(ur) + 1} U f(V(B) \ {u1})). Temos que 11 —£>9 —¢
ell—¢>5>2|V(B;) \ {u1}| — 1. Logo, podemos atribuir cores aos vértices
v, ..., vg_y conforme o Coroldrio [5.1]

Finalmente, suponhamos que 2 < ¢ < 4 e |V(By)] = 5. Primeiramente,
atribuimos cores a wvy,...,vs. Consideremos f(u;) = 2i — 2, para algum 1 <
i < 7. Se hd no méximo 3 cores pares em f(V(B)), entdo atribuamos inje-
tivamente as cores em {0,2,...,12} \ f(V(B)) a vy,...,v4. Caso contrario, ha
exatamente 4 cores pares em f(V(B)) e atribuamos injetivamente as cores em
{1,3,...,11} \ {2i — 3,2i — 1}. Consideremos entdo f(u;) = 2i — 1, para algum
1 <4 < 6. Se hd no méximo 2 cores impares em f(V(B)), entao atribuamos in-
jetivamente as cores em {1,3,...,11} \ f(V(B)) a vy,...,vs. Caso contrério, ou
f(V(B)) consiste somente de cores impares, ou f(V(B)) consiste de 3 cores impares
e 1 cor par. Se ha somente cores impares em f(V(B)), entao atribuimos cores a
v1, ..., vy analogamente ao caso |2 visto anteriormente, no qual f(V(B)) consiste de
5 cores impares: de acordo com o valor de 2 — 1, ou atribuimos 4 pares maiores,
ou atribuimos 2 pares menores e 2 pares maiores, ou atribuimos 4 pares menores.
Suponhamos entao que haja em f(V(B)) 3 cores impares e 1 cor par. Analisemos

as duas possibilidades seguintes para f(V(B)), em que 1 < iy < iy < i3z <ig < 7.

o f(V(B)) ={2iy — 2,25 — 1,25 — 1,2iy — 1}: (fR(V(B)) = {2, — 1, 2iy — 1,
iy — 1, 2iy — 2})
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{1,3,...,2iy — 3} U {2y +2,2iy +4,...,12} se i = io,
{1,3,...,2ip —3} U{2iy+ 1,2i5 + 3,...,2i3 — 3}

A= QU{263 + 2,20y +4,...,12} se i = is,
{0,2,...,2i; —4} U {261,201 +2,...,2i4 — 4}

(V{204 +1,2i+ 3, 11} se i = iy.

o f(V(B)) ={2i1 — 1,25 — 2,25 — 1,2iy — 1}: (fR(V(B)) = {2y — 1, 2iy — 1,
iy — 2, 2iy — 1})

(1,3,...,2i, —3YU {201 + 1,21 +3,...,25— 1}

U{2i9,2i5 +2,...,12} se i =iy,
o LB 20— BY Ui 120 43, 2% - 3)

U{2i5 + 2,25 +4,...,12} se i = is,

{0,2, ..., 26y — 4} U {20, 25+ 2,..., 204 — 4}

\U{2i4—|—1,2i4—|—3,...,11} se 1 = 1y.

Atribuamos injetivamente as cores em A a vy, v9, v3, v4. Resta colorir os 5—/¢ vértices
Us...,V9—g. Ha pelo menos 7 — ¢ cores em [0,12] \ ({f(w1) — 1, f(u), f(u1) + 1} U
fV(B)\{u1HUf({v1,...,04})). Como7—€>5—-leT—{>2(5—{)—1, podemos
atribuir cores a vs, ..., v9_; conforme o Corolario [5.1

Vemos que as Propriedades |3| e 4] sao validas em G”. O]

Lema 5.4. Seja p > 6. Para cada 1 <i < (’%2} e cada a € [0,2p + 2], existe uma
familia A(2i — 2,a) de 4-subconjuntos de [0,2p + 2] \ {2i — 3,2i — 2,2i — 1,a} dois

a dois disjuntos tal que

2. cada conjunto pertencente a A; consiste de inteiros nao consecutivos;

3. para cada {c1,ca,c3,¢c4} € A2 — 2,a), se2i —2 < ¢ < c3 < ¢3 < ¢4, entdo
{1, o, e, ca} & 11200 — 2,205 — 2,205 — 1,20 — 2} 1i+ 1 < iy < iy < i < iy <
P42} U {{20 — 1,205 — 2,205 — 2,24 — 2} 1i+ 1 < iy <y < iy <ig < p+2}
U {420 — 1,200 — 1,205 — 1,204 — 2} i+ 1 < iy < iy <y <ig <p+2} U
({201 — 1,20y — 2,25 — 1,21, — 1} i+ 1< iy <ip <iy<is <p+1};
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4. para cada {ci,co,c3,¢c4) € A(20 — 2,a), se ¢; < ¢ < 21 —2 < ¢3 < ¢y,
entao {c1,ca,c3, ¢4} & {{201 —2,2i5 —2,2i3— 1,214, — 2} : 1 <iy <ip <i—1le
i1 <y < iy < p2) U {{201—2,2i0—1,2i3—2,2i4—2} 1 1 < i1 < iy <i—2 ¢
i1 <y <ig < p+2} U {{20-2,2i5—1,23—1,2i,—1} 1 < iy <ip <i—2e
i1 <iy<iy<p+1}U{{20—1,2—1,25—1,2i,—2} : 1 < iy < iy <i—2
eit1<iy<is<p+2)

5. para cada {c1,ca,c3,¢4} € A2 —2,a), sec; < ¢y < 3 < ¢q < 20— 2, entao
{c1,¢9,¢3,¢c4} & {{201 — 2,200 — 1,213 — 2,214 —2} 1 i+ 1 < iy < ig < i3 <iy <
P2} U {4201 — 2,20 — 2,25 — 2,24 — 1} 1i+1 < iy <ip < iy <ig <p+1}
U {4201 — 2,260 — 1,203 — 1,204 — 1} 1 i+ 1 < iy < ip < iy <ig <p+1} U
({201 — 1,205 — 1,205 — 2,204 — 1} i+ 1<y <ip < i3 <ig <p+1};

Prova. Seja {ay,...,a,} um subconjunto de {0,2,...,2p + 2} \ {2i — 2,a} com p
pares distintos tal que a; < --- < a,, e r := 4[§]|. Definamos A(2i — 2,a) :=
{{a1, a2, as,a4}, {as,a¢,a7,as}, ..., {a,_3,a,_9,a,_1,a,}}. Conforme os casos se-

guintes, possivelmente adicionamos um conjunto a A(2i — 2, a).

e p+2=3 (mod 4):

Temos que [A(2i — 2,a)| = 4 = [22].

e p+2=2 (mod 4):
Temos que |A(2i —2,a)| =& = | 2.

e p+2=1 (mod 4):

Neste caso, p > T; 7 = p — 3; |A(2i — 2,a)| = £2; e [E£2] = 2. Logo, para

satisfazer a Propriedade [1 basta acrescentarmos um conjunto a A(2i — 2, a).
Notemos que 1 < i < (’%2} = ’%3 e, portanto, 0 < 2i —2 < p+ 1. Se
2i —2 = p+ 1, entdo acrescentemos {1, a,_2,a,-1,a,}; se 0 <21 —2 <p—1,

entao acrescentemos {p + 2,p +4,p + 6,p + 8}.

e p+2=0 (mod 4):

Neste caso, p > 6; r =p —2; |A(2i — 2,a)| = ’%2; e L’%ZJ = ’%2. Logo, para
satisfazer a Propriedade 1, basta acrescentarmos um conjunto a A(2i — 2, a).
Notemos que 1 < i < [1%21 = 1%2 e, portanto, 0 < 2i — 2 < p. Se 2i — 2 = p,
entdo acrescentemos {1,3,a,-1,a,} ={0,2,4,2p+1};8¢ 0 <21 —2 <p—2,

entao acrescentemos {p+ 1,p+3,p+5,p+ 7}. L]

Lema 5.5. Seja p > 6. Para cada 1 <i < (’%1} e cada a € [0,2p + 2], existe uma
familia A(2i—1,a) de 4-subconjuntos de [0,2p+ 2]\ {2i —2,2i —1,2i,a} dois a dois

disjuntos tal que
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1. |A(2i —1,a)| = | 222,

1
2. cada conjunto pertencente a A; consiste de inteiros nao consecutivos;

3. para cada {cy,cq,¢3,¢c4} € A(2i — 1,a), sec; < 21 —1 < 3 < 3 < ¢y,
entiao {c1,co,c3, ¢4} & {{207 — 2,205 — 2,2i3 — 2,214y — 2} : 1 <3 <i—1ce
12 <y < iy < iy < p+2} U {{20—2,2i5—1,2i3—1,2i4—2} 1 1< iy <i—1e
i1 <y < iy < iy < p+2} U {{201—2,2i5—2,2i5—1,2i4—1} : 1 < iy <i—1e
42 <y <y <iyg <p+1}U{{20—1,20—2,2i5—1,2i,—2} : 1 < iy <i—1
ei+2<iy<iz<iqg<p+2};

4. para cada {c1,ca,c3,¢c4} € A(2i — 1,a), se c; < ca < ¢3 < 2i—1< ¢y, entdo

{1, ca,ca,ca} & {1201 — 2,20p — 2,205 — 2,20, — 2} 11 < iy <ip<iz<i—1e

42 < iy < pt+2) U {{201—2,2is—1,2i5—1,2i,—2} : 1 < iy < iy <izg<i—1le

42 < iy < p+2) U {{201—1,200—1,2i3—2,2i4—2} : 1 < iy < iy <izg<i—1le

42 <y < pr1} U {4201 —2,2i0—1,2i3—2,2i4—1} 1 1 < iy <ig <ig <i—1
eit1<is<p+2);

Prova. Seja {ay,as,...,a,_1} um subconjunto de {1,3,...,2p+1}\{2¢—1,a} com

p — 1 impares distintos tal que a; < ay < -+ < a,_1, e 7 = 4[1%1] Definamos

A2i—1,a) := {{a1, a9, a3, a4}, {as, ag, ar,as}, ..., {a,_3,a,_2,a,_1,a,}}. Conforme

0s casos seguintes, possivelmente adicionamos um conjunto a A(2i — 1, a).

e p+2=3 (mod 4):

Temos que [A(2i — 1,a)| = 4 = [E£2].

e p+2=2 (mod 4):

Neste caso, p > 8; r = p—4; |A(2i — 1,a)| = ’%4; e LI‘%QJ = £. Logo, para

satisfazer a Propriedade [1 basta acrescentarmos um conjunto a A(2i — 1,a).
Notemos que 1 < i < (’%11 = 7%2 e, portanto, 1 < 2i — 1 < p+ 1. Se
2i —1 = p+1, entdo acrescentemos {0, a,—3,ap—2,a,_1};8¢ 1 <2i—1<p—1,

entao acrescentemos {p + 2,p +4,p + 6,p + 8}.

e p+2=1 (mod 4):

Neste caso, p > 7; r = p— 3; |A(2i — 1,a)| = 7%3; e L%J = ’%1. Logo,

para satisfazer a Propriedade , basta acrescentarmos um conjunto a A4(2i —

1,a). Notemos que 1 < i < [Z51] = 2£L ¢ portanto, 1 < 2i —1 < p. Se
2i — 1 = p, entd@o acrescentemos {0, 2, a,_2,a,-1};se 1 <2i—1 < p—2, entao

acrescentemos {p+ 1,p+3,p+5,p+ 7}.

e p+2=0 (mod 4):
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Neste caso, p > 6; r =p—2; |A(2i — 1,a)| = 1%2; e LI%QJ = ’%2. Logo, para
satisfazer a Propriedade asta acrescentarmos um conjunto a i—1,a).

tisf Propriedade [1] bast t junto a A(2i — 1,a)
Notemos que 1 < i < (’%11 = ’%2 e, portanto, 1 < 2i —1 < p+1. Se
2i —1 = p+1, entao acrescentemos {0,2,4,a, 1};se 1 <2i—1<p—1, entdo

acrescentemos {p + 2,p+4,p+ 6,p + 8}. O
Teorema 5.9. Seja G € B, 3. Se p > 6, entdo \(G) < 2p+ 2.

Prova. Atribuamos injetivamente as cores em {0,2,...,2p — 2} aos vértices da p-
clique inicial {uy,ug, ..., u,}.

Aqui, F, 43 € o conjunto de todas as (2p + 2)-L(2, 1)-coloragoes de G’ tais que:
se existem um bloco B de G’ com V(B) = {uy,us, us, us, us} ¢ um bloco B; de

G —V(G') com V(By) = {u1,v2,0s,...,0,}, entao

° f(V(B))G{QZl—Q, 212—2, 2i3—2, 2i4—1, 20 —2: 1 <1 <t <ig <y <
is < p-+ 2} implica f(uy) # 2is — 2;

° f(V(B)) S {2’&1—2, 209 — 1,213 — 2,214 — 2,215 —2: 1 <11 <l <ig<iy <
is < p+2} implica f(u1) # 2is — 2;

o f(V(B) €{2i1—2, 2 —1,25—1,2i,— 1,25 —2:1 <1 <iy<ig<ig<
is < p+ 2} implica f(u1) # 2i3 — 1;

° f(V(B))G{Q’Ll—Q, 2’i2—1, 2i3—27 2i4—1, 20 — 1 : 1 <1 <t <ig < iy <
is < p-+ 1} implica f(u1) # 2i5 — 1;

(] f(V(B))E{221—17 2i2—1, 2i3—2, 2@4—17 225—21§21<22<Z3<Z4<
is < p+ 2} implica f(uy) # 2i; — 1.

Suponhamos que f(u;) > p + 1. Entao, tomando o reverso de f em relacao a
[0,2p + 2] f&, temos que f2(u;) < p+ 1. Redefinamos f em V(G'): para cada
v € V(G), f(v) == fR(v). Assim, ao longo da prova, basta que consideremos
flur) <p+1.

Suponhamos que r > 1 e ¢ = 2. Seja usy o vértice de B que nao u;. Se f(uy) = 2i—
2 para algum 1 < i < [E£2] ] entdo seja A := A(2i—2, f(uy)), onde A(2i—2, f(us)) é
a familia de 4-subconjuntos de [0, 2p+2] do Lemal[5.4} caso contrério, f(u;) = 2i—1
para algum 1 < i < [ZH] e seja A = A(2i — 1, f(u2)), onde A(2i — 1, f(uy))
¢ a familia de 4-subconjuntos de [0,2p + 2] do Lema Seja {{a1,b1,c1,d1},
..., {as, by, ¢, d,}} uma subfamilia de A com r conjuntos distintos. Por definigao,
fluz) & U<, Lk, br, cry di} e |A] = |2£2] > 7. Definamos f(v1) := a1, f(va) =
b1, f(Us) = C, f(v4) = dy, ..., f(U4r73) = G, f(U4r72) = by, f(U4rf1) ‘= G,
f(var) := d,. Falta atribuir cores aos p — 4r + 2 vértices vgr41,...,Vp10. H& pelo
menos 2p — 4r — 1 cores em [0,2p + 2] \ ({f(u1) — 1, f(u1), f(u1) + 1, f(u2)} U
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f{v1,...,v4})). Temos que 2p—4r—1>p—4r+2e2p—4r—1>2(p—4r+2)—1.
Logo, podemos atribuir cores aos vértices va,41,. .., Vpt2 conforme o Lema
Suponhamos que » > 1 e 3 < ¢ < p — 4. Notemos que, neste caso, p > 7.
Sejam uo, us, . .., up 0s vértices de B que nao u;. No caso anterior, no qual supomos
que 7 > 1 e ¢ = 2, vimos que, para todos os valores possiveis de f(uy) e f(us),
conseguimos colorir By, ..., B, de modo que f restrita a {uy, us UV (B;)U- - -UV(B,)
seja uma (2p + 2)-L(2, 1)-coloragao de G[{uy,us} UV (By)U---UV(B,)]. Logo, a
fim de provar que, para todos os valores possiveis de f(V(B)), conseguimos colorir
By, ..., B, é suficiente demonstrar a seguinte proposi¢ao: se existe uma (2p + 2)-
L(2,1)-coloracao fi de G[(V(B) \ {us}) UV (By) U---UV(B,)] tal que, para cada
1 <k</?l-1, filup) = f(ux), entdo existe uma (2p + 2)-L(2, 1)-coloracao fo de
GIV(B)UV(By) U---UV(B,)] tal que, para cada 1 < k < {, fo(ug) = f(ug).
Suponhamos que exista tal f;. Para cada w € (V/(B)\ {u/})UV(By)U---UV(B,),
fo(w) = fi(w), e fo(ue) == flu). Se f(ue) & fr(V(B1)U---UV(B,)), entao f;
estd conforme. Suponhamos entao que f(uy) € fi(V(By)U---UV(B,)). Logo, para
algum 1 < k <r, fo(V(Br)\{w}) = {a,b,¢,d} e fo(us) = a. Vamos redefinir fo em
V(Bg)\{u1}. Hé pelo menos p—2 cores em [0, 2p+2] \ ({ fa(u1)—1, fa(ur), fo(ur)+1}
U fo(V(B)UV(By)U---UV(B,;))) (lembrando que a cor a tem duas ocorréncias, uma
em fo(V(B)) e outra em fo(V(By))). Acrescentando as cores b, ¢ e d, temos pelo

menos p + 1 > 8 cores disponiveis para atribuir em V(By) \ {u1}. Sejam ay, ..., as
8 destas cores tais que a; < --- < ag. A seguir, escolhemos 4 cores a}, ab, as e a)
dentre aq,...ag.
o fo(uy) < ay: Escolhemos af, ajy, ay, aly dentre ag, as, ..., ag de modo que a} =
ay = ay = a)y (mod 2).
o ay < fo(u) < az: Se a; = ay (mod 2), entdo a) := ay, a) := as e escolhemos
ay e ajy dentre as,ay,...,as de modo que a4 = aj (mod 2). Caso contrario,

a} = a, onde a é a cor em {ay,as} tal que a = f(uy) (mod 2), e escolhemos

ay, ab e aly dentre as, ay, . ..,as de modo que a, = a4 = a)y (mod 2).

e a3 < fo(uy) < ag: Escolhemos a) e a) dentre a1, as e az de modo que a} = df

(mod 2) e escolhemos a4 e a) dentre ag, ar e ag de modo que aj = @) (mod 2).

o ag < fo(u1) < ar: Se a; = ag (mod 2), entdo a) := az, a) := ag e escolhemos

ay e ay dentre ay,as,...,as de modo que a; = a) (mod 2). Caso contrério,
a} := a, onde a é a cor em {ar,ag} tal que a = f(uy) (mod 2), e escolhemos

ay, ab e aly dentre aq,as, ..., as de modo que a, = a4y = a)y (mod 2).

e a; < fo(uy): Escolhemos a}, ajy, ay, aly dentre ay, ag, ..., a; de modo que a} =

ay = ajy = ay (mod 2).
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Atribuamos injetivamente a}, a}, a} e a) aos vértices em V(By) \ {u1} e, assim, f,
estd conforme. Para cada 1 < k < 4r, f(vg) := fao(vg). Falta atribuir cores aos
p — ¢ — 4r + 4 vértices vVar41, ..., Vp_rra. Ha pelo menos 2p — ¢ — 4r + 1 cores em
0,2p+2] \ ({f(u1)—1, f(uy), f(ur)+1, f(ug),..., flu)} U f({v1,...,v4}). Temos
que2p—Ll—4dr+1>p—LC—4r+4e2p—C—4r+1>2(p—{—4r+4)—1, porque
¢ >3 er > 1. Entao, atribuamos cores a V41, - . . , Up—¢gta conforme o Coroldrio [5.1]

Suponhamos quer > 1 e p—3 < £ < p. Neste caso, p—(+4 < T e, portanto, r = 1.
Temos que [[0, 2p+ 2]\ ({f(u1) =1, f(u1), f(u) + LU F(V(B)\{wa}))| =2 p+1 > 7.

Portanto, ha pelo menos 7 cores disponiveis aq,as,...,a7. A seguir, escolhemos 4
cores a), ab, al e aj dentre ay,ay, ..., ar.
e f(u1) <ayouar < f(uy): Escolhemos af,ah,a}, a) dentre ay,as,...,ar; de

modo que a] = a) = aj = a} (mod 2).

e a1 < f(uy) < ay: Se hé 4 cores pares ou 4 cores impares dentre ay, as, ..., ar,

entao escolhemos a}, a}, a}, a) dentre ay, ag, . .., a7 de modo que ¢ = @), = ay =
a} (mod 2). Suponhamos entao que nao haja 4 cores pares nem 4 cores impares
dentre as, as, . .., a7. Logo, ha exatamente 3 cores impares dentre as, as, . . ., ar.

Seja a) 1= ay e sejam a}, aj, a) as 3 cores impares dentre as, as, ..., ar.

e ay < f(u1) < as: Se a; = az (mod 2), entdo a) := ay e @y := as e escolhemos

ay e ajy dentre as, ay, . ..,ar de modo que @} = a), (mod 2). Caso contrario, es-
colhemos a} como a cor dentre a; e ay tal que af = f(uy) (mod 2) e escolhemos

aly, ay e aj dentre ag,aq, . ..,ar de modo que a)y = a = a) (mod 2).

e a3 < f(u;) < as: Escolhemos a) e al, dentre ay,as,as de modo que a} = a

(mod 2) e escolhemos aj e a) dentre as,ag, a7 de modo que af = ajy (mod 2).

e a5 < f(uy) < ag: Se ag = a; (mod 2), entdo escolhemos a) e a) dentre ay, as,

., a5 de modo que a} = a}, (mod 2), a} := ag e a) := a;. Caso contrério,
escolhemos a}, @), e ay dentre ay, as, ..., a; de modo que a} = a, = af (mod 2)

e escolhemos a) como a cor dentre ag e a7 tal que a; = f(uy) (mod 2).

e ag < f(u1) < ar: Se héa 4 cores pares ou 4 cores impares dentre ay,as, ..., ag,

= / / / / !/ /
entao escolhemos af,as, as, ay dentre aq,as,...,as de modo que a} = a5y =

ay = aj (mod 2). Suponhamos entdo que nao haja 4 cores pares nem 4 cores

impares dentre aq,as,...,as. Logo, ha exatamente 3 cores impares dentre
ap,as,...,ag. Sejam aj,ay, ay as 3 cores impares dentre ag,as,...,as € seja
ay = ar.

Para cada 1 < k < 4, f(v) := a). Falta atribuir cores aos p — ¢ vértices

Us, ..., Up_pyq. Ha pelo menos 2p—¢—3 cores em [0, 2p+2] \ ({f(u1)—1, f(ur), f(ur)+
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1} U f(V(B) \ {w1}) U f({v1,ve,v3,v4}). Temos que 2p — ¢ —3 > p— "L e
2p —¢ —3 > 2(p — ¢) — 1. Entdo, atribuamos cores aos vértices vs, ..., Up_st4
conforme o Corolério (.1

Suponhamos que r =0, 2 < ¢ < pel # 5. Ha pelo menos 2p — ¢ + 1 cores em
0,20+ 2]\ ({f(w) — 1, F(wn), fur) + 1} U F(V(B)\ {un})). Temos que 2p— £+1 >
p—L0+4. Sel <4, entdao2p—LC+1>2(p—1)—1>2|V(By)\{u1}| —1;se £ > 6,
entdo 2p—C+1>2(p—0+4)—1 > 2|V(By)\ {ui}|—1. Portanto, podemos atribuir
cores aos vértices vy, ..., v,_¢+4 de acordo com o Coroldrio

Finalmente, suponhamos que r = 0 e £ = 5. Sejam ¢y, ¢, c3 € ¢4 as cores em
F(V(B)\ {u1}) tais que ¢; < ¢a < ¢z < ¢4. Seja ff o reverso de f em relagao a
[0,2p+2]. Suponhamos que ¢; < ¢g < ¢35 < ¢4 < fug) oucy < ¢y < ez < flug) < ¢y.
Entdo, fR(u;) < 2p+2) —ca < (2p+2)—c3 < (2p+2) —ca < (2p+2) — ¢ ou
(2p+2) —cy < fB(ur) < 2p+2) —c3 < (2p+2) — 2 < (2p+2) — ¢4, e redefinamos
fem V(G"): f(v) := fE(v) para cada v € V(G’). Portanto, basta considerar os trés
casos seguintes, em que verificamos que ha p — 1 cores nao consecutivas disponiveis
para vy, ...,v,_1. Observemos que, com esta redefinagao, ja nao restringimos f(u)

a ser no maximo p + 1.

o fluy) <y <eg<eg<ey:

O nimero méximo de cores nao consecutivas disponiveis em [0, f(u1) — 2] é
A= em [ (wn) 42, 01— 1], 6 [2=L822 e e 41, 00— 1], 6 [27272]; em

o+ 1,c3—1], 6 [2=2=1]  em [c3+ 1,0 — 1], 6 [9=2=1T; ¢, em [es+1,2p+ 2],

é [=gt2],

Suponhamos que f(u;) seja par e ¢; impar. H4 no minimo f(;“) + Cl_f(zul)_l +

e — Ceo— e Ip—ca--2 ~ .
=g LI 2 Ly o 1 2 §4+ = p — 1 cores nao consecutivas.

Suponhamos que f(u1) e ¢; sejam pares. Se ocorrem 0 ou 1 ou 2 saltos de

paridade em {¢y, ¢a, ¢3, ¢4}, entdao ¢ = ¢ (mod 2) ou ¢a = ¢3 (mod 2) ou ¢z =

f(;n)+C1—f(2u1)—2+(cz—cl—1)+(C3—cz2—1)+(c4—<:3—1)+1_|_

¢4 (mod 2) e hd no minimo

w = p — 1 cores nao consecutivas. Caso contrario, ocorrem 3 saltos
de paridade em {¢y, o, ¢3,¢4}, ¢4 é fmpar e, portanto, hd no minimo @ +

c1—f(u1)—2 c2—ci1—1 cg3—co—1 cq—c3—1 2p—ca+3 __ ~ .
5 L R A e = p—1 cores nao consecutivas.

Suponhamos que f(u;) seja impar e ¢; par. Se ocorrem 0 ou 1 ou 2 saltos de

paridade em {¢y, ¢a, ¢3, ¢4}, entdao ¢ = ¢ (mod 2) ou ¢a = ¢3 (mod 2) ou ¢z =

Cl—f(2u1)—1+(62—01—1)+(63—622—1)+(C4—C3—1)+1+

= p — 1 cores nao consecutivas. Caso contrario, ocorrem 3 saltos de
uy)—1

¢4 (mod 2) e hd no minimo f(ué)_l +

2p—cq+2
2

paridade em {c1, ¢, c3,¢4}, ¢4 é fmpar e, portanto, hd no minimo

c1—f(u1)—1 co—c1—1 cz3—co—1 cqa—c3—1 2p—ca+3 __ = :
5 L ML S R = p—1 cores nao consecutivas.

Suponhamos que f(u;) e ¢; sejam impares. Pela Propriedade , nao ocorrem

3 saltos de paridade em {c1, co,c3,¢4}. Se ocorre 0 ou 1 salto de paridade em
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{c1,¢2,¢3,¢4}, entdo dois dentre os pares de cores {c1, e}, {c2,c3} e {c3, e},

digamos {c|,c,} e {c}, c,}, satisfazem ¢} = ¢, (mod 2) e ¢ = ¢ (mod 2), e,

Cl*f(2u1)72 + (52*01*1)4’(03*022*1)+(C47C371)+2 i

= p — 1 cores nao consecutivas. Caso contrario, ocorrem 2 sal-

portanto, ha no minimo f(ul2)71 X

2p—ca+2
2

tos de paridade em {cy,co,c3,¢4}; €1 = ¢ (mod 2) ou ¢ = ¢3 (mod 2) ou

flu)-1 | a—flu)-2
5— + 5 +

= p — 1 cores nao consecutivas.

c3 = ¢4 (mod 2); e ¢4 é impar. Logo, hd no minimo

(coa—c1—1)+(ecg—ca—1)+(ca—c3—1)+1 + 2p—cq+3
2 2

o (1 < fluy) < g <y <y

O ntimero maximo de cores nao consecutivas disponiveis em [0, ¢; — 1] é [Z];

em [er + 1, f(ur) — 2], 6 [F5922Ts em [f(ur) +2, ¢ — 1], 6 [2LG0=2]; em

[ca+1,c5—1], 6 [4=2=2T: em [e3+1,¢4 — 1], 6 [“4=2LT; e, em [cs+1,2p+2],

2 2
é (21)—;4—&-2“ )

(u1)—c1—1
12 1 +

= p — 1 cores nao consecutivas.

Suponhamos que ¢ seja impar e f(u;) par. H4 no minimo 61;1 + 1L

c2—f(u1)—2 cs3—co—1 cg—c3—1 2p—ca+2
2 + 2 + 2 + 2

Suponhamos que ¢; seja par, f(u;) par e co impar. Se ocorrem 0 ou 2 saltos

. . L. ) . —c;—2
de paridade em {cy, c3, ¢4}, entdo ¢4 é impar e hd no minimo § + % +

—_ —1 e e — ~ .
=] (2u1) +ase-l 4 asa-l g 2p §4+3 = p — 1 cores nao consecutivas. Caso

contrario, ocorre 1 salto de paridade em {cy, ¢3,¢4}; co = ¢3 (mod 2) ou ¢z = ¢y

%+f(u1)2—01—2+02—f(2u1)—1 + (C3-C2—1)+é€4—03—1)+1 I

(mod 2); e hd no minimo

2p—ca+2

5—— = p — 1 cores nao consecutivas.

Suponhamos que ¢, f(uy) e ¢y sejam pares. Pela Propriedade , nao ocorrem 2
saltos de paridade em {cs, c3,¢4}. Se ocorre 0 salto de paridade em {cs, ¢3, ¢4},
entdo hé no minimo 4 + f(ul);CrQ + crf(;l)d + A5 4 s 2p—§4+2 =
p — 1 cores nao consecutivas. Caso contrario, ocorre 1 salto de paridade em

{ca,¢3,¢4}; o = 3 (mod 2) ou ¢35 = ¢4 (mod 2); ¢4 é impar; e hd no minimo

flur)—c1—2 co—f(u1)—2 (e3—ca—1)+(ca—ec3—1)+1 2p—ca+3
%1_|_ 121 +221 4 leazes 243 +pg4

= p — 1 cores nao

consecutivas.

Suponhamos que f(u;) seja impar e ¢y par. Entdo, hd no minimo

ca+(f(ur)—c1-2)+1 c2—f(u1)—1 cz3—ca—1 ca—cg—1 2p—ca+2
2 + 2 + 2 + 2 + 2

consecutivas.

= p — 1 cores nao

Suponhamos que f(u;) e co sejam impares. Se ocorrem 0 ou 2 saltos de
a+(f(ui)—c1-2)+1 +
2

paridade em {cg, c3, ¢4}, entao ¢y é impar e hd no minimo

co—f(u1)—2 c3—ca—1 ca—c3—1 2p—c4+3
2 + 2 + 2 + 2

contrario, ocorre 1 salto de paridade em {c, ¢3, ¢4 }; co = ¢3 (mod 2) oucg = ¢y

Cl+(f(ul)2*01*2)+1+C2*f(2U1)72+ (C3*CQ*1)+§C476371)+1+

= p — 1 cores nao consecutivas. Caso

(mod 2); e hd no minimo

2p—ca+2

5— = p — 1 cores nao consecutivas.

o ¢ <0< flu) < ez <ey:
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O nimero maximo de cores nao consecutivas disponiveis em [0, c; — 1] é [Z];
em [c; +1,c0—1], é [2=8=1]; em [eo+ 1, fug) — 2], ¢ f%}, em [f(u1)+

2,5 — 1], & [ o o5 + 1,¢4 — 1], 6 [9=27L]; e, em [eq + 1,2p + 2],

é (2p—;4+2w ]

cit+(ca—c1—1)+1 | f(ui)—ca—2
1 2 21 + 1 5 2 +

= p — 1 cores nao consecutivas.

Suponhamos que c; e c3 sejam pares. Ha no minimo

cz3—f(u1)—2 + (ca—ec3—1)+(2p—ca+2)+1
2 2

Suponhamos que ¢, seja impar e c3 par. Entao, hd no minimo & + %21_1 +

(f(u1)—ca—=2)+(es—f(u1)=2)+1 | (ca—es—1)+(2p—ca+2)+1
2 + 2

O caso em que ¢y seja par e cg seja impar é andlogo.

= p—1 cores nao consecutivas.

Suponhamos que ¢, seja impar, f(u;) par e cg impar. Entao, hd no minimo

ca ca—c1—1 flur)—co—1 ca—f(u1)—1 ca—cz—1 2p—cy+2
> + 2 + 2 + 2 + 2 + 2

= p — 1 cores nao
consecutivas.

Suponhamos que ¢y, f(u;) e c3 sejam impares. Pela Propriedade , C1 e Cy4

cit(ca—c1—1)+(ca—c3—1)+(2p—ca+2)+2 +
2

nao sao ambos pares. Entao, ha no minimo

flur)—ca—2 ca—f(u1)—2
1 - 2 4+ & 21

= p — 1 cores nao consecutivas.

Vemos que as Propriedades [3] e [4] sao validas em G”. O

58 B,,,comp+4<qg<2p—-2

Nesta secao, seja G € By, comp > 6ep+4 < g < 2p— 2. Temos que
g=p+p —2, para algum 6 < p’ < p, e que p’ é 0 maior tamanho possivel de um
bloco que compartilhe um vértice com um bloco de p vértices. Para cada p > 6 e
6 < p' < p, provamos que, se p’ é par, entdo A\(G) < 2p+p' —3 = p+ ¢ — 1; caso
contrario, \(G) <2p+p —4=p+q—2.

Teorema 5.10. Se p > 6 ¢ p' par, entio A\(G) < 2p+p' — 3.

Prova. Atribuamos injetivamente as cores em {0,2,...,2p — 2} aos vértices da p-
clique inicial {uy, uo, ..., u,}.

Aqui, F,, ¢ o conjunto de todas as (p+ g — 1)-L(2, 1)-colorages de G’ tais que:
para cada bloco B de G' com p’ < |V(B)| < p, f(V(B)) consiste de pelo menos
|V (B)|—1 cores com a mesma paridade e f({u € V(B) : N(u)N(V(G)\V(G")) # 0})
consiste de cores com a mesma paridade.

Aqui, os blocos By, Bs, ..., B, sao aqueles com pelo menos p’ vértices que
contém uq.

Suponhamos que f(u1) seja impar. Entao, tomando o reverso de f em relacao
a [0,2p + p' — 3] ff, temos que ff(u;) é par. Redefinamos f em V(G'): para
cada v € V(G'), f(v) := ff(v). Assim, ao longo da prova, basta que consideremos

f(U1)=2i—2,paraalgum1§i§p—1+%"
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Suponhamos quer > 1e2 < ¢ < p'—1. Temos que p'—1 < |[V(By)\{u1}| < p—1
e {vr, va, o vprp et \N(V(B)\{w })| = (p4+p'—=1) = [V(B1)\{w1 }| < p—{. Nos
dois casos seguintes, verificamos que ha pelo menos |V (By) \ {u1}| cores disponiveis
de mesma paridade que podemos atribuir injetivamente aos vértices de V(By) \ {u1}
e que hé pelo menos p+ p' — ¢ — 1 — |V(By) \ {u1}| cores disponiveis de mesma
paridade que podemos atribuir injetivamente aos vértices de {vy,va, ..., Vpyp—r—1}\

(V(B1) \ {u1}). Desta forma, valem em G” as Propriedades [3| e [4]

e H4 no maximo [£] cores pares em f(V(B)):

Em {0,2,...,2p+p —4}\ f(V(B)), existem pelo menos (p — 1+ %/) =
p—1+ %l — f’%} = p—1 cores pares disponiveis e, em {1,3,...,2p+p' —3}\
({2i—3,2i—1}Uf(V(B))), existem pelo menos (p—1+2)—2—((—1) > p—(+1

cores impares disponiveis.

e H4 pelo menos [£] + 1 cores pares em f(V(B)):

Portanto, hd no maximo |[£] —1 cores impares em f(V(B)). Em {0,2,...,2p+
P —4}\ f(V(B)), existem pelo menos (p — 1+ %l) — (> p—{+2 cores pares
disponiveis e, em {1,3,...,2p+p'—3}\ ({2i—3,2i—1}Uf(V(B))), existem pelo
menos (p—l+%)—2—({§j —1) > p—2—i—%/— L]%J :p—2+%l—’% =p—1

cores impares disponiveis.

Suponhamos agoraque r =0e2 < /¢ <p' —1. Em [0,2p+p — 3]\ ({20 —3,2i —
2,20 —1}U f(V(B)\{u1})), hd pelo menos 2p+p —4—( >2p+p —4—(p — 1) =
2p—3>2(p'—2)—1>2\V(By) \ {u1}| — 1 cores. Logo, podemos atribuir cores
aos vértices vy, ..., Upyp—¢—1 conforme o Corolario

Finalmente, suponhamos que p’ < ¢ < p. H& no maximo 1 cor impar 2j — 1
em f(V(B)). Em {1,3,...,2p+p" — 3} \ {20 — 3,2¢ — 1,25 — 1}, hd pelo menos
p—4+ %/ > p — 1 cores impares disponiveis. Logo, podemos atribuir estas cores

injetivamente aos vértices v, va, ..., Uptp—r—1- O
Teorema 5.11. Se p > 7 e p' impar, entao A\(G) < 2p+p’ — 4.

Prova. Atribuamos injetivamente as cores em {0,2,...,2p — 2} aos vértices da p-
clique inicial {uy, uo, ..., u,}.

Aqui, F,, ¢ o conjunto de todas as (p+ g — 2)-L(2, 1)-coloragoes de G’ tais que:
para cada bloco B de G’ com p' — 1 < |V(B)| < p, f(V(B)) consiste de pelo menos
|V (B)|—1 cores com a mesma paridade e f({u € V(B) : N(u)N(V(G)\V(G")) # 0})
consiste de cores com a mesma paridade.

Aqui, os blocos By, By, ..., B, sao aqueles com pelo menos p’ — 1 vértices

que contem ;.

74



Suponhamos que f(u1) seja impar. Entao, tomando o reverso de f em relacao
a [0,2p + p' — 4] fE temos que ff(u;) é par. Redefinamos f em V(G’): para
cada v € V(G), f(v) := f&(v). Assim, ao longo da prova, basta que consideremos
f(uy) = 2i — 2, para algum 1 gz’gp—l—i—]%.

Suponhamos que 7 > 1 e 2 < ¢ < p' — 2. Temos que p’' — 2 < |[V(By) \ {u1}| <
p—1e[{v,v, . vppea} \ (V(B) \{u})] = 0+ —€—1) = [VI(B1) \
{u1}| < p—~¢+1. Nos dois casos seguintes, verificamos que hé pelo menos |V (B;) \
{u1}| cores disponiveis de mesma paridade que podemos atribuir injetivamente aos
vértices de V(By) \ {u1} e que hé pelo menos p +p' — ¢ — 1 — |V(By) \ {u1}| cores
disponiveis de mesma paridade que podemos atribuir injetivamente aos vértices de
{or,v2, .., Vprp—e1} \ (V(B1) \ {u1}). Assim, valem em G” as Propriedades [3] ¢ [4]

e Hé no méximo [£] cores pares em f(V(B)):

Em {0,2,...,2p+p' —5}\ f(V(B)), existem pelo menos (p—1+252) —[£] >
p—1+’%— P%} = p—1 cores pares disponiveis e, em {1,3,...,2p+p —4}\
({20 —3,2t—1}U f(V(B))), existem pelo menos (p — 1 + 1%) —2—(-1)>

p — £ + 1 cores impares disponiveis.

e H4 pelo menos [£] + 1 cores pares em f(V(B)):

Portanto, hd no maximo |[£] —1 cores impares em f(V(B)). Em {0,2,...,2p+
p =5} \ f(V(B)), existem pelo menos (p — 1 + Z%) — ¢ >p—{+2 cores
pares disponiveis e, em {1,3,...,2p+p —4} \ ({20 — 3,2i — 1} U f(V(B))),
existem pelo menos (p — 1+ 251) —2 — (|4 —1) > p—2+ L — |22 =
p—2+ 4’% — ’% = p — 1 cores impares disponiveis.

Suponhamos agora que r > 1 e £ = p' — 1. Temos que p' —2 < |V(By) \ {u1}| <
p—1e v, v b \(V(B) \{w})| =p— [V(B) \{wm}| < p—p +2 Hd
no maximo 1 cor impar 2j — 1 em f(V(B)), logo, em {1,3,...,2p+p —4} \ {2i —
3,2i — 1,25 — 1}, ha pelo menos p — 4 + ’% > p — 1 cores impares disponiveis. E,
em {0,2,...,2p+p =5} \ f(V(B)), ha pelo p— 1+7%—p’+1 > p—p +3. Assim,
atribuimos injetivamente as cores impares disponiveis aos vértices de V(By) \ {uy}
e as cores pares disponiveis aos vértices de {vy,va,..., v} \ (V(B1) \ {u1}). Desta
forma, valem as Propriedades |3| e [4f em G”.

Suponhamos que r = 0e 2 < ¢ < p'—1. Em [0,2p+p — 4] \ ({20 — 3,2i —
2,2i —1}U f(V(B)\ {u1})), hé pelo menos 2p+p' —5—€>2p+p —5—(p = 1) =
2p—4>2(p'—3)—1>2|V(By) \ {u1}| — 1 cores. Logo, podemos atribuir cores
aos vértices vy, ..., Upypy—¢—1 conforme o Corolario

Finalmente, suponhamos que p’ < ¢ < p. H& no maximo 1 cor impar 2j — 1
em f(V(B)). Em {1,3,...,2p+p' — 4} \ {20 — 3,2¢ — 1,25 — 1}, hé pelo menos
p—4+ ’% > p — 1 cores impares disponiveis. Logo, podemos atribuir estas cores

injetivamente aos vértices v, va, ..., Uptp—r—1- O
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Capitulo 6
Conclusoes

Neste trabalho, consideramos o problema da L(2, 1)-coloracao nas seguintes clas-
ses de grafos, as quais sao generalizacoes da classe das arvores: k-arvores, cactos e
grafos de blocos. Nosso estudo se concentrou em limites superiores para o nimero
L(2,1)-cromético dos grafos pertencentes a cada uma destas classes e consistiu da
apresentacao dos limites conhecidos na literatura e da obtencao de novos limites.

Buscamos deixar claro que as provas dos limites para k-arvores, cactos e grafos
de blocos (tanto as provas dos limites conhecidos, como as dos novos) compartilham
uma estrutura semelhante a da prova do limite para drvores: [ordenagdo 7 dos
vértices do grafo] — [algoritmo de L(2,1)-coloracdo cujas entradas sdo o grafo e 7]
— [andlise do maior comprimento possivel de uma L(2,1)-coloragao realizada pelo
algoritmo|. Para as arvores, a ordenagao 7 é tal que cada vértice possui no maximo
um vizinho que o antecede, e, a cada iteracao, o algoritmo atribui cor a um vértice.
No caso das k-arvores, cada vértice possui no maximo k vizinhos que o antecedem
em 7, e, a cada iteracao, também ¢é atribuida uma cor a um vértice. Ja para os
cactos e os grafos de blocos, cada bloco possui no maximo um “bloco pai” que o
antecede em 7, e, a cada iteracao, o algoritmo atribui cor a todos os vértices dos
blocos nao coloridos que compartilham uma articulagao com um bloco ja colorido.

Para k-arvores, exibimos o limite conhecido de Bodlaender et al. [3] e obtivemos
um limite menor, baseado no destes autores. A melhoria foi conseguida pela adicao
de uma propriedade a ordenacao dos vértices utilizada na prova do limite de Bodla-
ender et al. e pela contagem mais minuciosa de cores proibidas. Fica em aberto a
justeza deste limite.

Provamos limites superiores justos para o nidmero L(2,1)-cromatico de cactos.
Calamoneri e Petreschi [6] ja haviam provado limites justos para grafos periplanares,
classe que contém os cactos, com grau maximo pelo menos oito, e Li e Zhou [22] mos-
traram um limite justo para grafos periplanares com grau maximo igual a trés. Por-
tanto, este trabalho contribuiu com limites justos para cactos com grau no méaximo

sete, e, no caso em que o grau maximo € trés, mostramos que, se a cintura ¢ pelo
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menos quatro, entao o limite justo é uma unidade menor do que o de Li e Zhou.
Assim, limites justos para cactos em funcao do grau méaximo e da cintura é uma
questao fechada. Um problema em aberto interessante é a caracterizagao dos cactos
que atingem os limites; ja no caso das arvores nao é conhecida tal caracterizagao.

Para grafos de blocos, apresentamos o limite de Bonomo e Cerioli [4], o qual é
justo na classe de todos os grafos de blocos, e analisamos a justeza de tal limite
quando fixamos os valores A e w do grau maximo e do nimero-clique, respectiva-
mente. Obtivemos limites menores nos casos em que w < A < 2w — 2 e provamos
que, em alguns dos casos, os limites obtidos sao justos. Ainda resta estudar a justeza
de nosso limite para w > 5 e w+ 3 < A < 2w — 2. Também falta examinar se o
limite de Bonomo e Cerioli é justo quando 2w — 1 < A < 3w — 5.

Mostramos, ainda, um novo limite para o nimero L(2,1)-cromdtico de grafos
gerais, do qual se conclui que grafos com conectividade igual a um e com uma
determinada relacao entre o grau maximo e o tamanho do maior bloco satisfazem a

Conjectura de Griggs e Yeh.
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