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Neste trabalho apresentamos uma caracterizacdo estrutural e decomposi¢do para
cografos-(2,1) e (1,2). Além disso, apresentamos resultados concernentes a dicotomia P
versus NP-completo da complexidade computacional do PROBLEMA SANDUICHE PARA
GRAFOS CORDAIS-(k,¢) e FORTEMENTE CORDAIS-(k,¢). Especificamente, mostramos
que para grafos fortemente cordais-(k,¢), 0 PROBLEMA SANDUICHE é NP-completo para
k>1e{>1, fixos, bem como para k =0 e ¢ > 3, fixo. Para grafos cordais-(k,?),
provamos que o problema é NP-completo para k+ ¢ > 3, com k e £ inteiros positivos fixos
e para k =0 e ¢ > 3 fixo. Ainda sobre problemas sanduiche e como uma aplicacao
da caracterizagdo para cografos-(2,1) e (1,2), mostramos que, embora 0 PROBLEMA
SANDUICHE PARA GRAFOS DE LIMIAR seja polinomial, 0 PROBLEMA SANDUICHE
PARA A JUNCAO DE DOIS GRAFOS DE LIMIAR é NP-completo. Através desse
resultado, conseguimos classificar completamente a dicotomia P versus NP-completo
da complexidade computacional do PROBLEMA SANDUICHE PARA COGRAFOS-(k,/).
Introduzimos o conceito de PROBLEMAS SANDUICHE COM CONDICOES DE CONTORNO
e apresentamos alguns resultados polinomiais para algumas classes para as quais o
problema sanduiche na versdo original é NP-completo. No ambito de PROBLEMAS
PROBE, analisamos a complexidade dos problemas PROBE PARTICIONADO JUNCAO
DE DOIS GRAFOS DE LIMIAR e ambas as versdes probe para cografo-(2,1) e (1,2).
Obtivemos algoritmos em tempo polinomial para os mesmos. Além disso, trabalhamos
com classes de grafo definidas por subgrafos proibidos, estudo este que nos conduziu a
um resultado interessante que relaciona a Conjectura para Grafos Probe Perfeitos com a
Conjectura Forte para Grafos Probe Perfeitos e com o mais famoso problema em aberto
para PROBLEMAS SANDUICHE: 0 PROBLEMA SANDUICHE PARA GRAFOS PERFEITOS.
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In this work we present a structural characterization and decomposition for cographs-
(2,1) and (1,2). Moreover, we present results concerning the P versus NP-complete
dichotomy of CHORDAL-(k,/) and STRONGLY CHORDAL-(k,/) GRAPH SANDWICH
PROBLEMS computational complexity . Specifically, we show that, for strongly chordal-
(k,?), the GRAPH SANDWICH PROBLEM is NP-complete for k > 1 and ¢ > 1, fixed, as
well as for k = 0 and ¢ > 3, fixed. For chordal-(k,¢) graphs, we prove that the problem is
NP-complete for k+ ¢ > 3, with k and ¢ positive fixed integers and for k =0 and ¢ > 3,
fixed. Still about graph sandwich problems and as an application of the characterization
for cographs-(2,1) and (1,2), we show that, although we can solve THRESHOLD
GRAPH SANDWICH PROBLEM in polynomial time, JOIN OF TWO THRESHOLD GRAPH
SANDWICH PROBLEM is NP-complete. With this result, we could fully classify the
P versus NP-complete dichotomy of COGRAPH-(k,/) GRAPH SANDWICH PROBLEM
computational complexity. We introduced the concept of GRAPH SANDWICH PROBLEMS
WITH BOUNDARY CONDITIONS and we show some polynomial time results for some
classes for which GRAPH SANDWICH PROBLEM is NP-complete. Under PROBE
PROBLEMS, we analyze PARTITIONED PROBE JOIN OF TWO THRESHOLD and both
probe versions for cograph-(2,1) and (1,2) complexities. We present polynomial time
algorithms for these problems. Furthermore, we deal with graph classes defined by
forbidden subgraphs and this study lead us to an interesting result that relates the Probe
Perfect Graph Conjecture with Strong Probe Perfect Graph Conjecture and with the most
famous open GRAPH SANDWICH PROBLEM: PERFECT GRAPH SANDWICH PROBLEM.
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Capitulo 1

Introducao

Os PROBLEMAS SANDUICHE surgiram como uma generalizagdo natural dos PRO-
BLEMAS DE RECONHECIMENTO, que consistem em, dado um grafo G, ser capaz de
reconhecer G se um grafo pertence a uma determinada classe ou ndo. Algumas classes
de grafos tém seu reconhecimento em tempo polinomial, como por exemplo, a classe dos
grafos cordais [36, 145, 51]]. Entretanto, existem outras para as quais nio se conhece um
algoritmo de reconhecimento com nimero de passos polinomial. Por exemplo, ainda ndo
existe algoritmo polinomial para reconhecer se um grafo pertence a classe (k,¢) para k ou
¢ > 3, isto é, reconhecer se um grafo pode ter seu conjunto de vértices particionado em k
conjuntos independentes e ¢ cliques para k ou ¢ > 3. Este é um problema bastante dificil
e pertence a classe de problemas NP-completos [3, 4].

Em 1995, Golumbic, Kaplan e Shamir [40] definiram um novo problema cujo obje-
tivo era determinar a existéncia (ou ndo existéncia) de um grafo G “ensanduichado” entre
outros dois dados grafos G! e G* onde G* é supergrafo de G' e satisfazendo a uma de-
terminada propriedade IT. A este problema foi dado o nome de PROBLEMA SANDUICHE
PARA A PROPRIEDADE II e ele foi definido formalmente da seguinte maneira: dados dois
grafos G' = (V,E') e G> = (V,E?) tais que E' C E?, existe um grafo G = (V,E) tal que
E' C E C E? e que satisfaca I1? Note que se G' = G? temos um PROBLEMA DE RE-
CONHECIMENTO. E importante ressaltar que ndo interessa considerar os casos em que
os grafos da entrada do problema, G! e G2, pertencem i classe de grafos que satisfazem
I1, pois neste caso, bastaria tomar G = GlouG=G?eo problema estaria resolvido.
De maneira semelhante, o problema € trivial se a propriedade I1 é ancestral (i.e., todo
supergrafo de G satisfaria I1), ou se I1 € hereditdria (i.e., todo subgrafo de G satisfaria
IT), pois nesses casos, bastaria que verificidssemos se G? e G, respectivamente, satisfa-
zem a propriedade. De forma geral, se o reconhecimento de IT for NP-completo, entdo o
PROBLEMA SANDUICHE também o serd, contudo, se o reconhecimento puder ser execu-
tado em tempo polinomial, nada podemos afirmar, a principio, sobre a complexidade do
PROBLEMA SANDUICHE.

Na pritica temos algumas aplica¢des para os PROBLEMAS SANDUICHE, tais como:



mapeamento fisico do DNA; raciocinio temporal; sincronizagdo de processos paralelos;
dvores filogenéticas, sistemas esparsos de equagoes lineares. Todos esses problemas po-
dem ser encontrados de forma sucinta em [40].

Neste trabalho apresentaremos nossos resultados concernentes a problemas sanduiche
sob duas perspectivas: a mesma introduzida por Golumbic, Kaplan e Shamir em [40] e
uma que generaliza a anterior ao atribuir propriedades aos grafos da entrada do problema
sanduiche [22]. PROBLEMAS SANDUICHE PARA A PROPRIEDADE I COM CONDICOES
DE CONTORNO € a nomenclatura que utilizamos para esta segunda perspectiva. Em ter-
mos gerais, além de focar na propriedade II exigida para o grafo sanduiche, focamos
também nos grafos da entrada do problema e introduzimos o que denominamos condi¢cédes
de contorno: propriedades que G! e G?, grafos da entrada, devem satisfazer. Tais propri-
edades podem ser iguais ou nio e podem ser exigidas somente para um dos dois grafos.
Observe que estudar problemas sanduiche sob a perspectiva de Golumbic et al. nao é
interessante quando o problema de reconhecimento para a mesma propriedade é sabido
NP-completo. Entretanto, o estudo de problemas sanduiche com condicdes de contorno
aplica-se mesmo quando o problema de reconhecimento da propriedade IT em questao é
NP-completo. Desta forma, € interessante observar a mudanga de tratabilidade dos pro-
blemas ao exigirmos que os grafos de entrada satisfacam propriedades especiais.

Até o momento, priorizamos o estudo destes problemas a trés classes de grafos:
cordais-(k,¢), fortemente cordais-(k,¢) e cografos-(k,¢). Sendo assim, é necessdrio a
contextualizacdo de PROBLEMAS DE PARTICAO que, além de importantes para este texto,
sdo de extrema importincia no ambito dos problemas combinatérios. Na maioria des-
ses problemas, busca-se uma particao do conjunto de vértices do grafo em subconjuntos
Vi,Va,---, Vi de modo que tal particdo satisfaca algumas restricdes. Essas restricdes po-
dem ser internas, como por exemplo, particionar o conjunto de vértices em uma clique ou
em um conjunto independente, ou externas, como exigir que os subconjuntos V; e V; sejam
completamente adjacentes ou completamente nao adjacentes. Um famoso PROBLEMA DE
PARTICAO foi introduzido por Brandstddt em [33]], quando ele definiu a classe dos grafos-
(k,?), uma generalizac@o dos grafos split. Os grafos-(k,¢) sdo aqueles que podem ter seu
conjunto de vértices particionado em no maximo k conjuntos independentes e ¢ cliques.
Os grafos split sdo o caso particular em que k = ¢ = 1.

Além desta classe, apresentamos a classe dos grafos cordais e uma de suas subclasses,
a classe dos grafos fortemente cordais. Embora os problemas de reconhecimento para
ambas as classes tenha solucdo polinomial [32, 136, 45, 51], os problemas sanduiche para
estas classes pertencem a classe dos problemas NP-completos [35,40]]. Sabe-se ainda que
o reconhecimento de grafos (k,¢) é NP-completo quando k ou ¢ > 3, e polinomial caso
contrério [3-5]. Contudo, para problemas sanduiche, a gama de problemas com solucdes
polinomiais € ainda menor, pois o problema ¢ NP-completo para k + ¢ > 3 [25, 40]. A

motivagdo inicial para trabalharmos com a classe dos grafos cordais-(k, ) e fortemente



cordais-(k,¢) esta no fato de que o reconhecimento destes problemas é executado em
tempo polinomial para todo k, ¢ [46].

Os cografos também podem ser reconhecidos em tempo polinomial, bem como uma
de suas subclasses: a classe dos grafos de limiar. Estes, por sua vez, sdo, a0 mesmo
tempo, cografos e grafos-(1,1).

Em 1994, surgem os grafos probe de intervalo [68] e consequentemente um novo
problema de reconhecimento a ser estudado. Introduzido por Zhang et al., o problema
de reconhecimento de grafos probe é conhecido em duas versdes: a versdo particionada,
um caso particular do PROBLEMA SANDUICHE e a versdo ndo particionada. O objetivo
geral de um problema PROBE % é, dado um grafo G = (V,E), determinar se existe uma
particao de V em um conjunto de vértices probe P € em um conjunto independente N de
Vvértices ndo probe tais que, a adi¢do de arestas incidentes a vértices de N gera um grafo
pertencente a classe 4. Quando a particdo (P,N) é dada, o problema ¢ dito particionado,
caso contrdrio, é dito ndo particionado. Neste contexto, vamos trabalhar com cografos-

(k,?) e algumas subclasses definidas por subgrafos proibidos.

1.1 Organizacao do texto

Neste texto, no Capitulo (1}, além da introdugdo, apresentamos as principais defini¢coes
e notacdes que utilizaremos. No Capitulo 2| provamos que o problema sanduiche para
grafos cordais-(k,¢) é NP-completo para k + ¢ > 3, onde k,/ sdo inteiros fixos positi-
vos. Quando a propriedade IT é ser “grafo fortemente cordal-(k,¢)”, temos que o pro-
blema sanduiche ¢ NP-completo para k,¢/ > 1 [21]. Ainda provamos que o problema
sanduiche para grafos cordais-(k,¢) e fortemente cordais-(k,¢) é NP-completo quando
k=0e¢>3. Além disso, no Capitulo[3] provamos que os seguintes problemas sanduiche
com condi¢des de contorno sio soluciondveis em tempo polinomial: para a propriedade
“ser grafo (k,¢)”, para todo k,¢ com G' pertencente a uma classe com algoritmo po-
linomial para k-coloracdo (ver sec¢do e G? pertencente a uma classe com nimero
polinomial de cliques maximais [20]; e para a propriedade “ser grafo cordal-(2,1)” com
G? pertencente a uma classe com nimero polinomial de cliques. No Capitulo 4] apresen-
tamos uma caracterizagdo estrutural e decomposicao para cografos-(2,1) e (1,2) [23] que
nos conduz aos estudos do Capitulo [5|sobre PROBLEMA SANDU{CHE PARA COGRAFOS-
(k,?). Neste mesmo capitulo, apresentamos o primeiro caso de ndo monotonicidade de
problemas sanduiche quando a propriedade considerada €é a juncdo de duas proprieda-
des para as quais sabemos que o problema sanduiche € soluciondvel em tempo polino-
mial. Particularmente, trabalhamos com a propriedade “ser grafo de limiar”, para a qual
o problema sanduiche é sabido ser polinomial. Contudo, provamos que 0 PROBLEMA
SANDUICHE PARA JUNCAO DE DOIS GRAFOS DE LIMIAR é NP-completo, embora PRO-
BLEMA SANDUICHE PARA GRAFOS DE LIMIAR seja soluciondvel em tempo polinomial.



No Capitulo [6] introduzimos o problema de reconhecimento de grafos probe em duas
versoes: particionada e ndo particionada. Os resultados apresentados no inicio deste
capitulo sdo uma aplicacdo da caracterizacdo estrutural e decomposi¢io para cografos-
(2,1) e (1,2), apresentada no Capitulo 4, Especificamente, provamos que os problemas
PROBE COGRAFO-(2,1) e (1,2) sdo solucionaveis em tempo polinomial. Nas demais
secoes deste capitulo, trabalhamos com classes definidas por subgrafos proibidos e obtive-
mos resultados para grafos 2-conexos e 3-conexos fazendo comparacgdes entre as versdes
particionada e nao particionada do problema probe para as classes e também com o pro-
blema sanduiche para as mesmas classes. Tais comparacdes nos conduzem ao estudo de
duas famosas conjecturas para grafos probe perfeitos que, caso sejam provadas falsas,
nos permitiriam afirmar que 0 PROBLEMA SANDUICHE PARA GRAFOS PERFEITOS é NP-
completo. Além disso, ainda neste capitulo, trabalhamos com as classes de grafos livres
de Cy, k > 4 e livres de K, \ e, onde K, \ e é um grafo completo menos uma aresta. Por

fim, no Capitulo [/, sumarizamos nossas contribui¢cdes para os problemas descritos.

1.2 Principais Definicoes e Notacoes

Um grafo G € um par ordenado (V,E), onde V é um conjunto finito ndo vazio de
vértices ¢ E € um conjunto de pares ndo ordenados de vértices distintos denominados
arestas. Denotamos os conjuntos de vértices e arestas de G por V(G) e E(G), respectiva-
mente. Utilizaremos a notacdo |V(G)| = n e |E(G)| = m para denotar as cardinalidades
dos conjuntos de vértices e arestas de G, respectivamente.

Um grafo G € dito trivial se n = 1.

Um vértice v é adjacente a um vértice w em G se (v,w) € E(G). Neste caso v,w sdo
vizinhos ou estdo ligados em G e dizemos que a aresta e = vw € incidente a v € w ou tem
extremos v € w. De maneira mais informal, diremos eventualmente que v vé w e vice-
versa. Denotamos o conjunto de vértices de G que sdo adjacentes a v por N(v) e, por N[v],
o conjunto N[v] = N(v) U{v}. Chamamos N(v) e N[v| de vizinhan¢a aberta e vizinhanga
fechada de v, respectivamente.

Um vértice v € dito universal se N(v) = V(G) —v. Um vértice w € dito isolado quando
N(w) =0.

O grau de um vértice v é a cardinalidade do conjunto N(v).

O tamanho de um grafo G € igual a n+m.

O complemento de um grafo G, denotado por G, é o grafo que tem 0 mesmo conjunto
de vértices de G e tal que dois vértices sdo vizinhos em G se e somente se nio sio vizinhos
em G.

Um grafo G é completo se todos os seus vértices sdo universais. Denotamos por K, o

grafo completo com n vértices.



Um grafo € nulo, ou completamente independente, quando todos os seus vértices sao
isolados.

Um grafo H é um subgrafo de um grafo G se V(H) CV(G) e E(H) C E(G). Um
subgrafo H de G ¢é dito subgrafo gerador se V(H) =V(G) e E(H) C E(G). Dado um
conjunto de vértices X C V(G),X # 0, o subgrafo de G induzido por X, denotado por
G[X], é o subgrafo H de G tal que V(H) =X e E(H) € o conjunto das arestas de G que
tém ambos os extremos em X.

Um grafo H é um supergrafo de um grafo Gse V(G) CV(H) e E(G) CE(H).

A unido de dois grafos G = (Vg,Eg) e H = (Vy,Ep) € a unido de seus conjuntos de
vértices e de arestas: GUH = (VgUVy,EGUEg).

A unido disjunta de dois grafos G = (Vg,Eg) e H = (Vy,Ep) € a unido de seus con-
juntos de vértices e arestas quando Vg e Vi séo disjuntos: G+ H = (Vg + Vy,Ec + ER).

A jungdo (do inglés join) G @ H de dois grafos G = (Vg,Eg) e H = (Vy,Eg) é a
unido dos grafos com todas as arestas que unem os vértices de G com os vértices de H,
ie, GOH = (VogUVy,EGUEgU{uv:u € Vg,vUVg}).

Um grafo G € dito bipartido quando seu conjunto de vértices puder ser particionado
em dois subconjuntos Vi, V,, tais que toda aresta de G tem um extremo em V| e o outro
em V,. Um grafo bipartido completo é um grafo bipartido que possui uma aresta entre
cada par de vértices x,y, sendo x € V| e y € V2. Denotamos por Ky, ,, 0 grafo bipartido
completo, onde n; e ny sdo as cardinalidades de V; e V, respectivamente. Chamaremos
um grafo bipartido completo de biclique.

Um caminho em um grafo G € uma sequéncia P = vyv,---v; onde vi,vp,- -+, v, s@o
vértices distintos dois a dois e (v;,vi11) € E(G),1 <i<k—1. Uma corda em P é uma
aresta que liga dois vértices ndo consecutivos de P. Um caminho induzido em um grafo é
um caminho sem cordas. Denotamos por P, o caminho induzido por k vértices.

Um ciclo num grafo G € uma sequéncia C = v{vy -V Vry1, onde vivy---v; € um
caminho, v = vy € k > 3. O niimero k é o comprimento do ciclo C. Se um ciclo tem
comprimento par, entdo ele é denominado ciclo par. Caso contrério, € dito ciclo impar.
Uma corda em C € qualquer corda do caminho vyv; - --v;. Um ciclo induzido é um ciclo
que nido possui cordas. Denotamos por C; um ciclo induzido por k vértices.

Um conjunto S é maximal (resp. minimal) em relagdo a uma propriedade IT se S
satisfaz IT e todo conjunto S’ que contém propriamente (resp. estd contido propriamente
em) S nao satisfaz I1.

Um grafo € conexo se para todo par de vértices distintos v,w de G existe um caminho
de v aw. Caso contrario, G € dito desconexo. Um componente conexo de G € um subgrafo
conexo maximal de G.

Um grafo é k-conexo se a remog¢ao de qualquer conjunto com k — 1 vértices mantém
G conexo. Em outras palavras, para tornar G desconexo, pelo menos k vértices sao ne-

cessarios.



Sejam v,w € V(G). A distdncia entre v e w em G, denotada por dg(v,w), é o compri-
mento do menor caminho entre ve w em G.

Uma drvore T é um grafo aciclico e conexo. Uma arvore T é denominada enraizada
quando algum vértice v € V(T') é escolhido como especial. Este vértice é entdo chamado
de raiz da arvore. Uma folha € um vértice que nao possuli filhos.

Uma drvore geradora de um grafo G € um subgrafo gerador de G que € uma arvore.

Uma floresta F € um grafo aciclico.

Um conjunto de vértices M de um grafo G é uma clique se G[M] é um grafo completo.
Denotaremos por @(G) a cardinalidade da maior clique de G.

Um conjunto de vértices S é um conjunto independente de G se G[S] é um grafo nulo.
Denotaremos por o/(G) a cardinalidade do maior conjunto independente de G.

Uma coloragdo prépria de vértices em um grafo G € uma atribuicdo de cores aos
vértices de G de modo que vértices adjacentes recebam cores distintas. Neste trabalho,
vamos nos referir a este tipo de coloracdao simplesmente utilizando a palavra coloracdo.
Uma k-coloragdo € uma coloracao propria dos vértices do grafo com k cores. O niimero
cromdtico de G, denotado ¥ (G) é o menor k para o qual existe uma k-coloragdo de G.
Neste caso, dizemos que G € k-cromadtico.

Um grafo G é€ dito perfeito se G e cada um de seus subgrafos induzidos tiver a propri-
edade que seu numero cromdtico y € igual ao tamanho de sua maior clique .

Um buraco é um ciclo sem cordas de tamanho pelo menos 5.

Dizemos que uma classe de grafos € € hereditdria se todo subgrafo de um grafo G em
¢ também pertence a 4. Uma classe € € dita ancestral se todo supergrafo de um grafo
G pertencente a ¢ também estda em %. Quando considerarmos propriedades hereditérias

e ancestrais com relacdo a subgrafos induzidos, estard explicito no texto.

1.3 Problemas de Particao

Um problema cldssico em teoria dos grafos é o problema de parti¢do, que consiste
na busca por uma particao do conjunto de vértices de um dado grafo em subconjuntos
Vi,Va,--+, Vi que satisfazem certas propriedades. Pode-se exigir, por exemplo, que V;
seja uma clique ou um conjunto independente, o que seriam restricoes internas. Po-
deriamos também fazer restricoes externas, isto € restricdes entre os subconjuntos. Desta
forma pode-se exigir que V; e V; sejam completamente adjacentes ou completamente nao-
adjacentes, por exemplo.

Os grafos split sdo grafos que podem ter seu conjunto de vértices particionado em
um conjunto independente e uma clique. Este € um famoso problema de parti¢do, onde
sO temos restricdes internas, € que € resolvido em tempo polinomial. Brandstadt em [3]],

definiu a classe dos grafos-(k,/) que sdo uma generalizacdo dos grafos split, que sao
grafos-(1,1).



O objetivo principal deste capitulo é introduzir o conceito de grafos-(k, ¢), em particu-
lar, o conceito de grafos-(2, 1), para em seguida, abordar o algoritmo de reconhecimento
desta classe particular de grafos. Para finalizar, vamos apresentar a subclasse dos grafos
cordais-(2, 1) juntamente com sua caracterizagdo por subgrafos proibidos e seu algoritmo

de reconhecimento.

1.3.1 Grafos-(k,?)

Um grafo G é um grafo-(k,{), ou simplesmente (k, /), se o conjunto de vértices de G
puder ser particionado em k conjuntos independentes e ¢ cliques.

E importante ressaltar que as cliques desta definicio ndo sdo necessariamente maxi-
mais e, além disso, alguns dos k conjuntos independentes ou das ¢ cliques podem ser
vazios.

Brandstédt, ainda em [3H35], apresentou um algoritmo polinomial para reconhecer as
classes (2,1),(1,2) e (2,2), e mostrou que o problema de reconhecimento de grafos (k, /)
para k > 3 ou ¢ > 3 é NP-completo. Feder, Hell, Klein e Motwani em [33] também
propuseram algoritmos polinomiais para essas classes, que surgiram como subproduto de

algoritmos de particao em subgrafos densos e esparsos.

1.4 Grafos Cordais

Um grafo € dito cordal ou triangularizado quando todo ciclo de tamanho maior que
3 possui uma corda, i.e, aresta que liga dois vértices nao consecutivos no ciclo. O grafo
da Figura[I.1] ¢ cordal, enquanto o da Figura[I.2ndo o ¢, ja que possui o ciclo d,e, f,g,d
que tem tamanho 4 e ndo possui cordas.

C d

Figura 1.1: Grafo cordal.

N

Figura 1.2: Grafo ndo cordal.




Um vértice v € V é denominado simplicial se o subgrafo induzido pela vizinhanca
de v, N(v), é completo. Por exemplo, no grafo da Figura o vértice a é um vértice
simplicial, pois sua vizinhang¢a induz um K3.

A propriedade “ser cordal” é uma propriedade hereditdria, isto €, todo subgrafo indu-
zido de um grafo cordal é também um grafo cordal.

Um esquema de eliminacdo perfeita € uma sequéncia de vértices & = vy, va, - ,Vy,
onde cada v; € um vértice simplicial do subgrafo induzido por {v;,vi+1,---,v,}. Em
outras palavras, uma sequéncia & € um esquema de eliminacdo perfeita se, para cada v;,
o subgrafo induzido por N(v;) — {vy,---,v;_1 } for completo.

No texto que segue, apresentaremos alguns resultados da literatura que serdo uteis

para este trabalho.

Teorema 1.1. /31, 36] Um grafo G = (V,E) é cordal se e somente se G possui um es-

quema de eliminagdo perfeita.

Lema 1.2. [3]] Seja G = (V,E) um grafo cordal que ndo seja um grafo completo. Entdo

V contém dois vértices ndo adjacentes simpliciais.

1.4.1 Reconhecimento de Grafos Cordais

Para reconhecer se um grafo pertence ou ndo a classe dos grafos cordais, vamos utili-

zar o Teorema|I.T]e o seguinte Lema:

Lema 1.3. /45 5]] Seja G = (V,E) um grafo cordal. Considere que G é um grafo
de entrada para o algoritmo de busca em largura lexicogrdfica [45) 64]. Entdo a
sequéncia S de vértices v ordenados decrescentemente segundo largura(v) é um esquema

de eliminagdo perfeita.

O Teorema I.1]nos diz que um grafo é cordal se e somente se ele possui um esquema
de eliminacdo perfeita e o Lema[I.3 nos fornece uma ferramenta para determinar tal es-
quema. Sendo assim, unindo estes dois resultados, € possivel obtermos um Algoritmo
de Reconhecimento para grafos cordais que consiste, basicamente, em: dado um grafo
G = (V,E), aplicar o algoritmo de busca em largura lexicogréfica e ordenar os vértices de
V em ordem decrescente de largura. Em seguida, basta verificar se tal ordenacao € um es-
quema de eliminagdo perfeita. Esse reconhecimento pode ser feito em tempo polinomial,
apenas aplicando a defini¢do, ou seja, dada a sequéncia & = v,vy,---,V,, para cada v;
deve ser verificado se os vértices v; € N (vi), com j > i, induzem uma clique. Claramente,
o serd um esquema de eliminacao perfeita se todas as verificacdes forem satisfeitas. Este
algoritmo tem complexidade O(nm), mas é possivel utilizar um processo alternativo para
o reconhecimento mais eficiente, como descrito em [64], que faz com que o tempo de
execucao do algoritmo de reconhecimento de grafos cordais seja da ordem do tamanho

do grafo, e, portanto, linear.



1.4.2 Grafos Fortemente Cordais

A classe dos grafos fortemente cordais € uma subclasse da classe dos grafos cordais.
Nesta secdo, vamos introduzir as principais definicdes e notacdes desta classe que serdo
importantes no decorrer deste trabalho.

Um grafo cordal é fortemente cordal se todos os seus ciclos pares de tamanho maior
do que 5 tém uma corda impar.,i.e., uma corda entre vértices nao consecutivos do um ciclo

e que estio separados por uma distancia impar. Observe a Figura|l.3

Gy G

Figura 1.3: Duas cordas impares em G1, que nao € fortemente cordal (pois ndo é cordal)
e G, grafo fortemente cordal.

Um esquema de eliminacdo perfeita forte € uma ordenacio v, vo,---,v, dos vértices

de V(G) satisfazendo as seguintes condigdes para cada i, j,k e [:

1. Sei> j>ke (vi,v),(vj,vk) € E(G) entdo (v;,v;) € E(G).

Figura 1.4: i > j > ke (vi,v),(vj,v) € E(G) = (vi,vj) € E(G).

2. Sei>j>k>1le (vi,vi),(vj,vi),(vj,vk) € E(G) entdo (vi,vk) € E(G).

.....
0
e

Figura 1.5:i > j > k> 1le (vi,v1),(vj,v1),(vj,vk) € E(G) = (vi,vk) € E(G).

Lema 1.4. [32]] Um grafo é fortemente cordal se e somente se ele admite um esquema de

eliminacdo perfeita forte.



Dois vértices u,v sdo compativeis, e denotamos por u ~ v, se N[u] C N[v] ou N[v] C

N[u]. Caso contrério, dizemos que u e v sdo incompativeis.

U '

v

Figura 1.6: u e v incompativeis e u’ ~ V.

No exemplo da Figura temos que u € v sdo incompativeis pois # ndo pertence a
vizinhanca fechada de v assim como v ndo pertence a vizinhanga fechada de u. Ja os
vértices u’ e V' sdo tais que N[u'] C N[V']. Note que a vizinhanga fechada de v/ ndo estd
contida na vizinhanca fechada de /.

Um vértice v de um grafo G € simples se os vértices em N|v] sdo compativeis dois a

dois, ou equivalentemente, se {N|u| : u ~ v} é ordenada linearmente por inclus@o.
Lema 1.5. [32] Seja v um vértice simples em G. Entdo v é simplicial em G.

Teorema 1.6. [52] Um grafo G é fortemente cordal se e somente se todo subgrafo indu-

zido de G tem um vértice simples.
Ou, ainda, de forma semelhante ao Lema|I.2] temos:

Lema 1.7. [32] Suponha G = (V,E) um grafo fortemente cordal ndo trivial. Entdo G tem

pelo menos dois vértices simples.

Podemos ainda caracterizar esta classe de grafos por subgrafos proibidos [32]. Em
1981, para apresentar tal caracterizag¢do, Farber introduziu algumas defini¢cdes que atual-
mente possuem outra denominag¢do. O que denotarmos por sol nas seguintes defini¢cdes,
foi chamado por ele de trampolim.

Um sol incompleto é um grafo cordal com 2n vértices, para algum n > 3, cujo
conjunto de vértices pode ser particionado em dois conjuntos W = {wy,wyp,--- ,w,} e

U = {uy,up,--- ,u,}, de modo que as seguintes condi¢des sejam satisfeitas:

1. W € um conjunto independente, e

2. para cada i, j, w; € adjacente a u; se € somente se i = j (mod n) ou i = j+ 1 (mod

n).

(Veja os exemplos da Figura[I.7])

Um sol é um sol incompleto no qual Gluy,uy,--- ,u,] é um grafo completo. (Veja

os exemplos da Figura|1.8])
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w1 W3
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Figura 1.7: Séis incompletos.

w2

%)
Uy U2
31 U9
w1 w3
Us uq 3
w1 w3
Wy
w2
(v U2
w w3
Us us3
w Uy 4

Figura 1.8: Sdis.

Teorema 1.8. [32] Um grafo é fortemente cordal se e somente se é cordal e ndo admite

sol como subgrafo induzido.
Lema 1.9. [32]] Nenhum sol é fortemente cordal.

Lema 1.10. /32| Seja G um sol incompleto. Entdo G tem um subgrafo induzido que é um

sol.

Observe os exemplos das figuras[1.9]e
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U [ )
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U4 3 ./ .u/
w1 2
Wy

Figura 1.9: Em (a) um sol incompleto e em (b) um sol que € subgrafo induzido do grafo

().

w2 /
[ ‘"
U1 U2
w w3 U@ @ls
us u3 wie LA
w Uy 4 Q’g

(¢) (d)

Figura 1.10: Em (c) um sol incompleto e em (d) um sol que é subgrafo induzido do grafo

(a).

1.5 Cografos

Os cografos surgiram em diversas dreas da Matematica, tendo sido objeto de pes-
quisa de vdérios cientistas independentemente. Esta independéncia fez com que vdrios
sindnimos para o termo cografo surgissem, dentre os quais podemos citar: grafos D* [47]],
grafos sem P4, grafos HD [63] e grafos redutiveis por complemento [[16]. Responsdvel
pela introdu¢do do termo cografo tal como conhecemos, H. Lerchs [49, 50] definiu a
classe e suas propriedades estruturais e algoritmicas. Um algoritmo com complexidade
quadratica foi desenvolvido por Stewart [62]] a fim de reconhecer a classe dos cografos.
Posteriormente, o primeiro algoritmo linear, mas nao tnico [9, 44], foi introduzido por
Corneil et al. [18]]. Em particular, Habib e Paul [44] descreveram um algoritmo com ape-
nas dois passos: no primeiro passo, utiliza-se uma técnica de refinamento para produzir
uma ordenac¢do especial dos vértices e, no segundo passo, executa-se um simples teste

para verificar se um dado grafo é um cografo, utilizando tal ordenacao.

Definicao 1.11. [49] Formalmente, os cografos sdo definidos recursivamente da seguinte

forma:
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1. O grafo trivial K| é um cografo;
2. Se Gy,...,Gy sdo cografos, entdo a unido G1 UGy U...UGy também é cografo;

3. Se G é cografo, entdo G também é cografo.

Em particular, os Itens [2] e [3] da Definigdo [[.11] garantem que podemos obter um co-
grafo a partir de um de um grafo trivial, através de um ndmero finito de operagdes nao sé
de unido mas também de jun¢do. A Figura|l.11|ilustra a constru¢do de um grafo G que é

cografo.

Figura 1.11: Constru¢do de um cografo a partir de um K; e seguidas aplicacdes das
operacdes de unido e jungao.

Um resultado importante, provado em [S0], afirma que os cografos podem ser repre-
sentados por uma drvore de decomposi¢do unica, denominada de co-drvore. Através de
uma co-arvore € possivel analisar diversas propriedades e caracteristicas de um cografo,
fato que auxilia na solucdo de problemas considerados dificeis, em geral. Podemos des-

tacar que tal representacdo € a chave para o reconhecimento linear dos cografos [18, 44]].

1.5.1 Decomposicao Modular

A decomposigdo modular, descoberta independentemente por Mohring [54], e Muller
e Spinrad [S7]], € um processo utilizado, como o nome sugere, para decompor um grafo.
Em qualquer estigio, o subgrafo que estd sendo decomposto é chamado de mddulo. No
passo geral, cada um dos subgrafos € decomposto recursivamente e este processo continua

até que todos os subgrafos que estdo sendo decompostos contenham somente um vértice.
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A nocdo de moédulo surgiu naturalmente a partir de diferentes estruturas combi-
natorias [54]. A decomposi¢cdo modular desempenhou papéis muito importantes no es-
tudo do PROBLEMA DE RECONHECIMENTO para vdrias classes de grafos, tais como:
cografos [[18]], grafos de intervalo [53]], grafos de permutacao [S8] e outras classes de gra-
fos perfeitos [6, 39], bem como no problema de orientagdo transitiva [38, 52]]. A seguir,

abordamos algumas propriedades e definicoes sobre decomposicao modular.

Definicao 1.12. Um mddulo M de um grafo G é um subconjunto de vértices de V(G)
tal que cada vértice em V(G) \ M ou ¢é adjacente a todos os vértices de M ou a nenhum

vértice de M.

Como exemplo, na Figura|l.12) M = {a,b,c} é um mddulo de G, onde os vértices
do conjunto A = {1,2} sdo adjacentes a todos os vértices de M e os vértices do conjunto

N = {3,4} sdo ndo-adjacentes a todos os vértices de M.

2@

a

Figura 1.12: Exemplo de um médulo em G.

Definicao 1.13. Seja G = (V,E) um grafo.

e V' CV édito um médulo trivial de G se V' =V ou |V'| = 1. V' é um médulo préprio
seV' £V,

e G é um grafo primal se G contém somente modulos triviais.

e Dois médulos V', V" sdo sobrepostos se os conjuntos V' (V" V' \V" e V" \ V' sao

todos ndo-vazios.

e Um mddulo V' é forte se para todo médulo V", os médulos V' e V" sdo ndo sobre-
postos, i.e., V'OV =0ouV' CV" ou V" CV'.

e Dois vértices x,y € V sdo gémeos se {x,y} é um médulo de G, ou seja, x e y tém a
mesma vizinhanga em G. Os gémeos x,y sdo gémeos verdadeiros se xy € E, caso

contrdrio, x,y sdo gémeos falsos.
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Através da decomposi¢do modular de um grafo G é possivel construir uma arvore cor-
respondente a G denominada drvore de decomposi¢do modular, de extrema importancia
em algumas aplicacdes em grafos [6} 18} 139,155 158]].

Basicamente, a decomposi¢ao modular particiona o conjunto de vértices de um grafo

em modulos através de uma analise da conectividade de G e de G.

Teorema 1.14 (Gallai [37], Habib [41]], Habib & Maurer [42], Sumner [63]). Seja G =
(V,E) um grafo com pelo menos dois vértices. Entdo exatamente uma das seguintes

condicoes é verdadeira:

1. Se G é desconexo, entdo G pode ser decomposto em componentes conexos;
2. Se G é desconexo, entdo G pode ser decomposto em componentes conexos de G;

3. Se G e G sdo conexos, entdo existe algum V' C 'V e uma iinica particdo P de V tal

que:

(a) V'] >3;
(b) G|V'] é um subgrafo primal maximal de G;

(c) Para toda classe S da parti¢do P, S é um médulo e |SNV'| = 1.

De acordo com o Teorema [[.14] a drvore de decomposi¢do de G possui trés tipos
de nés: paralelo, serial e vizinhanga, correspondendo aos itens e [3] respectiva-
mente. Cada vértice de G corresponde a uma folha da arvore de decomposicao modu-
lar. Cada médulo de G estd associado a um n6 da arvore, cujas folhas descendentes de
M correspondem ao mdédulo M. De maneira mais precisa, a arvore de decomposicado é
construida da seguinte forma: consideremos o médulo M = V(G). Se |M| = 1, entdo
a decomposicdo modular é uma 4arvore trivial. Caso contririo, M € um modulo para-
lelo, serial ou vizinhanca. Se M € um moédulo paralelo, criamos um vértice P na arvore,
cujos filhos de P correspondem a decomposi¢cdo modular dos componentes conexos de
G[M]. Se M é um médulo serial, criamos um vértice S na drvore e inserimos, como filhos
deste vértice, as decomposi¢des modulares dos componentes conexos de W SeM é
um modulo vizinhanga, criamos um vértice N na arvore e inserimos, como filhos deste
vértice, as decomposi¢des modulares dos submodulos primais maximais de M.

Note que, dado um moédulo M, tanto no caso paralelo como no caso serial, cada com-
ponente conexo é um submddulo primal maximal de M.

Em [60]], foi provado que cada vértice em um mddulo vizinhanca N estd contido em
um unico submoddulo primal maximal de N. Como ha uma tnica decomposicao possivel
em cada etapa, hd uma tinica decomposi¢cdo modular de um grafo. Observe o exemplo de

decomposicao modular do grafo G ilustrado na Figura|l.13
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Figura 1.13: Um médulo vizinhanga M = V(G) e seus submédulos primais maximais.

Seja M = V(G). Como os mddulos V(G) e V(G) sdo conexos, temos que M € um
modulo vizinhanga e seus médulos primais maximais sdo My = {1},M, = {2,3,4} , M3 =
{5},M4={6,7} e Ms = {8,9}.

As folhas da arvore de decomposi¢do sdo os vértices do grafo e os nds internos sao os
modulos fortes do grafo G. Os médulos M, e My sdo seriais (rotulados por Sy e S2) e o
modulo M5 € paralelo (rotulado por Py) em G.

A édrvore de decomposi¢do modular de G estd representada na Figura[[.14]

HOBNORG

2 3 4 6 7 8 9

Figura 1.14: Arvore de decomposi¢io do grafo ilustrado na Figura

Co-arvore

Quando a arvore de decomposicao tem apenas mddulos paralelos e seriais, temos uma
co-drvore. Observe na Figura|l.l

A estrutura da classe dos cografos € muito bem definida, o que permite fécil
identificacdo. O Teorema [I.T5] [16], estabelece a equivaléncia entre trés diferentes

caracterizacoes de cografos.

Teorema 1.15 (Corneil, Lerchs e Burlingham [16l]). Dado um grafo G, as seguintes

afirmagodes sdo equivalentes.
1. G é cografo;
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G T(G)

Figura 1.15: Grafo G e sua respectiva co-arvore.

2. G ndo contém Py como subgrafo induzido;

3. O complemento de todo subgrafo conexo ndo trivial de G é desconexo.

A equivaléncia (1) < (3) do Teorema garante que toda arvore de decomposi¢io

dos cografos € uma co-arvore. Desta forma, € possivel enunciar o seguinte Corolario:

Corolario 1.16. [16]] Um grafo G é um cografo se e somente se, para todo subgrafo
induzido H de G com pelo menos dois vértices, exatamente uma das condi¢oes abaixo é

satisfeita:
1. H é desconexo;

2. é desconexo.

Dada tal estrutura bem definida, 0 RECONHECIMENTO DE COGRAFOS pode ser exe-

cutado em tempo linear [18, 44].

1.5.2 Grafos de Limiar

Grafos de Limiar (do inglés, Threshold) sdo um tipo especial de cografos e grafos
split. Mais formalmente, um grafo € de limiar se e somente se € a0 mesmo tempo um co-
grafo e um grafo split. Introduzidos por Chvatal e Hammer em 1977 [[15]], o Teorema|l.17

oS caracteriza.

Teorema 1.17. Para cada grafo G, as seguintes trés condicdes sdo equivalentes:
1. G é um grafo de limiar;

2. G ndo tem subgrafo induzido isomorfo a 2K;, Py ou Cy;
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3. Existe uma ordenacdo vi,v3,...,v, dos vértices de G e uma particdo de

{vi,v2,...,vn} em conjuntos disjuntos P e Q tais que

e Cadav; € P é adjacente a todos os vértices v; com i < ],

e Cadav; € Q é adjacente a nenhum vértice v comi < j.

Construcao de um grafo de Limiar
Grafos de limiar podem ser construidos a partir de um grafo trivial K| por repetidas

aplicacdes das duas operacdes descritas a seguir:
1. Adicao de um vértice isolado ao grafo.

2. Adigao de um vértice universal ao grafo.

Observe o exemplo da Figura[I.16

. E
Figura 1.16: Constru¢ao de um grafo de limiar a partir de um Kj e seguidas aplicagdes
das operacdes de adi¢do de um vértice isolado ou de um vértice universal.

O seguinte resultado serd utilizado posteriormente.

Teorema 1.18 (Chvital & Hammer [15]). Seja G = (V,E) um grafo. Entdo G é um grafo
de limiar se e somente se todo subgrafo induzido de G tem um vértice isolado ou um

vértice universal.

O reconhecimento de grafos de limiar pode ser executado em tempo linear [[15]].
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Capitulo 2

Problemas Sanduiche para Grafos

Cordais e Fortemente Cordais-(k, /)

Neste capitulo introduziremos PROBLEMAS SANDUICHE e descreveremos alguns re-
sultados importantes da literatura destacando aqueles que t€m ligacao direta com nosso

trabalho. Além disso, apresentaremos aqui nossas contribuicdes referentes a este tema.

2.1 Problemas Sanduiche

Os PROBLEMAS SANDUICHE surgiram como uma generalizagdo natural dos PRO-
BLEMAS DE RECONHECIMENTO, que consistem basicamente em determinar se um dado
grafo satisfaz ou ndo determinada propriedade ou se pertence ou ndo a uma determinada
classe de grafos. Golumbic, Kaplan e Shamir, em 1995 introduziram este problema da

seguinte forma [40]:

PROBLEMA SANDUICHE PARA A PROPRIEDADE IT (II-SP)

Entrada: Dois grafos G' = (V,E') e G*> = (V,E?) tais que E' C E.

Pergunta: Existe um grafo G = (V,E) tal que E! C E C E? e que satisfaca  propriedade
I1?

O grafo G, se existir, € denominado grafo sanduiche devido ao fato que G deve es-
tar “ensanduichado” entre G' e G2, sendo, portanto, supergrafo de G! e subgrafo de G.
Observe que, quando fazemos E' = E? = E temos claramente um PROBLEMA DE RE-
CONHECIMENTO. Como visto e por questdo de simplicidade, vamos utilizar a mesma
notacdo utilizada em inglés para denotar o PROBLEMA SANDUICHE: II-SP.

E ficil notar que toda aresta de G! deve pertencer a G e que, portanto, temos arestas
obrigatorias chamadas arestas forcadas. Além disso, as arestas que pertencem ao com-
plemento do grafo G? sdo ditas arestas proibidas e correspondem ao conjunto (E 3), i.e, 0

conjunto das arestas que nio podem pertencer ao grafo sanduiche. As arestas de G2 \G!
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atribuimos a denominacdo de arestas opcionais, uma vez que podem ser adicionadas a
G com a finalidade de obter um grafo que satisfaca a propriedade IT almejada. Assim,

podemos reformular o enunciado do problema:

PROBLEMA SANDUICHE PARA A PROPRIEDADE II (IT-SP)

Entrada: Uma tripla de conjuntos (V,E!,E3), onde E' NE3 = 0.

Pergunta: Existe um grafo G = (V,E), onde E' C E e ENE? = 0, que satisfaca a propri-
edade I1?

Este problema ja foi estudado para diversas classes de grafos. Golumbic et al., no
mesmo artigo em que definem o problema [40], trabalham com vérias classes, dentre as
quais podemos destacar a classe dos grafos split e dos grafos cordais. Posteriormente, o
problema foi trabalhado para propriedades relacionadas a parti¢cdo de grafos, tais como
conjunto homogéneo, onde um conjunto homogéneo H em G = (V,E) é um conjunto
de vértices de G tal que cada vértice de V\H ¢ adjacente a todos os vértices de H ou
a nenhum dos vértices de H [56]; I-jungdo, onde um grafo G = (V,E) é uma particdo
1-jungdo ou simplesmente uma parti¢ao jungdo se V pode ser particionado em V;, e Vg de
modo que |V| > 2 e |Vg| > 2, onde Vg contém um conjunto ndo vazio Ag que satisfaz a
propriedade de que todo vértice de Ay € adjacente a todo vértice de Ag e nenhum vértice
de V. \Ag é adjacente a vértices de V7, [29]]; e grafos-(k,£) [23]. Além das ja citadas, outras
propriedades ja estudadas podem ser encontradas em [26}, 40, 53} 165]].

Dada uma propriedade I1, definimos a sua propriedade complementar T1 da seguinte
maneira: para todo grafo G, G satisfaz I se e somente se G satisfaz IT [40].

O Fato mostra que pode ser interessante trabalhar PROBLEMAS SANDUICHE en-

volvendo propriedades complementares.

Fato 2.1. Existe um grafo sanduiche com propriedade 11 para a instancia (V,E ',E3) se

e somente se existe um grafo sanduiche com propriedade 1 para a instancia (V,E>,E").

Contudo, para algumas propriedades IT, o estudo de PROBLEMAS SANDUICHE torna-
se trivial. Por exemplo, quando o PROBLEMA DE RECONHECIMENTO para a propriedade
IT é sabidamente NP-completo, 0 PROBLEMA SANDUICHE também o serd. Além disso,
quando a propriedade requerida para o grafo sanduiche € ancestral, a instancia para o
problema é SIM se e somente se G2 satisfaz a propriedade. O mesmo ocorre quando IT é
hereditdria, basta trocar G* por G! a satisfaz. Em ambos 0s casos, se o reconhecimento
de IT estd em P, entdio o PROBLEMA SANDUICHE também € soluciondvel em tempo poli-
nomial. Caso contrério, pertence a classe NP-completo.

Neste capitulo, daremos €nfase aos resultados relacionados as seguintes proprieda-
des: pertencer a classe dos grafos cordais e pertencer a classe dos grafos-(k, ). Mais
precisamente, ao iniciarmos este estudo estdvamos interessados em classificar completa-

mente a dicotomia P versus NP-completo da complexidade computacional dos PROBLE-
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MAS SANDUICHE PARA GRAFOS FORTEMENTE CORDAIS-(k, /) € CORDAIS-(k, /), cujos
problemas de reconhecimento sdo soluciondveis em tempo polinomial por algoritmo ba-

seado no Teorema 2.1l

Teorema 2.2. [46] Um grafo cordal G é (k,l) se e somente se G ndo contém um ({+
1)Ky1 como subgrafo induzido (Figura|2.1)).

Figura 2.1: 3Kj é subgrafo proibido para grafos cordais-(4,2).

2.1.1 Problema Sanduiche para Grafos Fortemente Cordais-(k, ¢)

Formalmente, o PROBLEMA SANDUICHE PARA GRAFOS FORTEMENTE CORDAIS-

(k,?), o qual denotaremos por FC (k,£)-SP pode ser formulado da seguinte forma:

PROBLEMA SANDUICHE PARA GRAFOS FORTEMENTE CORDAIS-(k, /) - (FC (k,£) - SP)
Entrada: Dois grafos G' = (V,E) e G> = (V,E?) tais que E' C E2.
Pergunta: Existe um grafo G = (V, E) fortemente cordal-(k, /) tal que E! C E C E??

Inicialmente vamos mostrar que 0 PROBLEMA SANDUICHE PARA GRAFOS FORTE-
MENTE CORDAIS-(1, 1) é NP-completo.

Problema Sanduiche para Grafos Fortemente Cordais-(1, 1)

Com a finalidade de provar que 0 PROBLEMA SANDUICHE PARA GRAFOS FORTE-
MENTE CORDAIS-(1,1) é NP-completo faremos uma redugdo polinomial a partir do
PROBLEMA SANDUICHE PARA GRAFOS BIPARTIDOS CORDAIS, que foi provado NP-
completo [61].

Lembramos que um grafo bipartido é bipartido cordal se cada um de seus ciclos de
tamanho pelo menos 6 tem uma corda.

O PROBLEMA SANDUICHE PARA GRAFOS BIPARTIDOS CORDAIS pode ser formu-

lado da seguinte maneira:

PROBLEMA SANDUICHE PARA GRAFOS BIPARTIDOS CORDAIS - (BIPARTIDO CORDAL-
SP)
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Entrada: G' = (V,E') e G> = (V,E?), tais que E' C E2.
Pergunta: Existe um grafo G = (V, E) bipartido cordal tal que E! C E C E??

A Proposicao serd utilizada no decorrer da demonstragao.

Proposi¢io 2.3. [24] Sejam G = (X,Y,E) um grafo bipartido e G' um grafo obtido pela
adicdo de arestas a X com o intuito de que X induza uma clique. Entdo G é bipartido

cordal se e somente se G' é fortemente cordal.

Teorema 2.4. O PROBLEMA SANDUICHE PARA GRAFOS FORTEMENTE CORDAIS-(1,1)
€ NP-completo.

Demonstragdo. O problema esta claramente em NP, uma vez que, dado um grafo G o
reconhecemos fortemente cordal-(1,1) em tempo polinomial bem como determinamos
se ele é um grafo sanduiche para (G',G?). Para finalizar a prova da NP-completude,
vamos considerar a seguinte instancia (G",G?) do FORTEMENTE CORDAL-(1,1)-SP ob-
tida a partir de (G', G?), uma instancia do problema NP-completo BIPARTIDO CORDAL-
Sp [61]], tal que existe um grafo sanduiche G bipartido cordal para (G',G?) se e somente
se existe um grafo sanduiche G’ fortemente cordal-(1,1) para (G'',G?).

Inicialmente observamos que BIPARTIDO CORDAL-SP € NP-completo mesmo quando
G' é conexo. Seja G! = (X,Y,E") um grafo bipartido com biparticio V = (X,Y) e defina
G' e G? da seguinte forma: G'' = (X,Y,E"), onde E' = E' U {(xi,xj)|xi,x; € X} e
G* = (V,E*U {(xi,xj)|xi,x; € X}). Isto conclui a construcdo de (G",G?).

Figura 2.2: Exemplo da construc@o da instincia especial para FC(1,1)-SP

A prova da NP-completude do PROBLEMA SANDUICHE PARA GRAFOS FORTE-
MENTE CORDAIS-(1, 1) segue da Proposigao[2.3] O
Problema Sanduiche para Grafos Fortemente Cordais-(k,¢), k > 1,¢ > 1

Esta se¢do destina-se a mostrar que 0 PROBLEMA SANDUICHE PARA GRAFOS FOR-
TEMENTE CORDAIS-(k,¢) é NP-completo para k+ ¢ > 2, onde k e ¢ sdo inteiros ndo

nulos.

Lema 2.5. Sejam k > 1 e ¢ > 1 fixos, se FC(k,{)-SP é NP-completo, entdo FC(k,{+ 1)-SP
é NP-completo.
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Demonstra¢do. Observe que 0 PROBLEMA SANDUICHE PARA GRAFOS FORTEMENTE
CORDAIS-(k,0), k> 1,£ > 1, esta em NP, dado que podemos checar em tempo polinomial
se um grafo G é um grafo sanduiche para o par (G',G?) e se G é fortemente cordal-(k, )
(32, 46].

Consideramos a seguinte instincia especial (G'', G? ) do Fc(k, £+ 1)-sP obtida a partir
de (G', G?), uma instancia do problema NP-completo FC(k,¢)-SP, tal que existe um
grafo sanduiche G fortemente cordal-(k, /) para (G',G?) se e somente se existe um grafo
sanduiche G’ fortemente cordal-(k,/+ 1),k > 1, ¢ > 1, para (Gll, Gzl).

A partir de G', G?, definimos uma clique adicional K tal que |K| = k+ 1. Além disso,
fazemos V(G') = V(G*) = V(G UV(K), E(G") = E'UE(K), e E(G?) = E2UE(K).

Isso conclui a construgdo da instancia (Gl/, Gz/) (ver Figura como exemplo).

AN« ADd A«
NNl ANZAN] A e
ZS A G, ZS A A G,

Figura 2.3: Exemplo da instancia quando k =2 e £ = 1. Note que quando G tem dois
tridngulos isolados (2K3), G’ terd 3 tridngulos isolados.

Suponha que exista um grafo sanduiche G fortemente cordal-(k,¢) para (G',G?).
Considere G’ formado por G mais as arestas forcadas de (Gl/, Gzl). Com o objetivo de
provar que o grafo G’ é fortemente cordal, consideramos a sequéncia de eliminag¢io forte
iniciada por qualquer sequéncia de vértices de K, seguida pela sequéncia de eliminacao
forte do grafo G, fortemente cordal. Para provar que G’ é (k,£+ 1),k > 1,¢ > 1, conside-
ramos uma (k, £)-parti¢do para G e construimos uma (k, ¢ + 1)-parti¢io para G’ formada
pelos k conjuntos independentes e pelas £ cliques de G juntamente com K.

Suponha agora que existe um grafo sanduiche G’ fortemente cordal-(k,¢ + 1) para
(GY,G*¥), k> 1, ¢>1. Dado G = G' — K, provaremos que G é um grafo sanduiche
fortemente cordal-(k,¢) para (G',G?). Suponha, por contradi¢io que G nio seja forte-
mente cordal-(k,¢). Primeiramente, observe que, como “ser fortemente cordal” é uma
propriedade hereditdria, G deve ser fortemente cordal. Logo, se G ndo for fortemente
cordal-(k,¢), entdo isso se deve ao fato de que G nao é um grafo-(k,¢). Segue do Teo-
rema que G contém um (¢ + 1)(Ky. 1) como subgrafo induzido. Como G’ é a unido
disjunta de G e K, em G’ existe um (£ +2)K;., | como subgrafo induzido formado por K e
pelo (€+1)(Ky41) induzido de G. Pelo Teorema[2.1] G’ ndo € fortemente cordal-(k, (+1),

uma contradi¢do. Consequentemente, G é fortemente cordal-(k, ¢). O

Teorema 2.6. Se ¢ > 1, £ fixo, entdo FC(1,£)-SP é NP-completo.
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Demonstragdo. A prova é feita por indugao utilizando o Teorema[2.4]e o Lema O
Lema 2.7. Dado k > 1, FC(k,1)-SP é NP-completo.

Demonstragdo. Claramente FC(k,1)-SP, k > 1 estd em NP [32 46]. Vamos considerar
a seguinte instancia especial (G',G?) do Fc(k,1)-SP obtida a partir de (G', G?), uma
instancia conexa do problema NP-completo BIPARTIDO CORDAL-SP [61], tal que existe
um grafo sanduiche G = (V, E) bipartido cordal para (G',G?) se e somente se existe um
grafo sanduiche G’ fortemente cordal-(k, 1), k > 1 para (G, G?).

Observe que, se existe um grafo sanduiche G bipartido cordal, entio G' = (V,E!) é
obrigatoriamente bipartido. Seja G! = (X,Y,E'). Dado Y = {y1,y2,...,y4}, descreve-

mos:
e V(G")=V(G¥) = V(G U{wi,wa,..., w1}

o E(G")=E"U{(x;,x;)|xi,x; € XYU{(wi,w;), wi,y)|i # i i,j € {1,2,...,k—1}},
€

i E(Gz/) :Ezu{(xiuxj”xiuxj EX}U{(WHWJ)?(Wl7y1)|l7é]’ i,]€ {17277k_1}}

Isso conclui a construcdo da instancia (Gl/, Gz/) (vejaa Figura como um exemplo).

Figura 2.4: Exemplo da constru¢do da instancia quando k = 3.

Vamos provar que existe um grafo sanduiche G bipartido cordal para (G',G?) se e
somente se existe um grafo sanduiche G’ fortemente cordal-(k, 1) para o par (Gl/, Gz/).

Suponha que G é um grafo sanduiche bipartido cordal para (G',G?). Seja G’ o grafo
onde V(G') = V(Gll) e E(G') =E(G)U{(wi,wj), wi,y)|i# j;i,je{l,2,....k—1}}U
{(xi,xj)|xi,xj € X}. Vamos mostrar que G’ é fortemente cordal e vamos exibir a parti¢do
do seu conjunto de vértices em k conjuntos independentes e uma clique. Observe que um
sol de G’ pertence inteiramente a um bloco de G'. Como y; € uma articulagio, temos que
um sol de G’ pertence ao grafo G'[V]. Pela Proposi¢do G'[V] é fortemente cordal.
Entdo, podemos garantir que G’ é fortemente cordal. Além disso, podemos exibir a (k, 1)-
parti¢do de G': cada vértice de {wy,wy,...,w;_1 } participa de um conjunto independente,
a parte Y forma mais um conjunto independente (totalizando k conjuntos independentes)

e a clique € induzida por X.
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Agora suponha que G’ seja um grafo sanduiche fortemente cordal-(k,1) para
(G",G*).  Provaremos que G = (V,E) é bipartido cordal, onde E = E(G'[V]) \
{(xi,x;)|xi,x; € X }. Podemos assumir que a instancia (G',G*) do problema NP-completo
para grafos bipartidos cordais [61] seja tal que G' é conexo e G? é bipartido. Suponha, por
contradi¢@o, que G contenha um Cg. Neste caso, terfamos um sol em G'[V], e, portanto,

uma contradigao. [
Teorema 2.8. Se k > 1 e ¢ > 1, k, ¢ fixos, entdo FC(k,{)-SP é NP-completo.

Demonstragdo. Segue do Lema[2.7)e do Teorema [2.6] O

2.1.2 Problemas Sanduiche para Grafos Cordais-(k, /)

Este problema pode ser formulado da seguinte forma:

PROBLEMA SANDUICHE PARA GRAFOS CORDAIS-(k,¢) - CORDAL(k,/)-SP
Instancia: G' = (V,E') e G*> = (V,E?), tal que E' C E.
Questdo: Existe um grafo G = (V,E) tal que E! C E C E? e G é um grafo cordal-(k, ¢)?

Golumbic, Kaplan e Shamir provaram que o CORDAL-(1,1)-SP, i.e SPLIT-SP € solu-
cionavel em tempo polinomial [40]. Vamos provar a seguir que 0 CORDAL-(2,1)-SP é
NP-completo [21].

Problema Sanduiche para Grafos Cordais-(2, 1)

A seguir provaremos que 0 PROBLEMA SANDUICHE PARA GRAFOS CORDAIS-(2,1)
¢ NP-completo.

Teorema 2.9. [/9] O PROBLEMA SANDUICHE PARA GRAFOS CORDAIS-(2,1) é NP-

completo.

Com a finalidade de provar o Teorema vamos apresentar 0 PROBLEMA DA
TRIANGULACAO DE GRAFOS COLORIDOS (TCG) introduzido por Bodlaender, Fellows
e Warnow em [2] e utilizado por Golumbic, Kaplan e Shamir a fim de mostrar que o
PROBLEMA SANDUICHE PARA GRAFOS CORDAIS é NP-completo. Note que vamos de-
notar por TCG, assim como denotado em inglés, 0 PROBLEMA DA TRIANGULACAO DE
GRAFOS COLORIDOS.

O PROBLEMA DA TRIANGULACAO DE GRAFOS COLORIDOS (TCG) pode ser formu-

lado da seguinte maneira:

PROBLEMA DA TRIANGULACAO DE GRAFOS COLORIDOS (TCG)
Entrada: Um grafo G = (V,E) e uma coloragao propria de vértices ¢ : V — Z.
Pergunta: Existe um supergrafo G’ = (V,E’) de G que seja cordal e também esteja pro-

priamente colorido em vértices por ¢?
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Teorema 2.10. /2] O problema TCG é NP-completo mesmo quando cada cor é atribuida

a exatamente dois vértices.

Para mostrar que o TCG é NP-completo, foi feita uma redugdo polinomial para o TCG
a partir do problema NP-completo 3SAT [38]:

3-SATISFABIDADE (3SAT)

Entrada: Um conjunto de varidveis U e uma colecdo de cldusulas ¢ de U de modo que
cada cldusula tenha exatamente 3 literais.

Pergunta: Existe uma atribuicao verdadeira para U de modo que cada cldusula seja satis-
feita?

Neste trabalho, vamos apresentar a instancia construida para provar o Teorema [2.10
objetivando mostrar que o grafo construido, além de ser cordal, é também um grafo-(2,1).
Os detalhes da prova da NP-completude do problema TCG podem ser encontrados em [2].
Desta forma, mostraremos que 0 PROBLEMA DA (2,1)-TRIANGULACAO DE GRAFOS
COLORIDOS ((2,1)-TCG) é NP-completo.

PROBLEMA DA (2,1)-TRIANGULACAO DE GRAFOS COLORIDOS ((2,1)-TCG)
Entrada: Um grafo G = (V,E) e uma colorag@o propria de vértices ¢ : V — Z.
Pergunta: Existe um supergrafo G’ = (V,E’) de G que seja cordal-(2,1) e também esteja

propriamente colorido em vértices por c?

Construgdo da instancia particular Gy = (V,E) para (2,1)-TCG:

Considere uma instancia I = (U, %) do 3SAT, onde U é um conjunto de varidveis
l6gicas e ¢ € uma colecao de clausulas com n = |U| e m = |€’|. Vamos construir o grafo
G; = (V,E), que consiste de n componentes decisdo e m componentes cldusula. Vamos

assumir que nenhuma cldusula de / contenha um literal e seu complemento.

Cada componente decisdo possui os vértices: H (cabega), Sx,Sx (ombros), KJi(J{T

(joelhos) e F (pé), como na Figura[2.5] A insténcia particular G; = (V, E) para o problema
TCG tem apenas uma cabeca € um pé, um par de ombros para cada varidvel X e um par

de joelhos para cada aparicdo de X ou X em uma clausula i.

H
Sxg \: Sx
K

F

Bx

Figura 2.5: Componente decisdo colorida.



A atribuicdo de cores a cada um desses vértices serd feita da seguinte forma: Cabeca
e pé recebem a mesma cor; a cada par de ombros Sx,Sy% € atribuida uma mesma cor, e
cada par de joelhos K)’( , K)’;( também recebe uma cor.

Para criarmos a componente cldusula ndo acrescentamos vértices as componentes ja
criadas, apenas arestas entre os joelhos do grafo.

Um joelho K: )’( € verdadeiro se o literal X associado a ele recebe valor verdadeiro, caso
contrério, o joelho ¢ dito falso.

Seja L um literal da i-é€sima clausula. Chamamos K£ de joelho ativo e K‘Z de joelho
inativo. Para cada par K i e K%, apenas um joelho € ativo.

Considere a cldusula (X,Y,Z). A componente cldusula correspondente serd como a

representada na Figura[2.6] Isso conclui a construgio do grafo Gj.

K+

Figura 2.6: Componente cldusula correspondente a (X,Y,Z).

Observe que existem apenas duas maneiras de cordalizar a componente re-
lativa a varidvel X respeitando a coloragdo dos vértices. Como as ares-
tas (H,F ),(SX,SY),(K}’;,K%) ficam proibidas de serem acrescentadas devido a
coloracdo, para triangularizarmos a componente decisdo, ou adicionamos as arestas
(H,K%),(Sx,Kk), (Sx,F) ou as arestas (H,K%), (Sx, K%), (Sx,F). Ambas as orientagdes
formam a orientacdo positiva e a orientacdo negativa da Marca do Zorro, respectiva-

mente.

Sx SY SXO/ SY

Ky Ky Ky K
F F

Figura 2.7: Marcas do Zorro nas orientagdes positiva e negativa, da esquerda para direita.

Além disso, é importante ressaltar que, ou inserimos todas as arestas (H, K)’() ou todas

as arestas (H,K%).
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Se as Marcas do Zorro estiverem orientadas positivamente na componente decisao
referente a X, entdo o literal X recebera valor verdadeiro. Caso contrario, recebera valor
falso.

Para a conveniéncia do leitor oferecemos, na Figura um exemplo de grafo Gy

obtido a partir de uma instancia particular do 3SAT.

H

F

Figura 2.8: Exemplo de G; obtido a partir da instincia U = {X,Y,Z},C =
{(X,Y,Z),(X,Y,Z)} do 3SAT.
Considerem os seguintes conjuntos:

e Oy e Of os conjuntos dos ombros verdadeiros e falsos do grafo, respectivamente,

e Jy e Jr os conjuntos dos joelhos verdadeiros e falsos do grafo, respectivamente.

A fim de obter um grafo cordal-(2,1), vamos adicionar a Gy o seguinte conjunto de

arestas:

A orientagdo positiva da Marca do Zorro em cada componente decisao;

As arestas entre todos os vértices de Oy U Jy, formando assim uma clique destes

vértices;

As arestas com uma extremidade em Oy e outra em Jr, €

As arestas com uma extremidade em Jy € outra em OF.

Lema 2.11. O supergrafo G construido a partir de Gy quando I é uma instdncia satis-

fativel, é um grafo cordal-(2,1).

Demonstragdo. Em [2] foi mostrado que o grafo G € cordal. Pelo Teorema 2.1} para mos-
trar que o grafo é também (2, 1), € suficiente provar que o grafo G nao possui tridngulos

isolados.
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Podemos observar que toda aresta que foi adicionada a Gy a fim de transformé-lo no
grafo G tem como um de seus extremos um joelho verdadeiro ou um ombro verdadeiro.
Portanto, se estas arestas adicionarem novos tridngulos ao grafo, entdo, certamente, esses
triangulos sdo compostos por pelo menos um joelho verdadeiro ou um ombro verdadeiro.

Note que, devido a componente cldusula (Figura [2.6), sdo formados trés tipos de
tridangulos no grafo, a saber: os que sdo compostos unicamente por joelhos ativos de
uma mesma cldusula; os que sdo compostos por pelo menos um joelho verdadeiro e o pé
F, e os que sd@o compostos por 2 joelhos falsos relativos a uma mesma cldusula e o pé F.
Os triangulos do primeiro tipo tém pelo menos um joelho verdadeiro, ja que a instincia
do problema 3SAT deve ser satisfeita. Os tridngulos do segundo tipo t€ém claramente um
joelho verdadeiro, entretanto, os tridngulos do terceiro tipo ndo possuem nem joelhos ver-
dadeiros nem ombros verdadeiros. Denotaremos por 7* o conjunto dos tridangulos que
sao formados por 2 joelhos falsos e pelo pé F.

Observe ainda que ndo sdao formados tridngulos compostos pela cabeca H e joelhos
falsos, ja que H ndo é adjacente a tais vértices. Além disso, joelhos falsos de cldusulas
distintas nao sdo adjacentes.

Assim, podemos afirmar:

Afirmacao 2.12. Excluindo-se as arestas da componente cldusula, todos os tridngulos

de G tém pelo menos um ombro verdadeiro ou um joelho verdadeiro.

Esta Afirmacao € relevante ja que joelhos verdadeiros e ombros verdadeiros formam

uma clique e, portanto, temos pelo menos uma aresta entre cada par de triangulos.
Afirmacao 2.13. Os tridngulos de T* ndo sdo isolados dois a dois.

Esta Afirmacao é imediata ja que todos os tridngulos de 7* tém um vértice comum: o

pé F.
Afirmacao 2.14. Os tridngulos de T* sdo ligados aos demais tridngulos do grafo.

De fato, basta observarmos que o vértice F € adjacente a todo joelho e a todo ombro
verdadeiro, devido as Marcas do Zorro.

Portanto, a adi¢do do conjunto de arestas que descrevemos gera um grafo cordal-(2, 1).

A partir desta argumentacao, € possivel perceber que o pé F deve pertencer a cli-
que, assim como os ombros e joelhos verdadeiros. Dessa forma, fica facil obter a (2,1)-
parti¢do do grafo cordal G.

Clique: ombros verdadeiros, joelhos verdadeiros e o pé.

Conjuntos independentes:

S1 : cabeca, joelhos falsos ativos adjacentes a joelhos verdadeiros inativos, joelhos
falsos inativos.

S> : ombros falsos, joelhos falsos ativos adjacentes a joelhos falsos inativos.
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Teorema 2.15. O PROBLEMA DA (2,1)-TRIANGULACAO PARA GRAFOS COLORIDOS ¢é

NP-completo, mesmo quando uma cor é atribuida a exatamente dois vértices.

A prova do Teorema [2.15| utiliza a mesma reducdo polinomial a partir do problema
3-SAT feita para mostrar que TCG é NP-completo [2]], sabendo que o Lema € vélido.

Agora temos as ferramentas necessarias para provar o Teorema[2.9

Demonstra¢do. Inicialmente, vamos mostrar que 0 PROBLEMA SANDUICHE PARA GRA-
FOS CORDAIS-(2,1) pertence a classe NP.

Um certificado para este problema é o préprio grafo G = (V, E). Devemos verificar se
G é supergrafo de G! = (V,E') e subgrafo de G> = (V,E?). Podemos verificar se G é um
grafo cordal em tempo polinomial [36,51]. Em seguida, basta verificarmos se este grafo
ndo possui tridngulos isolados, ja que, sendo cordal, podemos utilizar a caracteriza¢ao
de grafos cordais-(2, 1) [46] descrita no Teorema Esta verificacdo € feita em tempo
O(nm) [46]. Logo, conseguimos certificar que G é um grafo cordal-(2,1) em tempo
polinomial e, consequentemente, este problema pertence a classe NP.

Para provar que este problema é NP-completo, basta fazermos uma reducao polino-
mial a partir do (2,1)—TCG para 0 PROBLEMA SANDUICHE PARA GRAFOS CORDALIS-
(2,1), que € imediata, considerando que as arestas obrigatdrias da instancia particular
(V! E!,E?) para CORDAL-(2,1)-SP sio as arestas de G = (V,E), instincia genérica colo-
rida por uma coloracio ¢ para (2,1)—TCG, as arestas proibidas de E> sio as arestas entre

vértices de mesmacore V' =V.
O]

Problema Sanduiche para Grafos Cordais-(1,2)

Com o objetivo de provar que o CORDAL-(1,2)-SP € NP-completo, também vamos
mostrar que 0 PROBLEMA DA (1,2)-TRIANGULACAO DE GRAFOS COLORIDOS é NP-
completo novamente baseados na reduc@o polinomial feita a partir do 3-SAT para TCG

feita por Bodlaender, Fellows e Warnow [2]] para mostrar que TCG é NP-completo.

PROBLEMA DA (1,2)-TRIANGULACAO DE GRAFOS COLORIDOS ((2,1)-TCG
Entrada: Um grafo G = (V,E) e uma coloragio prépria de vértices ¢ : V — Z.
Pergunta: Existe um supergrafo G’ = (V,E’) de G que seja cordal-(1,2) e também esteja

propriamente colorido em vértices por c?

Para a demonstrag¢do do Lema[2.16] estamos considerando a mesma instancia G apre-

sentada na prova de (2,1)-TCG.

Lema 2.16. A instancia I do 3-SAT é satisfativel se e somente se existe uma (1,2)-

triangulacdo para Gy respeitando a coloracdo propria de Gj.
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Demonstragcdo. A suficiéncia do Lema ja foi feita por Bodlaender et al. [2]. Para
provar a necessidade, suponha que exista uma atribuicdo verdadeira f para I. Vamos
adicionar o seguinte conjunto de arestas a fim de obter um grafo cordal-(1,2) respeitando

a coloracdo propria de Gy:

e A orientacdo positiva da Marca do Zorro para cada componente decisdo;

Todas as arestas entre joelhos verdadeiros e ombros verdadeiros, com a finalidade

de obter uma clique;

Arestas tais que cada ombro verdadeiro seja adjacente a cada joelho falso;

Todas as arestas entre joelhos ativos e

Arestas entre joelhos verdadeiros inativos adjacentes a joelhos falsos ativos e joe-

lhos falsos ativos adjacentes a joelhos verdadeiros inativos.

Seja G a instancia Gy mais essas arestas adicionais e considere os seguintes con-

juntos:

— §1 = {Ombros Falsos, Joelhos Falsos Inativos};

- S, = {Cabega};

— 83 = {Joelho Verdadeiro Inativo adjacente a um Joelho Verdadeiro Ativo};
- S4 = {Joelho Falso Ativo adjacente a um Joelho Falso Inativo};

— S5 = {Joelho Falso Ativo adjacente a um Joelho Verdadeiro Inativo (na mesma

componente clausula)}, e

— S¢ = {Joelhos Verdadeiros Ativos, Ombros Verdadeiros, Pé}.

Primeiramente observe que essas arestas adicionadas estdo no conjunto de arestas
opcionais de G;. Vamos analisar as vizinhancas de cada vértice desses conjuntos.

Ombros falsos sdo adjacentes a cabeca e a alguns joelhos verdadeiros. Como a cabeca
e joelhos verdadeiros formam uma clique, cada ombro falso € um vértice simplicial e
pode ser removido. Joelhos falsos ativos sdo adjacentes ao pé, aos ombros verdadeiros e a
um joelho ativo. Esse conjunto é também uma clique e joelhos falsos inativos sao vértices
simpliciais, entdo podem ser excluidos. Seja G, o grafo resultante apos estas remogoes.

A vizinhancga da cabeca em G, é formada por ombros verdadeiros e joelhos verdadei-
ros, o que induz uma clique em G;. Entdo a cabeca € um vértice simplicial que pode ser
removido do grafo. Seja G3 o grafo apds a remogdo da cabega.

Os vértices de S3 em G3 sdo adjacentes ao pé€, aos ombros verdadeiros e aos joelhos
verdadeiros. Novamente, este conjunto de vértices induz uma clique em G3. Assim, joe-
lhos verdadeiros inativos adjacentes a joelhos verdadeiros ativos sdo vértices simpliciais

em G3 que podem ser removidos originando Gj.
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Os vértices de S4 em G4 sdo adjacentes a ombros verdadeiros, ao pé e a todos os
joelhos ativos. Joelhos ativos formam uma clique assim como ombros verdadeiros, e o pé
¢ adjacente a cada ombro verdadeiro. Além disso, ombros verdadeiros sdo adjacentes a
todos os joelhos. Entdo, esta vizinhanca também induz um clique, o que caracteriza cada
joelho falso ativo adjacente a um joelho falso inativo como um vértice simplicial em Gj.
Seja G5 o grafo obtido apds a remocao dos vértices de Sy.

Os vértices de S5 sao adjacentes a cada joelho ativo, a todos os joelhos verdadeiros
inativos adjacentes a um joelho falso ativo, aos ombros verdadeiros e ao pé em Gs. Conse-
quentemente, os vértices de S5 sdo simpliciais e podem ser removidos, formando o grafo
Gg, que € claramente uma clique.

Observe que, se seguirmos a ordem desses conjuntos, qualquer ordem de eliminacao
de vértices aplicada a cada conjunto conduz a um esquema de eliminacao perfeita para o
grafo G. Além disso, podemos apresentar a (1,2)-particdo para os vértices de Gy:

Conjunto Independente: Ombros Falsos e Joelhos Falsos Inativos;

Clique 1: Cabeca, Ombros Verdadeiros e Joelhos Verdadeiros, e

Clique 2: Pé e Joelhos Falsos Ativos.

Isso conclui a prova do Lema[2.16] [

Assim, podemos formular o Teorema

Teorema 2.17. O PROBLEMA DA (1,2)-TRIANGULACAO DE GRAFOS COLORIDOS é

NP-completo, mesmo quando cada cor é atribuida a exatamente dois vértices.

A prova do Teorema segue do Lema[2.16]

Teorema 2.18. CORDAL-(1,2)-SP é NP-completo.

Demonstracdo. Claramente, CORDAL-(1,2)-SP estd em NP. A prova da NP-completude
é uma reducdo polinomial a partir de (1,2)-TCG. A instancia particular (V' E' E3) é
construida a partir de uma instancia genérica G = (V,E) colorida de acordo com uma
coloragio ¢ de (1,2)-TCG de modo que V' =V, E! = E e E® sio as arestas entre vértices

de mesma cor. O

Problema Sanduiche para Grafos Cordais-(k, /), k+¢ >3, k,{ >0

Até agora provamos que 0 PROBLEMA SANDUICHE PARA GRAFOS CORDAIS-(2,1)
e (1,2) sdo NP-completos baseados na reducio feita por Bodlaender et al. em [2]. Nesta
secdo, vamos mostrar que tais resultados podem ser estendidos a fim de mostrar que o
PROBLEMA SANDUICHE PARA GRAFOS CORDAIS-(k, ), com k e ¢ fixos tais que +¢ >
3, k, ¢ > 0 é também NP-completo.

Pela defini¢do de grafos (k, ), podemos afirmar que:

Afirmacao 2.19. Se um grafo G é (k) entdo G é (k+1,{+1).
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Para mostrar que 0 PROBLEMA SANDUICHE PARA GRAFOS-(k,/) é NP-completo,
vamos mostrar que 0 PROBLEMA DA (k,/)-TRIANGULACAO DE GRAFOS COLORIDOS
((k,£)—TCG) é também NP-completo, para k+ ¢ > 3 com k,¢ > 0 fixos.

PROBLEMA DA (k,{)-TRIANGULACAO DE GRAFOS COLORIDOS ((k,/)-TCG)
Entrada: Um grafo G = (V,E) e uma coloragdo prépria de vértices ¢ : V — Z.
Pergunta: Existe um supergrafo G' = (V,E’) de G que seja cordal-(k,¢) e também esteja

propriamente colorido em vértices por c¢?

O Corolério enunciado abaixo segue da Afirmagdo e do Teorema

2

Corolario 2.20. O PROBLEMA DA (k,/)-TRIANGULACAO DE GRAFOS COLORIDOS ¢

NP-completo, mesmo quando cada cor é atribuida a exatamente dois vértices, para k > 2
e ! > 1, fixos.

De maneira semelhante, o Coroldrio segue da Afirmacao[2.19|e do Teorema

2

Corolario 2.21. O PROBLEMA DA (k,/)-TRIANGULACAO DE GRAFOS COLORIDOS ¢
NP-completo, mesmo quando cada cor é atribuida a exatamente dois vértices, para k > 1
e l > 2, fixos.

Em posse destes dois Corolarios, o Teorema pode ser provado de maneira seme-

lhante aos Teoremas e

Teorema 2.22. Se k+/¢ >3, k,{ > 0, k,{ fixos, entdo CORDAL-(k,)-SP é NP-completo.

Problema Sanduiche para Grafos (Fortemente) Cordais-(0,¢), ¢ > 3

Para provar que FC-(0,£)-SP e CORDAL-(0,/)-SP sdo problemas NP-completos, va-
mos fazer uma redug@o polinomial a partir do problema de decisdao NP-completo deno-
minado COBERTURA POR ¢ CLIQUES introduzido por Karp [48]].

COBERTURA POR ¢ CLIQUES pode ser formulado da seguinte forma:

COBERTURA POR ¢ CLIQUES

Entrada: Um grafo H = (Vy,Eg)

Pergunta: Existe uma parti¢do de V em ¢ cliques?

Construgdo da instancia particular G' = (V,E') e G* = (V,E?) para (FORTEMENTE)
CORDAL-(0,/)-SP:

Considere uma instincia geral H = (Vy, Ey) para o problema da COBERTURA POR k
CLIQUES. Vamos construir uma instancia particular (G! = (V,E!) , G*> = (V,E?)) do
(FORTEMENTE) CORDAL-(0,¢)-SP para k > 3 da seguinte forma:
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V=Vy
El=0
E2=Ey

Lema 2.23. O grafo H = (Vy,Eg) tem uma cobertura por { cliques se e somente se existe
um grafo sanduiche G = (V,E) (fortemente) cordal para (G',G?).

Demonstragdo. Inicialmente suponha que Vy pode ser particionado em ¢ cliques
K' K?,... K’ tais que Vg = K' UK?U...K'. Vamos construir o grafo sanduiche
G = (V,E) fazendo:

V=Vy

E = E(G’[K')UE(G*K*))U...UE(G?*[K"])

Observe que G tem 0 mesmo conjunto de vértices que G' e G2, tem todas as arestas
obrigatdrias e toda aresta de E pertence a E2. Além disso, G é cordal pois é composto por
k componentes conexas que sao cliques. Note ainda que G ¢é fortemente cordal, uma vez
que ndo possui um sol como subgrafo induzido. Portanto, G é (fortemente) cordal-(0, /).

Agora suponha que tenhamos um grafo sanduiche G = (V,E) (fortemente) cordal-
(0,¢) para a instincia (G',G?). Neste caso, existe uma cobertura por £ cliques para G.
Como G é subgrafo de G*> com o mesmo conjunto de vértices e, por construcio, G> = H,

temos que H também tem uma cobertura por ¢ cliques. U
Teorema 2.24. Se { > 3 fixo, entdo FC-(0,£)-SP e CORDAL-(0,¢)-SP sdo NP-completos.

Demonstracdo. Este problema estd claramente em NP [32, 46].
A prova da NP-completude segue do Lema[2.23] O

Neste Capitulo, introduzimos o conceito de PROBLEMA SANDUICHE e trabalhamos
com as classes de grafos cordais-(k, /) e fortemente cordais-(k, £). Os resultados apresen-
tados para ambas as classes constam, em sua maioria, no artigo publicado pelo Journal of

the Brazilian Computer Society [21]].
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Capitulo 3

Problemas Sanduiche com Condicoes de

Contorno

3.1 Definicao e Motivacao

Neste capitulo, propomos uma nova abordagem relacionada a problemas sanduiche:
ao invés de escolher apenas a propriedade I, vamos escolher também condi¢cdes de con-
torno, i.e., propriedades IT' atribuidas aos grafos de entrada G*,i = 1,2 com o intuito de

tornar problemas sabidamente dificeis em problemas mais trataveis. Formalmente temos:

PROBLEMA SANDUICHE PARA A PROPRIEDADE IT COM CONDICOES DE CONTORNO
Entrada: Dois grafos G' = (V,E') e G* = (V,E?) tais que E' C E? e G' satisfaz IT',i =
1,2.

Pergunta: Existe um grafo G = (V,E) tal que E' C E C E? e G satisfaca IT?

Denotaremos esse problema através de uma tripla (TT!,IT,IT?)-sp. Quando nio exi-
girmos que G' satisfaca uma determinada propriedade IT’, substituimos IT por * na tripla.
Desta forma, denotamos por (*,I1, *)-SP o problema sanduiche para a propriedade IT (sem
condicdes de contorno).

Notamos que grande parte dos problemas sanduiche conhecidos sdo NP-completos.
O trabalho de Golumbic et al. [40] contém um diagrama que mostra a complexidade (na-
quela época) de problemas sanduiche para algumas subfamilias de grafos perfeitos. Pode-
mos citar ainda outros artigos que apresentam provas de NP-completude para problemas
sanduiche, tais como [25} 35]. Frente a dificuldade de resolver alguns deles em tempo
polinomial, comecamos a pensar sobre algumas propriedades que, quando inteligente-
mente aplicadas, podem alterar a tratabilidade do problema. Fazendo uma comparagao
direta com o problema de Golumbic, Kaplan e Shamir, podemos afirmar que estudar o
problema sanduiche € interessante quando a propriedade II almejada é reconhecida em

tempo polinomial. Em contrapartida, o estudo de problemas sanduiche com condicdes de
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contorno € interessante em vdrias aplicagdes, tais como:

e Quando o problema sem condi¢des de contorno é NP-completo e ndo possui algo-
ritmo aproximativo e o problema com condi¢des de contorno ¢ NP-completo porém

com algoritmo aproximativo;

e Quando o problema sem condi¢des de contorno é NP-completo e o problema com

condig¢des de contorno € polinomial,

e Quando o problema sem condi¢des de contorno € polinomial e o problema com

condi¢des de contorno € polinomial mais eficiente.

Nas proximas secoes, analisaremos alguns problemas sanduiche, que na versao origi-
nal introduzida por Golumbic, Kaplan e Shamir [40], sio NP-completos e apds atribuir-

mos condigdes especiais para G! e G2, obtivemos solucdes em tempo polinomial.

3.2 Problema Sanduiche para Grafos-(k,/) com

Condicoes de Contorno

E bastante interessante observar como a complexidade de um problema pode mudar de
NP-completo para polinomial quando atribuimos a G' ou G* algumas condicdes particu-
lares. Os resultados que apresentamos a seguir sao frutos de colaborag@o dos professores
Fébio Protti e Loana Tito Nogueira.

Vamos trabalhar com 0 PROBLEMA SANDUICHE PARA GRAFOS-(k, /) com algumas
condicoes fortes, que nos permitirdo obter uma solu¢do em tempo polinomial para alguns
problemas relacionados. Obviamente, nio vamos considerar os casos nos quais G! ou G*
satisfaz a propriedade I, pois teriamos um caso trivial que podemos solucionar fazendo
G=G'ouG=G

Agora definiremos alguns conceitos que utilizaremos no decorrer deste texto.

Definicao 3.1. Para um inteiro fixo k, POLY-COLOR(k) denota uma familia infinita de
grafos G, fechada para subgrafo induzido, para o qual existe um polinémio p tal que

decidir se G é k-colorivel pode ser feito em tempo O(p(n)), onde n = |V (G)|.

Definicio 3.2. NUMERO POLINOMIAL DE CLIQUES MAXIMAIS, ou simplesmente PNMC,
denota uma familia infinita de grafos G para o qual existe um polindmio q tal que o
niimero de cliques maximais de G é limitado por O(q(n)), onde n = |V (G)|. Quando as

cliques ndo forem maximais, denotaremos por PNC.

Grafos cordais sio um exemplo de classe de grafo que estd contida em POLY-
COLOR(k). Da mesma forma, a sigla PNMC também pode ser usada para esta mesma

classe, uma vez que o numero de cliques maximais de um grafo cordal € no maximo n.
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O objetivo desta sec@o € provar que os seguintes problemas sanduiche com condi¢des de

contorno sdo solucionaveis em tempo polinomial:

(POLY-COLOR(k), (k,¢), PNMC)-SP

Instancia: Um grafo G' = (V,E') pertencente a POLY-COLOR (k) e um grafo G = (V, E?)
pertencente a PNMC tal que E! C E2.

Pergunta: Existe um grafo G = (V,E) tal que E! C E C E? e que seja um grafo-(k, )?

(*,(2,1), PNMC)-SP

Instancia: Grafos G' = (V,E') e G*> = (V,E?) tal que G? pertence a PNMC e tais que
E'CE2

Pergunta: Existe um grafo G = (V,E) tal que E' C E C E? e que seja um grafo-(2,1)?
Teorema 3.3. [20] Para k,{ fixos, (POLY-COLOR(k), (k,{), PNMC)-SP € soluciondvel

em tempo polinomial.

A prova do Teorema [3.3]¢é baseada no AlgoritmolT]

Algoritmo 1: Algoritmo para solucionar POLY-COLOR (k),(k, £),PNMC)-SP

1 inicio

2 Seja C a colegdo de cliques maximais de G

3 para cada subcolecdo {C1,Cs,...,C;} de C faca

4 SejaC' =V (C))UV(C)U...UV(C));

5 se G\ C' ¢ k-colorivel entdo

6 | retorna G= (V,E'UE(C")U...UE(C)))

7 fim

8 retorna Ndo existe G sanduiche (k,¢) para (G',G?);
9

fim

10 fim

Demonstragdo. A prova é baseada no Algoritmo |1} Primeiramente, mostramos que o
algoritmo roda em tempo polinomial. Como G? tem um niimero polinomial de cliques
maximais, podemos listad-las em tempo polinomial utilizando, por exemplo, o algoritmo
em [66]. Em seguida, como ¢ ¢ fixo, todas as subcolecdes possiveis com £ cliques maxi-
mais também podem ser listadas em tempo polinomial. Para cada uma delas, computamos
C' e G'\ C' como mostrado no algoritmo. Note que G'\C’ estd em POLY-COLOR(k), dado
que ele é um subgrafo induzido de G!. Portanto, podemos testar se G'\C’ é k-colorivel
em tempo polinomial (lembre-se que k também ¢€ fixo).

Agora, assuma que o Algoritmo |I| retorne uma resposta positiva para o problema.

Entdo existe uma subcole¢do {Cj,...,Cy} com exatamente ¢ cliques maximais de G?
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tal que G'\C’, onde C' = UfZIV(Ci), € k-colorivel. Assim, é claro que o grafo G =
(V,EUE(C;)U---UE(Cy)) retornado pelo algoritmo é um grafo sanduiche e também um
grafo-(k, ¢): uma particio-(k, /) de G é formada por k conjuntos independentes de G' \ C’
mais as ¢ cliques Cj, C;\Cy, C3\(CiUG,),...,C/\(CTUC,U---UCy_1). Observamos
que, de acordo com a defini¢ao de uma parti¢ao-(k, £), algumas partes podem ser vazias.
Finalmente, assuma que o Algoritmo|[I|retorne uma resposta negativa para o problema.
Assuma também por contradi¢do que existe um grafo sanduiche (k,¢) com uma parti¢do-
(k, £) formada por conjuntos independentes S, ... ,Sy e cliques Q1, ..., Q. Como G? éum
grafo sanduiche, toda Q; é uma clique de G* (ndo necessariamente maximal). Seja Q) uma
clique maximal de G* tal que Q; C @), i=1...L. Se Qi = Q' para algum i # j, descarte
uma delas e repita este processo até que nao existam duplicatas. Se sobrarem menos de
¢ cliques maximais, complete a subcolecdo de cliques maximais atual de modo que ela
contenha ¢ elementos distintos Cy,(>,...,C; (note que o nimero de cliques maximais de
G? é assumido ser pelo menos £). Entdo é claro que o algoritmo considera a subcolecio
{C1,Cy,...,Cp}. Seja C' = UL,V (C;). Como, por construgio, C' contém Q = UV (Q)),
claramente Gl\C’ ¢ k-colorivel, ja que é um subgrafo do subgrafo k-colorivel G\ Q. Isto
significa que o Algoritmo [I|retorna uma resposta positiva, uma contradigao.
O

Observamos que o Teorema [3.3| € um modelo que nos permite estabelecer diversos

corolarios, como afirmamos a seguir.
Corolario 3.4. (CORDAL, (k,l)), CORDAL)-SP ¢é soluciondvel em tempo polinomial.

Corolario 3.5. (COGRAFO, (k,¢), GRAU LIMITADO A)-SP ¢ soluciondvel em tempo po-

linomial.

Corolario 3.6. (COMPARABILIDADE, (k,{), LIVRE DE TRIANGULOS)-SP ¢é soluciondvel

em tempo polinomial.

O Teorema apresenta uma diferenga sutil com relacdo ao Teorema (3.3 uma vez

que ndo é necessario restringir G! dado que k = 2.
Teorema 3.7. [22] Existe um algoritmo polinomial para (x, (2,1), PNMC)-SP.

A prova do Teorema [3.7]¢ baseada no Algoritmo
A corretude do Algoritmo 2| segue da demonstracao feita para o Algoritmo |1}, afinal,

podemos verificar em tempo linear se um grafo € bipartido.
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Algoritmo 2: Algoritmo para solucionar (*,(2,1), PNMC)-SP

1 Seja ¢ = {Ci,---,C;} a colecdo de cliques maximais de G?;

2 para cada C; € ¢ faca

3 se G'\V(C;) é bipartido entdo

4 | retorna G = (V,E'UE(C;))

5 fim

6 fim

7 retorna Ndo existe grafo-(2,1) sanduiche G = (V,E) tal que E' C E C E?

3.3 Problema Sanduiche para Grafos Cordais-(2,1) com

Condicoes de Contorno

Nesta secdo mostraremos que (*, CORDAL-(2,1),PNC)-SP é solucionavel em tempo
polinomial, onde PNC significa que o grafo pertence a uma classe infinita de grafos
com nimero polinomial de cliques (maximais e ndo maximais), contendo, por exemplo,
os grafos com grau limitado, grafos livres de algum grafo completo e grafos planares.

Comegamos, portanto, avaliando a estrutura de um grafo cordal-(2, 1).

Observacao 3.8. Um grafo cordal G é bipartido se e somente se G é uma floresta. Por-
tanto, um grafo cordal-(2,1) tem seu conjunto de vértices particionado em uma floresta

F e uma clique K.

Dado um grafo G cordal-(2,1) com particdo (.#,K), dizemos que uma aresta trans-
versal é uma aresta incidente a um vértice na floresta e a outro vértice na clique.

Dizemos que uma A-aresta é uma aresta transversal que pertence a E2\ E! enquanto
que, a uma aresta transversal que pertence a E!, atribuimos o nome de B-aresta.

Denotaremos por T; e Nk (T;) a i-ésima arvore de .% e a vizinhanga dos vértices de 7;
na clique K, respectivamente.

Como G? tem um nimero polinomial de cliques, seja .#  a colecdo de todas estas
cliques.

Para solucionar o problema, apresentaremos a seguinte “estratégia de solu¢ao” : iden-
tificamos cada clique de G?. Para cada clique K’ € K, removemo-la de G! e checamos se
V\ K?induz uma floresta.# em G' \ K. Se a resposta for NAO, passamos para a préxima
clique em K. Se a resposta for SIM, temos que analisar se o grafo resultante composto por
K e . pode ser feito cordal através do procedimento “limpador de para-brisa”, descrito
a seguir. Se a resposta for NAO para cada escolha de K’ € K, concluimos que nio existe
grafo sanduiche para (G',G?).

Esta “estratégia de solucao” conduz ao Algoritmo
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Algoritmo 3: Algoritmo para solucionar (*, CORDAL-(2,1),PNC)-SP

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12
13
14
15

16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37

inicio

fim

G+ G,
se G! é cordal-(2,1) entdo
| retorna G =G!
senao
se G é cordal-(2,1) entdo
| retorna G = G*
senao
Enumere todas as cliques K' K?,... K/ de G
para cada clique K',1 < i < j faca
H=G!'[V\K;
se H ¢ uma floresta % entao
para cada componente conexo T, de ¥ faca
para cada par (ey,e;) de B-arestas faca
Seja Cy; = cicay .. .apcy o ciclo formado por (ex,e;),
onde ¢1,cr € K! ea; €1y;
Procedimento limpador de para-brisa (Cy);
fim

fim

fim

se o procedimento limpador de para-brisa retornou E entao
| i+l

senao
| iitl

fim

fim
se o procedimento limpador de para-brisa retornou E entao
se G=(V,E) é cordal entao
| retorna G = (V,E);
senao
‘ retorna Ndo existe grafo sanduiche cordal-(2,1) para (G',G?);
fim
senao
| retorna Ndo existe grafo sanduiche cordal-(2,1) para (G',G?);
fim

fim

fim
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3.3.1 Procedimento limpador de para-brisa

Seja Gy = cic2ay .. .apcy um ciclo formado pelas B-arestas (ex,e;), onde ¢i,c2 € K
e aj € T,. O procedimento tem o objetivo de tornar o ciclo Cy; cordal analisando as
vizinhancas de c¢; e ¢;. Antes de apresentar o procedimento, vamos enunciar Lemas e

uma definicdo que o esclarecem.

Definicao 3.9. Chamaremos de ciclo oco de c; um ciclo sem cordas incidentes a c; em G>

(A-arestas) de tamanho pelo menos 4, formado por arestas incidentes a c;, i = 1,2.

Observe os exemplos da Figura

a2 a3 a4 05 ag a2 az Qa4 045 ag

RVZRNA

Figura 3.1: A esquerda, cjarazaqascy € um ciclo oco de cy. A direita, dois ciclos ocos
de ¢y e ¢p com intersecdo: ciajarazagcacy € ciclo oco de ¢p, cjazasasagcycy € ciclo oco
de c1. Note que o buraco cjcrasazc estd na interse¢do dos ciclos ocos de ¢ € ¢;.

Lema 3.10. Se ¢; = ¢y, entdo existe uma vinica maneira de tornar o ciclo Cy; cordal, a

saber, adicionar todas as A-arestas com um extremo em cy e os outros em a;j € T, N Cy.

Demonstracdo. De fato, como ndo podemos adicionar arestas com dois extremos em 7,
com a finalidade de tornar Cy; cordal, caso contrario .% deixa de ser uma floresta, a Gnica
forma de tornar Cy; cordal é adicionando todas as arestas incidentes a c¢; e aos demais
vértices do ciclo (todos em 7,). Claramente, se uma dessas arestas for proibida, ou seja,
nio for aresta de G2, entdo teremos um ciclo oco de c¢1. Ou seja, o ciclo ndo pode ser

tornado cordal com esta parti¢do (#,K).
O

Lema 3.11. Se a intersecdo dos ciclos ocos de c| e ¢y em G[Cyy] é um buraco, ¢| # c»,

entdo o ciclo Cy; ndo pode ser tornado cordal.

Demonstragdo. De fato, como ndo podemos inserir arestas com dois extremos na arvore
T,, ou seja, com dois extremos a;, a Unica maneira de tornar Cy; cordal € adicionando
arestas com um extremo em c; ou ¢p. Como a intersec@o dos ciclos ocos de ¢y e ¢; €
também um buraco, nio temos arestas em G para cobrir este buraco. Consequentemente,

o ciclo Cy; ndo pode ser tornado cordal. Observe a Figura[3.2] O

Por questao de simplicidade, vamos chamar de ciclos ocos intersectantes apenas aque-
les cuja a intersec@o € um buraco.
Diremos que um ciclo oco de c; esta coberto, se c; € adjacente a todos os vértices do

cicloocode ¢;, i # j,i,j=1,2.
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Figura 3.2: A esquerda um ciclo cordal onde a interse¢do dos ciclos ocos de c¢j € ¢ em
G3[Cy;] ndo é um buraco e a direita um ciclo onde a interse¢ao dos ciclos ocos de ¢; e ¢
¢ um buraco.

Lema 3.12. Se Cy,; pode ser tornado cordal, entdo N(ci) N G2[Cy] cobre os ciclos ocos

de ¢y e N(c2) N G2[Cyy| cobre os ciclos ocos de c.

Demonstracdo. Claramente, se um ciclo oco de ¢; ndo € coberto por c3, o ciclo Cy; tera

um buraco e, portanto, ndo podera ser tornado cordal. O]

Lema 3.13. Se c| tem vizinhangcas Ny, Ny em G;[Cy] separadas por um ciclo oco de cy,

entdo ndo podemos inserir arestas incidentes a ci, N1 e N> simultaneamente.

Demonstragdo. Suponha, por absurdo, que possamos inserir uma aresta cn; € outra cym;,
onde n; € Ny e m; € N, e, sem perda de generalidade, suponha que a aresta cn; € a Gltima
antes do ciclo de ¢; e a aresta cym; € a primeira apos este ciclo oco. Note que, mesmo que
¢ cubra este ciclo oco, ele ndo deixa de existir, pois, como visto no Lema [3.10} a tnica
maneira de elimind-lo seria inserindo arestas de G2 incidentes a ¢ e aos vértices deste

ciclo oco, que nao existem o que configura uma contradicao. [

Arestas incidentes a ¢; que cobrem um ciclo oco de ¢;, i # j,i, j = 1,2 sdo chamadas
A-arestas obrigatorias (Aao).

Se o conjunto de A-arestas obrigatdrias de ¢; estd determinado, entdo, toda A-aresta
incidente a ¢; apos um ciclo oco de ¢; € dita A-aresta proibida (Aap), i = 1,2.

Chamaremos de zona cinza (zc) o conjunto de vértices de cardinalidade pelo menos 2
de Cy; que é a intersecdo das vizinhancas de ¢1,c> em G, As arestas incidentes a vértices
em zc sao chamadas A-arestas opcionais.

Observe o exemplo da Figura[3.3]

Fato 3.14. Se para Cy; uma A-aresta c;a; € obrigatoria e para Cp, a mesma aresta c;aj é

proibida, entdo ndo podemos tornar esses ciclos cordais.

Fato 3.15. Se para Ciy uma A-aresta cia; é opcional e para Cy, a mesma aresta cia;
é obrigatoria (resp. proibida), entdo ciaj deve ser adicionada ao conjunto de arestas

obrigatorias (resp. proibidas) de c;.

Lema 3.16. Apds a andlise de todos os ciclos formados por B-arestas eje),, se o con-
junto de A-arestas opcionais ndo for vazio, entdo todas as A-arestas opcionais devem ser

adicionadas ao ciclo Cy, tornando o conjunto de A-arestas opcionais vazio.
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Figura 3.3: A zona cinza compreende todas as arestas da regido delimitada pelas arestas
cinzas. ag+ € aq- sdo os ultimos vértices de T,[Cy;| adjacentes a ¢; e ¢, antes de um
vértice ndo adjacente, respectivamente. Para que haja solucdo cordal, ¢ deve ser adja-
cente a todos os vértices a;, 1 < j < Q7 e ¢, deve ser adjacente a todos os vértices a,,
Q™ <r < p, pois a vizinhanca de ¢ precisa cobrir os ciclos ocos de c; e vice-versa.

Demonstracdo. De fato, nao ha impedimento para adiciond-las uma vez que todas as

arestas proibidas ji foram determinadas.
]

Lema 3.17. Seja (G',G?) uma instancia SIM para (*,CORDAL-(2,1),PNC). Apés a
andlise de todos os ciclos formados por B-arestas (ey,e;), se o conjunto de A-arestas

opcionais for vazio, entdo o ciclo Cy; é cordal.

Demonstracdo. Vamos analisar dois casos: ¢; = ¢ € ¢ # ¢3.

1. Cl =0C2

Neste caso, como visto no Lema c1 deve ser adjacente em G? a todos os
vértices a; de Cy, j=1,...,p. Assim, podemos apresentar um esquema de
eliminagdo perfeita para Cy;, considerando que os vértices de 7, que pertencem
a Cy estdo ordenados da seguinte forma: a; € a;, sdo os vértices adjacentes a c;
em Gi; ap é o vértice adjacente a a; em G?; a3 é adjacente a a; em G? e assim
por diante at€ que a, 1 € adjacente a a, em G?. Primeiramente podemos eliminar
08 vértices a € ap, que sdo simpliciais. Em seguida, os vértices a» € a,_1 que
tornaram-se simpliciais. Repetimos este procedimento até que reste o vértice c.

Logo, Cj;, € cordal.

2. C1 756‘2

Se ndo existir ciclo oco de c; e de ¢, entdo ¢ e ¢ sdo adjacentes a todos os vértices
ajde Cy, j=1,...,p. Neste caso, podemos seguir o0 mesmo procedimento descrito

no item [T exceto pelo fato de que no fim temos ¢ e ¢, para eliminar.

Suponha, sem perda de generalidade, que exista ciclo oco de c¢j. Pelo Lema
temos que ¢, cobre o ciclo oco de ¢j. Pelo Lema [3.13] apds o ciclo oco de ¢
ndo existem mais cordas de Cy; incidentes a c;. Logo, seja azg o ultimo vizinho
de ¢; em G? [Cy;] antes do ciclo oco de ¢ e considere que ¢; € adjacente a a; em

Glecyé adjacente a a, em G! e a ordem dos demais vértices de T, no ciclo é
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a mesma descrita no item (Il Além disso, considere que ndo existe zona cinza em
Ci; (consideraremos esta hipotese a seguir). Neste caso, o esquema de eliminagao
perfeita de Cy; segue o mesmo procedimento descrito no item[I|sendo iniciado pelos
vértices aj € ap, que sdo simpliciais, até alcangarmos o vértice ag que € adjacente a
c1 e ¢p. Neste caso, ou bem ag ndo tem mais vizinhos em 7, NCy; ou tem um vizinho
que € adjacente a c;, onde i = 1 ou 2 (ou exclusivo). Neste caso, eliminamos c¢; que
¢ simplicial e em seguida voltamos a eliminar os vértices de 7, N Cy; a partir de a;g,
que tornou-se simplicial. O dltimo vértice a ser removido é ¢;,i # j, j=1ou2 (ou

exclusivo).

Agora, consideremos que temos uma zona cinza em Cy;. Note que eliminamos
os vértices como descrito anteriormente, comecando por a; € a, at€ alcancarmos
um vértice a, na zona cinza. Note que este vértice € adjacente a ¢; € ¢ € seu
vizinhoa, 1 em T, NCy; ou bem € adjacente a outro vértice vizinho de ¢ € ¢3, 0
que possibilita a remog¢ao de ay, ou € adjacente a um vértice vizinho de ¢;, onde i = 1
ou 2 (ou exclusivo). Neste caso, removemos c;, que € simplicial e continuamos a
eliminar os vértices de T, NCy; a partir de a, que serd simplicial. O dltimo vértice

a ser eliminado é ¢;, i # j, j = 1 ou 2 (ou exclusivo).

Logo, o ciclo Cy; € cordal.
O

Vamos considerar que os vértices de 7, N Cy; estdo ordenados como na prova do
Lema [3.17, i.e., em G', | é adjacente a a; que é adjacente a a, que é adjacente a a3
e assim sucessivamente até que a,_| € adjacente a a, que € adjacente a c;. Observe a

Figura[3.4

261—1ap ai

a; a9 ap ao ap_2 Ap—1 ap

C1 C1 C2

Figura 3.4: Exemplo de ciclos Cy; com vértices de T, ordenados: a esquerda um exemplo
onde ¢| = ¢; e, a direita, c| # 5.

O procedimento limpador de para-brisa analisa se ndo h4 ciclos ocos intersectantes de
c] € ¢, uma vez que, nestes casos, nao havera solucdo cordal, bem como se a vizinhanga
de ¢ cobre os ciclos ocos de ¢; e vice-versa. Além disso, arestas duvidosas, i.e, arestas da
zona cinza, sdo adicionadas apenas apds a andlise de todos os ciclos de um componente
conexo. Sendo assim, uma vez que uma aresta ¢ adicionada € porque ela ndo € proibida.
Considere ag+ € ag- os ultimos vizinhos de c; e c¢;, respectivamente, antes de um nao
vizinho em G?[Cy], 1 < Q < p.
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Por questdo de simplicidade, considere Ny, ¢, )(ci) = N;, i = 1,2.

O procedimento limpador de para-brisa pode ser formulado da seguinte forma.

Procedimento limpador de para-brisa

Se ¢ = ¢3, entdo
Se ¢y ¢ adjacente a {a>,...,a,—1}, entdo
Aao + {ciaj| j={2,...,p—1}}
Adicione todas as A-arestas ciaj, j=2,...,p— L.
Senao

Retorna “Passe para a préxima clique K*+1”

Senao
Se ¢ ndo € adjacente a {aQ+,aQ+1+, ...,dp_1}, entdo
Retorna “Passe para a préxima clique K1
Senao
Se ¢y ndo é adjacente a {ag-,aq, |-,...,a2}, entdo

Retorna “Passe para a préxima clique K1
Senao
e zeU{cel e €{ag-,aq -,...,ag_1+.aq+ }N(NINNy), r=1,2}
Aap < AapU{ciay,cray| 1 <y<Q, Q" <A < p}
Se AapN{ciaq,crag] QT <B<p,2<a<Q }=0,entdo
Se zeN{ciaq,c2ap] QT < B <p,2<a < Q" } =0, entdo
Aao < AaoU{c1aq,crap] QT<B<p,2<a<Q}
E < EUAao
Sendo
Aao < AaoU{{ciaq,crap| QT <B<p,2<a<Q }\zc}
E + EUAao
Senao
Retorna “Passe para a préxima clique K'*1”
Se existir outro ciclo, entao
Retorna “Passe para o préximo par de B-arestas”
Sendo
E+— FEUzc
Retorna £

Fim do Procedimento limpador de para-brisa

Observe as Figuras[3.5]e[3.6]
Seja G'! o grafo obtido a partir de G apés a adicio das arestas de K’ € K, i.e., sem
adicao de A-arestas.
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ap a2 az a4 a5 ag ag

(3 €]

C1

ap G2 asz a4 Aas ag ary

€L €]

C1

a; a2 a3z a4 a5 ag arg

€L €]

ap a2 az a4 a5 ag ag

(3 €]

C1

ap a2 asz a4 Aas ag ary

€L €]

C1

a; a2 a3z a4 a5 ag arg

€L €]

Figura 3.5: Animacdo da cordalizagdo do ciclo Cy; através do procedimento limpador de
para-brisa. Considere as figuras de cima para baixo da esquerda para a direita. A primeira
apresenta um ciclo Cy; onde ¢; = ¢; a ser cordalizado. A segunda mostra a inser¢ao da
A-aresta cjap; a terceira, da aresta cja3 e assim sucessivamente até que a aresta cjas seja
inserida. Note que esta é a Unica forma de cordalizar Cy;.

Lema 3.18. A adicdo de A-arestas com o intuito de tornar G cordal ndo cria um novo

ciclo, i.e., cada A-aresta adicionada é uma corda de um ciclo em G'*.

Demonstragdo. Por favor, acompanhe a Figura Suponha por contradi¢do que tenha-
mos criado um novo ciclo C formado por uma A-aresta, a; = (x1,x3), que adicionamos a
G no passo procedimento limpador de para-brisa. Se tal aresta foi adicionada, entao ha-
via um par de B-arestas, by = (y1,y2),b2 = (y3,y4), em G (Observe Figura[3.7(a)). Entéo,
a; é uma corda para um ciclo de G’'. Suponha agora que temos outra aresta transversal
dy = (z1,22) que forma C com a;. Claramente, se d; for uma B-aresta e forma um ciclo
com ay, entdo temos um caminho P; que vai de z; até x; e um caminho P, que vai de x
até y; (Observe a Figura b)). Assim, temos um ciclo de G’!, C' = PLUP, Uy3,22,21
no qual a; € uma corda. Entretanto, se d; for uma A-aresta, entdao d; foi adicionada en-
tre um par de B-arestas. Se este par de arestas for (by,b;), entdo a; e d; sdo arestas de
um mesmo ciclo de G’'. Suponha, portanto, que exista pelo menos mais uma B-aresta,
b3z = (ys,ve) tal que d; é uma corda do ciclo de G/ 1 que contém b3. Neste caso, temos

caminhos P que vai de ys a z;, P> que liga z; a x; e P3 que vai de x; a y;. Desta forma
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ay a2 a3 a4 G5 4 Qa7 as ap az as ayq a5 A4 ay as

€k er €k €l
C1 C2 C1 C2
ay a2 a3 a4 a5 A a7 As ay a2 as a4 a5 A a7 Aas
C1 C2 C1 C2
a; a2 a3 a4 a5 A a7 as ay a2 az a4 a5 G a7 as
ek el ek el
C1 C2 C1 C2
a1 a2 a3 a4 G5 A a7 as a; A2 a3 a4 a5 G a7 as
C1 C2 C1 C2
a; a2 as a4 as 4 ay as ap a2 as a4 a5 4e¢ Qary as
C1 Co C1 Co

a; Qa2 a3 a4 a5 Ag a7 As

CL el

C1 C2

Figura 3.6: Animacdo da cordalizagdo do ciclo Cy; através do procedimento limpador de
para-brisa. Considere as figuras de cima para baixo da esquerda para a direita. A primeira
apresenta um ciclo Cy; onde ¢ # ¢; a ser cordalizado. A segunda mostra a inser¢ao da
A-aresta cjap; a terceira, da aresta cja3. Observe que a aresta cjaq ¢ E? e cjas € E2.
Logo ciazagascy é um ciclo oco de ¢;. Como ¢, cobre o ciclo oco de ¢, podemos, na
figura 6, remover a aresta cjas e inserir as A-arestas ca3, como na figura 7; cpas, como
na figura 8 e assim sucessivamente até inserirmos a aresta cpay, como na figura 11.
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C" =P UP,UP;Uyy,y6,y5 contém a; € di como cordas, o que caracteriza um novo ab-
surdo (observe a Figura [3.7). Logo, ndo criamos novos ciclos adicionando A-arestas a
G.

]

Figura 3.7: Ilustracdo da inexisténcia de novos ciclos ap6s a adicdo de A-arestas.

Portanto, como ao adicionarmos A-arestas a G’' ndo criamos novos ciclos, pelo
Lema [3.18| a cordalidade de G depende apenas da possibilidade de torné-lo cordal sem

utilizar arestas de EZ com dois extremos na floresta.

Lema 3.19. Se G = (V,E) é cordal entdo todos os ciclos de G'' sdo cordais apés o

procedimento limpador de para-brisa.

Demonstracdo. Segue do fato de que a propriedade “ser cordal” € hereditaria. Conse-
quentemente, se G € cordal, todo subgrafo induzido de G é também cordal, em particular
os ciclos de G'!. O

Lema 3.20. Se todos os ciclos de G'' sdo cordais apds o procedimento limpador de para-
brisa, entdo G = (V,E) é cordal.

Demonstracdo. Suponha, por absurdo, que G nio seja cordal embora todo ciclo de G'!
seja cordal. Neste caso, G tem um ciclo C| sem corda. Como .# ¢ floresta e K € clique,
todo ciclo sem cordas de G possui duas arestas transversais. Além disso, ¢ importante
observar que ndo existe ciclo sem cordas em G induzido por vértices de arvores distintas
de .# (observar Figura [3.8). Como o procedimento limpador de para brisas verifica
se é possivel tornar cordal todo ciclo de G’! e retornou uma resposta positiva, C! é um
ciclo formado pela adicao de A-arestas, o que configura um absurdo, de acordo com o
Lema[3.18

[

Lema 3.21. Existe um grafo sanduiche G cordal-(2,1) para o par (G',G?) se e somente

se G pode ser obtido através da “estratégia de solugcdo”.
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Figura 3.8: Figura que ilustra a inexisténcia de ciclo induzido por vértices de drvores
distintas de ..

Demonstragdo. A suficiéncia do Lema[3.9]¢ clara, uma vez que obteremos um grafo cor-
dal (Lemas e cujo conjunto de vértices pode ser particionado em uma floresta
e uma clique que é um grafo sanduiche para (G!, G?).

Para provar a necessidade, suponha que exista um grafo sanduiche G cordal-(2, 1) para
G',G?. Neste caso, G pode ser particionado em uma floresta e uma clique. Certamente,

todas as arestas dessa clique estdo em G2.

Afirmacio 3.22. Seja G = (V,E) um grafo sanduiche cordal-(2,1) para o par (G',G?).
Se existir uma aresta e = (x,y) de (E*\ E') em uma drvore de G, entdo e pode ser

removida sem arruinar a cordalidade de G.

Demonstragdo. De fato, suponha por contradicdo que tenhamos um ciclo induzido de
tamanho no minimo 4 obtido apds a remoc¢ao de e. Note que, antes da remogao, o ciclo
estava cordalizado. Consequentemente, x,y possuiam dois vizinhos comuns, por exemplo,
z,w (observe a Figura[3.9). Devido a isso, z, w devem pertencer a clique. Portanto, temos
que (z,w) € E e, por conseguinte, o ciclo ainda encontra-se cordalizado, contradizendo

nossa suposicao. [

Entdo, sem perda de generalidade, podemos supor que todas as arestas da floresta
estioem E'.
Logo, G pode ser obtido utilizando a “estratégia de solugdo”.
[

Portanto, como a adi¢do de A-arestas ndo cria um novo ciclo, a cordalidade de G
depende somente da possibilidade de torna-lo cordal utilizando o procedimento limpador

de para-brisa.

Lema 3.23. Os ciclo de G'' podem ser tornados cordais se e somente se o procedimento

limpador de para-brisa retorna cada ciclo de G'' cordalizado.
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Figura 3.9: Exemplo da remogio de uma aresta de E?\ E' da floresta de G.

Demonstracdo. Os Lemas[3.10] 3.11] [3.12}[3.13] [3.16e[3.17]e os Fatos e[3.15]pro-

vam a necessidade do Lema Para a suficiéncia, basta observar que o procedimento

s6 utiliza A-arestas obrigatérias e opcionais, ou seja, apenas arestas de G>. Sendo assim,
se o procedimento retorna ciclos cordais, entdo € possivel tornéd-los cordais respeitando

as restri¢des do PROBLEMA SANDUICHE.

[
Podemos agora enunciar o principal teorema desta se¢ao.
Teorema 3.24. Existe um algoritmo polinomial para (*,CORDAL-(2,1), PNC)-SP.
Demonstracdo. Segue dos Lemas O

Neste capitulo introduzimos o conceito de PROBLEMA SANDUICHE COM CONDICOES
DE CONTORNO e trabalhamos inicialmente com a classe de grafos (k,¢). Os resultados
apresentados na Secdo [3.2|estao publicados parcialmente na revista Mateméatica Contem-
poranea [22] e na edi¢do especial para o congresso FAW’13 do Lecture Notes in Compu-
ter Science [20]. O resultado apresentado na Secao concernente a classe de grafos
cordais-(2, 1), provado ser um problema NP-completo quando estudado na versdo ori-
ginal do problema sanduiche [19], foi provado ser polinomial quando consideramos um
grafo G? pertencente a uma classe com niimero polinomial de cliques e ainda nio est4

publicado.
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Capitulo 4

Caracterizacao Estrutural e
Decomposicao para Cografos-(2,1):
uma generalizacao natural de grafos de

limiar

Grafos perfeitos atraem muita atencdo em teoria dos grafos bem como PROBLEMAS
DE PARTICAO. Em [3H5], Brandstidt et al. provaram que 0 PROBLEMA DE RECONHE-
CIMENTO para a classe dos grafos-(k,¢) é NP-completo, para k ou ¢ pelo menos 3 e
polinomial caso contrario. Neste capitulo, vamos restringir este PROBLEMA DE RECO-
NHECIMENTO a uma subclasse de grafos perfeitos: os cografos.

Como visto na Introducdo (I} cografos sao definidos recursivamente. Além desta,
existem algumas outras formas equivalentes de caracterizar um cografo [17]], entretanto,

uma das mais conhecidas € a caracterizacdo por subgrafos proibidos.
Teorema 4.1 (Corneil et al. 1981 [17]). Um cografo é um grafo sem P.

Corneil em 1985 [[18]], apresentou o primeiro, mas nao o Unico algoritmo em tempo
linear para reconhecer cografos [9, 44].

Para cografos-(k, /) ja existe uma caracterizagdo por subgrafos proibidos [7, (8, [34],
mas nenhuma caracterizacdo estrutural para esta classe € conhecida, exceto para grafos
de limiar (ver Capitulo|l)) , i.e., cografos-(1,1).

O objetivo deste capitulo € apresentar uma generalizacdo da caracterizacdo para
grafos de limiar: uma caracterizacdo estrutural e uma decomposi¢do para cografos-
(2,1). Como consequéncia, podemos caracterizar cografos-(1,2) e, de acordo com estas

caracterizagdes, podemos reconhecer cografos-(2, 1) e cografos-(1,2) em tempo linear.
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4.1 Caracterizacao estrutural e decomposicao para
cografos-(2,1) e (1,2)

Nesta sec@o, apresentamos uma caracteriza¢do para cografos-(2,1). Como Corolério
temos a caracterizagdo para grafos-(1,2). Antes, porém, seguem defini¢des, proposi¢des

e lemas que nos serdo de grande valia para a demonstracdo do Teorema principal.

Definicao 4.2. Sejam x,y vértices. Dizemos que temos vizinhangas aninhadas se N(x) C
N(y) ou N(y) C N(x).

Fato 4.3. Um cografo-(2,1) é um cografo que pode ser particionado em um grafo bipar-

tido B e uma clique K.

Proposicao 4.4. Se G = (V,E) é um cografo-(2,1), entdo cada componente conexo de B

é uma biclique.

Demonstragcdo. Suponha, por contradi¢do, que exista um componente conexo B; =
(X;,Y;) de B que ndo seja uma biclique. Neste caso, falta pelo menos uma aresta em
B, por exemplo e = ab, onde a € X; e b € Y;. Como B; € conexo, existe um caminho entre
a e b, denotado por P, e, como G deve ser um cografo, 2 < |P,;| < 3. Se |P,| =3, ae
b devem ser vértices da mesma particdo, uma contradi¢do. Se |P,;| = 2, entdo temos uma

aresta entre a e b, outra contradicdo. Logo, B; € uma biclique. [
Os Lemas abaixo nos fornecem ferramentas e intui¢@o para provar o Teorema .14

Lema 4.5. Se G = (V,E) é um cografo-(2,1), entdo G pode ser particionado em um

conjunto B={By,...,B;} de bicliques maximais Bii=1,...,{ e em uma clique K.

Demonstragdo. Segue da Proposicao 4.4 0

Para os proximos Lemas, vamos considerar um grafo G que pode ser particionado em
uma colegdo de bicliques maximais B = {By,...,By}, onde B; = (X;,Y;), i=1,...,¢, e

em uma clique K.

Lema 4.6. Seja x € K tal que N(x) N\B; # 0. Se G = (V,E) é um cografo-(2,1), entdo
Xi CN(x) ouY; C N(x).

Demonstragdo. Suponha, sem perda de generalidade, que existe um vértice a € X; que
seja adjacente a x mas que x ndo seja adjacente a pelo menos um vértice de ambos con-
juntos X; e Y;, por exemplo b e c, respectivamente. Note que bcax é um Py em G, uma
contradicao.

[
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Lema 4.7. Seja x € K tal que N(x)N\B; #0 e N(x)NB; #0, i # j. Se G= (V,E) é um
cografo-(2,1), entdo B C N(x) e Bj C N(x).

Demonstragdo. Sejam a e b vizinhos de x em B; e Bj, respectivamente. Suponha, por
contradi¢do, que x ndo seja adjacente a pelo menos um vértice em B; (ou Bj). Seja ¢
este vértice. Como, pelo Lema 4.6 x é completamente adjacente aos vértices de X; ou Y;
(ou X; ou Y;), podemos comecar um passeio a partir de ¢ e depois v (qualquer vértice da
particao oposta a parti¢do a qual ¢ pertence) e entdo, chegamos a x e finalmente b (ou a).

Este caminho € um P, em G, uma contradi¢io. O]

Lema 4.8. Sejam x e y vértices distintos de K e, sem perda de generalidade, assuma que
a€X;, tal que xa € E(G) eya¢ E(G). Se G= (V,E) é um cografo-(2,1), entdo B; C N(x)
ouY; CN(y).

Demonstragdo. Suponha que x ndo seja adjacente a um vértice v em B;. Pelo Lema#.6]
temos que X; ou ¥; é completamente adjacente a x.
[ Xl' g N (x)
Neste caso, v estd em Y; e temos o seguinte Py: vaxy se y nao € adjacente a v.
e ¥, CN(x)
Primeiro, observe que vy ¢ E(G), sendo terfamos um Py: axyv. Segundo, note que

vwxy é um Py para qualquer w € Y;, se y ndo € adjacente a w.

Entdo, se B; Z N(x), entdo ¥; C N(y).
O

Lema 4.9. Sejam x e y vértices distintos de K tais que existe X;j,a € N(x)NX; e b €
N(y)NX;. Se G= (V,E) é um cografo-(2,1), entdo a € N(y) ou b € N(x).

Demonstragdo. Por contradi¢io, suponha que exista um vértice a € X; tal que a € N(x) \
N(y) e outro vértice b € X; tal que b € N(y) \ N(x). Neste caso, claramente temos um
Py : axyb, uma contradicao.

O

Pelos Lemas {.6]e 4.9] podemos deduzir o seguinte Lema:

Lema 4.10. Sejam x e y vértices distintos de K tais que existe X;,a € N(x)NX; e b €
N(y)NX;. Se G= (V,E) é um cografo-(2,1), entdo N(x) N\B; C N(y)NB; ou N(y)NB; C
N(x) N B;.

Lema 4.11. Sejam x e y vértices distintos de K tais que a € N(x)\Bjeb € N(y)N\Bj, i #
J. Se G = (V,E) é um cografo-(2,1), entdo a € N(y) ou b € N(x).
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Demonstracdo. De fato, suponha que nem a € N(y) nem b € N(x). Neste caso, clara-
mente temos um P4: axyb em G, uma contradi¢ao.
O

Lema 4.12. Seja L(x) a lista de bicliques tais que N(x) N\B; # 0. Se G = (V,E) é um
cografo-(2,1) e B; € L(x) \ L(y), entd@o B; C N(x).

Demonstragdo. Segue do Lema[.§] O
Lema 4.13. Sejam x,y € K. Se L(x) = B; e L(y) = B}, entdo i = j.
Demonstracdo. Suponha i # j. Isto contradiz o Lema Entdo, i = j. ]

Agora, vamos enunciar o principal Teorema desta secdo. Veja a Figura {.1] como

exemplo.

Teorema 4.14. Seja G um grafo. Entdo, as seguintes afirmagoes sdo equivalentes.
1. G é um cografo-(2,1).

2. G pode ser particionado em uma colecdo de bicliques maximais B = {By,...,By}
e uma clique K tal que B; = (X;,Y;) e V(K) é a unido de conjuntos K' e K* ndo

intersectantes tais que as seguintes propriedades sdo vdlidas.

(a) Ndo existem arestas entre vértices de B; e B j» parai #J;

(b) Seja L(v) a lista de bicliques na vizinhanga de v, Yv € V.
K'={veKINW)NBC B} =K"'UKk!?e
K?>={veK|L(v)>2,B;c L(v) < B; CN(v)}, onde
K'l'={veK!|wwcE(G),¥xcX;}e
K2 = K'\ K" e vale que uy € E(G),Yu € K'? ey € Yy;

(c) GIX,UYi UKY UKY2] é a jungdo de dois grafos de limiar (K',Y1) e
(Kl,val)’.

(d) Existe uma ordenacdo VI,V2,- 5 ViR dos vértices de K* tal que N(v;) C
N(vj), Vi< jeN(v) CN(v), Wwe K.

3. G é a jungdo de dois grafos de limiar ou pode ser obtido a partir da jun¢do de
dois grafos de limiar através da aplicacdo de qualquer sequéncia das seguintes

operagoes:

e Unido disjunta com uma biclique;

e Jungdo com um vértice.
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Demonstrag¢do. Primeiro mostraremos que se G é um cografo-(2,1), entdo G pode ser
particionado em uma colec@o de bicliques maximais B = {Bj,...,B;} e uma clique K tal
que B; = (X;,Y;) e V(K) é a unifio de conjuntos K! e K? nio intersectantes tais que as
propriedades e[2d|sdo validas.

Suponha que G é um cografo-(2,1). Pelo Lema temos que G pode ser particio-

nado em uma colegdo de bicliques B = {By,...,B;} e uma clique K.

Afirmacio 4.15. Podemos particionar V(K) em dois conjuntos disjuntos K' e K?, tais
que K' = K"V UKY2 e tal que existe i € {1,...,0} para o qual K" é o conjunto dos
vértices que sdo adjacentes a X;, K 1260 conjunto de vértices adjacentes a Y; e K*éo

conjunto de vértices que sdo adjacentes a pelo menos duas bicliques de G.

Demonstragdo da Afirmagdo ' Seja K2 o conjunto de vértices de K que sdo adjacentes
a pelo menos duas bicliques de G. Note que, pelo Lema se um vértice x € K €
adjacente a duas bicliques diferentes B; e B}, entdo B; C N(x) e B; C N(x). Se um vértice
em K ndo € adjacente a pelo menos duas bicliques, entdo ele € adjacente a apenas uma
biclique ou a nenhuma delas. No primeiro caso, pelo Lema .13} cada vértice que vé uma
Unica biclique, vé a mesma biclique B;. Sem perda de generalidade, assumimos que i = 1.
Entdo, a K, atribuimos estes vértices. Seja x € K! um vértice que nio seja completamente
adjacente a uma biclique B; e ndo veja nenhuma outra biclique. Neste caso, como N (x) N
B; # 0, pelo Lema temos que, ou X; C N(x) ou ¥; C N(x). Vamos assumir que o
segundo nunca ocorre, uma vez que, se ocorrer, podemos reposicionar os vértices de
maneira apropriada. De fato, considere K° o conjunto dos vértices de K que ndo véem
uma biclique. Pelo Lema cada vértice de K \ KV precisa ser completamente adjacente
as bicliques em suas vizinhancas. Entdo, se existe qualquer vértice em K'! ou K12, ele
deve ser completamente adjacente a By. Se |K°| < 2, entdio criamos uma nova biclique
com um ou dois vértices. Note que cada vértice de K serd adjacente a ela, incluindo os
vértices de K''! e K12, que sdo adjacentes a duas bicliques agora. Consequentemente,
eles vio ser movidos de K'! e K para K2. Observe que, neste caso, K! serd vazio.
Senio, se |[K°| > 2, entdo além de criar uma nova biclique com exatamente dois vértices
e seguindo o mesmo procedimento descrito anteriormente para vértices em K1 e K12,
movemos os vértices restantes de K para K!. Note que, apds estes reposicionamentos,
eles serdo os unicos com uma unica biclique em suas vizinhangas. Nos dois casos, esta
nova biclique vai ser chamada de B, ji que € aquela que estd na vizinhanga de cada
vértice de K. A antiga B serd agora B; e assim sucessivamente. Observe que nao existe
intersecdio entre K e K? e K pode ser obtida pela unido destes dois conjuntos. 0

A seguir, provaremos que B = {By,...,B/} e K!, K? satisfaz as Propriedades
e

Suponha que exista uma aresta e = ab entre duas bicliques maximais diferentes B; e

Bj, a € B; ¢ b € Bj, contradizendo a Propriedade Neste caso temos um P4: vabw,
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para cada par de vértices ndo adjacentes v € B; e w € B;. Note que existe pelo menos
dois vértices ndo adjacentes em B; € Bj, uma vez que elas sdo duas bicliques maximais
distintas em G. Além disso, como B é um grafo bipartido, vb ¢ E(G) e bw ¢ E(G).

A Propriedade [2b|segue da afirmagao[d.13]

A fim que provar a Propriedade 2c, como K''! UK induz uma clique, X; UY; induz
uma biclique e K1 (resp. K'?) é completamente adjacente a X; (resp. Y;), resta provar
que (K"'.Y1) e (K" X)) sdo grafos de limiar. Claramente, ambos sdo grafos split e,
como “ser cografo” € uma propriedade hereditaria para subgrafos induzidos, ambos sdao
cografos. Entdo (K1, Y;) e (K%, X;) sdo grafos de limiar.

Para provar que a Propriedade 2d|é vilida, sejam v e w vértices de K2. Sejam L(v) e
L(w) as listas de bicliques vistas por v e w, respectivamente. Pelo Lema temos que
L(v)NL(w) # 0 e entdo, pelo Lema[d.10, N(v) NB; C N(w) NB; ou N(w) NB; C N(v) NB;
para toda biclique B; € L(v) N L(w). Como, pelo Lema[4.7, v e w vé completamente todas
as bicliques em suas vizinhangas, podemos afirmar que N(v) C N(w) ou N(w) C N(v).

Afirmacao 4.16. (k2 L(w) # 0.

Demonstracdo da Afirmagdo ' Seja w € K2. Por defini¢do, w vé duas ou mais bi-
cliques completamente. Neste caso, temos que N(v) C N(w) ou N(w) C N(v), para
v #w, v,w € K>. Consequentemente, temos que existe uma ordenacio dos vértices
V1,2, Vg2 de K?talque N(vi) CN(»n) C... CN(vig))-

Se K! £ 0, ento afirmamos que By C NLW),cx2-

Suponha, por contradi¢do que By Z (),,cx2 L(w). Sejam x € K U'e w € K tais que w
ndo veja B;. Entdo teriamos o seguinte Py: axwb, para cada a € By adjacente a x e para
cadab € B; C L(w).

Entdo, B C ,,cx2 L(w). O

Agora vamos mostrar que, se G pode ser particionado em uma colecdo de bicliques
B={By,...,By} e em uma clique K tal que B; = (X;,Y;) e V(K) é a unido de dois conjun-
tos K! e K? ndo intersectantes tais que as Propriedades e 2d| sdo validas, entdo
G ¢€ a juncdo de dois grafos de limiar ou pode ser obtido a partir da juncdo de dois grafos

de limiar através da aplicacdo de qualquer sequéncias das seguintes operacoes:

e Unido disjunta com uma biclique;

e Juncdao com um vértice.

Prova por indugio sobre £ e |K?|:

Se B = {B1} e K? = 0, entio, pelas Propriedades 2b|e 2c| temos que G é a jungio de
(X1,K?) e (Y1,K"), dois grafos de limiar.

Suponha entio que [ = j, j > 2, |K*| =k, k > 1 e que a Afirmagio é verdadeira

quando ¢ = j— 1 ou |K?| =k — 1. Seja v € K? o vértice com a maior vizinhanga. Ou v
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vé B completamente e, consequentemente € um vértice universal, ou ndo. Entdo, se v é
um vértice universal, entdo removemos v de G, podemos aplicar a hipdtese de indugdo e
afirmamos que G\ {v} foi obtido pela jun¢do de dois grafos de limiar ou pela jungdo de
dois grafos de limiar seguido por qualquer sequéncia de unides disjuntas com bicliques
maximais ou jungdes com um vértice. Entdo, obtemos G a partir de g\ {v} fazendo a
juncdo com v. Sendo, dado que v é o vértice em K> com a maior vizinhanga e, como
temos vizinhancas aninhadas em K2, temos que se v ndo € um vértice universal, entao
v deixa de ver uma biclique Bj, (observe que v ndo € adjacente a nenhum vértice de By,
uma vez que v € K2). Neste caso, todo vértice de K2 nio é adjacente a nenhum vértice
de Bj,. Logo, B, ¢ uma biclique disjunta de G. Se removermos By, de G, pela hipétese de
indugdo, temos que G \ {V(B),)} foi obtido pela jun¢do de dois grafos de limiar ou pela
junc¢do de dois grafos de limiar seguido por qualquer sequéncia de: unides disjuntas com
uma biclique maximal ou jun¢des com um vértice. Entdo, G pode ser obtido a partir de
G\ V(B),) seguido pela unido disjunta com By,.

Finalmente, provaremos que se G € a juncdo de dois grafos de limiar ou pode ser
obtido através da juncao de dois grafos de limiar pelas aplicagdes de qualquer sequéncia
de unides disjuntas com bicliques ou jun¢des com um vértice, entdao G é cografo-(2,1).

Primeiro, se G é o jungdo de dois grafos de limiar, G é claramente cografo-(2,1),
uma vez que foi obtido pelo juncdo de dois cografos split. Segundo, como a jungdo
de dois grafos de limiar resulta em um cografo-(2,1) e bicliques também sdo cografos
(Proposigdo [4.4), temos que a unido disjunta de um cografo e uma biclique também é
um cografo. Além disso, podemos atribuir cada parti¢cdo da biclique adicionada a uma
particdo da ja existente biparticdo. Entdo, o grafo obtido apds cada unido disjunta com
uma biclique é um cografo-(2,1). De maneira semelhante, se adicionarmos um vértice
universal a um cografo-(2, 1), continuaremos a ter um cografo e podemos atribuir o vértice

universal a clique ja existente. Portanto, G continua sendo um cografo-(2,1).
O]

Corolario 4.17. A propriedade das vizinhangas aninhadas é vdlida para quaisquer dois
vértices em K" UK? ou K'? UK?.

Demonstragcdo. Segue do Lema e da Afirmagdo [

Observacao 4.18. O grafo obtido pela contragdo de todas as arestas dentro de cada B; é

um grafo de limiar.

A Figura[4.1]é também um exemplo da Observagdo anterior.

Como cografos-(2, 1) sdo o complemento de cografos-(1,2), segue que:

Corolario 4.19. Seja G um grafo. Entdo as seguintes afirmagdes sdo equivalentes.
1. G é um cografo-(1,2).
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2. G pode ser particionado em uma colecdo B e um conjunto independente S tais que
B é a jungdo de By, ...,By, onde cada B; é uma unido disjunta de duas cliques X;
e Y; e V(S) € a unido de conjuntos ndo intersectantes S' e S? tais que as seguintes

propriedades sdo vdlidas.

(a) Existem todas as arestas possiveis entre vértices de B; e Bj, para i # j;

(b) Seja L(v) a lista de bicliques na vizinhanga de v, Yv € V.
S'={veSINW)NBC B} =S"1us!?e
S2={veS|B ¢ L(v),BicL(v) =B CN¥)}=S5\S!, onde
Stl={yeS'w¢ E(G),vxe X} e
812 = §1\ SV e vale que uy ¢ E(G),Yu € S'? ey € Yy;

(c) G[X,UYiuSH US12] é a unido de dois grafos de limiar (S'1,Y7) e (S12,X);

(d) Existe um ordenagdo VI, V2,0 Vg2 dos vértices de S* tal que N(vi) 2
N(v)),Vi<jeN(v) D N(vg), WveS.

3. G é a unido de dois grafos de limiar ou pode ser obtido a partir da unido de
dois grafos de limiar através da aplicacdo de qualquer sequéncia das seguintes
operagoes:

e Juncdo com uma biclique;

e Unido com um vértice.

Como uma decomposicao modular pode ser encontrada em tempo linear (para mais
detalhes, ver [43]]), temos:

Corolario 4.20. O reconhecimento de cografos-(2,1) e cografos-(1,2) pode ser feita em

tempo linear.

Neste Capitulo apresentamos uma caracterizacdo estrutural e decomposicdo para
cografos-(2,1) e (1,2). Baseados em tal resultado, pudemos generalizar a classe dos

grafos de limiar.
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b2

K2

bs@—

Figura 4.1: A esquerda, um grafo G que é um cografo-(2, 1) satisfazendo as proprieda-

des e2d, onde w € K''! e x € K. A direita, um grafo de limiar obtido a
partir da contracdo de todas as arestas dentro de cada B; de G. Observe que cada biclique
B; de G é transformada em um unico vértice b; devido a contragao de arestas.
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Capitulo 5

Problema Sanduiche para
Cografos-(k, /)

Neste capitulo, vamos aplicar a caracterizacdo estrutural e decomposi¢do para
Cografos-(2,1) e (1,2) que apresentamos no Capitulo | Especificamente, trabalhare-
mos com COGRAFO-(k,/)-SP iniciando pelo estudo de COGRAFO-(2,1)-SP. A seguir,

enunciaremos formalmente o problema.

PROBLEMA SANDUICHE PARA COGRAFOS-(k,{) - (COGRAFO-(k,{)-SP)
Entrada: A tripla (V,E',E?) tal que E' NE3 = 0.
Pergunta: Existe um grafo G = (V,E) cografo-(k,£) tal que E' CE e ENE? =0?

Com base na decomposi¢@o para cografos-(2, 1) descrita no Capitulo {4| procuramos
inicialmente solucionar o PROBLEMA SANDUICHE PARA JUNCAO DE DOIS GRAFOS DE
LIMIAR, uma vez que o “nicleo” de um cografo-(2, 1), como apontado na decomposigao,
€ a juncdo de dois grafos de limiar. Caso fosse possivel determinar um algoritmo em
tempo polinomial para resolver JTT-SP, teriamos, pelo Teorema que COGRAFO-
(2,1)-sp também seria polinomial. Nossa primeira intui¢do apontava para a solugao poli-
nomial, uma vez que GRAFO DE LIMIAR-SP € COGRAFO-SP sdo problemas soluciondveis

em tempo polinomial [40]. Contudo, o resultado obtido foi bem diferente do esperado.

5.1 PROBLEMA SANDUICHE PARA JUN(;AO DE DOIS GRA-
FOS DE LIMIAR

Vamos formalizar 0 PROBLEMA SANDUICHE PARA JUNCAO DE DOIS GRAFOS DE
LIMIAR. Denotaremos por JTT a juncao de dois grafos de limiar. Tal notacdo estd em

conformidade com este termo em inglés (join of two thresholds).

PROBLEMA SANDUICHE PARA JUN(;AO DE DOIS GRAFOS DE LIMIAR- (JTT-SP)
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Entrada: A tripla (V,E',E?) tal que E'NE? = 0.
Pergunta: Existe um grafo G = (V,E) tal que E! CE e ENE> =0 e tal que G seja a

junc¢ao de dois grafos de limiar?

Mostraremos que JTT-SP é NP-completo.
A Proposi¢do[5.T|apresentada a seguir € a chave para mostrar que GRAFO DE LIMIAR-
SP € soluciondvel em tempo polinomial e serd de grande importancia no decorrer desta

secao.

Proposi¢ao 5.1 (Golumbic, Kaplan e Shamir [40]). Seja (V,E',E3) uma instancia de
GRAFO DE LIMIAR-SP ¢ seja v € V um vértice isolado em G' ou em G>. Existe um grafo
sanduiche de limiar para (V,E'E 3) se e somente se existe um grafo sanduiche de limiar

para (V,EI,E3)V\{V}.

Para demonstrar o principal resultado desta secdo, enunciado abaixo, faremos uma
reducdo polinomial a partir do problema NP-completo NEM TODOS IGUAIS 3SAT
MONOTONO [38]], que pode ser formulado da seguinte forma:

NEM TODOS IGUAIS 3SAT MONOTONO - (MONOTONO NAE3SAT)

Entrada: Um par (X,C) onde X = {xi,...,x,} é o conjunto de varidveis e C =
{c1,...,cm} € acolecdo de cldusulas sobre X tal que cada clausula ¢ € C tem exatamente
3 literais positivos.

Pergunta: Existe uma atribuicdo verdade para X tal que cada cldusula tenha pelo menos

um literal verdadeiro e um literal falso?

Teorema 5.2. O PROBLEMA SANDUICHE PARA A JUNCAO DE DOIS GRAFOS DE LIMIAR

é um problema NP-completo.

Demonstracdo. Com o objetivo de reduzir MONOTONO NAE 3SAT para JTT-SP vamos
construir primeiramente uma instancia particular (V,E!, E3) para ITT-SP a partir de uma
instancia genérica (X,C) de MONOTONO NAE 3SAT. Em seguida, no Lema prova-
remos que se existe um grafo sanduiche que seja a jungdo de dois grafos de limiar para
(V,E' E?), entdo existe uma atribui¢iio verdade satisfazendo cada cldusula de (X,C) tal
que em cada cldusula temos pelo menos um literal verdadeiro e um literal falso. Fi-
nalmente, no Lema [5.§] provaremos que, se existe uma atribuicao verdade satisfazendo
cada cldusula de (X,C), uma instAncia do MONOTONO NAE 3SAT, entéo existe um grafo

sanduiche para (V,E', E?) que seja a jungiio de dois grafos de limiar. U

Observacdo 5.3. Seja G = (V,E) um grafo sanduiche para (V,E',E>) que é a juncdo de

dois grafos de limiar H,,H>. Se e = xy € E°, entdo x,y estdo ambos em Hy ou em H,.

Observacao 5.4. Se G ¢ a juncdo de dois grafos de limiar, entdo G é um cografo. Conse-

quentemente, G ndo tem Py’s induzidos.
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Observacao 5.5. Se G é a juncdo de dois grafos de limiar H\,H e G ndo tem um Cy

induzido abcda, entdo abcda ndo pode estar inteiramente contido em Hy ou H,.

Construgdo da instancia particular (V,E',E®) para JTT-SP:

Componente variavel

e Vértices: Para cada varidvel x; € X, i € {1,...,n} adicione vértices x},y},x,y5.
Para cada vez que a varidvel x; € X, i € {1,...,n} aparece em uma cldusulac;, j €
{1,...,m}, adicione vértices cJ ,dlj , hlj

e Paraic {l,...,n} e j € {l,...,m}, adicione as seguintes arestas obrigatorias:

iioi j
{x1x27x1y27x2y17yly27 ,d }.

e Para i € {lI,...,n} e j € {l,...,m}, adicione as seguintes arestas proibidas:
{x1y17x2y27y1 l;yld],ylhlj, l]hj djhj}

Componente Clausula

e Vértices: Para cada cldusula c¢; € C, j € {1,...,m}, adicione os vértices r{ , ré, ré.
e Para j € {1,...,m} adicione as seguintes arestas obrigatorias: {rlrz, r1r3, r2, v 3}

Para cada clausula c; = (l]] \% lé \Y% lé) € C, adicione a E! as arestas h]rl ,h] rz,h] r3..

e Arestas Proibidas:

Para cada cldusula c; = (l{ v l{ V lé) € C, adicione a E? as arestas 1/ rz,h’ r3,h’ r{.
Observe a Figura[5.2| como exemplo.

Lema 5.6. Se existe um grafo sanduiche G = (V,E) que é a jungdo de dois grafos
de limiar para a instancia particular (V,E' E®) construida acima, entdo existe uma
atribuicdo verdade satisfazendo cada cldusula de (X,C), uma instdncia genérica de

MONOTONO NAE 3SAT.

Demonstracdo. Suponha que exista um grafo sanduiche G = (V,E) que seja a jungdo
de dois grafos de limiar Hy,H,. Vamos definir a atribuicdo verdade para (X,C): para
i € {1,...,n}, a varidvel x; é verdadeira se e somente se x’i,y’i € H. Suponha que, para
algum j € {1,...,m}, cada literal da cldusula ¢; = (l] \/l] \/lj) seja falso. Se lq =xj, q€
{1,2,3}, entdo, como c; é falso, x},y| & Hy. Assim, x|,y| € H; e, pelas Observagoes
e x2, y2 € H,. Pela Observagao E podemos afirmar também que cJ le , hl] , r1 , rz, ré

pertence a H.

Afirmacao 5.7. Se trés vértices x,y,z pertencem ao mesmo grafo de limiar tais que xy €

E' e zx,zy € E3, entdo 7 € S, onde S é o conjunto independente do grafo de limiar.
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Figura 5.1: Exemplo de uma instancia particular (V,E', E3) do ITT-SP obtida a partir da
instdncia de MONOTONE NAE 3SAT: [ = (X,C) = ({x1,x2,x3,X4,x5 }, (x] Vaxa Vaz) A (x1 V
x4V xs)). Arestas sélidas sdo arestas obrigatérias de E!, arestas pontilhadas sdo arestas
proibidas de E’e arestas omitidas sdo arestas opcionais.

Demonstracdo. Como x,y,z estdo todos no mesmo grafo de limiar e xy € E!, entdo ou
xe€ KouyeK,onde K é a clique do grafo de limiar. Entdo, z ndo pode estar em K e,

consequentemente, z € S. ]

Logo, pela Afirmacgado temos que hlj € S, onde $; € o conjunto independente de
H>. Note que, neste caso, h{ r{ réhé seria um P; em G, o que € uma contradicao pela
Observagio Entdo, h}r] € E. Mas neste caso, hjr{rih} é um Py induzido em G que
nao podemos destruir, uma contradic¢ao.

O caso onde todos os literais sdo verdadeiros é também impossivel, por simetria.

O

Lema 5.8. Se existe uma atribuicdo verdade satisfazendo cada cldusula de X ,C, uma
instdncia genérica de MONOTONO NAE 3SAT, entdo existe um grafo sanduiche G = (V,E)

que é a jungdo de dois grafos de limiar para (V,E',E?).

Demonstracdo. Vamos mostrar inicialmente que, se existe uma atribuicdo verdade sa-
tisfazendo cada cldusula de (X,C), uma instincia genérica de MONOTONO NAE 3SAT,
entdo existe um grafo sanduiche G = (V,E) que € a juncgdo de dois grafos de limiar para
(V,E'E?).
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Figura 5.2:  Exemplo da divisdo em dois grafos de limiar da instancia particular
(V,E'E3) do JTT-SP I = (X,C) = ({x1,%2,%3,%4,%5}, (X1 VX2 Vx3) A (x1 Vx4 V x5)) de
acordo com a atribui¢do verdade: x| = x3 = x4 = x5 = F,xo = V. Vértices com cores dis-
tintas estdo em grafos de limiar distintos. Arestas sélidas sdo arestas obrigatérias de E',
arestas pontilhadas sio arestas proibidas de E>e arestas omitidas sdo arestas opcionais.

Assim, suponha que exista uma atribuiciio verdade que satisfaca (X,C). Vamos definir
um grafo que € a juncdo de dois grafos de limiar e também € grafo sanduiche para a
instancia particular (V,E',E?) do ITT-SP relacionada 2 instancia (X,C) do MONOTONO
NAE 3SAT. Temos dois tipos de clausulas em C: aquelas com dois literais verdadeiros e
um falso (cldusula tipo 1) e aquelas com um literal verdadeiro e dois falsos (cldusula do
tipo 2).

Se a varidvel x; € verdadeira (resp. falsa), entdo inclua x’i ,y’i em H; (resp. Hy) e xéyé
em H, (resp. Hy), parai € {1,...,n}. Pelas Observacdes e e pela Afirmacao
temos que, para cada cldusula cj, j € {1,...,m} na qual x; aparece, clj ,dl-j ,hlj € Hy (resp.
Hy).

Se tivermos um cldusula tipo 1 (resp. tipo 2) ¢; = (l{ Vv lg V l§ ) e, supondo, sem perda
de generalidade que, [{ e [3 sdo literais verdadeiros (resp. falsos), entdo rj e r} estdo em
Hy (resp. Hy) e r{ estd em H, (resp. Hy). Com H; e H, bem definidos pela atribui¢ao
verdade para (X, C), resta provar que (Vy,,E 151 E 2(1) e (Vu,,E 11127E1?12) sdo instancias SIM
para GRAFO DE LIMIAR-SP. Com intuito de provar isto, vamos enunciar as seguintes

Afirmacoes.

Afirmacao 5.9. A andlise local de H, e H,, i.e., analisar se (VHI,EILI,E;'II) e
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(VHZ,EIBZ,E;IZ) sdo instancias SIM para GRAFO DE LIMIAR-SP considerando um sub-
grafo induzido por vértices relacionados a apenas uma cldusula, para cada cldusula,
é equivalente a andlise global, i.e., analisar se (VH1>E1111>E1311) e (VHZ,EI]{Z,E;}Z) s@o

instancias SIM para GRAFO DE LIMIAR-SP considerando todos os seus vértices.

Demonstragdo. Primeiro, vamos considerar os vértices x},y},x5,y5. Por construcdo de
(V,E',E?), ambos pares de vértices nio podem estar juntos em H; ou em H,. Entio, é
claro que: primeiro, quando olhamos localmente para os subgrafos induzidos aos quais
eles pertencem, eles estdo isolados; segundo, eles podem estar relacionados a diversas
cldusulas, mas eles ainda estdo isolados quando olhamos globalmente para GI[VHI] ou
GI[VHZ]. Assim, se os removermos baseados na andlise local, teremos certeza que tal
remocao € permitida quando consideramos os grafos H| e H, inteiramente.

Cada vértice restante de V esta relacionado a uma tunica clausula. Além disso, entre
componentes varidveis, nao temos arestas proibidas. Podemos dizer o mesmo sobre os
componentes clausula. Logo, se um destes vértices € considerado isolado na andlise local
em G'[Vy.] ou em G*[Vy.], i = 1,2, ento ele também ¢ isolado quando consideramos o
grafo inteiro G' [V ou G [V ], i = 1,2. O

Afirmacao 5.10. (VHI,EIBI,EEII) e (VH2>E11127E212) sdo instancias SIM para GRAFO DE
LIMIAR-SP.

Demonstragdo. Primeiramente, vamos trabalhar com (Vy,,E }1] ,Eg,l). De acordo com a
Proposi¢ao[5.1]e a Afirmacdo[5.9] vamos descrever um esquema de eliminag@o de vértices
isolados para Vp, considerando H; induzido por vértices relacionados a uma cldusula.
Como temos dois tipos de clausula, vamos lidar com eles separadamente. A fim de sim-
plificar a andlise e, como estamos fazendo uma reducdo a partir d¢ MONOTONO NAE

3SAT, vamos assumir que todas as variaveis sao literais.

e Clausula tipo 1: ¢; = (x1 Vx2 V x3), onde x; e x» sdo verdadeiros.
Neste caso, {x},y%,x3,y3,¢!,d!,h!,r},r}} € Viy,, parai=1,2. Considere os con-

i

juntos abaixo:

-5 = {x’i,y’i,x%,y%}, fori= 1,2;

- L ={n]};
- ={c],d{}:
- Iy ={r}}
— Is={n},r};

- Is ={c},d}}
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Afirmamos que, seguindo a ordem descrita para os conjuntos e qualquer ordem den-

tro dos conjuntos acima, definimos um esquema de eliminacao de vértices isolados.

Primeiro, I; é um conjunto independente em Gl[Uq:Lmqu]. Além disso, os
Unicos vizinhos de x’i e y% em G![Vy,] sdo xé, yé (e vice-versa), que ndo perten-
cem a Vy,, para i = 1,2. Entao, x’i,y"l,xg,yg para i = 1,2 sdo vértices isolados em
G! [Ug=1....614] € entdo eles podem ser removidos. Seja A o grafo resultante. O
tnico vizinho de h{ é r{ que ndo estd em A. Entdo, podemos remover h{ de A,
obtendo B. Em /3 temos c{,d{ , que nao € isolado em B, uma vez que sdo adjacen-
tes. Mas, em G°[Vz N Ug=3....614]> €les sdo isolados. Entdo, podem ser removidos
e chamaremos de C o grafo resultante. Seguindo a ordem proposta, somos capazes
de remover ré, que é claramente isolado em G>[V¢ N Ug=4...6 1,]. Seja D o grafo
que obtemos apds esta remocao. D tem dois vértices isolados hé e ré que podem ser
removidos, gerando o grafo F. Finalmente, F' é um grafo de limiar e terminamos a

prova.

e Cldusula tipo 2: ¢; = (x] Vx2 V x3), onde x| e x, sdo falsos.

Neste caso, {x?, y?,xé,yé, cé,dg,hé, r{ } € Vi, parai=1,2. Considere os conjuntos

abaixo:

T T A A o
= I = {x{,y1,%5,y5,h3,r{ }, parai = 1,2;

- L= {cé,dg};

Afirmamos que, seguindo a elimina¢do descrita pela ordem dos conjuntos e em
qualquer ordem dentro de cada um deles, definimos um esquema de eliminacdo de

vértices isolados.

Note que /; € um conjunto independente em G! [I; UD] e cada vértice em I; é isolado
em G! [I; UL]. Entdo, podemos remover todos eles de Vy, obtendo um grafo A que

¢ um grafo de limiar.

A andlise local de (VHZ,E}IZ,E%Z) ocorre de maneira similar. Observe que, quando
analisamos uma cldusula tipo 1, temos o mesmo esquema de eliminagdo de vértices iso-
lados que apresentamos acima para o caso de cldusulas tipo 2, por simetria. Quando ana-
lisamos uma cldusula tipo 2, temos 0 mesmo esquema de eliminacdo de vértices isolados
que apresentamos acima no caso de uma cldusula tipo 1, novamente por simetria.

1

Entdo, provamos que (V,,E 1111 ,Egl) e (Vu,,Eg

o E 13{2) sdo instancias SIM para GRAFO

DE LIMIAR-SP.
[

Para finalizar a prova do Lema [5.8] apds obtermos os grafos sanduiche para as

instancias (Vp, ’Ellﬁ’E;’II) and (VszE}{z?EIZ’Iz)’ resta adicionarmos todas as arestas entre

66



vértices de Hy e H, com a finalidade de obtermos uma juncdo dos dois grafos. Observe
que todas estas arestas sdo permitidas, ja que, pela Observagao arestas proibidas atri-

buem vértices ao mesmo grafo de limiar. [

Assim, concluimos a prova de NP-completude de JTT-SP descrita pelo Teorema [5.2]
contrariando a intui¢do inicial que apontava uma soluc@o polinomial para este problema
e, consequentemente uma solu¢do polinomial para COGRAFO-(2,1)-SP. Instigados por
tal resultado e, sem solucdo para COGRAFO-(2, 1)-SP, prosseguimos ao estudo deste pro-

blema, descrito na préxima secao.

5.2 PROBLEMA SANDUICHE PARA COGRAFOS-(2,1)

Nesta se¢éo provaremos que COGRAFO-(2, 1)-Sp é NP-completo. Este problema pode

ser formulado da seguinte maneira:

PROBLEMA SANDUI{CHE PARA COGRAFOS-(2,1) - (COGRAFO-(2,1)-SP)
Entrada: A tripla (V,E',E?) tal que E' NE3 = 0.
Pergunta: Existe um grafo G = (V,E) cografo-(2,1) tal que E' CE e ENE? = 0?

Teorema 5.11. O PROBLEMA SANDUICHE PARA COGRAFOS-(2, 1) é NP-completo.

Demonstracdo. Vamos fazer uma reducao polinomial a partir do JTT-SP, provado ser NP-
completo no Teorema Seja (V,E',E3) uma instancia genérica para JTT-SP. Vamos
assumir que ndo existe um vértice u tal que Ng3(u) = 0, ja que a remogdo deste tipo
de vértices ndo afeta a propriedade de ser a jun¢do de dois grafos de limiar. Primei-
ramente, vamos construir uma instincia particular (V’,E’!, E’3) para COGRAFO-(2,1)-
SP. Segundo, vamos provar que, se existe um grafo sanduiche que seja a juncdo de dois
grafos de limiar para (V,E! E?), entdo existe um grafo sanduiche cografo-(2,1) para
(V! E''E"). Terceiro, provaremos que se existe um grafo sanduiche cografo-(2, 1) para
(V/,E'' E'3), entdo existe um grafo sanduiche que é a junciio de dois grafos de limiar para
(V,.E'E?).

[

Construgdo de uma instancia particular (V' \E"" | E'"®) para COGRAFO-(2,1)-SP:
o V' =VUa,b,c,d},

e E'' =E'U{ab,bc,cd,da} U{xy|x € V,y € {a,b}}

e E? =E3U{ac,bd)}

Os Lemas abaixo completam a prova do Teorema [5.11]
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Lema 5.12. Seja G = (V,E) um grafo com um vértice universal u. G é um uma jun¢do

de dois grafos de limiar se e somente se G\ {u} é a juncdo de dois grafos de limiar.

Demonstragcdo. Suponha que G seja a juncao de dois grafos de limiar. Como “ser a juncao
de dois grafos de limiar” é uma propriedade hereditéria para subgrafos induzidos, G\ {u}
é também a juncdo de dois grafos de limiar. Reciprocamente, suponha que G\ {u} seja a
jungdo de dois grafos de limiar. Se adicionarmos um vértice universal u’ a G\ {u}, entdo
u' pode ser atribuido a qualquer grafo de limiar de G\ {u} sem arruinar a propriedade
de ser um grafo de limiar [[15]. O grafo resultante ainda é a juncdo de dois grafos de
limiar, uma vez que independentemente para qual grafo de limiar «’ foi atribuido, ele serd

adjacente a cada vértice do outro grafo de limiar. [

Lema 5.13. Se existe um grafo sanduiche que é a jungdo de dois grafos de limiar para
(V,E',E3), entdo existe um grafo sanduiche cografo-(2,1) para (V' ,E'" | E"3).

Demonstracdo. De fato, se existe um grafo sanduiche G = (V,E) que seja a jungdo de
dois grafos de limiar para (V,E!, E?) tal que H, e H, sio dois grafos de limiar de G,
pelo Lema podemos assumir que G ndo tem vértices universais. Vamos definir
G' = (V',E")onde V' =V U{a,b,c,d}, E' = EU{ab,bc,cd,da}U{xy|xeV,y € {a,b}}U
E*UE*, onde E* = {cy|Vy € Hy} e E** = {dz| Vz € H; }. Claramente, G’' ¢ um grafo
sanduiche para (V/,E'' E’?). Portanto, para finalizar a prova, afirmamos que G’ é um
cografo-(2,1) e provaremos isto mostrando que G’ ainda é a juncao de dois grafos de
limiar. Atribuiremos a,c a H;, uma vez que estes vértices precisam estar juntos no mesmo
grafo de limiar, pelo Lema[5.3]e Pela mesma razdo, atribuiremos b,d a Hy. ae b
(resp. ¢ e d) sdo vértices universais (resp. isolados) dentro dos grafos de limiar aos
quais foram adicionados. Entdo, suas adi¢des ndo arruinam a propriedade dos grafos
serem grafos de limiar [[15)]. Além disso, a,c sdo adjacentes a todo vértice de Hy e b,d
sdo adjacentes a todo vértice de Hy. Portanto, G’ € a jungdo de dois grafos de limiar e,

consequentemente, um cografo-(2,1). ]

Lema 5.14. Se existe um grafo sanduiche cografo-(2,1) para (V',E"',E"), entdo existe

um grafo sanduiche que é a juncdo de dois grafos de limiar para (V,E', E3 ).

Demonstragdo. Seja G' = (V' E') um grafo sanduiche cografo-(2,1) para (V' ,E'' | E").
Pelo Teorema ou G’ tem uma biclique isolada, ou um vértice universal ou G’ é a
juncdo de dois grafos de limiar. Como G’' é conexo, G’ ndo pode ter uma biclique iso-
lada. Além disso, por construg¢do, G’ 3 ndo tem vértice isolado, entdo G’ ndo tem vértices
universais. Logo, G’ é a jung@o de dois grafos de limiar. Considere o grafo G = (V*,E*)
construido da seguinte forma V* =V’\ {a,b,c,d} e E* = E"\ ({ab,bc,cd,da} U{xy|x €
V,y€{a,b}}UE™UE**), onde E** = {cy| Vy € Hy} e E*** = {dz| Vz € H; }. Como “ser
a juncao de dois grafos de limiar” € uma propriedade hereditdria para subgrafos induzidos,

G € a juncao de dois grafos de limiar. [
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Como o complemento de um cografo-(2,1) é um cografo-(1,2) e, de acordo com o
Fato podemos enunciar o Corolario

Corolario 5.15. O PROBLEMA SANDUICHE PARA COGRAFOS-(1,2) é NP-completo.

Felizmente, o trabalho com JTT-SP ndo foi em vao e pdde ser utilizado na prova da
NP-completude do Teorema Motivados por este resultado, seguimos com o estudo
de PROBLEMAS SANDUICHE para cografos-(k, ¢), para todo k, £.

5.3 PROBLEMA SANDUICHE PARA COGRAFOS-(k, /)

O objetivo desta secdo € generalizar os resultados obtidos na se¢do anterior. Provare-
mos, inicialmente que, COGRAFO-(k, £)-SP, para k e { inteiros positivos tais que k+ ¢ > 3,

¢ um problema NP-completo.

Teorema 5.16. Para k,( inteiros positivos fixos tais que k+ £ > 3, COGRAFO-(k,{)-SP é
NP-completo.

Demonstra¢do. COGRAFO-(k,{)-SP estd em NP, uma vez que podemos reconhecer um
cografo-(k,¢) em tempo linear [7] e podemos decidir em tempo polinomial se um grafo
é um grafo sanduiche para (V,E!, E?). Provaremos que COGRAFO-(k, /) é NP-completo,
para k, /¢ inteiros positivos fixos, tais que k+ ¢ > 3, por indugdo sobre k e ¢ usando o

Teorema e o Corolario como bases da indugdo e os Lemas e como

passos indutivos.
]

Lema 5.17. Se COGRAFO-(k,{)-SP é NP-completo, entdo COGRAFO-(k+ 1,¢)-SP é NP-

completo.

Demonstragdo. Seja (V,E' E?) uma instancia genérica de COGRAFO-(k,/)-SP. Cons-
truiremos um instancia particular (V/,E’' E"3) para COGRAFO-(k + 1,/)-SP da seguinte

forma:
o V' =VU{ay,...,api1};
° El/:EIU{aiv},i:1,...7€+1er€V;
o EY =B U{aa;},i#j,i,j €{l,....0+1}.

Afirmacdo 5.18. Se existe um grafo sanduiche cografo-(k,f) para (V,E',E3), entdo
existe um grafo sanduiche cografo-(k+1,¢) para (V' ,E'' |E").
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Demonstracdo. Seja G = (V,E) um grafo sanduiche cografo-(k,¢) para (V,E', E3). Afir-
mamos que G’ = (V' E’) é um grafo sanduiche cografo-(k + 1,¢) para (V',E'',E"), onde
E' = EUE"". De fato, é claro que G’ é um grafo sanduiche para (V/,E’',E"?). Além disso,
G’ é um cografo, uma vez que foi obtido pela junc¢do de dois cografos e podemos atribuir

cada vértice adicionado a um novo conjunto independente em G'. U

Afirmacio 5.19. Se existe um grafo sanduiche cografo-(k+1,£) para (V' \E"' E"3), entdo
existe um grafo sanduiche cografo-(k,¢) para (V,E',E?).

Demonstragdo. Seja G' um grafo sanduiche cografo-(k 4 1,¢) para (V/,E'',E"). Afir-
mamos que G = (V,E) é um grafo sanduiche cografo-(k,¢) para (V,E!,E?), onde E =
E'\{ai,...,as;1}. G é claramente um grafo sanduiche para (V,E' E?). Note que G é
um cografo, uma vez que “ser cografo” € uma propriedade hereditaria para subgrafos in-
duzidos. Além disso, observe que, em G’, pelo menos um vértice de {ay,...,ap,} estava
em um conjunto independente, que, por constru¢do, nao poderia conter um vértice de V.
Entéo, removendo o conjunto {ay,...,as,}, obteremos um cografo-(k, ).

[

Isto conclui a prova do Lema[5.18] O

Lema 5.20. Se COGRAFO-(k,{)-SP é NP-completo, entdo COGRAFO-(k,{+1)-SP é NP-

completo.

Demonstragdo. Seja (V,E',E?) uma instincia genérica de COGRAFO-(k,/)-SP. Vamos
construir uma instancia particular (V/,E'', E"®) para COGRAFO-(k,£ -+ 1)-SP da seguinte

forma:
o V' =VU{ay,...,aq11};
o EV =E'U{aa;},i#j,i,j € {1,....k+1};
o« EY =E3U{ap},i=1,....k+1eWeV.

Afirmacdo 5.21. Se existe um grafo sanduiche cografo-(k,l) para (V,E',E3), entdo
existe um grafo sanduiche cografo-(k,{ +1) para (V' ,E''|E").

Demonstragdo. Seja G = (V,E) um grafo sanduiche cografo-(k, ) para (V,E' E?). Afir-
mamos que G’ = (V' E') é um grafo sanduiche cografo-(k, £+ 1) para (V' E'' E?), onde
E' =EUE'". De fato, é claro que G’ é um grafo sanduiche para (V', E’, E®). Além disso,
G’ é um cografo, uma vez que foi obtido pela unido de cografos e podemos atribuir cada

vértice adicionado a uma nova clique em G'. [

Afirmacdo 5.22. Se existe um grafo sanduiche cografo-(k,0+1) para (V' E''|E"), entdo
existe um grafo sanduiche cografo-(k,?) para (V,E',E3).
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Demonstracdo. Seja G' um grafo sanduiche cografo-(k,¢+ 1) para (V/,E"1 E"). Afir-
mamos que G = (V,E) é um grafo sanduiche cografo-(k,¢) para (V,E',E?), onde E =
E'\{ay,...,ar41}. G é claramente um grafo sanduiche para (V,E!, E3). Note que g é um
cografo, uma ver que “ser cografo” € uma propriedade hereditdria para subgrafos induzi-
dos. Além disso, observe que, em G’, pelo menos um vértice de {ay, ... a1} estava em
uma clique que, por construcdo, ndo poderia conter um vértice de V. Logo, removendo o

conjunto {ay,...,a,}, obteremos um cografo-(k, ¢). O

Isto termina a prova do Lema
0

A fim de classificar completamente a dicotomia P versus NP-completo, resta-nos de-
terminar a complexidade computacional dos casos que possuem pardmetros k, ¢ nulos.
Comegaremos pelo PROBLEMA SANDUICHE PARA COGRAFO0S-(0,/), ¢ > 3 fixo, formu-
lado abaixo.

PROBLEMA SANDUICHE PARA COGRAFOS-(0,¢) - (COGRAFO-(0,/)-SP)
Entrada: A tripla (V,E' E?) tal que E' NE3 = 0.
Pergunta: Existe um grafo G = (V,E) cografo-(0,/) tal que E' CE e ENE? = 0?

O Teorema prova que COGRAFO-(0,£)-SP, para £ > 3 fixo é NP-completo.

Teorema 5.23. O PROBLEMA SANDUICHE PARA COGRAFO0S-(0,¢), ¢ > 3fixo, é NP-

completo.

Demonstracdo. Claramente, COGRAFO-(0,¢)-SP estd em NP. Para finalizar a prova da
NP-completude, vamos fazer uma redu¢do polinomial a partir do problema NP-completo
COBERTURA POR ¢ CLIQUES, enunciado no Capitulo [2] para 0 COGRAFO-(0,¢)-SP. Para
tal, apresentaremos a instincia particular G' = (V,E'),G> = (V,E?) construida a partir
de uma instancia genérica H = (V, Ef) para COBERTURA POR ¢ CLIQUES. Em seguida,
o Lema [5.24] provara que se existe uma cobertura por ¢ cliques para H entdo existe um
grafo sanduiche cografo-(0, £) para (G',G?). O Lemaprovaré que se existe um grafo
sanduiche cografo-(0,¢) para (G',G?), entdo existe um cobertura por ¢ cliques para H.
O

Construgdo da instancia particular (G' = (V,E'), G*> = (V,E?)) para COGRAFO-
(0,0)-sp:

Considere uma instincia genérica H = (Vy,Ep) para o problema da COBERTURA
POR / CLIQUES. Vamos construir uma instincia particular (G' = (V,E'),G*> = (V,E?))
do COGRAFO-(0,¢)-SP para ¢ > 3 fixo da seguinte forma:

V=Vy
El'=0
EZ=Ey
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Lema 5.24. Se H = (Vy,Ey) tem uma cobertura por { cliques, entdo existe um grafo
sanduiche G = (V,E) cografo-(0,£) para (G',G?).

Demonstragdo. Suponha que Vy pode ser particionado em £ cliques K',K?, ..., K' tais
que Vi = K' UK?U...K*. Vamos construir o grafo sanduiche G = (V, E) fazendo:

V=Vy

E =E(G’[K')UE(G*K*))U...UE(G?*[K"))

Observe que G tem o mesmo conjunto de vértices que G' e G?, tem todas as arestas
obrigatdrias e toda aresta de E pertence a E2. Além disso, G é cordal pois é composto
por £ componentes conexas que sio cliques. Note ainda que G € cografo, uma vez que é
a unido de / cliques, ou seja, de ¢ cografos. Portanto, G é cografo-(0, /).

]

Lema 5.25. Se existe um grafo sanduiche cografo-(0,£) para (G',G?), entdo existe uma
cobertura por { cliques para H = (Vy,Eg).

Demonstracdo. Suponha que tenhamos um grafo sanduiche G = (V,E) cografo-(0,/)
para a instancia (G',G?). Neste caso, existe uma cobertura por £ cliques para G. Como
G é subgrafo de G> com o mesmo conjunto de vértices e, por construcio, G> = H, temos

que H também tem uma cobertura por ¢ cliques. 0

De acordo com o Fato [2.1|e sabendo que o complemento de cografo-(0, /), para £ > 3
é cografo-(k,0) para k > 3 temos que:

Corolario 5.26. O PROBLEMA SANDUICHE PARA COGRAFOS-(k,0), k > 3 fixo é NP-

completo.

Para finalizar a classificacdo P versus NP-completo da complexidade computacional
de COGRAFO-(k,/)-SP basta solucionarmos COGRAFO-(2,0)-SP € COGRAFO-(0,2)-SP,
uma vez que COGRAFO-(1,0)-SP (resp. COGRAFO-(0,1)-SP) tem solug@o trivial. De
fato, basta verificarmos se G! (resp. G?) é um conjunto independente (resp. clique). Caso
contrario, a resposta é NAO. A seguir, apresentaremos um algoritmo em tempo polinomial
para COGRAFO-(2,0)-Sp. Note que, com este resultado, completaremos a classificagdo

da dicotomia PxXNP-completo da complexidade computacional de COGRAFO-(k, {)-SP.

PROBLEMA SANDUICHE PARA COGRAFOS-(2,0) - (COGRAFO-(2,0)-SP)
Entrada: A tripla (V,E' E®) tal que E' NE? = 0.
Pergunta: Existe um grafo G = (V,E) cografo-(2,0) tal que E! C E e ENE? = 0?

Ja mostramos, no Capitulo 4] na Proposi¢ao #.4| que um cografo bipartido tem com-
ponentes conexas que sdo grafo bipartidos completos, ou bicliques, por questao de sim-
plicidade. Claramente, para que haja um grafo sanduiche para uma instancia (G',G?)

de COGRAFO-(2,0)-sP , G! que consideraremos conexo (caso contrario, basta resolver
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o problema para cada componente conexa) deve ser um grafo bipartido. Caso contrario,
a resposta para o problema é NAO. Resta verificarmos se, em G2, temos as arestas ne-
cessdrias para completarmos a biclique. Caso tais arestas ndo estejam presentes em G2
temos que ndo existe um grafo sanduiche cografo-(2,0) para (G',G?).

O Algoritmo soluciona COGRAFO-(0,2)-SP.

Algoritmo 4: Algoritmo para solucionar COGRAFO-(0,2)-SP

1 inicio

2 | seG! ébipartido entido

3 E«+ El

4 para cada componente conexo B; = (X;,Y;) de G' faca

5 se xy € E2Vx € X; e Yy € Y; entdo

6 E«+ EU{xyVx € X;,Vy €Y},

7 Verifique o pr6ximo componente conexo

8 senao

9 ‘ retorna Ndo existe G grafo sanduiche cografo-(2,0) para (G',G?);
10 fim

11 fim

12 retorna G = (V,E) grafo sanduiche cografo-(2,0) para (G',G?)
13 senao

14 retorna Ndo existe G grafo sanduiche cografo-(2,0) para (G',G?)
15 fim

16 fim

Lema 5.27. Dados (G' = (V,E'),G* = (V,E?)), oAlgoritmodecide corretamente e em
tempo polinomial se existe G = (V,E) um grafo sanduiche cografo-(2,0) para COGRAFO-
(2,0)-sp.

Demonstragdo. Suponha que o Algoritmo |4I| tenha retornado G = (V, E) como resposta a
COGRAFO-(2,0)-SP. Neste caso G' é bipartido e todo componente conexo de G' pode
ser transformado em biclique através da adicdo de arestas de G*. Claramente, G = (V,E)
¢ um cografo-(2,0).

Agora, suponha que o Algoritmo [4{tenha retornado NAO como resposta a COGRAFO-
(2,0)-sP. Neste caso, ou G! nio é bipartido, o que claramente é condigo suficiente para
resposta NAO, ou para algum componente conexo B; de G! faltam arestas de G? para
completar a biclique. Note que se nao € possivel transformar tal componente em biclique,
pela Proposigao[d.4] o grafo resultante ndo € um cografo bipartido.

Logo, o Algoritmo {4{decide corretamente de uma dada instancia de COGRAFO-(2,0)-
SP é isntincia SIM ou NAO.

Note que o Algoritmo 4| roda em tempo O([n + m]m), considerando m = |E?| e n =
\4E ]
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Teorema 5.28. O PROBLEMA SANDUICHE PARA COGRAFOS-(2,0) ¢é soluciondvel em

tempo polinomial.

Demonstragdo. Segue do Lema O

Como cografo-(2,0) é a classe complementar da classe cografo-(0,2), temos, pelo

Fato[2.1| o seguinte Corolério:

Corolario 5.29. O PROBLEMA SANDUICHE PARA COGRAFOS-(0,2) ¢ soluciondvel em

tempo polinomial.

Neste capitulo, com base na caracterizacao apresentada no Capitulo 4} introduzimos
0 PROBLEMA SANDUICHE PARA A JUNCAO DE DOIS GRAFOS DE LIMIAR, que prova-
mos ser NP-completo. Além disso, trabalhamos com 0 PROBLEMA SANDUICHE PARA
COGRAFOS-(k, /), que provamos ser NP-completo para k+ ¢ > 3, k e £ inteiros positivos
fixos. Parte destes resultados foram apresentados no WG’ 15 e constarao na edig¢ao espe-
cial do Lecture Notes in Computer Science do evento. O artigo completo que inclui todos
os resultados descritos acima concorreu ao prémio Roberto Diégues Galvao do SBPO
2015 entre os cinco melhores artigos do simpdsio. Este capitulo apresenta ainda, os resul-
tados que completam a classificacdo da dicotomia P versus NP-completo do PROBLEMA
SANDUICHE PARA COGRAFOS-(k, /).
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Capitulo 6
Problemas Probe em Grafos

Neste capitulo, introduziremos os PROBLEMAS PROBE EM GRAFOS bem como apre-
sentaremos nossos resultados para este problema em classes especificas de grafos.

6.1 Introducao ao Problema Probe em Grafos

Em 1994, no cenério de mapeamento fisico de DNA, surgem, introduzidos por Zhang
et al. [68]], GRAFOS PROBE DE INTERVALO como um novo modelo tedrico de grafos [69,
'/0]. Mais tarde, o conceito foi generalizado para qualquer classe de grafos e pode ser

formalizado da seguinte maneira [[11]:

Definicao 6.1. Seja € uma classe de grafos. Um grafo G = (V,E) é um grafo probe € se
seu conjunto de vértices pode ser particionado em um conjunto P de vértices probes e em
um conjunto independente N de vértices nao probes, tal que G seja um subgrafo gerador
de um grafo de € que pode ser construido a partir de G através da adicdo de arestas

entre alguns vértices de N. Neste caso, dizemos que G pode ser imerso em um grafo de

€.

Se a parti¢cdo do conjunto de vértices em probes e ndo probes ¢ um dado de entrada e
se G pode imerso em um grafo de %, entdo G € dito grafo probe particionado de €. Caso
contrario, G € dito grafo probe de ¢. Chamamos o grafo H, obtido a partir de G pela
adicao de arestas entre alguns vértices de N de imersdo de G. N6s denotamos um grafo
probe particionado como G = (P+ N, E) e, sempre que esta notagdo for usada, entende-se
que trabalhamos com o problema na versao particionada e que N é um conjunto indepen-
dente. Neste caso, usaremos a notagdo PP-%. Quando estivermos lidando com a versao
ndo particionada do problema, denotaremos por PROBE %.

E interessante observar que a versdo particionada do PROBLEMA PROBE é um caso
particular de PROBLEMA SANDUICHE (ver Capitulo . Fazendo uma analogia com o
PROBLEMA SANDUICHE, no PROBLEMA PROBE, as arestas de G sdo todas obrigatdrias,
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as arestas entre vértices em N sdo opcionais € as arestas com pelo menos um extremo em

P, sdo proibidas. Sendo assim, temos:

Fato 6.2. Se o I1-SP ¢ polinomial, entdo PP-I1 é também soluciondvel em tempo polino-

mial.
Fato 6.3. Se PP-I1 é NP-completo, entdo I1-SP é NP-completo.

O PROBLEMA PROBE PARTICIONADO j4 foi estudado para diversas classes de grafos,
tais como grafos split, cordais, fortemente cordais, grafos de limiar dentre diversas outras
classes, como pode ser visto no survey [11]. A versao nao particionada para essas classes
foi estudada com sucesso para grafos split, cordais e grafos de limiar, sendo polinomial
em todos os casos, bem como a versdo particionada. Entretanto, para grafos fortemente
cordais, sabe-se apenas que a versdo particionada é polinomial.

A relagdo entre a complexidade computacional dos problemas probes (particionados
e ndo particionados) ndo € algo conhecido. Intuitivamente, acredita-se que o caso nao
particionado seja mais “dificil” do que o caso particionado. Entretanto, ndo existe ainda
nenhum resultado tedrico que comprove isso. Alids, pensava-se inclusive que, se o pro-
blema de reconhecimento fosse polinomial, entdo ambas as versdes do problema probe
seriam também polinomiais. H4 poucos anos, o primeiro problema probe particionado
para uma determinada propriedade para a qual o problema de reconhecimento € sabido
polinomial, foi provado ser NP-completo [28]. Neste artigo, Figueiredo et al. trabalham
com a propriedade “ser grafo (k,¢) e provam que PROBE PARTICIONADO (k,/) é NP-
completo para todo k, ¢ tais que k> + %> > 8 e polinomial, caso contrario, classificando
totalmente a dicotomia da complexidade P versus NP-completo do PROBE PARTICIO-
NADO (k, /). Desta maneira, os autores apresentaram o problema PROBE PARTICIONADO
(2,2) como o primeiro problema probe particionado para uma classe cujo problema de
reconhecimento € polinomial, refutando a conjectura de Le e Ridder [67]. A versdo
ndo particionada do mesmo problema também € tratada neste artigo e provada ser NP-
completa, refutando outra conjectura de Le e Ridder [67], que afirmava que a versdo nao
particionada de um problema probe para uma determinada classe cujo reconhecimento
¢ sabido polinomial é também polinomial. Note que a classe dos grafos (2,2) é auto-
complementar, o que faz com que as conjecturas sejam falsas mesmo quando restritas
a classes auto-complementares. Em um segundo artigo, os mesmos autores trabalham
com o a versdo ndo particionada do problema probe para a classe dos grafos (k,¢). Mais
uma vez, a dicotomia da complexidade P versus NP-completo do PROBE (k, /) é com-
pletamente classificada, de tal modo que para k+ ¢ > 3 o problema ¢ classificado como
NP-completo e polinomial nos outros casos [39].

Assim como ndo conhecemos ainda uma relacdo entre problemas probes, também
nao sabemos relacionar a complexidade computacional das versdes probes com o PRO-

BLEMA SANDUICHE. Como j4 foi dito, € clara a relagdo da versdo particionada com o
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PROBLEMA SANDUICHE, uma vez que 0 PROBE PARTICIONADO % € um caso particular
do PROBLEMA SANDUICHE PARA %. Desta forma, se 0 PROBLEMA SANDUICHE PARA
¢ é soluciondvel em tempo polinomial, a complexidade computacional do PROBE PAR-
TICIONADO % é a mesma. Caso contrdrio, até 0 momento nada podemos afirmar sobre
0 PROBE PARTICIONADO. Sera que tal relagdo existe? Neste texto, vamos apresentar
classes infinitas para as quais hd relacdo entre 0 PROBLEMA SANDUICHE € as versoes
particionada e ndo particionada do PROBLEMA PROBE.

Em [40], o unico problema que ainda permanece em aberto é o PROBLEMA
SANDUICHE PARA GRAFOS PERFEITOS. No que diz respeito a0 PROBE PERFEITO,
também nao sabemos classificar a complexidade computacional para ambas as versoes.
Existem duas conjecturas bastante famosas que dizem respeito a classe dos grafos perfei-
tos:

Conjectura dos grafos probe perfeitos: Existe um algoritmo em tempo polinomial
para testar se um grafo particionado G = (P+ N, E) é probe perfeito.

Conjectura forte dos grafos probe perfeitos: Existe um algoritmo em tempo poli-
nomial para testar se um grafo € probe perfeito.

No decorrer deste capitulo, vamos relacionar ambas conjecturas.

Além disso, vamos trabalhar com a classe dos cografos-(2,1) e (1,2) como uma

aplicacao da caracterizacdo obtida no capitulo

6.2 PROBE COGRAFO-(2,1) e (1,2)

O objetivo desta secdo € analisar a complexidade computacional do PROBE
COGRAFO-(2,1) . Como coroldrio, é possivel analisar também a complexidade do PROBE
COGRAFO-(1,2), uma vez que as duas classes envolvidas sdo complementares.

Inicialmente vamos trabalhar com o problema na versao particionada, definida a se-

guir.

PROBE PARTICIONADO COGRAFO-(2,1)

Entrada: Um grafo G = (P+ N, E) tal que N é um conjunto independente.

Pergunta: Existe um conjunto E’ de arestas com ambos extremos em N tal que G’ =
(P+N,E +E’) seja um cografo-(2,1)?

O resultado principal que iremos apresentar € uma aplicacao da caracterizacao estru-
tural e decomposic¢do para cografos-(2,1) e (1,2), apresentada no capitulo

A partir da caracterizagio descrita no Teorema[.14] a pergunta sobre a complexidade
computacional de PROBE COGRAFO-(2,1) e PP-JUNCAO DE DOIS GRAFOS DE LIMIAR
veio a tona.

Vamos mostrar que, similarmente a0 PROBE COGRAFO e PP-GRAFOS DE LIMIAR,

estes dois problemas sdo soluciondveis em tempo polinomial. Nosso proximo passo
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foi considerar o PROBLEMA SANDUICHE para ambas as classes. Surpreendentemente,
obtivemos dois novos exemplos da ndo-monotonicidade dos PROBLEMAS SANDUICHE.
Além disso, ao utilizarmos o Teoremapara solucionar COGRAFO-(2, 1)-SP, uma ou-
tra questdo interessante e motivadora surgiu: Dada uma propriedade IT para a qual I1-SP
¢ soluciondvel em tempo polinomial, (IT@ IT)-SP também estd em P?

Neste capitulo, além de reconhecer em tempo polinomial PROBE COGRAFO-(2,1)
e PP-JUNCAO DE DOIS GRAFOS DE LIMIAR, nds respondemos negativamente a
questao posta anteriormente e, consequentemente apresentamos o primeiro problema NP-
completo do tipo (ITE IT)-sp com IT-sP em P. Com este resultado em maos, provaremos
que COGRAFO-(2,1)-SP é NP-completo. Ambos os resultados corroboram o fato de que
08 PROBLEMAS SANDUICHE ndo sdo mondtonos com respeito a sua complexidade com-

putacional.

6.2.1 PROBE PARTICIONADO JUNCAO DE DOIS GRAFOS DE LIMIAR

Vamos provar que um grafo pode ser reconhecido PROBE PARTICIONADO JUNCAO
DE DOIS GRAFOS DE LIMIAR em tempo polinomial. Este resultado € uma aplicacdo do

Teorema .14} especificamente da decomposi¢do apresentada.

PROBE PARTICIONADO JUNQAO DE DOIS GRAFOS DE LIMIAR
Entrada: Um grafo G = (P+ N, E) tal que N é um conjunto independente.
Pergunta: Existe um conjunto E’ de arestas com ambos extremos em N tal que G’ =

(P+N,E +E’) seja uma juncdo de dois grafos de limiar?

Antes de seguirmos para os nosso Teorema principal, vamos descrever resultados e

defini¢cdes da literatura que nos fornecem embasamento tedrico sobre o tema.

Definicao 6.4 (H.N. de Ridder [30]). Um vértice x é probe grafo de limiar se

1. x € Pex¢éisolado ou universal, ou

2. x € N e x é isolado ou adjacente a todos os vértices probes de G.

Teorema 6.5 (H.N. de Ridder [30]). Um grafo particionado G = (P + N,E) é um probe
grafo de limiar se e somente se todo subgrafo induzido de G tem um vértice probe grafo

de limiar.
De maneira similar, definimos:

Defini¢ao 6.6. Dado um grafo G = (V,E), um vértice x € V ¢é probe universal se
® x € P e x é universal, ou

e x € N e x é adjacente a todos os vértices probes de G.
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Definicao 6.7. Dado um grafo G = (V,E), um par de vértices (x,y) é um par probe JTT

se

e x € P, y€ P tais que V = N(x) +N(y) com Np(x) e Np(y) completamente adja-
centes, Ny(x) e Np(y) completamente adjacentes, Ny(y) e Np(x) completamente

adjacentes; ou

e xEN,y€EN tais que P=N(x)+N(y) com N(x) e N(y) completamente adjacentes,

ou

e xE€ P yc€ N tais que P = Np(x) +N(y) com N(x) e N(y) completamente adjacentes
eV \ (N(x)UN(y)) e Np(x) completamente adjacentes.

Lema 6.8. Sejam H| e H, instdncias para PP-GRAFO DE LIMIAR fais que existem
imersoes H{ e Hé de H| e Hy. Se H\ ou Hy tem um vértice probe grafo de limiar, entdo

H| & H, tem um vértice probe universal.
Demonstragdo. Segue das defini¢oes. 0

Lema 6.9. Seja G = (P+ N,E) um grafo sem um vértice probe universal. Se G é PP-jtt,
entdo G tem um par probe JTT.

Demonstragdo. Seja G' = H{ & H} uma imersdo de G, onde H| e H} sdo grafos de limiar.
Como Hj e H;, sdo grafos de limiar e eles ndo tém vértices universais, por [[15]], temos que
ambos os grafos t8m um vértice isolado. Sejam x € H{ e y € H}, dois vértices isolados.
Se os dois sdo vértices em P (resp. N), entdo Ng(x) = Hj (resp. PNH}) e Ng(y) = H|
(resp. PN H]), caso contrdrio ndo terfamos uma imersdo G’ para G. Assim, (x,y) ¢ um
par de vértices tal que Ng(x) +Ng(y) =V (resp. Ng(x) + Ng(y) = P). Pela mesma razio,
se x € N eye P, entdo Ng(x) = PNH) e Ng(y) = H{. Neste caso, (x,y) é um par de
vértices tal que Ng(x) + Ng(y) NP = P. Além disso, uma vez que G’ é uma imersdo
para G, Ng(x) e Ng(y) ou Ng(x) e Ng(y) NP precisam ser completamente adjacentes.
Consequentemente, G tem um par probe JTT. [

Lema 6.10. Se G = (P+ N,E) é um PP-JTT sem vértice probe universal e tem um par
probe JTT (x,y), entdo, apds posicionar x ey, existe apenas um modo de particionar G
em duas instdancias factiveis Hy e H, para PP-GRAFO DE LIMIAR, i.e., instdncias que

podem ter imersoes de G.

Demonstragdo. Seja (x,y) um par probe JTT. Podemos particionar G em H; ¢ H, da
seguinte forma: vamos sempre atribuir x a Hy, y a H; e suas vizinhancas ao grafo de limiar
oposto. Se x,y € P, entdao (H},H,) é uma particéo para V. Se x € N e y € P, entdo cada
vértice ainda ndo posicionado (vértices de N) precisam ser atribuidos a H,. Finalmente,

se x,y € N, entdo, para cada vértice v € N, se N(v) = PN Vh,, entdo atribuimos v e sua

79



vizinhanga a H»; caso contrdrio, se N(v) = PNVpy,, entdo posicionamos v e N (v) em Hy; se
ambos ndo sdo possiveis, (x,y) ndo € o par correto. Afirmamos que, nos trés casos acima,
(H,H,) é uma parti¢do factivel de G. Claramente, pela defini¢do (Hy,H,) é uma
particdo de G. Além disso, se (H;,H;) é uma instancia SIM para PP-JTT, entdo, como por
hipdtese a imersdo associada ndo contém um vértice universal, entdo cada grafo de limiar
da imersao contém um vértice isolado. Entdo, considerando a junc¢do, estes vértices sao
adjacentes e suas vizinhangas estdo no grafo de limiar oposto. Na verdade, este é o par
que estamos procurando. Por isso, x e y precisam ser posicionados em grafos de limiar
diferentes, precisam estar isolados nesses grafos de limiar e suas vizinhangas devem ser
atribuidas ao grafo de limiar oposto no qual eles foram posicionados. Note que, quando
x,y estdo ambos em N, N(x) + N(y) = P. Entdo temos que analisar a vizinhanga de cada
outro vértice em N, a fim de atribuir cada um deles ao grafo de limiar correto, de acordo

com os vértices ja posicionados. [

O Teorema a seguir mostra a corretude do Algoritmo [5
Agora vamos enunciar o Teorema

Teorema 6.11. PROBE PARTICIONADO JUNCAO DE DOIS GRAFOS DE LIMIAR pode ser

solucionado em tempo polinomial.

Demonstracdo. Corretude do Algoritmo |5, Suponha que o Algoritmo |3| retornou res-
posta SIM. Neste caso, apds o processo de eliminagdo dos vértices probe universais, 0
processo de particionamento em duas possiveis instancias H; e H, para PP-GRAFO DE
LIMIAR e a execucdo do algoritmo para solucionar PP-GRAFO DE LIMIAR [11]], o Al-
goritmo [5] recebeu uma resposta SIM com respeito a H; e H, serem pp-grafo de limiar.
Entdo, como o par (x,y) associado a H; e H, é um par probe JTT, é claro que todas as
arestas entre probes de H; e vértices de H, e todas as arestas entre probes de H; e vértices
de H; pertencem a G e todas as arestas faltantes necessdrias para transformar G na jungao
de dois grafos de limiar sdo opcionais.
Agora vamos provar que se a instincia é SIM, o Algoritmo [5] retorna SIM. Como
G € uma instancia SIM, pelo Lema existe um par probe JTT em G e entdo, pelo
Lema o Algoritmo [5|é capaz de encontrar corretamente instancias H; e H factiveis
para PP-GRAFO DE LIMIAR. Como o Algoritmo [3] verifica todo par probe JTT de G, em
algum momento vai testar o par correto.
O]

6.2.2 PROBE PARTICIONADO COGRAFO-(2,1) (PP-COGRAFO-(2,1))

Vamos trabalhar com o problema PROBE PARTICIONADO COGRAFO-(2, 1), que pode

ser formulado como a seguir:

PROBE PARTICIONADO COGRAFO-(2,1)
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Algoritmo 5: Algoritmo para solucionar PP - JTT

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41

inicio

fim

enquanto G tem um vértice probe universal v faca
V=V

fim

para cada par probe JTT (x,y) € V faca

se x,y € P entao

PNVy, = Np(y)

PNVy, = Np(x)

NN VH1 = NN(y)

NNVy, = NN()C)

fim

sex € N eyec Pentao
PNV, = Np(y)
PﬂVH2 :Np(x)
NN Vy, = Nn(y)
NF‘IVH2 = N\VH1

fim

se x,y € N entao
1\7ﬁVH1 == {x}
NNV, = {y}
PmVHl :N(y)
PNVy, =N(x)

para cada vértice v € N\ {x,y} faca
se N(v) = PNVy, entao

| NNVy, =NNVy, U{v}
senao
se N(v) = PNVy, entdo

| NNVy, =NNVy, U{v}
fim
senao

‘ Volta para a linha 4
fim

fim

fim

fim

se G|Vy,| = H\ e G|Vu,] = Hy sdo PP-GRAFO DE LIMIAR entio
| retorna G é PP-ITT

fim

fim
retorna G ndo é PP-JTT

Entrada: Um grafo G = (P+ N, E) tal que N é um conjunto independente.

Pergunta: Existe um conjunto E’ de arestas com ambos extremos em N tal que G’
(P+N,E +E’) seja um cografo-(2,1)?
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Nesta se¢do provaremos que PP-COGRAFO-(2,1) é solucionavel em tempo polino-

mial. Para tal, precisamos da seguinte defini¢do.

Definicao 6.12. Um subgrafo induzido B; = (P, + N;,E;) de um grafo particionado
G = (P+N,E) é chamado probe biclique se B;[P;| é uma biclique (X;,Y;) e Bi[N;| é um
conjunto independente (X!,Y!) tal que Ni(x) =Y;, Vx € X! e Ni(y) = X;, Vy € Y/.

ir7i

A seguir, apresentamos o Algoritmo [6] baseado na decomposi¢do apresentada no
item [2c|do Teorema [4.14] Ele também utiliza algumas ferramentas vistas na Sec¢do[6.2.1]

Algoritmo 6: Algoritmo para solucionar PP - COGRAFO-(2,1)

1 inicio

2 enquanto G tem um vértice probe universal v ou uma probe biclique isolada B;
faca

3 se G tem um vértice probe universal v entao

4 | V=V\{v}

5 fim

6 se G tem um probe biclique isolada B; entao

7 | V=V\V(B)

8 fim

9 fim

10 se G é um grafo pp-jtt entao

1 ‘ retorna G é pp-cograph-(2,1)

12 fim

13 retorna G ndo é pp-cograph-(2,1)

14 fim

Teorema 6.13. PROBE PARTICIONADO COGRAFO-(2, 1) pode ser solucionado em tempo

polinomial.

Demonstragdo. Corretude do Algoritmo|6} Suponha que o Algoritmo[6|retorne resposta
SIM. Neste caso, apds o processo de eliminagdo, o algoritmo encontrou um subgrafo H
de G que é a juncdo de dois grafos de limiar. Entdo, para obter uma imersdo de G,
acrescentamos a H vértices probe universais e bicliques isoladas na ordem inversa da
ordem de eliminagdo, adicionando todas as arestas aos vértices probe universais com o
intuito de tornd-los universais. Pelo Teorema.14] o grafo obtido ¢ um cografo-(2,1).
Agora suponha que o Algoritmo @ retornou resposta NAO. Isto significa que, apos
e remog¢do de todos os vértices probe universais e todas as probe bicliques isoladas, o
Algoritmo |§I recebeu uma resposta NAO do algoritmo que resolve PP-JTT. Entdo, pelo
Teorema.14] ndo € possivel obter uma imerso de G em um cografo-(2, 1).
]
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6.2.3 PROBE COGRAFO-(2,1)

Vamos provar que reconhecer se um grafo é probe cografo-(2, 1) € um problema com
solu¢do polinomial.

Teorema descrito a seguir, lida com a versdo ndo particionada de PROBE CO-
GRAFO e prova que, dado um grafo G, entdo G tem um nimero polinomial de particdes

factivelis.

Teorema 6.14 (Chandler et al. [10]). Sejam G e G conexos e assuma que G ndo seja
cografo. Entdo G é probe cografo se e somente se existem dois vértices ndo-adjacentes
x eyem G tais que G é probe cografo com conjunto probe P = N(x) + N(y) e conjunto
ndo-probe N =V \ P.

Além disso, Teorema prova que € possivel reduzir PROBE COGRAFO a PP-
COGRAFO em tempo linear.

Teorema 6.15 (Chandler et al. [10]). PROBE COGRAFO pode ser reduzido a PROBE
PARTICIONADO COGRAFO em tempo O(n+ m).

Estes dois resultados prévios, nos permitem enunciar o seguinte Teorema.

Teorema 6.16. PROBE COGRAFO-(2,1) é um problema soluciondvel em tempo polino-

mial.

6.3 Sanduiches, Probes e Subgrafos Induzidos Proibidos

Nesta secdo, relacionamos de uma maneira diferente a complexidade computacional
dos problemas PROBE € SANDUICHE quando a propriedade envolvida nos dois proble-
mas estd relacionada com subgrafos induzidos proibidos. Até onde estudamos, este € o

primeiro trabalho onde este tipo de relacionamento € feito. Nosso principal resultado é:

e Se LIVRE DE F-SP é NP-completo, entdo PP-LIVRE DE F também é NP-completo,
e Se PP- LIVRE DE F* é NP-completo , entdo PROBE LIVRE DE F* é NP-completo,
onde F' e F* sdo grafos ndo completos 3-conexos e 2-conexos, respectivamente.

A seguir, enunciamos estes problemas de decisao.

PROBLEMA SANDUICHE PARA GRAFOS LIVRES DE F (LIVRE DE F-SP)
Entrada: Dois grafos G' = (V,E') e G*> = (V,E?) tais que E! C E.
Pergunta: Existe um grafo G = (V,E) livre de F tal que E! C E C E??

PROBE PARTICIONADO LIVRE DE F (PP—LIVRE DE F)
Entrada: Um grafo G = (P+ N, E) tal que N é um conjunto independente.
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Pergunta: Existe um conjunto E’ de arestas com ambos extremos em N tal que G’ =
(P+N,E+E’) sejalivre de F?

PROBE LIVRE DE F

Entrada: Um grafo G = (V,E).

Pergunta: Existe uma parti¢do de V em (P,N) tal que N é conjunto independente e tal que
exista um conjunto E’ de arestas com ambos extremos em N tal que G' = (P+N,E +E’)

seja livre de F?

Teorema 6.17. Se 0 PROBLEMA SANDUICHE PARA GRAFOS LIVRES DE F é NP-
completo, onde F é um grafo 3-conexo e ndo completo, entdo PROBE PARTICIONADO
LIVRE DE F' é NP-completo.

Demonstragcdo. Suponha que LIVRE DE F-SP seja NP-completo. Com a finalidade de
fazer uma redugdo polinomial a partir de LIVRE DE F'-SP para PP-LIVRE DE F, vamos
construir uma insténcia particular G = (P 4+ N, E) para PP-LIVRE DE F a partir de uma
instancia genérica (V,E',E®) do LIVRE DE F-SP. Entio, primeiramente apresentaremos
esta instancia particular. Em segundo lugar, provaremos no Lema que, se existe um
grafo sanduiche para (V, E', E?) livre de F, entdo existe uma imersio para G = (P+ N, E)
em um grafo livre de F. Em terceiro lugar, no Lema [6.23] provaremos que, se existe uma
imersdo para G = (P + N,E) em um grafo livre de F, entdo existe um grafo sanduiche
livre de F para (V,E',E3).

]

Construgdo da instancia particular G = (P+ N, E) para PP-LIVRE DE F:

1. Para cada aresta obrigatéria xy em E!, remova xy e adicione F a G tal que dois
vértices nao-adjacentes a,b € F serdo substituidos por x,y, i.e., ao invés de ter a,b
em F, vamos ter x,y tais que cada aresta de F' incidente a a e b serd incidente a x e
y, respectivamente. Posicione x,y em N e todos os outros vértices de F \ {a,b} em
P.

2. Para cada aresta proibida xy em E?, adicione o subgrafo induzido F \ {ab}, onde ab
€ uma aresta de F. Substitua a,b em F \ {ab} por x e y, respectivamente. Atribua a

N os vértices x,y e a P os demais vértices de F \ {a,b}.

Lema 6.18. N ¢ um conjunto independente.

Demonstragdo. De fato, N =V e cada aresta obrigatéria de (V,E!,E?) foi removida.
Além disso, por construgdo, cada aresta de G tem um vértice em P. Entdo, N ¢ um

conjunto independente. ]

Lema 6.19. O Item da construgdo de G forca a adicdo de cada aresta de E'.
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Demonstracdo. Como F € um subgrafo proibido de G, F precisa ser destruida e, por
constru¢do, apenas dois vértices de F estdo em N. Entdo, a unica forma de destruir F €

adicionando tal aresta que, por sua vez é uma aresta de E!.
O]

Lema 6.20. O Item a’a construcdo de G impede a adi¢do de cada aresta de E>.

Demonstragdo. De fato, se adicionarmos as arestas faltantes no Item [2, vamos construir
um subgrafo isomorfo a F, que € proibido em G. Além disso, como os dois Unicos vértices
de F em N ja seriam adjacentes neste caso, ndo poderiamos destruir tal subgrafo. Como,
por construgio, essas arestas faltantes sio justamente as arestas de E>, temos que tais

arestas continuam sendo proibidas em G. [l

Lema 6.21. Aplicando os Itens|l|e|2|da construgcdo de G apresentada acima, ndo acres-

centamos a G nenhum subgrafo isomorfo a F exceto pelos adicionados no Item

Demonstragcdo. Suponha, por contradi¢do que, ao construirmos G, tenhamos adicionado
a G um subgrafo F’ isomorfo a F, além dos adicionados no Item Neste caso, F’
precisa conter x ou y, uma vez que ndo adicionamos arestas entre os vértices adicionados e
V\ {x,y}. Entdo, se removermos x, y, certamente vamos desconectar F’, uma contradi¢do

com o fato de F’ ser 3-conexo. ]

Lema 6.22. Se existe um grafo sanduiche livre de F para (V,E',E?) , entdo G = (P +
N,E) é PP-LIVRE DE F.

Demonstragdo. Suponha que exista um grafo sanduiche H = (V,E’) livre de F para
(V,E',E?). Apb6s destruir todo subgrafo induzido isomorfo a F que adicionamos no
Item |1| obtendo o grafo G’ (existe apenas uma maneira de fazer isto), temos que
G'[N] = G', pelos Lemas6.19e[6.20} Além disto, G'[P] é claramente livre de F e como,
pelo Lema nao criamos nenhum outro subgrafo induzido isomorfo a F, podemos
construir um grafo H* = (V* E*) que é uma imersdo para G em um grafo livre de F:
V¥=P+NeE*=EUE'.

]

Lema 6.23. Se G = (P+ N,E) é PP-LIVRE DE F, entdo existe um grafo sanduiche livre
de F para (V,E',E?).

Demonstra¢do. Seja H* = (P + N,E*) uma imersdo para G = (P+ N,E) em um grafo
livre de F. Considere um grafo H = (V’,E’) construido da seguinte forma: V' =N e
E' = E*[N]. Primeiramente, afirmamos que H € um grafo sanduiche, uma vez que V' =V,
E' C E' pelo Lema e E'NE3 =0, pelo Lema Resta provar que H € um grafo
livre de F o que segue do fato de que “ser grafo livre de F’ € uma propriedade hereditéria

para subgrafos induzidos.
]
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Como PROBE PARTICIONADO ¢ é um caso particular do PROBLEMA SANDUICHE
PARA ¢ (Fatos[6.2]e[6.3), onde ¢ € uma classe de grafos ou uma propriedade, podemos

enunciar o seguinte Corolario:

Corolario 6.24. O PROBLEMA SANDUICHE PARA GRAFOS LIVRE DE F é NP-completo
se e somente se PROBE PARTICIONADO LIVRE DE F é NP-completo, onde F é um grafo

3-conexo, ndo completo.

Podemos generalizar este resultado considerando, ao invés de um tdnico grafo 3-
conexo nao completo como subgrafo proibido, uma familia .%# de grafos 3-conexos nio

completos como subgrafos proibidos.

Teorema 6.25. Se 0 PROBLEMA SANDUICHE PARA GRAFOS LIVRES DE .# ¢ NP-
completo, onde F ¢ uma familia de grafos 3-conexos e ndo completos, entdo PROBE

PARTICIONADO LIVRE DE .% é NP-completo.

Demonstragdo. Esta prova segue os mesmos passos da prova do Teoremal[6.17, com uma
pequena mudanga na constru¢do de G: precisamos escolher um subgrafo proibido F' em
Z e construir a instincia particular G = (P+ N, E) como apresentado na demonstrag¢do do

Teorema Note que os Lemas [6.54] [6.19} [6.20} [6.21] [6.22] ¢ [6.23| continuam vélidos

com esta mudanca. 0

Os grafos probe foram introduzidos ha mais de 20 anos [68] e ainda ndo sabemos se
existe uma relacdo entre a complexidade computacional das versdes particionado e nao
particionado para uma determinada classe. A seguir, apresentamos uma relacdo entre

ambas quando consideramos grafos livre F'*, onde F* € um grafo ndo completo 2-conexo.

Teorema 6.26. Se PROBE PARTICIONADO LIVRE DE F* é NP-completo, entdo PROBE
LIVRE DE F* é NP-completo, onde F* é um grafo ndo completo 2-conexo.

Demonstracdo. Suponha que PP-LIVRE DE F* seja NP-completo. A fim de fazer uma
reducdo polinomial a partir de PP-LIVRE DE F* para PROBE LIVRE DE F*, construiremos
uma instancia particular G = (V,E) para PROBE LIVRE DE F* a partir de uma instancia
genérica G’ = (P'+ N',E’) do PP-LIVRE DE F*. Entdo, primeiro apresentaremos tal
instancia. Em seguida, provaremos no Lema [6.29|que, se existe uma imersao livre de F’*
para G', entdo existe uma parti¢do de V em (P,N) tal que N é um conjunto independente e
existe uma imersdo para G = (V,E) em um grafo livre de F*. O préximo passo é provar,
no Lema que, se existe uma parti¢do de V em (P,N) tal que N seja um conjunto
independente e que exista uma imersdo para G = (V,E) em um grafo livre de F*, entdo

existe uma imersao livre de F'* para PP-LIVRE DE F*.
N

Construgdo da instancia particular G = (V,E) para PROBE LIVRE DE F*:
Seja G’ = (P'+ N',E’) uma insténcia genérica de PP-LIVRE DE F*.
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1. Primeiro, fagaV =P +N' e E =FE'.

2. Para cada vértice v em P/, adicionamos um subgrafo isomorfo a F* (que por sim-
plicidade chamaremos de F*) a G’ tal que v é adjacente a cada vértice de F* em
G

Observe a Figura [6.1|como exemplo.

Figura 6.1: Exemplo da construc@o de uma instancia particular para PROBE LIVRE DE Cy:
para cada vértice y, em P’ (a esquerda), adicionamos um Cy {y{y5y5y5y9} tal que y,)¢
sdo adjacentes, parai=1,...,4 e 0 =1,...,|P'|. Vértices brancos sdo vértices de P’ e
vértices pretos estdo em N’. Note que esta construgdo forga cada vértice de P’ a estar em
P e, particularmente neste exemplo, cada vértice de N’ também estard em N.

Lema 6.27. O Item 2| forca os vértices de P' a serem vértices probe de G.

Demonstracdo. De fato, como temos que destruir cada subgrafo induzido isomorfo a Fx
adicionado (que, por praticidade, chamaremos de F*), temos que escolher dois vértices
de F* para serem adicionados a N. Isto € possivel pois F* ndo é clique. Entdo, vamos
ter pelo menos 2 vértices entre os adicionados que estardo em N e serdo adjacentes a v.

Portanto, v precisa estar em P.
O

Lema 6.28. Construir G seguindo os passos|[l|e 2| ndo cria um subgrafo induzido iso-

morfo a F*, exceto por aqueles adicionados no Item

Demonstracdo. Suponha, por contradi¢do, que criamos um subgrafo induzido F’ iso-
morfo a F*, além dos subgrafos criados pelo Item 2| claramente, v € F’. Se v substitui
um vértice universal de F* em F’, podemos garantir que F’ vai ser destruido quando F*
for destruido, jd que cada aresta faltante de F* estard em F’. Se, além de v, existe outro
vértice de G’ em F’, entdo v é um vértice de corte em F’, uma contradi¢do com o fato de

que F’ é um grafo 2-conexo. [
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Lema 6.29. Se G' = (P'+N',E’) é PP-livre de F*, entdo G = (V,E) é probe livre de F*.

Demonstragdo. Suponha que exista uma imersdo H' = (P'+N',E*) de G’ em um grafo

livre de F*. Podemos construir uma imersdo H = (P+ N, E) para G da seguinte forma:
e Inicialmente, P=P e N =N/,

e Para cada subgrafo induzido F* adicionado Item [2, escolha dois vértices nao-
adjacentes a,b e atribua-os a N. Os demais vértices de cada subgrafo induzido
F* adicionado no Item [2| atribua a P.

Claramente, (P,N) é uma parti¢cdo para V. Além disso, N é um conjunto independente,
uma vez que N’ é um conjunto independente e todos os vértices atribuidos a N ndo sdo
dois a dois adjacentes e também ndo sdo adjacentes a vértices de N'. Resta provar que
H é livre F*, o0 que segue do fato de que H' € livre de F*, que destruimos cada subgrafo
induzido F* adicionado e a constru¢do de G ndo criou nenhum outro F* induzido além

dos subgrafos induzidos F* ja destruidos (pelo Lema [6.28]). [
Lema 6.30. Se G = (V,E) é probe livre de F*, entdo G' = (P'+ N',E’) é PP-livre de F*.

Demonstragdo. Suponha que exista uma particdo de V em (P,N) tal que N seja um con-
junto independente e que exista uma imersdo H para G em um grafo livre de F*. Vamos
construir H' = (P* 4+ N*,E*), uma imersdo para G', removendo de G cada F* induzido
adicionado no Item Claramente, P’ C P*, pelo Lemae entdo, podemos afirmar que
N* C N/, por constru¢do. Por hipétese, H € livre de F* e, como “ser livre de F*” é uma
propriedade hereditaria para subgrafos induzidos, H* também ¢é livre de F*. Além disso,
pela construgdo de G, podemos afirmar também que, se existe um vértice v € P*\ P/,
entdo v ndo € adjacente a nenhum vértice de N* e, como v estd em P*, também podemos
assegurar que nenhuma aresta que transforma G em H € incidente a v. Consequentemente,
v pode ser colocado em N*, para todo v € P*\ P'. Entdo temos que P* = P' N* =N'e,

portanto, H' = (P’ + N’,E’) é uma imersdo para G’ em um grafo livre de F*. O
Teoremas e nos permitem enunciar os seguintes Coroldrios:

Corolario 6.31. Seja F um grafo 3-conexo que ndo é uma clique.
LIVRE DE F-SP é NP-completo = PP-LIVRE DE F é NP-completo = PROBE LIVRE
DE F' é NP-completo.

Corolario 6.32. Seja F um grafo 3-conexo que ndo é uma clique.
PROBE LIVRE DE F ¢ soluciondvel em tempo polinomial = PP-LIVRE DE F é solu-

ciondvel em tempo polinomial = LIVRE DE F-SP € soluciondvel em tempo polinomial.
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Estes dois Corolarios sdo interessantes porque podemos afirmar que, para grafos livres
de F onde F é 3-conexo e ndo completo, 0 PROBLEMA SANDUICHE € o problema mais
facil a ser resolvido no sentido que , se LIVRE DE F-SP é NP-completo, entdo PROBE
LIVRE DE F também serd NP-completo. Por outro lado, PROBE LIVRE DE F € o pro-
blema mais dificil a ser solucionado neste caso, ja que se ele for solucionavel em tempo
polinomial, PP-LIVRE DE F e LIVRE DE F-SP também podem ser resolvidos em tempo

polinomial.

6.3.1 PROBE PERFEITO

Grafos perfeitos sdo conhecidos como os grafos nos quais 0 nimero cromatico de
cada subgrafo induzido é igual ao tamanho de sua maior clique. Em 2006, Chudnovsky
et al. [[14]] apresentaram uma caracterizacdo para grafos perfeitos em termos de subgrafos
proibidos, provando que a conjectura de Berge estava correta. Antes de apresentarmos o

Teorema Forte de Grafos Perfeitos, consideremos as seguintes definicdes.

Definicao 6.33. Um grafo ¢ livre de buraco impar se ele ndo contém um ciclo tmpar de

tamanho pelo menos 5 como subgrafo induzido.

Definicao 6.34. Um grafo é livre de complemento de burco impar se ndo contém o com-

plemento de uma ciclo impar de tamanho pelo menos 5 como subgrafo induzido.

Teorema 6.35 (Teorema Forte de Grafos Perfeitos - Chudnovsky et al. [[14]). Um grafo G

€ perfeito se e somente se G ¢ livre de buraco impar e de complemento de buraco impar.

Em diversos artigos, PROBLEMAS PROBE foram discutidos com respeito a subclasses
de grafos perfeitos [1, [11-13]]. Os resultados estabelecidos levaram a duas conjecturas

interessantes.

Conjectura 6.36 (Conjectura do Grafo Probe Perfeito). Existe um algoritmo de tempo

polinomial para testar se um grafo particionado G = (P + N, E) € probe perfeito.

Conjectura 6.37 (Conjectura Forte do Grafo Probe Perfeito). Existe um algoritmo de

tempo polinomial para testar se um grafo é probe perfeito.
Com o intuito de contribuirmos com este estudo, enunciaremos o seguinte Teorema.

Teorema 6.38. Seja .7 * uma familia de grafos 2-conexos e ndo completos. Se PROBE
PARTICIONADO LIVRE DE .#* é NP-completo, entdo PROBE LIVRE DE .Z* é NP-

completo.

Demonstragdo. Esta prova segue os mesmos passos da prova do Teorema[6.26] com algu-
mas pequenas mudancas na construcao de G: precisamos escolher um subgrafo induzido

proibido F* em .%* para fazer adjacente a cada vértice v em P’ de tal maneira que v seja

&9



adjacente a todos os vértices de F*. Note que os Lemas|6.27}6.28] [6.29|¢ 6.30|continuam

vélidos com esta mudanca.
]

Observacao 6.39. Buracos impares e complementos de buracos impares sdo grafos 2-

conexos e ndo completos.
Segue do Teorema [6.38|e da Observagdo |6.39|os seguintes Coroldrios.

Corolario 6.40. Se a Conjectura Forte de Grafos Probe Perfeitos ¢ verdadeira, entdo a

Conjectura de Grafos Probe Perfeitos também é verdadeira.

Corolario 6.41. Se a Conjectura de Grafos Probe Perfeitos € falsa, entdo a Conjectura

Forte de Grafos Probe Perfeitos também ¢ falsa.

De acordo com o Corolario [6.41] se o problema PROBE PARTICIONADO PERFEITO
for NP-completo, poderiamos enunciar o seguinte Teorema, que provaria que o mais im-

portante problema sanduiche em aberto ¢ NP-completo.

Teorema 6.42. Se o problema PROBE PARTICIONADO PERFEITO for NP-completo, entdo
0 PROBLEMA SANDUICHE PARA GRAFOS PERFEITOS é NP-completo.

6.4 PROBLEMA PROBE PARA GRAFOS LIVRES DE C;

Mantendo o enfoque em PROBLEMAS PROBE quando consideramos subgrafos proi-
bidos, vamos lidar com a propriedade “ser livre de ciclos de tamanho k™, para k > 4.
Vamos mostrar que, para qualquer k > 4, fixo, PP-LIVRE DE C; € PROBE LIVRE DE Cj
sdo problemas NP-completos.

Primeiramente, apresentaremos uma reducao polinomial a partir de LIVRE DE Cy-
SP que € NP-completo [27] para o caso particular PP-LIVRE DE C4. Ap0s isso, vamos
mostrar como generalizar a prova para cada k > 4 fixo com a finalidade de provar que
PP-LIVRE DE C; € NP-completo, para kK > 4. As versdes generalizadas destes problemas

estdo definidas abaixo.

PROBLEMA SANDUICHE PARA GRAFOS LIVRES DE Ci (LIVRE DE Ci-SP)
Entrada: Uma tripla (V,E',E3), onde E'NE? =0
Pergunta: Existe um grafo G = (V,E) livre de Cy tal que E' CE e ENE3 = 0?

PROBE PARTICIONADO LIVRE DE Cj, (PP-LIVRE DE Cy)

Entrada: Um grafo G = (P+ N, E) tal que N é um conjunto independente.

Pergunta: Existe um conjunto E’ de arestas com ambos extremos em N tal que G’ =
(P+N,E +E') seja um grafo livre de Cy, ?

Agora, vamos enunciar o Teorema

90



Teorema 6.43. PROBE PARTICIONADO LIVRE DE Cj, é NP-completo.

Demonstragdo. Com a finalidade de reduzir LIVRE DE Cy4-SP para PP-LIVRE DE Cy4, cons-
truiremos uma instancia particular G’ = (P’ + N',E’) de PP-LIVRE DE Cy a partir de uma
instancia genérica (V,E!,E®) do LIVRE DE C4-SP. Vamos provar que existe um grafo
sanduiche livre de C4 para LIVRE DE C4-SP se ¢ somente se G' = (P’ + N’ E’) é PP-LIVRE
DE (4. Para mostrar isto, primeiramente descreveremos uma instancia particular para PP-
LIVRE DE C4. Em seguida, provaremos que se a instancia particular tem uma imersao
em um grafo livre de Cy4, entdo existe um grafo sanduiche livre de C4 para (V,E!, E?).
Finalmente, mostraremos que, se existe um grafo sanduiche livre de Cy para (V,E I,E 3),
entdo existe uma imersao para G em um grafo livre de Cjy.

[

Construcdo da instancia particular para PP-LIVRE DE Cy:

e Cada aresta obrigatéria e = xy de E! serd substituida por um C4: vamos adicionar

dois vértices x', ' tais que xx'yy’x induz um Cj.

e Para cada aresta proibida e = ab de E>, vamos adicionar dois vértices o', b’ tais que

aa'b’b induz um Py.

e Cada vértice adicionado vai ser atribuido a P’ e os demais vértices a N'.

Veja a Figura[6.2] como exemplo.

Figura 6.2: Exemplo da substituicdo de arestas obrigatdrias e proibidas por C4’s e Py’s,
respectivamente: a esquerda, um C4 wxyzw com uma aresta proibida wy de (V,E L E 3);
a direita, o grafo que o substitui em G' = (P’ + N',E’). Arestas sélidas s@o arestas obri-
gatdrias e arestas pontilhadas sdo arestas proibidas de (V,E!, E?), a esquerda. A direita,
vértices brancos sdo atribuidos a P’ enquanto vértices pretos sdo atribuidos a N'.

Isto conclui a transformacdo de (V,E',E?) em G' = (P'+ N',E'). E ficil ver que
|P'+ N'| < 2n* +n, onde |V| = n e consequentemente, o tamanho de G é polinomial no
tamanho de (V,E', E?).

Os Lemas seguintes nos ajudam a provar o Teorema [6.43]
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Lema 6.44. N’ é um conjunto independente.

Demonstracdo. De fato, por constru¢do, V = N’ e toda aresta obrigatdria foi substituida
por um Cjy.
O

Lema 6.45. Cada Cy4 adicionado de G' = (P'+ N',E') forca a adi¢do de uma aresta
obrigatéria de E'.

Demonstracdo. Como queremos uma imersdo para G’ em um grafo livre de Cy4, cada
um dos Cy4’s induzidos por xx'yy'x acrescentados precisa ser destruido. Por construgio,
a unica forma de fazer isto é adicionando a aresta xy, que € uma aresta obrigatoria de
(V,.E'E?). O

Lema 6.46. Cada P, induzido de G' = (P'+N',E') impede a adi¢do de arestas de E>.

Demonstracdo. De fato, cada Py induzido aa’'b’b tem exatamente dois vértices em N': a
e b. Se adicionarmos a aresta ab, vamos criar um C4 que nao pode ser destruido.
]

Lema ¢ uma consequéncia dos Lemas[6.44] [6.45] e [6.46]

Lema 6.47. Cada aresta opcional de (V,E'E?) é uma aresta opcional de G' = (P' +
N E').

Lema 6.48. Exceto pelos C4’s adicionados e apos destrui-los, cada C4 do grafo é um Cy
em (V,E' E3).

Demonstracdo. Note que, cada C4 que poderia ser criado pela adi¢ao de um P4 induzido,
ad'b'b, precisa conter a,b e a’ ou b'. Poré, nem a’ nem b’ é adjacente a qualquer outro
vértice do grafo além de a e b. Entdo, a adicdo de P4’s ndo pode criar um C4 que nao
existe em (V,E 1 JE 3). Além disso, se a adi¢cdo de um Cy4, xx'yy'x, criou outro Cy, deveria
existir um vértice v de V tal que vx e vy € E!. Como precisamos adicionar a aresta xy para
destruir xx'yy’x, os novos Cy4’s, vxx'yv e vxy'yv, ja estariam destruidos por xy. Entdo, apos
destruir cada Cy adicionado, os Cy’s restantes jd existiam em (V,E!, E?).

[

Lema 6.49. Se G' = (P'+N',E’) é PP-livre de Ca, entdo existe um grafo sanduiche livre
de Cy para (V,E'E?).

Demonstragdo. Suponha que H* = (P’ + N’ E*) seja uma imersdo para G’ em um grafo
livre de Cy e seja G = H*[N']. Pelos Lemas|6.45] 6.46/¢|6.47] G é um grafo sanduiche para

(V,E'E?). Além disso, como “ser um grafo livre de C;” é uma propriedade hereditaria

para subgrafos induzidos, G € livre de Cy.
]
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Lema 6.50. Se existe um grafo sanduiche livre de Cy para (V,E',E?), entdo G' = (P’ +
N',E') é PP-livre de Cy.

Demonstragdo. Suponha que exista um grafo sanduiche G = (V,E) para (V,E', E?) e seja
H* = (V*,E*) tal que V* = P+ N’ e E* = E' UE. Pelos Lemas|[6.45] [6.46| e [6.47| H* é
uma imersdo para G’. Além disso, pelo Lema e, como G é um grafo livre de C4, H*

¢ livre de Cy.
O

Agora vamos generalizar esta construcio e enunciar o principal Teorema desta se¢do.
Teorema 6.51. PROBE PARTICIONADO LIVRE DE Cj, é NP-completo.

Demonstracdo. Com o objetivo de provar que PP-LIVRE DE C; é NP-completo, assim
como fizemos na prova do Teorema|6.43| vamos fazer uma redugdo em tempo polinomial
a partir do problema NP-completo LIVRE DE Cj-SP para PP- LIVRE DE Ci. A prova é

bastante similar e vamos mostrar como modificar a instincia construida no Teorema[6.43]
]

Construcdo da instancia particular para PP-LIVRE DE Cy:

e Cada aresta obrigatéria e = xz de E' serd substituida por um C: adicionaremos

k —2 vértices {y1,...,yr_2} tais que xy; ...yx_ozx induza um C.

e Para cada aresta proibida e = ac de E3, vamos adicionar k — 2 vértices

{b1,...,bx_»} tais que ab; ...by_,c induza um Cy.

e Cada vértice adicionado serd atribuido a P’ e cada um dos vértices restantes sera
atribuido a N'.

Isto conclui a transformacio de (V,E',E®) em G’ = (P’ 4+ N',E'). E ficil ver que
|P'+N'| < kn? —2n*+n, onde |V| = n e consequentemente, o tamanho de G é polinomial
no tamanho de (V,E', E?).

Note que a complexidade computacional de PROBE LIVRE DE Cy, para k > 4 fixo,

segue como Coroldrio dos Teoremas e

Corolario 6.52. PROBE LIVRE DE Cy é NP-completo.

6.5 PROBE LIVRE DE (Cy,...,Cly)

Uma questdo natural apds estudar PROBE LIVRE DE Cj concerne da complexi-
dade computacional deste problema quando, ao invés de proibir um ciclo de tamanho

especifico, proibimos uma familia de ciclos de tamanho determinado. Nesta secdo,
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provamos que, PROBE PARTICIONADO LIVRE DE (Cy,...,Cly|) € PROBE LIVRE DE
(Cy, ... ,C N|) sdo problemas NP-completos, quando N € o conjunto independente de uma

particdo probe (P,N). Podemos definir ambos os problemas da seguinte forma:

PROBE PARTICIONADO LIVRE DE (Cy, ... ,C|N‘) - (PP-LIVRE DE (Cy, ... ,C‘N|))
Entrada: Um grafo G = (P+ N, E) tal que N é um conjunto independente.

Pergunta: Existe um conjunto E’ de arestas com ambos extremos em N tal que G’ =
(P+N,E +E') seja um grafo livre de (Cy,...,Cly))?

PROBE LIVRE DE (Cy,...,Cly|) - (PROBE LIVRE DE (Cy,...,Cly|))

Entrada: Um grafo G = (V,E).

Pergunta: Existe uma parti¢do de V em (P,N) tal que N é conjunto independente e tal que
exista um conjunto E’ de arestas com ambos extremos em N tal que G' = (P+N,E +E’)

seja livre de (Cy,...,Cjy|)?

Para provar que PP-LIVRE DE (Cy,...,C | N|) € NP-completo, vamos fazer uma reducao
polinomial a partir do problema NP-completo CORDAL-SP [40]. Observamos que, em
contrapartida, PROBE CORDAL ¢ polinomial mesmo quando a parti¢do probe (P,N) é
dada [1]]. A seguir, definimos CORDAL-SP e enunciamos o Teorema [6.53]

PROBLEMA SANDUICHE PARA GRAFOS CORDAIS (CORDAL-SP)
Entrada: Uma tripla (V,E',E3), onde E' NE® = 0 Pergunta: Existe um grafo G = (V,E)
cordal tal que E'CEeENE?=0?

Teorema 6.53. PROBE PARTICIONADO LIVRE DE (Cy,... ,C| N‘) é NP-completo.

Demonstragdo. Para reduzir CORDAL-SP para PP-LIVRE DE (Cy,...,C|y|) vamos cons-
truir, a partir de uma instancia genérica para CORDAL-SP, uma instancia particular
para PP-LIVRE DE (Cy,... ,C N|). Entdo, primeiro construiremos a instancia particular
G' = (P'+N',E') para PP-LIVRE DE (Cy,...,Cly|). Depois, Lemamostrare’l que, se
existe um grafo sanduiche cordal G = (V,E) para (V,E!, E?), entdo existe uma imersio
para G' = (P'+N',E’) em um grafo livre de (Cy, ...,C|y|). Em seguida, o Lema|6.59|pro-
vard que, se existe uma imersdo para G’ = (P'+N',E’) em um grafo livre de (Cy, ...,Cjy|),
entio existe um grafo sanduiche cordal G = (V,E) para (V,E', E3).

0

Construgdo da instancia particular para PP-LIVRE DE (Cy,...,Cly|):

Sejan=|V|.

e Para cada aresta obrigatéria e = xy € E', adicione a V'’ os vértices x,x’,y,y' tais que

xx'yy'x € um C4 induzido. Ndo inclua e em E’.
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e Para cada aresta proibida e = ac € E3, adicione a V' os vértices bi,...,b,_» tais

que ab; ...b,_»c induza um P,.

e Faca N =V e atribua a P todos os vértices adicionados.

Lema 6.54. N é um conjunto independente e |[N| =n = |V|.

Demonstragdo. Por construgio, nenhuma aresta de E' foi adicionada a E’ e cada vértice

de V foi atribuido a N. Assim, N é um conjunto independente de tamanho n. [

Lema 6.55. Cada C4 de G' = (P'+ N',E’) adicionado for¢a a adi¢do de uma aresta

obrigatéria de E.

Demonstragdo. Como C4 € um subgrafo proibido, cada C4 induzido pode ser destruido
e, como apenas dois vértices de cada C4 estdo em N, por construcdo, a unica forma de
destrui-los € adicionando as arestas entre esses vértices, que sdo arestas de E L

]

Lema 6.56. Cada P, induzido de G' = (P'+ N',E’) impede a adi¢do de uma aresta de
E3.

Demonstragdo. De fato, se adicionarmos a aresta incidente aos extremos de um P, adici-
onado formaremos um C, que nao pode ser destruido. Tal aresta é, por constru¢cao, uma
aresta proibida de (V,E', E3). O

Lema 6.57. além dos Cy’s adicionados, xx'yy'x que induzem em G’ a adicdo das arestas
de E' ¢, apos a adicdo das arestas de E' em G, os tinicos Ci’s em G, tais que 4 < k < n,
sdo ciclos de (V,E',E?).

Demonstracdo. Claramente, cada P, adicionado pode criar apenas ciclos maiores que n.
Agora, vamos analisar a adi¢do de C4’s a G’. Ao adicionarmos um Cy, xx’y’yx, podemos
criar um Cy, onde 4 < k < n, que certamente contém x e y. Apds adicionarmos xy € E 1
destruimos o C4 e reduzimos o Cy a um ciclo de tamanho k — 1 que pertence a (V,E' E?),

uma vez que ndo contém vértices adicionados. 0

Lema 6.58. Se existe um grafo sanduiche cordal G = (V,E) para (V,E' E?), entdo G' =
(P'+N',E") é PP-livre de (Cy, ...,Cly))-

Demonstracdo. Suponha que exista um grafo sanduiche cordal G = (V,E) para
(V,E',E3). Vamos construir H = (V*, E*) da seguinte forma: V* = P'4+-N' e E* = E'UE.
Claramente, H é uma imersdo para G'. Resta mostrar que H é um grafo livre de
(Cy, ... ,C N|). Mas isto segue do Lema e do fato que G € um grafo sanduiche cor-
dal. [
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Lema 6.59. Se G' = (P'+ N',E') ¢ PP-livre de (Cy,...,Cly)), entdo existe um grafo
sanduiche cordal G = (V,E) para (V,E' E?).

Demonstragdo. Suponha que exista uma imersdao H* = (P'+N', E*) para G’ em um grafo
livre de (Cy,...,Cly|). Considere G' = H*[V]. G' é um grafo sanduiche para (V,E'E3),
ja que, pelos Lemas e cada aresta adicionada a G’ é obrigatéria ou opcional.
Além disso, como “ser livre de (Cy, ... .C N‘)” ¢ uma propriedade hereditédria, G’ € livre
de (Cy,...,Cjy|), 0 que implica que G’ é cordal.

O]

Observe que a complexidade computacional de PROBE LIVRE DE (Cy,...,C | N|) segue
como Corolario dos Teoremas[6.38 e [6.531

Coroldrio 6.60. PROBE LIVRE DE (Cy, ...,Cly) é NP-completo.

6.6 PROBE LIVRE DE (K, \ ¢)

Nesta se¢do provaremos que PROBE LIVRE DE (K, \ e) é soluciondvel em tempo poli-
nomial. Observe que, como LIVRE DE (K, \ e)-SP estd em P [27]], entdo a complexidade
computacional da versdo probe particionada é também polinomial. A seguir, definimos

PROBE LIVRE DE (K, \ €) e apresentamos o algoritmo que resolve o problema.

PROBE LIVRE DE (K, \ ¢)

Entrada: Um grafo G = (V,E).

Pergunta: Existe uma particdo de V em (P,N) tal que N é conjunto independente e tal que
exista um conjunto E’ de arestas com ambos extremos em N tal que G' = (P+N,E +E’)
seja livre de (K, \ e)?

Algoritmo[7roda em tempo O(n"m), onde |V| =ne |E| = m.
Lema 6.61. Algoritmol[7|decide corretamente se G = (V,E) é probe livre de K, \ e.

Demonstragcdo. Algoritmo [/| € um algoritmo guloso baseado no fato que, se G tem um
K, \ e como subgrafo induzido, entdo ele precisa ser destruido e, para fazer isto, a tnica
opc¢ao possivel € adicionar a aresta faltante e. Para podermos adicionar e, x,y precisam
ser vértices de N (se eles tém vizinhos em N, entdo a resposta é NAO, uma vez que eles
nao podem estar em N) e podemos adicionar e. Este raciocinio se repete até que o grafo
seja é livre de K, \ e ou que ndo possamos adicionar a aresta faltante.

[

Teorema 6.62. O problema PROBE LIVRE DE K, \ e é soluciondvel em tempo polinomial

Demonstragdo. Segue do Lemal6.61] O
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Algoritmo 7: Algoritmo para solucionar PROBE LIVRE DE (K, \ e)

Entrada: G = (V,E)

Saida: (SIM,G*) ou NAO

inicio

N+ 0, E* + E;

enquanto G* = (V,E*) tem K, \ e como subgrafo induzido, onde e = xy faca

E' + 0;

se Ng(x) NN =0 e Ng(y) NN = 0 entdo
N < NU{x,y}
E' + {xy}

senao

| retorna NAO
fim
E* < E*UE'

e X Nt R W N et

—
— D

fim
retorna (SIM , G*)

—
w N

fim

—
=

Neste Capitulo introduzimos o problema de reconhecimento de grafos probe (partici-
onado e ndo particionado). Inicialmente, utilizando a caracterizacdo estrutural apresen-
tada no Capitulo ] trabalhamos com a andlise complexidade computacional do problema
probe para cografos-(2,1) e (1,2). Estes resultados foram apresentados no WG 2015
e constardo na edi¢do especial do Lecture Notes in Computer Science do evento. Nas
secdes subsequentes, focamos em classes de grafos definidas por subgrafos proibidos.
Trabalhamos com grafos 2 e 3-conexos e, em virtude dos resultados obtidos, pudemos
relacionar problemas sanduiche e probe. Além disso, foi possivel relacionar duas famo-
sas conjecturas para grafos probe perfeitos: a Conjectura para grafos probe perfeitos e a
Conjectura forte para grafos probe perfeitos. E importante destacar que, se a Conjectura
para grafos probe perfeitos for falsa e o problema for NP-completo, através dos resulta-
dos aqui apresentados, poderiamos afirmar que 0 PROBLEMA SANDUICHE PARA GRAFOS
PERFEITOS é NP-completo. Ainda sobre problemas probe para classes definidas por sub-
grafos proibidos, abordamos, nas ultimas sec¢des, o problema para grafos livres de Cy,
k > 4 e algumas variagdes, bem como o problema nao particionado para grafos livres de
K, \ e. Estes ultimos resultados foram apresentados no CTW 2015. Um artigo completo
que inclui os resultados deste capitulo, exceto os apresentados no WG 2015 foi submetido

para a revista Discrete Applied Mathematics e esta sob revisao.
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Capitulo 7
Conclusao

Desde o mestrado desenvolvemos um trabalho acerca de problemas sanduiche para
classes relacionadas a grafos perfeitos e a problemas de particdo. Até o momento, es-
tudamos as classes dos grafos cordais-(k,¢), fortemente cordais-(k,/), grafos-(k,/) e
cografos-(k, /). Apresentamos, neste texto, nossos resultados relacionados ao estudo da
classificacao da dicotomia P versus NP-completo da complexidade de solu¢cdo dos PRO-
BLEMAS SANDUICHE PARA GRAFOS FORTEMENTE CORDAIS-(k,/) e CORDAIS-(k,/).
A Tabela[/.1{resume o trabalho executado até o momento para estas classes. Os proble-
mas que haviamos deixado em aberto, soubemos, por comunicacdo pessoal, que foram

solucionados por R. Sritharan.

K\NCTO 1 2 3 4

0 | - P P [21] NP-c [#+] NP-c [##]
1 | P * NP-c [21] NP-c [21] NP-c [21]
2 | 7| NP=c[19,21] | NP-c [20,21] | NP-c [20,21] | NP-c [20}21]
3 | 7 | NP-c [20,21] | NP-c [20,21] | NP-c [20,21] | NP-c [20,21]
4 | 2 [ NP-c [20,21] | NP-c [20,21] | NP-c [20,21] | NP-c [20, 21]

Tabela 7.1: Complexidade dos problemas sanduiche para grafos fortemente cordais-(k, ¢)
e cordais-(k,¢). Observe que, quando k = ¢ = 1, a complexidade dos dois problemas é
diferente. Denotamos por * essa complexidade, onde para grafos cordais-(1, 1), i.e grafos
split, o problema é polinomial [40]], e para grafos fortemente cordais-(1, 1), o problema é
NP-completo [21] . O simbolo [x] significa que o resultado ainda néo foi publicado.

Com o intuito de solucionar 0 PROBLEMA SANDUICHE PARA COGRAFOS-(k,/),
comecamos o estudo estrutural da classe, uma vez que uma caracterizacao de tal espécie
ndo existia. Apresentamos no Capitulo 4, uma caracterizacao estrutural e decomposicao
para cografos-(2,1) e (1,2), que nos possibilitou provar que 0 PROBLEMA SANDU{CHE
PARA COGRAFOS-(2,1) e (1,2) é NP-completo. J4 iniciamos o estudo para esten-

der a caracterizac@o estrutural e decomposicdo para a classe dos cografos-(k, /), mas
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ainda nao obtivemos resultados conclusivos. Devido ainda a este estudo, apresenta-
mos o primeiro caso de ndo monotonicidade com relacdo a jun¢do de duas proprieda-
des para as quais sabemos que 0 PROBLEMA SANDUICHE € polinomial: 0 PROBLEMA
SANDUICHE PARA JUNCAO DE DOIS GRAFOS DE LIMIAR que é NP-completo, embora
0 PROBLEMA SANDUICHE PARA GRAFO DE LIMIAR seja polinomial. Temos grande in-
teresse em continuar o estudo de problemas sanduiche quando consideramos a juncdo
de duas propriedades para as quais sabemos que o problema sanduiche € polinomial.
Tendo como base 0 PROBLEMA SANDUICHE PARA COGRAFO0S-(2,1) e (1,2), mostra-
mos por indug¢do matemadtica sobre k, £ que 0 PROBLEMA SANDUICHE PARA COGRAFOS-
(k,?) é NP-completo para k+ ¢ > 3, k,/ inteiros positivos fixos. Para os casos onde um
dos pardmetros € nulo, mostramos que 0 PROBLEMA SANDUICHE PARA COGRAFOS-
(k,0) e (0,¢) é polinomial quando k < 2 ou ¢ < 2 fixo. Em contrapartida, 0 PROBLEMA
SANDUICHE PARA COGRAFOS (k,0) e (0,£), com k >3 ou ¢ > 3 fixo, é NP-completo.
As tabelas e apresentam o que era conhecido sobre a complexidade computacio-
nal do PROBLEMA SANDUICHE PARA COGRAFOS-(k, /) e 0 sabemos atualmente apds tal

estudo, ou seja, a dicotomia P versus NP-completo totalmente classificada.

AYAL 1 [2]3]4
0 = [wivial [ 272
I [wivial | P | 2] ?]?
2 | 2 7 [27]?]2
3 ? 7 [7]?]2
41 2 7 [7]?]2

Tabela 7.2: Complexidade computacional do PROBLEMA SANDUICHE PARA
COGRAFOS-(k, /) antes de iniciarmos o estudo.

k\ /¢ 0 1 2 3 4
0 - trivial P NP-c | NP-c
1 trivial P NP-c | NP-c | NP-c
2 P NP-c | NP-c | NP-c | NP-c
3 NP-c | NP-¢c | NP-c | NP-c | NP-c
4 NP-c | NP-¢c | NP-c | NP-c | NP-c

Tabela 7.3: Dicotomia P versus NP-c do PROBLEMA SANDUICHE PARA COGRAFOS-
(k,0),k,0 fixos.

A Figura mostra nossa contribui¢ao ao diagrama apresentado por Golumbic, Ka-

plan e Shamir no artigo seminal de problemas sanduiche [40].
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Figura 7.1: Nossa contribui¢do para o diagrama de [40].



No que concerne a PROBLEMAS SANDUICHE COM CONDICOES DE CONTORNO,
nosso principal resultado é um algoritmo em tempo polinomial para solucionar o pro-
blema (%, CORDAL-(2, 1), PNC), onde PNC significa nimero polinomial de cliques.

Ainda como aplicacdo da caracterizacdo estrutural e decomposi¢cdo para cografos-
(2,1) e (1,2) apresentada no Capitulo 4] provamos que os problemas PROBE PARTICI-
ONADO COGRAFO-(2,1) e (1,2) e PROBE COGRAFO-(2,1) e (1,2) sdo soluciondveis
em tempo polinomial. Pretendemos classificar completamente a dicotomia P versus NP-
completo da complexidade computacional do problema PROBE-(k, {).

O estudo de reconhecimento de grafos probe, em ambas as versdes, particionada e ndo
particionada, seguiu de encontro a classes definidas por subgrafos proibidos. Comec¢amos
estudando os grafos livres de C; e provamos que os problemas PROBE PARTICIONADO LI-
VRE DE C € PROBE LIVRE DE Ci, para k > 4 sao NP-completos. Provamos o mesmo para
grafos livres de (Cy, ... ,C N|), onde N € o conjunto dos vértices nao probe. Ainda traba-
lhando com classes definidas por subgrafos proibidos, considerando F' um grafo 3-conexo
nao completo, provamos que s€ 0 PROBLEMA SANDUICHE PARA GRAFOS LIVRE DE F
¢ NP-completo, entdo o problema PROBE PARTICIONADO LIVRE DE F' € NP-completo
e que, neste caso, o problema PROBE LIVRE DE F também € NP-completo. Quando
F € um grafo 2-conexo ndo completo, provamos que se o problema PROBE PARTICIO-
NADO LIVRE DE F € NP-completo, entdo o problema PROBE LIVRE DE F é também
NP-completo. Além disso, mostramos que podemos estender este resultado para uma
familia .# de subgrafos proibidos 2-conexos e ndo completos e, em posse deste resultado
analisamos duas conjecturas super importantes no estudo de grafos probe: a Conjectura
para grafos probe perfeitos e a Conjectura forte para grafos probe perfeitos. Sabendo
que a familia de subgrafos proibidos para os grafos perfeitos € uma familia de grafos 2-
conexos € ndo completos, temos o seguinte resultado: se a Conjectura Forte para grafos
probe perfeitos for verdadeira, entdo a Conjectura para grafos probe perfeitos também
¢ verdadeira. Contudo, caso a Conjectura para grafos probe perfeitos seja falsa, temos
um resultado muito mais interessante, pois neste caso, caso PROBE PARTICIONADO PER-
FEITO seja NP-completo, 0 PROBLEMA SANDUICHE PARA GRAFOS PERFEITOS estaria
provado NP-completo.

No que concerne ao problema de reconhecimento de grafos probe, pretendemos con-
tinuar o estudo ja iniciado para subgrafos desconexos e 1-conexos. Além disso, obvi-
amente queremos nos aprofundar no estudo do problema PROBE PARTICIONADO PER-
FEITO, para quem sabe, utilizando os resultados apresentados aqui, podermos solucionar
0 PROBLEMA SANDUICHE PARA GRAFOS PERFEITOS.
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