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Resumo da Tese apresentada à COPPE/UFRJ como parte dos requisitos necessários
para a obtenção do grau de Doutor em Ciências (D.Sc.)
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LINEAR INTEIRA MISTA BINÁRIA E PROGRAMAÇÃO QUADRÁTICA NÃO

CONVEXA.

Wendel Alexandre Xavier de Melo

Março/2016

Orientadores: Marcia Helena Costa Fampa
Fernanda Maria Pereira Raupp
Jon Lee

Programa: Engenharia de Sistemas e Computação

Este trabalho é fundamentalmente dividido em duas partes. Na primeira parte,
elaboramos uma nova metodologia para a abordagem do problema convexo de Pro-
gramação Não Linear Inteira Mista (PNLIM) binária. Apresentamos aqui duas
versões de um algoritmo exato para solucionar o problema mencionado baseadas
na ideia de minimização do gap de integralidade. Demonstramos aqui a convergên-
cia dos algoritmos em número finito de iterações. As abordagens propostas podem
localizar soluções viáveis rapidamente, habilitando assim seu uso na qualidade de
heurística de viabilidade. Na segunda parte, tratamos do problema de otimização
global onde os termos não convexos se remetem a expressões quadráticas na função
objetivo e/ou restrições. Desenvolvemos uma abordagem baseada em decomposi-
ção por Diferença de duas funções Convexas (DC) para a construção de relaxações
convexas adotadas em um procedimento de Branch-and-Bound Espacial (BBE).
Apresentamos diferentes estratégias de decomposição e demonstramos a equivalên-
cia de algumas das mesmas. Em ambas as partes, fornecemos resultados computa-
cionais promissores. Complementarmente às contribuições teóricas, desenvolvemos
contribuições práticas por meio de pacotes computacionais que implementam as
abordagens aqui descritas. Estes pacotes computacionais serão disponibilizados à
comunidade técnica e científica para uso livre.
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This thesis is divided into two parts. In the first one, we develop a new method-
ology to treat binary Mixed Integer NonLinear Programming (MINLP) problems.
We present two versions of an exact algorithm to solve the addressed problem based
on integrality gap minimization. We demonstrate the convergence of the algorithms
in a finite number of iterations. The proposed approaches can find feasible solu-
tions quickly, enabling its usage as a feasibility heuristic. In the second part, we
deal with the global optimization problem where noncmonvex terms only appear in
quadratic expressions in the objective function and/or constraints. We develop an
approach based on the Difference of two Convex functions (DC) in order to build a
convex relaxation to be used in a Spatial Branch-And-Bound procedure. We present
different decomposition strategies and we prove the equivalence of some of the. In
both parts, we provide promising computational results. We also develop practical
contributions by means of computational packages that implement the approaches
described here. Those packages will be available to technicians and researchers for
free usage.
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Capítulo 1

Apresentação Geral

Este trabalho é essencialmente dividido em duas partes distintas. Em cada uma des-
sas partes, é tratado um problema de otimização específico, para o qual desenvolve-
mos abordagens de solução e apresentamos resultados computacionais consistentes.

Na Parte I, abordamos o problema convexo de Programação Não Linear Inteira
Mista (PNLIM) binária:

(P ) min
x, y

f(x, y)

sujeito a: g(x, y) ≤ 0,

x ∈ X, y ∈ Y ∩ {0, 1}ny ,

(1.1)

onde X e Y são subconjuntos poliédricos de Rnx e Rny , respectivamente. As fun-
ções f : X × Y → R e g : X × Y → Rm são convexas, contínuas e duplamente
diferenciáveis. Foram desenvolvidos dois algoritmos para solucionar o problema (P )

de forma exata baseados na ideia de minimização de gap de integralidade. Por essa
razão, os mesmos foram denominados como Algoritmos de Minimização de Gap de
Integralidade (AMGI). Ambas as versões de AMGI são apresentadas em detalhes e
a convergência para solução ótima em número finito de iterações é demonstrada. As
abordagens AMGI possuem a peculiaridade de poderem localizar soluções viáveis
de forma bastante rápida, o que habilita seu uso como heurística de viabilidade,
podendo ter, nesse contexto, sua execução interrompida de forma precoce, isto é,
antes da otimalidade ser comprovada. Realizamos experimentos computacionais
avaliando o desempenho de AMGI em relação a outros algoritmos exatos de PNLIM
encontrados na literatura. Adicionalmente, também comparamos AMGI com alguns
algoritmos heurísticos. Em ambos os casos, conseguimos resultados promissores.

Na Parte II, tratamos o problema não convexo de Programação Não Linear
onde a não convexidade se remete apenas a termos quadráticos existentes na função
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objetivo e/ou restrições:

(PQR) z := min
x

f0(x) + q0(x),

sujeito a: fi(x) + qi(x) ≤ bi, i = 1, . . . ,m

lx ≤ x ≤ ux,

xj ∈ Z, para j ∈ I,

(1.2)

onde, para j = 0, . . . ,m, fj(x) são funções não lineares convexas e qj(x) = 1
2
x′Qjx

são funções quadráticas. Assumimos aqui que a região viável de (PQR) é limitada
e que ao menos alguma das matrizes simétricas Qj, j = 0, . . . ,m não é semidefinida
positiva, o que significa dizer que, ao menos uma das funções qj(x) é não convexa.
Observe que o problema (PQR) pode incorporar variáveis em domínios inteiros, o
que o torna um problema de PNLIM não convexa. Uma abordagem baseada em
Branch-And-Bound Espacial (BBE) é proposta para o problema (PQR). Apre-
sentamos diferentes estratégias de decomposição da parte não convexa de (PQR)

com o propósito de construir uma relaxação convexa funcional para este problema
a ser adotada em nosso algoritmo baseado em BBE. Novamente, são apresenta-
dos resultados computacionais onde avaliamos o desempenho de diversas estratégias
de decomposição. Adicionalmente, comparamos nossos melhores resultados com os
de conhecidos pacotes computacionais comumente utilizados para solucionar o pro-
blema (PQR). Nesse último contexto, o trabalho aqui desenvolvido se mostrou
extremamente competitivo.

Ambas as partes tiveram como objetivo adicional, além da contribuição teórica
por meio da pesquisa sobre algoritmos, a apresentação de uma contribuição prática
computacional por meio da construção de solvers que implementam as abordagens
aqui propostas. Os pacotes computacionais aqui desenvolvidos, descritos brevemente
ao final de cada parte, serão disponibilizados à comunidade técnica e científica como
software aberto. Esperamos desse modo contribuir de forma direta e efetiva para o
desenvolvimento não apenas das áreas aqui estudadas, mas do conhecimento cientí-
fico como um todo nos seus mais diversos campos de atuação.
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Parte I

Algoritmos de Minimização de Gap

para Programação Não Linear
Inteira Mista Binária
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Capítulo 2

Introdução

2.1 Definição do problema

Problemas de Programação Não Linear Inteira Mista (PNLIM) são caracterizados
pela presença simultânea de variáveis em domínios contínuos e discretos, além de
expressões não lineares incorporadas na função objetivo e/ou restrições. Particular-
mente, nesta parte do trabalho, abordamos o problema de PNLIM binária, o que se
constitui em um problema de PNLIM onde todas as variáveis inteiras são binárias,
isto é, restritas aos valores {0, 1}:

(P ) min
x, y

f(x, y)

sujeito a: g(x, y) ≤ 0,

x ∈ X, y ∈ Y ∩ {0, 1}ny ,

(2.1)

onde X e Y são subconjuntos poliédricos de Rnx e Rny , respectivamente. As fun-
ções f : X × Y → R e g : X × Y → Rm são convexas, contínuas e duplamente
diferenciáveis. Uma vez que as funções de (P ) são convexas, o problema (P ) é dito
convexo, embora, a simples presença de variáveis binárias o torne não convexo a
rigor. Destacamos que uma variável inteira não binária com limitantes inferior e
superior finitos pode ser substituída por uma expressão linear em função apenas de
variáveis binárias. Deste modo, mesmo um problema de PNLIM não binária pode
ser resolvido por abordagens para PNLIM binária, embora, na prática, esse tipo
de transformação não seja recomendada por aumentar a dificuldade envolvida na
resolução do problema.

PNLIM tem sido objeto de estudo de diversos pesquisadores em tempos recen-
tes. O leitor interessado pode conferir bons trabalhos de revisão bibliográfica em
[1–5]. Dentre as aplicações de PNLIM encontradas na literatura, podemos mencio-
nar: planejamento de redes de telecomunicações [6], agendamento de operações em
refinarias de petróleo [7], sistemas de geração de energia [8], projetos de cadeias de
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suprimentos [9], caminhos de robôs industriais [10], síntese de processos químicos
[11], prevenção de conflitos de aeronaves [12], redes metabólicas em biotecnologia
[13], redes de distribuição de água [14], trajetória de válvulas em séries de tanques
em cascatas [15], projeto de camada de isolante térmico para o Grande Colisor de
Hádrons [16] e recarga de núcleo de reatores nucleares [16].

2.2 Classes de algoritmos para PNLIM

Ao longo dos últimos anos, diversos algoritmos foram apresentados para a resolução
de problemas de PNLIM. Neste trabalho, formulamos uma classificação própria para
enquadrar os algoritmos existentes nas seguintes categorias:

1. Algoritmos de aproximação linear: Este tipo de algoritmo resolve um
problema de PNLIM convexo aproximando-o por uma sequência de proble-
mas de Programação Linear Inteira Mista (PLIM), cujas resoluções fornecem
limitantes inferiores (no caso de minimização) para o problema abordado. A
principal vantagem destes algoritmos é que eles se valem diretamente de todo
o avanço e maturidade já alcançados na área de PLIM, o que tem se mostrado
especialmente eficiente em casos onde o grau de não linearidade do problema
de PNLIM abordado é baixo. O principal ponto fraco é que, a cada iteração,
um novo problema de PLIM com mais linearizações que o anterior precisa ser
resolvido, o que, em alguns casos, pode tornar estes algoritmos desvantajosos
em comparação com os demais, caso muitas linearizações sejam necessárias
até que o problema original esteja adequadamente aproximado. Os principais
representantes dessa classe de algoritmos são os algoritmos de decomposição
de Benders generalizada [17], aproximação externa [11, 18], branch-and-bound
linear/não linear baseado em aproximação externa [19] e plano de corte esten-
dido [20].

2. Algoritmos de branch-and-bound não linear: De modo geral, esta classe
generaliza ao contexto não linear a conhecida metodologia de particionamento
de espaço conhecida como Branch-And-Bound (BB), já amplamente difundida
no universo de PLIM. O sucesso na aplicação de BB para PLIM está forte-
mente relacionado à adoção de técnicas auxiliares para aceleração de sua con-
vergência tais como pré-processamento, (re)início promissor (hot start), strong
branching, e geração de cortes. Estas técnicas em geral não são facilmente es-
tendidas ao universo não linear, o que, aliado a uma relativa dificuldade na
resolução de problemas de Programação Não Linear contínua (PNL), faz com
que os algoritmos de BB ainda não consigam repetir neste novo ambiente
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o mesmo êxito alcançado em PLIM. Trabalhos envolvendo algoritmos dessa
classe para PNLIM podem ser conferidos em [21–26].

3. Algoritmos de subproblemas contínuos: Algoritmos desta categoria são
caracterizados pela resolução de uma sequência de problemas em domínio con-
tínuo. Diferentemente dos algoritmos de BB, esta classe não faz particiona-
mento explícito do espaço em seu processo de convergência. Como repre-
sentantes desta classe, podemos citar algoritmos baseados em programação
quadrática sequencial [27, 28], embora, segundo nosso melhor conhecimento,
não exista ainda demonstração de convergência para estes algoritmos. Temos
ainda em [29] um algoritmo baseado em lagrangeano para problemas separá-
veis ou polinomiais 0-1 e o trabalho apresentado em [30], onde o problema
de PNLIM binário com restrições lineares é reformulado como um problema
não-convexo cuja resolução é feita através de um esquema de penalização e
suavização.

4. Reformulação como problema de programação disjuntiva: Nos últimos
anos, alguns trabalhos têm levantado a questão de que problemas de PNLIM
podem ser reformulados como problemas de Programação Disjuntiva (PD),
que são problemas de otimização que incorporam variáveis lógicas para decidir
se determinados conjuntos de restrições devem ser satisfeitos ou não. Nesse
contexto, problemas de PNLIM podem então ser tratados por algoritmos de-
senvolvidos no âmbito de PD. Vale destacar que, neste caso, a recíproca se
mostra verdadeira, isto é, problemas de Programação Disjuntiva podem ser
reformulados e resolvidos como problemas de PNLIM. O leitor interessado no
assunto pode consultar os recentes trabalhos [2, 31–34].

5. Abordagens híbridas: Os algoritmos dessa categoria procuram combinar
características presentes nos algoritmos das categorias anteriores. O objetivo
principal é aproveitar as principais vantagens das abordagens mescladas e, de
forma simultânea, remediar seus pontos fracos. Como representantes dessa
classe, podemos mencionar o algoritmo em [35], que mistura o algoritmo de
BB linear/não linear baseado em aproximação externa com o algoritmo de
aproximação externa puro, e [36], que mistura branch-and-bound não linear
padrão com aproximação externa.

6. Heurísticas: Em geral, abordagens dessa classe têm como objetivo forne-
cer soluções viáveis para os problemas abordados (heurísticas de viabilidade),
ou melhorar soluções viáveis já obtidas para os mesmos (heurísticas de me-
lhoramento). Heurísticas podem utilizar mecanismos dos mais variados tipos
para cumprir suas metas, inclusive apresentar características de algoritmos
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das classes descritas anteriormente. Todavia, preferimos separar as heurísticas
em uma categoria a parte devido ao seu não compromisso com a otimalidade
do problema abordado. Em outras palavras, a aplicação de uma heurística
não traz a garantia da obtenção de uma solução ótima, mas, ainda assim, es-
ses algoritmos têm suma importância pelo fato de poderem ser utilizados em
conjunto com os demais algoritmos para acelerar a convergência destes. Uma
boa solução viável, juntamente com o limitante superior (minimização) que a
mesma fornece, pode ser de grande utilidade para:

(a) Melhorar aproximações lineares;

(b) Evitar a exploração desnecessária de sub-ramos da árvore de enumeração
dos algoritmos de BB, ou ao menos diminuir a demanda por memória
destes uma vez que, um bom limitante superior pode diminuir o tamanho
máximo da lista de sub-ramos em aberto;

(c) Ser utilizada como um bom ponto de partida para os algoritmos de re-
formulação contínua.

Ademais, em alguns casos, obter uma solução viável para um problema de
PNLIM pode se constituir por si só em uma tarefa bastante árdua, sendo
até mesmo impraticável para alguns algoritmos não heurísticos cumpri-la em
tempo razoável. O desenvolvimento e aplicação de heurísticas para PNLIM
são relatados em [1, 37–41].

Ressaltamos que, dentre outras razões, por ser esta uma área de estudo relati-
vamente recente, ainda não existe uma abordagem com desempenho prático clara-
mente superior às demais. Além disso, os diversos algoritmos até então apresenta-
dos muitas vezes apresentam performance prática que deixa a desejar, demandando
grande esforço computacional para a resolução de problemas de tamanho modesto
em comparação aos problemas já resolvidos pelos algoritmos para PLIM. Estes fatos
justificam plenamente as pesquisas pela melhoria dos algoritmos já existentes, bem
como aquelas por novas abordagens promissoras para PNLIM, tanto em âmbito de
metodologias exatas quanto de metodologias heurísticas.

2.3 Escopo

Esta parte do trabalho inicialmente propõe, no Capítulo 3, um algoritmo da classe
de subproblemas contínuos para a resolução de (P ) denominado como Algoritmo de
Minimização do Gap de Integralidade 1 ou AMGI1 . AMGI1 é baseado na ideia
da resolução de problemas não convexos visando a minimizar o gap de integrali-
dade e, assim, encontrar uma sequência de soluções viáveis até a solução ótima ser
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encontrada. Posteriormente, no Capítulo 4, desenvolvemos uma segunda versão do
algoritmo denominada como AMGI2, onde nos aproveitamos da mesma ideia da ver-
são anterior incorporada em procedimento de branch-and-bound. Embora AMGI1
e AMGI2 tenham sido formulados para a resolução de (P ) até a sua otimalidade,
percebemos que estes algoritmos tendem a localizar soluções viáveis rapidamente,
o que nos motivou a apresentar uma pequena modificação em AMGI2 para tornar
mais efetivo o seu uso como heurística de viabilidade no Capítulo 4. Resultados
computacionais são apresentados no Capítulo 5, onde desenhamos ainda algumas
conclusões. Adicionalmente, fazemos proveito deste capítulo para apresentar uma
das maiores contribuições produzidas por este trabalho de pesquisa, que consiste no
oferecimento à comunidade técnica e científica de um novo pacote computacional
aberto para PNLIM, o solver Muriqui.
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Capítulo 3

O Algoritmo de Minimização do Gap

de Integralidade (versão 1)

3.1 O problema abordado

Conforme mencionado no Capítulo 2, nesta parte do trabalho abordamos o seguinte
problema convexo de Programação Não Linear Inteira Mista (PNLIM) onde todas
as variáveis inteiras são binárias:

(P ) min
x, y

f(x, y)

sujeito a: g(x, y) ≤ 0,

x ∈ X, y ∈ Y ∩ {0, 1}ny .

(3.1)

onde X e Y são subconjuntos poliédricos de Rnx e Rny , respectivamente. As funções
f : X × Y → R e g : X × Y → Rm são convexas e duplamente diferenciáveis e
contínuas. Assumimos aqui que (P ) possui solução ótima.

3.2 Subproblemas Considerados

Algoritmos que tratam o problema (P ) comumente abordam a versão relaxada deste
na qual as restrições de integralidade são omitidas. Desse modo, constrói-se o se-
guinte problema de Programação Não Linear contínua (PNL), denominado relaxação
contínua de (P ):

(P̃ ) min
x, y

f(x, y)

sujeito a: g(x, y) ≤ 0,

0 ≤ y ≤ 1,

x ∈ X, y ∈ Y.

(3.2)

Seja (x̃, ỹ) uma solução qualquer para (P̃ ). Definimos o gap de integralidade
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(ou simplesmente gap) de (x̃, ỹ) como sendo uma medida para a distância que esta
solução está de satisfazer as restrições de integralidade relaxadas em (P̃ ). Uma das
possíveis formas de se calcular este gap de integralidade é através da expressão:

gap(y) =

ny∑
i=1

yi(1− yi)

Observe que, obviamente, o gap não depende das variáveis contínuas x̃. Note
ainda que, considerar as restrições de integralidade de (P ) consiste em considerar
na região viável deste problema apenas as soluções onde o respectivo gap é zerado.
Deste modo, nossa motivação para o desenvolvimento de um novo algoritmo para
PNLIM binária vem do fato de que podemos substituir as restrições de integralidade
pelas restrições gap(y) = 0 e 0 ≤ y ≤ 1, obtendo assim o seguinte problema de PNL:

(P̄ ) min
x, y

f(x, y) (3.3)

sujeito a: g(x, y) ≤ 0, (3.4)
ny∑
i=1

yi(1− yi) = 0, (3.5)

0 ≤ y ≤ 1, (3.6)

x ∈ X, y ∈ Y. (3.7)

Embora (P̄ ) seja um problema apenas em domínio contínuo, o que em princípio
simplificaria seu processo de resolução, a restrição (3.5) o torna não convexo e com
região viável desconexa, o que dificulta de forma bastante acentuada o processo
prático de obtenção de uma de suas soluções ótimas globais. Por esta razão, Murray
e Ng propõem em [30] um algoritmo para a resolução de um problema de PNLIM com
variáveis binárias e restrições lineares onde a restrição (3.5) é penalizada na função
objetivo. Para lidar com a não-convexidade da nova função objetivo, uma estratégia
de suavização é adotada pelos autores. Este mesmo recurso de penalizar a restrição
(3.5) na função objetivo já havia sido anteriormente abordado por Raghavachari em
[42], ainda no âmbito de Programação Linear Inteira Mista (PLIM).

Diante das dificuldades trazidas pela incorporação da restrição (3.5), e notando
que o gap de uma solução viável de P̃ tem como menor valor possível o valor zero,
consideramos a resolução de outro problema de otimização onde o objetivo consiste
em apenas minimizar o gap de integralidade:
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(
PG
)

min
x, y

ny∑
i=1

yi(1− yi) (3.8)

sujeito a: g(x, y) ≤ 0, (3.9)

0 ≤ y ≤ 1, (3.10)

x ∈ X, y ∈ Y. (3.11)

Denominamos o problema (PG) como problema de minimização de gap de integra-
lidade. Embora a função objetivo de (PG) seja côncava (não convexa), o que ainda
traz dificuldades para a sua resolução, sua região viável é convexa, o que favorece o
processo de obtenção de soluções por parte dos pacotes de PNL em geral. Observe
ainda que este problema não considera a função objetivo original de (P ), tendo como
único foco a obtenção de uma solução viável para o mesmo. É facilmente verificável
que se a região viável de (P ) é não vazia, uma solução (x̄,ȳ) é ótima global de (PG)

se, e somente se, a mesma é viável para (P ).
A obtenção de uma solução ótima global para o problema (PG) nos dá uma

solução viável para (P ). Entretanto, nada podemos aferir sobre a qualidade dessa
solução, já que a função objetivo original de (P ) não é considerada nesse novo pro-
blema. Sendo assim, qualquer solução viável para (P ) pode ser obtida com este
processo, inclusive alguma que maximize a função objetivo f(x,y) no lugar de al-
guma que a minimize. Para remediar este fato, adotamos duas estratégias visando
a melhoria da solução encontrada. A primeira estratégia consiste em realizar uma
espécie de busca local sobre a vizinhança dessa solução. Tomando por (x̄,ȳ) a solu-
ção ótima global obtida para (PG), realizamos uma busca local em sua vizinhança
resolvendo o seguinte problema de PNL obtido de (P ) ao se fixar y em ȳ:

(P (ȳ)) min
x

f(x, ȳ)

sujeito a: g(x, ȳ) ≤ 0,

x ∈ X.
(3.12)

Observe que a resolução do problema (P (ȳ)) fornece uma solução x̃ tal que
(x̃, ȳ) é a melhor solução para (P ) tendo ȳ como valor para a variável inteira y

(no caso de (P (ȳ)) possuir múltiplas soluções ótimas, (x̃, ȳ) será uma das melhores
soluções para (P ) com y fixo em ȳ). É importante mencionar que esta estratégia
de resolver o problema (P (ȳ)) é adotada em certos algoritmos para PNLIM que se
valem de aproximação linear - como decomposição de Benders generalizada [17] e
aproximação externa [11] - para obtenção de limitantes superiores válidos para (P )

e fortalecimento, por meio da solução obtida, das respectivas relaxações de PLIM
utilizadas por estes algoritmos.

11



Nossa segunda estratégia de melhoria de solução consiste na resolução do seguinte
problema PNL, que também visa minimizar o gap de integralidade e adota uma
restrição de corte de nível objetivo:

(P̂G(zu, εc)) min
x, y

ny∑
i=1

yi(1− yi) (3.13)

sujeito a: g(x, y) ≤ 0, (3.14)

f(x, y) ≤ zu − εc, (3.15)

0 ≤ y ≤ 1, (3.16)

x ∈ X, y ∈ Y. (3.17)

onde zu é o melhor limitante superior obtido para (P ), e εc > 0 é uma tolerância de
convergência. Denominamos o problema (P̂G(zu, εc)) como problema de minimização
de gap de integralidade com corte de nível objetivo. Note que a única diferença entre
os problemas (PG) e (P̂G(zu, εc)) é que este último traz a restrição de corte de nível
objetivo (3.15), que visa a obtenção de uma solução viável que melhore o limitante
superior conhecido, quando possível.

3.3 Algoritmo e Demonstração de Convergência

Tendo apresentado os subproblemas de interesse, estamos prontos para introduzir
a primeira versão de nosso algoritmo para solucionar o problema (P ), denominado
aqui como Algoritmo de Minimização de Gap de Integralidade. Designamos esta
primeira versão do algoritmo como AMGI1 e o apresentamos como Algoritmo 3.1.
Observe que uma solução (x̄0, ȳ0) viável para (P ) pode ser obtida na linha 1 com
a resolução de (PG). Em caso de sucesso, usamos o valor ȳ0 para a resolução de
(P (ȳ0)) na expectativa de melhorar a solução obtida. Observe que o laço entre as
linhas 7 e 15 considera o problema (P̂G(zu, εc)) no lugar de (PG) e tem como objetivo
obter uma sequência de soluções (x̃k, ȳk) cada vez melhores com respeito à função
objetivo, até que (P̂G(zu, εc)) seja inviável ou sua resolução forneça uma solução ȳk

não inteira. O teorema a seguir assegura a convergência do algoritmo AMGI1 em um
número finito de iterações se otimalidade global puder ser assegurada na resolução
de (PG) e (P̂G(zu, εc)).

Teorema 3.1. Sejam (PG) e (P̂G(zu, εc)) os problemas de minimização de gap de
integralidade tomados pelo algoritmo AMGI1 (Algoritmo 3.1). Se estes problemas
sempre puderem ser resolvidos até a sua otimalidade global ao longo da execução
deste algoritmo, então o mesmo convergirá para a solução ótima de (P ), com tole-
rância εc, em um número finito de iterações.
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Entrada: (P ): problema de PNLIM abordado, εc: tolerância de convergência
Saída: (x∗, y∗): Solução ótima para (P )

1 Seja (x̄0, ȳ0) uma solução ótima global de (PG) ;
2 se ȳ0 for inteira então
3 Seja x̃0 uma solução ótima de (P (ȳ0)) ;
4 (x∗, y∗) = (x̃0,ȳ0) ;
5 zu = f(x̃0,ȳ0) ;
6 k = 1 ;
7 enquanto (P̂G(zu, εc)) for viável faça
8 Seja (x̄k, ȳk) uma solução ótima global de (P̂G(zu, εc)) ;
9 se ȳk for inteira então

10 Seja x̃k uma solução ótima de (P (ȳk)) ;
11 (x∗, y∗) = (x̃k,ȳk) ;
12 zu = f(x̃k, ȳk) ;

13 senão
14 pare o algoritmo ;

15 k = k + 1 ;

Algoritmo 3.1: Algoritmo AMGI1.

Demonstração. Uma vez que o problema (PG) é resolvido até a otimalidade global,
se (P ) for viável, o algoritmo AMGI1 obterá, na linha 1, uma solução viável inicial
(x̄0, ȳ0) com ȳ0 inteira. A resolução de (P (ȳ0)) nos dará a solução (x̃0, ȳ0), que,
então, será a melhor solução viável de (P ) tendo ȳ0 como valor para y e o valor
f(x̃0, ȳ0) será utilizado como valor inicial para o limitante superior zu.

A partir de então, o algoritmo considera o problema (P̂G(zu, εc)), que possui
restrição de corte de nível objetivo sobre o valor corrente de zu. Uma vez que
esse corte é feito primeiramente sobre o valor da melhor solução que possui ȳ0 como
valor para y, podemos garantir que ȳ0 não pode figurar como valor de y em nenhuma
solução viável de (P̂G(zu, εc)). Desse modo, se (x̃0, ȳ0) não for ótima para (P ), a
solução (x̄1, ȳ1) obtida terá ȳ1 6= ȳ0, f(x̄1, ȳ1) < f(x̃0, ȳ0) e será utilizada para
obter a solução (x̃1, ȳ1), que será a melhor solução viável de (P ) tendo ȳ1 como
valor para y. Esta última solução será então utilizada para atualizar o limitante
superior zu. Estendendo esse raciocínio, temos que, a cada iteração, a resolução de
(P̂G(zu, εc)) nos fornecerá uma solução inteira para y de valor ȳk diferente de todos
os valores obtidos nas iterações anteriores (isto é, ȳk 6= ȳj,∀j ∈ {0, 1, . . . , k − 1}),
até que o problema (P̂G(zu, εc)) seja inviável, ou forneça um valor ȳk não inteiro
em sua solução ótima global. Temos ainda que o limitante superior zu assumirá
uma sequência decrescente de valores. Uma vez que o número de soluções diferentes
para y é finito, já que todas as variáveis inteiras são binárias, temos que AMGI1
convergirá em um número finito de iterações, e a última solução viável obtida para
(P ) será ótima para este problema com tolerância εc.

Apontamos que o Algoritmo 3.1 não obtém limitantes inferiores para (P ) até que
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algum dos seus critérios de parada de otimalidade seja atendido, isto é, o problema
(P̂G(zu, εc)) se torna inviável ou fornece solução ótima global não inteira. Quando
algum destes eventos ocorre, podemos tomar o valor zu − εc como limitante infe-
rior para (P ). Em situações práticas onde seja necessário obter uma sequência de
limitantes inferiores para (P ) antes da otimalidade ser comprovada, pode-se utilizar
uma versão modificada do algoritmo. Seja a restrição de corte de nível objetivo

f(x, y) ≤ w (3.18)

onde w é constante, possivelmente uma estimativa para o limitante inferior. Con-
forme já mencionado, se esta restrição tornar o problema (P̂G(w, 0)) inviável ou com
solução ótima não inteira, podemos tomar w como limitante inferior para (P ). De
posse desta informação, podemos desenvolver uma adaptação do algoritmo onde o
parâmetro w seja atualizado em uma busca binária entre o limitante inferior zl e o
limitante superior zu corrente, conforme expresso no Algoritmo 3.2. A estimativa
inicial de zl pode ser obtida com a resolução de (P̃ ) (relaxação contínua de (P )).

Entrada: (P ): problema de PNLIM abordado, εc: tolerância de convergência
Saída: (x∗, y∗): Solução ótima para (P )

1 Seja (x̃0, ỹ0) a solução de (P̃ ) ;
2 zl = f(x̃0, ỹ0) ;
3 se ỹ0 for inteira então
4 (x∗, y∗) = (x̃0,ỹ0) ;
5 zu = f(x̃0, ỹ0) ;
6 pare o algoritmo ;

7 Seja (x̄1, ȳ1) uma solução ótima global de (PG) ;
8 se ȳ1 for inteira então
9 Seja x̃1 uma solução ótima de (P (ȳ1)) ;

10 (x∗, y∗) = (x̃1,ȳ1) ;
11 zu = f(x̃1,ȳ1) ;
12 k = 2 ;
13 enquanto zu − zl > εc faça
14 w = zl+zu

2 ;
15 se (P̂G(w, 0)) for viável então
16 Seja (x̄k, ȳk) uma solução ótima global de (P̂G(w, 0)) ;
17 se ȳk for inteira então
18 Seja x̃k uma solução ótima de (P (ȳk)) ;
19 (x∗, y∗) = (x̃k,ȳk) ;
20 zu = f(x̃k, ȳk) ;

21 senão
22 zl = w ;

23 senão
24 zl = w ;

25 k = k + 1 ;

Algoritmo 3.2: Algoritmo AMGI1 modificado.
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Ressaltamos que, no Algoritmo 3.2, o parâmetro w, usado para compor a res-
trição de corte de nível objetivo (3.15), é calculado como sendo o valor médio entre
zl e zu (linha 14). Desse modo, podemos garantir que o gap de otimalidade zu − zl

sempre será reduzido a, pelo menos, a metade a cada iteração do laço nas linhas
13-25, visto que, ou limitante inferior zl será atualizado para w (linhas 22 e 24), ou
o limitante superior zu será atualizado para um valor menor ou igual a w (linha 20).
Outros esquemas para a atualização de w podem vir a ser empregados, tentando
privilegiar, por exemplo, a atualização de zu em detrimento da de zl, ou vice-versa.
Uma possível estratégia seria a adoção de um parâmetro α ∈ (0, 1) para o cálculo
de w segundo a expressão

w = (1− α)zl + αzu .

O parâmetro α controlaria se o corte de nível objetivo seria construído mais próximo
ao limitante inferior ou ao superior.

Embora essa nova versão de AMGI1 possa parecer bastante atrativa à primeira
vista, temos observado que, na prática, a resolução dos problemas de minimização
de gap se torna consideravelmente mais dispendiosa quando o mesmo não fornece
solução inteira, o que pode acabar tornando essa versão de AMGI1 menos eficiente
em relação à original.

Por fim, apontamos que, embora os problemas de minimização de gap possuam
função objetivo não convexa, os mesmos possuem particularidades que podem vir
a ser empregadas na elaboração de um método especializado para a sua resolução.
Tais particularidades incluem:

• Função objetivo quadrática, côncava e separável;

• Região viável convexa;

• Limite inferior conhecido;

• Possibilidade de interromper o processo de resolução destes subproblemas a
qualquer momento em que um limitante inferior acima de zero for obtido para
os mesmos.

Temos notado ainda que, na prática, pode ser útil considerar a integralidade de y
nos problemas de minimização de gap com o objetivo de melhorar a eficiência de
sua resolução, pois esta informação pode acelerar um possível processo de divisão
do espaço feito por algoritmos de otimização global. De um modo geral, estratégias
auxiliares que acelerem a resolução dos problemas de minimização de gap são de
extrema utilidade para AMGI1, visto que o algoritmo tende a gastar algo em torno
de 100% de seu tempo de execução resolvendo estes problemas.
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Capítulo 4

O Algoritmo de Minimização do Gap

de Integralidade (versão 2)

4.1 O problema abordado

Neste capítulo, ainda abordamos o problema convexo de Programação Não Linear
Inteira Mista (PNLIM) binária:

(P ) min
x, y

f(x, y)

sujeito a: g(x, y) ≤ 0,

x ∈ X, y ∈ Y ∩ {0, 1}ny ,

(4.1)

onde X e Y são subconjuntos poliédricos de Rnx e Rny , respectivamente. As funções
f : X × Y → R e g : X × Y → Rm são convexas e duplamente diferenciáveis e
contínuas. Assumimos aqui que (P ) possui solução ótima.

4.2 Motivação

Conforme o Teorema 3.1 (Capítulo 3) enuncia, a convergência para a otimalidade de
AMGI1 está fortemente fundamentada na obtenção de soluções ótimas globais para
os problemas de minimização de gap (PG) e (P̂G(zu, εc)). Embora esses problemas
não convexos possuam particularidades que poderiam facilitar o seu tratamento,
conforme discutido anteriormente, o processo prático de resolução desses problemas
pode ainda se mostrar bastante árduo. Essa desvantagem é agravada pelo fato de
que uma série de problemas desse tipo precisa ser resolvida e que pode ser difícil
a obtenção de uma rotina computacional eficiente para desempenhar essa tarefa.
Com estas informações em mente, desenvolvemos um novo algoritmo baseado na
ideia de minimização de gap de AMGI1 integrada a um procedimento de Branch-
And-Bound. Este novo algoritmo não exige otimalidade global na resolução dos
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problemas de minimização de gap, o que lhe permite ser implementado com alguma
das diversas rotinas computacionais de Programação Não Linear (PNL) das quais
dispomos nos dias de hoje. Denominamos nossa abordagem como Algoritmo de
Minimização do Gap de Integralidade 2, ou AMGI2.

Segundo nosso melhor conhecimento, a metodologia mais indicada para otimizar
os problemas de minimização de gap seria a aplicação de um algoritmo de Branch-
And-Bound Espacial (BBE) . Considerando a aplicação de um algoritmo de BBE
básico sobre um dos problemas de minimização de gap, no momento apropriado para
a divisão do espaço (branching), seria necessária a escolha de uma variável yp para a
geração de duas novas subpartes do espaço. Em uma delas seria adotada a restrição
yp ≤ υ, enquanto na outra seria adotada a restrição yp ≥ υ, onde υ seria um número
real escolhido no intervalo (l̄yp , ūyp), e l̄yp e ūyp seriam, respectivamente, os limi-
tantes inferior e superior de yp na parcela do espaço sendo explorada correntemente
(inicialmente, l̄yp = 0 e ūyp = 1 ).

Observe que as duas parcelas do espaço geradas possuiriam intersecção entre
si e sua união formaria a parcela original que lhes deu origem, diferentemente do
que ocorre na aplicação do Branch-And-Bound em programação inteira. O que
gostaríamos de ressaltar é que, embora um algoritmo de BBE básico particione o
espaço das variáveis sobre valores υ fracionários, já sabemos de antemão que as
soluções de interesse apresentam valores inteiros para as variáveis y, pois essas são
as soluções que minimizam nossa função objetivo que mede o gap de integralidade.
Tendo essa valiosa informação em mente, construímos esta nova versão de AMGI
integrando o Algoritmo 3.1 com um procedimento de Branch-And-Bound que divide
o espaço tomando por base os valores inteiros que as variáveis y podem assumir, de
modo similar ao Branch-And-Bound usado em programação inteira. Nesse contexto,
mostra-se oportuna uma breve apresentação do algoritmo tradicional de Branch-
And-Bound, feita a seguir:

4.3 O Algoritmo de Branch-And-Bound padrão

Os algoritmos de Branch-And-Bound (BB), juntamente com seus derivados, como
Branch-And-Cut e Branch-And-Price, se constituem numa técnica extremamente
fundamental na área de programação inteira, seja no âmbito linear ou não linear.
Estes algoritmos se baseiam no particionamento do espaço das variáveis inteiras do
problema abordado. No nosso contexto, definimos como (PȲ ) o subproblema de (P )

referente a uma partição Ȳ ⊆ Y :
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(PȲ ) min
x, y

f(x, y)

sujeito a: g(x, y) ≤ 0

x ∈ X, y ∈ Ȳ ∩ {0, 1}ny .

(4.2)

Definimos então a relaxação contínua de (PȲ ), isto é, o subproblema deste onde
as restrições de integralidade são relaxadas, como (P̃Ȳ ):

(P̃Ȳ ) min
x, y

f(x, y)

sujeito a: g(x, y) ≤ 0

0 ≤ y ≤ 1,

x ∈ X, y ∈ Ȳ .

(4.3)

Entrada: (P ): Problema de PNLIM abordado, εc: tolerância de convergência
Saída: (x∗, y∗): solução ótima de (P )

1 zu = +∞ ;
2 Y 0 = Y ;
3 Seja N = {0} a lista inicial de nós em aberto;
4 i = 0;
5 Seja Li o limitante inferior do nó i ;
6 L0 = −∞ ;
7 enquanto N 6= ∅ faça
8 zl = minj{Lj : j ∈ N} ;
9 Selecione um nó k de N ;

10 se (P̃Y k) é inviável então
11 N = N\{k} ; // Poda por inviabilidade
12 senão
13 Seja (x̃k, ỹk) uma solução ótima de (P̃Y k) ;
14 se f(x̃k, ỹk) < zu − εc então
15 se ỹk for inteira então
16 zu = f(x̃k, ỹk) ;
17 (x∗, y∗) = (x̃k, ỹk) ;
18 N = N\{k} ; // Poda por otimalidade
19 N = N\{j : Lj ≥ zu − εc} ; // Podas por limite
20 senão

// Ramificação
21 Selecione uma variável yj com valor ỹkj não inteiro ;
22 Y i+1 = Y k ∩ {y ∈ Rny : yj ≤ bỹkj c} ;
23 Y i+2 = Y k ∩ {y ∈ Rny : yj ≥ dỹkj e} ;
24 Li+1 = Li+2 = f(x̃k, ỹk) ;
25 N = N ∪ {i+ 1, i+ 2}\{k} ;
26 i = i+ 2 ;

27 senão
28 N = N\{k} ; // Poda por limite

Algoritmo 4.1: Algoritmo de Branch-And-Bound básico.

O algoritmo básico de BB, apresentado aqui como Algoritmo 4.1, resolve as
relaxações contínuas de (PȲ ) referentes às partições do espaço geradas. Note que,
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no Algoritmo 4.1, uma árvore de busca é percorrida, onde, a cada nó k explorado,
a relaxação contínua (P̃Y k) do subproblema na partição Y k é resolvida. Assim, seja
zu o melhor limitante superior corrente e (x̃k, ỹk) uma solução ótima de (P̃Y k), caso
este seja viável. Temos então quatro possibilidades distintas a considerar:

1. O problema (P̃Y k) é inviável : neste caso, podemos descartar todos as subparti-
ções de Y k (subárvore abaixo do nó atual), pois também serão inviáveis (poda
por inviabilidade, linha 11 do Algoritmo 4.1).

2. f(xk, yk) ≥ zu: neste caso, uma vez que o valor f(xk, yk) é um limitante inferior
para (P ) em toda subpartição de Y k, temos a certeza de que nenhuma delas
apresenta solução que melhore o limitante superior conhecido, e, portanto,
podemos descartá-las (poda por limite, linha 28 do Algoritmo 4.1).

3. f(xk, yk) < zu e yk é inteira: neste caso, temos uma solução viável melhor que
a melhor solução conhecida. Assim, podemos atualizar zu e também descartar
as subpartições de Y k (poda por otimalidade, linha 18 do Algoritmo 4.1), pois
f(xk, yk) ainda é um limitante inferior para as mesmas, e, portanto, nenhuma
delas pode fornecer solução que melhore o novo limitante superior. Podemos
ainda descartar todos as demais partições em aberto da árvore que apresentam
limitante inferior maior que o novo valor de zu (podas por limite, linha 19 do
Algoritmo 4.1).

4. f(xk, yk) < zu e yk não é inteira: neste caso, precisamos avaliar subparti-
ções de Y k, pois existe a possibilidade de alguma delas abrigar solução viável
que melhore o limitante superior. Escolhemos uma variável yj para particio-
nar o espaço e ramificamos a árvore, criando assim duas novas subpartições
(ramificação, linhas 21-26 do Algoritmo 4.1).

Na prática, costumam-se empregar muitas estratégias auxiliares na aplicação do
BB com o intuito de acelerar seu processo de convergência, como, por exemplo, gera-
ção de cortes; pré-processamento; (re)inicio promissor (hot start); strong branching ;
pseudo-custos; aplicações de heurísticas e ramificação sobre múltiplas variáveis. O
leitor interessado em uma discussão mais aprofundada sobre a aplicação de BB para
PNLIM, com menção a algumas dessas estratégias, pode consultar os trabalhos
[1, 26].

4.4 Algoritmo AMGI2

Definimos então o problema de minimização de gap de integralidade com corte de
nível objetivo tomado em um determinado nó k:
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(P̂G(Y k, zu, εc)) min
x, y

ny∑
i=1

yi(1− yi) (4.4)

sujeito a: g(x, y) ≤ 0 (4.5)

f(x, y) ≤ zu − εc (4.6)

0 ≤ y ≤ 1 (4.7)

x ∈ X, y ∈ Y k (4.8)

onde Y k é a partição de Y referente ao nó k.
A segunda versão de AMGI foi projetada para ser utilizada com pacotes de PNL

que podem convergir para soluções ótimas locais ao lidarem com os problemas de
minimização de gap considerados. A cada vez que uma solução ótima (x̄k,ȳk) com ȳk

não inteiro é obtida para um desses problemas, particionamos o espaço ramificando
sobre alguma variável yj com valor ȳkj fracionário. Por outro lado, quando obtemos
ȳk inteiro nessas mesmas circunstâncias, utilizamos essa nova solução para obter
a solução (x̃k, ȳk) a partir de (P (ȳk)) que atualizará o limitante superior zu. De
posse dessa última, resolvemos novamente o problema de minimização de gap na
mesma partição corrente k, mas agora com a restrição de corte de nível objetivo
atualizada. Repetimos esses passos na partição corrente k até obtermos uma solução
(x̄k,ȳk) com ȳk não inteiro para (P̂G(Y k, zu, εc)), ou este problema se tornar inviável.
Nesse primeiro caso (ȳk não inteiro), procedemos à ramificação. No segundo caso
((P̂G(Y k, zu, εc)) inviável), realizamos poda.

O algoritmo de AMGI2 é mostrado como Algoritmo 4.2. Observe que um proce-
dimento único de Branch-And-Bound é utilizado de forma integrada às resoluções
dos problemas de minimização de gap. Uma estratégia similar foi utilizada em [19]
para apresentar um algoritmo para PNLIM baseado no algoritmo de Aproximação
Externa de [11, 18], que originalmente pode se valer de várias aplicações sequenciais
de BB para a resolução de problemas de PLIM aproximativos. No algoritmo pro-
posto em [19], um procedimento único de BB é utilizado para a resolução de um
problema de PLIM aproximativo que então é atualizado dinamicamente ao longo da
exploração dos nós.

Ressaltamos que no Branch-And-Bound de AMGI2, não dispomos de qualquer
artifício para obtenção de limitantes inferiores para cada partição. Por esta razão,
podas por limite não podem ser realizadas. Podas por otimalidade das partições
também se mostram impraticáveis, pois a obtenção de uma solução inteira em uma
partição não garante a inexistência de soluções inteiras melhores nessa mesma parti-
ção. Dessa forma, o algoritmo AMGI2 só pode eliminar partições por meio de poda
por inviabilidade. Observe, entretanto, que a restrição de corte de nível objetivo
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Entrada: (P ): problema de PNLIM abordado, εc: tolerância de convergência
Saída: (x∗, y∗): Solução ótima de (P )

1 zu =∞ ;
2 Y 0 = Y ;
3 Seja (x̄0, ȳ0) uma solução ótima (possivelmente local) de (PG) ;
4 enquanto ȳ0 for inteira faça
5 Seja x̃0 uma solução ótima de (P (ȳ0)) ;
6 (x∗, y∗) = (x̃0,ȳ0) ;
7 zu = f(x̃0,ȳ0) ;
8 se (P̂G(Y k, zu, εc)) é inviável então
9 pare o algoritmo ;

10 Seja (x̄0, ȳ0) uma solução ótima (possivelmente local) de (P̂G(Y 0, zu, εc)) ;

11 Selecione uma variável yj com valor ȳ0j não inteiro ;
12 Y 1 = Y ∩ {y ∈ Rny : yj = 0} ;
13 Y 2 = Y ∩ {y ∈ Rny : yj = 1} ;
14 Seja N = {1,2} a lista inicial de nós em aberto ;
15 i = 2 ;
16 enquanto N 6= ∅ faça
17 Selecione um nó k de N ;
18 se (P̂G(Y k, zu, εc)) é viável então
19 Seja (x̄k, ȳk) uma solução ótima (possivelmente local) de (P̂G(Y k, zu, εc)) ;
20 enquanto ȳk for inteira faça
21 Seja x̃k uma solução ótima de (P (ȳk)) ;
22 (x∗, y∗) = (x̃k,ȳk) ;
23 zu = f(x̃k, ȳk) ;
24 se (P̂G(Y k, zu, εc)) é inviável então
25 vá para a linha 32 ;

26 Seja (x̄k, ȳk) uma solução ótima (possivelmente local) de (P̂G(Y k, zu, εc)) ;

// Ramificação
27 Selecione uma variável yj com valor ȳkj não inteiro ;
28 Y i+1 = Y k ∩ {y ∈ Rny : yj = 0} ;
29 Y i+2 = Y k ∩ {y ∈ Rny : yj = 1} ;
30 N = N ∪ {i+ 1, i+ 2} ;
31 i = i+ 2 ;

32 N = N\{k} ;

Algoritmo 4.2: Algoritmo AMGI2.

(4.6) provoca inviabilidade em determinadas partições que não possam melhorar o
limitante superior, isto é, partições que seriam podadas por limitante em um BB tra-
dicional de programação inteira acabam sendo podadas por inviabilidade em nossa
abordagem. De forma similar, quando a melhor solução inteira de uma partição por-
ventura é obtida, esta mesma restrição causará inviabilidade na partição corrente
ou em partições descendentes. Assim, podas que ocorreriam por otimalidade em
um BB tradicional ocorrem também por inviabilidade aqui. Podas que ocorreriam
no BB tradicional por inviabilidade continuam ocorrendo dessa mesma maneira em
AMGI2.

Há uma relação evidente entre o algoritmo de Branch-And-Bound tradicional
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para PNLIM e AMGI2. A principal diferença diz respeito ao fato que um BB tra-
dicional otimiza em cada partição observando somente a função objetivo original
do problema tratado, o que pode levar à soluções nas partições que estejam longe
da integralidade. Uma consequência bem conhecida deste fato é que, muitas vezes,
um algoritmo de BB pode demandar muitas iterações até encontrar alguma solução
viável para o problema abordado. Essa demora pode acarretar em um consumo de
memória mais alto por parte do procedimento, já que uma lista com nós em aberto
precisa ser mantida, e sem nenhuma solução viável conhecida, não é possível eli-
minar nós dessa lista através de poda por limite. Em alguns casos, a demora na
obtenção de soluções viáveis pode provocar a exploração desnecessária de muitos nós
que seriam podados caso se conhecesse previamente um bom limitante superior. Por
sua vez, AMGI2 otimiza nas partições buscando encontrar alguma solução inteira
que melhore o limitante superior conhecido. Desse modo, AMGI2 tende a encontrar
soluções viáveis mais rapidamente, o que pode lhe permitir realizar suas podas de
forma mais precoce e assim evitar a exploração desnecessária de um número maior
de partições não promissoras em relação ao algoritmo de Branch-And-Bound tra-
dicional. Ademais, essa característica de localizar soluções viáveis de forma rápida
permite ainda a AMGI2 ser utilizado na qualidade de heurística de viabilidade, bas-
tando então restringi-lo a uma determinada quantidade de tempo computacional ou
número máximo de iterações, ou ainda, pará-lo quando a primeira solução viável
for encontrada. Esta solução viável poderia inclusive ser utilizada para melhorar o
desempenho de um BB tradicional ou de outros algoritmos que resolvam (P ).

É fácil verificar que AMGI2 também apresenta convergência para uma das so-
luções ótimas do problema considerado com tolerância εc em um número finito de
iterações, com a vantagem de não exigir otimalidade global na resolução dos proble-
mas de minimização de gap. Esta característica facilita a sua implementação uma
vez que, rotinas de PNL locais são mais acessíveis que rotinas de otimização global.
Para a escolha do próximo nó a ser explorado, pode-se escolher aquele cujo ancestral
direto ficou mais próximo de zerar o gap antes de sua ramificação, além, é claro,
dos tradicionais esquemas de busca em profundidade e largura. Por fim, para a
ramificação, pode-se escolher a variável yj com valor mais distante da integralidade
na solução do problema de minimização de gap referente à partição considerada.

4.5 Atribuição de Pesos às Variáveis Inteiras

Os problemas de minimização do gap considerados até o presente momento tratam
todas as variáveis inteiras como tendo igual peso na função objetivo. Na prática,
muitas vezes tem-se o conhecimento prévio de que priorizar a integralidade de um
determinado subconjunto de variáveis pode facilitar todo o processo de resolução do
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problema, por exemplo, agilizando a obtenção de soluções viáveis ou melhorando o
crescimento do limitante inferior das subpartições geradas no processo de ramifica-
ção. Em ambos os casos, favorecem-se assim possíveis podas por limite e diminui-se
o tempo total de exploração dos nós da árvore de BB. Sob essa ótica, muitos pacotes
computacionais de PLIM, por exemplo, permitem que o usuário atribua prioridades
para cada variável inteira do problema sendo otimizado. Essas prioridades são leva-
das em consideração no momento de escolher a variável sob a qual a ramificação é
feita.

Tanto AMGI1 quanto AMGI2 podem incorporar possíveis pesos para as variáveis
inteiras de uma maneira mais efetiva do que o BB tradicional. Basta para isso, além
de tomar as prioridades no momento da ramificação, considerar como função objetivo
dos problemas de minimização de gap a seguinte expressão:

ny∑
i=1

βiyi(1− yi) (4.9)

onde βi ≥ 0 é o peso referente à variável i. Ressaltamos que, considerar βi =

1, i = 1, . . . ,ny equivale a considerar a função objetivo de (PG). Note também que
é possível adotar βi = 0 sem qualquer prejuízo se a variável inteira i porventura já
estiver fixa no contexto em questão.

Observamos que considerar a expressão (4.9) juntamente com um esquema dinâ-
mico de atualização dos pesos βi pode ser particularmente interessante em AMGI2.
Por exemplo, se for detectado que, em diversas partições, a solução ótima local ob-
tida apresenta dificuldades em zerar o gap de integralidade de uma determinada
variável yi, pode-se passar a adotar um valor de βi maior que o até então utilizado,
para que assim a variável yi receba maior preferência do modelo para minimizar
seu gap. Por outro lado, se uma determinada variável yj alcança facilmente valores
inteiros nas soluções ótimas obtidas em cada nó, pode-se diminuir seu peso βj para
tentar incentivar o modelo a zerar o gap das demais variáveis inteiras.

Desse modo, no algoritmo AMGI2 (Algoritmo 4.2), a cada nó k explorado, pode-
se considerar:

βi,k =

{
0 , se yi está fixa no nó k

βi,0 + γσi , caso contrário
(4.10)

onde γ é um parâmetro não negativo, σi é a média do gap da variável yi em todos
os nós da árvore já explorados onde yi não estava fixa, e βi,0 é o peso inicial para
yi. Pode-se tomar βi,0 = 1, ou utilizar pesos já pré-definidos pelo usuário. Observe
que se γ = 0, recai-se no caso onde cada variável terá o mesmo peso nas funções
objetivo dos problemas de minimização de gap em todos os nós. Temos observado
que essa atualização dinâmica nos pesos βi pode melhorar o desempenho de AMGI2,
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especialmente porque a solução ótima local obtida em cada problema de minimiza-
ção do gap é bastante dependente do algoritmo e da implementação adotada na
rotina de PNL local. Desse modo, a atualização dinâmica dos pesos pode ajudar
a ganhar diversidade no processo de obtenção dos ótimos locais para os problemas
mencionados. Por fim, vale mencionar que essa estratégia de atualização dinâmica
dos pesos βi lembra, de certo modo, a conhecida estratégia comumente adotada em
algoritmos de BB denominada como pseudo-custo, embora, estas duas estratégias
possuam finalidades diferentes, uma vez que os pseudo-custos são utilizados para
a tomada da decisão da variável sobre a qual a ramificação será feita. (O leitor
interessado em informações sobre pseudo-custos no âmbito de BB para PNLIM é
encorajado a consultar [26].)

4.6 Uso Como Heurística

Uma das características mais marcantes de AMGI2 é a sua agilidade para encontrar
soluções viáveis. Deste modo, torna-se natural o seu uso na qualidade de heurística
de viabilidade. Uma vez que o processo de enumeração de BB ao qual AMGI2 se
baseia pode ser bastante dispendioso, pode ser necessária a adoção de mecanismos
que provoquem a parada do algoritmo de forma precoce nesse contexto. Uma es-
tratégia natural a ser empregada seria a interrupção do algoritmo imediatamente
após a primeira solução viável ser encontrada. Entretanto, esta ação poderia fazer
o algoritmo apresentar uma solução ruim, o que seria desvantajoso. Outras estraté-
gias naturais que poderiam ser empregadas são a adoção de um tempo máximo de
execução, ou número máximo de iterações de modo a permitir que o algoritmo en-
contre uma sequência de soluções viáveis reportando assim a última delas, que, pela
definição, é a melhor encontrada. Ainda assim, o ajuste ideal do tempo máximo de
execução ou número máximo de iterações pode não ser uma tarefa trivial, visto que
esses números podem variar bastante dependendo da instância do problema sendo
abordada.

Devido a isso, apresentamos aqui uma estratégia simples que pode ser empregada
em AMGI2 de modo a tornar mais prático o seu uso como heurística de viabilidade.
A estratégia se baseia no fato de que, num universo utopicamente ideal, a resolu-
ção do problema de minimização de gap no nó k sempre nos forneceria a solução
ótima global. Nessas circunstâncias, se essa solução não satisfizer a integralidade e,
simultaneamente, a restrição de corte de nível objetivo estiver ativa sobre a mesma,
poderíamos podar esse nó por limite pois não haveria solução que zerasse o gap
abaixo do limitante superior corrente. Isso, por suposto, se realmente tivéssemos
a certeza de que a solução em mãos é de fato a ótima global para o problema de
minimização do gap sendo considerado. Sendo assim, uma vez utilizando AMGI2
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na qualidade de heurística, isto é, sem o compromisso estrito com a otimalidade,
podemos descartar os nós aos quais obtivermos solução para o problema de mini-
mização de gap onde o corte de nível objetivo esteja ativo. Observe que, para que
isto ocorra, é necessário que AMGI2 já tenha encontrado ao menos uma solução
viável. Desse modo, mesmo que partições sejam podadas indevidamente, AMGI2
apresentará uma solução viável ao final da execução. A tendência é que este novo
critério de poda de fato elimine muitas partições precocemente (algumas até inde-
vidamente) e, assim, a execução do algoritmo chegaria ao seu final de modo mais
rápido. Dessa forma, AMGI2 poderá ter sua execução acelerada, na expectativa de
atender ao requisito implícito de que heurísticas de viabilidade devem fornecer solu-
ções viáveis com baixo tempo computacional. Esta última estratégia poderia ainda
ser empregada juntamente com a imposição de um tempo máximo de execução ou
número máximo de iterações todavia.
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Capítulo 5

Resultados e Contribuições
Computacionais

5.1 Resultados Computacionais

Para a realização de testes computacionais, consideramos um conjunto padrão de
152 instâncias de problemas (convexos) de PNLIM binária disponível em [43]. In-
formações adicionais sobre essas instâncias podem ser encontradas no Apêndice A.
Os testes rodaram em um computador com processador core i7 4790 (3,6 GHz), 16
GB de memória RAM sob o sistema operacional Open Suse Linux 13.1 [44]. Com
exceção de AMGI1, realizamos implementações próprias de todos os demais algorit-
mos mencionados nesse Capítulo (exatos e heurísticos) através da linguagem C++
utilizando o compilador ICPC 16.0.0 [45]. Devido à dificuldade em se obter boas
rotinas de otimização global para implementações em C++, o algoritmo AMGI1
foi totalmente implementado no ambiente GAMS 24.5.3 [46]. Para a resolução de
problemas de PLIM exigidos por algoritmos que se valem de aproximação linear,
foi utilizado o pacote Cplex 12.6.0.0 [47]. Para a resolução de subproblemas de
PNL convexos, foi adotado o pacote Mosek 7.1.0.33 [48] e para a resolução dos
problemas de minimização de gap de AMGI2, foi adotado o pacote Ipopt 3.12.4

[49] com HSL 2014.01.10 [50], uma vez que não é possível utilizar Mosek em pro-
blemas não convexos, ainda que seja apenas para obtenção de ótimos locais. Todos
os algoritmos foram configurados para serem executados por uma única thread de
processamento, o que significa dizer que os mesmos foram executados por um único
processador a cada instante de tempo na máquina utilizada para os testes.

5.1.1 Algoritmos Exatos

Neste primeiro contexto de execução, consideramos os seguintes algoritmos exatos
para PNLIM:
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• AMGI1 (versão original apresentada no Algoritmo 3.1);

• AMGI2 OBJ FIX (Algoritmo 4.2 sem pesos na função objetivo);

• AMGI2 OBJ DIN (Algoritmo 4.2 com pesos na função objetivo conforme Ex-
pressão (4.10));

• Branch-And-Bound puro (BB) com pesudo-custos conforme [26];

• Plano de Corte Estendido (PCE) de Westerlund e Pettersson [20];

• Aproximação Externa (AE), proposto por Duran e Grossmann [11] e aperfei-
çoado por Fletcher e Leyffer [18];

• Branch-And-Bound híbrido com Aproximação Externa (BB+AE HIB) de
Melo, Fampa e Raupp [1, 36].

O tempo máximo de execução de cada algoritmo sobre cada instância de teste
foi limitado a 4 horas. Com exceção de AMGI1, os demais algoritmos aqui mencio-
nados contaram com a aplicação de uma rotina de pré-processamento própria cujo
objetivo é diminuir a largura das caixas das variáveis, isto é, aumentar os limitantes
inferiores e/ou diminuir os limitantes superiores das mesmas. Esta rotina de pré-
processamento é aplicada no início da execução de cada algoritmo sobre possíveis
restrições lineares presentes no problema sendo tratado. Nos algoritmos que reali-
zam particionamento do espaço (AMGI2, BB e BB+AE HIB), esta rotina também
é utilizada em cada partição do espaço sendo explorada por estes. No algoritmo
AMGI1, as rotinas de pré-processamento padrão do ambiente GAMS foram adotadas.
As abordagens em geral utilizaram tolerância de convergência absoluta e relativa da
ordem de 10−4. O parâmetro γ utilizado por AMGI OBJ DIN na formulação da
função objetivo dos problemas de minimização de gap (Equação (4.10)) foi fixado
em 10. Pontos aleatórios são utilizados como solução inicial dos problemas de mi-
nimização de gap em AMGI2. Ressaltamos que toda execução de AMGI2 sempre
utiliza a mesma semente de geração de números pseudo-aleatórios para gerar essas
soluções iniciais. Desse modo, diferentes execuções desse algoritmo com os mes-
mos parâmetros de entrada sobre uma mesma instância sempre fornecem o mesmo
resultado.

A Tabela 5.1 traz o número de instâncias onde ao menos uma solução viável foi
encontrada por cada algoritmo (coluna # sol viável), o número de instâncias onde
cada algoritmo apresentou a melhor solução dentre todas as abordagens (coluna #
melhor sol) e o número de instâncias resolvidas por cada algoritmo até a otimali-
dade (coluna # sol ótima). Pode-se notar que, embora nossas versões de AMGI
tenham atestado otimalidade para um número menor de instâncias que os demais
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Tabela 5.1: Número de soluções viáveis, de melhores soluções dentre as abordagens
e de soluções ótimas (comprovadas) alcançados por algoritmos exatos para PNLIM.

algoritmo # sol viável # melhor sol # sol ótima
AMGI1 149 130 113

AMGI2 OBJ FIX 151 127 105
AMGI2 OBJ DIN 151 134 104

BB 148 120 123
PCE 145 141 142
AE 148 144 144

BB+AE HIB 149 145 144

algoritmos, as mesmas obtiveram os melhores valores com relação ao número de
instâncias onde ao menos uma solução viável foi encontrada. AMGI1 foi capaz de
encontrar solução viável para 149 das 152 instâncias (mesmo número alcançado por
BB+AE HIB). As duas versões de AMGI2 encontraram soluções viáveis para 151
dos 152 problemas. Estes números evidenciam uma suposta facilidade por parte dos
algoritmos AMGI em obter soluções viáveis. Destacamos ainda que, dentre todos os
algoritmos considerados aqui, apenas as duas variantes de AMGI2 foram capazes de
fornecer soluções viáveis para as instâncias trimloss6 e trimloss7, que possuem,
cada uma, 56 variáveis contínuas, 289 variáveis binárias, 147 restrições lineares e 7
restrições não lineares, conforme pode ser verificado no Apêndice A.

Figura 5.1: Comparação de algoritmos exatos para PNLIM - melhor solução encon-
trada.

A Figura 5.1 apresenta um gráfico comparativo entre as abordagens com relação
à qualidade da melhor solução encontrada. Note que os dados estão normalizados em
relação ao melhor resultado obtido por todas as abordagens sobre cada instância.
No eixo das abscissas (x), temos valores discriminados para o número de vezes
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pior que o melhor resultado apresentado dentre todos os algoritmos. No eixo das
ordenadas, temos o número de instâncias alcançado por cada abordagem, isto é, o
número de instâncias para as quais o resultado obtido por cada algoritmo é menor
ou igual a x vezes o melhor resultado. Note, por exemplo, que a curva de AMGI1
passa pelo ponto (1, 130), significando que, AMGI1 foi capaz for fornecer a melhor
solução (1 vez pior que o melhor resultado) para 130 instâncias. Em seguida, a
curva passa pelo ponto (1,1, 139), indicando que, para 139 instâncias, AMGI1 foi
capaz de fornecer uma solução até 10% acima da melhor solução encontrada entre
as abordagens (1,1 vez pior que o melhor resultado). Estendendo esse raciocínio,
percebemos que AMGI1 encontra solução até 50% acima do melhor resultado para
141 instâncias e até 100% acima do melhor resultado para 148 instâncias. Por
fim, o gráfico informa que quando consideramos soluções acima de 100% do melhor
resultado, AMGI1 fornece solução para 149 instâncias. Observe, que, a grosso modo,
podemos afirmar que um algoritmo se saiu melhor que os demais no quesito em
questão quanto mais sua curva está “acima” das curvas dos demais algoritmos no
gráfico.

O gráfico da Figura 5.1 indica que a abordagem BB+AE HIB obteve os melho-
res resultados quanto à qualidade da solução final apresentada. Apontamos que este
algoritmo consegue se valer tanto das vantagens de um algoritmo de Branch-And-
Bound quanto das vantagens do algoritmo de Aproximação Externa (pertencente à
classe de aproximação linear), uma vez que se constitui em um híbrido de ambos.
Desse modo, este algoritmo ainda pode se aproveitar de todo o ferramental de um
pacote avançado de PLIM como Cplex, sem ficar excessivamente refém de aproxi-
mações lineares que podem não funcionar muito bem em alguns casos de problemas
de PNLIM. O gráfico indica ainda que as três abordagens AMGI foram também
superadas por AE e PCE (algoritmos de aproximação linear) quando se consideram
soluções até 10% acima do melhor resultado. Este cenário começa então a se inver-
ter a partir do momento em que se consideram soluções até 50% acima do melhor
resultado. A figura ainda deixa claro que as abordagens AMGI superaram completa-
mente o desempenho do algoritmo de Branch-And-Bound puro quanto a qualidade
da melhor solução encontrada. Desse modo, temos aqui um bom indício de que as
modificações trazidas por AMGI2 podem melhorar consideravelmente a eficácia de
um algoritmo de particionamento de espaço como Branch-And-Bound.

A Figura 5.1 sugere que, embora tenha comprovado otimalidade em um número
relativamente baixo de instâncias, no geral, as soluções encontradas pelos algoritmos
AMGI apresentaram boa qualidade como se pode notar observando o número de
instâncias onde a solução apontada ficou 1,1 vez pior que o melhor resultado (10%
acima da melhor solução). Este número foi de 139 instâncias para AMGI1, 140
para AMGI2 OBJ FIX e 142 para AMGI2 OBJ DIN. Podemos então notar que a

29



adição de pesos dinâmicos na função objetivo dos problemas de minimização de gap
trouxeram uma ligeira melhora para AMGI2 OBJ DIN.

Figura 5.2: Comparação de algoritmos exatos para PNLIM - tempo total de execução
para as instâncias resolvidas até a otimalidade.

A Figura 5.2 apresenta um gráfico comparativo entre as abordagens com relação
ao tempo total de execução despendido nas instâncias resolvidas até a otimalidade.
Note que este gráfico foi construído de forma similar ao gráfico da Figura 5.1. Per-
cebemos que os melhores resultados foram obtidos pelo algoritmo de Aproximação
Externa, que é da classe dos algoritmos de aproximações lineares. Isto se deve prin-
cipalmente ao fato de que este algoritmo se beneficia diretamente da alta eficiência
provida pelo pacote Cplex na resolução das relaxações lineares dos problemas abor-
dados. Destacamos aqui que o conjunto de instâncias tomado possui grau de não
linearidade relativamente baixo, com a maioria das instâncias possuindo um número
de restrições lineares consideravelmente maior que o de não lineares, o que favorece
os algoritmos de aproximação linear. Para apoiar essa tese, podemos mencionar que
o algoritmo PCE, que também é de aproximação linear, foi o que teve a segunda
melhor eficiência dentre os considerados. Por não ser totalmente baseado em rela-
xações lineares dos problemas, o algoritmo BB+AE HIB não conseguiu repetir o
bom desempenho do quesito anterior aqui. Este último algoritmo está mais funda-
mentado nas relaxações contínuas das partições do espaço geradas, eventualmente
selecionando algumas dessas partições para aplicação de relaxação linear. O grande
número de problemas de PNL que precisam ser resolvidos acaba em alguns casos
por fazer esta abordagem possuir eficiência inferior ao algoritmo de Aproximação
Externa puro. Para dar suporte a essa tese, temos o fato de que o algoritmo de
Branch-And-Bound puro apresentou desempenho abaixo de BB+AE HIB no que-
sito em questão.
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Com relação ao tempo de execução, podemos destacar que as três versões de
AMGI foram totalmente superadas pelas demais abordagens, tendo AMGI1 se saído
levemente superior às versões de AMGI2. Este último fato pode ser parcialmente
explicado por uma dificuldade marcante do pacote Ipopt em resolver os proble-
mas de minimização de gap de AMGI2. Frequentemente Ipopt atinge o número
máximo de iterações ao abordar estes problemas, mesmo quando dobramos ou tri-
plicamos o número máximo de iterações inicialmente estipulado como padrão pelo
solver. Ademais, Ipopt ainda não possui ferramentas que poderiam melhorar sua
eficiência, como discriminação de restrições lineares e quadráticas das demais e ar-
mazenamento interno de coeficientes de matrizes esparsas a priori de seu processo
de otimização. Diante dessas circunstâncias, temos a mais absoluta convicção de que
o desenvolvimento de métodos especializados para abordar os problemas de minimi-
zação de gap melhoraria consideravelmente a performance dos algoritmos AMGI, e,
por consequência, aumentaria a sua competitividade em relação aos demais, visto
que ficou evidenciado que nossa metodologia é efetiva em encontrar boas soluções.
Estes algoritmos especializados poderiam se valer, por exemplo, das características
especiais presentes nos problemas de minimização de gap mencionadas na Seção 3.3.
De toda forma, é valido ainda como perspectiva futura de trabalho ao menos o teste
de AMGI2 com outros solvers de PNL que utilizem algoritmos diferentes para a reso-
lução dos problemas de minimização de gap, dado o insucesso apresentado por parte
do algoritmo de pontos interiores implementado em Ipopt sobre esses problemas.

Vale destacar ainda que novos estudos e testes ainda precisam ser feitos com o
objetivo de melhorar o ajuste e o desempenho das versões de AMGI, cujas imple-
mentações aqui ainda se encontram em fase inicial. As implementações dos demais
algoritmos, por sua vez, já estão em estágio mais avançado, o que também ajuda a
explicar a diferença de performance notada aqui. Podemos mencionar, por exemplo,
que diversas estratégias que comumente melhoram o desempenho de algoritmos de
BB foram propostas posteriormente a este. Fica então apontado, como perspectiva
de trabalho futuro, a busca por mecanismos que também possam melhorar o desem-
penho dos algoritmos AMGI de modo a torná-los mais competitivos em relação aos
demais. Uma possível fonte de inspiração são as estratégias já apresentadas para a
melhora de algoritmos de BB.

A Figura 5.3 compara as abordagens quanto à qualidade da primeira solução
viável obtida. O gráfico mostra que AE e BB+AE HIB tiveram desempenho bas-
tante similar, o que pode ser um indicativo de que a primeira solução obtida por
BB+AE HIB venha da aplicação de AE sobre o problema original abordado, já
que BB+AE HIB considera a aplicação periódica e recorrente de AE sobre o pro-
blema tratado por tempo limitado. Também é perceptível que as abordagens AMGI
possuem desempenho similar ao do algoritmo de Branch-And-Bound puro e que o al-
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Figura 5.3: Comparação de algoritmos exatos para PNLIM - primeira solução viável
encontrada.

goritmo PCE, que é totalmente baseado em planos de corte sobre relaxações lineares,
apresentou um bom desempenho nesse contexto. Temos observado que este último
algoritmo, em geral, obtém boas primeiras soluções viáveis, ao custo de demandar
mais tempo e iterações que o algoritmo AE, que também é baseado em relaxações
lineares, demanda para desempenhar esta mesma tarefa. Esta característica pode
ser parcialmente observada na Figura 5.4 a seguir.

Figura 5.4: Comparação de algoritmos exatos para PNLIM - tempo de execução até
a obtenção da primeira solução viável.

A Figura 5.4 compara as abordagens quanto ao tempo de execução necessário
para obtenção da primeira solução viável. AE apresentou o melhor desempenho
nesse quesito, como já era de se esperar pela análise da Figura 5.2. Entretanto,
aqui vale destacar que as abordagens AMGI apresentaram desempenhos semelhantes
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entre sí tendo dominado completamente os algoritmos BB, PCE e BB+AE HIB.
Uma avaliação conjunta das Figuras 5.3 e 5.4 nos aponta que AMGI2 foi capaz de
diminuir sensivelmente o tempo que o algoritmo de BB demanda para encontrar
a primeira solução viável, sem sofrer perdas no que diz respeito à qualidade dessa
solução. Esse apontamento indica um possível caminho de pesquisa futura, onde
aplicação de AMGI2 e de BB podem ser integradas. Pode-se, por exemplo, começar
a resolução do problema por AMGI2 até a primeira solução viável ser encontrada, ou
até a execução de p iterações de AMGI2 sem melhora da melhor solução conhecida,
e, então, passar para a aplicação de BB aproveitando desde já a lista de nós em
aberto deixada por AMGI2 no momento de sua interrupção.

5.1.2 Algoritmos Heurísticos

Nesta subseção, comparamos o desempenho das seguintes heurísticas no contexto
de PNLIM binária:

• AMGI2 versão heurística, com peso dinâmico na função objetivo (Equação
(4.10)) e poda por limite (descrita na Seção 4.6);

• Feasibility Pump (FP) para PNLIM apresentado por Bonami e Gonçalves [37];

• Feasibility Pump baseado em Aproximação Externa (FP-AE) de Bonami et al.
[38];

• Heurística de Mergulho de Bonami e Gonçalves [37].

Neste contexto, o tempo máximo de execução dos algoritmos sobre cada instância
foi ajustado em apenas 10 minutos, visto que espera-se que heurísticas consigam
apresentar solução viável utilizando-se de baixo tempo de execução. Os demais
parâmetros de AMGI2 foram ajustados conforme a Subseção 5.1.1.

Tabela 5.2: Número de soluções viáveis, de melhores soluções dentre as abordagens
e de soluções ótimas (não comprovadas) alcançados por algoritmos heurísticos para
PNLIM.

algoritmo # sol viável # melhor sol # sol ótima
AMGI2 151 105 45
FP 145 30 16

FP-AE 150 35 16
Mergulho 128 51 17

A Tabela 5.2 traz o número de instâncias onde cada heurística encontrou solução
viável (coluna # sol viável), o número de instâncias onde cada heurística apresentou
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a melhor solução dentre todas as abordagens (coluna # melhor sol) e o número
de instâncias onde a solução ótima por ventura foi obtida (coluna # sol ótima).
Pode-se facilmente observar que AMGI2 apresentou os melhores resultados para
as três colunas numéricas da tabela. As quantidades de melhores soluções dentre
as abordagens e de soluções ótimas (não comprovadas) obtidas por AMGI2 são
notavelmente superiores às dos demais algoritmos.

Figura 5.5: Comparação de algoritmos heurísticos para PNLIM - melhor solução
encontrada.

Figura 5.6: Comparação de algoritmos heurísticos para PNLIM - melhor solução
encontrada com a melhor solução conhecida.

A Figura 5.5 apresenta o gráfico comparativo entre as abordagens quanto à so-
lução apresentada. Indiscutivelmente, AMGI2 supera as demais heurísticas quanto
à qualidade da solução apresentada e ao número de instâncias onde alguma solução
viável foi encontrada (151 instâncias). A Figura 5.6 compara as soluções obtidas
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pelas abordagens com a solução ótima (ou a melhor solução conhecida) de cada
instância. Novamente, o desempenho de AMGI2 é melhor que os das demais heurís-
ticas. Estes resultados indicam que o uso de AMGI2 pode ser muito vantajoso em
situações onde partir de boas soluções viáveis seja crucial ou oportuno.

Figura 5.7: Comparação de algoritmos heurísticos para PNLIM - tempo de execução
para instâncias onde alguma solução viável foi obtida.

A Figura 5.7 apresenta o gráfico comparativo das abordagens em relação ao
tempo de execução. O gráfico mostra que o algoritmo FP-AE obteve os melhores
resultados em termos de eficiência. A incorporação de aproximações lineares para
prover soluções às variáveis inteiras feita por FP-AE parece ter trazido vantagens ao
algoritmo em relação ao arredondamento simples utilizado por FP. Pode-se obser-
var que o desempenho de AMGI2 está notavelmente abaixo das demais heurísticas.
Isto se deve em muito à demora por parte de Ipopt em resolver os problemas de
minimização de gap e ao fato de que as demais heurísticas param na primeira solu-
ção viável encontrada por não terem meios de melhorar essa solução. AMGI2 por
sua vez, possui um mecanismo que lhe permite prosseguir após a obtenção de uma
solução, na expectativa de alcançar soluções viáveis ainda melhores. Desse modo,
AMGI2 demanda tempo computacional maior que as demais heurísticas, mas, con-
forme indicado nas Figuras 5.5 e 5.6, pode conseguir resultados expressivamente
melhores. Vale ressaltar ainda que, embora os tempos de execução de AMGI2 se-
jam relativamente grandes, ainda assim, seus resultados foram obtidos respeitando
o tempo máximo de apenas 10 minutos em cada instância de teste.
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5.2 Contribuições Computacionais

Além de propor novas abordagens para PNLIM (contribuição teórica), este trabalho
sempre teve como um de seus objetivos principais o desenvolvimento de um novo
pacote computacional aberto para PNLIM (contribuição computacional). Este novo
solver, denominado como Muriqui, tem como missão agregar todo o conhecimento
e experiência que obtivemos ao longo desses anos de pesquisa bem como o resultado
de trabalhos futuros que ainda serão conduzidos. O desenvolvimento de Muriqui

tem se mostrado um desafio a cada dia mais complexo, que transcende o escopo
desta tese de doutorado. Suas motivações principais são:

• A potencialização da utilidade deste trabalho de pesquisa;

• A ampliação do nosso conhecimento prático sobre a implementação e o funci-
onamento dos algoritmos estudados;

• O provimento de suporte para o trabalho de outros pesquisadores na área,
contribuindo assim para o avanço da ciência como um todo;

• O incentivo ao aumento das aplicações práticas de PNLIM;

• A inexistência de um pacote computacional consolidado para PNLIM, embora
já existam alguns disponíveis, em sua maioria de caráter experimental;

• A existência de “lacunas”, isto é, funcionalidades úteis ainda não disponíveis,
nos pacotes para PNLIM já existentes;

• O incentivo ao desenvolvimento da computação científica brasileira.

Muriqui tem por objetivo ser um pacote altamente customizável que faz uso das
melhores rotinas computacionais livres e comerciais às quais temos acesso. Além de
apresentar uma biblioteca de rotinas para programação em C++, Muriqui pode ser
utilizado por meio do sistema AMPL [51], o que lhe permite alcançar usuários com
pouca ou nenhuma habilidade em programação. Os diversos algoritmos mencionados
nesse capítulo já estão disponíveis para uso no software, a saber:

• Algoritmos exatos:

Aproximação Externa [11, 18];

Plano de Corte Estendido original [20];

Plano de Corte Estendido melhorado (ainda a ser apresentado);

Branch-And-Bound paralelo;

Branch-And-Bound paralelo híbrido com Aproximação Externa [1, 36];
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Algoritmo de Minimização de Gap de Integralidade 2 (apresentado aqui),
com suporte à execução paralela por múltiplos processadores;

• Algoritmos heurísticos

Feasibility Pump [37];

Feasibility Pump baseado em Aproximação Externa [38];

Heurística de Mergulho [37];

Algoritmo de Minimização de Gap de Integralidade 2 (apresentado aqui),
com suporte à execução paralela por múltiplos processadores.

A disponibilização de diferentes algoritmos no pacote o torna bastante versátil
para a abordagem de toda uma variedade de aplicações práticas que podem ter
características bastantes distintas. Futuramente, outros algoritmos poderão ser in-
corporados ao pacote, incluindo métodos exatos, heurísticas e até metaheurísticas,
como, por exemplo [52–54]. O desenvolvimento de Muriqui já resultou na proposi-
ção do algoritmo de Branch-And-Bound híbrido com Aproximação Externa, apre-
sentado em [1, 36]. Conforme pode ser conferido na Subseção 5.1.1, esta abordagem
tem sido efetiva em diversos problemas de PNLIM. Ademais, a implementação de
Branch-And-Bound de Muriqui permite a customização deste algoritmo para apro-
veitamento de particularidades presentes em determinadas aplicações. Um exemplo
de sucesso na customização do BB de Muriqui está descrito em [55], onde caracte-
rísticas especiais presentes no problema de Steiner Euclidiano foram tomadas para
compor um algoritmo de BB otimizado para a resolução deste problema, com base na
implementação disponível em Muriqui. Os autores reportam altos níveis de ganho
de perfomance com a customização desenvolvida para este problema a partir do BB
de Muriqui, o que abre mais uma linha de atuação para esse pacote computacional.

As implementações dos componentes de Muriqui, feitas em C++, atualmente
contam com cerca de 40 mil linhas de código em seus arquivos fontes (excluindo
linhas vazias e de comentários). Alguns desses componentes já se tornaram projetos
independentes que podem agora ser facilmente reutilizados em outras aplicações
computacionais, o que se constitui em mais uma contribuição deste trabalho. Estes
componentes incluem:

• Um framework para implementação genérica de algoritmos de Branch-And-
Bound com suporte a execução de múltiplas threads de processamento para
resolução de subproblemas em paralelo;

• Uma Interface de Programação de Aplicações (Application Programming In-
terface) para a utilização de diferentes pacotes de otimização computacional
de forma unificada;
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• Uma biblioteca para representação genérica de problemas de Programação Não
Linear Inteira Mista, com suporte a recebimento de dados via sistema AMPL

• Uma biblioteca para armazenamento de coeficientes de matrizes esparsas.

Vale destacar que os componentes acima já tem sido reutilizados com sucesso no
desenvolvimento da aplicação computacional referente a outra parte deste trabalho,
o pacote computacional iquad, cuja descrição é feita na Seção 8.2. O trabalho
de implementação aqui mencionado foi totalmente desenvolvido com o intuito de
torná-lo útil para pesquisas e aplicações futuras, não apenas de nossa parte, mas
também por parte de outros pesquisadores e técnicos nos mais variados campos do
conhecimento.
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Parte II

Uma Abordagem de
Branch-And-Bound Espacial para

Programação Quadrática Não
Convexa
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Capítulo 6

Introdução

Problemas de Programação Não Linear (PNL) não convexa, comumente denomi-
nados como problemas de otimização global, são problemas de otimização que in-
corporam funções não convexas na função objetivo sendo minimizada 1 e/ou nas
restrições (na forma de desigualdades com limitante superior). Nessa parte do tra-
balho, estamos interessados na resolução do seguinte problema de otimização global
onde a não convexidade se remete apenas às funções quadráticas:

(PQR) z := min
x

f0(x) + q0(x),

sujeito a: fi(x) + qi(x) ≤ bi, i = 1, . . . ,m

lx ≤ x ≤ ux,

xj ∈ Z, para j ∈ I,

(6.1)

onde, para j = 0, . . . ,m, fj(x) são funções não lineares convexas e qj(x) = 1
2
x′Qjx

são funções quadráticas. Assumimos aqui que a região viável de (PQR) é limitada
e que ao menos alguma das matrizes simétricas Qj, j = 0, . . . ,m não é semidefinida
positiva, o que significa dizer que, ao menos uma das funções qj(x) é não convexa.
Note que algumas das matrizes Qj ou mesmo as funções fj podem ser nulas. Ob-
serve ainda que termos lineares podem estar presentes nestas últimas funções de
forma exclusiva ou em conjunto com termos não lineares convexos, e que possíveis
restrições de igualdade podem ser desmembradas em duas desigualdades para aten-
der ao formato acima. Aqui, exceto quando explicitamente dito o contrário, vetores
são representados como vetores coluna.

A presença de funções não convexas pode acarretar na existência de múltiplas
soluções ótimas locais na região viável de um problema de otimização, o que dificulta
de forma acentuada o processo de obtenção de alguma solução ótima global. Métodos
tradicionais de PNL se baseiam em otimalidade local, o que implica que eles podem
ser facilmente levados a convergir para pontos de ótimos locais que não otimizem

1para o caso de maximização, a função considerada é não côncava
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o problema de forma global. Para tornar a situação ainda mais crítica, em geral,
esses métodos não são capazes de atestar se uma solução ótima obtida é global
ou apenas local. Diante desse fato, a área de otimização global tem sido tema
recorrente de pesquisa (o leitor interessado em revisões bibliográficas gerais pode
consultar [56–58]). Os algoritmos desenvolvidos nesse âmbito, em geral, requerem
esforço computacional bem mais elevado em comparação aos métodos tradicionais
de PNL local, e, em geral, são capazes de resolver em tempo hábil apenas problemas
de dimensão reduzida em comparação com estes últimos. Por essa razão, pesquisas
pela melhoria e desenvolvimento de novas abordagens para otimização global são de
fundamental importância, especialmente porque, no mundo real, muitos problemas
práticos podem não ser modelados de forma satisfatória apenas com o uso de funções
convexas.

Modelos de otimização envolvendo funções quadráticas não convexas, em particu-
lar, tem larga aplicação em otimização combinatória. O problema de corte máximo
(max-cut) em grafos com pesos pode ser facilmente modelado como um problema
quadrático não convexo (com matriz Q0 indefinida), e seus métodos de solução mais
conhecidos exploram esse modelo (o leitor interessado por consultar [59], por exem-
plo). Adicionalmente, o problema de alocação quadrática (quadratic assignment
problem), que tem sido utilizado para modelar muitos outros problemas de otimi-
zação combinatória estruturados, é diretamente modelado utilizando um modelo
quadrático não convexo. (Veja [60], por exemplo). No universo contínuo, minimiza-
ção de funções côncavas aparecem naturalmente quando temos economias de escala.
No campo de Programação Não Linear Inteira Mista (MINLP), podemos mencionar
modelos quadráticos não convexos envolvendo termos bilineares, que aparecem em
problemas de corte de estoque (para mais informações, consulte [61]), ou mesmo os
problemas de minimização de gap adotados pelas abordagens AMGI (descritas na
Parte I deste texto), que minimizam uma função objetivo quadrática côncava sujeita
a restrições convexas.

A metodologia de Branch-And-Bound Espacial (BBE) é bastante difundida para
a resolução de problemas de otimização global. Esta metodologia consiste em divi-
dir o espaço em busca de soluções viáveis que possam melhorar o limitante superior
conhecido (no caso de função objetivo de minimização) para o problema tratado, até
que seja comprovado que uma solução viável obtida é a solução ótima global do pro-
blema em questão (assumindo, é claro, que esta solução ótima global exista). Para
que esse “certificado” de otimalidade possa ser obtido, torna-se crucial a constru-
ção de uma relaxação convexa para os subproblemas em cada subporção do espaço
explorada. Através da resolução destas relaxações convexas, obtém-se limitantes
inferiores para as diferentes subporções do espaço, o que permite o descarte das
mesmas tão logo fique comprovado que não possam abrigar soluções melhores do
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que a melhor solução conhecida. Isto ocorre quando as respectivas relaxações con-
vexas fornecem limitantes inferiores maiores ou iguais ao limitante superior global
do problema (obtido, em geral, com a melhor solução viável encontrada), ou quando
estas mesmas relaxações se mostram inviáveis. Em geral, quanto mais forte é a
relaxação obtida, isto é, quanto mais próxima do problema original ela está, melhor
tende a ser o limitante inferior (para o caso de minimização) que a mesma fornece.
A habilidade em produzir bons limitantes inferiores é essencial para o sucesso de um
algoritmo de BBE, pois permite o descarte de subporções do espaço não promisso-
ras de modo mais prematuro, evitando assim o desperdício de esforço em partes do
espaço que não nos interessam.

Conforme discutido acima, uma vez que esta metodologia envolve a construção
de uma relaxação convexa para o problema abordado, uma dificuldade marcante e
evidente nas abordagens gerais baseadas em BBE consiste em como lidar, no mo-
mento da construção dessas relaxações, com os mais variados tipos de funções não
convexas que podem estar presentes na função objetivo e/ou restrições. Em muitos
casos, para se garantir a obtenção de uma relaxação convexa geral, pode-se terminar
por construir uma relaxação fraca que tende a fornecer limitantes inferiores ruins e
a prolongar o processo de convergência do algoritmo. Por esta razão, pode ser de
grande interesse o desenvolvimento de abordagens especializadas para determinados
tipos específicos de problema de otimização global, pois dessa forma, particulari-
dades do problema em questão podem ser consideradas para a construção de uma
relaxação convexa mais forte, levando assim a resultados melhores em relação à
abordagens mais genéricas. Nesse trabalho, em especial, nos dispomos a desenvol-
ver uma abordagem baseada em BBE para os problemas onde a não convexidade se
remete apenas a termos quadráticos.

Para este trabalho, particularmente, importantes ideias foram obtidas a partir
dos trabalhos [62] e [63], onde não convexidade quadrática é identificada dinamica-
mente e combinada com uma metodologia disjuntiva de modo bastante sofisticado.
Nesta parte do nosso trabalho, no lugar de adotar um processo disjuntivo, desen-
volvemos uma metodologia baseada em Branch-And-Bound Espacial para resolver
o problema (PQR). Nossa abordagem se baseia em tirar o máximo de proveito pos-
sível de toda convexidade presente no problema, tanto nas funções convexas fj(x)

quanto na parte quadrática qj(x), para a construção de uma boa relaxação convexa.
A ideia principal consiste em decompor cada função quadrática qj(x) = 1

2
x′Qjx

como sendo uma diferença entre funções quadráticas convexas da seguinte forma:

qj(x) = pj(x)− rj(x) , (6.2)

onde pj(x) = 1
2
x′Pjx e rj(x) = 1

2
x′Rjx (note que as matrizes Pj e Rj são semidefini-
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das positivas, já que pj(x) e rj(x) são convexas, e precisam ser calculadas de algum
modo para que a decomposição seja obtida com sucesso). Por trás da decomposição
(6.2), está a ideia de identificar uma possível parte convexa em qj(x) e separá-la no
termo pj(x). Essa possibilidade de extração do termo pj(x) a partir de qj(x) é uma
das principais vantagens de nossa abordagem. Por se tratar de um termo convexo,
pj(x) não necessita ser relaxado. Assim, a decomposição (6.2) nos permite tratar na
relaxação os termos convexos pj(x), juntamente com os termos fj(x), em suas for-
mas originais, concentrando então nossos esforços na relaxação dos termos côncavos
−rj(x) apenas. Note que essa estratégia tende a nos fornecer meios de construir uma
relaxação melhor para (PQR) do que a que teríamos se simplesmente relaxássemos
o termo qj(x) sem qualquer tentativa de identificação de uma parte convexa presente
no mesmo. Posto isso, avaliamos aqui diferentes formas de se obter a decomposição
(6.2), sendo umas delas baseada na decomposição por autovalores da matriz Qj e,
as demais, baseadas na decomposição dessa mesma matriz por meio da obtenção de
uma matriz Rj diagonal que atenda aos requisitos de (6.2).

A estratégia de decompor funções como a diferença entre duas funções convexas
no contexto de programação matemática é denominada como Diferença de Convexas
(DC). DC já fundamentou diversos resultados teóricos e métodos de solução (para
um apanhado geral sobre o assunto, consulte [64, 65]). Em particular, decomposições
de funções quadráticas não convexas em uma diferença de funções convexas têm sido
utilizadas na literatura para a construção de relaxações convexas dos problemas
quadráticos abordados.

Em [66], um algoritmo de Branch-And-Bound elipsoidal foi proposto para mi-
nimizar um função quadrática não convexa sobre um conjunto convexo poliédrico
limitado. Em [67], é introduzido o conceito de decomposições DC dominadas para
funções quadráticas não convexas. Os autores demonstram que existe um número
infinito de decomposições não dominadas para funções quadráticas não convexas
(incluindo a decomposição por autovalores utilizada neste trabalho). Algoritmos
para computar decomposições não dominadas são propostos pelos autores, mas os
mesmos não apresentam resultados numéricos. Todavia, os autores mostram como o
conceito pode ser aplicado para a computação de limitantes em algoritmos de BBE
para problemas quadráticos. É demonstrado que limitantes obtidos com a subesti-
mação por secantes da parte côncava de uma dada decomposição (para problemas
de minimização) são mais fortes que limitantes obtidos com outras decomposições
dominadas por essa primeira.

Em [68], é tratado o problema de minimização de uma função objetivo quadrá-
tica x′Qx, x ∈ Rn sobre um simplex. Os autores comparam dois limitantes inferiores
para o valor da função objetivo: O limitante composto [69] e o limitante obtido por
meio da DC Q = P − R. As matrizes semidefinidas positivas P e R são obtidas
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por meio da resolução de um problema de programação semidefinida que garante
o melhor limitante inferior entre qualquer escolha de matrizes. Embora os autores
discutam sobre a extensão do limitante DC para o caso onde a região viável é dada
por um politopo (ainda limitado), eles mencionam que, neste caso, o problema de
programação semidefinida necessário para a obtenção de P e R é computacional-
mente intratável. Adicionalmente, o esquema de decomposição DC proposto não é
aplicável a problemas quadráticos mais gerais.

Um problema quadrático mais geral que os tratados nos trabalhos citados
até aqui é tratado em [70], onde se minimiza a função quadrática não convexa
x′Q0x+ c′0x, x ∈ Rn sujeito a restrições quadráticas convexas x′Qix+ c′ix+ bi ≤ 0,
para i = 1, . . . ,m , (Qi � 0, isto é, Qi é semidefinida positiva). Os autores pro-
põem o cálculo de limitantes inferiores através da solução de relaxações convexas do
problema. Estas relaxações convexas são construídas usando esquemas de decompo-
sição DC otimizados. O termo côncavo é então subestimado por uma função linear
sobre a relaxação. O esquema DC apresentado utiliza uma combinação de matrizes
de posto 1 juntamente com as matrizes de restrições da seguinte forma:

Q0 +

p∑
i=1

λiviv
′
i +

m∑
i=1

µiQi � 0, (6.3)

onde vi ∈ Rn, i = 1, . . . ,p , são vetores não nulos, λ ∈ Rp
+ e µ ∈ Rm

+ . Note
então, que, para a obtenção de uma decomposição DC na forma Q0 = P0 − R0,
basta tomar R0 =

∑p
i=1 λiviv

′
i +
∑m

i=1 µiQi e então calcular P0 como sendo Q0 +R0

(observe então que o lado esquerdo da expressão (6.3) fornece o valor para P0 nesse
contexto). Assim, de modo similar ao trabalho feito em [68], os autores utilizam
um modelo de programação semidefinida para encontrar os valores de λ e µ que
fornecem a combinação de matrizes segundo a expressão (6.3) que leva ao melhor
limitante possível.

Nesta parte do trabalho, também consideramos decomposições DC de funções
quadráticas não convexas presentes no problema abordado. Entretanto, o problema
tratado aqui é mais geral que os problemas quadráticos abordados nos trabalhos
citados. Ademais, diferentemente de [68, 70], nosso objetivo final não é apenas a
construção de uma relaxação convexa para o cálculo de limitantes inferiores para o
valor ótimo, mas sim a obtenção da solução global do problema abordado por meio
de um algoritmo baseado em BBE. O Capítulo 7 apresenta os fundamentos de nossa
abordagem, inicialmente para o caso particular do problema (PQR) onde todas as
variáveis estão em domínio contínuo e a parte não convexa do problema está restrita
à função objetivo, isto é, ao termo q0(x). Introduzimos nesse capítulo o algoritmo
básico juntamente com distintas formas de se calcular a decomposição DC de q0(x).
Posteriormente, propomos um modelo de programação semidefinida para a decisão
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da melhor decomposição DC a ser adotada no problema abordado. Adicionalmente,
discutimos ainda nesse capítulo a extensão de nossa metodologia para o caso mais
geral representado no problema (PQR), onde não convexidades também podem es-
tar presentes nas restrições através dos termos qi(x), i = 1, . . . ,m , e com a possível
presença de variáveis em domínios inteiros. Por fim, resultados computacionais com
algumas conclusões são apresentados no Capítulo 8, onde também apresentamos
outra grande contribuição desse trabalho de pesquisa, que consiste na disponibiliza-
ção de um novo pacote computacional aberto que implementa a metodologia aqui
descrita para a resolução de (PQR), o solver iquad.
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Capítulo 7

Uma Abordagem de
Branch-And-Bound Espacial para
Programação Quadrática Não
Convexa

7.1 Introdução

Para melhor apresentar os principais conceitos de nossa abordagem, tratamos neste
capítulo da resolução de um caso particular do problema (PQR) apresentado no
Capítulo 6, onde a não convexidade aparece apenas nos termos quadráticos presentes
na função objetivo:

(PQ) min
x

f0(x) + q0(x),

sujeito a: x ∈ X
(7.1)

onde f0(x) é uma função convexa qualquer, possivelmente linear, não linear ou até
mesmo nula, q0(x) = 1

2
x′Q0x é uma função quadrática não convexa, o que significa

dizer que Q0 não é semidefinida positiva (assumimos Q0 simétrica, todavia). X é
um conjunto definido por restrições de caixa juntamente com uma quantidade m de
restrições convexas:

fi(x) ≤ bi, i = 1, . . . ,m

lx ≤ x ≤ ux,

x ∈ Rn,

(7.2)

onde fi(x), i = 1, . . . ,m são funções convexas quaisquer, possivelmente lineares,
quadráticas ou não lineares. Assumimos aqui que (PQ) possui solução ótima global e
que sua região viável é limitada. Nossa abordagem consiste na resolução do problema
(PQ) por meio de um algoritmo baseado em Branch-And-Bound Espacial (BBE) que

46



resolve sucessivas relaxações convexas do problema (PQ) em subporções do espaço.
Observe que, a característica das funções fj(x), j = 1, . . . ,m definirá o tipo de rotina
computacional utilizada na resolução dessas relaxações. Se todas essas funções forem
lineares, por exemplo, poderá ser empregado um solver de Programação Quadrática.
Caso alguma função fi(x), i = 1, . . . ,m seja quadrática (sem que haja qualquer outra
função não linear), poderá ser utilizado um solver para Problemas Quadraticamente
Restritos. Caso haja alguma função não linear em (PQ), então poderá ser adotado
um solver de Programação Não Linear.

Na Seção 7.8, discutimos a extensão da metodologia para problemas onde funções
quadráticas não convexas também aparecem nas restrições dos problemas, além de
uma possível incorporação nos mesmos de variáveis em domínios discretos (inteiros).
Antes de especificamente introduzir os detalhes de nossa abordagem, é apropriado
realizar uma breve discussão sobre BBE.

7.2 Branch-And-Bound Espacial

Apresentamos aqui o algoritmo de Branch-And-Bound Espacial (BBE) tomado por
base para a construção de nossa metodologia (Algoritmo 7.1). A filosofia geral deste
algoritmo é bastante similar ao Branch-And-Bound utilizado em Programação In-
teira, apresentado neste trabalho na Seção 4.3 (Capítulo 4). Seja (PNC) o problema
de minimização não convexo sendo abordado. De modo geral, é necessário algum
esquema para a construção de uma relaxação convexa desse problema, denotada
aqui por (PNC). Através de sua resolução, esta relaxação convexa é responsável
pelo fornecimento de limitantes inferiores para diferentes subporções Vk do espaço
da região viável do problema. Seja (PNCVk ) a relaxação convexa de (PNC) resolvida
na subporção do espaço Vk. Sejam ainda xk a solução ótima de (PNCVk ), caso este
seja viável, zk o seu respectivo valor ótimo da função objetivo, e, zu, o melhor limi-
tante superior conhecido para (PNC) (note que zu pode ser inicializado como +∞).
Note que se xk for viável para (PNC), é possível que esta solução possa atualizar
o limitante superior zu caso a mesma apresente valor objetivo em (PNC) inferior a
zu. Assim, após essa possível etapa de atualização de zu no BBE, temos três casos
a considerar:

1. O problema (PNCVk ) é inviável : nesse caso, podemos descartar todos os sub-
problemas deste (subárvore abaixo do nó atual), pois também serão inviáveis
(poda por inviabilidade, linha 16 do Algoritmo 7.1).

2. zk ≥ zu: neste caso, uma vez que o valor zk é um limitante inferior para (PNC)

em toda subporção de Vk, temos a certeza de que nenhuma das subporções
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Entrada: (PNC): Problema não convexo abordado, εc: tolerância de convergência
Saída: (x∗): solução ótima de (PNC)

1 zu = +∞ ;
2 Seja f(.) a função objetivo de (PNC);
3 Seja (PNC) uma relaxação convexa para (PNC);
4 Seja x o vetor de variáveis de decisão de (PNC) ;
5 Seja V o conjunto (espaço) de soluções viáveis de (PNC) ;
6 V0 = V;
7 Seja (PNC

Vk ) a relaxação convexa de (PNC) na subporção do espaço Vk;
8 Seja N = {0} a lista inicial de nós em aberto;
9 i = 0;

10 Seja Li o limitante inferior do nó i ;
11 L0 = −∞;
12 enquanto N 6= ∅ faça
13 zl = minj{Lj : j ∈ N};
14 Selecione um nó k de N ;
15 se (PNC

Vk ) é inviável então
16 N = N\{k} ; // Poda por inviabilidade
17 senão
18 Sejam xk uma solução ótima de (PNC

Vk ), e zk seu respectivo valor na função
objetivo deste problema;

19 se xk é viável para (PNC) então
20 zu = f(xk);
21 x∗ =xk;
22 N = N\{j : Lj ≥ zu − εc} ; // Podas por limite

23 se zk < zu − εc então
// Ramificação

24 Selecione uma variável xj de (PNC
Vk ) para ramificação ;

25 Seja lkj e ukj , respectivamente, os limitantes inferior e superior de xj em Vk;
26 Escolha ψ ∈ (lkj ukj );
27 Vi+1 = Vk ∩ {x : xj ≤ ψ};
28 Vi+2 = Vk ∩ {x : xj ≥ ψ};
29 Li+1 = Li+2 =zk;
30 N = N ∪ {i+ 1, i+ 2}\{k};
31 i = i+ 2 ;

32 senão
33 N = N\{k} ; // Poda por limite

Algoritmo 7.1: Algoritmo de Branch-And-Bound Espacial tomado por base
em nossa abordagem.
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desta contém qualquer solução que melhore o limitante superior conhecido, e,
portanto, podemos descartá-las (poda por limite, linha 33 do Algoritmo 7.1).

3. zk < zu: Neste caso, precisamos avaliar as subporções de Vk, pois existe a
possibilidade de ao menos alguma delas abrigar solução que melhore o limitante
superior. Escolhemos uma variável xj de (PNC) para dividir o espaço. Sejam
lkj e ukj , respectivamente, os limitantes inferior e superior de xj na subporção do
espaço Vk sendo correntemente explorada. Escolhemos um valor ψ ∈ (lkj ukj )

e, então, geramos duas novas subporções do espaço (ramificação, linhas 24-31
do Algoritmo 7.1). Na primeira, adicionamos a restrição lkj ≤ xj ≤ ψ, e, na
segunda, a restrição ψ ≤ xj ≤ ukj . Note que, diferentemente do BB usado em
programação inteira, as subporções geradas possuem interseção entre si, razão
pela qual preferimos aqui usar o termo “divisão do espaço” em detrimento do
termo “partição do espaço”.

Ressaltamos que a poda por otimalidade aqui ocorre apenas quando a relaxação
sendo resolvida fornece xk viável com zk (limitante inferior na subporção Vk) tendo o
mesmo valor objetivo de (PNC) em xk (limitante superior na subporção Vk). Quando
essa situação ocorre, essa poda por otimalidade acaba sendo executada como poda
por limite no caso 2 acima. Apontamos que se o problema relaxado (PNC) incorporar
todas as restrições de (PNC), o que só é possível se todas estas restrições forem
convexas, cada solução xk obtida nas subporções do espaço sempre será viável para
(PNC), embora não obrigatoriamente cada uma dessas soluções atualize o limitante
superior zu. Observe ainda que, no BB padrão de programação inteira, sempre que
encontramos uma solução viável por meio da resolução da relaxação contínua em
uma subporção do espaço não podada por limite, necessariamente atualizamos o
limitante superior com essa nova solução, pois, uma vez que a respectiva subporção
do espaço não foi podada por limite e a função objetivo da relaxação contínua
é a mesma do problema de programação inteira abordado, essa solução ótima da
relaxação contínua apresenta valor objetivo menor que o limitante superior corrente.
A razão pela qual esse comportamento não necessariamente se repete no BBE é
que a função objetivo de (PNC) pode não ser a mesma de (PNC), e, nesse caso, a
relaxação convexa em uma subporção do espaço não podada por limite pode fornecer
uma solução cujo valor objetivo em (PNC) está abaixo de zu, mas o valor objetivo
dessa mesma solução em (PNC) está acima de zu.

Sempre que o limitante superior zu for atualizado, pode-se descartar todas as
subporções do espaço com limitante inferior igual ou maior que este valor (linha
22). Destacamos também que, no algoritmo BBE básico (Algoritmo 7.1), a região
viável da relaxação convexa (PNC) é que define a porção inicial do espaço (linha
5), já que esta região viável pode ser diferente (mais abrangente) da de (PNC).
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Destacamos também que a divisão do espaço é realizada considerando as variáveis
de (PNC) (linhas 24-31), uma vez que este último problema pode possuir variáveis
auxiliares não originalmente presentes em (PNC).

7.3 Construindo uma relaxação convexa

O primeiro passo para a aplicação de um algoritmo de BBE em um problema não
convexo é a construção de uma relaxação convexa para o mesmo. Observe que o
problema (PQ), em especial, possui região viável convexa, o que nos permite adotar
todas as suas restrições em uma relaxação convexa sem maiores preocupações. Uma
vez que a função f0(x) também é convexa, podemos voltar nossas atenções para a
construção de um termo subestimador para a parte não convexa da função objetivo
q0(x) = 1

2
x′Q0x. Para a realização desta tarefa, precisamos calcular matrizes simé-

tricas semidefinidas positivas P0 e R0 com o objetivo de construir uma decomposição
DC na forma q0(x) = p0(x) − r0(x), onde p0(x) = 1

2
x′P0x e r0(x) = 1

2
x′R0x. Em

outras palavras, precisamos inicialmente decompor Q0 na forma Q0 = P0 −R0.

7.3.1 Decomposição por Autovalores

Uma maneira natural de decompor a matriz Q0, é por meio de sua decomposição
por autovalores. Seja λQ0

i , i = 1, . . . ,n os autovalores de Q0, com seus respectivos
autovetores representados por ui, i = 1, . . . ,n. Seja A+

Q0
o conjunto de índices dos

autovalores positivos de Q0, isto é, A+
Q0

= {i : λQ0

i > 0}, e A−Q0
o conjunto de

índices dos autovalores negativos de Q0, isto é A−Q0
= {i : λQ0

i < 0}. Deste modo,
podemos calcular P0 e R0 como:

P0 =
∑

i∈A+
Q0

λQ0

i uiu
′
i ,

R0 =
∑

i∈A−Q0

−λQ0

i uiu
′
i .

(7.3)

Uma vez que a decomposição (7.3) gera, de modo geral, matrizes R0 cheias (não
diagonais), a classificamos aqui como decomposição cheia, em oposição às decompo-
sições alternativas apresentadas na Seção 7.5 que geram matrizes R0 diagonais.

7.3.2 Nossa relaxação convexa

Uma vez feita, por algum modo, a decomposição Q0 = P0−R0, com as matrizes P0

e R0 simétricas semidefinidas positivas, estamos aptos a prosseguir na construção
de uma relaxação convexa para (PQ). A partir de agora, precisamos escrever a
expressão 1

2
x′R0x em uma forma separável. Para isso, tomamos a decomposição
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por autovalores de R0. Sejam λi os autovalores de R0, e vi os seus respectivos
autovetores. Note que R0 não possui autovalor negativo. Seja A+ o conjunto de
índices de autovalores positivos (não nulos) de R0, isto é, A+ = {i : λi > 0}.
Escrevemos então R0 como:

R0 =
∑
i∈A+

λiviv
′
i .

Introduzindo as variáveis auxiliares

yi := v′ix, i ∈ A+ , (7.4)

reformulamos o problema (PQ) como:

(P̄Q) min
x, y

f0(x) + 1
2
x′P0x − 1

2

∑
i∈A+

λiy
2
i

sujeito a: x ∈ X ,
yi = v′ix, i ∈ A+,

lyi ≤ yi ≤ uyi , i ∈ A+,

y ∈ R|A+|,

(7.5)

onde os limitantes lyi e uyi podem ser calculados, por exemplo, por meio da resolução
dos seguintes problemas auxiliares, para i ∈ A+:

(Lyi ) lyi := min
x

v′ix,

sujeito a: x ∈ X ,
(7.6)

e
(Uy

i ) uyi := max
x

v′ix,

sujeito a: x ∈ X ,
(7.7)

usando um solver apropriado em relação às restrições que definem X . Note que, para
acelerar o processo de obtenção dos limitantes lyi e uyi , é possível relaxar algumas
restrições que definem X nos problemas (Lyi ) e (Uy

i ) (desde que suas regiões viáveis
permaneçam limitadas). Também é possível não resolver estes problemas até a
otimalidade utilizando então seus respectivos limitantes duais obtidos como valores
para lyi e uyi . De todo modo, ter em mãos limitantes os mais justos possíveis para as
variáveis pode ser bastante benéfico para acelerar a convergência de um algoritmo
baseado em BBE.

Tendo apresentado a reformulação (P̄Q), podemos considerar uma relaxação
para este problema. É válido destacar que função objetivo de (P̄Q) é composta do
termo convexo f0(x) + 1

2
x′P0x juntamente com termos côncavos em função de y.
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Note que, cada um desses termos côncavos tem a forma:

ωi(yi) := −1
2
λiy

2
i ,

lyi ≤ yi ≤ uyi ,
(7.8)

para i ∈ A+. Podemos então subestimar esses termos côncavos através de secan-
tes. Substituímos cada termo −y2

i por uma nova variável wi, a qual submetemos à
desigualdade secante:

− (uyi + lyi)yi + lyiuyi ≤ wi. (7.9)

Assim, construímos a nossa almejada relaxação convexa:

(P̃Q) min
x, y, w

f0(x) + 1
2
x′P0x + 1

2

∑
i∈A+

λiwi

sujeito a: x ∈ X ,
yi = v′ix, i ∈ A+,

−(uyi + lyi)yi + lyiuyi ≤ wi, i ∈ A+,

lyi ≤ yi ≤ uyi , i ∈ A+,

y, w ∈ R|A+|.

(7.10)

Para facilitar o processo de resolução, pode ser proveitoso omitir as variáveis yi,
obtendo assim:

(PQ) min
x,w

f0(x) + 1
2
x′P0x + 1

2

∑
i∈A+

λiwi

sujeito a: x ∈ X ,
−(uyi + lyi)v

′
ix+ lyiuyi ≤ wi, i ∈ A+,

lyi ≤ v′ix ≤ uyi , i ∈ A+,

w ∈ R|A+|.

(7.11)

Sejam lkyi e u
k
yi
os limitantes inferiores e superiores, respectivamente, das varáveis

yi, i ∈ A+, na k-ésima subporção do espaço. Assim o subproblema (PQk) resolvido
nessa subporção é dado por:

(PQk) min
x,w

f0(x) + 1
2
x′P0x + 1

2

∑
i∈A+

λiwi

sujeito a: x ∈ X ,
−(ukyi + lkyi)v

′
ix+ lkyiu

k
yi
≤ wi, i ∈ A+,

lkyi ≤ v′ix ≤ ukyi , i ∈ A+,

w ∈ R|A+|.

(7.12)

Note que as desigualdades secantes (7.9) presentes em (PQk) são atualizadas pelos
valores de lkyi e u

k
yi

da k-ésima subporção do espaço k.
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7.4 Pormenores do Algoritmo de Branch-And-
Bound Espacial

Durante a aplicação de nossa abordagem baseada em BBE, a divisão do espaço é
feita através das variáveis yi. No momento apropriado para ramificação, é necessária
a escolha de um índice j ∈ A+ para então procedermos à divisão do espaço sobre
yj. Um valor ψ ∈ (lkyj u

k
yj

) é tomado e então duas novas subporções do espaço são
geradas. Na primeira delas, impomos a restrição lkyj ≤ yj ≤ ψ, enquanto que na
outra, impomos a restrição ψ ≤ yj ≤ ukyj . Observe que, assim, as desigualdades
secantes são construídas em um intervalo menor a cada nova divisão do espaço, o
que tende a melhorar a aproximação dada pelas mesmas para os termos −y2

i .
Seja (xk,wk) uma solução ótima de (PQk) (quando este problema é viável). Para a

escolha do índice j para a ramificação, podemos tomar aquele com a maior diferença
entre −λi(v′ixk)2 e λiwki , i ∈ A+ (maior discrepância entre o valor do termo côncavo
na função objetivo e sua aproximação). Uma outra possível escolha é o índice que
apresente o maior valor λi(ukyi − l

k
yi

). Para a escolha de ψ (o valor sobre o qual a
divisão do espaço será feita na caixa de yj), pode se tomar ψ = vj’xk. Entretanto,
esta pode ser uma escolha ruim se esse valor estiver demasiadamente próximo dos
limitantes do intervalo [lkyj u

k
yj

]. Alternativamente, pode-se o escolher o ponto central
deste intervalo, isto é ψ = 1

2
(ukyj + lkyj), ou ainda, uma combinação de ambas as

estratégias através de um parâmetro α ∈ [0 1] de acordo com a seguinte expressão:

ψ = αv′jx
k + (1− α)

(ukyj + lkyj)

2
. (7.13)

Com relação à escolha da próxima subporção do espaço a ser explorada, podem
ser adotadas as já conhecidas estratégias de exploração por limitante inferior mais
baixo, profundidade ou largura.

7.5 Decomposições Diagonais

Apresentamos nessa seção as decomposições diagonais como uma alternativa à de-
composição por autovalores, apresentada na Subseção 7.3.1, para decompor Q0 na
forma Q0 = P0 − R0. Denominamos estas decomposições como diagonais porque
elas geram matrizes R0 diagonais. Uma vantagem em se trabalhar com matrizes
R0 diagonais, é que seus autovetores vi são colunas ej da matriz identidade, isto é
vetores preenchidos com um na posição j e zero nas demais posições. Desse modo,
de acordo com 7.4, cada variável yi do problema relaxado (P̃Q) estará diretamente
relacionada à uma variável xj (terão o mesmo valor). Assim, os limitantes lyi e uyi
podem ser tomados como os próprios limitantes de xj, lxj e uxj . Note então que,
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ao dividir o espaço sobre algum yi divide-se também diretamente o espaço de xj,
e se, por ventura, a variável xj for restrita a domínio discreto (inteiro), a variável
yi também ficará restrita a esse mesmo domínio. Nesse contexto, como realizar a
ramificação sobre yi significa realizar a ramificação sobre xj, e, sendo esta última
uma variável inteira, a ramificação do BB de programação inteira poderia ser ado-
tada. Desta forma, com uma decomposição diagonal, as variáveis yi podem ser
completamente omitidas, sendo então cada yi substituída respectivamente por sua
variável relacionada xj. Assim, as restrições de caixa em cada yi também podem ser
omitidas.

As decomposições diagonais também fornecem sempre a mesma base de vetores
vi para a construção da relaxação convexa, que são as colunas ej da matriz identi-
dade. Essa característica pode ser útil quando o problema possuir múltiplas matrizes
Qk para serem decompostas, como, por exemplo, no caso de existirem restrições qua-
dráticas não convexas no problema abordado. Nesse, caso, com todas as matrizes
Rk partilhando o mesmo conjunto de autovetores, o número de variáveis auxiliares
yi e wi bem como o número de desigualdades secantes seria reduzido, facilitando
assim a resolução da relaxação convexa. Paralelamente, ao realizar a ramificação
sobre alguma variável yi, melhoraríamos as aproximações secantes simultaneamente
em todas as expressões (restrições e/ou função objetivo) que fizeram uso de yi para
compor a relaxação convexa.

Uma possível desvantagem das decomposições diagonais é que, uma matriz R0

diagonal que satisfaça aos critérios da decomposição DC em questão pode, em al-
guns casos, apresentar valores demasiadamente grandes para seus autovalores λi, o
que tende a acentuar a discrepância ente os termos côncavos −λiy2

i e seu respectivos
aproximadores λiwi. Essa possível discrepância alta pode exigir níveis maiores de
divisão do espaço (ramificação) no algoritmo de BBE de modo que as desigualdades
secantes façam os termos λiwi aproximarem adequadamente os termos −λiy2

i . Uma
outra possível desvantagem é que, uma vez que os autovetores de R0 são os vetores
ej, que possuem apenas um elemento não nulo, há uma tendência de que as decom-
posições diagonais gerem uma matriz R0 com uma quantidade maior de autovetores
relacionados a autovalores positivos (não nulos) em relação às decomposições cheias,
cujos autovetores podem possuir mais de um elemento não nulo. Em outras pala-
vras, as decomposições cheias tendem a conseguir gerar uma matriz R0 que possua
um número menor de autovetores relacionados a autovalores positivos. Desse modo,
as decomposições diagonais tendem a gerar um número maior de termos côncavos
−y2

i para serem aproximados por secantes.
A seguir, apresentamos algumas decomposições diagonais para Q0. Lembramos

que, aqui, R0 é uma matriz diagonal cujos autovetores são as colunas ej da matriz
identidade. Denotamos aqui r0 := (r01, r02, . . . , r0n) como sendo o vetor formado
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pelos elementos na diagonal de R0. Note que este vetor traz também os autovalores
de R0. Uma vez tendo calculado R0, pode-se então obter P0 com a expressão P0 =

Q0 +R0.

7.5.1 Diagonalmente Dominante

Uma maneira bem simples de se obter uma matriz R0 diagonal é utilizando o conceito
de diagonal dominância. Calculamos então cada r0i como:

r0i := max

{
0, −q0ii +

∑
j:j 6=i

|q0ij|

}
,

onde q0ij denota o elemento na linha i e coluna j da matriz Q0. Note que, P0 :=

Q0 + R0 será uma matriz diagonal dominante. É fácil perceber que esta forma
de decomposição pode gerar autovalores λi para R0 demasiadamente grandes, o
que pode ser uma desvantagem prática na aplicação do algoritmo BBE conforme
discutido acima.

7.5.2 Identidade

Uma alternativa possivelmente melhor de se obter R0 é por meio do uso do menor
autovalor de Q0, denotado aqui por λQ0 . Assim, definimos R0 como:

R0 = −min{0, λQ0} I ,

onde I é a matriz identidade. Note que se Q0 não for semidefinida positiva, λQ0 será
negativo.

7.5.3 Diagonal PSD

Uma maneira mais robusta de se conseguir R0 é através da resolução do seguinte
Problema de Programação SemiDefinida (PSD):

(DDPSD) min
r

n∑
i=1

ri ,

sujeito a: Q0 + Diag(r) � 0 ,

r ≥ 0 ,

r ∈ Rn,

(7.14)

onde a expressão M � 0 significa dizer que M é uma matriz semidefinida positiva, e
o operador Diag(r) constrói uma matriz diagonal cujos elementos i,i na diagonal são
definidos por ri. Definimos então R0 := Diag(r). Assim, o modelo acima tem como
objetivo minimizar o traço de R0. De certa forma, é como se este modelo procurasse
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minimizar a convexidade estritamente separável necessária para ser adicionada em
Q0 e obter como resultado uma matriz semidefinida positiva.

7.6 Decomposição por Minimização da Soma Pon-

derada de Autovalores

Nesta seção, definimos uma classe interessante de decomposições cheias (não diago-
nais) para uma matriz simétrica não semidefinida positiva Q, na forma Q = P −R,
onde P e R são matrizes simétricas semidefinidas positivas. Consideramos de-
composições na forma q(x) = p(x) − r(x), onde q(x) = 1

2
x′Qx, p(x) = 1

2
x′Px e

r(x) = 1
2
x′Rx. Aqui, estamos interessados em Q, P e R que resolvem:

(PSPAV ) min
R

k∑
i=1

miλi(R) ,

sujeito a: Q+R � 0 ,

R � 0 ,

(7.15)

onde m1 ≥ m2 ≥ · · ·mk > 0, k é um parâmetro. A função objetivo é composta pela
norma 1 ponderada dos autovalores da matriz R. Desse modo, estamos de certa
forma minimizando a não convexidade de −r(x) objetivando um melhor desempe-
nho da relaxação convexa em fornecer limitantes inferiores para os subproblemas
abordados e, por consequência, melhorar a eficiência do algoritmo de BBE de um
modo geral.

Observe que, se definirmos k := n e mi := 1, i = 1,2, . . . ,n, o problema
(PSPAV ) recai na minimização do traço de R. Como este problema permite a
obtenção de R cheia (não diagonal), espera-se que a decomposição obtida aqui seja
melhor do que aquela obtida com a decomposição diagonal PSD apresentada na Sub-
seção 7.5.3 no sentido de melhor extrair uma possível convexidade presente em Q.
Em contrapartida, o custo computacional na resolução deste novo problema tende
a ser maior em comparação com aquele da Subseção 7.5.3.

Alternativamente, definindo k := 1 e m1 := 1, recaímos no problema de minimi-
zar o maior autovalor de R. Nesse caso, o problema (PSPAV ) pode ser reformulado
como:

min
z,R

z ,

sujeito a: zI −R � 0 ,

Q+R � 0 ,

R � 0 .

(7.16)

O problema (PSPAV ) define uma família de decomposições que podem nos
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servir em nosso propósito de construir uma relaxação convexa para ser utilizada no
BBE. Demonstraremos a seguir, entretanto, que todos esses problemas de minimiza-
ção de soma ponderada de autovalores podem ser resolvidos de forma muito eficiente
apenas por meio da decomposição por autovalores apresentada na Subseção 7.3.1.
Este fato nos dá uma ideia do quão importante é a decomposição por autovalores, e
é enunciado no Teorema a seguir:

Teorema 7.1. Para quaisquer parâmetros mi, i = 1, . . . , k, tais que m1 ≥ m2 ≥
· · ·mk > 0, a decomposição por autovalores de Q resolve o problema de minimização
de soma ponderada de autovalores (PSPAV ).

A demonstração desse Teorema pode ser conferida no Apêndice B.

7.7 Uma estratégia de decomposição alternativa ba-

seada em PSD

Apresentamos aqui uma diretriz geral para a obtenção de decomposições de uma
matriz Q simétrica não semidefinida positiva na forma Q = P −R, onde P e R são
matrizes simétricas semidefinidas positivas. A ideia principal consiste em tomar um
conjunto de matrizes de posto um {Vi |Vi = viv

′
i} e calcular a melhor decomposição

possível para Q segundo algum critério. Este cálculo é feito através da resolução do
seguinte problema de Programação SemiDefinida (PSD):

(DQPSD) min
λ∈Rp

p∑
i=1

βiλi ,

sujeito a: Q +
p∑
i=1

λiVi � 0 ,

λ ≥ 0 ,

(7.17)

onde β ≥ 0 é um vetor em que cada componente βi contém o peso para a variá-
vel λi na função objetivo. Para completar o processo de decomposição, tomamos
R =

∑p
i=1 λiVi e P = Q+ R. Observamos que a resolução do problema (DQPSD)

nos fornece uma matriz R que atende aos requisitos de nossa decomposição estando
já decomposta sobre vi e λi. Assim, nossa estratégia calcula a melhor matriz R
possível de acordo com os parâmetros βi e vi, i = 1, . . . ,p. Podemos notar que
este é o caminho reverso ao das decomposições apresentadas até aqui, que primeira-
mente obtém R de algum modo, e só então calculam os vetores vi por meio de sua
decomposição. Em outras palavras, as decomposições apresentadas anteriormente
“escolhem” R e então calculam os vetores vi em função deste. Esta nova estratégia
primeiro escolhe os vetores vi e então calcula R em função deles.

Diferentes escolhas para os vetores β e vi conduzirão a formas variadas de de-
composição. Por exemplo, tomando βi = 1 e vi = ei, onde ei é a i-ésima coluna da
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matriz identidade, para i = 1, . . . ,n , o problema (DQPSD) recai no problema:

(NDDPSD) min
λ∈Rn

n∑
i=1

λi ,

sujeito a: Q +
n∑
i=1

λiEi � 0 ,

λ ≥ 0 ,

(7.18)

onde Ei = eie
′
i. Note que (NDDPSD) é equivalente ao problema (DDPSD) que é

utilizado para calcular R segundo a decomposição diagonal PSD em (7.14). Apon-
tamos que a formulação acima traz um modelo prático eficiente para o cálculo de R
segundo esta última decomposição.

Uma outra escolha para os parâmetros β e vi que pode ser destacada, seria to-
mar βi = 1 e cada vi como sendo um dos autovetores de Q relacionados a algum
autovalor negativo, para i = 1,..,d, onde d é o número de autovalores negativos de Q.
Claramente, os autovalores negativos de Q (multiplicados por -1) fornecem uma so-
lução para (DQPSD) nesse contexto. Assim, a decomposição gerada seria a mesma
obtida com a decomposição por autovalores. Esse fato poderia ser futuramente
explorado, para, por exemplo, obter uma decomposição para Q o mais próximo pos-
sível da decomposição por autovalores sujeito a possíveis restrições adicionais em
(DQPSD).

7.7.1 Decidindo Entre Decomposição por Autovalores e Dia-

gonal PSD

Temos observado que, na prática, as decomposições por autovalores e diagonal PSD
duelam pelo melhor desempenho quando incorporadas em nosso algoritmo baseado
em BBE. Temos observado, através de experimentos práticos, que não há predomi-
nância absoluta entre essas duas formas de decomposição, o que nos leva a acreditar
que a melhor escolha esteja intimamente relacionada às características específicas do
problema sendo tratado. Deste modo, torna-se importante desenvolver uma maneira
funcional de decidir sobre qual forma de decomposição será aplicada no problema
em questão, visando obter os melhores resultados possíveis por meio da aplicação
de BBE.

Uma possível forma de realizar a escolha pela melhor decomposição, é cons-
truindo um problema de PSD a partir de (DQPSD), onde tomamos como vi os au-
tovetores uj relacionados aos autovalores negativos de Q juntamente com os vetores
canônicos ek utilizados pela decomposição por diagonal PSD em (NDDPSD). Em
outras palavras, mesclamos os vetores vi obtidos com as decomposições de autovalo-
res e diagonal PSD em um modelo unificado. Para tal, sejam µ1 ≤ µ2 ≤ · · · ≤ µd < 0

os d autovalores negativos de Q e ui, i = 1,2, . . . ,d seus respectivos autovetores. De-
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finimos então, para i = 1,2, . . . ,d+ n:

vi :=

{
ui, se i ≤ d ,

ei−d, caso contrário .
(7.19)

Aplicando (7.19) no modelo (DQPSD) e definindo Ui = uiu
′
i e Ei = eie

′
i temos:

(MIX0) min
λ∈Rd+n

d+n∑
i=1

βiλi ,

sujeito a: Q +
d∑
i=1

λiUi +
n∑
i=1

λd+iEi � 0 ,

λ ≥ 0 .

(7.20)

Assim, a última coisa a fazer para completar a definição do modelo (MIX0) é
escolher valores apropriados para β na função objetivo. A escolha βi = 1 se mostra
inapropriada nesta situação, pois levaria o modelo a sempre preferir compor R com
os autovetores ui em vez dos vetores canônicos ei, visto que, conforme enunciado pelo
Teorema 7.1, a decomposição por autovalores nos dá a solução que minimiza o traço
de R. Nosso desejo é que o modelo seja capaz de escolher, entre a decomposição
por autovalores e a diagonal PSD, aquela que gerará a melhor relaxação para o
problema não convexo abordado. É natural pensar que, além da matriz Q presente
na função objetivo de (PQ), o modelo deve levar em consideração, de algum modo, as
restrições desse problema. Como nesta metodologia já sabemos a priori os possíveis
vetores sobre os quais R será decomposto, podemos calcular os limitantes inferiores
e superiores para cada um deles na região viável X conforme feito nos problemas
(7.6) e (7.7). Assim, para i = 1,2, . . . ,d+ n , uma possível escolha para βi seria:

βi = û(vi)− l̂(vi) ,

onde l̂(vi) = min{v′ix : x ∈ X} e û(vi) = max{v′ix : x ∈ X}. A ideia aqui seria
privilegiar direções vi com menor comprimento na região viável X . Desse modo,
as desigualdades secantes seriam construídas em intervalos os menores possíveis,
esperando-se assim diminuir a discrepância entre a aproximação secante e o real
valor do termo côncavo aproximado.

Todavia, considerar apenas o comprimento do intervalo sendo aproximado pela
secante pode não ser a melhor escolha para βi, conforme evidenciado pela Figura 7.1.
Nesta figura, temos a função g(a) = −a2, a mesma usada em nossa reformulação
para (PQ), sendo aproximada por desigualdades secantes em dois intervalos distintos
tendo, cada um, comprimento dois. Claramente, a primeira secante, 7.1a, aproxima
a função em seu respectivo intervalo melhor que a segunda, 7.1b, uma vez que, o
segundo intervalo abriga a mudança no sinal da derivada em seu centro. Desse modo,
podemos concluir que podem haver direções com largos intervalos e, ainda assim,
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a aproximação secante sobre a ∈ [−2.5,−0.5] b aproximação secante sobre a ∈ [−1, 1]

Figura 7.1: Aproximações secantes para g(a) = −a2 sobre dois intervalos diferentes
de comprimento dois. Note que, embora os comprimentos dos intervalos sejam
iguais, em 7.1a temos uma aproximação consideravelmente melhor que em 7.1b.

capazes de prover boas aproximações secantes, ao mesmo tempo em que podem
haver direções com intervalos mais curtos fornecendo aproximações secantes ruins.

Assim, adotamos uma estratégia ligeiramente diferente para definir β. Nossa
metodologia geral para resolver (PQ) envolve a construção de aproximações secantes
de:

g(a) = −a2

nos intervalos [l̂i ûi], onde l̂i = l̂(vi), ûi = û(vi) e vi são os vetores utilizados no
modelo (MIX0). Nesse contexto, as funções secantes podem ser definidas como:

si(a) = −(ûi + l̂i)a+ ûil̂i .

Nossa intenção principal em relação ao modelo (MIX0) é a obtenção de uma
solução λ minimizando a soma da diferença máxima entre g(a) e cada uma das
funções secantes si(a). Então, definimos cada βi como:

βi = max δi(a)

onde
δi(a) := g(a)− si(a) = −a2 + (ûi + l̂i)a− ûil̂i .

Uma vez que as funções δi(a) são quadráticas, univariadas e côncavas, podemos
determinar facilmente seus valores máximos como û2i +l̂2i

4
− ûi l̂i

2
no ponto a = ûi+l̂i

2
.

Dessa forma, definimos βi =
û2i +l̂2i

4
− ûi l̂i

2
e o problema (MIX0) se torna:
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(MIX) min
λ∈Rd+n

d+n∑
i=1

(
û2i +l̂2i

4
− ûi l̂i

2

)
λi ,

sujeito a: Q +
d∑
i=1

λiUi +
n∑
i=1

λd+iEi � 0 ,

λ ≥ 0 .

(7.21)

Ressaltamos que a função objetivo de (MIX) nos dá uma medida da maior
discrepância possível entre a soma das funções g(a) e a soma das suas respectivas
aproximações secantes si(a) (multiplicadas pelos seus respectivos termos λi). Ao
minimizar este valor, esperamos realizar a escolha adequada entre os autovetores
ui de Q e os vetores canônicos ek para a composição de uma matriz R que resulte
em uma boa relaxação para o problema (PQ), contribuindo assim para um bom
desempenho por parte do algoritmo de BBE. Note que modelo (MIX) pode escolher
usar apenas os autovetores ui, ou apenas os vetores canônicos ei ou ainda, uma
combinação desses dois conjuntos de vetores.

7.8 Extensões da Metodologia

7.8.1 Considerando Funções Quadráticas Não Convexas Nas

Restrições

Tendo apresentado os principais conceitos de nossa abordagem para problemas en-
volvendo uma função quadrática não convexa na função objetivo, estamos prontos
para discutir sobre a extensão da abordagem para problemas onde termos quadráti-
cos não convexos também podem aparecer nas suas restrições. Em outras palavras,
nesta seção, passamos a abordar o problema:

(PQR) z := min
x

f0(x) + q0(x),

sujeito a: x ∈ X ,
hj(x) + qj(x) ≤ cj, j = 1, . . . ,t ,

(7.22)

onde, X é ainda um conjunto definido por restrições convexas conforme (7.2), as
funções hj(x), i = 1, . . . ,t , assim como f0(x), são não lineares e convexas. Aqui,
assumimos que todas as restrições convexas estão representadas em X , restando
então para qj(x) = 1

2
x′Qjx, j = 1, . . . ,t a representação de funções quadráticas não

convexas. Observe, todavia, que a função q0(x) na função objetivo pode ser nula.
O problema (PQR) admite a existência de múltiplas funções qj(x) não convexas,

o que traz um desafio adicional para a construção de uma boa relaxação convexa.
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Nossa metodologia geral apresentada aqui estabelece os seguintes passos a obtenção
dessa relaxação:

1. Construção de uma decomposição para cada matriz Qj = Pj − Rj tal que Pj
e Rj sejam semidefinidas positivas;

2. Decomposição por autovalores de cada matriz Rj para introdução das variáveis
auxiliares conforme expressão (7.4);

3. Substituição dos termos quadráticos côncavos sobre as variáveis introduzidas
no passo 2 por termos aproximadores submetidos a desigualdades secantes.

Observe que, em princípio, cada matriz Rj obtida poderia apresentar um con-
junto distinto de autovetores, o que poderia acarretar na introdução de um número
elevado de variáveis auxiliares e desigualdades secantes. Este fato, além de possivel-
mente deixar as relaxações contínuas mais dispendiosas de serem resolvidas, poderia
exigir muitos níveis de ramificações no algoritmo de BBE para uma adequada apro-
ximação do problema (PQR). Em um caso extremo, onde nenhum autovetor é
partilhado por duas matrizes Rj quaisquer, a cada ramificação, a aproximação por
secantes seria melhorada para apenas uma das funções quadráticas não convexas,
e, ainda assim, em apenas um dos termos côncavos utilizados na reformulação da
respectiva função, o que não seria ideal para o BBE em termos da agilidade de sua
convergência.

Com estas informações em mente, podemos construir uma relaxação convexa
onde toda matriz Rj seja construída a partir do mesmo conjunto de autovetores.
Desse modo, o número de variáveis auxiliares e desigualdades seria reduzido, e, a
cada ramificação, a aproximação por secantes poderia ser melhorada para diversas
funções quadráticas simultaneamente, o que aceleraria a convergência do algoritmo
de BBE. Conforme discutido na Seção 7.5, uma sugestão natural seria utilizar de-
composições diagonais para todas as matrizes Qj. Dessa forma, cada matriz Rj

obtida teria como autovetores as colunas ei da matriz identidade, o que atenderia
nosso propósito de construir cada Rj sobre um mesmo conjunto de autovetores.
Entretanto, existem muitos casos onde mesmo a decomposição diagonal PSD, que
domina as demais decomposições diagonais apresentadas, pode apresentar desem-
penho prático inferior a decomposição por autovalores. Pensando nestas situações,
poderia ser interessante permitir que ao menos a parte quadrática da função obje-
tivo q0(x) possa ser decomposta através dessa última decomposição, caso a mesma se
mostre mais vantajosa, pois a aproximação da função objetivo tem peso considerável
na qualidade do limitante inferior fornecido pela relaxação convexa. Ressaltamos
que bons limitantes inferiores nos permitem descartar mais precocemente as subpor-
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ções do espaço de soluções que não sejam promissoras, economizando assim muitas
iterações do algoritmo.

Desse modo, podemos considerar os vetores canônicos ei, juntamente com os
autovetores relacionados a autovalores negativos de Q0, para compor nosso conjunto
de vetores utilizados para construir cada matriz Rj. Assim, sejam µ1 ≤ µ2 ≤
· · · ≤ µd < 0 os d autovalores negativos de Q0 e ui, i = 1,2, . . . ,d seus respectivos
autovetores. Utilizamos então o modelo (MIX) (apresentado na Subseção 7.7.1)
para a construção de uma decomposição Qj = Pj −Rj para j = 0, . . . ,t. Definimos
então:

vi :=

{
ui, se i ≤ d,

ei−d, caso contrário,
l̂i := min{v′ix : x ∈ X},
ûi := max{v′ix : x ∈ X},

(7.23)

juntamente com Ui = uiu
′
i e Ei = eie

′
i. Assim, resolvemos, para cada matriz Qj, o

seguinte problema de PSD:

min
λ∈Rd+n

d+n∑
i=1

(
û2i +l̂2i

4
− ûi l̂i

2

)
λi ,

sujeito a: Qj +
d∑
i=1

λiUi +
n∑
i=1

λd+iEi � 0 ,

λ ≥ 0 .

(7.24)

Após cada resolução acima, tomamos Rj =
∑d

i=1 λiUi+
∑n

i=1 λd+iEi e Pj = Qj+Rj.
Note que, uma vez que já estamos considerando os vetores ui, i = 1, . . . ,d para
possivelmente serem utilizados na composição de R0, aproveitamos para permitir
que qualquer outro Rj possa ser construído utilizando esses mesmos vetores, caso
isto venha a se mostrar oportuno.

Tendo decomposto cada matriz Qj, construímos então a nossa relaxação convexa
para o problema (PQR). Para j = 0, . . . ,t seja µj(θ) o autovalor de Rj associado
ao autovetor θ de Rj. Assim, para j = 0, . . . ,t e i = 1, . . . ,n, definimos:

λji :=

{
µj(vi) , se vi é autovetor de Rj,
0 , caso contrário

(7.25)

Por fim, seja A+ o conjunto de índices i para os quais existe algum λji > 0, para
j = 0, . . . ,t, isto é, A+ = {i : ∃λji > 0}. Aplicando agora o mesmo raciocínio da
Seção 7.3, utilizamos a definição de yi dada pela expressão (7.4) para reformular o
problema (PQR) como:
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( ¯PQR) min
x, y

f0(x) + 1
2
x′P0x − 1

2

∑
i∈A+

λ0
i y

2
i

sujeito a: x ∈ X ,
hj(x) + 1

2
x′Pjx − 1

2

∑
i∈A+

λjiy
2
i ≤ cj, j = 1, . . . ,t

yi = v′ix, i ∈ A+,

lyi ≤ yi ≤ uyi , i ∈ A+,

y ∈ R|A+|,

(7.26)

onde lyi := l̂i e uyi := ûi, para i ∈ A+. Realizando então a substituição de cada
termo côncavo −y2

i por wi e introduzindo as desigualdades secantes (7.9), estamos
prontos para definir nossa relaxação convexa para o problema (PQR), já omitindo
as variáveis yi:

(PQR) min
x,w

f0(x) + 1
2
x′P0x + 1

2

∑
i∈A+

λ0
iwi

sujeito a: x ∈ X ,
hj(x) + 1

2
x′Pjx + 1

2

∑
i∈A+

λjiwi ≤ cj, j = 1, . . . ,t

−(uyi + lyi)v
′
ix + lyiuyi ≤ wi, i ∈ A+,

lyi ≤ v′ix ≤ uyi , i ∈ A+,

w ∈ R|A+|,

(7.27)

Durante a aplicação do BBE, pode ser dada prioridade para a melhoria da apro-
ximação da função objetivo no momento de escolha da variável sobre a qual será
feita ramificação. A justificativa para tal decorre do fato de que a aproximação
da função objetivo é crucial para a execução de podas por limite. Sejam (PQRk)

a relaxação convexa construída na subporção k do espaço de soluções viáveis de
(PQR), e, (xk, wk) a solução ótima dessa relaxação (caso a mesma seja viável). Se a
diferença entre a função objetivo de (PQR) e (PQRk) em (xk, wk) for maior que ε,
onde ε é um parâmetro positivo próximo a zero, pode-se escolher para ramificação
o índice que apresente a maior discrepância entre −λ0

i (v
′
ix
k)2 e λ0

iw
k
i , para i ∈ A+

(maior discrepância entre o valor do termo côncavo na função objetivo e sua aproxi-
mação). Caso contrário, isto é, se a função objetivo de (PQR) está adequadamente
aproximada em (PQRk) na solução (xk, wk), podemos escolher, para i ∈ A+, o ín-
dice que apresente a maior discrepância entre −λai (v′ixk)2 e λaiwki , onde a é o índice
da restrição de (PQR) mais violada em (xk, wk) (maior discrepância entre o valor
do termo côncavo na restrição mais violada e sua aproximação). Observe que, se
(xk, wk) for viável para (PQR) e não houver diferença entre as funções objetivo de
(PQR) e (PQRk) nessa solução, a respectiva subregião será podada por otimalidade
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(limite) e a ramificação não será realizada. Para a decisão de como a divisão do es-
paço será feita sobre o índice escolhido ou sobre a próxima subporção do espaço a
ser explorada, podem ser adotados os critérios discutidos na Seção 7.4.

7.8.2 Considerando Variáveis Inteiras

A abordagem aqui apresentada pode ser facilmente estendida para problemas que
apresentem funções quadráticas não convexas juntamente com variáveis em domínio
discreto (inteiro). Nessa situação, as variáveis inteiras podem ter prioridade sobre as
variáveis auxiliares yi no momento de escolha da variável sobre a qual a ramificação
será feita. Para as variáveis inteiras, a ramificação padrão do BB de programação
inteira pode ser adotada (veja a Seção 4.3 no Capítulo 4), estando atento ao fato de
que, se algum vetor vi for uma das colunas da matriz identidade ej com xj sendo
variável inteira no problema abordado, a ramificação padrão do BB de programação
inteira pode ser também estendida a yj a cada ramificação de xj, conforme discutido
na Seção 7.5. Ramificações sobre variáveis inteiras podem eventualmente reduzir os
limitantes lkyi e u

k
yi
, mas o esforço para recalcular esses limitantes de forma rigorosa a

cada nova subporção do espaço explorada pode prejudicar a eficiência do algoritmo
no lugar de trazer ganhos. Todavia, pode valer a pena a aplicação de uma rotina de
preprocessamento leve que, a cada iteração de BBE, recalcule esses limitantes para
cada yi apenas com base nas expressões:

yi := v′ix, i ∈ A+

lkx ≤ x ≤ ukx,
(7.28)

onde lkx e ukx são os limitantes de x na k-ésima subporção do espaço. Note que, uma
vez que agora o problema possui variáveis inteiras, as ramificações também ocorrem
sobre x e, assim, a cada subporção do espaço esta variável poderá ter limitantes
diferentes. Assim, dados lkyi e ukyi os limitantes de yi na k-ésima subporção do
espaço, podemos calcular novos limitantes l̂kyi e û

k
yi

de acordo com as expressões:

l̂kyi = max
{
lkyi , ξ

k
i

}
,

ûkyi = min
{
ukyi , ξ̄

k
i

}
,

onde ξki e ξ̄ki são, respectivamente, limitantes inferior e superior para yi calculados
com base apenas em (7.28), isto é:

ξki =
∑

j : vij>0

vijl
k
xj

+
∑

j : vij<0

viju
k
xj
,

ξ̄ki =
∑

j : vij>0

viju
k
xj

+
∑

j : vij<0

vijl
k
xj
.

Uma possível redução nos limitantes de yi poderia ser benéfica para melhorar a apro-
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ximação secante dos termos côncavos −y2
i , obtendo assim uma relaxação convexa

mais forte.
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Capítulo 8

Resultados e Contribuições
Computacionais

8.1 Resultados Computacionais

Neste seção, apresentamos resultados computacionais para nossa abordagem de re-
solução de problemas envolvendo funções quadráticas não convexas. Os testes ro-
daram em um computador com processador core i7 4790 (3,6 GHz), 16 GB de
memória RAM sob o sistema operacional Open Suse Linux 13.1 [44]. As imple-
mentações foram feitas na linguagem C++ utilizando o compilador GCC 4.8.1 [71].
Para as resoluções das relaxações convexas no algoritmo de BBE bem como do pro-
blema de PSD demandado pela Decomposição Diagonal PSD, foi utilizado pacote
Mosek 7.1.0.33 [48]. As decomposições por autovalores foram calculadas por meio
do pacote LAPACK 3.5.0 [72] com BLAS 3.5.0 [73]. Consideramos aqui dois cená-
rios distintos para nossos testes. No primeiro cenário, avaliamos diferentes formas
de decomposição para problemas de programação quadrática contínua onde apenas
a função objetivo é não convexa. No segundo cenário, avaliamos a performance em
um subconjunto de instâncias de teste onde introduzimos variáveis inteiras. Pos-
teriormente, comparamos nossos melhores resultados com os conhecidos pacotes
Cplex 12.6.0.0 [47] e Couenne 0.5.6 [74]. Em todos os contextos, cada diferente
execução sobre cada instância de teste foi limitada ao tempo máximo de duas horas.
As tolerâncias de convergência absoluta e relativa foram ajustadas em 10−4 e 10−3,
respectivamente. A estratégia de exploração utilizada no BBE foi a de menor limi-
tante inferior, o que significa dizer que, a cada iteração, a subporção em aberto do
espaço com o menor limitante inferior era tomada para exploração. Para a escolha
do índice para a realização de ramificação, escolhemos o de maior discrepância entre
o termo concavo na função objetivo e sua aproximação. O parâmetro α (Equação
(7.13)) foi ajustado em 0,8. Todas as aplicações computacionais foram configuradas
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para serem executadas por uma única thread de processamento, o que significa di-
zer que as mesmas foram executadas por um único processador a cada instante de
tempo na máquina utilizada para os testes.

8.1.1 Avaliando decomposições sobre problemas quadráticos

não convexos

Neste contexto, avaliamos o desempenho de nossa abordagem sobre problemas qua-
dráticos não convexos. Os problemas teste não possuem termos não lineares nem
restrições quadráticas, apenas uma função objetivo quadrática não convexa sujeita
a restrições de caixa e, possivelmente, restrições lineares adicionais. Tomamos aqui
os seguintes grupos de instâncias de teste:

• Relaxed BiqMac (R-BiqMac): conjunto de 343 problemas oriundos da biblio-
teca BiqMac (Binary quadratic and Max-cut) [75], onde as restrições de inte-
gralidade são relaxadas. Estas instâncias apresentam n variando de 30 até 500
e só possuem restrições de caixa;

• BoxQP : conjunto padrão comumente adotado na literatura para comparação
de métodos de programação quadrática não convexa. Abrange 99 instâncias
de teste quadráticas, com n variando de 20 até 100, com apenas restrições de
caixa geradas de forma aleatória em [76];

• GLOBALLib: conjunto de instâncias oriundas do conhecido repositório de pro-
blemas de otimização global GLOBALLib [77]. Das 413 instâncias disponíveis,
selecionamos 83 com função objetivo quadrática não convexa e restrições line-
ares. O número de variáveis das mesmas varia de 2 até 79;

• Random: conjunto de instâncias com função objetivo quadrática não convexa
e restrições lineares geradas aleatoriamente para este trabalho. Utilizamos
a técnica proposta em [78] para a geração de instâncias de cinco tamanhos
diferentes (n = 20,40,60,80,100) em três subgrupos:

– Problemas cuja função objetivo é composta pela soma de uma função de
termos bilineares com uma função quadrática convexa. Cada uma dessas
funções é construída sobre um subconjunto disjunto de n

2
variáveis;

– Problemas cuja função objetivo é soma de uma função quadrática côn-
cava com uma função quadrática convexa. Cada uma dessas funções é
construída sobre um subconjunto disjunto de n

2
variáveis;

– Problemas cuja função objetivo é a soma de uma função de termos bi-
lineares com uma função quadrática côncava e uma função quadrática
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convexa. Cada uma dessas funções é construída sobre um subconjunto
disjunto de cerca de n

3
variáveis;

Foram geradas quatro instâncias para cada tamanho n em cada grupo, totali-
zando assim 60 instâncias de teste. O número de restrições lineares em cada
problema é 1,5n.

Para cada uma das instâncias acima, testamos as seguintes estratégias de de-
composição:

• Decomposição por Autovalores (DA);

• Diagonalmente Dominante (D-DOM);

• Identidade (Ident);

• Diagonal PSD (D-PSD).

Tabela 8.1: Percentual de instâncias resolvidas por cada estratégia de decomposição em
cada grupo (%), com tempo máximo de execução de duas horas para cada estratégia em
cada instância.

Grupo Estratégia de Decomposição
(#inst) DA D-PSD D-DOM Ident

biqmac (343) 0,87 16,62 4,37 3,50
boxqp (99) 17,17 68,69 14,14 52,53

globallib (83) 100,00 100,00 97,59 100,00
random (60) 83,33 33,33 16,67 1,67

A Tabela 8.1 apresenta o percentual de instâncias resolvidas por cada estratégia
de decomposição em cada grupo no tempo limite estipulado (duas horas). As Figuras
8.1-8.4 trazem gráficos comparativos das estratégias para cada grupo de instâncias.
A Figura 8.1 traz a comparação quanto ao tempo computacional tomado para as
instâncias totalmente resolvidas no tempo limite estipulado. As Figuras 8.2 e 8.3
comparam, respectivamente, os limitantes inferiores e superiores finais alcançados
por cada estratégia. Por fim, a Figura 8.4 compara as estratégias quanto ao limitante
superior obtido na primeira iteração do algoritmo de BBE, uma vez que, como as
instâncias tomadas possuem apenas restrições convexas, sempre conseguimos uma
solução viável para as mesmas a partir da resolução da primeira relaxação convexa
no algoritmo de BBE.

Os gráficos nas Figuras 8.1-8.4 apresentam dados normalizados em relação aos
melhores resultados obtidos para cada instância. No eixo das abscissas (x), temos
valores discriminados para o número de vezes pior que o melhor resultado apresen-
tado dentre todos as estratégias. No eixo das ordenadas, temos o percentual de
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instâncias alcançado por cada abordagem, isto é, o percentual de instâncias onde o
resultado obtido por cada estratégia é menor ou igual a x vezes o melhor resultado.
Note, por exemplo, que, na Figura 8.1, comparamos as estratégias de decomposição
quanto ao tempo computacional. Observe que, para o grupo BoxQP, a curva de
Ident passa pelo ponto (1, 0%), indicando que Ident foi capaz de resolver 0% das
instâncias desse grupo com menor tempo computacional dentre todas as abordagens
(1 vez pior que o melhor resultado). Em seguida, a curva de Ident passa pelo ponto
(10, 29%), significando que Ident consegue resolver 29% das instâncias desse grupo
com tempo computacional até 10 vezes mais alto que o da melhor estratégia. O
próximo ponto da curva é (100, 52%), indicando que Ident consegue resolver 52%
das instâncias desse grupo com tempo computacional até 100 vezes mais alto que o
da melhor estratégia. Esse percentual alcançado por Ident praticamente se mantém
quando se considera tempo computacional acima de 100 vezes maior que o da melhor
estratégia.

Analisando a Tabela 8.1 e a Figura 8.1, pode-se notar que, dentre os grupos de
instâncias, os piores resultados foram obtidos para as instâncias R-BiqMac, onde
foi possível resolver apenas 16,62% das instâncias com D-PSD, que foi a melhor
estratégia de decomposição para este grupo. Em parte, esses resultados ruins para
esse conjunto de instâncias podem ser explicados pelo número relativamente alto de
variáveis presentes nas mesmas (a média e a mediana de n nesse grupo são de 147

e 100, respectivamente).
Podemos destacar que a decomposição D-PSD também apresentou os melhores

resultados para o grupo BoxQP, que, assim como R-BiqMac, é o outro grupo onde
apenas restrições de caixa estão presentes. Para estes dois grupos de instâncias,
podemos observar pelas figuras que D-PSD apresenta o melhor tempo computacio-
nal nas instâncias resolvidas bem como o melhor limitante inferior. É interessante
observar entretanto, que, DA apresentou o pior desempenho para R-BiqMac com re-
lação ao tempo computacional, número de instâncias resolvidas e limitante inferior.
Com relação ao grupo BoxQP, DA superou apenas D-DOM nos quesitos número
de instâncias resolvidas e tempo computacional. Todavia, apesar destes resultados
ruins em relação aos problemas com restrições de caixa apenas, DA apresentou os
melhores resultados no que diz respeito ao limitante superior final encontrado para
os problemas R-BiqMac e Random e foi bastante competitivo com D-PSD nesse
mesmo quesito para BoxQP e GLOBALLib. Analisando o limitante superior ob-
tido na primeira iteração, é notável que DA superou D-PSD nos grupos R-BiqMac
e BoxQP apresentando ainda os melhores resultados nesse quesito para todos os
grupos de instâncias. Esse comportamento nos indica que a estratégia DA pode ser
mais efetiva para conduzir as relaxações a proverem boas soluções viáveis, mesmo
nos casos onde os limitantes inferiores obtidos, assim como o desempenho de modo
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geral, são ruins.
É possível perceber ainda que DA se saiu bem nos grupos GLOBALLib e Ran-

dom, que são compostos de instâncias com restrições lineares. Nesse último grupo,
DA apresentou performance notavelmente superior às decomposições diagonais.
Conforme esperado para estas últimas decomposições, em geral, D-PSD domina
o desempenho de D-DOM e Ident. No geral, os problemas de PSD necessários à
D-PSD foram resolvidos sem maiores dificuldades (mesmo para as instâncias mai-
ores, com n = 500, este problema sempre pôde ser resolvido em não mais que 15
segundos em nosso ambiente de testes). Entretanto, para problemas de dimensões
consideravelmente maiores, a resolução desses problemas pode se tornar excessiva-
mente dispendiosa para ser realizada em tempo hábil. Todavia, em muitos casos,
Ident se apresenta como uma boa decomposição alternativa a D-PSD quando um
processo de decomposição rápido é requisitado.

As conclusões acima nos dão uma indicação de que as decomposições diagonais,
em especial D-PSD, podem ser mais efetivas em problemas com apenas restrições
de caixa, ao passo que DA pode ser mais efetiva em problemas com restrições mais
gerais. Uma possível explicação para esse comportamento vem do fato de que para
a reformulação de (PQ) como um problema separável, introduzimos as variáveis
auxiliares yi := v′ix, i ∈ A+. Para as decomposições diagonais, vi = ei e as varáveis
yi podem herdar os limitantes de xi, isto, é lyi = lxi e uyi = uxi . Por outro, para DA,
em geral, cada vi pode possuir mais de um elemento não nulo. Nesse, caso, como
não existem restrições além das de caixa, os limitantes lyi e uyi precisam calculados
a partir dos limitantes lxj e uxj segundo a expressão:

lyi =
∑

j : vij>0

vijlxj +
∑

j : vij<0

vijuxj ,

uyi =
∑

j : vij>0

vijuxj +
∑

j : vij<0

vijlxj ,
(8.1)

para i ∈ A+. Desta maneira, os limitantes lyi e uyi tendem a definir, na decompo-
sição DA, caixas de comprimentos maiores do que as definidas nas decomposições
diagonais. Assim, as aproximações secantes construídas na decomposição DA terão
de cobrir um intervalo maior que as aproximações secantes das decomposições dia-
gonais. Esse intervalo maior tende a gerar uma aproximação de qualidade inferior.
Ademais, mais divisões do espaço tendem a serem necessárias para que as desigual-
dades secantes consigam provocar uma aproximação adequada do problema sendo
tratado. Estes fatos podem estar contribuindo para um pior desempenho por parte
da decomposição DA em relação às decomposições diagonais nos problemas com
restrições de caixa, embora, a decomposição DA tenha a vantagem de poder gerar
uma matriz R0 cheia, e, assim, ser capaz de extrair um maior nível de convexidade
de q0(x). Em problemas com restrições mais gerais, por sua vez, os limitantes lyi e
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uyi da decomposição DA tendem a definir uma caixa de comprimento menor que os
limitantes calculados com a expressão (8.1), o que tende a melhorar as aproximações
secantes de −1

2
y2, contribuindo assim para um melhor desempenho dessa estratégia

de decomposição.

Avaliando os efeitos da variação do número de autovalores negativos de
Q0

Uma série de experimentos foram realizados com o intuito de avaliar como as es-
tratégias de decomposição se comportam ao se variar o grau de não convexidade
quadrática na função objetivo. Foram geradas instâncias aleatórias variando-se o
número de autovalores negativos da matriz Q0. Primeiramente, geramos quatro ins-
tâncias básicas com n = 50, duas delas com apenas restrições de caixa (boxqp1 e
boxqp2) e duas delas com restrições lineares (linc1 e linc2). A seguir, alteramos
os sinais dos autovalores das matrizes Q0 em cada instância (preservando os au-
tovetores), gerando assim quatro grupos de 50 instâncias, cada, com o número de
autovalores negativos de Q0 em cada grupo variando de 1 a 50. Aplicamos então
nossa abordagem de BBE sobre cada grupo com as decomposições DA (cheia) e D-
PSD (nossa melhor decomposição diagonal). A Figura 8.5 traz gráfcos que avaliam
o desempenho dessas duas estratégias de decomposição, para os diferentes números
de autovalores negativos em cada grupo. O eixo das abscissas indica o número de
autovalores negativos de Q0, ao passo que o eixo das ordenadas indica a fração do
tempo máximo de processamento (2 horas) para resolver cada instância, calculado
em escala logarítmica. Uma vez que os resultados obtidos para os grupos boxqp1 e
boxqp2 foram muito similares, apenas uma curva representando a média do resul-
tados desses dois grupos é exibida em cada gráfico.

Podemos perceber, por meio da Figura 8.5, que o desempenho da estratégia DA
apresenta forte relação com o número de autovalores negativos de Q0. É notável
que, quanto maior este número, maior o esforço computacional despendido por essa
estratégia. Podemos ressaltar que, nessa decomposição, o número de autovalores
negativos de Q0 determina o número de autovalores não nulos (positivos) de R0,
e, por consequência, o número de termos côncavos −1

2
y2
i aproximados por meio

de secantes. Em oposição, o gráfico de D-PSD não sugere uma relação tão evidente
entre o seu desempenho e o número de autovalores negativos. O gráfico curiosamente
indica que, para os problemas com restrição de caixa apenas (boxqp1 e boxqp2),
números elevados de autovalores negativos ajudam na performance dessa estratégia
de decomposição. Vale destacar que, na estratégia D-PSD, o número de termos
côncavos −1

2
y2
i não possui uma relação tão direta com o número de autovalores

negativos de Q0 como em DA. Em geral, decomposições diagonais tendem a gerar
R0 com um número elevado de autovalores não nulos (positivos), mesmo em casos
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a Decomposição por Autovalores (DA)

b Decomposição Diagonal PSD (D-PSD)

Figura 8.5: Efeito do número de autovalores negativos de Q0 nas decomposições DA
e D-PSD.

onde Q0 apresenta poucos autovalores negativos, o que poderia ajudar a explicar o
comportamento observado.

Para problemas com baixo número de autovalores negativos em Q0 (8 ou menos),
DA é sempre a melhor estratégia para todas instâncias nos quatro grupos. Quando o
número de autovalores negativos aumenta, a melhor estratégia depende da categoria
das instâncias. Para instâncias com restrições lineares (linc1 e linc2), DA supera,
de forma significativa, o desempenho de D-PSD. Para problemas com restrições de
caixa, D-PSD é a melhor estratégia exceto nos casos onde o número de autovalores
negativos de Q0 é muito baixo.

8.1.2 Avaliando desempenho em problemas com variáveis in-

teiras

Descrevemos a seguir experimentos realizados com o objetivo de avaliar o desempe-
nho de nossa abordagem em problemas com variáveis inteiras. Geramos um novo
grupo de 99 instâncias de problemas quadráticos com restrições de caixa a partir
do grupo BoxQP, denominado MIBoxQP. Reescalamos as instâncias desse grupo de
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Figura 8.6: Resultados para as diferentes estratégias de decomposição sobre MI-
BoxQP.
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modo que as variáveis estejam contidas na caixa [0, 10]n (originalmente as variáveis
estão na caixa [0, 1]n) e impomos integralidade nas primeiras n

2
variáveis, mantendo

as últimas n
2
contínuas.

A Figura 8.6 exibe gráficos comparando as diferentes estratégias de decomposição
com respeito ao tempo computacional, limitante inferior final e limitante superior
final. Uma vez que essas instâncias possuem variáveis inteiras, a solução obtida
na primeira aplicação de BBE não é necessariamente viável. Por esta razão, não
faria sentido um gráfico sobre o limitante superior obtido na primeira iteração. O
percentual de instâncias resolvidas por cada estratégia foi de 1,01% para AD e D-
DOM, 20,20% para Ident e 43,42% para D-PSD. Observamos que estes percentuais
são menores em relação aos obtidos para as instâncias BoxQP contínuas. Todavia,
de um modo, geral, o comportamento das estratégias de decomposição nesse novo
grupo é condizente com o apresentado para BoxQP. D-PSD apresentou os melhores
resultados para os quesitos avaliados, com DA sendo bastante competitivo a este
no quesito limitante superior final. Estes resultados reforçam a consistência da
abordagem geral aqui proposta quando estendida a problemas com variáveis inteiras.

8.1.3 Comparação com pacotes computacionais

Nesta subseção, apresentamos resultados comparativos entre os melhores resulta-
dos obtidos em nossa proposta com resultados oriundos dos pacotes computacionais
Cplex 12.6.0.0 e Couenne 0.5.6. Denominamos aqui nossa melhor abordagem
como iquad, que é o nome escolhido para o nosso pacote computacional que im-
plementa a abordagem aqui apresentada. Cplex é um respeitado solver nas áreas
de programação linear e quadrática inteiras mista, e, recentemente, foi estendido
para a resolução de problemas quadráticos não convexos também. Couenne, por
sua vez, é um pacote conhecido para problemas mais gerais de otimização global,
onde não convexidades também podem estar presente em funções não lineares. Para
esta comparação, selecionamos as 10% instâncias mais difíceis, segundo nossos re-
sultados anteriores, em cada um dos cinco grupos utilizados até aqui (R-BiqMac,
BoxQP, GLOBALLib, Random e MIBoxQP). Detalhes sobre essas instâncias podem
ser conferidos no Apêndice C. Para a seleção desses subgrupos, escolhemos, em cada
grupo, as instâncias onde nossos melhores resultados apresentam os maiores gaps de
dualidade normalizado após o tempo limite de execução.

Com base nos resultados obtidos nos experimentos anteriores, iquad foi ajustado
para utilizar decomposição DA em instâncias com restrições lineares e D-PSD em
instâncias com apenas restrições de caixa. De um modo geral, as abordagens não
foram capazes de solucionar as instâncias até a otimalidade no tempo limite de duas
horas. As exceções são as instâncias oriundas de GLOBALLib e duas instâncias
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de R-BiqMac que foram resolvidas por Cplex e Couenne e não foram resolvidas por
iquad. Em contrapartida, iquad resolveu todas as instâncias GLOBALLib, ao passo
que tanto Cplex quanto Couenne não puderam resolver duas dessas instâncias.

Tabela 8.2: Comparação entre nossa abordagem (iquad), Couenne e Cplex - Gap de
dualidade normalizado após duas horas de execução (%).

Grupo (#Inst) iquad Couenne Cplex
R-BiqMac (35) 23,10 90,51 87,45
BoxQP (10) 5,87 100,00 95,94

GLOBALLib (9) 0,00 22,22 4,29
Random (6) 0,07 100,00 6,86

MIBoxQP (10) 5,87 100,00 95,94

A Tabela 8.2 traz a média do gap de dualidade normalizado de cada abordagem
para cada grupo de instâncias. Este gap de dualidade normalizado é definido como
a percentagem do pior gap de dualidade entre os três solvers (iquad, Couenne e
Cplex). Por exemplo, para o solver i, o gap de dualidade normalizado é dado por
ubi−lbi

(ub−lb)max
× 100, onde ubi e lbi são, respectivamente, os limitantes inferior e superior

calculados pelo solver i, e (ub− lb)max é o pior gap de dualidade obtido dentre todos
os solvers. O número total de instâncias em cada subgrupo também é mostrado
nessa tabela.

Podemos observar na Tabela 8.2 que os gaps de iquad e Cplex no subgrupo Ran-
dom são pequenos, embora nenhuma instância desse subgrupo tenha sido resolvida.
Isto ocorre devido ao fato de Couenne ter retornado −1020 como limitante inferior
em 5 das 6 instâncias desse subgrupo. Pode-se notar ainda que iquad apresentou
os melhores resultados para todos os subgrupos dentre os três pacotes considerados,
reforçando assim a relevância e a efetividade do trabalho desenvolvido aqui, que foi
capaz de superar a pacotes considerados como estado da arte nas instâncias de teste
adotadas.

8.2 Contribuição Computacional

Para esta parte do trabalho, desenvolvemos um pacote computacional que imple-
menta a abordagem discutida aqui, com as variadas formas de decomposição DC
tomada em nossos testes computacionais. Denominados este pacote como iquad

(indefinite quadratics). O núcleo de iquad já conta com cerca de 7.500 linhas de
código na linguagem C++ (já excluindo linhas vazias e de comentário). Além disso,
o desenvolvimento de iquad tem sido facilitado pela incorporação dos componen-
tes reutilizáveis já desenvolvidos para o solver Muriqui, descritos na Seção 5.2. O
sucesso na reutilização desses componentes é um indicativo de bom nível de versati-
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lidade e qualidade presentes no software construído em nosso trabalho de pesquisa
como um todo.

Desde o início do projeto, iquad teve como um de seus objetivos a sua aplica-
ção na resolução dos problemas de minimização de gap do algoritmo AMGI1 em
Muriqui. Entretanto, nossa abordagem não se mostrou eficiente em lidar com a
função objetivo côncava com termos lineares desses problemas. Em especial, a ine-
xistência de convexidade a ser extraída de Q0 bem como as aproximações secantes
dos termos côncavos, que terminam por contrapor os termos lineares originais da
função objetivo, são os principais responsáveis pelo insucesso de iquad nessa aplica-
ção. Todavia, ainda temos observado, como perspectiva futura, uma integração cada
vez maior entre Muriqui e iquad. Uma possível linha de atuação é a investigação
sobre formas eficientes de resolver os problemas de minimização de gap de Muriqui
tomando como base a pesquisa desenvolvida nesta parte do trabalho. Em contra-
partida, também apontamos como trabalho futuro a incorporação de estratégias
mais elaboradas para lidar com variáveis inteiras em nossos problemas com funções
quadráticas não convexas abordados por iquad. Nesse contexto, o aprendizado já
obtido com o desenvolvimento de Muriqui pode se mostrar oportuno para melhorar
a eficiência do BBE implementado em iquad. Observamos que uma quantidade
maior de sub-rotinas computacionais pode vir a ser compartilhada entre ambos os
pacotes. Por fim, ainda apontamos como trabalhos futuros, no âmbito de iquad,
pesquisas relacionadas à aplicação de nossa abordagem à problemas com restrições
quadráticas não convexas, conforme descrito na Subseção 7.8.1.
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Apêndice A

Instâncias de teste de Programação
Não Linear Inteira Mista adotadas

As 152 instâncias de teste de Programação Não Linear Inteira Mista binária utili-
zadas na Parte I deste trabalho foram obtidas de [43] no formato modelo AMPL
compilado (arquivos .nl). Todas as instâncias foram rodados como problemas de
minimização. A Tabela A.1 traz detalhes sobre cada instância. A coluna Obj traz
o tipo da função objetivo (linear, quadrática ou não linear geral), a coluna nx traz
o número de variáveis contínuas, a coluna ny traz o número de variáveis binárias
enquanto a coluna m traz o total de restrições. mnl, mq e ml são, respectivamente,
o número de restrições não lineares gerais (não quadráticas), quadráticas e linea-
res. A coluna nz∇g traz o número de elementos não nulos na derivada primeira das
restrições não lineares gerais (não quadráticas) e a coluna nz∇Hnl

traz o número de
não-zeros da parte não linear geral (não quadrática) da Hessiana do Lagrangeano.

Tabela A.1: Instâncias de teste de PNLIM

Instância Obj nx ny m mnl mq ml nz∇g nz∇Hnl

BatchS101006M nl 149 129 1019 1 0 1018 10 79
BatchS121208M nl 203 203 1511 1 0 1510 12 95
BatchS151208M nl 242 203 1781 1 0 1780 15 98
BatchS201210M nl 307 251 2327 1 0 2326 20 103

CLay0203H linear 72 18 132 24 0 108 72 30
CLay0203M linear 12 18 54 0 24 30 0 0
CLay0204H linear 132 32 234 32 0 202 96 40
CLay0204M linear 20 32 90 0 32 58 0 0
CLay0205H linear 210 50 365 40 0 325 120 50
CLay0205M linear 30 50 135 0 40 95 0 0
CLay0303H linear 78 21 150 36 0 114 108 45
CLay0303M linear 12 21 66 0 36 30 0 0
CLay0304H linear 140 36 258 48 0 210 144 60
CLay0304M linear 20 36 106 0 48 58 0 0
CLay0305H linear 220 55 395 60 0 335 180 75
CLay0305M linear 30 55 155 0 60 95 0 0
FLay02H linear 42 4 51 2 0 49 4 2
FLay02M linear 10 4 11 2 0 9 4 2

Continua na próxima página
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Tabela A.1: Instâncias de teste de PNLIM (continuação da página anterior)

Instância Obj nx ny m mnl mq ml nz∇g nz∇Hnl

FLay03H linear 110 12 144 3 0 141 6 3
FLay03M linear 14 12 24 3 0 21 6 3
FLay04H linear 210 24 282 4 0 278 8 4
FLay04M linear 18 24 42 4 0 38 8 4
FLay05H linear 342 40 465 5 0 460 10 5
FLay05M linear 22 40 65 5 0 60 10 5
FLay06H linear 506 60 693 6 0 687 12 6
FLay06M linear 26 60 93 6 0 87 12 6

fo7_2 linear 72 42 211 14 0 197 28 14
fo7 linear 72 42 211 14 0 197 28 14
fo8 linear 90 56 273 16 0 257 32 16
fo9 linear 110 72 343 18 0 325 36 18

o7_2 linear 72 42 211 14 0 197 28 14
o7 linear 72 42 211 14 0 197 28 14

RSyn0805H linear 424 296 1886 12 0 1874 36 12
RSyn0805M02H linear 552 148 1045 6 0 1039 18 30
RSyn0805M02M linear 212 148 769 6 0 763 18 6
RSyn0805M03H linear 828 222 1698 9 0 1689 27 45
RSyn0805M03M linear 318 222 1284 9 0 1275 27 9
RSyn0805M04H linear 1104 296 2438 12 0 2426 36 60
RSyn0805M04M linear 424 296 1886 12 0 1874 36 12

RSyn0805M linear 101 69 286 3 0 283 9 3
RSyn0810H linear 484 336 2140 24 0 2116 72 24

RSyn0810M02H linear 622 168 1188 12 0 1176 36 60
RSyn0810M02M linear 242 168 866 12 0 854 36 12
RSyn0810M03H linear 933 252 1935 18 0 1917 54 90
RSyn0810M03M linear 363 252 1452 18 0 1434 54 18
RSyn0810M04H linear 1244 336 2784 24 0 2760 72 120
RSyn0810M04M linear 484 336 2140 24 0 2116 72 24

RSyn0810M linear 111 74 312 6 0 306 18 6
RSyn0815H linear 564 376 2430 44 0 2386 132 44

RSyn0815M02H linear 710 188 1361 22 0 1339 66 104
RSyn0815M02M linear 282 188 981 22 0 959 66 22
RSyn0815M03H linear 1065 282 2217 33 0 2184 99 156
RSyn0815M03M linear 423 282 1647 33 0 1614 99 33
RSyn0815M04H linear 1420 376 3190 44 0 3146 132 208
RSyn0815M04M linear 564 376 2430 44 0 2386 132 44

RSyn0815M linear 126 79 347 11 0 336 33 11
RSyn0820H linear 604 416 2676 56 0 2620 168 56

RSyn0820M02H linear 770 208 1500 28 0 1472 84 134
RSyn0820M02M linear 302 208 1074 28 0 1046 84 28
RSyn0820M03H linear 1155 312 2448 42 0 2406 126 201
RSyn0820M03M linear 453 312 1809 42 0 1767 126 42
RSyn0820M04H linear 1540 416 3528 56 0 3472 168 268
RSyn0820M04M linear 604 416 2676 56 0 2620 168 56

RSyn0820M linear 131 84 371 14 0 357 42 14
RSyn0830H linear 744 496 3192 80 0 3112 240 80

RSyn0830M02H linear 924 248 1794 40 0 1754 120 194
RSyn0830M02M linear 372 248 1272 40 0 1232 120 40
RSyn0830M03H linear 1386 372 2934 60 0 2874 180 291
RSyn0830M03M linear 558 372 2151 60 0 2091 180 60
RSyn0830M04H linear 1848 496 4236 80 0 4156 240 388
RSyn0830M04M linear 744 496 3192 80 0 3112 240 80

RSyn0830M linear 156 94 425 20 0 405 60 20
RSyn0840H linear 864 576 3728 112 0 3616 336 112

Continua na próxima página
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Tabela A.1: Instâncias de teste de PNLIM (continuação da página anterior)

Instância Obj nx ny m mnl mq ml nz∇g nz∇Hnl

RSyn0840M02H linear 1072 288 2106 56 0 2050 168 268
RSyn0840M02M linear 432 288 1480 56 0 1424 168 56
RSyn0840M03H linear 1608 432 3447 84 0 3363 252 402
RSyn0840M03M linear 648 432 2508 84 0 2424 252 84
RSyn0840M04H linear 2144 576 4980 112 0 4868 336 536
RSyn0840M04M linear 864 576 3728 112 0 3616 336 112

RSyn0840M linear 176 104 484 28 0 456 84 28
SLay04H quad 116 24 174 0 0 174 0 0
SLay04M quad 20 24 54 0 0 54 0 0
SLay05H quad 190 40 290 0 0 290 0 0
SLay05M quad 30 40 90 0 0 90 0 0
SLay06H quad 282 60 435 0 0 435 0 0
SLay06M quad 42 60 135 0 0 135 0 0
SLay07H quad 392 84 609 0 0 609 0 0
SLay07M quad 56 84 189 0 0 189 0 0
SLay08H quad 520 112 812 0 0 812 0 0
SLay08M quad 72 112 252 0 0 252 0 0
SLay09H quad 666 144 1044 0 0 1044 0 0
SLay09M quad 90 144 324 0 0 324 0 0
SLay10H quad 830 180 1305 0 0 1305 0 0
SLay10M quad 110 180 405 0 0 405 0 0
Syn05H linear 37 5 58 3 0 55 9 15

Syn05M02H linear 84 20 151 6 0 145 18 30
Syn05M02M linear 40 20 101 6 0 95 18 6
Syn05M03H linear 126 30 249 9 0 240 27 45
Syn05M03M linear 60 30 174 9 0 165 27 9
Syn05M04H linear 168 40 362 12 0 350 36 60
Syn05M04M linear 80 40 262 12 0 250 36 12

Syn05M linear 15 5 28 3 0 25 9 3
Syn10H linear 67 10 112 6 0 106 18 30

Syn10M02H linear 154 40 294 12 0 282 36 60
Syn10M02M linear 70 40 198 12 0 186 36 12
Syn10M03H linear 231 60 486 18 0 468 54 90
Syn10M03M linear 105 60 342 18 0 324 54 18
Syn10M04H linear 308 80 708 24 0 684 72 120
Syn10M04M linear 140 80 516 24 0 492 72 24

Syn10M linear 25 10 54 6 0 48 18 6
Syn15H linear 106 15 181 11 0 170 33 52

Syn15M02H linear 242 60 467 22 0 445 66 104
Syn15M02M linear 110 60 313 22 0 291 66 22
Syn15M03H linear 363 90 768 33 0 735 99 156
Syn15M03M linear 165 90 537 33 0 504 99 33
Syn15M04H linear 484 120 1114 44 0 1070 132 208
Syn15M04M linear 220 120 806 44 0 762 132 44

Syn15M linear 40 15 89 11 0 78 33 11
Syn20H linear 131 20 233 14 0 219 42 67

Syn20M02H linear 302 80 606 28 0 578 84 134
Syn20M02M linear 130 80 406 28 0 378 84 28
Syn20M03H linear 453 120 999 42 0 957 126 201
Syn20M03M linear 195 120 699 42 0 657 126 42
Syn20M04H linear 604 160 1452 56 0 1396 168 268
Syn20M04M linear 260 160 1052 56 0 996 168 56

Syn20M linear 45 20 113 14 0 99 42 14
Syn30H linear 198 30 345 20 0 325 60 97

Syn30M02H linear 456 120 900 40 0 860 120 194
Continua na próxima página
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Tabela A.1: Instâncias de teste de PNLIM (continuação da página anterior)

Instância Obj nx ny m mnl mq ml nz∇g nz∇Hnl

Syn30M02M linear 200 120 604 40 0 564 120 40
Syn30M03H linear 684 180 1485 60 0 1425 180 291
Syn30M03M linear 300 180 1041 60 0 981 180 60
Syn30M04H linear 912 240 2160 80 0 2080 240 388
Syn30M04M linear 400 240 1568 80 0 1488 240 80

Syn30M linear 70 30 167 20 0 147 60 20
Syn40H linear 262 40 466 28 0 438 84 134

Syn40M02H linear 604 160 1212 56 0 1156 168 268
Syn40M02M linear 260 160 812 56 0 756 168 56
Syn40M03H linear 906 240 1998 84 0 1914 252 402
Syn40M03M linear 390 240 1398 84 0 1314 252 84
Syn40M04H linear 1208 320 2904 112 0 2792 336 536
Syn40M04M linear 520 320 2104 112 0 1992 336 112

Syn40M linear 90 40 226 28 0 198 84 28
trimloss12 linear 156 644 372 12 0 360 3780 300
trimloss2 linear 6 31 24 2 0 22 52 10
trimloss4 linear 20 85 64 4 0 60 176 36
trimloss5 linear 30 131 90 5 0 85 280 55
trimloss6 linear 56 289 154 7 0 147 770 105
trimloss7 linear 56 289 154 7 0 147 770 105

Water0202 quad 106704 7 107209 0 0 107209 0 0
Water0202R quad 188 7 283 0 0 283 0 0
Water0303 quad 107208 14 108217 0 0 108217 0 0

Water0303R quad 370 14 556 0 0 556 0 0
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Apêndice B

Demonstração do Teorema 7.1

Fornecemos aqui, a demonstração do Teorema 7.1 a seguir:
Teorema 7.1. Para quaisquer parâmetros mi, i = 1, . . . , k, tais que m1 ≥ m2 ≥

· · ·mk > 0, a decomposição por autovalores de Q resolve o problema de minimização
de soma ponderada de autovalores (PSPAV ).

Lema B.1. (PSPAV ) é equivalente ao problema de PSD:

(PPSD) min
k∑
i=1

izi +
k∑
i=1

Tr(Vi) ,

sujeito a: ziI + Vi − (mi −mi+1)R � 0 , i = 1,2, . . . ,k ;

Q+R � 0 ;

R � 0 ;

Vi � 0 , i = 1,2, . . . ,k .

e seu dual pode ser escrito como

(DPSD) max Q •X ,

sujeito a: Tr(Yi) = i , i = 1,2, . . . ,k ;
k∑
i=1

(mi −mi+1)Yi +X � 0 ;

0 � Yi � I , i = 1,2, . . . ,k ;

X � 0 .

Demonstração. Aplicando a descrição em [79], (PSPAV ) é um problema de mini-
mização convexa e pode ser reformulado como (PPSD), ou, equivalentemente
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(PPSD′) min
k∑
i=1

i(z̄i − zi) +
k∑
i=1

Tr(Vi) ,

sujeito a: (z̄i − zi)I + Vi − (mi −mi+1)R−Wi = 0 , i = 1,2, . . . ,k ;

Q+R− S = 0 ;

R, S � 0 ;

Vi,Wi � 0 , i = 1,2, . . . ,k ;

z̄i, zi ≥ 0 , i = 1,2, . . . ,k .

É conveniente escrever (PPSD′) na forma padrão:

(SPPSD) min F0 • Γ ,

sujeito a: Fj • Γ = cj , j = 1,2, . . . ,m ;

Γ � 0 ,

onde “ • ” é o produto interno matricial usual:

A •B :=
∑
i,j

AijBij = Tr(A′B).

Defina
Γ := Diag

(
Z̄,Z,S,R,W1,W2, . . . ,Wk,V1,V2, . . . ,Vk

)
,

onde Z̄ é uma matriz diagonal com Z̄ii = z̄i, para i = 1, . . . ,k (uma definição análoga
se aplica para Z), e

F0 := Diag (G,−G,0,0,0,0, . . . ,0,I,I, . . . ,I) ,

onde G é uma matriz diagonal, com Gjj = j, para j = 1, . . . ,k. A função objetivo
do problema (PPSD′) pode então ser escrita como F0 • Γ.

Definimos agora k + 1 grupos de n(n+ 1)/2 matrizes. Cada grupo é usado para
formular uma restrição de igualdade do problema (PPSD′). As primeiras nmatrizes
de cada grupo são usadas para determinar os valores diagonais das matrizes no lado
esquerdo das restrições e as outras n(n − 1)/2 matrizes do grupo são usadas para
determinar os valores não diagonais. A notação Ei é usada a seguir para representar
a matriz diagonal com elemento (i,i) igual a um e todos os outros iguais a zero.
Adicionalmente, Eγβ denota a matriz simétrica com elementos (γ,β) e (β,γ) iguais
a um e todos os outros iguais a zero.

Para a primeira restrição em (PPSD′),

(z̄1 − z1)I + V1 − (m1 −m2)R−W1 = 0 ,
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definimos

Fj := Diag (E1,− E1,0,− m̃1Ej,− Ej,0, . . . ,0,Ej,0, . . . ,0) ,

para j = 1, . . . ,n, e

Fn+j :=
1

2
Diag (0,0,0,− m̃1Eγβ,− Eγβ,0, . . . ,0,Eγβ,0, . . . ,0) ,

para j = 1, . . . , n(n − 1)/2, onde m̃1 := m1 −m2. Os índices γ,β satisfazem γ,β ∈
{1, . . . ,n}, com γ > β. Cada par (γ,β) corresponde unicamente a um índice j.

A restrição (z̄1 − z1)I + V1 − (m1 −m2)R−W1 = 0 pode então ser escrita como
Fj • Γ = 0, para j = 1, . . . ,n(n+ 1)/2.

Um grupo análogo de matrizes é usado para formular cada uma das k primeiras
restrições de igualdade de (PPSD′). Para a última restrição,

(z̄k − zk)I + Vk − (mk −mk+1)R−Wk = 0 ,

definimos

Fν1+j := Diag (Ek,− Ek,0,− m̃kEj,0,0, . . . ,− Ej,0,0, . . . ,Ej) ,

para j = 1, . . . ,n, e

Fν1+n+j :=
1

2
Diag (0,0,0,− m̃kEγβ,0,0, . . . ,− Eγβ,0,0, . . . ,Eγβ) ,

para j = 1, . . . , n(n − 1)/2, onde m̃k := mk − mk+1 e ν1 é o número de matrizes
usadas para formular as k − 1 primeiras restrições.

Por fim, para formular a restrição Q+R− S = 0, definimos:

Fν2+j := Diag (0,0,Ej,− Ej,0,0, . . . ,0,0,0, . . . ,0)

e cν2+j := Qjj, para j = 1, . . . ,n, e

Fν2+n+j :=
1

2
Diag (0,0,Eγβ,− Eγβ,0,0, . . . ,0,0,0, . . . ,0)

e cν2+n+j := Qγβ, para j = 1, . . . , n(n−1)/2, onde ν2 é o número de matrizes usadas
para formular as k primeiras restrições.

O dual de (SPPSD) é

(SDPSD) max c′δ ,

sujeito a: F (δ) � 0 ,
(B.1)
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onde

F (δ) := F0 −
m∑
i=1

δiFi .

Considerando as definições acima para F0 e Fj, j = 1, . . . ,m, onde m = (k+1)×
(n(n+ 1)/2), temos:

F (δ) = Diag
(
U,− U,−X,X̃,Y1,Y2, . . . ,Yk,I − Y1,I − Y2, . . . ,I − Yk

)
,

onde U é uma matriz diagonal com Uii = i − Tr(Yi), para i = 1, . . . ,k, e X̃ :=∑k
i=1(mi −mi+1)Yi +X.
O problema dual (SDPSD) pode então ser escrito na forma equivalente

(DPSD).

Lema B.2. Sejam R∗, V ∗i , e z∗i , para i = 1,2, . . . ,k, uma solução viável para o
problema primal (PPSD). Sejam X∗ e Y ∗i , para i = 1, . . . ,k, uma solução viável
para o problema dual (DPSD). Então, as soluções são primal e dual ótimas, se, e,
somente se, elas satisfazem as restrições de complementaridade:(

k∑
i=1

(mi −mi+1)Y ∗i +X∗

)
R∗ = 0 ; (B.2)

(I − Y ∗i )V ∗i = 0 , i = 1,2, . . . ,k ; (B.3)

(z∗i I + V ∗i − (mi −mi+1)R∗)Y ∗i = 0 , i = 1,2, . . . ,k ; (B.4)

(Q+R∗)X∗ = 0 . (B.5)

Demonstração. As condições de complementaridade para os pares primal e dual
padrão (SPPSD) e (SDPSD) são dados por F (δ)Γ = 0. Usando as expressões
para F (δ) e Γ da prova do lema anterior, obtemos as condições de otimalidade para
problemas (PPSD) e (DPSD).

Lema B.3. Seja
n∑
i=1

λiviv
′
i =

∑
i∈P

λiviv
′
i −
∑
i∈N

(−λi)viv′i

a decomposição por autovalores de Q , onde λi > 0 para i ∈ P e λi < 0 para i ∈ N .
Então Q = P̃ − R̃ ,onde P̃ :=

∑
i∈P λiviv

′
i e R̃ :=

∑
i∈N(−λi)viv′i .

Sem perda de generalidade, seja N = {1, . . . ,n̄} e (−λ1) ≥ (−λ2) ≥ . . . ≥ (−λn̄).
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Seja

R̄ = R̃ ;

z̄i = (mi −mi+1)(−λi+1) , i = 1,2, . . . ,n̄− 1 ;

z̄i = 0 , i = n̄,n̄+ 1, . . . ,k ;

V̄i =

i∑
j=1

((mi −mi+1)(−λj)− z̄i) vjv′j , i = 1,2, . . . ,k ;

onde i = min{i,n̄}, e

Ȳi =
i∑

j=1

vjv
′
j , i = 1,2, . . . ,k ;

X̄ = −
k∑
i=1

(mi −mi+1)Ȳi .

Então R̄, V̄i, e z̄i, para i = 1,2, . . . ,k, é uma solução ótima para (PPSD) e, X̄
e Ȳi, para i = 1, . . . ,k, é uma solução ótima para (DPSD).

Demonstração. Primeiro, verificaremos que a solução dada por R̄, V̄i, e z̄i, para
i = 1,2, . . . ,k, é viável para o problema (PPSD).

Claramente R̄ � 0. A semidefinição positiva das matrizes V̄i resulta da ordenação
dos autovalores de R̄, (−λ1) ≥ (−λ2) ≥ . . . ≥ (−λn̄) > 0. Uma vez que Q+ R̄ = P̃ ,
temos ainda Q+ R̄ � 0.

No que diz respeito às restrições ziI + Vi − (mi −mi+1)R � 0 , i = 1,2, . . . ,k,
dividimos a análise em dois casos. Para i < n̄, temos

z̄iI + V̄i − (mi −mi+1)R̄

= (mi −mi+1)(−λi+1)I +
∑i

j=1 ((mi −mi+1)(−λj)− z̄i) vjv′j
−(mi −mi+1)

∑n̄
j=1(−λj)vjv′j

= (mi −mi+1)(−λi+1)I −
∑i

j=1 z̄ivjv
′
j − (mi −mi+1)

∑n̄
j=i+1(−λj)vjv′j

= (mi −mi+1)
(

(−λi+1)I −
∑i

j=1(−λi+1)vjv
′
j −

∑n̄
j=i+1(−λj)vjv′j

)
.

(B.6)
Portanto, a semidefinição positiva de z̄iI + V̄i − (mi −mi+1)R̄ também resulta

da ordenação dos autovalores de R̄.
Quando i ≥ n̄, z̄i = 0 e V̄i = (mi −mi+1)R̄0. As restrições são então claramente

satisfeitas.
É fácil verificar que a solução dada por X̄ e Ȳi, para i = 1, . . . ,k, é viável para

(DPSD).
Verificamos finalmente que as soluções satisfazem as restrições de complementa-

ridade. A restrição (B.2) é satisfeita a partir da definição de X̄. As restrições (B.3)
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são satisfeitas porque a ortonormalidade dos autovetores de R̄ resulta em V̄i = ȲiV̄i.
No que diz respeito às restrições (B.4), novamente dividimos a análise em dois

casos. Para i < n̄, usando a última expressão em (B.6), temos:

(z̄iI + V̄i − (mi −mi+1)R̄)Ȳi = (mi −mi+1) ((−λi+1)I

−
∑i

j=1(−λi+1)vjv
′
j

−
∑n̄

j=i+1(−λj)vjvj
)(∑i

j=1 vjvj

)
= 0.

A última igualdade também resulta da ortonormalidade dos autovetores de R̄.
Quando i ≥ n̄, z̄i = 0 e V̄i = (mi − mi+1)R̄. As restrições (B.4) são então

claramente satisfeitas.
A última restrição (B.5) é satisfeita porque os autovetores de P̃ = Q + R̄ são

ortogonais aos autovetores de X̄.

Teorema 7.1 segue agora.
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Apêndice C

Instâncias de teste de Programação
Quadrática Não Convexa
Selecionadas Para Comparação Com
Solvers

Listamos aqui as instâncias de teste de programação quadrática não convexa utili-
zadas para comparação de nossa abordagem desenvolvida na Parte II com solvers
conhecidos. A Tabela C.1, apresentas detalhes das 10% mais difíceis instâncias para
nossa abordagem que foram tomadas na comparação dos solvers realizada na Sub-
seção 8.1.3. A coluna n traz o número de variáveis da instância, ao passo que a
coluna nI exibe o número de variáveis inteiras e a coluna ml discrimina o número
de restrições lineares. Por fim, a coluna nzQ traz o número de elementos não zeros
na matriz Q0.

Tabela C.1: Instâncias de teste de PQ não convexa

Instância n nI ml nzQ

R-BiqMac
gka10b 125 0 0 7788
gka9b 100 0 0 5002

pm1d_100.0 100 0 0 4901
pm1d_100.1 100 0 0 4901
pm1d_100.4 100 0 0 4901
pm1d_100.6 100 0 0 4901
pm1d_100.7 100 0 0 4901
pm1d_80.0 80 0 0 3128
pm1d_80.1 80 0 0 3128
pm1d_80.4 80 0 0 3128
pm1d_80.5 80 0 0 3128
pm1d_80.6 80 0 0 3128
pm1d_80.7 80 0 0 3128
pm1s_100.3 100 0 0 495
pm1s_100.7 100 0 0 495

Continua na próxima página
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Tabela C.1: Instâncias de teste de PQ não convexa (continuação da página anterior)

Instância n nI ml nzQ

pm1s_80.0 80 0 0 316
pm1s_80.4 80 0 0 316
pm1s_80.6 80 0 0 316
pm1s_80.9 80 0 0 316
t2g20_5555 400 0 0 800
t3g6_5555 216 0 0 648
t3g7_5555 343 0 0 1029
t3g7_7777 343 0 0 1029
w01_100.0 100 0 0 495
w01_100.6 100 0 0 495
w05_100.4 100 0 0 2475
w05_100.5 100 0 0 2475
w05_100.6 100 0 0 2475
w05_100.8 100 0 0 2475
w09_100.0 100 0 0 4455
w09_100.1 100 0 0 4455
w09_100.3 100 0 0 4455
w09_100.4 100 0 0 4455
w09_100.8 100 0 0 4455
w09_100.9 100 0 0 4455

BoxQP/MIBoxQP
spar100-050-1 100 0/70 0 5050
spar125-025-1 125 0/62 0 7875
spar125-025-2 125 0/62 0 7875
spar125-025-3 125 0/62 0 7875
spar125-050-1 125 0/62 0 7875
spar125-050-2 125 0/62 0 7875
spar125-050-3 125 0/62 0 7875
spar125-075-1 125 0/62 0 7875
spar125-075-2 125 0/62 0 7875
spar125-075-3 125 0/62 0 7875

GLOBALLIB
ex2_1_10 20 0 10 20
ex2_1_8 24 0 10 24

qp1 50 0 2 1275
qp2 50 0 2 1275
qp4 79 0 31 29

st_m2 30 0 21 30
st_rv7 30 0 20 30
st_rv8 40 0 20 40
st_rv9 50 0 20 50

Random
myqp1_060_g2p4_00_15_15 60 0 90 692
myqp1_080_g3p2_13_13_14 80 0 120 1085
myqp1_080_g3p3_13_13_14 80 0 120 1166
myqp1_100_g2p1_00_25_25 100 0 150 1799
myqp1_100_g2p2_00_25_25 100 0 150 2046
myqp1_100_g2p4_00_25_25 100 0 150 1999
myqp1_100_g3p4_16_16_18 100 0 150 1756
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