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Apresentamos uma proposta que articula historia das matrizes ao ensino de
Algebra Linear. Os referenciais tedricos e metodoldgicos sao inspirados no modelo
introduzido por Tinne Hoff (201Tal), para integrar histéria ao ensino de ma-
tematica, bem como na teoria da matematica como um discurso proposta por Anna
(2008)). Com base em dois estudos de campo, realizados com estudantes de
graduacao em matematica, investigamos, em primeiro lugar, como fontes historicas
podem promover reflexoes sobre regras metadiscursivas relacionadas a matrizes e
determinantes, a partir de conflitos comognitivos. Analisamos também o impacto
dessas reflexdes na formagao de concepgoes (SFARDI [T991]) dos estudantes, ligadas
a esses conceitos. Além disso, investigamos como o estudo poderia contribuir para o

desenvolvimento de uma consciéncia histérica (RUSEN] 2001), a fim de possibilitar
a formagao de uma visao desnaturalizada (GIRALDO; ROQUE] 2014) de matrizes

e determinantes. Dentre as conclusoes, observamos que os estudantes explicitaram

algumas de suas metarregras; que as reflexoes sobre as metarregras influenciaram,
em alguns casos, mudancas nas concepgoes dos estudantes e que o estudo contribuiu
para o desenvolvimento de uma consciéncia historica, assim como para a formacgao

de uma visdo desnaturalizada sobre matrizes e determinantes.
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We present a proposal that articulates the history of matrices to linear algebra
teaching. The theoretical and methodological frameworks are inspired by the model
introduced by Tinne Hoff (201Tal), to integrate history with the teaching of
mathematics, as well as in Sfard’s theory of Thinking as Commmunication (SFARD]
2008). Based on two teaching experiments conducted with undergraduate students
in mathematics, we investigate at first, how historical sources can promote reflections
on metadiscursive rules related to matrices and determinants, from commognitive
conflicts. We also analyze the impact of these reflections in students’ conceptions
(SEARD) 1997)), related to these concepts. Furthermore, we investigated how the
study could contribute to the development of a historical consciousness (ﬁm
2001]), with the aim of enabling the formation of a denaturalized vision (GIRALDO;

ROQUEl, 2014)) of matrices and determinants. Among the findings, WeI have found
that students made explicit some of their metarules; the reflections on metarules
influenced changes in some of their conceptions, and lastely the study contributed
to the development of a historical consciousness together with the formation of a

denaturalized vision of matrices and determinants.
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Capitulo 1

Introducao

Nas ultimas décadas, muitas pesquisas tém discutido e defendido a importancia do
uso de histéria da matemdtica no ensino de matematica. Essas pesquisas, assim
como este trabalho, se inserem em uma linha de pesquisa da educagao matematica
que investiga as relagoes entre a historia da matematica e a educacao matematica.
Alguns dos temas que norteiam a agenda dessa linha de pesquisa em alguns eventos
importantes no cenario internacional sé: referenciais tedricos e metodoldgicos que
podem ser usados para integrar a histéria ao ensino; experimentos de ensino com o
uso da histéria e materiais de ensino explorando a historia; uso de fontes originais
em sala de aula e seus efeitos; e matematica e culturas.

Quando se pensa em usar histéria no ensino de matematica muitas questoes se
colocam. Com qual finalidade? Para motivar os alunos a aprender matematica?
Para introduzir um conceito? Como? Apresentando a biografia de um matematico?
Contando uma anedota sobre algum matematico conhecido? Tomando um pro-
blema da historia para formular uma questao? Adotando, de fato, uma abordagem
histérica para ensinar matematica? Do ponto de vista historico, uma dificuldade
que se coloca é como planejar uma abordagem histérica sem distorcer a histéria e
sem interpretar a matematica do passado a partir das concepgoes da matematica

do presente, isto é, sem projetar no passado os conceitos como entendidos e defini-

10s temas citados constam na lista de tépicos para submissio de artigos para apresentacao
no ESU 7 (7th European Summer University on the History and Epistemology in Mathematics
Education, realizado em julho de 2014, em Copenhagen e na lista proposta pelo TSG25 (Topic
Study Group ) sobre o papel da histéria da matemdtica na educacdo matemética, para a sub-
missao de propostas a serem apresentadas nas sessoes desse grupo, que acontecerao no ICMI 13
(13th International Congress on Mathematical Education ), a ser realizado em julho de 2016, em
Hamburgo.



dos hoje. Ainda assim, a histéria tem sido integrada ao ensino de matematica de
diferentes formas, fundamentadas a partir de diferentes justificativas.
Uma publicacao que apresenta um “estado da arte” das pesquisas até 2000 é o

History in Mathematics Education, The ICMI Study (FAUVEL; MAANEN] 2000]).

Trata-se de um trabalho realizado pelo International Study Group on the Relations

between the History and Pedagogy of Mathematics (HPM), grupo de estudos filiado
ao International Commission on Mathematical Instruction (ICMI) desde 1976 e
que tem como objetivo investigar o papel da histéria da matematica na educagao
matematica. O capitulo 7 desse estudo, coordenado por Constantinus Tzanakis
e Abraham Arcavi, fornece uma longa lista de argumentos favoraveis ao uso da
histéria no ensino e também uma lista de objecoes. Nao apresentaremos essas listas
em detalhes, ao invés disso, apresentaremos algumas categorizagoes propostas mais
recentemente para classificar os diferentes argumentos usados na defesa do uso da
historia no ensino, a fim de prover um panorama de como a articulagao entre historia
e ensino tem sido feita.

No capitulo 21 do International Handbook of Research in History, Philosophy
and Science Teaching, Michael N. [Fried (2014) identifica trés temas principais que
agrupam as justificativas usadas em tentativas recentes de relacionar a histéria da
matematica com a educagao matematica: o tema motivacional, o tema curricular e
o tema cultural.

O tema motivacional, de cunho afetivo, inclui os exemplos de uso da histéria vi-
sando tornar a matematica mais interessante, menos formal, mais humana. Entram
aqui os exemplos de usos de anedotas ou estorias para que os estudantes percebam
os matematicos como pessoas humanas, passiveis de erros, como qualquer um. Nao
importa se as estorias sao verdadeiras, se contém erros ou nao. No entanto, essa
justificativa para usar a historia é vista como problematica. Primeiro, ela supoe que
a matematica por si s nao ¢ interessante, é preciso algo a mais para reaviva-la, para
atrair os estudantes. Segundo, tal uso da histéria ignora a propria especificidade da
histéria como uma forma de conhecimento a ser aprendido e levado a sério.

O tema curricular, de cunho mais pedagdgico e, em certa medida, motivacional
também, inclui os exemplos que usam a histéria para ensinar topicos do curriculo

como fungoes, equagoes, nimeros, entre outros. Nessa perspectiva, os topicos podem



ser ensinados primeiro para depois serem discutidos de um ponto de vista histérico
ou pode-se partir da historia para introduzir um determinado conceito. Os conceitos,
em algum momento, sao abordados do ponto de vista moderno, pois a perspectiva é
determinada pelo curriculo e o tratamento histérico tem que ser adaptado para ficar
consistente com a abordagem moderna. Ha uma tendéncia, nas propostas agrupadas
nesse tema, em se enxergar os conceitos modernos como implicitos na matematica
do passado.

O tema cultural, como o proprio titulo sugere, parte da perspectiva de que ma-
tematica e a cultura sao inseparaveis. A matematica é concebida como uma ativi-
dade essencialmente humana, como uma expressao da cultura, logo a histéria e a
matematica também sao inseparaveis. A historia é vista aqui como parte da propria
matematica. Tal perspectiva contribui para transformar a imagem que os estudan-
tes téem da matematica, em que os objetos matematicos e suas relacoes sao eternas,
sao como entidades platonicas, vistas da mesma forma em todo lugar, em qualquer
tempo (FRIED| 2014)). Em contraposi¢ao a essa imagem, a visao cultural contribui
para promover um senso de diversidade nos estudantes, a partir do reconhecimento
de diferentes contextos, necessidades e praticas que contribuiriam para a construgao
do que chamamos hoje de matematica. Um dos exemplos citados por Fried nesse
tema é a etnomatematica, em referéncia as pesquisas de Ubiratan D’Ambrosio. A
etnomatematica investiga a matematica praticada por grupos culturais, incluindo co-
munidades urbanas e rurais, grupos de trabalhadores, classes profissionais, criangas
de uma certa faixa etaria, sociedades indigenas, entre outros (D”AMBROSIO], 2002)).

Um dos exemplos que [Fried| (2014) cita para o tema curricular é a chamada abor-
dagem genética. Trata-se de uma das abordagens mais antigas defendendo o uso de
historia no ensino e que estabelece uma relacao entre a evolucao histérica da ma-
temdtica e a aprendizagem da matemdatica (SCHUBRINGI, 2011]). Schubring (ibid.)
discute as interpretagoes dos principais representantes da abordagem genética. O
matemadtico alemao Otto Toeplitz (1841-1940), um dos defensores dessa abordagem,
introduziu uma distincao entre abordagem genética direta e abordagem genética
indireta. Na primeira, os conceitos matematicos sao apresentados por meio do seu
desenvolvimento histérico, o que requer o uso direto da historia. Na abordagem

indireta, uma analise histérica é realizada e, entao, usada para ensinar um topico,



o que requer do professor compreender e refletir sobre os processos histéricos antes
de transmiti-los aos alunos.

[Fried (2014) menciona a abordagem genética como um caso particular do tema
curricular, com énfase para as posicoes que consideram que as dificuldades que
surgiram na histéria podem reproduzir-se nas dificultadas enfrentadas pelos alunos
durante a aprendizagem de um determinado topico. Dentre os trabalhos citados por
Fried que ilustram o uso da abordagem genética indireta, destacamos o trabalho de
Jean-Luc (1998), que conduziu junto com outros colaboradores um programa
de pesquisa sobre o ensino de Algebra Linear (DORIER], 2000]), de longa duragao.
A partir de um levantamento histérico da génese da teoria dos espacos vetoriais,
Dorier fez uma anélise epistemoldgica da natureza da Algebra Linear e um analise
didatica das dificuldades dos estudantes com o formalismo inerente a disciplina,
cujo desenvolvimento historico passou por um processo de formalizacao, unificagao
e generalizagdo de métodos. A partir dessas analises, Dorier coloca que situacoes
de ensino devem ser elaboradas de modo a levar os estudantes a compreenderem
e refletirem sobre o que se ganha com a unificagao e a generalizacao de métodos.
Assim, os estudantes poderao aceitar o formalismo e lidar com ele de forma mais
satisfatoria.

Outras categorizacoes foram propostas além dessas trés introduzidas por Fried.
Uffe Thomas [Jankvistl (2009)) classifica os argumentos sobre o uso da histéria no
ensino em duas categorias: historia como uma ferramentﬂ e historia como um obje-
tivdd. Os argumentos classificados em “histéria como uma ferramenta” sao aqueles
que tém por objetivo a aprendizagem de matematica. Tal propdsito se relaciona
com o ensino e aprendizagem de “questoes internas” a matematica (inner-issues ou
in-issues), por exemplo, os conjuntos numéricos e suas cardinalidades, fungoes etc.
Na categoria “histéria como um objetivo”, encontram-se os argumentos que levam
em conta a aprendizagem de aspectos da propria histéria da matematica. Nao se
trata de aprender historia em si, mas sim de aprender aspectos do desenvolvimento
historico da matematica, por exemplo: mostrar aos estudantes que a matematica
existe e evolui no tempo e no espago, mostrar que a “evolucao da matematica”

se deve a muitas culturas diferentes e que essas culturas moldam a matematica e

2No original: history as a tool.
3No original: history as a goal.



também o inverso. KEssa segunda categoria se relaciona com “meta-aspectos” ou
“meta-questoes” (meta-issues) de matemética. Exemplos: como a matemética evo-
lui no tempo? Que forgas e mecanismos estao presentes na sua evolucao? Cir-
cunstancias sociais e culturais desempenham que papel na evolucao da matematica?
(ibid., p. 22)

Comparando as classificacoes de Fried e de Uffe, os argumentos agrupados nos
temas motivacional e curricular podem ser considerados como abordando a histoéria
como uma ferramenta. Ambos tém como objetivo ensinar topicos de matematica.
Jankvist também cita o argumento motivacional na categoria “histéria como uma
ferramenta”. Ja o tema cultural, por considerar a histéria como parte da prépria
matemadtica, nao se limita a questdes internas (in-issues) da matematica. Logo, esse
tema pode ser equiparado a categoria “histéria como um objetivo”

Ambas as classificagbes anteriores apontam diferentes papeis da histéria da
matematica na educagao matematica. Apesar de haver um consenso geral de
que a histéria pode desempenhar um papel importante na educagao matematica,
reconhece-se também a caréncia de estudos empiricos, que fornecam evidéncias e
investiguem se e como a histéria contribui para melhorar o ensino em algum aspecto
(JANKVIST], 2009; ROQUE] 2014). (2011)) aponta a escassez de exem-
plos positivos do uso da histéria no ensino e afirma que ha mais “apelos euféricos”
ao uso da historia do que reflexoes sobre o seu uso.

Ainda sobre os papeis da histéria na educagao matematica, destacamos os traba-
lhos de Tlnne Hoff Kjeldsen e seus colaboradores (KJELDSEN] m KJELDSEN;
BLOMH@J 2012, KJELDSEN; PETERSEN]| 2014) e de Tatiana Roque e Victor
Giraldo (ROQUE, 2014; |GIRALDO; ROQUE] 2014)), cujas ideias contribuiram para

nossa proposta de realizar um experimento de ensino articulando histéria com o en-

sino de Algebra Linear, mais especificamente com o ensino de matrizes, tendo como
sujeitos futuros professores de matematica.

(2011a) apresenta um argumento tedrico propondo a integracao en-
tre histéria e ensino de matemadtica baseando-se na teoria de Anna (2008)
que concebe a matematica como um discurso (Thinking as communicating e em
quadros metodoldgicos adaptados da historiografia da matemética (KJELDSEN]
2011h). Segundo (2008)), a matemdtica é vista como uma forma bem de-



finida de comunicacao ou como um tipo de discurso governado por dois tipos de
regras: regras no nivel do objeto e regras metadiscursivas. As primeiras
sao descritas como narrativas sobre regularidades no comportamento dos objetos do
discurso, que sao os proprios objetos matematicos. As defini¢oes matematicas, as
propriedades dos objetos matematicos sao regras do nivel do objeto. As segundas
dizem respeito as ac¢oes daqueles que produzem o discurso (metarregras), isto é,
como os matematicos definem, como demonstram; como professores de matematica
convencem os alunos sobre a consisténcia de uma definicao, sobre a validade de
uma propriedade etc. Sfard defende que a aprendizagem matematica requer uma
postura de participacao no discurso, a agregacao das regras do nivel do objeto e o
desenvolvimento constante de novas metarregras do discurso. Recentemente, algu-
mas pesquisas baseadas no quadro discursivo de Sfard (GUCLER), 2013; VIIRMAN],
2013; KJELDSEN; BLOMHQ®J, 2012; [ KJELDSEN; PETERSEN| 2014)) tém apon-

tado para a importancia e o desafio da educagao matematica em planejar situacoes

de ensino que promovam a aprendizagem de metarregras. Essas regras tém um
carater contingente e estao geralmente implicitas no discurso, de modo que é dificil
para os estudantes aprendé-las por si s6. De acordo com (SFARD) 2008)), a apren-
dizagem de metarregras se dd por meio do contato com discursos governados por
outras metarregras. O encontro do aprendiz com um novo discurso é denominado
conflito comognitivo.

O argumento de (201Tal) traz a ideia de que a histéria pode servir como
uma estratégia privilegiada para explicitar as metarregras do discurso e torna-las
objetos de reflexao dos estudantes. A histéria é rica em discursos governados por
metarregras que, geralmente, nao influenciam o discurso matematico atual. Ao com-
preender as metarregras que orientaram as agoes dos matematicos no passado, por
contraste, os estudantes podem perceber suas préprias metarregras. O argumento
baseia-se na nocao de conflito comognitivo.

Nossa perspectiva de investigagao emergiu a partir do argumento tedrico de
Kjeldsen: elaborar uma proposta de ensino com o objetivo inicial de promover
reflexoes sobre metarregras relacionadas a matrizes e determinantes, por meio de
conflitos comognitivos, planejados a partir de fontes histéricas envolvendo matri-

zes. Ao refletirem sobre metarregras observadas nas fontes histéricas do passado, os



estudantes poderiam perceber e se tornar conscientes de suas proprias metarregras
quando lidam com matrizes e determinantes. A oportunidade de fazer um estagio na
Universidade de Roskilde - Dinamarca - com Tinne Hoff Kjeldsen, durante um mes
em 2012, possibilitou aprimorar o projeto de pesquisa inicial para a tese e discutir
alguns de seus artigos citados aqui.

Dentro da perspectiva acima, pareceu-nos interessante relacionar as reflexoes
sobre metarregras com as concepgoes dos participantes do estudo sobre matrizes
e determinantes. Assim, investigamos também se essas reflexdes tém impacto na
formacao de concepcoes. Usamos, para isso, as pesquisas que investigam con-
cepgoes sobre um determinado conceito matemético (SFARD) [1991]). Nossos prin-
cipais exemplos sao os trabalhos de Tiris (2006) e Ruhama (1993)),
que identificaram concepcoes limitadas ou inadequadas sobre o conceito de equacao
e de fungao (respectivamente) por parte de professores e de futuros professores de
matematica. Concepcoes limitadas ou inadequadas comprometem a aprendizagem
dos conceitos, assim essas pesquisas alertam para a importancia de influenciar as
concepgoes de estudantes e professores sobre um determinado conceito.

Nosso segundo objetivo ¢é investigar a possibilidade de desenvolvimento de uma
consciéncia histoérica, direcionada a constituicao de uma visao desnaturalizada
dos conceitos de matriz e determinante. No campo da histéria, Jorn (200T])
explica o que significa pensar historicamente por meio do conceito de consciéncia
historica, definido como o processo mental segundo o qual os homens interpretam
sua experiéncia da evolucao temporal de seu mundo e de si mesmos, de forma tal
que possam orientar, intencionalmente, sua vida pratica no tempo. Riisen defende
que as experiéncias do passado devem ser interpretadas visando a constituicao de
um sentido para compreender o presente e, com isso, fazer projecoes para o futuro.
Achamos interessante que futuros professores interpretem praticas matematicas do
passado relacionadas a matrizes para refletir sobre suas préaticas no presente.

Inserindo-se nas discussoes sobre os saberes do professor de matematica, Vic-
tor Giraldo e Tatiana Roque (2014]) argumentam que os conceitos mateméticos
sao apresentados de modo naturalizado, isto é, sua existéncia, importancia e pa-
pel na matemaética sdo assumidos como dados, sem problematizacao. As demandas

e tensoes que impulsionaram sua génese e seu desenvolvimento nao sao levadas em



conta no ensino. Desse modo, a histéria da matematica pode contribuir para revelar
certas sutilezas inerentes a génese do conceito como, por exemplo, o que levou a
sua definicao atual, com que finalidade foi criado etc. Giraldo e Roque apontam
que essas sutilezas genéticas estao ausentes na formacao de professores e defendem
que a constituicao de uma visao desnaturalizada dos conceitos matematicos é um
aspec’lco essencial do conhecimento pedagdgico de contetdo, no sentido de (SHUL-
MAN, [1986)).

Em outro trabalho, (2014)) faz uma reflexdo sobre o que se perde com a

constituicao dos objetos matematicos, cuja consequéncia é a dissimulacao do pro-
cesso histoérico do seu desenvolvimento. Os objetos matematicos tornam-se opacos
em relacao aos fatores que suscitaram sua génese e impulsionaram seu desenvolvi-
mento. Desse modo, o uso da histoéria é sugerido para resgatar o desenvolvimento
histérico dos objetos matematicos, exibindo praticas em que os mesmos objetos nao
eram essenciais ou eram utilizados de modo distinto do de hoje e com outras finali-
dades. Roque defende que exibir as sinuosidades do percurso da constituicao pode
contribuir para desfazer tal opacidade e dar um sentido aos objetos matematicos. As

ideias de (2014) e as de[Giraldo e Roque] (2014) tém em comum o recurso a

histéria da matemaética, visando resgatar praticas matematicas que tenham relagao

com um conceito matematico.
Reconhecendo que nossa proposta de ensino promove um conhecimento historico

sobre matrizes, pareceu-nos interessante relacionar as ideias de (2014) sobre

desfazer a opacidade dos objetos matematicos e de [Giraldo e Roque (2014) sobre

constituir uma visao desnaturalizada dos conceitos matematicos com a nogao de
consciéncia histérica.

A motivagao inicial em propor um experimento de ensino com uma abordagem
histérica teve influéncia da minha atuacao na disciplina de Algebra Linear 1 princi-
palmente na Licenciatura em Matematica do CEDERJH, na modalidade a distancia,
durante os anos de 2010 a 2013. Lecionar essa disciplina despertou-me o interesse
em conhecer a histéria da Algebra Linear. A escolha pelo tépico matrizes para de-

senvolver a proposta foi motivada pelo ensino de matrizes. O conceito de matriz

40 Conséreio Cederj (Centro de Educacio Superior a Distancia do Estado do Rio de Janeiro)
é formado por sete instituicoes publicas de ensino superior: CEFET, UENF, UERJ, UFF, UFRJ,
UFRRJ e UNIRIO. Seu objetivo é levar a educagao superior, gratuita e de qualidade a todo o
Estado do Rio de Janeiro.



costuma ser o ponto de partida de muitos cursos e livros didaticos de Algebra Linear
no Brasil, que se estruturam em torno desse objeto e, portanto, conferem a ele um
papel importante nessa disciplina. Nessa abordagem, as matrizes sao apresentadas
de um modo naturalizado, como um objeto, um fato.

Ao longo desses anos de pesquisa, conversando com varios alunos que ja haviam
cursado as disciplinas de Algebra Linear e com professores do ensino basico sobre a
especificidade da regra para a multiplicagao de matrizes e raramente alguém sabia a
origem dessa especificidade. Esse fato se relaciona ao modo naturalizado com o qual
as matrizes (e os conceitos mateméaticos em geral) sdo ensinadas. As regras para as
operacoes com matrizes costumam ser introduzidas sem problematizacao.

Dada a caréncia de estudos empiricos no campo, este trabalho contribui com um
experimento de ensino que articula histéria das matrizes e ensino de matrizes. Nao é
nosso objetivo usar a historia para introduzir o conceito de matriz nem propor uma
nova maneira de ensinar matrizes. Este trabalho pretende ser uma contribuicao para
a discussao sobre o papel da histéria como uma estratégia para promover reflexdes
sobre as metarregras do discurso, bem como sobre seu papel em desenvolver uma
visao desnaturalizada dos objetos matematicos, por meio do caso particular das
matrizes.

No capitulo 1, apresentamos os referenciais tedricos que norteiam nosso estudo.
Comecamos por descrever os principais conceitos da teoria Sfard até chegar nos
conceitos de metarregras e conflitos comognitivos. Em seguida, revisitamos o argu-
mento tedrico introduzido em (KJELDSEN] 20TTal) e fazemos uma pequena revisao
bibliografica descrevendo seus trabalhos que propoem o uso de historia para promo-
ver reflexdes sobre metarregras. Apresentamos a definicao usada neste trabalho para
concepgoes, em referéncia a (1997)). Discutimos em mais detalhes as ideias de

Roque| (2014) e de|Giraldo e Roque| (2014)) e revisitamos a definigao para consciéncia
histérica de m, 2001). Terminamos esse capitulo apresentando os objetivos

do trabalho e as questoes de pesquisa.
No capitulo 2, apresentamos a parte histérica do trabalho, que consiste em
dois episodios, tendo como protagonistas os matematicos James Joseph Sylvester

(1814-1897) e Arthur Cayley (1821-1895). Para isso, baseamo-nos na interpretagao

histérica de Frédéric (BRECHENMACHER] 2006b). Em seguida, apresentamos



os conceitos de objetos epistémicos e de técnicas epistémicas, os quais possibilitam
descrever e analisar episddios de pesquisa a partir da pratica da matematica, contex-
tualizando no tempo e no espacgo os objetos e ferramentas envolvidos. Fazemos uma
releitura dos episddios historicos de Sylvester e de Cayley a luz desses conceitos,
a fim de comparar o papel das matrizes em cada episédio. Terminamos apresen-
tando as metarregras que foram identificadas por ndés em cada episodio para serem
exploradas nos estudos de campo.

No capitulo 3, discutimos a natureza da pesquisa e descrevemos os instrumentos
de geracao de dados. Além disso, explicamos como o material de ensino foi orga-
nizado. Dado que as fontes historicas estao escritas em francés e inglés, optamos
por elaborar dois roteiros de ensino que serviram de base para trabalhar com os
participantes do estudo. O primeiro roteiro aborda o episédio histérico de Sylvester
e, o segundo, aborda o episédio de Cayley.

No capitulo 4, fazemos um breve relato de um estudo piloto e um relato mais
detalhado dos dois estudos de campo principais da pesquisa. Apresentamos os su-
jeitos da pesquisa e descrevemos a organizacao dos encontros. A intervencao teve
o formato de um minicurso com o tema “Diferentes papeis da nocao de ma-
triz em dois episédios da Historia das Matrizes”. Os resultados da pesquisa
baseiam-se nos dois estudos de campo.

No capitulo 5, apresentamos os resultados alcancados com a pesquisa. As
questoes de pesquisa demandaram trés andlises distintas dos dados gerados nos
estudos de campo. Assim, esse capitulo estd dividido em trés secoes. Em cada
parte, apresentamos a metodologia de analise, a andlise propriamente dita, uma dis-
cussao e respondemos a questao de pesquisa. Por fim, no capitulo 6, apresentamos

as consideragoes finais e algumas perspectivas para continuagao da pesquisa.
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Capitulo

Fundamentacao tedrica e questoes

de pesquisa

Neste capitulo, apresentamos a fundamentagao tedrica que sustenta esta inves-
tigacao, embasando seus pressupostos, dando suporte ao planejamento de um ex-
perimento de ensino sobre historia das matrizes, bem como ao desenvolvimento da
andlise e das conclusoes do trabalho.

A primeira parte da fundamentacao tedrica foi inspirada pelos trabalhos de Kjeld-

sen e colaboradores (KJELDSEN, 2011al [KJELDSEN; BLOMHQ®J| 2 KJELD-

SEN; PETERSEN [2014)). Esses pesquisadores propuseram um quadro teorlco e
metodoldgico para integrar historia da matematica ao ensino de matematica, com
base na teoria que concebe a matematica como um discurso de Anna Sfard - Thinking
as Communicating (SFARDI 2008)). Iniciamos, apresentando os principais conceitos
dessa teoria até chegar nos conceitos de metarregras e conflitos comognitivos,
tendo como principal referéncia (SFARD] 2008). Apresentamos um exemplo de
como (2007)) aplica o “quadro comognitivo” para investigar a aprendizagem
de nimeros negativos. Em seguida, explicamos o argumento tedrico de
(201Tal) e apresentamos os referenciais metodoldgicos utilizados em seus trabalhos.

Continuamos com a apresentacao da definicao utilizada para o termo concepcao,
em referéncia a[Sfard| (I991]). Apresentamos também os trabalhos de (20006)
e de Ruhama [Even| (T993)), nossos principais exemplos de investigagoes sobre con-

cepcoes. Em seguida, explicamos as ideias de [Roque| (2014) sobre desfazer a opa-

cidade dos objetos matematicos e de [Giraldo e Roque| (2014) sobre a visao “na-
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turalizada” dos conceitos matematicos. Apresentamos também a definicao para
consciéncia histdrica de (IML 2001)) e explicamos como relacionamos as ideias
de Giraldo e de Roque com esse conceito. Ao final do capitulo, apresentamos nossos

objetivos e as questoes de pesquisa.

2.1 A Matematica como um tipo de discurso e as
regras que o governam

A teoria que concebe a matematica como um discurso baseia-se na perspectiva da
aprendizagem por participagao, no lugar da aprendizagem por aquisi¢ao. Com essa
mudanca no modelo de aprendizagem, o aprendiz passa a ser visto como um parti-
cipante, principiante, buscando acesso as formas de fazer humanas ja bem estabe-
lecidas historicamente, no lugar de adquirir o conhecimento como se fosse um bem,
uma mercadoria.

A perspectiva da aprendizagem por participacao enfatiza os aspectos sociais, cul-
turais e historicos do desenvolvimento humano ao deslocar o foco da aprendizagem
do individual (perspectiva aquisicionista) para o coletivo, para o fazer humano. Nas
palavras de Sfard: “esta abordagem considera todas as capacidades exclusivamente
humanas como resultando do fato fundamental de que humanos sao seres sociais,
engajados em atividades coletivas desde o dia em que nasceram e por toda sua
vidal]” (SFARD), 2008 p. 79, tradugao nossa).

Ao passo que os aquisicionistas consideram o desenvolvimento cognitivo
comecando com aquisicoes pessoais para depois ocorrer a participacao em ativi-
dades coletivas, os participacionistas defendem que a aprendizagem humana ocorre
a partir da participacao em atividades coletivas para, entao, o individuo desenvolver
a capacidade de implementa-las a sua propria maneira.

Mais do que isso, a aprendizagem humana ¢ vista como um conjunto de trans-
formacoes nas formas de fazer humanas, sejam elas individuais ou coletivas, que
resultam de dois processos complementares: a individualizacao do coletivo, ou seja,

versoes pessoais de atividades coletivas e a coletivizacao do individual, isto é, va-

INo original: [...] this approach views all the uniquely capacities as resulting from the funda-
mental fact that humans are social beings, engaged in collective activities from the day they are

born and throughout their lives. (SFARD] 2008 p. 79)

12



riacoes individuais de atividades que alcancam uma dimensao coletiva e adquirem

permanéncia. (SFARDI 2008

raizes em nossa heranca cultural e sao constantemente moldadas e remoldadas por

sucessivas geracoes de praticanteﬂ” (SFARD], 2001], p. 25, nossa tradugao).

p. 80). Dessa forma, as atividades coletivas “tém suas

U

A partir dessa perspectiva, Sfard propoe defini¢oes novas para as nogoes de comu-
nicacao e pensamento. A comunicacao passa a ser vista como um tipo de atividade
coletiva padronizada que se da por meio de agoes e reagoes entre os individuos que
estao tentando se comunicar: “Comunicacao é uma atividade padronizada, realizada
coletivamente, na qual a acao A de um individuo é seguida pela acao B de outro
individuo [...]J” (SFARDI 2008 p. 86, nossa tradugao, itdlico no original).

O termo “padronizada” empregado por Sfard ao definir comunicagao significa
que as agoes e reacoes desencadeadas em uma comunicacao ocorrem de modo repe-
titivo e nao acidental, isto é, para cada acao comunicativa, apenas alguns tipos de
reacoes sao observadas e esperadas. Por exemplo, ao abordar uma pessoa a fim de
pedir informagodes sobre a localizacao de algo, esperamos alguns tipos de resposta,
como: i) que diregoes tomar para chegar ao lugar desejado, ii) uma resposta dizendo
que nao se conhece o lugar ou nao sabe como chegar 14 etc. Nao se espera ou nao é
comum, por exemplo, que a pessoa nos ignore e nao nos responda.

O pensamento é definido como uma versao individualizada da comunicac¢ao in-

terpessoal (SFARD]

consigo mesmo e nao precisa ser visivel, audivel, ou mesmo expresso por palavras.

, p. 81), isto é, o pensamento é um ato de comunicacao
Colocar o pensamento como um ato de comunicacao possibilita transpor a ideia de
que o pensamento precede a comunicagao e possibilita olhar para processos cog-
nitivos e processos de comunicagao interpessoal como diferentes manifestagoes do
mesmo fenomeno. Para destacar a unidade entre esses dois processos, Sfard cunhou
o termo commognition combinando as palavras communicational e cognition. Daqui
em diante, utilizaremos os termos “comognicao”e “comognitivo” como tradugao para

commognition e commogm’tz’veH, respectivamente.

2No original: [...] have their roots in our cultural heritage and are constantly shaped and
re-shaped by successive generations of practitioners. (SEFARD. 20011 p. 25)

3No original: Communication is a collectively performed patterned activity in which action A
of an individual is followed by action B of another individual [...] (SEARD] 2008, p. 86)

“Encontramos a palavra “comognicdo” como traducio para commognition em (CARVALHO;
MARCONDES, 2011)). Esses pesquisadores utilizaram a abordagem comunicacional de Sfard para
analisar o discurso de alunos surdos. Em outros trabalhos, como (SOUZAL 2012} PASSOS; TEI-
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Existem diferentes tipos de comunicacao que diferem entre si pelos seus objetos
de comunicacao, pelos mediadores usados e pelas regras seguidas pelos participantes.
Falaremos sobre esses elementos mais a frente, direcionando-os para a aprendizagem
matematica.

Os diferentes tipos de comunicacao sao chamados de discursos, eles trazem jun-
tos alguns individuos e excluem outros. Dessa forma, a sociedade é dividida em
varias comunidades de discursos e a matematica ¢ vista como um tipo de discurso.
Aprender matematica requer fazer parte do discurso matemaético e ser capaz de
individualiza-lo, em outras palavras: “se tornar capaz de fazer uma comunicagao
matemdatica ndo somente com os outros, mas também consigo mesma?’ (SFARD)
2007, p. 575, tradugao nossa). Sfard propoe, ainda, que aprender matemética equi-
vale a modificar e estender o préprio discurso.

O discurso matemético possui uma caracteristica que o difere consideravelmente
dos outros. Em areas como histéria, zoologia e quimica, os seus objetos de estudo
(o homem no tempo, os animais, a matéria e a energia, respectivamente) e os seus
respectivos discursos sao entidades separadas. Na matematica, os objetos do dis-
curso sao os proprios objetos matematicos (numeros, fungoes, conjuntos, formas
geométricas etc.) que sao vistos como “construtos discursivos”, sendo assim, eles
sao parte do proprio discurso.

Além disso, o discurso matematico pode ser visto como uma estrutura com varios
niveis, em que cada camada pode se tornar o objeto de outro extrato discursivo
(SEARD. 2008, p. 129). Dai, Sfard conclui que a matemdtica é um sistema que
se autoproduz, pois produz os objetos sobre os quais ela fala. A caracteristica de
gerar seus proprios objetos, que ¢ inerente ao discurso matematico, cria a seguinte
circularidade: “Alguma familiaridade com os objetos do discurso parece ser uma pre-
condicao para a participagao, mas ao mesmo terjjo a participagao no discurso é uma

precondicao para se adquirir essa familiaridadd?’ 2008, p. 161, tradugao

XEIRA; SILVA: [2011)) encontramos a palavra “commognitivo” como tradugao para commognitive.
Optamos por adotar como traducao “comognicao” e “comognitivo”, isto é, sem duplicar a conso-
ante “m”.

®No original: [...] becoming able to have mathematical communication not only with others,
but also with oneself. (SFARD) 2007 p. 575)

5No original: Some familiarity with the objects of the discourse seems a precondition to par-
ticipation, but at the same time participation in the discourse is a precondition for gaining this

familiarity. (SFARD] 2008] p. 161)
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nossa). Essa situagao paradoxal coloca um grande desafio para a aprendizagem da
matematica.

Diante de tal dificuldade, Sfard propoe distinguir o discurso matemético dos
outros por meio de suas caracteristicas externas ou visiveis, ao invés de se basear
em seus objetos, que sao inseparaveis do préprio discurso. As quatro proprieda-
des seguintes sao consideradas criticas para decidir se um determinado exemplo de

discurso pode ser considerado matemadtico (SFARDL 2008, p. 133):

e uso da palavra (word use) - palavras-chave que constituem o discurso ma-

tematico, como “dois”, “matriz”, “funcao”, “derivada”, “cilindros”;

e mediadores visuais (visual mediators) - artefatos simbdlicos criados para pos-

sibilitar a comunicacao, como graficos ou figuras geométricas;

e narrativas (narratives) - sequéncias de enunciados que servem para descrever
objetos, relagoes entre objetos ou processos. As narrativas podem ser en-
dossadas, isto é, aceitas como verdadeiras pela comunidade matematica, ou
podem ser rejeitadas. Como exemplo de narrativas, temos i) ™ + 1 = 0, ii)
sin®(z) + cos?(z) = 1, Va € R, iii) a multiplicacdo de matrizes niao é comuta-

tiva;

e rotinas (routines) - padrdes repetitivos caracteristicos de um determinado
discurso, por exemplo, regularidades podem ser notadas ao observar como
e quando termos matemadaticos ou mediadores visuais sao empregados, ao
acompanhar processos de criagao e substancializacao (substantiation)H sobre
ntimeros ou formas geométricas (como definir, como provar, como convencer,

como resolver um problema matematico etc.), entre outros.

Voltando aos objetos de comunicagao, Sfard os divide em dois tipos: objetos

primarios e objetos discursivos. Os primeiros existem independentemente dos dis-

"Sfard emprega o termo substantiate em referéncia ao processo pelo qual os participantes de um
discurso se tornam convencidos de que uma dada narrativa pode ser “endossada’, isto é, aceita
como valida. Na matematica, por exemplo, um novo teorema s6 é “endossado” apds a apresentacao
de uma demonstracao a comunidade matematica. Na escola, os processos usados para convencer
(substantiate) sdo qualitativamente distintos daqueles usados por matemadticos profissionais e sao
gradualmente transformados. Por exemplo, no ensino bésico, apresentar exemplos e ilustragoes
faz parte do processo de convencer os estudantes sobre a validade de um teorema. Usaremos
a palavra “substancializar” como tradugao para substantiate de narrativas. De acordo com o
dicionario Aurélio da lingua portuguesa, substancializar significa “transformar em substancia” ou
“considerar como substancia”.
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cursos humanos, como por exemplo, os animais. O segundo tipo surge ao se associar
um nome ou artefato simbédlico a um objeto primario. Nesse processo, um par é
criado: ( nome ou pronome, objeto primério especifico ). Ao se associar um nome,
digamos Sansao, a um cachorro, estamos criando o objeto discursivo ( Sansao, ca-
chorro ). Nesse caso, temos um objeto discursivo simples.

Existem ainda os objetos discursivos compostos que sao criados quando um nome
ou pronome ¢ associado a objetos existentes, discursivos ou primarios, por meio de

um dos seguintes processos:

e cquivaler (saming) - quando um significante é associado (por meio de um
nome) a um numero de coisas que nao eram consideradas equivalentes, por
exemplo, quando atribuimos o nome animais a peixes, passaros, mamiferos
etc.; ou quando chamamos de fragao todos os simbolos da forma § onde a e b

sdo numeros inteiros (e b # 0);

e cncapsular (encapsulating) - quando um significante é associado a um conjunto
de objetos e quando o mesmo significante ¢é utilizado no singular para se referir
a propriedades de todos os membros do conjunto, por exemplo, quando falamos

em funcao quadratica, encapsulamos conjuntos de pares ordenados tais como

{(1,1), (2,4), (3,9), ...},

e reificar (reifying) - quando um nome ou pronome ¢ introduzido e usado para
substituir narrativas sobre processos por “estérias atemporais” sobre objetos,
por exemplo, o significante % ¢ introduzido e a narrativa “Eu dividi o todo por

3 e tomei 2 partes” é substituida por “Eu tenho % do todo”.

Sfard apresenta um exemplo que ilustra bem o surgimento de um objeto discur-
sivo composto: niimero cinco. Em primeiro lugar, o processo de contar os dedos de
uma mao ¢ reificado por meio dos termos cinco dedos. Da mesma forma, os termos
cinco macgas reificam o processo de contar cinco macas. O resultado de ambos os
processos € cinco. O objeto discursivo nimero cinco surge quando o significante
cinco ¢ associado a todos os exemplos de cinco coisas, o que corresponde ao processo
de equivaler (saming) (SFARD] 2008, p. 171).

Os objetos priméarios e os objetos discursivos que surgem apenas por meio dos

processos de saming e de encapsulamento sao definidos como objetos concretos. Os
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objetos discursivos que se originam pelo processo de reificagao, podendo também
passar pelos outros processos, sao definidos como objetos abstratos. Baseada nessa
distincao, Sfard define os objetos matematicos como “objetos discursivos abstratos
com significantes distintamente matematicos” (SFARD] 2008, p. 172), isto é, signifi-
cantes reconhecidos como matematicos. Um exemplo de objeto concreto é “animal”,
o qual é o resultado de tornar equivalentes (saming) os objetos peixes, péssaros,
mamiferos etc. J4 o objeto “ntimero”ou “5”¢é um exemplo de objeto abstrato, pois
é o resultado de um processo de reificar e de equivaler saming.

Voltamos a falar, entao, sobre o discurso matematico e sobre a matematica como
uma atividade coletiva padronizada. Os padroes podem ser descritos como resultado
de processos governados por regras. Nesse contexto, ha dois tipos de regras: regras
do nivel do objeto e regras metadiscursivas.

As regras do nivel do objeto sao definidas como “narrativas sobre regularidades
no comportamento dos objetos do discurso”H, ja as regras metadiscursivas ou me-
tarregras “definem padroes na atividade dos discursantes ao tentar produzir e subs-
tancializar narrativas no nivel do objeto” (SFARD 2008, p. 201, nossa traducao).

No caso do discurso matematico, as regras do nivel do objeto dizem respeito as
propriedades dos objetos matematicos. Na geometria euclidiana, por exemplo, a
soma dos angulos internos de um triangulo qualquer ¢ 180°. Em algebra, ab = ba,
onde a e b sao ntmeros reais. Na fisica, a lei da gravitacao de Newton e as leis do
movimento de Newton sao exemplos de regras do nivel do objeto.

As metarregras dizem respeito as acoes dos discursantes, ou ainda, ao modo
como eles interpretam o contetido do discurso. Elas estao, geralmente, implicitas
no discurso e se manifestam quando julgamos, por exemplo, se uma determinada
descricao pode ser considerada como uma definicao ou se uma demonstracao pode
ser aceita como correta. As metarregras incluem normas, valores, objetivos de uma
comunidade e podem ser empregadas para designar padroes repetitivos associados

a diferentes atividades:

8No original: object-level rules e metadiscursive rules.
9No original: narratives about regularities in the behavior of objects of the discourse (SFARD]

2008, p. 201).

10No original: define patterns in the activity of the discursants trying to produce and substantiate

object-level narratives. (SFARDI 2008] p. 201)
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[...] é possivel falar sobre as metarregras que regulam a parti-
cipagao (por exemplo, levantar as maos antes de falar, trabalhar
em grupos), ou metarregras que caracterizam as intengoes dos par-
ticipantes (por exemplo, se engajar genuinamente em uma ativi-
dade matemadtica, versus agindo de modo a agradar o professor,
ou metarregras que regulam as regras do nivel do objeto em ma-

temética (por exemplo, usar a metéfora do movimento para calcu-
lar limites, usar graficos para compreender fun(;ées.GU LER)
2013] p. 441, tradugao nossa)

A distincao entre os dois tipos de regra nao é absoluta. Metarregras em um
discurso podem se tornar regras do nivel do objeto em outro discurso. Dado que a
matematica é vista como um sistema que se autoproduz e se amplia incorporando
os seus meta discursos, cada camada do discurso pode se tornar o objeto de outra
camada. Por exemplo, a narrativa “a ordem dos fatores nao altera o produto”, fre-
quentemente pronunciada no discurso da aritmética, é considerada uma metarregra
da aritmética. Mais tarde, ela se transforma em uma regra do nivel do objeto no
discurso da algebra: “ab = ba”, em que a e b sao nimeros reais.

A palavra regra possui muitas conotacoes, nem todas se aplicam as metarregras.

Para diferenciar regras de metarregras, Sfard se baseia em cinco caracteristicas:

e variabilidade (variability) - regras metadiscursivas sdo estruturas dinamicas,
constantemente criadas e recriadas dentro das interagoes em curso. Um exem-
plo expressivo ¢ a mudanca da nocao de rigor na matematica entre os séculos
XVIIT e XIX. As metarregras que moldaram a visao dos analistas do século
XVIIT (como Euler, Lagrange, D’Alembert, Laplace, L’Hospital, para citar
alguns) os levaram a ter uma confianga extrema no simbolismo algébrico e
a priorizar a obtengao de resultados. Ja os analistas do século XIX (como
Cauchy, Bolzano, Weierstrass, entre outros) passaram a ser governados por
metarregras que os levaram a se preocupar com os fundamentos do calculo.

A matematica passou a requerer, nao apenas resultados, mas defini¢oes claras

1No original: it is possible to talk about the metarules regulating participation (e.g., raising
hands before speaking, working in groups), or metarules characterizing participants’ intentions
(e.g., genuinely engaging in mathematical activity versus acting to please the teacher), or the
metarules regulating the object-level rules of mathematics (e.g., using the metaphor of motion to
compute limits, using graphs to realize functions). 1 2013 p. 441)

18



seguindo uma arquitetura particular (SCHUBRING] 2005; (GRABINER], 1974}
ROQUE], 2012).

tacitividade (tacitness) - metarregras sao construgoes implicitas mais do que
principios explicitos que os participantes do discurso seguiriam de uma maneira
consciente e intencional. Elas sao convencoes estabelecidas com o tempo e nao
uma necessidade imposta. Por outro lado, nao é raro que uma pessoa faca
reflexoes e comentdrios explicitos sobre principios que guiam suas agoes. Em
Matematica, por exemplo, a atividade de definir requer a articulacao cons-
ciente de metarregras, como descrever o conceito de maneira concisa e com

vistas a generalizagao.

normatividade (normativeness) - metarregras nao devem ser confundidas com
normas. Nem toda regra metadiscursiva é uma norma. De acordo com [Sfard
(2008, p. 204), para que certa regra seja considerada como uma norma em uma
comunidade, duas condicoes devem ser satisfeitas: ela deve ser amplamente
seguida pelos membros da comunidade e deve ser endossada pela maioria,
especialmente pelos experts. Nesse caso, a metarregra em questao é explicitada

no discurso.

flexibilidade (flexibility) - a ideia de seguir regras sugere um controle rigoroso
nas agoes dos participantes de um discurso, no entanto, metarregras restringem
o escopo de um discurso mais do que determinam o que fazer, isto é dizem
o que ¢é apropriado fazer ou nao fazer em uma determinada situagao. KEsse
papel das metarregras faz com que elas tornem a comunicagao possivel, pois
eliminam infinitas opgoes de acoes e reacoes que nao seriam adequadas em
uma comunicacao, deixando os participantes com um certo niimero de opcoes

possiveis.

contingéncia (contingency) - como dissemos acima, metarregras sao convengoes
historicamente estabelecidas mais do que uma necessidade imposta. As razoes
para isso tém a ver com os julgamentos humanos e suas escolhas ao longo
do tempo. As regras metadiscursivas possuem um aspecto de inevitabilidade.

Para ilustrar essa ideia, [Sfard (2008, p. 207) cita um exemplo apresentado por
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Wittgenstei sobre as metarregras que governam a atividade de demonstrar.
No exemplo, Wittgenstein diz que apds se debrugar sobre uma demonstracao,
ele passa simplesmente a aceitar o resultado como um costume ou um fato

natural da nossa historia.

Voltando ao conceito de rotina descrito anteriormente, esse termo também pode
ser definido como um conjunto de metarregras que descrevem uma acgao discursiva
repetitiva. As metarregras podem ser de dois tipos: i) aquelas que descrevem o
“como” de uma rotina, isto é, aquelas que determinam ou restringem o curso de
uma acao ou procedimento, por exemplo, como resolver uma equacgao do segundo
grau, como determinar a matriz canonica de uma transformacao linear; ii) aquelas
que descrevem o “quando” de uma rotina, isto ¢, que determinam ou restringem
as situagoes nas quais o participante do discurso julga uma acao como apropriada.
Para ilustrar, (2008, p. 211) cita um exemplo em que alunos, diante de uma
expressio do tipo 2 —3x+5, reagem iniciando o cdlculo (—b++/A)/2a sem qualquer
indicacdo para fazé-lo. Na rotina para construir o grafico da funcao y = x? — 3z + 5,
o procedimento para o calculo das raizes se aplica. Mas, na rotina para determinar
a imagem de um numero pela mesma fungao, o mesmo procedimento nao se aplica.

Assumindo que aprender matematica é alterar o discurso, Sfard distingue dois
niveis de aprendizagem: no nivel do objeto (object-level learning) e no nivel
meta (metalevel learning). A aprendizagem no nivel do objeto resulta da expansao
do discurso por estender o vocabulario, construir novas rotinas e produzir narrativas
endossadas, por exemplo, aprender novas palavras como triangulo, funcao, aprender
suas definicoes, propriedades etc. A aprendizagem no nivel meta envolve mudancas
nas metarregras do discurso, por exemplo, definir uma palavra ou identificar uma
figura geométrica de uma nova maneira.

Para dar um exemplo mais concreto da aprendizagem no nivel meta, recorre-
mos ao modelo do pensamento geométrico em cinco niveis (visualizagao, anélise,
dedugao informal, dedugao formal e rigor) proposto pelo casal Pierre e Dina van
Hiel. No nivel da analise, o aprendiz identifica uma figura geométrica a partir de
uma analise informal de seus elementos, baseado na observacao e experimentacao.

Nesse nivel, quadrados e retangulos sao reconhecidos pela sua forma. No nivel da

12(WITTGENSTEIN] 1978, p. 9), conforme citado por (SFARD] 2008, p. 207).
130 modelo de van Hiele para o pensamento geométrico pode ser visto em (HIELE] [T986).
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deducao informal, a mesma rotina de identificar uma figura geométrica deve ser re-
alizada pelo uso justificado de defini¢oes, pelo reconhecimento das propriedades das
figuras, pela distingao das condigoes necessarias e suficientes para que uma figura
seja um membro de uma categoria. Nesse nivel, o aprendiz deve ser capaz de re-
conhecer um quadrado e um retangulo pelas suas propriedades e de reconhecer que
um quadrado é um retangulo porque possui todas as propriedades de um retangulo.
As metarregras envolvidas na rotina de identificagao de figuras geométricas em cada
nivel sao diferentes. Para que o aprendiz ascenda de um nivel para o outro, ele deve
aprender as metarregras apropriadas. (2007) apresenta esse exemplo, mais de-
talhadamente, descrevendo um experimento em que duas criangas devem identificar
triangulos em um conjunto de figuras.

Ainda sobre o nivel meta de aprendizagem, como as metarregras sao contingentes
e tacitas, isto é, sao o resultado de convencoes, de escolhas e sao implicitas no
discurso, elas nao sao faceis de se perceber de uma maneira consciente e natural.
E pouco provavel que os aprendizes alcancem esse tipo de aprendizagem sozinhos.
Como, entao, esse tipo de aprendizagem pode ser alcangado?

Na abordagem comunicacional ou comognitiva é esperado que a aprendizagem
no nivel meta se origine no encontro direto do aprendiz com um novo discurso, go-
vernado por metarregras diferentes daquelas segundo as quais o estudante vem se
apoiando nas suas agoes. Esse encontro ¢ denominado um conflito comognitivo,
descrito como um fenémeno que ocorre quando narrativas aparentemente conflitan-
tes se originam a partir de diferentes discursos, que diferem no uso das palavras, nas
regras de substancializagao etc. (2008, p. 256).

O conceito de conflito comognitivo é fundamental na teoria de Sfard, pois é uma
fonte indispensavel para a aprendizagem no nivel meta. Os discursos governados
por diferentes metarregras, e que contém narrativas conflitantes, nao sao vistos como
incompativeis, mas como incomensuraveis, no sentido em que nao compartilham um
critério para decidir qual narrativa deve ser aceita como vélida (endossada) e qual
deve ser descartada.

A resolucao do conflito nao se baseia em evidéncias empiricas que confirmem
uma narrativa e descartem a outra, mas se da por meio de uma escolha entre os dois

discursos conflitantes, de acordo com o que faz sentido para o pensamento do in-
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dividuo sobre o mundo. Isso demanda uma aceitacao gradual, uma individualizagao
do outro discurso. E para que o conflito comognitivo nao se revele uma barreira para
a comunicagao, mas sim a porta de entrada para o novo discurso, a individualizacao
requer a participacao e o suporte de um veterano no novo discurso, o qual pode ser
um professor, um estudante, um profissional qualificado, um nativo de outro pais
etc. (SEARD) 2008 p. 282)

Identificar a ocorréncia de conflitos comognitivos nao é uma tarefa simples. Nar-
rativas conflitantes também podem surgir a partir de opinides distintas e é facil
incorrer no erro de confundir esse caso com um conflito discursivo. (2008,

p. 256) alerta que:

Conflito discursivo deve ser suspeitado apenas nos casos em que
as narrativas conflitantes aparecem como factuais, ou seja, reco-
nhecidas como verdadeiras de acordo com regras metadiscursivas
bem definidas e a possibilidade de um erro em sua construcao ou

substancializacao foi eliminada

(2007)) apresenta um exemplo em que o quadro comognitivo é aplicado
para investigar a aprendizagem sobre nimeros negativos por alunos (faixa etaria
de 12 a 13 anos) de uma escola israelense. A intervencao foi realizada ao longo de
trinta encontros de uma hora e foi conduzida pelo professor da turma. A escolha do
topico foi motivada pela crenca da pesquisadora de que aprender niimeros negativos
e suas operacoes ¢ bastante desafiador para os alunos, principalmente a regra que
enuncia que: “menos vezes menos da mais’. Sfard apresenta, entao, uma maneira
de substancializar essa regra (Figura 2.1), por meio de uma demonstragao, baseada
no principio de que o discurso estendido deve preservar algumas caracteristicas (re-
gras do nivel do objeto) do discurso numérico original, como as propriedades das
operagoes de adigao e de multiplicagao (associatividade, comutatividade, distributi-

vidade).

14No original: Discursive conflict should be suspected only in those cases when the conflicting
narratives appear as factual, that is, as endorsable according to well-defined metadiscursive ru-
les, and the possibility of an error in their construction and substantiation has been eliminated.

(SEARD), 2008, p. 256)
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Assumindo que as leis basicas para niimeros positivos nao devem ser violadas e

que as regras a X (—b) = —ab e —(—a) = a ja tenham sido derivadas dessas leis:

0=0x (=b) = [a+ (—a)](=b). (2.1)

Da lei distributiva,

o+ (=a)](=b) = a(=b) + (—a)(=b). (2.2)

De 1) e (Z2) e da regra a(—b) = —ab:

—ab+ (—a)(=b) = 0. (2.3)

De ([Z3) e da regra —(—a) = a:

(—a)(—b) = —(—ab) = ab. (2.4)

Figura 2.1: Regra dos sinais a partir das regras (axiomas) do discurso numérico

(SFARD! 2007, p. 583, tradugao nossa).

Sfard argumenta que, ao contrario dos nimeros positivos, nao ha um modelo
concreto a partir do qual a regra dos sinais na multiplicacao de dois ntimeros nega-
tivos possa ser deduzida. Antes dos niimeros negativos, as narrativas matematicas

eram verificadas por:

[...] confrontar as proposigoes em questao com a realidade in-
dependente do discurso. Consequentemente, decisoes relativas a
endossar ou nao os enunciados matematicos eram percebidas pelos

participantes do discurso matematico como impostas pelo préprio

mund. (SFARD, 2007, p. 583)

O processo de substancializacao da regra dos sinais repousa na coeréncia in-

terna do discurso. Assim, hd uma mudanca considerdvel nas metarregras envolvidas

15No original: [...] confronting propositions in question with discourse-independent reality.
Consequently, decisions about the endorsability of mathematical statements were perceived by the
participants of mathematical discourse as imposed by the world itself. (SFARD] 2007, p. 583)
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nas defini¢oes das operagoes com os niimeros negativos, sobretudo na multiplicagao
de negativos, em comparacao com aquelas envolvidas nas operacoes com numeros
positivos.

Stard apresenta por meio de um esquema o conflito comognitivo que tem o poten-
cial de desencadear a aprendizagem. A Tabela 2.1 mostra a metarregra antig ea
nov para endossar as defini¢oes das operagoes com niimeros positivos e negativos,

respectivamente.

Antiga metarregra Nova metarregra

O conjunto de regras do nivel do objeto a | O conjunto de regras do nivel do objeto a
serem cumpridas pelo objeto definido deve | serem cumpridas pelo objeto definido deve
ser satisfeito por um modelo concreto. ser consistente com outro conjunto pre-
determinado de regras do nivel do objeto
chamadas axiomas.

Tabela 2.1: Metarregras envolvidas nas operacoes com numeros positivos e com
nimeros negativos (SEFARD], 2007, p. 584, tradugao nossa).

Stard observa que os critérios para decidir que propriedades do discuso numérico
original seriam mantidas (os axiomas) ao estender as operagdes para os numeros
negativos nao foram obvias nem mesmo para os matematicos e cita nomes como
Chuquet, Stifel, Cardano e Descartes, os quais consideravam os ntimeros negativos
como falsos, absurdos, ficticios. No entanto, nada é dito sobre o momento historico
em que a transicao das metarregras relacionadas as operagoes com os niimeros ocor-
reu. A mudanga foi gradualmente estabelecida ao longo do século XIX com as
tentativas de fundamentar as operagoes com os numeros negativos, principalmente
a multiplicacdo. Como nos traz (2012), foi com base na abordagem al-
gebrizante alema e no principio da permanéncia que o problema de fundamentar as
operacoes no campo numeérico estendido dos nimeros inteiros foi resolvido.

A elaboragao da abordagem algebrizante levou o professor de mateméatica Wi-
lhelm A. Férstemann (1791-1836) a propor a substituicdo da nogao de quantidade,
concebida para os numeros, por dois conceitos: o de grandeza e o de nimero. As

operacoes algébricas s6 poderiam ser realizadas com os niimeros e nao com as gran-

dezas (linhas, planos, sélidos, tempo, conjuntos de pessoas etc.) (SCHUBRING

I6No original: The set of object-level rules to be fulfilled by the defined object must be satisfied

by a concrete model. (SFARD] 2007, p. 584, traducdo nossa)
1"No original: The set of object-level rules to be fulfilled by the defined object must be consistent

with a predetermined set of other object-level rules called axioms. (SFARD] 2007, p. 584, tradugao
nossa)
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2012, p. 62). O principio da permanéncia, inicialmente formulado por Forstemann,
postula que as regras para as operagoes estendidas devem corresponder as regras
nos casos originais, isto é, as regras validas no campo dos niimeros positivos. Assim,
a regra (a — b) - ¢ = ac — bd vélida para nimeros positivos deve também ser valida
no campo ampliado dos niimeros positivos e negativos. Logo, (a+b)-c=ac+b-c,
em que b é o oposto de b. O principio da permanéncia leva entdo & definicio das
regras dos sinais: b-c=0b-¢ = —bceb-¢ = be (ibid., p. 63). A aceitacao defi-
nitiva da fundamentagao das operagdes com numeros negativos, conforme proposta
por Forstemann, deu-se com a publicagao de uma obra pelo matematico alemao
Hermann Hankel, em 1867. Kankel assumiu os conceitos de Forstemann, baseou-se
no principio da permanéncia para estender o significado das operacoes e enfatizou
que as extensoes das operacoes sao convencoes e nao necessitam de demonstracoes
(ibid., p. 64).

Retomando o exemplo de utilizacao do quadro comognitivo apresentado por
Sfard, a mudanca nas metarregras (Tabela 2.1) foi explorada pelo professor da turma
por meio de atividades que pediam aos alunos para encontrar o resultado de con-
tas, pedindo também que explicassem sua conclusao, por exemplo, (+2) x (=5) =7,
6x(—2)="7,(=3)x(—2) =7 . Apesar de intensos e longos debates com a turma, o
professor nao conseguiu que os alunos alcangassem a transicao entre as metarregras
descritas na Tabela (2.]).

Dois conflitos comognitivos foram observados. Um foi o ja esperado conflito
ocasionado pelas metarregras descritas na Tabela (ZI]). E o outro surgiu por meio
de diferencas nos discursos dos préprios alunos ao decidir o sinal do resultado da
multiplicagao de um ntimero positivo por outro negativo. Duas posigoes surgiram e
dividiram a turma. Uma delas defendia que o resultado deveria ser negativo, pois o
nimero negativo poderia ser tomado tantas vezes quanto fosse o niimero positivo.
No exemplo 6 x (—2) =7 |, —2 poderia ser somado a ele mesmo 6 vezes, resultando
em —12. O argumento apresentado substituiu os novos nimeros pelos ja conhecidos
e se baseou nas rotinas desenvolvidas previamente. Sfard concluiu que o argumento
se baseou na referéncia a um modelo concreto, no caso, o dos niimeros positivos.

A segunda posicao defendia que o resultado poderia ser positivo ou negativo de
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acordo com o sinal do nimero de maior valor absoluto. Em linguagem matemaética:

ab se a>b
(+a) x (=b) =
—ab se a<b
Nenhum questionamento sobre o caso em que a = b é descrito no texto. Sfard
observa que o aluno que anunciou a segunda posicao, de que o resutado da multi-
plicacao deveria depender do sinal do maior niimero, evocou a rotina anteriormente

desenvolvida para a adi¢gao com ntmeros negativos trocando uma operagao por ou-

tra:

la—0b] se a>b
(+a) + (=b) =

—la—b] se a<b
Ainda sobre essa posi¢ao, Sfard nao explicita a metarregra que influenciou o
discurso do estudante, mas argumenta que o aluno fez sua escolha para a lei da
multiplicagao de negativos sem referéncia a axiomas e sem se incomodar com pro-

priedades como comutatividade, associatividade ou distributividade.

A pesquisadora concluiu que nenhum dos conflitos comognitivos contribuiu para

a aprendizagem no nivel meta. O professor usou sequéncias de nimeros para endos-

sar a multiplicagao de niimeros negativos, por exemplo:

3 x (=3) = -9,
2 x (=3) = —6,
1 x (=3) = -3, 2.5)
0 x (=3) = 0,
(=) x (=3) = 3,
(=2) x (=3) = G,

No entanto, a nova regra metadiscursiva nao foi explicitada, os alunos nao re-
conheceram o conflito comognitivo e nao alcancaram a mudanca nas metarregras
(conforme Tabela ). E curioso que a esséncia da nova metarregra niao parece
ter sido explorada no experimento, pelo menos nao na parte da multiplicacao com
numeros negativos. A consisténcia da operacao de multiplicacao no campo esten-

dido dos niimeros com um conjunto pré-determinado de regras do nivel do objeto
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(os axiomas) nao foi explorada. A permanéncia da validade da distributividade da
multiplicagao em relacao a adicao nao foi explorada pelo professor. Logo, nao é
surpreendente que os alunos nao tenham alcancado a transicao nas metarregras.

A dificuldade com a regra dos sinais é um exemplo claro da importancia de que
as metarregras do discurso devem ser levadas em conta e exploradas em situagoes de
ensino e aprendizagem. Os resultados do experimento relatado em (SFARDI, 2007) e
descrito acima apontam as dificuldades inerentes a uma aprendizagem no nivel meta
e também o desafio de implementar uma situacao de ensino em que as metarregras
do discurso sejam explicitadas e percebidas pelos estudantes.

Mais pesquisadores tém aplicado o quadro comognitivo, enfatizando a im-
portancia da aprendizagem no nivel meta e colocando o desafio para a educagao
matematica de criar situagoes de ensino e aprendizagem em que as metarregras sejam
explicitadas e tornadas objetos de discussao e reflexao dos aprendizes ,
2013; KJELDSEN; BLOMH®J| 2012, [KJELDSEN; PETERSEN]|, 2014)). O exem-

plo que apresentamos ilustrou o uso do quadro comognitivo de Sfard para analisar

a aprendizagem de estudantes em um nivel equivalente ao nivel basico brasileiro.
Algumas pesquisas vém aplicando esse quadro para investigar as praticas de ensino
no nivel superior, bem como as interagoes entre professores e alunos (VIIRMAN]
2013; (GUCLER] 2013). (2013)) comparou o discurso de alguns professores
no contexto de aulas sobre funcoes, destacando as diferencas e similaridades nas
rotinas empregadas para construgao e substancializagao de narrativas sobre funcgoes.
(2013)) analisou o discurso de um professor no contexto de aulas de calculo e
o discurso dos alunos, apontando inconsisténcias quanto ao uso de metarregras no
discurso de ambos. Apesar de ja ser esperada um descompasso entre a comunicacao
do professor e dos alunos, Gugler argumenta que o quadro comognitivo contribuiu
para explicitar as diferencas.

Os conceitos de metarregras e de conflito comognitivo sao de especial interesse
para nossa pesquisa. Pretendemos planejar situacoes de ensino por meio de confli-
tos comognitivos com o objetivo inicial de promover reflexdes sobre metarregras e,
com isso, levar os estudantes a perceberem e se conscientizarem de suas proprias
metarregras. Os tépicos escolhidos para desenvolver nosso estudo foram matrizes

e determinantes no contexto da disciplina Algebra Linear. Nosso publico de inte-

27



resse € a licenciatura em matematica e nossa estratégia para planejar os conflitos

se apdia em uma abordagem historica inspirada pelos trabalhos de Kjeldsen e seus

colaboradores (KJELDSEN, 201Ta; [KJELDSEN; BLOMH®J| 2012, KJELDSEN;
|

PETERSEN ! [2014)), que entrelagaram a historia da matematica e a teoria discursiva
da aprendizagem de Sfard. Nao é nosso objetivo usar a histéria da matematica ou
o quadro comognitivo de Sfard para introduzir matrizes e determinantes ou mesmo
ensinar esses topicos. Nossa proposta de ensino explora aspectos do desenvolvimento
histérico das matrizes. Na proxima secao, explicamos como Kjeldsen e seus colabo-
radores propoem usar a historia da matemaética para explicitar as metarregras do

discurso e torna-las objetos de reflexao dos estudantes.

2.2 Histéria da Matematica e regras metadiscur-
sivas

Tinne Hoff (201Tal) apresenta um argumento tedrico defendendo a histéria
da matematica como uma estratégia privilegiada para revelar metarregras do pas-
sado. Como as metarregras sao contingentes e estabelecidas historicamente, elas
podem ser tratadas no nivel do objeto no discurso histérico, uma vez que a historio-
grafia da matematica discute muitos principios e normas que governaram a atividade
dos matematicos ao longo do tempo. Assim, regras metadiscursivas no discurso ma-
tematico se tornam regras do nivel do objeto no discurso histérico, de modo que o
que estd implicito em um discurso (matematico) pode ser tornado explicito a partir
de outro discurso (histérico). Desse modo, as metarregras deixam de ser tacitas

e podem ser tornadas objetos de reflexao dos alunos. Ao longo desta secao, apre-

sentaremos alguns exemplos, a partir dos trabalhos de [Kjeldsen e Blomhgj (2012)),

[Kjeldsen e Petersen| (2014]), de como as metarregras do discurso matematico passam

a ser explicitadas com o uso de fontes histoéricas.

A ideia é, entao, promover situacoes de aprendizagem em que os alunos sejam
encorajados a investigar o desenvolvimento de praticas matematicas por meio de fon-
tes historicas primédrias e secundarias e a compreender: a visao que os matematicos
tinham sobre suas proprias praticas, como concebiam seus objetos de estudo e como

formulavam e substancializavam suas narrativas matematicas. Desse modo, os alu-
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nos terao contato com discursos governados por metarregras distintas das atuais e,

possivelmente, diferentes das suas proprias:

[...] os textos histéricos podem desempenhar o papel de “inter-
locutores”, como discursantes agindo de acordo com metarregras

que sao diferentes daquelas que governam o discurso matematico

dos nossos dias e (talvez) dos estudante@. (KJELDSEN, 201Tal,

p. 52, tradugao nossa)

O argumento repousa sobre o conceito de conflito comognitivo. Sendo as fontes
histéricas primarias discursos governados por metarregras do passado, possivelmente
diferentes das atuais, as situacoes de aprendizagem mencionadas acima podem pro-
mover conflitos comognitivos. Kjeldsen afirma, entao, que ao conhecerem outras
metarregras distintas das suas, os alunos poderao refletir sobre suas proprias metar-
regras.

Kjeldsen discute a abordagem adequada para que seu argumento possa ser co-
locado em pratica e possa alcancar resultados positivos, isto é, promover reflexoes
sobre metarregras. Ela chama a atencao para o cuidado de nao seguir uma aborda-
gem anacronica ou a abordagem dita Whig, termo cunhado pelo historiador britanico
Herbert Butterfield em 1931, em uma obra bastante influente intitulada “The Whig

Interpretation of History”(BUTTERFIELD] 1931). Na visao Whig, a histéria é

escrita considerando o passado como “o inicio de uma marcha progressiva a ilu-

minacao” (BROMBERG; SAITO], 2010), isto é, o passado é escrito com as lentes

do presente, selecionando apenas os momentos que sao familiares a matematica do

presente.

Um sentido oposto a interpretacao Whig busca ressaltar as diferencas entre a
matematica produzida em um determinado momento histérico, em um certo local e
aquela produzida nos dias de hoje. Para além do contexto matematico, deve-se levar

em conta também os contextos cientifico, cultural, social e filoséfico do episédio em

questao:
Para vencer os anacronismos, deve-se tentar mergulhar nos proble-
mas que caracterizavam o pensamento de certa época em toda sua
18No original: [...] the historical texts can play the role as “interlocutors”, as discussants acting

according to metarules that are different than the ones that govern the discourse of our days

mathematics and (maybe) of the students. (KJELDSEN| 201Tal p. 52)
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complexidade, considerando os fatores cientificos, mas também os
culturais, sociais e filoséficos. Sé assim, serd possivel vislumbrar
os problemas e, portanto, o ambiente em que se definiram os obje-
tos, se inventaram métodos e estabeleceram resultados.

2012, p. 19)

Dentro da proposta de promover reflexoes sobre as regras do discurso, interpretar
a matematica do passado com as lentes do presente impedird que as diferencas
entre as metarregras da fonte histérica e as atuais sejam destacadas. Para vencer o
anacronismo, Kjeldsen propoe investigar a matematica do passado como um produto

histérico a partir da sua pratica:

Isto implica estudar as fontes no contexto histérico apropriado
no que diz respeito ao workshop intelectual de seus autores |...]
colocar questoes como: Como a matematica era vista naquele
momento? Como o matematico que escreveu a fonte via a ma-
tematica? Qual foi a sua intencao? Por que e como os matematicos
introduziram certos conceitos? [...] Que tipos de ferramentas es-
tavam disponiveis para o matemdtico (grupo de matematicos)?

Por que e como eles empregaram certas estratégias de demons-

tragées (KJELDSENI 20TTal p. 53, tradugao nossa)

As questoes colocadas na citacao acima convidam a uma visao da matematica
como um fendémeno social e cultural e exploram processos historicos de mudanca,
como a percepcao sobre a prépria matematica, a compreensao dos seus objetos, a
nocao de rigor etc. Para responder tais tipos de questoes e fornecer explicagoes para
os referidos processos de mudanca, Kjeldsen propoe adotar a chamada abordagem
por multiplas perspectivas. Os termos “miultiplas perspectivas”foram tomados,
pela pesquisadora, do historiador dinamarqués Bernard Eric Jense. Nessa abor-
dagem, episodios do passado podem ser estudados sob varios pontos de observagao,

ou varias perspectivas, dependendo dos objetivos do pesquisador:

9No original: This implies to study the sources in their proper historical context with respect
to the intellectual workshop of their authors, [...], ask questions such as: how was mathematics
viewed at the time? How did the mathematician, who wrote the source, view mathematics? What
was his/hers intention? Why and how did mathematicians introduce certain concepts? [...] Which
kinds of tools were available for the mathematician (group of mathematicians)? Why and how did
they employ certain strategies of proofs? (KJELDSEN] 201Tal p. 53)

200s termos “abordagem das multiplas perspectivas’siao uma traducio dos termos em dina-
marqués “flerperspektivisk tilgang” do trabalho do historiador Bernard Eric Jensen 2003] conforme
citado por [Kjeldsen e Blomhgj (2012} p. 332).
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Episddios da histéria da matematica podem ser, por exemplo, es-
tudados a partir da perspectiva de subdisciplinas dentro da ma-
tematica para compreender como outros campos da matematica
influenciaram a emergéncia e/ou o desenvolvimento do episédio
em consideracao. Eles podem ser estudados do ponto de vista
das aplicagoes para entender, por exemplo, a dinamica entre a
matematica pura e a matematica aplicada, ou o papel da modela-

gem matematica na producao do conhecimento matemético e/ou

cientl’ﬁc. (KJELDSEN, 201714, p. 54, tradugao nossa)

Em outro artigo, a pesquisadora explica como implementar essa abordagem em
uma escala menor, isto ¢, nao combinando muitas perspectivas simultaneamente,
ja que o objetivo nao é formar profissionais em histéria da matematica, mas sim
promover reflexoes sobre as diferencas no modo como a matematica, seus problemas,
conceitos, métodos e argumentos foram abordados na fonte em relagao aos livros-

textos e a forma como sao abordados nos dias atuais.

Ela pode ser implementada em um escala menor, com os estu-
dantes lendo partes selecionadas de textos matematicos originais,
com foco explicito em perspectivas que apontem abordagens de
pesquisa ou a natureza e funcao de entidades matematicas es-
pecificas (problemas, conceitos, métodos, argumentos), na ordem
de descobrir, discutir e refletir sobre as diferencas entre como essas
abordagens e entidades sao apresentadas em seus livros textos e

a forma inicial de concebé-las e usé—la. (KJELDSEN, 2011b,

p. 169, traducao nossa)

Entendemos que a escolha das perspectivas influencia tanto na formulagao de

questoes histéricas a serem investigadas pelos estudantes, como na selecao das fon-

2INo original: Episodes in the history of mathematics can e.g. be studied from the perspective
of sub-disciplines within mathematics to understand if, and if so, how other fields in mathematics
have influenced the emergence and/or the development of the episode under consideration. They
can be studied from an applied point of view to understand e.g. dynamics between pure and
applied mathematics, or the role of mathematical modelling in the production of mathematical
and/or scientific knowledge. (KJELDSEN| 201Tal p. 54)

22No original: It can be implemented on a small scale, by having students read selected pieces of
original mathematical texts where they focus explicitly on perspectives that address research ap-
proaches or the nature and function of specific mathematical entities (problems, concepts, methods,
arguments), in order to uncover, discuss, and reflect upon the differences between how these ap-
proaches and entities are presented in their text book and the former way of conceiving and using

them. (KJELDSEN| p. 169)
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tes historicas para compor atividades ou situacoes de ensino visando explorar as
diferencas citadas acima.

(2011a)) sugere ainda o uso dos conceitos de objetos epistémicos e
técnicas epistémicas para “abrir as fontes”. Esses conceitos sao utilizados para
distinguir os elementos que fornecem as respostas e os elementos que geram questoes
matematicas em um episddio de pesquisa, isto €, as ferramentas utilizadas pelos ma-
tematicos e os seus objetos de estudo, respectivamente. Desse modo, esses conceitos
possibilitam insights sobre a dinamica da producao do conhecimento matematico.
Identificar as ferramentas empregadas pelos matemédticos envolvidos na resolugao
de um problema ou no desenvolvimento de uma nova teoria e identificar os seus
objetos de estudo seria o ponto de partida para os estudantes explorarem as fontes.
No6s também usamos esses conceitos para comparar o papel das matrizes em dois
episdédios histéricos (Secao B.2)).

O uso dos conceitos de objetos epistémicos e técnicas epistémicas é ilustrado em
(KJELDSEN|, R01Tal) por meio de atividades baseadas em quatro fontes priméarias:
duas fontes de Fermat e duas fontes de Newton. As atividades foram planejadas com
o objetivo de promover uma aprendizagem no nivel meta e o uso desses conceitos da
suporte a aprendizagem de metarregras. As fontes de Fermat mostram procedimen-
tos para encontrar o maximo ou o minimo de quantidades que possuem uma relacao
de dependéncia. Ambos os procedimentos foram ilustrados com a situacao de dividir
um segmento em duas partes a e b tal que seu produto seja maximo. As fontes de
Newton mostram um procedimento para encontrar a relacao entre os fluxoes da-
dos os fluentes e um procedimento para tragar tangentes a curvas. Os conceitos
de objetos e técnicas epistémicos sao usados para explorar os objetos matematicos
e as ferramentas em uso nas fontes, por meio de perguntas como: “Quais sao 0s
objetos matematicos que Fermat e Newton estao lidando?”, “Como eles percebem
os objetos?”, “Quais sao os problemas que eles estao tentando resolver?” “Quais sao
as técnicas que eles estao usando? Como nos fazemos nos dias de hoje?”.

No trabalho citado, Kjeldsen (ibid.) nao havia testado as atividades elaboradas,
elas tiveram o papel de ilustrar como elaborar uma situagao de ensino em que os
alunos investiguem fontes primarias, guiados por atividades histéricas, a fim de

revelar metarregras implicitas nas fontes e torna-las objetos explicitos de reflexao.
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Mais dois artigos (KJELDSEN; BLOMI(J| 2012; [KJELDSEN; PETERSEN,

2014]) foram publicados defendendo e aplicando o argumento tedrico aqui descrito.

No primeiro, Kjeldsen e Blomhgj apresentam a anélise de dois relatérios de pesquisa
elaborados por alunos da Universidade de Roskilde, na Dinarmarca, com vistas a
avaliar como e em que sentido metarregras do discurso matematico podem ser torna-
das objetos explicitos de reflexao e se houve aprendizagem no nivel meta (metalevel
learning), isto é, se os alunos aprenderam novas metarregras. Vale destacar que o
conceito de regras metadiscursivas nao foi explicitamente apresentado aos estudan-
tes, isto é, eles discutiram sobre as ideias por tras de algumas metarregras.

Os relatorios foram o produto final de uma pesquisa desenvolvida pelos préprios
estudantes, sob a orientacao de Kjeldsen e de Blomhgj, no ambito de um programa
da Universidade de Roskilde, que abrange cursos tanto no nivel de graduagao quanto
de mestrado. A pesquisa foi desenvolvida em grupo, ao longo de um semestre e foi

orientada pelos seguintes requerimentos:

[...] os estudantes devem trabalhar com um problema que lide
com a natureza da matematica e sua “arquitetura”’como uma
disciplina cientifica tais como seus conceitos, métodos, teorias,
fundacao etc. de maneira que o status da matematica, seu desen-

volvimento historico, ou seu lugar na sociedade seja iluminad.

(KJELDSEN! 2011bl p.172, aspas no original, traducao nossa)

Os temas dos relatérios analisados em (KJELDSEN; BLOMHQJ, 2012) sao:

“Physics’ influence on the development of differential equations and the following
development of theory” (A influéncia da fisica no desenvolvimento das equacoes dife-
renciais e o desenvolvimento subsequente da teoria) e “Fourier and the concept of a
function — the transition from Euler’s to Dirichlet’s concept of a function” (Fourier e
o conceito de uma fungao: a transi¢ao de Euler a Dirichlet). Falaremos um pouco so-
bre a andlise dos pesquisadores a respeito do primeiro relatério, no qual os estudantes
envolvidos investigaram os episddios de pesquisa sob a seguinte perspectiva: como
outra disciplina cientifica influenciou a formulagao de problemas pelos matematicos,

bem como os métodos que eles usavam para resolver problemas.

ZNo original: [...] the students should work with a problem that deals with the nature of
mathematics and its “architecture”as a scientific subject such as its concepts, methods, theories,
foundation etc., in such a way that the status of mathematics, its historical development, or its

place in society gets illuminated. (KJELDSEN| 20110, p.172)
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Os estudantes analisaram fontes primarias publicadas no final do século XVII
com as solucoes do problema da braquistécrona por Jakob Bernoulli e Johann Ber-
noulli e a solu¢ao do problema da catenaria por Johann Bernoulli. A leitura das
fontes foram amparadas pela traducao inglesa de Henk J. M. Bo. Kjeldsen e
Blomhgj, em sua anélise, se concentraram no problema da catenaria, de acordo com
o qual, considerando uma corda flexivel suspensa livremente por dois pontos sob
a agao da gravidade, deve-se descrever a curva formada pela corda. Ao longo da
analise, trechos dos relatorios dos estudantes foram apresentados para ilustrar re-
flexoes sobre metarregras. Os estudantes apresentaram no relatério o modo como
Bernoulli deduziu a equacao diferencial associada ao problema da catenaria e como
a equacao foi resolvida.

Bernoulli deduziu a equacao diferencial do problema utilizando argumentos
geométricos baseados em infinitesimais, no triangulo caracteristico de Leibniz e em
leis da estatica. Os estudantes tiveram dificuldades em compreender o tipo de ar-
gumento de Bernoulli que, aos olhos de hoje, parece carecer de rigor matematico.
No final do século XVII, argumentos geométricos, com o emprego de infinitesimais,
eram aceitos devido aos resultados frutiferos que tais procedimentos permitiam al-
cancar, apesar dos problemas com a fundamentacao do calculo e com a natureza
das quantidades ditas infinitesimais. Nos dias de hoje, tais argumentos nao seriam
aceitos sem a utilizacao do conceito de limites e de fungoes. Kjeldsen e Blomhg;j
apontam que os estudantes se tornaram cientes de que os padroes de rigor mudam
com o tempo. A leitura e discussao dos textos histéricos, de fato, promoveram opor-
tunidades para que eles refletissem sobre as metarregras relacionadas a nocao de
rigor que governavam o discurso presente nas fontes histéricas.

De acordo com Kjeldsen e Blomhgj, na discussao dos estudantes sobre como Ber-
noulli resolveu a equacao diferencial por meio de uma construgao geométrica, eles
observaram que os matematicos do século XVII nao conheciam as fungoes exponen-
ciais e logaritmicas, portanto, Bernoulli nao poderia descrever a solucao analitica-
mente. Assim, os estudantes puderam refletir sobre a metarregra relacionada ao que
era entendido como solugao de uma equacao diferencial: uma construgao geométrica

no século XVII e uma funcao nos dias de hoje.

24BQOS| [M975)) conforme citado por (KJELDSEN; BLOMH@J, 2012] p. 343).
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Os pesquisadores ressaltaram que o trabalho promoveu uma oportunidade de
aprendizagem das regras do nivel do objeto, pois os estudantes discutiram por que
a argumentacao de Bernoulli resultou em uma resposta correta se ele nao usou os
conceitos de limite e de funcao.

Baseados na analise dos dois relatérios, Kjeldsen e Blomhgj concluiram que por
meio de do estudo de fontes histéricas e do uso de métodos histéricos apropriados
para responder questoes historicas, os estudantes podem se engajar em discussoes e
reflexoes sobre metarregras do discurso matematico. Sobre a possibilidade de desen-
volver metarregras e modificar o discurso matematico, os pesquisadores observaram
que se trata de uma questao complexa e dificil de documentar. No entanto, aponta-
ram que oportunidades para conflitos comognitivos podem ser criadas em situacoes
de aprendizagem por meio de investigacoes historicas em fontes originais e a partir
de discussoes sobre as fontes com o professor.

Os pesquisadores concluiram ainda que, a partir de tais situacoes de aprendi-
zagem, os estudantes se tornam cientes de que existem regras metadiscursivas que
governam as narrativas dos textos matemadticos e que as metarregras que gover-
nam o discurso das fontes sao diferentes daquelas que governam as narrativas dos

livros-textos contemporaneos.

[Kjeldsen e Petersen| (2014]) implementaram um curso experimental em uma escola

dinamarquesa com o titulo “The concept of a function viewed through historical and
contemporary lenses’ (O conceito de uma fungao visto por meio de lentes histéricas e
contemporaneas) visando testar o argumento tedrico introduzido em (KJELDSEN|
201Tal). A elaboracao e implementagao do curso, aplicado em 13 aulas de 50 minutos,
foi parte da pesquisa de dissertacao de mestrado da segunda autora.

Além da teoria da matematica como um discurso de (2008) e da abordagem
das multlplas perspectivas (KJELDSEN| 201Tal [KJELDSEN] 2011D KJELDSEN
BLOMH@J 2012)), também compuseram o quadro tedrico da pesqulsa as nocoes de

definidos por Tall e Vinner eo

imagem de conceito e definicao de conceitd?

25Para estudar o desenvolvimento cognitivo de um individuo, Tall e Vinner definiram os
termos imagem de conceito e defini¢ao de conceito. A imagem de conceito se refere a toda a estru-
tura cognitiva que é associada com o conceito, incluindo todas as imagens mentais, propriedades
associadas e processos. A definicdo de conceito é definido como a descrigao escrita (a forma das
palavras) que explica o conceito. O ultimo conceito pode ser pessoal, isto é, a definicio de um
individuo para um conceito, ou formal, a definicao aceita pela comunidade matematica.
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modelo de (1991)) para formagao do conceit.

Com o quadro tedrico acima formado, Kjeldsen e Petersen investigaram se, e em
que sentido, atividades histéricas podem ser usadas para: i) revelar as regras me-
tadiscursivas dos estudantes em matemética e torna-las objetos de reflexao, ii) dar
suporte a aprendizagem de conceitos matematicos, especificamente do conceito de
funcao e iii) desenvolver uma consciéncia histérica nos estudantes. Os alunos ja ha-
viam estudado varios topicos sobre funcoes na ocasiao do curso, assim, a intervengao
dos pesquisadores nao teve como objetivo introduzir o conceito de funcao.

O material utilizado no curso contou com extratos de fontes primarias de Euler,
de 1748, e de Dirichlet, de 1837, livros didaticos sobre o topico funcao, textos de
historia da matematica, além de roteiros com atividades. As perspectivas que guia-
ram a elaboracao do material foram: as forcas impulsionadoras no desenvolvimento
da matematica e a influéncia dos atores na formacao dos conceitos matematicos.

Inicialmente, a turma foi dividida em quatro grupos (denominados grupos base)

e cada um trabalhou com um tema:

e Grupo base 1: Defini¢oes histéricas de uma funcao.
e Grupo base 2: O debate sobre a corda vibrante.
e Grupo base 3: Euler, Dirichlet e a sociedade no qual eles viviam.

e Grupo base 4: O conceito moderno de uma fungao.

Os estudantes no grupo base 1 analisaram duas defini¢oes do conceito de funcao,
as quais voltaremos a falar. Os estudantes do grupo base 2 trabalharam com a
discussao da corda vibrante que foi um fator impulsionador no desenvolvimento
do conceito de uma funcao. Os estudantes do grupo base 3 trabalharam com as
comunidades matematicas nas quais Euler e Dirichlet estavam inseridos e também
com as mudancas que ocorreram no final do século XVIII e que influenciaram a

educacao, a pesquisa e as academias.

26Sfard| (T991) argumenta que os conceitos matematicos podem ser interpretados de duas for-
mas: operacional e estrutural. A concepcao operacional fala sobre processos, algoritmos e agoes
relacionados a um conceito matematico. A concepcao estrutural trata um conceito matematico
como um objeto abstrato. Sfard propoe um modelo para a formacao de um conceito em trés eta-
pas: interiorizagao, condensacao e reificacao. O modelo parte da introdugao do conceito por meio
de processos (interiorizagao), isto é, desenvolve primeiro a interpretacao operacional, e tem como
objetivo desenvolver a interpretacao estrutural do conceito (condensacio e reificagao).
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Os alunos trabalharam na configuracao acima por algumas aulas e, nas demais,
novos grupos foram formados (denominados grupos experts) da seguinte forma: cada
grupo expert foi formado com pelo menos um integrante de cada grupo base. As-
sim, cada integrante comunicava o trabalho realizado no grupo base de modo que
todos puderam conhecer um pouco sobre o trabalho de todos os grupos. Kjeldsen
denomina essa configuracao de estrutura matricial.

O tema do grupo base 1 foi direcionado para explorar duas metarregras (KJELD-

[ |
SEN; PETERSEN, 2014, p. 33):

e Generalidade da variavel: refere-se a norma de que uma variavel, em uma
funcao, pode assumir todos os valores e nao poderiam ser restritos a um in-

tervalo, por exemplo.

e Validade geral da andlise: refere-se a norma de que resultados, regras, técnicas

e enunciados da analise devem ser geralmente validos.

As metarregras acima eram dominantes na andlise do século XVIII. Euler, em seu
Introductio in analysin infinitorum (Introdugao a analise infinita), de 1748, apresen-

tou as seguintes descricoes para as nogoes de variavel e de fungao, respectivamente:

Uma quantidade varidvel compreende todos os nimeros nela
mesma, tanto positivos quanto negativos, inteiros e fracionarios,
0s que sao racionais, transcendentes e irracionais. Nao devemos

excluir nem mesmo o zero e os nimeros imaginarios. (EULER]
1748 apud ROQUE, 2012} p. 374)

Uma func¢ao de uma quantidade variavel é uma expressao analitica

composta de um modo qualquer dessa quantidade e de niimeros, ou

de quantidades constantes. (EULER], [I748 apud ROQUE, 2012,
p. 374)

A definicao de Euler identifica uma fungao a uma expressao analitica. O pro-
blema da corda vibrante, discutido por D’Alembert, pelo proprio Euler e por Daniel
Bernoulli, colocou a questao de como poderia ser a forma inicial da corda, que até
o momento era descrita por uma fungao associada a sua expressao analitica. Esse
problema consiste em determinar a funcao que descreve a posicao de uma corda,

presa em suas extremidades, em um instante £, apos sofrer uma deformacao. Euler
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chegou a conclusao de que a forma inicial poderia ser estabelecida por diferentes
expressoes analiticas definidas em intervalos distintos e, até mesmo, por uma curva
desenhada a mao livre. Ele propos uma nova definicao, estendendo o conceito de
fungao, em sua obra Institutiones calculi differentialis (Fundamentos do célculo di-

ferencial), publicada em 1755:

Se certas quantidades dependem de outras quantidades de ma-
neira que se as outras mudam essas quantidades também mudam,
entao temos o habito de chamar essas quantidades de fungoes des-
sas ultimas. Essa denominacao é bastante extensa e contém nela
mesma todas as maneiras pelas quais uma quantidade pode ser
determinada por outras. Consequentemente, se x designa uma
quantidade variavel, entao todas as outras quantidades que de-

pendem de z, de qualquer maneira, ou que sao determinadas por

x, sao chamadas de fungoes de z. (EULER], 1748 apud ROQUE]
2012] p. 378)

Vemos que Euler se orientava segundo as metarregras ja citadas, generalidade
da variavel e validade geral da analise. Dirichlet e seus contemporaneos nao se
orientavam pela metarregra da generalidade da variavel, como podemos observar na

defini¢ao de fungao (continua) enunciada por ele em um artigo de 1837:

Seja a e b dois nimeros fixos e z uma quantidade varidvel que
recebe sucessivamente todos os valores entre a e b. Se, a cada
x, corresponde um unico y finito de maneira que, quando x se
move continuamente no intervalo entre a e b, y = f(x) também
varia progressivamente, entao y é dita uma funcao continua de x
nesse intervalo. Para isto, nao é obrigatério, em absoluto, nem
que y dependa de x de acordo com uma mesma e Unica lei, nem
mesmo que seja representada por uma relacdo expressa por meio

de operacoes matemdticas. (LEJEUNE-DIRICHLET] 1837 apud
ROQUE] 2012} p. 458)

As defini¢oes acima, influenciadas por diferentes concepgoes, permitem compre-
ender o papel que as fontes historicas desempenham como interlocutores com discur-
sos governados por diferentes metarregras. Para ilustrar como Kjeldsen e Petersen
exploraram as metarregras nas atividades, apresentamos algumas questoes traba-

lhadas pelo grupo base 1:
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1. Quais foram os conceitos centrais na definicao de Euler de uma funcao?

2. Que principio caracteriza uma variavel de acordo com Euler e como esse

principio é chamado?
3. O que é o principio da generalidade da varidvel?

4. Quais as similaridades entre o principio da generalidade da varidvel e o

principio da generalidade da validade da anédlise? [...]

6. Encontre trés diferencas entre o conceito de funcao de Dirichlet e a definicao

de Euler. [...] (KJELDSEN; PETERSEN]| 2014, p. 35, tradugao nossa

Os pesquisadores coletaram dados a partir das seguintes fontes: respostas dos
grupos bases as atividades historicas, artigos elaborados pelos grupos expert, ques-
tionario aplicado ao fim do curso, gravagoes em video das aulas e das discussoes dos
grupos. Entre os resultados que a pesquisa alcancou, destacamos: algumas metar-
regras de alguns alunos foram diagnosticadas e, em varios momentos, eles pareciam

se orientar por metarregras que nao estao de acordo com aquelas aceitas pela comu-

nidade matematica. Durante a andlise, [Kjeldsen e Petersen| (2014)) observaram que

alguns alunos pareciam se orientar por uma metarregra que coincidia com a de Euler
e seus contemporaneos, aquela sobre a generalidade da variavel, isto é, alguns alu-
nos concordaram que a variavel independente em uma funcao também pode assumir
qualquer valor nos dias de hoje, assim como para Euler.

Kjeldsen e Petersen (Ibid.) também observaram a manifestagdo de conflitos
em alguns episédios. Um aluno sinalizou um conflito entre a nogao de fungao
descontinua de Euler (em que uma funcao é definida por mais de uma expressao
analitica, em diferentes intervalos do dominio) e a metarregra da generalidade da
variavel. O mesmo aluno formulou um exemplo com uma func¢ao definida por mais
de uma sentenca e concluiu que seu exemplo ia contra o principio da generalidade

da variavel. Se a varidvel nao podia ser restrita a um intervalo, de acordo com

2TNo original: 1. What are the central concepts in Euler’s definition of a concept? 2. Which
principle characterizes a variable according to Euler, and what is this principle called? 3. What
is the principle of the generality of the variable all about? 4. What are the similarities between
the principle of the generality of the variable and the principle of the generality of the validity of
analysis? [...] 6. Find three ways in which Dirichlet’s concept of a function differ from Euler’s

definition. |...] (KJELDSEN; PETERSEN] 2014, p. 35)
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esse principio, deveriamos poder substitui-la nas diferentes expressoes analiticas.
Os pesquisadores concluiram que a histéria da matematica tem potencial para criar

conflitos comognitivos e, logo, para promover mudangas nas metarregras dos alunos.

Tanto em (KJELDSEN; BLOMHQOJ| 2012)), quanto em (KJELDSEN; PETER-
| |

SEN, 2014)), a investigacao historica foi orientada por uma ou mais perspectivas,
isto é, dentro da abordagem das multiplas perspectivas. Ja as nogoes de objetos
epistémicos e técnicas epistémicas nao foram exploradas. A partir do seu argu-
mento tedrico, Kjeldsen elaborou um quadro metodolégico para integrar a histéria
da matematica ao ensino de matematica de modo a conscientizar os alunos de que
existem regras que moldam o discurso matematico, que tais regras mudam com o
tempo e que influenciam o modo como interpretamos o conteiido matematico. Nos
trabalhos citados, as metarregras também dao suporte a aprendizagem de conceitos
matematicos (por exemplo, o conceito de fungao) e contribuem para desenvolver
consciéncia historica nos estudantes. Voltaremos a esse ultimo ponto, sobre o de-
senvolvimento de uma consciéncia histérica, na Secao 2.5l

Nos resultados alcancados por Kjeldsen e seus colaboradores, vemos que a
histéria da matematica tem grande potencial para promover conflitos comogniti-
vos e reflexdes sobre as metarregras que governaram o discurso das fontes usadas.
Vimos, acima, como (SFARDI 2007)) usou o quadro comognitivo para desenvolver
metarregras apropriadas para a aprendizagem da regra dos sinais na multiplicagao
de nimeros negativos. Comparando o trabalho desses pesquisadores com o de Sfard
(ibid.), que nao utiliza histérica da matematica, eles ndo discutem se as situagoes de
ensino orientadas por uma abordagem histérica, como proposto por eles, contribuem
para o desenvolvimento de metarregras apropriadas por parte dos estudantes.

De acordo com (SFARDI| 2008), uma aprendizagem no nivel meta (metalevel
learning) envolve mudangas nas metarregras do discurso, por exemplo, definir uma
palavra de outro modo ou identificar uma figura geométrica por um novo processo de
justificacao. As situagoes de ensino elaboradas nos trabalhos de Kjeldsen e seus co-
laboradores visam promover reflexoes sobre metarregras, conscientizar da existéncia
de tais regras moldando os discursos e do fato de que elas mudam com o tempo.
Desse modo, a aprendizagem no nivel meta se ampara no conhecimento das metarre-

gras que governaram a matematica do passado e na conscientizagao de suas proprias
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metarregras, o que também ¢ importante para a aprendizagem de matematica em
si, pois tal conscientizagao pode levar os estudantes a problematizar as suas proprias
metarregras.

Alinhamo-nos com a proposta de Kjeldsen e seus colaboradores sobre o uso da
historia da matematica para promover reflexdes sobre as metarregras do discurso.
No entanto, nosso ptublico alvo é formado por futuros professores de matematica, isto
é, estudantes de cursos de licenciatura em matematica. Tendo como tépico de inte-
resse as matrizes, inspiramo-nos no quadro metodolégico explicado acima e usamos
fontes histéricas sobre matrizes para planejar conflitos comognitivos e promover re-
flexoes sobre metarregras relacionadas a matrizes e determinantes. Esperamos que,
com isso, os estudantes percebam as metarregras segundo as quais eles se orientam
quando lidam com esses objetos matematicos nas disciplinas de Algebra Linear. A
importancia de promover uma aprendizagem no nivel meta para esse publico tem,
ainda, mais peso, pois se trata de tépicos que fazem parte do curriculo do ensino
bésico e, portanto, que eles vao ter que ensinar em sua futura pratica.

Dentre os trabalhos cujas propostas discutimos aqui, apenas um (KJELDSEN;

| |
PETERSEN, 2014)) relatou os resultados de um estudo empirico com o quadro meto-

dolégico elaborado por Kjeldsen. Assim, nosso trabalho é uma contribuicao, forne-
cendo mais um estudo empirico na direcao de investigar as contribuicoes da histéria
em revelar e promover reflexdes sobre as metarregras do discurso matematico, em
particular, do discurso da Algebra Linear. Nao é nosso objetivo promover o desenvol-
vimento de novas metarregras do discurso atual, como vimos no exemplo do ensino
da regra dos sinais para a multiplicagao de ntimeros negativos (SFARDI 2007)). Mais
especificamente, nosso objetivo inicial é promover reflexées sobre metarregras rela-
cionadas a matrizes e determinantes, por meio de conflitos comognitivos planejados
com base em fontes histéricas sobre matrizes, a fim de que os estudantes percebam
e se conscientizem das metarregras segundo as quais eles se orientam quando lidam
com matrizes e determinantes. Para isso, uma proposta de ensino foi desenvolvida
a partir de dois episédios da histéria das matrizes (Segao B.l) e implementada em
dois estudos de campo. O primeiro episédio se destaca pela introdugao das matrizes
no contexto da resolucao de um problema geométrico em que a principal ferramenta

utilizada era determinante, isto é, determinantes eram calculados sem matrizes. O
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segundo se destaca pela introducao de um calculo simbdlico com as matrizes e por
mostrar a origem das defini¢coes das operagoes com matrizes. Além disso, os episodios
mostram diferentes interpretacoes e usos da nocao de matriz. Dois roteiros de en-
sino foram elaborados de modo a apresentar as praticas matematicas presentes nos
episodios. Por fim, quatro metarregras foram identificadas por nés nesses episodios
histéricos e exploradas nos roteiros por meio de atividades especificas.

Ainda como parte desse objetivo inicial, desejamos investigar se as reflexoes sobre
as metarregras tém impacto no modo como os estudantes veem e entendem esses
topicos. Na préxima secao, apresentamos o referencial tedrico que dara suporte a

essa parte da investigacao.

2.3 Concepcgoes

2.3.1 Concepgoes ou crencgas?

Na area de Educacao Matematica, alguns estudos investigam como as crencgas e

concepgoes influenciam a pratica pedagdgica de professores em sala de aula, por

exemplo, (SHOENFELDI 2011)) e (FURINGHETTT; MORSELLI, 201T)). O interesse

em investigar crencas ou concepcoes se justifica pela visao de que essas variaveis

afetam a maneira como uma pessoa interage com seu mundo. (2007), por

exemplo, sugere pensar em crengas como lentes através das quais um individuo olha

para interpretar o mundo. Em relagao a estudantes, suas crencas sobre matematica
podem influenciar a imagem que eles formam da matematica como uma disciplina
(TANKVIST], 2009).

A literatura sobre crencas aponta uma variedade de descricoes para os termos

crencas e concepgoes e nao ha consenso sobre uma definicao para cada um deles

(PEHKONEN], 2004, FURINGHETTT, PEHKONEN]| 2002)). Pretendemos trazer as

ideias de alguns pesquisadores sobre as dificuldades em definir esses termos, bem
como algumas definicoes apresentadas na literatura. Como parte do objetivo ini-
cial, desejamos investigar se as reflexdes sobre metarregras tém impacto no modo
como os estudantes véem matrizes e determinantes. Apds discutir como a literatura
diferencia crengas de concepgoes, vamos justificar nossa escolha por investigar as

concepgoes sobre matrizes e determinantes e apresentar nossa opcao para definir o
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termo “concepcgoes”.

[Furinghetti e Pehkonen| (2002) tentaram caracterizar o termo crengas por meio

de uma pesquisa envolvendo 22 especialistas da educacao matematica que trabalham
no campo das crencas. Aos especialistas cabia responder um questionéario baseado
em nove caracterizacoes para crencas colhidas na literatura e fornecer sua prépria
caracterizagao. Dezoito especialistas enviaram suas respostas e apenas a metade for-
neceu uma caracterizacao. Os resultados revelaram alguns pontos de convergéncia,
como o componente afetivo das crencas e seu efeito no comportamento e nas reagoes
do individuo. No entanto, uma das conclusoes apresentadas foi a dificuldade em for-
necer uma caracteriza¢do comum para os possiveis campos de aplicacao (educagao
matemadtica, filosofia, educacao geral, psicologia e sociologia). Os autores concluiram
ainda que qualquer caracterizacao desse termo deve levar em conta o contexto, a
situacao especifica, a populagao e os objetivos que se tem em mente ao utilizé-lo.
(2004)) aponta que a principal dificuldade em definir o termo crengas
estd em distingui-lo de conhecimento. Observamos que alguns pesquisadores se
preocupam em distinguir crencas de conhecimento, crencas de concepgoes e con-
cepgoes de conhecimento. Segundo (1992), ha duas caracteristicas que
permitem distinguir crencas de conhecimento: convicgao e consensualidade. Crengas
podem ser mantidas com varios graus de conviccao e nao sao consensuais, ao

contrario de conhecimento:

[...] uma caracteristica do conhecimento é o acordo geral so-
bre procedimentos para avaliar e julgar sua validade; conheci-
mento deve atender a critérios que envolvem canones de evidéncia.
Crengas, por outro lado, sao frequentemente mantidas ou justifi-
cadas por razoes que nao atendem aqueles critérios e, assim, sao

caracterizados por uma falta de acordo sobre como devem ser ava-

liadas ou julgada@. (THOMPSONI 1992], p. 130, tradugao nossa)

No sétimo capitulo do Second Handbook of Research on Mathematics Teaching

and Learning, voltado para o tema “crencas e afeto de professores de matemaética”,

%No original: [...] a characteristic of knowledge is general agreement about procedures for
evaluating and judging its validity; knowledge must meet criteria involving canons of evidence.
Beliefs, on the other hand, are often held or justified for reasons that do not meet those criteria,
and, thus, are characterized by a lack of agreement over how they are to be evaluated or judged.

(THOMPSON], 1992, p. 130)
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Philipp apresentou as seguintes definicoes para os termos crencgas, concepgoes e

conhecimento:

Crengas - Compreensoes, premissas ou proposicoes, psicologica-
mente mantidas, sobre o mundo que sao entendidos como verda-
deiros. Crencas sao mais cognitivas, sao percebidas menos inten-
samente e sao mais dificeis de mudar do que atitudes. Crencas
devem ser pensadas como lentes que afetam a visao sobre algum
aspecto do mundo ou como disposicoes em direcao a uma acao.
Crengas, ao contrario de conhecimento, podem ser mantidas com
variados graus de convic¢do e nao sao consensuais. |...]
Concepcao - Nogao geral ou estrutura mental incluindo crencas,
significados, conceitos, proposicoes, regras, imagens mentais e pre-
feréncias.

Conhecimento - Crencas mantidas com certeza ou justificadas
como verdadeiras. O que é conhecimento para uma pessoa pode

ser crenca para outra, dependendo se a concepcao é tida como

inquestionéve. (PHILIPPI 2007, p. 259, tradugao nossa)

Na definicao de Philipp, concepg¢oes sao vistas como algo mais geral, incluindo
crencas. Levando em conta que crencas podem ser verdadeiras ou falsas, o conheci-
mento é uma crenca justificada como verdadeira.

Diferentes caracterizacoes para o termo concepcoes sao apresentadas e discutidas

em (FURINGHETTT; PEHKONEN] 2002) e a maioria também aponta para a ideia

de uma nogao mais geral, que inclui crengas como um subconjunto. [Pehkonen| (2004])

afirma que, quando se fala em concepgoes, o componente cognitivo é destacado e,
quando se fala em crencas, o componente afetivo é destacado. (1992),
apesar de diferenciar esses termos, diz que a distin¢ao entre eles “nao pode ser uma
coisa terrivelmente importante”.

Um outro olhar sobre a diferenca entre crencas e conhecimento é apresentado

por Furinghetti e Phekonen (2002)). Eles recomendam que, ao lidar com crencas e

29No original: Beliefs - Psychologically held understandings, premises, or propositions about
the world that are thought to be true. Beliefs are more cognitive, are felt less intensely, and are
harder to change than attitudes. Beliefs might be thought of as lenses that affect one’s view of
some aspect of the world or as dispositions toward action. Beliefs, unlike knowledge, may be held
with varying degrees of conviction and are not consensual [...] Conception - a general notion or
mental structure encompassing beliefs, meanings, concepts, propositions, rules, mental images, and
preferences. Knowledge - beliefs held with certainty or justified true belief. What is knowledge
for one person may be belief for another, depending upon whether one holds the conception as

beyond question. (PHILIPP! 2007, p. 259)
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termos relacionados, dois tipos de conhecimento devem ser considerados: o obje-
tivo, ou oficial, aquele que é aceito por uma comunidade e o subjetivo, ou pessoal,
que nao € necessariamente sujeito a uma avaliagao externa e se baseia nas proprias
experiéncias e percepcoes. Apoiados nessa dicotomia, esses pesquisadores argumen-
tam que crengas e termos relacionados pertencem ao conhecimento subjetivo, que
possuem diferentes graus de estabilidade e, portanto, sao abertos a mudanca.

H& uma interagao entre os conhecimentos objetivo e subjetivo. Quando um in-
dividuo estuda matematica (conhecimento objetivo), ele amplia seu conhecimento
subjetivo. Se o topico em estudo é matrizes, por exemplo, o conhecimento do in-
dividuo sobre matrizes é reconhecido como conhecimento subjetivo, cuja tendéncia
é se aproximar assintoticamente do conceito oficial de matrizes (conhecimento obje-
tivo). Por outro lado, o conhecimento objetivo também pode ser ampliado e enrique-
cido quando um conhecimento subjetivo é compartilhado publicamente, justificado
e aceito pela sociedade. (PEHKONEN] 2001, p. 15)

Muito proxima da perspectiva acima de diferenciar o conhecimento oficial do
pessoal, isto é, o conhecimento objetivo do conhecimento subjetivo, Sfard apresenta

uma definicao para conceito e para concepgao:

a palavra “conceito” (algumas vezes chamada de “nocao”) serd
mencionada sempre que uma ideia matematica é comunicada na
sua forma “oficial” - como um construto tedrico dentro do “uni-
verso formal do conhecimento ideal”; o agrupamento inteiro de
representagoes e associacoes internas evocadas pelo conceito - a
contrapartida do conceito no universo subjetivo, interno do conhe-

cimento humano - serd denominado uma “concepgéo”. (SFARD!

1991} p. 3, aspas no original)

As definigoes de Sfard estabelecem uma relagao entre conceito e concepgao, em
que o primeiro pertence ao “universo formal do conhecimento” e se aplica quando
" - e . e 1. .

uma ideia matematica é comunicada na sua forma oficial”. Ja o termo concepc¢ao
¢é associado a contrapartida interna do conceito no universo subjetivo do conheci-

mento, isto é, a todas as representacoes e associacoes que sao evocadas em conexao

30No original: the word “concept” (sometimes replaced by “notion”) will be mentioned whenever
a mathematical idea is concerned in its “official” form - as a theoretical construct within “the
formal universe of ideal knowledge”; the whole cluster of internal representations and associations
evoked by the concept - the concept’s counterpart in the internal, subjective “universe of human
knowing” - will be referred to as a “conception”. (SFARDI 1991 p. 3)
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com um determinado conceito. Assim, o conceito pode ser associado ao conheci-
mento objetivo e, concepcao, ao conhecimento subjetivo; no entanto, na definicao
de Sfard, uma concepgao ¢é atrelada a um conceito. Assim, concepgoes dizem res-
peito ao nosso entendimento sobre um determinado conceito matematico, o que
internalizamos sobre o conceito.

As representacgoes e associagoes internas as quais Sfard se refere na definigao de
concepcao precisam ser melhor explicadas. Entendemos que essas representacoes
incluem tanto signos usados para representar os objetos matematicos, como qual-
quer tipo de esquema visual que possa representar um determinado conceito na
estrutura cognitiva de um individuo. Ao pensar em funcoes, as representacoes evo-
cadas por um estudante podem ser algumas expressoes analiticas como f(z) = z?,
f(z) = 2x — 1, entre outras. Tais representa¢oes podem levar o estudante a formar
uma concepcao de que fungoes sao expressoes analiticas. Entendemos as associagoes
internas como contextos, ideias, situagoes que o individuo relaciona com o conceito
e que permite conferir um sentido a ele. Para exemplificar, a associagdo da mul-
tiplicacao de ntmeros naturais com a ideia de adicao repetida, comum nos anos
iniciais, costuma levar os alunos a formar a concepcao da multiplicagao como uma
operacao que aumenta, isto é, o produto de dois nimeros naturais é maior que
multiplicando e multiplicador.

(1991) define o termo “concepgoes” em conexao com “conceitos” para
designar duas interpretacoes, segundo as quais as noc¢oes matematicas podem ser
concebidas: estruturalmente, isto é, como objetos e operacionalmente, isto ¢, como
processos. Na concepgao estrutural, nogoes matematicas sao vistas como objetos
abstratos, por exemplo, a circunferéncia pode ser vista como o lugar geométrico
dos pontos equidistantes de um ponto fixo. Na concepcao operacional, nogoes ma-
tematicas sao interpretadas como processos, algoritmos e agoes, por exemplo, a
circunferéncia pode ser vista como a curva obtida por girar o compasso em torno de
um ponto fixo. Sfard argumenta que as duas concepgoes, apesar de aparentemente
incompativeis (como um conceito matemético pode ser um objeto e um processo ao
mesmo tempo?), sao complementares e defende que ambas sao necessarias para uma
compreensao profunda dos conceitos matematicos. As duas interpretacgoes da circun-

feréncia trazem insights diferentes sobre o conceito. A interpretacao desse conceito
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como um lugar geométrico enfatiza o conjunto de pontos que forma a curva, ja a des-
cricao operacional enfatiza o processo de construcao da circunferéncia. Desse modo,
conceber os conceitos a partir de apenas uma dessas interpretagoes proporciona uma
compreensao limitada do mesmo.

Em outro artigo, Sfard sugere uma relacao entre metarregras e concepgoes, se-
gundo a qual metarregras moldam concepgoes, no contexto da diferenciacao entre

met arregras € normas:

[...] por repetir-se incessantemente, as regras nao escritas e, em
sua maior parte, nao intencionadas, moldam as concepcoes de

“conduta normal”das pessoas e, como tal, tem um impacto nor-

mativ. (SFARD! 2000, p. 170, aspas no original)

Na citacao acima, “as regras nao escritas” sao as metarregras. Apesar de suge-
rir que metarregras moldam as concepgoes de conduta normal das pessoas passando
ao status de normas, Sfard nao investiga o impacto das metarregras na formacao
de concepcoes no trabalho citado e nem nos trabalhos posteriores. O termo “con-
cepcoes” nao esta sendo usado em conexao com um conceito na citacao acima. A
sugestao de Sfard levou-nos a pensar em relacionar as reflexoes sobre metarre-
gras com as concepgoes que os estudantes tém sobre matrizes e determinantes, no
sentido de investigar se essas reflexdes influenciam na formacao de concepgoes sobre
esses topicos. Para isso, apoiamo-nos na definicao de “concepg¢ao” proposta por
(1991)) como a contrapartida interna do conceito.

Uma outra perspectiva de investigagao seria analisar a influéncia das metarregras
dos estudantes em suas concepgoes sobre matrizes e determinantes, no entanto, con-
sideramos tal questao complexa e delicada. Tal investigacao demandaria um levanta-
mento das metarregras dos estudantes quando lidam com matrizes e determinantes,
bem como de suas concepgoes sobre esses conceitos. Nao foi nosso objetivo fazer um
mapeamento geral das metarregras dos estudantes quando lidam com matrizes e de-
terminantes. Por outro lado, de acordo com [Jankvist! (2009 p. 87) que usou histéria
da matemadtica para alterar crencas de estudantes sobre a matematica como uma

disciplina, “reflexoes parecem ser um elemento central para mudar crengas”. Como

31No original: [...... ] by incessantly repeating themselves, the unwritten and mostly uninten-
ded rules shape people’s conceptions of “normal conduct”and, as such, have a normative impact.
(SEARD!, 2000, p. 170)
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nosso objetivo inicial é promover reflexoes sobre metarregras, decidimos investigar
o impacto dessas reflexoes na formagao de concepgoes sobre matrizes e determinan-
tes. Ao se conscientizarem sobre as suas proprias metarregras quando lidam com
matrizes e determinantes, os estudantes poderao refletir sobre a visao que eles tém
acerca desses conceitos, percebendo e (talvez) revendo as suas préprias concepgoes
sobre esses conceitos.

Na proxima secao, apresentaremos alguns trabalhos que investigaram concepcoes
sobre um determinado tépico do curriculo e que apontam a importancia de influen-

ciar as concepgoes dos estudantes sobre um conceito.

2.3.2 Concepgoes sobre conceitos matematicos: o que as

pesquisas apontam

Algumas pesquisas tém se dedicado a investigar concepcoes e crencas de professores

e de alunos sobre a matemética, e.g. (THOMPSON| 1992) e (JANKVIST! 2009),
e de professores sobre o ensino de matemaética, e.g. (THOMPSON| [1984). No en-

tanto, ha poucos estudos investigando concepgoes de professores e de alunos sobre
um determinado tépico do curriculo. Nosso principais exemplos sao o trabalho de
tese de Iiris (2006)) sobre as concepgoes acerca do tépico equagoes e a pes-
quisa de Ruhama [Even! (I993) sobre o conhecimento de conteido e o conhecimento
pedagdgico de conteiido acerca do tépico fungoes.

(2006)) investigou as concepgoes sobre equagoes por parte de professores
de matemética baseada na definicao proposta por [Sfard (1991)). Attorps conduziu
um estudo preliminar com 30 estudantes em sua formagao inicial para o ensino de
matematica. O estudo principal contou com 10 professores de matematica em campo
e 75 estudantes em formacao inicial. Dentre os instrumentos para coleta de dados,
a pesquisa contou com a aplicacao de questionarios, gravacoes em video de aulas e
entrevistas.

As concepcoes sobre equacoes dos participantes da pesquisa foram descritas a
partir de trés perspectivas: concepcoes sobre a aprendizagem de equagée consi-

derando as experiéncias prévias de aprendizagem na escola e na universidade, con-

32No original: teachers’ conceptions about learning of equations.
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cepgoes sobre o contetido de equagée e concepgoes pedagogicas sobre o conteido
de equagée&@ Attorps estabelece as perspectivas acima com base nas categorias para
o conhecimento do professor introduzidas por Lee (1986)), em particular, o
conhecimento de contetido e o conhecimento pedagogico de contetido.

As concepgoes dos professores sobre o conteido de equagoes remetem ao co-
nhecimento matematico relativo a equagoes. Elas foram investigadas por meio de
questoes como “Descreva o que é uma equacao” e por meio de uma extensa lista,
com exemplos e contraexemplos de equagoes, em que os professores participantes
do estudo tinham que identificar quais eram equacoes. Vemos que as questoes sao
diretamente vinculadas com o conteido de equacoes. Os resultados apontaram que
a maioria dos professores tinham uma visao operacional de equagoes, no sentido de
(SEARD. 1991)), isto é, demonstraram conceber a no¢ao de equagdo como um proce-
dimento de cdlculo (processo), mais do que como uma estrutura algébrica (objeto).
Alguns professores consideraram expressoes do tipo 22 — 5z — 10 como equacoes,
alegando que seria possivel encontrar um valor para x. Ao pedir aos professores que
descrevessem o que é uma equacao, as seguintes categorias de concepgoes foram esta-
belecidas: uma ilustracao concreta, uma ferramenta para encontrar a incognita, uma
igualdade entre duas quantidades e uma transi¢ao para o pensamento algébrico. Na
primeira categoria, os professores expressaram suas concep¢oes usando a metafora
da balanca. As respostas agrupadas nas trés primeiras categorias sinalizam que a
maioria possuia uma visao operacional do conceito.

As concepgoes pedagogicas sobre o contetido de equagdes remetem ao conheci-
mento pedagdgico de contetido. Elas foram investigadas por meio de questoes abor-
dando os objetivos do ensino de equagoes, como os alunos sao motivados a aprender
equagoes, os tipos de erros que os alunos cometem, dentre outras. As concepgoes
identificadas nas respostas foram agrupadas nas seguintes categorias: equagoes como
uma ferramenta, equacoes de acordo com os objetivos no curriculo de matematica e
equacgoes de um ponto de vista geral. As concepgoes na primeira categoria sugerem
que os professores entendem a algebra como um estudo de procedimentos para re-
solver certos tipos de problemas do dia a dia ou da prépria matematica. Por outro

lado, as concepgoes na terceira categoria apontam para a transicao do pensamento

33No original: teachers’ subject matter conceptions about equations.
34No original: teachers pedagogical content conceptions about equations.

49



aritmético para o algébrico (ATTORPS, 2006 p. 170).

Ruhama [Even| (1993)) investigou concepgoes de futuros professores sobre o con-
ceito de funcao. O objetivo do estudo foi investigar o conhecimento de contetdo
dos (futuros) professores de matemética e suas inter-relagoes com o conhecimento
pedagdgico de contetido, no contexto do ensino de funcoes. Mais especificamente,
o estudo enfatiza duas caracteristica da concepcao moderna do conceito de fungao
como “uma correspondéncia univalente entre dois conjuntos”: a natureza arbitraria
do conceito, tanto para a relacao considerada como também para os conjuntos en-
volvidos e, a propriedade da univaléncia, segundo a qual cada elemento do dominio
¢ associado a um tunico elemento no contradominio. O termo “concepgao”nao é
definido por Even. Em alguns momentos, esse termo é usado em referéncia a nogao
de imagem conceitual de (T98T)).

Os instrumentos utilizados para gerar os dados foram questionarios e entrevistas
organizadas com questoes sobre funcoes, cujas respostas requeriam maior elaboragao
e reflexdao em relacao ao questionario. O estudo foi conduzido com 162 estudantes,
de oito universidades dos Estados Unidos, que estavam finalizando um curso de
formacao inicial de professores equivalente as nossas licenciaturas. A Figura
mostra a parte inicial do questionario.

Os resultados do estudo de Even mostraram que a maioria dos estudantes nao
possuia uma concepc¢ao moderna de fungoes. As respostas as questdes 1 e 2 (Figura
2.2) sugerem concepgoes i) de que fungoes sao (ou sempre podem ser representadas
por) equagdes ou férmula; ii) graficos de fungdes devem sempre ser suave e iii)
funcoes sao “conhecidas”. Essa tltima concepcao foi marcada por respostas que
indicavam tipos especificos de funcoes, por exemplo: “existem infinitas parabolas
que satisfazem as condigées” (EVEN], 1993], p. 107, traducao nossa), em resposta
a questao 2.

Tais concepcoes sugerem uma visao limitada do conceito de funcao no que diz
respeito a sua natureza arbitraria. Conceber funcoes como equagoes e que pos-

suem como graficos curvas suaves pode conduzir ao erro de aceitar como funcgoes

35No original: functions are (or can always be represented as) equations or formulas.

36No original: graphs of functions should be “nice”.

3TNo original: functions are “known.”

38No original: “There are infinite parabolas that would satisfy the conditions.” (EVEN] [1993]
p. 107)
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circunferéncias ou elipses, por exemplo. Even explica os resultados encontrados ar-
gumentando que a énfase, na maioria dos cursos de matematica, é sobre fungoes
cujas relagoes podem ser representadas por uma expressao analitica e que tém por
grafico curvas suaves. Assim, mesmo que sejam apresentados a definicao “moderna”
de funcao, o que fica é a experiéncia maior com casos particulares. Essa situagao

nao é muito diferente nos cursos de licenciatura em matemética no Brasil.

1. a) Dé uma definigdo para fungao. b) Um estudante diz que ele/ela nao
entendeu essa definicao. Dé uma versao alternativa que ajude o estudante

a compreender.
2. Como fungoes e equacoes se relacionam?

3. E pedido a um estudante que forneca um exemplo de um gréafico de uma
funcao que passe pelos dos pontos A e B (veja Fig. 1). O estudante da a

seguinte resposta (veja Fig. 2)

(a) Figura 1 (b) Figura 2

Quando questionado se existe outra resposta, o estudante diz: “Nao”.

- Se voce acha que o estudante esta correto - explique porque.

- Se voce acha que o estudante esta errado - quantas funcoes que satis-

fazem a condicao vocé pode encontrar? Explique.

Figura 2.2: Questoes aplicadas na pesquisa de (1993, p. 99, tradugao nossa).
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Tanto (2006) quanto (1993)) detectaram concepgoes limitadas em

algum aspecto, por parte dos estudantes, sobre os topicos equagoes e fungoes. Es-
ses resultados mostram que os participantes das pesquisas possuiam uma compre-
ensao parcial ou inadequada sobre esses conceitos. Compreender equagoes apenas
como uma ferramenta para encontrar a incognita pode sugerir que outros aspectos
considerados importantes na aprendizagem desse conceito nao foram devidamente
compreendidos, por exemplo, os significados do sinal de igual, os diferentes usos das
letras na algebra, o significado da solu¢ao de uma equagao. A associagao de fungoes
com equagoes sinaliza uma compreensao inadequada do conceito de funcao. Desse
modo, os resultados dessas pesquisas apontam para a importancia de promover si-
tuacoes em que os estudantes possam desenvolver concepgoes mais adequadas sobre
os conceitos matematicos, isto é, que aproximem sua compreensao sobre um conceito
do conhecimento objetivo.

Nossa proposta de ensino nao foi planejada visando desenvolver concepgoes es-
pecificas sobre os conceitos de matrizes e determinantes. Como parte do nosso
objetivo inicial, pretendemos promover reflexoes sobre metarregras relacionadas a
matrizes e determinantes. Esperamos que esse processo de reflexao possa levar os
participantes a perceberem e reverem suas concepgoes sobre esses conceitos. A pro-
posta de ensino foi desenvolvida a partir de dois episddios da historia das matrizes
(Secao B.J]), que mostram o momento em que as matrizes foram introduzidas, no
contexto da solugao de um problema geométrico cuja principal ferramenta utilizada
era determinante, isto é, determinantes eram usados sem matrizes. Além disso, os
episodios trazem diferentes interpretacoes da nocao de matriz. A partir do contetdo
dos roteiros, elencamos trés temas para identificar concepgoes e investigar possiveis
influéncias das reflexdes sobre as metarregras: concepgoes sobre o que é matriz,
concepgoes sobre o que é determinante e concepgoes sobre a utilidade de

calcular determinantes.

2.4 A visao “naturalizada” do ensino

Victor Giraldo e Tatiana Roque (2014) apontam que os conceitos matematicos sao

apresentados de uma maneira naturalizada tanto no ensino basico quanto no supe-
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rior, isto é, sua existéncia, sua importancia, seu papel na Matematica sao assumidos
como dados arbitrariamente. Em particular, observamos que isso ocorre com o en-
sino das matrizes nas disciplinas de Algebra Linear. As matrizes costumam ser o
ponto de partida de muitos cursos e livros didéaticos de Algebra Linear no Brasil, os
quais se estruturam em torno desse objeto matematico e, portanto, conferem a ele
(ou reforgam) um papel importante nessa disciplina.

Algumas pesquisas em histéria da Algebra Linear (BRECHENMACHER], 2006b)
HAWKINS| 2008)) mostram que as matrizes surgiram depois de determinantes, sis-
temas lineares, transformacoes lineares, formas quadraticas, dentre outros. Assim,
as matrizes nem sempre tiveram a importancia e o papel que tém hoje nessa disci-
plina. Nao podemos nem mesmo falar sobre uma disciplina chamada Algebra Linear
antes dos anos 1920. Além disso, determinantes eram calculados sem matrizes, algo
inesperado para estudantes que, em geral, s6 conhecem a definicao de determinantes
a partir de matrizes (quadradas).

Em outro artigo, (2014)) discute o que fica perdido na constituigao dos
objetos matematicos que se tornam opacos “na dissimulacao do processo histérico
que levou a sua constituigdo como um objeto” (ibid., p. 170). Inspirada nas ideias
de Foucault, Roque argumenta que os objetos matemaéticos trazem encapsulados os
problemas que ficaram pelo caminho, no processo de sua constituicao. A histéria
pode, entao, desempenhar o papel de desfazer a opacidade de um objeto matematico
desmascarando o percurso da sua constituicao como um objeto, revelando as deman-
das, as tensoes, os problemas que impulsionaram sua criagao, seu desenvolvimento
e tudo o mais por tras das escolhas que o elegeram como algo a ser incorporado no
ensino:

O papel de tal abordagem para o ensino seria, assim, mostrar que
a opacidade é uma construcao particular a nossa matematica e
ao tipo de formalizacdo da qual ela decorre. Isto implicou em
uma escolha por deixar de lado outras praticas, outros saberes
que podem possuir, até mesmo, cientificidades diferentes da nossa.
Entender estas matematicas teria a funcao de trazer um sentido

para os objetos de nossa matematica, que poderiam ser exibidos

como uma criacao singular, essencialmente distinta de praticas

desenvolvidas em outros momentos histéricos. (ROQUE, 2014,
p. 170)
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Roque toma o exemplo das equacoes para desenvolver as ideias acima e questi-
onar o discurso matematico, isto ¢, que matemética se deve ensinar e por quée. O
ensino das equagoes é apontado como problematico por apresentar este objeto como
um dado, isto é, um fato incontornével (Ibid., p. 170). Os alunos devem aprender a
resolver equagoes por meio de uma férmula ou de algumas técnicas e devem aprender

a aplica-las na resolugao de problemas preparados para testar seus conhecimentos.

As ideias de (2014)) sobre a opacidade dos objetos mateméticos e as ideias

de [Giraldo e Roque| (2014) sobre a visao naturalizada dos conceitos matematicos

guardam semelhancas. Apresentar os objetos como um dado, um fato incontornavel,
algo que deve ser resolvido por certas técnicas e que deve ser aplicado a problemas
preparados de antemao, corresponde ao modo naturalizado de ensinar os conceitos.

Na abordagem tradicional da Algebra Linear, as matrizes sao definidas como
tabelas de niimeros. Em seguida, as operagoes com matrizes sao definidas geralmente
sem problematizagao. Vemos que as matrizes também sao ensinadas como um fato
incontornavel, como se sempre tivessem existido assim com essa forma e com as
mesmas finalidades. A especificidade da regra para a multiplicacdo de matrizes
nao costuma ser problematizada. Ao adotar como ponto de partida as matrizes
e suas operacoes, fica dificil explorar a origem da multiplicacao de matrizes como
composicao de transformagoes lineares (SegaoBILZ). A consisténcia interna e légica
do discurso matematico que legitima as defini¢oes de matriz e de suas operagoes nao
parece ser suficiente para dar um sentido a sua aprendizagem. Ao longo da nossa
pesquisa, conversamos com muitos estudantes que ja haviam concluido pelo menos
uma disciplina de Algebra Linear e também com alguns professores do ensino basico,
raramente alguém sabia dizer sobre a origem da multiplicacao de matrizes.

Ainda na abordagem tradicional, determinantes sao definidos a partir de ma-
trizes quadradas e nao é feita uma reflexao sobre essa escolha ou se hé outras
possibilidade. As matrizes e suas operacoes passam a ter mais sentido com as
transformacoes lineares, como um objeto que transforma geometricamente vetores e

espagos vetoriais (de dimensao finita). O fato de as matrizes oferecerem uma repre-

39Marco A. P. Cabral e Paulo Goldfeld (2012) exploram as interpretacdes geométricas de deter-
minantes como &rea com sinal do paralelogramo formado por dois vetores em R? e como volume
com sinal do paralelepipedo formado por trés vetores em R?, antes de partir para a definicao de
determinantes de matrizes. Ha, contudo, uma definicao de determinantes de vetores, com base em
formas multilineares alternadas. Uma versao mais formal dessa definicao pode ser encontrada em

(RAMIS; DESCHAMPS; ODOUX]| 1993, p. 346).
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sentacao alternativa que simplifica o tratamento de outros objetos como sistemas
lineares, transformacoes lineares, formas bilineares, entre outros, confere a elas um
papel importante nas disciplinas de Algebra Linear. No entanto, existiram outras
praticas consistentes em que as matrizes nao eram essenciais e nao tinham a mesma
importancia de hoje, como veremos na parte histérica (Segao B]).

No nivel basico, o ensino de matrizes e determinantes é ainda mais delicado.
Podemos dizer que as matrizes sao ensinadas para o calculo de determinantes e para
a resolucao de sistemas lineares. No entanto, a maioria dos exemplos de sistemas
lineares pode ser resolvida manipulando as préprias equacoes sistema. Assim, os
alunos nao devem ver sentido algum em aprender matrizes e determinantes, muito
menos em fazer contas com esses objetos.

Giraldo e Roque (ibid.) argumentam que um aspecto essencial do conhecimento
pedagdgico de contetido, em referéncia a (SHULMANL [T980)), é a constituigdo de uma
visao desnaturalizada dos conceitos matematicos e sugerem que a historia da ma-
tematica pode contribuir para constituir tal visao ao revelar as demandas e tensoes
que impulsionaram a génese dos conceitos. Para melhor explicar as ideias de Giraldo

| |
e Roque (2014)), vamos apresentar as categorias para o conhecimento do professor

introduzidas por Lee Shulman, bem como algumas contribui¢oes importantes para
a pesquisa sobre os saberes necessarios para o ensino e a formacao do professor de
matematica.

O conhecimento pedagdgico de contetido é uma das categorias apresenta-
das por Lee Shulman para o conhecimento do professor, acerca do contetido e com o
proposito do ensino, no artigo Those Who Understand: Knowledge Growth in Tea-
ching (SHULMANI/ [T986]), que se tornou uma referéncia nas pesquisas em Educagao
Matematica nas linhas de formacao de professores e saberes docentes, apesar de o
texto nao ser direcionado ao ensino de matematica. No mesmo artigo, Shulman
distinguiu mais duas categorias para o conhecimento do professor: conhecimento
disciplinar de contetido ou conhecimento de contetido e conhecimento cur-

riculan™.

4ONo Brasil, as categorias acima também sido conhecidas como saber de contetido, saber pe-
dagdgico de contetido e saber de curriculo. De acordo com (RANGEL 2015), ambos os termos
saber e conhecimento sao admitidos como traducao da lingua inglesa para a portuguesa e sao
entendidos como sinénimos em dicionérios tradicionais da lingua portuguesa. Essa pesquisadora
aponta também que a literatura em Educacao Matematica, as vezes, estabelece diferenca entre os
dois termos. Optamos por utilizar o termo conhecimento no lugar de saber por uma questao de

95



O conhecimento de contetido se refere ao conhecimento de e sobre a dis-
ciplina, isto é, ao conteido per se. [Shulman| (T986, p. 9) menciona que esse co-
nhecimento inclui compreender as estruturas substantivas e estruturas sintaticas
da disciplina. As primeiras correspondem as variedades de formas que conceitos
e principios béasicos de uma disciplina sao organizados, enquanto as segundas sao
identificadas a gramatica da disciplina e correspondem ao conjunto de regras que de-
terminam o que ¢ legitimo e o que pode violar as regras dentro de um certo dominio
disciplinar. Em matematica, as estruturas substantivas incluem, além dos conceitos:
procedimentos, propriedades, entre outros; ja as estruturas sintaticas incluem: uma
compreensao dos padroes de evidéncia, dos métodos de demonstracao, entre outros.

O conhecimento pedagoégico de contetido corresponde a um conhecimento
sobre o conteudo para o ensino. Nao se identifica ao conhecimento de conteido e
nem ao conhecimento pedagdgico puros, mas se articula a partir deles. Esse tipo
de conhecimento inclui as formas de representacao mais tteis, as analogias mais
potenciais para o ensino, ilustracoes, exemplos, explicacoes e demonstracoes, isto €,
as estratégias que tornam um determinado conteido mais facilmente ensinavel aos
alunos (Ibid., p. 9).

O conhecimento curricular se refere ao conhecimento dos programas e ori-
entagoes para o ensino, de acordo com cada nivel de escolaridade, bem como dos
recursos didédticos adequados (e os que nao o sao) para ensinar determinado tépico.
Envolve ainda ser capaz de fazer articulagoes verticais ou horizontais nos contetdos
curriculares.

Dentre as categorias acima, que foram ampliadas em outro artigo também
classico (SHULMAN], T987), o pesquisador destaca o conhecimento pedagdgico de
contetdo identificando-o ao corpo do conhecimento préprio para o ensino como a

combinacgao entre conteiudo e pedagogia:

Ele representa a combinacao entre conteido e pedagogia em
uma compreensao de como certos tépicos, problemas e questoes
sao organizadas, representadas e adaptadas para os diversos in-

teresses e habilidades dos aprendizes, e apresentadas para ins-
trugio ], (SHUTMAN, 1987, p. 8)

preferéncia, sem qualquer intencao de distingui-los.
4INo original: It represents the blending of content and pedagogy into a understanding of how
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Uma contribuicao central de Shulman foi a énfase colocada no papel do contetido
no ensino, que alterou o cendrio das pesquisas sobre o conhecimento do professor.
Antes de seus trabalhos, as pesquisas focavam aspectos gerais do ensino, sem muita

relevancia para o papel do conteido (BALL; THAMES; PHELPS| 2008). A falta

de atencao para a importancia do conhecimento de conteudo disciplinar como um

aspecto importante e que integra o conhecimento do professor foi denominada por
Shulman como o paradigma perdido.

Deborah Ball, em um artigo que também se tornou uma referéncia na pesquisa
em Educacao Matematica, examinou o conhecimento de conteflda@ sobre o topico
divisao em um estudo envolvendo dezoito estudantes de cursos de formacao de pro-
fessores de matemadtica nos Estados Unidos (BALLL [1988), equivalentes a nossa
licenciatura. No texto, a pesquisadora considera dois aspectos desse conhecimento:
o conhecimento substantiv e um conhecimento sobre matematica. Esse tltimo é

descrito como:

[...] conhecimento sobre matemdtica inclui compreensao sobre
a natureza do conhecimento na disciplina - de onde vem, como
muda e como a verdade é estabelecida; a centralidade relativa de
ideias diferentes, bem como o que é convencional ou socialmente

acordado em matematica versus o que é necessario ou légic.

(BALLL, 1988, p. 4)

Ambos os aspectos citados por Ball tém relacao com as estruturas substantiva e
sintaticas de uma disciplina - no nosso caso, matemética - mencionadas em (SHUL-
MAN, [1986)).

As categorias introduzidas por Shulman sofreram revisoes na literatura em

Educacao Mateméatica desde 1986. Uma das criticas a essas categorias, apresen-
tada na revisao bibliogréfica realizada por Leticia Rangel em sua tese de doutorado,

¢ que a nocao de conhecimento pedagdgico de contetido passa a ideia de um corpo de

particular topics, problems or issues are organized, represented, and adapted to the diverses inte-
rests and abilities of learners, and presented for instruction. (SHULMAN] [T987, p. 8)

42No original: subject matter knowledge.

43No original: substantive knowledge.

44No original: Knowledge about mathematics includes understandings about the nature of kno-
wledge in the discipline - where it comes from, how it changes, and how truth is established; the
relative centrality of different ideas, as well as what is conventional or socially agreed upon in
mathematics versus what is necessary or logical. (BALLL [1988| p. 4)
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conhecimento predeterminado, a ser alcancado pelo professor, mais do que um pro-

cesso de construgao - (GRAEBER; TIROSH] 2008]), conforme citado por (RANGEL
2015, p. 43).

Ball e colaboradores apresentaram um refinamento da nocao de conhecimento pe-

dagdgico de contetdo por meio da nogao de conhecimento de matematica para

o ensin (RANGEIL 2015; BALL; THAMES; PHELPS|, 2008). Dessa forma, a

énfase passa a ser colocada no uso do conhecimento para o ensino, isto é, na pratica

do professor, mais do que sobre o professor propriamente dito:

Por “conhecimento de matematica para ensino”, nés entendemos
o conhecimento de matematica necessario para realizar o trabalho
de ensino de matematica. Importante notar aqui que a definicao
comeca com ensino, nao com professores. Tem relacao com as tare-
fas envolvidas em ensinar e as demandas matematicas sobre essas

tarefa@. (BALL; THAMES; PHELPS, 2008, p. 395, tradugao

nossa, grifo no original)

Para ilustrar sua abordagem, que se baseia na pratica do professor, Ball, Tha-
I |
mes e Phelps (2008)) apresentam o seguinte exemplo que mostra que as demandas

matematicas necessarias para o ensino sao substanciais:

Subtragao A Subtracdo B Subtragao C

307 307 307
-168 -168 -168
139 261 169

Figura 2.3: Exemplos de subtragbes em (BALL; THAMES; PHELPS, 2008).

Para verificar que a subtracao A esta correta e as subtracoes B e C estao erradas,
basta efetuar a conta (Figura 2.3). No entanto, na atividade de ensinar, o professor
precisa ir além e analisar os erros nas subtracoes B e C. No célculo realizado em B,

¢ provavel que o aluno tenha realizado uma subtracao entre o maior algarismo e o

45No original: content knowledge for teaching.

46No original: By “mathematical knowledge for teaching”, we mean the mathematical knowledge
needed to carry out the work of teaching mathematics. Important to note here is that definition
begins with teaching, not teachers. It is concerned with the tasks involved in teaching and the

mathematical demands of these tasks. (BALL; THAMES; PHELPS| 2008, p. 395)
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menor, em cada casa decimal (por exemplo: 8 —=7=1,6-0=6e3—-1=2). O
resultado mostrado na subtracao C sugere que o aluno obteve o algarismo 9 a partir
do calculo de 17 — 8, indicando que 1 “foi emprestado” de 3. Assim, o algarismo
1 em 169 teria resultado de 2 — 1. O aluno que realizou a subtracao C parece nao

ter compreendido bem o processo de decomposicao envolvido e o valor posicional

dos algarismos. Ball, Thames e Phelps (2008) argumentam que o professor precisa

ter um tipo de conhecimento de matematica diferente do citado conhecimento de
conteudo.

No Brasil, muitas pesquisas sobre formacao de professores e os saberes necessarios
para o professor de matematica se amparam nos trabalhos de Shulman, de Ball
e de seus colaboradores. Uma revisao bibliografica bastante detalhada pode ser
encontrada em (RANGEL| 20T5). Recentemente, foi lancado um livro que retine
algumas pesquisas brasileiras sobre o saber do professor de mateméatica (ROQUE;

I |
GIRALDO, 2014).

Asideias de|Giraldo e Roque| (2014)), acerca da contribuigao da histéria para cons-

tituir uma visao desnaturalizada dos conceitos matematicos, inserem-se na discussao
sobre os saberes docentes em matematica. Segundo esses pesquisadores, conhecer
as sutilezas genéticas encapsuladas na apresentacao atual dos conceitos e articula-
las ao ensino é um aspecto essencial do conhecimento pedagoégico de contetido. No
artigo citado, Giraldo e Roque ilustram suas ideias a partir do conceito de funcao,
com base em uma critica a lacuna existente entre a abstracao e generalidade da de-
finicao de funcao e o estreito repertério de exemplos que sao apresentados no ensino,
geralmente, funcoes afins e quadraticas. Esses pesquisadores também se baseiam em
uma andalise histérica dos desenvolvimentos que levaram a necessidade de se definir
formalmente uma funcao, entre eles, a necessidade de explorar exemplos variados
de funcoes que nao podiam ser definidas por expressoes analiticas, como funcoes
definidas por mais de uma expressao, fungoes descontinuas em todos os pontos,
fungoes continuas que nao sao derivaveis em nenhum ponto etc. Seus argumentos
sao ilustrados por uma proposta que combina tecnologia com a histéria, sendo que
a histéria nao é usada diretamente. A proposta apresentada consiste em explorar
aspectos qualitativos de funcoes racionais, como o comportamento assintético, em

ambientes graficos, os quais permitem lidar com exemplos de fungoes mais variados
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que uma abordagem convencional dificultaria.

Nao ¢é nosso objetivo propor uma nova maneira de ensinar matrizes e determi-

nantes como intencionaram |Giraldo e Roque| (2014)) com o conceito de fungao. No

entanto, o entendimento de que o ensino de matrizes apresenta esse topico de forma
naturalizada foi um dos fatores que motivaram sua escolha para desenvolver uma
proposta de ensino com uma abordagem histérica.

Voltemos as ideias de 2014)) sobre a contribui¢ao da histéria da ma-
tematica para desfazer ou questionar a opacidade dos objetos matematicos. Quatro
momentos histéricos sao apresentados por Roque com o objetivo de discutir alguns
pressupostos escondidos sob a notagao simbdlica com a qual as equacoes sao enun-
ciadas e resolvidas: um problema babilonico, a algebra arabe, a Arte Analitica de
Viete e as grandezas em Descartes. A partir da descricao das praticas matematicas
de cada um desses momentos, Roque refuta, por exemplo, que o objeto equacao
¢é necessario para resolver problemas numéricos. Esses problemas podem ser resol-
vidos por outros métodos, como fizeram os babilonios, empregando procedimentos
geométricos de completar o quadradala na resolucao de problemas, que hoje reconhe-
ceriamos como de equagoes do 2° grau, sem o uso de simbolismo algébrico. Roque
sugere que esses momentos historicos sejam utilizados no ensino para sensibilizar
alunos e professores da existéncia de pressupostos mascarados pelo objeto equacao
e, com isso, buscar um sentido para esse conceito.

Estamos de acordo com [Roque| (2014]) que a histéria pode contribuir para revelar
certos aspectos dos conceitos matematicos escondidos sob as defini¢oes e sob a forma
atual do discurso que os apresenta de forma naturalizada. Em particular, nossa
proposta resgata dois momentos histéricos da nogao de matriz (Segao B.I]) e mostram
como os objetos matriz e determinante eram utilizados antes de se constituirem nos
objetos que conhecemos hoje. As ideias de [Roque] (2014) e as ideias de Giraldo e

| |
Roque (2014) tém mais um ponto em comum: o recurso a histéria da mateméatica

visando resgatar praticas matematicas em que o conceito em questao seja usado de
modo distinto do que conhecemos hoje e com outras finalidades. Tudo isso levou-nos

a pensar se e como nossa proposta poderia contribuir para desenvolver uma visao

470 procedimento geométrico empregado pelos babilénios em problemas que hoje resolveriamos
com equagoes do 2°, bem como as praticas matematicas descritas nos outros trés momentos
histéricos sdo mais detalhadamente explicados em (ROQUE] 2012).
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desnaturalizada sobre esses objetos.

Como vimos acima, o exemplo apresentado por |Giraldo e Roque| (2014) para

romper com a visao naturalizada dos conceitos matematicos nao faz uso direto da
historia da matematica, isto é, sua proposta nao consiste em ensinar historia das
funcoes. Ja a proposta de (ROQUE] 2014) para desfazer a opacidade dos objetos
matematicos requer o uso direto da histéria. No entanto, Roque nao discute como
suas ideias podem ser aplicadas em uma atividade de ensino. Entendemos que
expor praticas matematicas do passado a professores e estudantes, por si s6, nao
¢é suficiente para desenvolver uma visao desnaturalizada. E necessdrio orientar o
desenvolvimento de uma interpretacao histérica adequada das praticas do passado.
Para isso, pareceu-nos interessante usar o conceito de consciéncia histérica, que
abordaremos na préxima secao. Na verdade, vamos propor a constituicao de uma
visao desnaturalizada dos conceitos matematicos por meio do desenvolvimento de
uma consciencia historica. Na préxima secao, explicamos essa opcao e apresentamos

a metodologia que fornecera parametros para essa parte da investigagao.

2.5 Consciéncia historica

O fato de que nossa proposta promove um conhecimento historico sobre matrizes,

bem como as ideias de (2014) e de [Giraldo e Roque| (2014]) discutidas na

secao anterior, levaram-nos a investigar a possibilidade do desenvolvimento de uma

consciéncia historica nos estudantes com vistas a constituicao de uma visao des-
naturalizada dos conceitos de matriz e determinantes. Para isso, inspiramo-nos
na conceituagao apresentada pelo historiador e filésofo alemao Jorn Riisen (1938-),
cujos trabalhos versam sobre a Teoria da Historia (ﬁm 2001]).

Antes de descrever como Riisen define “consciéncia historica”, é interessante
apresentar sua perspectiva sobre o que é a histéria. A histéria nao é vista como uma
realidade pronta e completa para ser apreendida e apropriada (m 2001}, p. 67).
Além disso, nem tudo o que aconteceu antes, seja com o homem ou com o mundo, é
histéria s6 porque ja aconteceu. Um determinado evento torna-se histéria quando “se
torna presente, como passado, em um processo consciente de rememoracao” (ibid.,

p. 68). Para Riisen, a histéria é uma forma elaborada de memdria, que “trama
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as pecas do passado rememorado em uma unidade temporal aberta para o futuro,
oferecendo as pessoas uma interpretagao da mudanga temporal” (ibid., p. 164).
Assim, a histéria nao se relaciona sé com o passado, mas também com o presente
e, por meio desse, com o futuro. De acordo com (2010), uma singularidade na
teoria de Riisen é a articulacao dessa relacao entre passado, presente e futuro com

o significado filosofico de sentido:

[...] as histérias de fato remetem ao passado de grupos humanos,
mas fazem-no, sobretudo, por estarem interessadas em extrair “um
sentido para o presente”. Histérias tém ou constituem sentido
quando, desde uma situacao presente, explicitam os processos que

atam o passado de um grupo humano ao seu futuro. (ASSIS| 2010,
p. 19)

Riisen explica o que significa pensar historicamente por meio do conceito de
consciéncia histérica, o qual é descrito como: “a suma das operagoes mentais
com as quais os homens interpretam sua experiéncia da evolugao temporal de seu
mundo e de si mesmos, de forma tal que possam orientar, intencionalmente, sua
vida pratica no tempo.” (Im, 2001} p. 57). Assim, a consciéncia histérica nao
se resume a um conhecimento sobre o passado, sendo entendida como um processo
mental segundo o qual o homem interpreta o passado movido por uma necessidade

de compreender as transformagoes que o cercam:

“O homem necessita estabelecer um quadro interpretativo do que
experimenta como mudanca de si mesmo e de seu mundo, ao longo
do tempo, a fim de poder agir nesse decurso temporal, ou seja,

assenhorar-se dele de forma tal que possa realizar as intencoes de

seu agir.”m 2001} p. 57)

Riisen organiza em quatro grupos os procedimentos mentais bésicos envolvidos

na consciéncia histoérica m, 2009, p. 168):

e A percepcao de “um outro” tempo como diferente, o que permite definir com

clareza o passado, na sua diferenca e distanciamento do presente.

e A interpretacao desse tempo como um movimento temporal no mundo hu-

mano, de acordo com alguns aspectos compreensiveis. Riisen cita a “evidéncia
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da permaneéncia de certos valores, tais como exemplos de regras gerais, o pro-
gresso” (ibid., p. 168). Em nosso entendimento, a interpretacao do passado
orienta-se por perspectivas que tém ligacao com as experiéncias do presente.
Assim, a interpretacao busca, a partir da distincao entre passado e presente,

conexoes de significados e sentidos com a realidade presente.

e A orientacao da acao humana pela interpretacao historica. E o que integra a
histéria interpretada no fluxo da experiéncia presente, como capaz de orientar

as acoes do futuro.

e A motivacao para a acao que uma orientacao oferece. Riisen apresenta como
exemplo a predisposicao a um sacrificio e afirma que é nesta etapa que a

consciéncia historica conduz ao futuro.

Apoiaremo-nos na definicao apresentada por Riisen para a nocao de consciéncia
histérica, mas teremos como referencial metodologico a abordagem das muiltiplas
perspectivas como proposto por Kjeldsen e seus colaboradores (KJELDSEN; PE-
TERSEN ! 2014 JANKVIST; KJELDSEN|, 2011]) para investigarla possibilidade de

desenvolvimento de uma consciéncia historica. Desse modo, nao orientaremos o de-
senvolvimento de uma consciéncia historica segundo os grupos de operagoes mentais
apresentados acima.

Jankvist e Kjeldsen| (2011], p. 836), sem se basearem na definigao de Riisen (ibid.),

descrevem o que eles entendem por desenvolver uma consciéncia historica em um
“sentido qualificado”, apontando a reflexao sobre a pratica matematica como uma

premissa para isso:

A habilidade de refletir sobre sua prépria pratica matemaética e
a dos outros a partir de diferentes angulos é uma premissa para
desenvolver consciéncia histérica em um sentido qualificado, isto
é, para adquirir ¢nsights sobre, por um lado, como os mateméaticos
pensavam e agiam em diferentes contextos intelectuais, em dife-
rentes momentos e, r outro lado, como isso muda ao longo do
E)

tempo e das culturas

48No original: The ability to reflect upon one’s own and other’s mathematical practices from
different angles is a premise for developing historical awareness in a qualified sense, i.e. acquiring
insights into, on the one hand, how mathematicians have thought and acted in different intellectual
contexts at different times, and on the other hand, how this have changed over time and through

cultures. (JANKVIST; KJELDSEN] R0TT] p. 836)
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A abordagem das multiplas perspectivas desempenha um papel relevante no
desenvolvimento de uma consciéncia historica, fornecendo diferentes angulos para
interpretar praticas matematicas do passado. Baseados nessa abordagem, Kjeldsen

|
e Petersen (2014)) investigaram o desenvolvimento de uma consciéncia histérica sobre

o conceito de funcao, em um experimento com alunos que estavam cursando um nivel
equivalente ao ensino médio brasileiro (high school). As perspectivas que nortearam
o estudo das fontes histéricas foram: i) as forgas impulsionadoras no desenvolvimento
da matemadtica e ii) a influéncia dos atores na formacgao dos conceitos matematicos.
Dentre os recursos que os pesquisadores utilizaram nos trabalhos com os estudantes,
eles citaram: roteiros de atividades, extratos de fontes primarias com as defini¢oes
de funcao por Euler e Dirichlet; fontes secundérias incluindo livros de histéria da
matematica (A History of Mathematics de Katzl (2009) foi citado) e artigos sobre a
histéria das funcgoes.

Em relagao a perspectiva das forcas impulsionadoras no desenvolvimento da ma-
tematica, Kjeldsen e Petersen (ibid.) tiveram como foco o debate sobre o problema
das cordas vibrantes, que atuou como uma forca impulsionadora externa no desen-
volvimento do conceito de funcao. A segunda perspectiva, a influéncia dos atores
na formacao dos conceitos matematicos, foi explorada pela questao da receptivi-
dade de alguns matematicos contemporaneos a Fuler a definicao mais abrangente
apresentada por ele para satisfazer as condigoes iniciais da cord. A abordagem
das multiplas perspectivas norteou a selecao do material usado no experimento e,
também, a analise dos dados que se pautou em investigar o desenvolvimento de uma
consciéncia histérica nos estudantes segundo as perspectivas acima. Kjeldsen e seus

colaboradores (JANKVIST; KJELDSEN|, 2011, KJELDSEN; PETERSEN]| 20714
nao se basearam na definigao de (2001]).

Entendemos que para constituir uma visao desnaturalizada dos conceitos ma-
tematicos com base na histéria da matematica, nao basta expor os estudantes a
episédios do desenvolvimento dos conceitos. A nocao de consciéncia historica de
(2007)) clama por uma interpretagao do passado com vistas a constituicao de

um sentido para compreender as transformacgoes que nos cercam e fazer projecoes

Para saber mais sobre a influéncia do problema das cordas vibrantes no desenvolvimento do
conceito de fungdo, bem como sobre as defini¢des de funcao apresentadas por Euler, veja (ROQUE]

2012).
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para o futuro. A interpretacao adequada de episoédios matematicos do passado pode
levar os estudantes a compreenderem o que estd por tras das escolhas do discurso
atual, das definicoes matematicas atuais e do papel que os objetos mateméaticos
tém hoje na matematica. Desse modo, propomos um caminho para a constituicao
de uma visao desnaturalizada por meio do desenvolvimento de uma consciéncia
histérica. Para isso, a abordagem das multiplas perspectivas pode contribuir, for-
necendo diferentes angulos para orientar a interpretacao historica.

Os episddios histéricos explorados em nossa proposta (Segao Bl possibilitam
resgatar o problema que suscitou a introdugao da nocao de matriz, as demandas que
influenciaram diferentes interpretacoes dessa no¢ao nesses episodios, bem como o que
levou a definicao das operagoes com matrizes do modo como conhecemos hoje. Além
disso, o primeiro episdédio mostra que os determinantes eram amplamente usados,
antes da introducao de matriz. Desse modo, estabelecemos as seguintes perspecti-
vas que orientarao nossa investigacao sobre o desenvolvimento de uma consciéncia

histérica:
e Os objetos matematicos nao sao eternos.

e Os objetos matematicos nao sao iguais para todos.

A escolha das perspectivas acima justifica-se pela nossa finalidade de que as in-
terpretacoes histéricas elaboradas pelos estudantes sejam voltadas para constituir
uma visao desnaturalizada dos conceitos de matriz e de determinante. A visao na-
turalizada promovida pelo ensino apresenta os objetos matematicos como entidades
imutaveis e atemporais. Sendo a matematica vista como uma atividade dinamica,
seus objetos sao criados dentro de praticas especificas, situadas no tempo e no espaco.
Como consequéncia, os objetos matematicos nao sao eternos, eles tém um inicio
e sao criados por algum motivo. Além disso, eles nao sao iguais para todos, po-
dendo adquirir interpretagoes distintas ao longo de diferentes episédios de pesquisa,
ou mesmo, sofrer modificagdoes em sua definicao, como ocorreu com o conceito de
funcao. Observamos que a segunda perspectiva diz respeito as mudangas que uma
nocao matematica pode sofrer ao longo do seu desenvolvimento histérico, até ad-
quirir o status de objeto matemaético e tornar-se mais ou menos estavel, passando a

fazer parte do discurso matematico. Isso nao impede que o mesmo objeto volte a
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sofrer modificagoes.

Optamos por enunciar as perspectivas de um modo mais geral, no entanto, elas
foram consideradas por meio do caso particular da historia das matrizes. Essas
perspectivas influenciaram o planejamento dos roteiros de ensino, dentre outros fa-
tores que também contaram para planeja-los, como por exemplo, as metarregras que
seriam exploradas.

A partir das ideias apresentadas nesta e na ultima secao, nosso segundo objetivo
¢ investigar a possibilidade de desenvolvimento de uma consciéncia histérica,
direcionada a formacao de uma visao desnaturalizada dos conceitos de matriz e

determinante.

2.6 Questoes de pesquisa

Tendo como aporte a fundamentacao tedrica apresentada neste capitulo, nosso es-

tudo tém como objetivos:

e promover reflexoes sobre metarregras relacionadas a matrizes e determinantes

(SFARD), 2008; [KJELDSEN, 201Ta: [KJELDSEN: BLOMH®GJ, 2012 KJELD-
I I
SEN; PETERSEN; [2014]), por meio de conflitos comognitivos planejados com

base em fontes historicas, a fim de que:

— os estudantes percebam e se conscientizem das metarregras segundo as

quais eles se orientam quando lidam com matrizes e determinantes e

— os estudantes percebam e revejam suas concepgoes (SFARDI T99T)) sobre

matrizes e determinantes.

e investigar a possibilidade de desenvolvimento de uma consciéncia histérica
(RUSEN, 2001), d1rec1onada a formagao de uma visao desnaturalizada (GI—
RALDO; ROQUE [2014)) dos conceitos de matriz e determinante.

Este trabalho tem, portanto, como foco uma proposta que articula a historia
da matematica ao ensino de matrizes. As questoes de pesquisa que direcionam de

forma mais especifica nosso estudo, sao:

QP1: Como fontes histéricas possibilitam promover reflexoes sobre metarregras re-

lacionadas a matrizes e determinantes, a partir de conflitos comognitivos?
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QP2: Qual o impacto das reflexdes sobre as metarregras nas concepgoes dos estu-

dantes sobre matrizes e determinantes?

QP3: Que contribuigoes o estudo trouxe para o desenvolvimento de uma consciéncia

historica nos estudantes?

Ao longo da pesquisa, um estudo piloto foi realizado com um grupo de professores
de matematica visando testar o material de ensino e os instrumentos de geracao de
dados para responder a primeira questao. Resultados parciais foram apresentados

em (BERNARDES; ROQUE, 20T4]). A experiéncia com o estudo piloto contribuiu

para refinar a primeira questao de pesquisa e para estabelecermos os percursos da

andlise de dados. Além disso, essa primeira experiéncia suscitou o interesse em
investigar as concepcoes dos estudantes sobre matrizes e determinantes. Mais dois
estudos de campo foram realizados com estudantes de licenciatura em matematica
de duas universidades a fim de conduzir a investigacao e fornecer uma base para
respondermos as questoes de pesquisa acima.

Visando responder a primeira questao de pesquisa, pretendemos investigar re-
flexoes tanto sobre as metarregras historicas, isto é, aquelas que governaram o dis-
curso das fontes priméarias (Secao B.3]), quanto as metarregras reveladas pelos parti-
cipantes durante o estudo. Também pretendemos investigar que conflitos se mani-
festaram e como foram percebidos pelos participantes (Secao [6.I]). Reflexdes sobre
metarregras foram encorajadas por meio de atividades especificas, denominadas ati-

vidades histéricas, conforme (KJELDSEN; PETERSEN]| 2014). Essas atividades

foram baseadas em extratos e resumos das fontes historicas sobre matrizes disponi-
bilizados em dois roteiros de ensino (Segao L3)).

Mario S. (2010) propoe, em sua tese de doutorado, considerar o conceito
de reflexao como uma atividade cognitiva, um processo mental pelo qual agoes,
crencas, conhecimento ou sentimentos sao conscientemente considerados e exami-
nados. Contudo, reflexdes podem ser externadas, compartilhadas ou confrontadas
por meio de discussoes. Em nosso caso, entendemos as reflexdes como um processo
mental consciente, em que as metarregras sao percebidas, examinadas e entendidas
como acoes do fazer matematico que mudam com o tempo. Desse modo, esperamos
que, com as reflexoes, os participantes percebam e se conscientizem das suas proprias

metarregras. Na revisao bibliografica de sua tese, Aguilar (ibid.) aponta os instru-
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mentos indicados pela literatura em educagao matematica para detectar reflexoes:
relatos escritos, discussoes em grupo, entrevistas e questiondrios (AGUILARI 2010}
p. 77). O registro por escrito das respostas dos participantes as atividades histéricas,
realizadas em grupos, e a gravacao em audio das discussoes enquanto eles realizavam
as atividades forneceram evidéncias para ilustrar reflexoes sobre metarregras.

Visando responder a segunda questao de pesquisa, identificamos algumas con-
cepcoes dos participantes sobre matrizes e determinantes antes da intervencao e ao
final. Analisamos as mudancas e se as reflexoes sobre as metarregras influenciaram
tais mudancas (Secao [6.2]). Os dados que forneceram a base para a andlise foram
obtidos a partir de entrevistas semiestruturadas, conduzidas no inicio e no fim da
intervencao.

Visando responder a terceira questao, investigamos o desenvolvimento de uma
consciéncia histérica (Segao [6.3]), por parte dos participantes do estudo, a partir
de duas perspectivas: i) os objetos matemadticos nao sao eternos e ii) os objetos
matematicos nao sao iguais para todos. Os dados utilizados na analise foram gerados
a partir das entrevistas semiestruturadas finais, de um questionario aplicado ao final

da interven¢ao e de um pequeno artigo produzido pelos participantes.
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Capitulo 3

Historia das matrizes

Ao se comparar a ordem de exposicao de alguns conceitos matematicos com a ordem
na qual os mesmos surgiram na historia, é comum perceber uma inversao. A nogao de
matriz surgiu depois das nogoes de determinantes, sistemas lineares, transformacoes
lineares, formas quadraticas e de autovalores, ou seja, a ordem inversa na qual sao
apresentados hoje na disciplina de Algebra Linear.

O termo matriz foi introduzido pelo matematico inglés James Joseph Sylvester,

em 1850, em um artigo dedicado a um problema de natureza geométrica (SYLVES-

TER, [1850a)). Oito anos depois, Arthur Cayley, contemporaneo e amigo de Sylves-
ter, publicou uma meméria na qual definiu as operagoes com matrizes e enunciou as
propriedades dessas operagoes (CAYLEY] [1858)).

Apesar dos trabalhos de Sylvester e de Cayley sobre matrizes, bem como de
outros que se seguiram, os tratados de algebra s6 passaram a adotar a representagao
matricial em seus textos a partir do final do século e a linguagem matricial sé se
popularizou a partir de 1920.

Frédéric [Brechenmacher| (2006b, p. 6,7) aponta os fatores que influenciaram a

adogdo da notagao matricial nos tratados de dlgebra nos anos 1920-1930: i) A
eficiéncia de uma notagao em permitir a apresentacao de teoremas gerais de forma
mais compacta e o valor pedagdgico de uma representacao apresentada como sim-
ples; e ii) o desenvolvimento e a aplica¢ao de uma série de procedimentos operatérios
relacionados a representacao matricial que fundaram o carater unificador dessa re-
presentacao. Veremos, neste capitulo, o desenvolvimento de dois desses procedimen-

tos: uma combinatoria de extragao de submatrizes e o calculo simbdlico de poténcias
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de matrizes.

A teoria das matrizes fez parte do processo da formalizacdao, unificacao e ge-
neralizacdo de métodos para resolver problemas (hoje ditos) lineares em dominios
anteriormente distintos, o que culminou na constitui¢ao da disciplina Algebra Li-
near nos anos 1930. Antes disso, os objetos, problemas e métodos hoje reconhecidos
como pertencentes ao dominio da Algebra Linear eram vistos como pertencentes a
dominios distintos, como a teoria das formas bilineares, a teoria dos determinantes
e mesmo uma “teoria das matrizes”.

Neste capitulo, apresentamos dois episodios da historia das matrizes a luz da
interpretacao histérica de Frédéric Brechenmacher. Esse historiador da matematica
discutiu as diferentes identidades e significacoes que a nocao de matriz assumiu
dentro das praticas elaboradas por Sylvester, Cayley e Edward Weyr, entre 1850 e

1890 (BRECHENMACHER], 2006b). Explicaremos algumas das préticas dos dois

primeiros matematicos.

(2009)) indica o uso dos conceitos de objetos epistémicos e técnicas
epistémicas para comparar episdédios de pesquisa, com respeito a génese ou ao
desenvolvimento histérico de uma nogao. Assim, apresentamos esses conceitos neste
capitulo e fazemos uma releitura dos episédios apresentados, a luz desses conceitos,
com o objetivo de investigar os papeis que a nocao de matriz adquiriu em cada
episodio. A releitura parte do filtro historico de Brechenmacher.

Nao é nosso objetivo fazer a historia da nocao de matriz neste trabalho, o que
demandaria uma pesquisa mais aprofundada na historiografia. Para promover re-
flexoes sobre as metarregras do discurso, precisamos destacar as diferencas entre as
metarregras que moldaram os discursos do passado e aquelas que moldam o discurso
de hoje. Essas diferencas sao mais aparentes em fontes histéricas secundérias que se
baseiam na concepcao da matematica como uma pratica, como é o caso dos traba-

lhos de [Brechenmacher (2006al), Brechenmacher! (2006b)), o que justifica nossa opgao

pela interpretacao histérica desse pesquisador.
Finalizamos este capitulo apresentando algumas regras metadiscursivas observa-
das nos discursos de Sylvester e Cayley, que foram exploradas nos estudos de campo

conduzidos durante a pesquisa.
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3.1 Os trabalhos de Sylvester e Cayley como des-
critos por Brechenmacher

A parte historica da pesquisa se apoia principalmente nas ideias apresentadas no ar-
tigo Les Matrices: formes de représentation et pratiques opératoires (1850-1930)
(BRECHENMACHER] 2006b)). Esse trabalho se baseia na concep¢ao da ma-
tematica como uma pratica ou um conjunto de praticas e leva em conta os con-
textos sociais, culturais e intelectuais dentro dos quais as atividades matematicas
sao desenvolvidas.

A metodologia utilizada constréi uma rede de textos representada graficamente
por nés e ligagoes entre esses nos. De acordo com esse pesquisador, o processo se
inicia com a escolha de um momento de referéncia. No caso da historia das matrizes,
os anos 1930 foram escolhidos. A partir dai, faz-se uma pesquisa bibliografica de
todas as referéncias nos tratados publicados nos anos 1920-1930. FEsse primeiro
corpus de textos, em seguida, é completado por um esgotamento das referéncias
bibliograficas, o que permitiu fixar o periodo de 1850 a 1930. Em seguida, é feito
um recorte com base na maneira como os textos e autores do periodo considerado
se organizam em redes (BRECHENMACHER)], 2006, p. 8).

O grafico representa as relagoes mantidas por diferentes textos de uma rede, o que
permite visualizar a existéncia de pontos de convergéncia, de nés e o entrelagamento
das referéncias bibliograficas (Figura B.J]). Cada né representa um autor que per-
tence a rede e as ligacoes representam algum tipo de relagao, seja utilizar a mesma
pratica ou se basear na pratica de algum outro matematico em comum. A partir
do grafico, vemos que alguns nos se destacam, como Sylvester, Cayley, Weyr e Fro-
benius. No artigo citado, Brechenmacher detalha as praticas ligadas a matrizes dos
trés primeiros matemaéaticos.

Dentre outros historiadores que se dedicaram a historia das matrizes, citamos
Thomas Hawkins. Em um artigo publicado em 2008, Hawkins mencionou rapida-
mente a origem da “algebra simbodlica de matrizes” sendo introduzida independente-
mente por trés matematicos: Cayley em 1858, Edmond Laguerre na Franca em 1867
e Georg Frobenius na Alemanha em 1877 (HAWKINS| 2008). O foco do artigo esta

em dois problemas resolvidos por Frobenius com o emprego da algebra matricial, que
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sao apresentados em notagao moderna. A origem das matrizes é discutida por esse
pesquisador como se essa no¢ao tivesse as mesmas significacoes para os matematicos
envolvidos e sem levar em conta as especificidades das praticas matemaéticas de cada
um. Esse tipo de abordagem dificulta a identificacao das metarregras envolvidas no
discurso dos matematicos do passado uma vez que as diferencas nao sao destacadas.

Brechenmacher, em sua abordagem, discute as diferengas nas praticas ma-
tematicas de Sylvester e Cayley ligadas a nocao de matriz. Isso proporcionou-nos
um primeiro olhar sobre como esses matematicos interpretavam seus objetos de es-
tudo, sobre que ferramentas foram empregadas por eles e como eles as empregavam.

Logo, sua abordagem possibilitou identificar algumas metarregras nos discursos des-

ses matematicos.
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Figura 3.1: Rede de textos apresentada em (BRECHENMACHER)], 2006b] p. 49).
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3.1.1 Episédio de pesquisa I: Sylvester e o problema dos

contatos

Sylvester (1814-1897) nasceu em Londres. Durante sua formagao, sofreu preconcei-
tos pela sua origem judia. Foi retirado pela familia da London University, devido a
uma tentativa de ferir um colega com uma faca no refeitério. Em seguida, foi para

a Royal Institution em Liverpool, em 1829, onde novamente nao se estabeleceu de-
vido a referéncias constantes contra sua origem judia 1998} [CAYLEY!,
[1889).

Em 1831, quando finalmente havia se estabelecido no St John’s College, em Cam-
bridge, ficou doente trés vezes por um longo periodo, o que o afastou dos estudos.
Em 1837, ele fez os exames do Mathematical Tripod] ficando em segundo lugar (Se-
cond Wrangler). No entanto, devido sua origem judia, ele nao recebeu o titulo
correspondente (PARSHALL 1998).

No ano seguinte, Sylvester foi admitido para uma cadeira de filosofia no Univer-
sity College London (fundada como London University), a primeira institui¢ao na
Inglaterra livre de organizacao religiosa. Ao longo da sua carreira, atuou em cadeiras
de mateméatica em outras universidades na Inglaterra. Esteve nos Estados Unidos
por dois periodos de sua vida. Na primeira vez, como professor de matematica
na University of Virginia por quase cinco meses e, na segunda vez, na The Johns
Hopkins University em Baltimore, comegando no ano de 1876. Em 1883, ocupou a
cadeira de Savilian Professor of Geometry em Oxford, uma posicao de destaque na
Universidade de Oxford.

Sylvester foi um matemético bastante ativo: esteve ligado a varias academias
de ciéncias (nos Estados Unidos, Gottingen, Naples, Boston, St Petersburg, Berlim,
para citar algumas), ganhou prémios em reconhecimento a contribui¢ao de suas pes-
quisas (Royal Medal (1860), Copley Medal (1880) e De Morgan Gold Medal (1887)).
Foi o primeiro editor do American Mathematical Journal e um grande contribuidor
desse periddico.

As publicagoes do (também) autor de poemas e sonetos estao reunidas em quatro

volumes no The collected mathematical papers of James Joseph Sylvester e abrangem

1O Mathematical Tripos era um exame de matemética pelo qual todos os estudantes tinham que
passar independente da formacao, antes de se especializarem em um campo de interesse (CRILLY]

2011).
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assuntos sobre analise finita, algebra, determinantes, teoria da eliminagao, teoria das
equacoes, teoria das particoes, teoria das formas, teoria dos invariantes e covariantes,
matrizes, numeros hamiltonianos, etc .

Entre 1850 e 1851, Sylvester publicou uma série de artigos analisando a natureza

dos pontos de intersegoes (reais/complexos, finitos/infinitos) entre duas conicas e os

tipos de contatos entre duas conicas e entre duas quddricas (SYLVESTERI [1850al
SYLVESTER], [1850b SYLVESTER], [185Tal [1851a)). Delimitaremos o episédio da
pesquisa de Sylvester de acordo com os artigos (SYLVESTERI 1850a; SYLVESTERI
1850D; SYLVESTER], [185Ta)), tendo como foco o problema da classificagao dos
tipos de contatos entre duas conicas, o qual nos referiremos daqui em diante
como o problema dos contatos.

O termo contato era empregado para designar os pontos de intersecao em que
duas coOnicas se tangenmamlj) Existem quatro tipos de contatos que podem ser

caracterizados pela multlphmdadelél 2, 3 ou 4) do(s) ponto(s) de interse¢ao no(s)
qual(is) as conicas se tangenciamH (Figuras 3.2 e 3.3):

X &

) Contato simples (b) Contato dipldide

Figura 3.2: Contato simples (simple contact): um ponto de interse¢ao duplo. Con-
tato dipléide (diploidal contact): dois pontos de interse¢ao duplos.

2Nos pontos de intersecdo em que duas conicas se tangenciam, as retas tangentes a cada curva
no ponto em questao sao coincidentes. Dito de outra forma: escrevendo a equacao que representa
uma conica como ax? + by? + cxy + dx + ey + f = 0 e considerando o ponto P(zg, o) como sendo

o ponto de contato, a derivada implicita de y em relagao a = em cada curva d—y é igual no ponto
P. v

30 termo “multiplicidade” utilizado em referéncia aos pontos de intersecdo das conicas se refere
ao conceito algébrico de indice de interse¢ao, o qual generaliza a nogao intuitiva de contar o niimero
de vezes que duas curvas algébricas se intersectam em um ponto. No Apéndice [A] apresentamos
uma definigao formal desse conceito, com base no livro de Israel (VAINSENCHERI], 2005).

4De acordo com o Teorema de Bézout, o ntimero de pontos de intersecdo, contados com multi-
plicidade, de duas curvas planas projetivas, sem fatores irredutiveis em comum, é igual ao produto

entre os graus de cada uma das curvas (VAINSENCHER] 2005] p. 62). No nosso caso, as conicas
projetivas tém 4 pontos de intersecao, contados com multiplicidade.
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(a) Contato préximo ) Contato confluente

Figura 3.3: Contato préximo (proximal contact): um ponto de interse¢ao triplo.
Contato confluente (confluent contact): um ponto de intersegao quadruplo.

Como afirma |Brechenmacher| (2006bl), a principal contribuigao de Sylvester em
sua abordagem, em relagao aos trabalhos de outros matematicos sobre o mesmo
problema, foi o recurso ao calculo de determinantes.

As conicas eram representadas por meio de equagoes homogéneas de segundo

grau com trés variaveis, por exemplo:

U :az? + by® + c2* + 2dxy + 2exz + 2fyz = 0,

com coeficientes reais. O polinomio homogéneo no lado esquerdo da equagao era
considerado a caracteristica da conica. Observamos que Sylvester estava lidando
com conicas projetivas.

No artigo (SYLVESTER] [1850D), publicado no The Cambridge and Dublin
Mathematical Journal, Sylvester investigou a natureza dos pontos de intersecao
entre duas conicas U e V e os tipos de pontos de contatos. Ele partia da equacao
ctibica em p obtida ao igualar a zero o determinante de U + uV (veja Figura 3.4),
ou na notacao de Sylvester: O(U + pV') = 0.

Quando as raizes p de |[U + pV| = 0 sdo distintas, nao ha pontos de contato. Em
caso de ocorréncia de raizes duplas ou triplas (com multiplicidade algébrica 2 ou 3,

respectivamente), hd pontos de contato.

1)



Em linguagem atual, se
ax®4+by? +cz? +2dxy +2exz+2fyz = 0 e Az’ + By? +C22+2Dxy+2Ex2+2Fyz =0

sao as equacoes homogeéneas das conicas U e V', respectivamente:
U+pV = (atpA)a?+(b+pB)y* +(c+pC) 2" +2(d+pD)wy+2(e+ pE)rz+2(f+uF )yz

¢ uma familia de conicas que passam pelos mesmos pontos de intersecao de U

e de V. Usando nossa notacao:

a+pA d+puD e+ pukE
\U+uV|=|d+uD b+uB f+uF
e+pull fH+upF c+puC

Figura 3.4: Quadro explicativo da prética de Sylvester.

Conhecendo a existéncia de quatro tipos de contatos, a analise da multiplicidade
das raizes de |U 4 pV'| = 0 se revelou um critério insuficiente para contemplar todos
os casos. Para estabelecer as condigoes que distinguem dois tipos de contatos no
caso de raiz dupla e no caso de raiz tripla, Sylvester comparou os fatores comuns no

desenvolvimento polinomial de um outro determinante:

EW  PEW EW
4 dgdy  dgds b
EW EW EW
dgde i dyds 1
EWEW EW
dedé  dedn  ds?
P q r 0

= Ap®> + B¢* + Cr? + 2Fqr + 2Grp + 2Hpy,

onde todos os coeficientes sao fungoes quadraticas de p e faga
A=0,B=0,C=0,F=0,G=0, H=0;

cada uma dessas seis equagoes em g terd uma e a mesma raiz em
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comurYH.(ISXmEBIEEL [1850Db] p. 273-274)

Na citacao acima, Sylvester estava discutindo as condicoes para o caso de contato
dipléideH. Dentro desse quadro de resolu¢ao de um problema geométrico, em que
condicoes eram estabelecidas para classificar os tipos de contatos entre duas conicas,
Sylvester introduziu as nogoes de determinantes menores, em outro artigo pu-

blicado no mesmo ano, no Philosophical Magazine:

Imagine qualquer determinante colocado sob a forma de um ar-
ranjo ordenado quadrado de termos. Esse quadrado pode ser con-
siderado como divisivel em linhas e colunas. Agora suponha que
qualquer linha e qualquer coluna possa ser eliminada, nds obte-
mos dessa forma um quadrado, um termo a menos em largura e
em profundidade que o quadrado original; e por variar em qual-
quer maneira possivel a selecao da linha e da coluna excluidos,
nés obtemos, suponha que o quadrado original possua n linhas e
n colunas, n? quadrados menores, cada um dos quais representara
o que eu denomino um Primeiro Determinante Menor rela-
tivo ao determinante principal ou completo. Agora suponha que
duas linhas e duas colunas sejam eliminadas do quadrado origi-
nal, nés obtemos um sistema de {”(”2_1) }2 quadrados (...) Esses
constituem o que eu chamo de um sistema de Segundos De-
terminantes Menores; e assim, em geral, nés podemos formar

um sistema de r-ésimos determinantes menores pela exclusao de r

5No original:

2w PwW EwW
ae? dedy  dgds P
2w dPwW &PwW
dgdf dn?  dnds ¢
W PwW W
dedé  dsdn  dg?

P q r 0

= Ap®> + B¢® + Cr? + 2Fqr 4+ 2Grp + 2Hpq,

where all the coefficients are quadratic functions of i [se referindo a W = U + V], and make
A=0,B=0,C=0,F=0,G=0, H=0;

each of these six equations in p will have one and the same root in common. (SYLVESTER] 850D,
p. 273-274)

50bservamos que os coeficientes A, B, C, D, E, F, G, H acima podem ser expressos por meio
dos determinantes menores de ordem 2 x 2. Sendo D;; o menor obtido pela eliminacao da linha ¢
e da coluna j, o determinante acima pode ser expresso por: Dq1p? 4+ Daaq? + D33r? + 2D19pq +
2D13p7’ + 2D23q7’.
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linhas e r colunas, e um tal sistema, em geral, contera

1.2...r

{n(n—l)...(n—r+1)}2

determinantes distintoJEl. (SYLVESTER]I, 1850al, p. 147, traducao

nossa, grifo nosso).

No mesmo artigo, propriedades sobre os determinantes menores foram enuncia-
das e, em seguida, aplicadas para classificar o tipo de contato entre duas conicas.
A prética desenvolvida por Sylvester consistia em comparar os fatores comuns no
desenvolvimento polinomial do determinante completo |U + V| e nos primeiros

determinantes menores:

Sejam agora U e V caracteristicas de duas conicas, isto é, cada
uma, uma funcdo de somente trés letras, pode ser mostrado |...]
que as diferentes espécies de contatos entre essas duas conicas cor-
responderao a propriedades peculiares da caracteristica composta

U+ pV.

Se o determinante dessa funcao tem duas raizes iguais, as cOnicas
simplesmente se tocam; se ele tem trés raizes iguais, as conicas
tém um contato simples de mais alta ordem, isto é, de mesma
curvatura; se seus seis primeiros determinantes menores se anulam
simultaneamente para o mesmo valor de p, as conicas tém um
contato duplo. Se o mesmo valor de p, o qual torna todos esses
primeiros menores iguais a zero, for ao mesmo tempo nao apenas

uma raiz dupla mas uma raiz tripla de

O(U + uV) =0,

"Imagine any determinant set out under the form of a square array of terms. This square may
be considered as divisible into lines and columns. Now conceive any one line and any one column
to be struck out, we get in this way a square, (...) and by varying in every possible manner
the selection of the line and column excluded, we obtain, (...), n? such minors squares, each of
which will represent what I term a First Minor Determinant relative to the principal or complete
determinant. Now suppose two lines and two columns struck out from the original square, we

2
shall obtain a system of {"(”271) } squares, each two terms lower than the principal square, and

representing a determinant of one lower order than those above referred to. These constitute what
I term a system of Second Minor Determinants; and so in general we can form a system of rth
minor determinants by the exclusion of 7 lines and r columns, and such system in general will

contain ,
nn—1)...(n—r+1)
1.2...r

distinct determinants. (SYLVESTER] [1850al p. 147)
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entao as cOnicas tém um contato simples da mais alta ordem

possivel, quase uma coincidéncia absoluta, isto €, eles se encontram

em quatro pontos consecutivosH. (SYLVESTERI [1850a, p. 148,

traducao nossa)

Resumimos a estratégia de Sylvester na Tabela 3.1. Do ponto de vista
geométrico, o procedimento algébrico que possibilita classificar o tipo de contato tem
relacao direta com os tipos de conicas degeneradas pertencentes a familia U + uV/,

as quais ocorrem nas raizes pu de |U 4+ pV| = 0.

Tipo de contato | Determinante completo | Fatores comuns nos
menores
Nao hé contatos (w—a)(p—"0)(n—c) 1
Contato simples (n—a)*(u—0b) 1
Contato dipldide (n—a)*(u—0b) (u—a)
Contato préximo (b —a)’ 1
Contato confluente (p—a)? (b —a)

Tabela 3.1: Classificagao dos tipos de contatos.

Cada caso de multiplicidade da raiz i, acarreta conicas degeneradas de diferentes

tipos (retas distintas/coincidentes, tangentes ao(s) ponto(s) de contato(s) ou nao):

Seja agora (U + AV) tendo todas as suas raizes iguais. FEssa

condigao sera satisfeita [...] por fazer

U=2az>4yz+yzx
V = az? + ayz + byz.

Aqui, somente um par distinto de retas podem ser dese-

nhadas contendo as intersegoes, mostrando que trés dos seus

8No original: Now let U and V be characteristics of two conics, that is, let each be a function
of only three letters, it may be shown (see my paper* in the Cambridge and Dublin Mathematical
Journal for November, 1850) that the different species of contacts between these two conics will
correspond to peculiar properties of the compound characteristic U 4 pV'.

If the determinant of this function have two equal roots, the conics simply touch; if it have three
equal roots, the conics have a single contact of a higher order, that is, the same curvature; if its six
first minors become zero simultaneously for the same value of u, the conics have a double contact.
If the same value of u, which makes all these first minors zero, be at the same time not merely a
double root (as of analytical necessity it always must be) but a treble root of

OW +upV) =0,

then the conics have a single contact of the highest possible order short of absolute coincidence,

that is, they meet in four consecutive points. (SYLVESTER] [1850al p. 148)
9Para mais detalhes, veja (BRECHENMACHER] 006D, p. 54).
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quatro pontos coincidem. Isto pode ser denominado “Contato

Préximo”. (SYLVESTERI [185Tal p. 224, grifo nosso)

A citacao acima é um extrato do artigo publicado em 1851, no Philosophical
Magazine, no qual Sylvester parte das propriedades da “caracteristica composta”
U+ uV =0 e chega as caracteristicas de U e V.

Sylvester estendeu o método para classificar os tipos de contatos entre duas
conicas baseado na comparacao do desenvolvimento polinomial dos menores para in-
vestigar as intersegoes entre duas quadricas (representadas por equagdes homogéneas
de grau 2 a quatro varidveis) e, de forma mais geral, entre duas formas quadraticas
(n varidveis). A generalizagao da técnica de extracao de sistemas de determinantes

menores foi baseada em uma representacao em forma de tabela retangular a qual
Sylvester denominou matriz (BRECHENMACHERI 2006D, p. 14):

(...) nés devemos comegar, nao com um quadrado, mas com um
arranjo retangular de termos consistindo, suponha, de m linhas e
n colunas. Isto nao representara em si mesmo um determinante,
mas, uma Matriz da qual podemos formar varios sistemas de
determinantes por fixar um nimero p, e selecionar quaisquer p
linhas e p colunas, os quadrados correspondendo ao que pode ser
chamado de determinantes de p-ésima orde . (SYLVESTERI,
[I850al, p. 150, traducdo nossa, grifo nosso)

A nocao de matriz, em Sylvester, é associada “a uma pratica especifica que arti-
cula a extracao de menores a uma decomposicao polinomial para resolver o problema
colocado pela existéncia de raizes multiplas” (BRECHENMACHERI 2006b] p. 16).

Observamos que, no artigo em que a nocao de matriz foi introduzida, nao foi

apresentada uma representacao em forma de tabela. Em outro artigo, publicado

10No original: Now let (U + AV) have all its roots equal. This condition will be satisfied |.. ]
by making

U=2>+yz+yz
V = ax® + ayz + byzx.

Here only one distinct pair of lines can be drawn to contain the intersections, showing that three
out of the four points come together. This may be termed “Proximal Contact”. (SYLVESTER]
[I85Tal p. 224)

1(...) we must commence, not with a square, but with an oblong arrangement of terms con-
sisting, suppose, of m lines and n columns. This will not in itself represent a determinant, but is,
as it were, a Matrix out of which we may form various systems of determinants by fixing upon a
number p and selecting at will p lines and p columns, the square corresponding to which we may

be termed determinants of the p'" order. (SYLVESTER] [I850a} p. 150)
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em 1851 no Philosophical Magazine, Sylvester fala novamente sobre o problema dos
contatos, sem empregar matrizes diretamente. Em uma nota de rodapé, uma certa
matriz quadrada é mencionada em conexao com o determinante de uma funcao
binaria:
(...) a teoria das fungoes quadraticas se mistura a uma teoria
mais ampla de funcoes binarias, consistindo da soma de multiplos
de produtos binarios formados por combinar cada um do conjunto

de quantidades x, y e z ...com cada um do mesmo ntimero de

quantidades do conjunto 2/, ¥’ e 2’ ... Por exemplo,
axx' + bxy' + cxd

+a/y$/ + b/yy/ + C/yZ/
+a//zx/ + bllzy/ + C”ZZ/

seria uma fun¢ado bindria e seu determinante (ndo mais, como em
uma fungao quadratica, simétrico sobre dua diagonal) correspon-

deria a matriz quadrada

(SYLVESTER] 8514, p. 222, traducdo nossa

2No original: the theory of quadratic functions merges in a larger theory of binary functions,
consisting of the sum of the multiples of binary products formed by combining each of one set of
quantities z, y, z, ...with each of the same number of quantities of another set, as 2/, /', 2’ ... For
instance,

axx’ + bxy + cxd
+alyx/ + blyy/ +Clyzl
+a/lle + b”zyl + C”ZZI
would be a binary function, and its determinant (no longer, as in a quadratic function, symmetrical
about either diagonal) would correspond to the square matrix

a b

a b .
a// b// C”

(SYLVESTER], 185Tal, p. 222)
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3.1.2 Episédio de pesquisa II: Cayley e o calculo simbdlico

com matrizes

Cayley (1821-1895) também foi um matemético inglés. Nasceu em Richmond, Lon-
dres. Passou os primeiros sete anos de sua vida em St. Petersburg, onde seu pai foi
um comerciante bem sucedido e onde aprendeu o idioma francé.

Em 1842, Cayley obteve o titulo de Senior Wrangler, que designava a melhor
colocagao nos exames do Mathematical Tripos, no Trinity College Cambridge. Sem
a indicacao para um cargo de professor de matematica em uma universidade, Cayley
se dedicou a lei, como advogado, durante cerca de 14 anos. Paralelamente, manteve
sua dedicacao a pesquisa. Em 1863, foi eleito para a posicao de Sadleirian Professor
de Matematica Pura da Universidade de Cambridge (o primeiro a assumir essa
posicao), cadeira que manteve pelo resto de sua vida.

Cayley também esteve nos Estados Unidos por um periodo de seis meses, em
1882, atendendo a um convite para ministrar um curso na Johns Hopkins Univer-
sity, em Baltimore, onde Sylvester era professor. Eles tiveram estreitas relacoes de
amizade e desenvolveram trabalhos em colaboragé. Nas memorias de Sylvester,
citadas na Se¢ao B.I.T], encontram-se algumas mengoes a Cayley reconhecendo sua
contribuicao. As suas publicacoes estao reunidas em 13 volumes nos The collec-
ted mathematical papers of Arthur C’ayle, elas versam sobre temas em geometria
analitica, transformacoes lineares, matrizes, determinantes, teoria dos invariantes,
teoria das equagoes, cdlculo, fungoes homogéneas, equacoes diferenciais, teoria dos
grupos etc. Ele recebeu algumas honras em reconhecimento a sua pesquisa como a
Royal Medal em 1859, a Copley Medal em 1882, a De Morgan Medal em 1884.

A generalizacao da pratica de extracao de sistemas de determinantes menores
para determinantes de qualquer ordem colocou o problema de enumeracao desses
sistemas, o que chamou a atencao de Cayley para a nocao de matriz e o levou a

publicar trés artigos sucessivos em 1855 (BRECHENMACHER! 2006h). A nocao

de matriz foi utilizada por Cayley, pela primeira vez, no artigo Remarques sur la

13As informacdes apresentadas sobre a biografia de Cayley foram, principalmente, baseadas
em [I895). Andrew R. Forsyth foi o sucessor de Cayley na cadeira de Professor de
Matematica Pura de Cambridge e foi o editor da coletania de artigos de Cayley.

4Cayley e Sylvester lancaram as bases para a teoria dos invariantes. (BRECHENMACHER]
20061} p. 16)

15Todos eles podem ser acessados na biblioteca digital (http://archive.org/index.php)
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notation des functions algébriques (Notas sobre a notacao das fungdes algégricas), no
qual ele introduziu uma notagao para matriz, como sendo pratica para representar

sistemas lineares e formas quadraticas.

Eu uso a notacgao

a, B, 7,
a’? 6/7 7/7
CY//, 6//7 7//7

para representar o que eu chamo de matriz, ou seja, um sistema
de quantidades arranjadas em forma de quadrado, mas totalmente
independentes (eu nao falo aqui de matrizes retangulares). Essa
notacao me parece muito comoda para a teoria das equacoes line-

ares; eu escrevo, por exemplo:

&n,¢,...)=( a, By oy, | )y, 2.
al’ 18/7 ’7/7
a//’ /8//, ,,)///’

para representar o sistema de equagoes

&E = ar + By + vz ...,
n = der + By + 2z ...,
= o'z + By + 'z ...,

(CAYLEY], 1855 p. 185, tradugao nossa)@

[...] e dai por

(|a h g | Nzy,2)?
h) b) f7
g, [ ¢

16Nesta secdo, as citacdes mais extensas ndo serdo apresentadas na lingua original.
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a funcao quadratica
az? 4+ by? + c2® + 2fyz + 2g9zx + 2hay . . .

(CAYLEY! 1855, p. 187, traducao nossa)

Em 1858, Cayley publicou uma memoria sobre matrizes: A Memoir on the The-

ory of Matrices (CAYLEY], [I858)). Nela, ele descreve o que é uma matriz, define as

operacoes com matrizes, enuncia as propriedades das operacoes, enuncia e demons-

tra um resultado a que ele se refere como “teorema notavel” e apresenta aplicacoes

desse resultado. Delimitaremos o episddio da pesquisa de Cayley por essa memoria.

Na primeira pagina da memdria, Cayley apresenta uma definicao para o termo

matriz:

O termo matriz pode ser usado em um sentido mais geral, mas
nesta memoria eu considero somente matrizes quadradas e retan-
gulares, e o termo matriz sem qualificacdo deve ser interpretado
como uma matriz quadrada; nesse sentido restrito, um conjunto

de quantidades arranjadas na forma de um quadrado,

(a, b, c)
a, b, d
" /! /!
a’, b, ¢

é dito ser uma matriz. A nocdo de matriz surge naturalmente a
partir de uma notacao abreviada para um conjunto de equacoes

lineares, ou seja, as equagoes

X =a + by + cz
= dr + Vy + dz
Z = dz + Vy + 2...,

podem ser simplesmente representadas por

(X, Y,Z)=(a, b, ¢ )z,y,2)
a, v, d
a//7 b//7 C”

e a consideracao de um tal sistema conduz as nocoes mais funda-

mentais na teoria das matrizes. (CAYLEY] [I858] p. 17, tradugéo
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nossa).

Como mostra o trecho acima, Cayley descreve matriz como “um conjunto de
quantidades organizadas em forma de quadrado” e, novamente, associa a no¢ao de
matriz a uma notacao “comoda” de um conjunto de equagoes lineares. Na pagina

seguinte, a notagao acima é explicada como um conjunto de “funcoes lineares”:

2. A notacao

a//7 b”, C”

representa o conjunto de funcoes lineares
( (a'v b7 C)(II,', Y, Z) ) (alv blv C/)(.’IJ, Y, Z) ) (a'//7 bl/v C//)(.%', Y, Z) )7

chamando-as de (X,Y,Z), temos

(X, Y,Z)=(a, b, ¢ Yz,y,z2)
a, b, d

a/l’ bl/’ Cl/

(CAYLEY] 1858 p. 18, tradugio nossa)

Notemos que, apesar de inicialmente Cayley se referir a sistemas de equagoes,
ao explicar a notacao, ele se refere a um conjunto de funcoes lineares. Nao
parecia necessitar da diferenca reconhecida hoje entre sistemas de equacgoes lineares
e transformacoes lineares. Vale mencionar que a expressao “transformacoes lineares”
era bastante utilizada por Cayley, apesar de nao ser empregada na memoria de 1858.
Alguns artigos sao dedicados a transformagoes lineares, por exemplo, (CAYLEY]
1845).

Voltando a primeira pagina da memoria, logo apoés definir matriz, Cayley faz
uma analogia entre matrizes e nimeros, dizendo que matrizes se comportam como
quantidades simples (single quantity), podendo ser adicionadas e multiplicadas ou

compostas.

17Cayley anuncia que o termo matriz sem qualificacio deverd ser compreendido como matriz
quadrada, embora ele também considere matrizes retangulares.
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As operagoes com matrizes sao definidas com base na relacao entre matrizes e
sistemas de equacoes. A multiplicacao de matrizes, por exemplo, é definida a partir

da seguinte composic¢ao:

11. As equacoes
(XaYaZ):(aa b, c)(:c,y,z), (X,y,Z):(Oé, ﬂa ’7)(5;777C)
a/ b/ C/ a/ B/ ,y/
a// b// c// a// B// ,y//
dao
(XaYaZ):(Av B, C)(&??,O (av b, C) (aa ﬂaV)(&ﬂaC)
A/ , B/ , C/ — a,/’ b/7 C/ a/ , B/ , ,.}//
A//7 B//7 C// a//, b//, c// a//7 /3//7 ,y//

(CAYLEY] 1858, p. 20)

Em seguida, Cayley apresenta o resultado da “composicao de matrizes” como:

((a, b, c)(e, ', a"), (a, b, c¢)(B, B, 8"), (a, b,c)v,7,7")) (a,b,c)(a,pB, )
(@, V', ), o, "), (a0, ¢)(B, B, "), (b, )y, 7', 7") a, b, d By
(G/”, b”, C”)(Oé, Oél, Oé”)7 (a”, b”, C”)(ﬁ,ﬁl, 6”), (a”, b”, C”)(’)/, ’Yl, ’Y”) G/”, b”, C” Oé”, ﬁ”, ’)/” .

A matriz nula e a matriz unidade (identidade) sao definidas antes das operagoes.
Apos definir as operagoes com matrizes, Cayley enuncia as propriedades das
operacoes. Ele menciona a nao validade da comutatividade para a multiplicagao
ou composicao de matrizes e a validade da associatividade, dentre outras proprie-
dades, e apresenta a nocao de matriz inversa ou reciproca.

De acordo com Brechenmacher, a historiografia considera essa meméria como
um dos primeiros trabalhos sobre a teoria das algebras associativas, enfatizando as
leis das operagoes sobre as matrizes. No entanto, a motivacao inicial de Cayley teria
sido um problema ja abordado por Charles Babbage: determinar a expressao das
funcoes homograficas de periodicidade dada, ou seja, encontrar ¢(z) = Zj —|—|: g
tal que ¢"(z) = + (BRECHENMACHERI 2006h).

Outro ponto levantado por Brechenmacher diz respeito ao teorema notavel, em

torno do qual a teoria das matrizes ¢ desenvolvida, anunciado na primeira pagina

da memoria:
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Obtenho um teorema notavel de que qualquer matriz satisfaz
uma equacao algébrica de sua proépria ordem, o coeficiente da
maior poténcia sendo a unidade e, os das outras poténcias, funcoes

dos termos da matriz, o ultimo coeficiente sendo, de fato, o deter-

minante@ (CAYLEY], 1858, p. 17, grifo nosso)

Mais da metade da memoria é dedicada a aplicagoes do teorema notavel: deter-
minar uma matriz periddica e de ordem dada, conhecendo-se a periodicidade (isto
é, determinar uma matriz de ordem n satisfazendo M? = [ para algum valor de p
dado) e determinar todas as matrizes que comutam com uma matriz dada (isto é,
dada a matriz M, determinar as matrizes L que satisfazem ML = LM).

Cayley faz uma observagao no final da memoria mencionando Babbage como ja
tendo investigado o problema da expressao das fungoes homogréficas de periodici-
dade dada e relacionando as aplicagoes apresentadas com esse problema. Babbage
fez parte de uma geracao de matematicos da primeira metade do século XIX cuja
corrente de pensamento foi designada como escola algébrica ingles. A abor-
dagem dessa escola tinha como ponto forte um simbolismo algébrico. Segundo

Brechenmacher! (2006b, p. 19), os problemas do calculo de poténcias e raizes de

matrizes retomam uma preocupacao tradicional dessa escola, apds os trabalhos de
Herschell, em 1813, sobre a notacao dos operadores diferenciais e a propriedade
(@) = @),

A prética elaborada para resolver o problema de exprimir as poténcias e raizes
de uma matriz se baseia em uma dupla interpretacao da nocao de matriz:
ora como um sistema de numeros, ora como uma quantidade simples (single
quantity). Logo apds definir a operagao de multiplicar uma matriz por um numero,

Cayley introduziu a noc¢ao de matriz como uma quantidade simples.

8No original: I obtain a remarkable theorem that any matrix whatever satisfies an algebraical
equation of its own order, the coefficient of the highest power being unity, and those of the other
powers functions of the terms of the matrix, the last coefficient being in fact the determinant;

(CAYLEY] 0858 p. 17)

190s principais matematicos associados a essa corrente siao G. Peacock, D. F. Gregory, A. de

Morgan, W. R. Hamilton e G. Boole. p. 19).
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10. Nés temos, em particular,

m(1l, 0, 0) (m, 0, 0)
0, 1,0 = (0, m, 0O
0, 0,1 0, 0, m

ou, trocando a matriz no lado esquerdo pela unidade, podemos

escrever
(m, 0, 0)

m= 10, m, 0

0, 0, m

A matriz no lado direito é dita ser a matriz quantidade simples
m c0|n51derada como envolvendo a matriz unldalde.l(I CAY-

LEY, 1858, p. 20, traducao nossa, grifo nosso)

Na demonstracao do “teorema notavel”, Cayley interpreta a matriz dada M ora
como uma quantidade multipla ora como uma quantidade simples, ou seja, ora como

uma matriz, ora como um numero:

O teorema geral mencionado sera melhor compreendido pelo de-

senvolvimento completo de um caso particular. Imagine uma ma-

triz
(a, b)
M =
. d
e forme o determinante
a—M, b
c, d—M
20No original: 10. We have, in particular,
m(1l,0,0) (m, 0, 0)
0, 1,0, = (0, m, 0
0, 0,1 0, 0, m

Y Y

or replacing the matrix on the left-hand side by unity, we may write

(m, 0,0)
mz‘() m, 0‘

)

The matrix on the right-hand side is said to be the single quantity m considered as involving the

matrix unity. (CAYLEY] 1858 p. 20)
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o desenvolvimento completo da expressao desse determinante é
M? — (a+d)M* + (ad — be) M°;

[...] e substituindo esses valores o determinante se torna igual a

matriz zero |.. ](Dm, 1858, p. 23)

Sobre o determinante formado, Cayley considera que:

(a— M, b ) (a, b) (1, 0)
e ama] e d Mo
ou seja, a matriz original M, diminuida pela mesma matriz considerada como uma
quantidade simples (nimero), envolvendo a matriz unidade (identidade).
Apoés a demonstracao do “teorema notavel”, sao apresentadas as aplicagoes,
sendo a primeira delas o problema de determinar as raizes quadradas de uma ma-
triz quadrada de ordem 2. Com base no mesmo resultado, Cayley desenvolveu uma

pratica de fatoracao de polinomios de matrizes:

M? —(a+d)M +ad —bc =0

e sejam X;, X;; as quantidades simples, raizes da equacao

ou
X%~ (a+d)X +ad—bc=0.

2INo original: The general theorem before referred to will be best understood by a complete
development of a particular case. Imagine a matrix

_ b)
M= e d]
and form the determinant
a—M, b
¢, d—M |’

the developed expression of this determinant is
M? — (a+ d)M" + (ad — be)M?;

[...] and substituting these values the determinant becomes equal to the matrix zero |[...] (CAY-

LEY, 1858, p. 23)
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A equagao satisfeita pela matriz pode ser escrita
(M - X)) (M - X;;) =0

[...] & primeira vista, pareceria que nds deveriamos ter um dos
fatores simples igual a zero, o que, obviamente, nao é o caso, uma
tal equacao significaria que a matriz perfeitamente indeterminada
M seria igual a uma quantidade simples, considerada como envol-
vendo a matriz unidade. A explicacao é que cada um dos fatores
simples é uma matriz indeterminada, de fato, (M — X;) representa

a matri

a—XZ-, b
( )
‘ C, d_Xz

(CAYLEY! 1858, p. 26-27)

Na citacao acima, Cayley descreveu a fatoracao de polinomios em matrizes e
discutiu o fato de que um produto de matrizes igual a matriz nula, nao implica que
qualquer dos fatores do produto seja igual a matriz nula. O termo “indeterminada” é
empregado para designar matrizes cujo determinante é nulo, nesse caso, tais matrizes
nao possuem inversa.

A nocao de matriz evoluiu e adquiriu uma nova identidade com a memoria de
Cayley. As matrizes deixaram de ser consideradas apenas como geradora de sis-

temas de determinantes menores e passam a ser associadas as leis de um

%No original: [...]
M? —(a+d)M +ad —bc=0

and let X;, X;; be the single quantities, roots of the equation

(a’fXa

b ) _
| c, d—X} =0

or
X2 —(a+d)X +ad —bc = 0.
The equation satisfied by the matrix may be written
(M = X;)(M - X35) =0

[...] it would at first sight seem that we ought to have one of the simple factors equal to zero,
which is obviously not the case, for such equation would signify that the perfectly indeterminate
matrix M was equal to a single quantity, considered as involving the matrix unity. The explanation
is that each of the simple factors is an indeterminate matrix, in fact (M — X;) stands for the matrix

((J,*Xi, b )

| e d-xi| O

(CAYLEY] [I858, p. 26-27)
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calculo simbdélico e a um teorema notavel. [Brechenmacher (2006b)) defende
que essa nova identidade surgiu para resolver um problema especifico, que se situa
em um contexto cultural especifico, influenciado pela heranca deixada pela escola
algébrica inglesa.

Trinta anos depois de ter introduzido o termo “matriz”, Sylvester passou a conce-

ber as matrizes em referéncia a Cayley, em seus trabalhos sobre poténcias e raizes de

substituigoes lineares (transformagoes lineares) (SYLVESTER] [1882) e em outros.

3.2 Objetos e técnicas epistémicas

Os conceitos de objetos epistémicos e técnicas epistémicas foram adaptados da histo-
riografia das ciéncias por Moritz Epple a partir dos estudos de Hans-Jorg Rheinber-
ger sobre a pratica experimental de biologistas moleculares. Esses conceitos possibi-
litam descrever e analisar episddios de pesquisa a partir da pratica da matematica,
contextualizando no tempo e no espacgo os objetos e ferramentas envolvidos. Ep-
ple interpreta o quadro metodoldgico desenvolvido por (1997) e propoe
uma adaptacao para a histéria da matemdtica em (EPPLE] [1999), conforme citado
por (EPPLE, 2004).

Objetos epistémicos sao os objetos sob investigacao no episdédio de pesquisa
a ser analisado, sao as construcgoes intelectuais ou ainda os processos que sao refe-
ridos como objetos pelos cientistas estudados. Tratam-se de elementos da pesquisa
que induzem questoes, uma vez que estao sob investigagao, porque sao parcialmente
ou vagamente compreendidos. Ja as técnicas epistémicas sao os procedimen-
tos, as técnicas que permitem determinar algumas das caracteristicas dos objetos de
pesquisa, possibilitando formular questoes precisas sobre os objetos e fornecendo fer-
ramentas para responder as questoes colocadas. Em geral, as técnicas sao produtos
finais de atividades anteriores (EPPLE] 2004]).

Para citar um exemplo, vamos considerar o texto Ars Magna de Cardano, a partir
da traducao de [Witmer| (1993). Nele, o que estd sob investigacao sao as solugoes
de equacoes expressas por radicais, em especial, a solucao de equacoes ctibicas e a
apresentacao de métodos para transformar equagoes. Assim, considerando o episédio

da pesquisa sobre a resolucao de equagoes por radicais delimitado por esse texto, o
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objeto epistémico ¢ composto pelas equacoes algébricas. Ja as técnicas epistémicas
sao as regras da algebra que se aplicam a resolucao de equagoes conhecidas até o
momento, bem como as proposicoes de Euclides empregadas para demostrar essas
regras.

H4, ainda, um terceiro conceito, o de configuragao epistémica, que diz respeito
a totalidade dos recursos intelectuais envolvidos em um episédio de pesquisa. Tais
recursos compreendem a linguagem matematica, as técnicas utilizadas, os topicos de
pesquisa e os problemas abertos sob consideragao em um episodio, ou seja, todo o
horizonte de ideias seguidas pelos pesquisadores envolvidos (EPPLE, 2004], p. 148).
Retomando o exemplo de Cardano, a configuracao epistémica inclui, dentre outros
elementos, a chamada arte cossist de resolver equagoes, praticada pelos algebristas
dos séculos XIV, XV e XVI, a dlgebra arabe; bem como as contribui¢oes de Scipione
del Ferro, Tartaglia e Ludovico Ferrari na resolucao de alguns tipos de equagao,
citadas pelo proprio Cardano.

De um ponto vista historiografico, a leitura das fontes a partir dos conceitos de
objetos, técnicas e configuracoes epistémicas é adequada quando se deseja compa-
rar episdédios da pesquisa matematica relacionados a uma determinada nocao ma-
tematica ou ao desenvolvimento de uma teoria. Seu ponto forte estd em ressal-
tar a dinamica das configuragoes epistémicas, mostrando que os objetos e técnicas
epistémicas nao sao imutaveis e atemporais, eles sao localizados no tempo e no
espaco. Isso permite destacar as diferencas ao comparar episédios de pesquisa rela-
cionados a uma mesma nocao, que pode ser considerada objeto em um determinado
episodio e, mais tarde, se tornar uma técnica de pesquisa. Para darmos mais um
exemplo, os logaritmos foram o objeto epistémico de John Napier e Henri Briggs
no inicio do século XVII e se tornaram uma técnica epistémica para os astronomos,

como nas tabelas logaritmicas de Johannes Kepler (FAUVEL; GRAY] [1987).

Também pode acontecer que técnicas aplicadas em determinadas situagoes po-

dem constituir objetos de investigacao. Os numeros complexos e 0s numeros ne-

gativos ilustram essa situacao, pois eram considerados nos passos intermediarios

A traducdo para o alemdo da palavra “coisa” (incégnita) deu origem ao termo “coss”, e a
pratica de resolver equacgoes ficou conhecida como arte “cossista”. Ao longo do século XVI,
difundiram-se diversos textos “cossistas”. Neles, o autor introduzia operagoes aritméticas e de-
finia a notacao que ia usar para as quantidades desconhecidas e suas poténcias e indicava como

realizar operagoes com essas quantidades. (ROQUE] [2012))
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da resolucao de equacoes por Cardano e seus contemporaneos, nao sendo aceitos
como solucoes 2012). Quando a natureza e o estatuto matematico desses
nimeros comecaram a ser discutidos, podemos dizer que eles assumiram o papel de
objetos epistémicos, como, por exemplo, com os trabalhos de Argand e de Gauss.
Vemos, assim, que objetos e técnicas podem trocar de lugar de um episoédio a outro.

(2004) utilizou essa metodologia para analisar duas contribuigdes influen-
tes na topologia no inicio do século passado: dois episddios simultaneos da pesquisa
matematica sobre a teoria dos nds, cujos principais matematicos envolvidos foram
James W. Alexander e Kurt Reidemeister. (2009) também aplicou essa me-
todologia para analisar dois episddios simultaneos da pesquisa matematica, no final
do século XIX, associados a origem da teoria da convexidade. O primeiro foi deli-
mitado pelas pesquisas de Karl Hermann Brunn (1862-1939) sobre corpos convexos
e o segundo pelas pesquisas de Hermann Minkowski (1864-1909). A interpretagao
desses episodios, segundo a metodologia em questao, contribuiu para revelar as di-
ferengas nas configuragoes epistémicas de cada um, o que permitiu compreender e
explicar por que as praticas elaboradas por Minkowski, e nao as de Brunn, conduzi-
ram ao desenvolvimento da teoria da convexidade (KJELDSEN| 2009). A respeito
da aplicabilidade da metodologia, Kjeldsen destaca que os conceitos adaptados por
Epple favorecem a distingao entre o modo como os elementos que geram o problema
e os elementos que geram as respostas funcionam, interagem e mudam no curso do
trabalho de um matemético ou de um grupo de matematicos.

Os conceitos de objetos e técnicas epistémicos também foram utilizados em pro-

postas de ensino com abordagens histéricas, como (JANKVIST), 2009; KJELDSEN]|
201Ta; KJELDSEN; BLOMH®J| 2012]). Esses conceitos sao usados nesses trabalhos

com o objetivo de abrir as fontes, propondo que estudantes identifiquem os objetos
sob investigacao e as técnicas empregadas nesses textos. Utilizaremos esses conceitos
na parte empirica da pesquisa com um objetivo similar.

Antes de partirmos para a releitura dos episédios segundo os conceitos acima,
facamos uma comparacao entre a abordagem de Brechenmacher e a de Epple. Ambos
se baseiam na concepc¢ao da matemadatica como uma pratica e preocupam-se em
destacar semelhancgas e diferencas a partir da comparacao de praticas ou episodios

de pesquisa. Além disso, ambas as abordagens possibilitam situar no tempo e no
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espaco as nocoes matematicas envolvidas.

Brechenmacher procura situar a nocao de matriz dentro do contexto cultural
que ¢ préprio de cada episodio, relacionando-a com a pratica desenvolvida. Ja a
perspectiva de Epple possibilita destacar a dinamica na produgao do conhecimento,
ao observar as mudancas nos objetos e técnicas ao longo de um ou mais episodios
de pesquisa.

Ressaltamos a importancia da visao compartilhada pelas abordagens histori-
ograficas acima para o ensino de matemética. Sendo a matemética vista como uma
atividade dinamica, seus objetos sao construidos dentro de praticas especificas, si-
tuadas no tempo e no espaco. Isso quer dizer que os objetos matematicos tém um
inicio e podem se alterar ao longo do tempo. Essas ideias constrastam com a visao
que ¢ promovida pelo ensino dessa disciplina, que apresenta os objetos mateméaticos

como entidades imutaveis e atemporais.

3.2.1 Releitura do episodio 1

Retomamos aqui o episédio da pesquisa de Sylvester, delimitado pelas publicac¢oes
que abordam o o problema da classificacao dos tipos de contatos entre duas
conicas, ou, como temos nos referido, o problema dos contatos (SYLVESTER)
T850a; SYLVESTER] 18500 SYLVESTER] 185Ta).

Os tipos de contatos entre duas conicas foram o principal elemento gerador de
questoes e, portanto, o objeto epistémico desse episddio. Apesar de nao se tratar de
um novo objeto - uma vez que a classificacao em quatro tipos de contatos ja era co-
nhecida e o problema de identifica-los ja havia sido abordado por outros matematicos
como Pliicker, em 1828 (BRECHENMACHERI 2006al, p. 10), por métodos analiticos
- Sylvester elaborou uma pratica que permite identificar os tipos de contatos entre
duas conicas de uma nova maneira, com recurso ao calculo de determinantes. Esse
¢ um exemplo de episédio de pesquisa onde o objeto sob investigacao era conhecido
e compreendido em alguma extensao.

Dentre os elementos que contribuiram para gerar respostas ao problema dos
contatos, temos os determinantes, a ferramenta chave que permitiu estabelecer os
critérios para a classificacao. Assim, nesse episodio, os determinantes estao no papel

de técnicas epistémicas. Além disso, a representacao das conicas por equagoes em
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coordenadas homogéneas, também contribuiu para gerar respostas, assim, também
fazem parte das técnicas epistémicas nesse episdédio da pesquisa de Sylvester.
Os determinantes menores foram introduzidos e propriedades sobre eles foram

enunciadas, assim, eles também funcionaram como elementos geradores de questoes:

[...] nés devemos ser capazes de determinar o significado e o efeito
de fatores comuns, um ou mais entrando nos sistemas sucessivos

de determinantes menores, derivados do determinante completo

de U + pV. (SYLVESTERI [I850al p. 150, tradugao nossa)

Ao mesmo tempo, eles foram os objetos fundamentais da técnica desenvolvida
para classificar os tipos de contatos entre duas conicas. Dessa forma, eles desempe-
nharam o papel de objeto epistémico e ao mesmo tempo de técnica epistémica.

As matrizes nao foram o objeto de investigagao de Sylvester nos trabalhos con-
siderados por nés para delimitar este episodio de pesquisa. Elas foram introduzidas
em conexao com a técnica de extracao de menores que deixou de se apoiar no de-
terminante completo, para se basear na tabela por tras do determinante, isto é, as
matrizes ofereceram uma representacao, a partir da qual os menores poderiam ser
gerados. Assim, as matrizes contribuiram, em certa medida, para gerar a resposta
do problema, isto é, para a classificacao dos tipos de contatos entre duas cOnicas.
Logo, a nogao de matriz esta entre as técnicas epistémicas do episdédio em questao.

A configuragao epistémica de Sylvester compreende os objetos epistémicos, as
técnicas epistémicas, bem como todo o quadro técnico da geometria analitica, da

geometria projetiva e também o das formas quadraticas.

3.2.2 Releitura do episddio 11

As matrizes ja eram conhecidas por Cayley por meio dos trabalhos de Sylvester e
Cayley ja havia definido algumas operacoes com matrizes em memorias anteriores.
No entanto, na memoria de 1858, elas se tornam seu objeto principal de investigacao.
A partir das matrizes, questoes foram colocadas acerca da possibilidade de formar
fungoes com matrizes (poténcias, polinomios, raiz quadrada etc.). Além disso, uma
pratica de fatoracao de polinomios com matrizes foi elaborada. Dessa forma, as ma-
trizes funcionaram como o elemento gerador de questoes, constituindo-se, portanto,

em objeto epistémico nesse episddio, ou seja, as matrizes adquirem um status bem
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diferente do episédio anterior. Temos aqui mais um exemplo de uma nocao que
surge no papel de técnica e se torna o objeto epistémico de outro episddio.

As questoes que poderiam ser colocadas sobre as matrizes dependem do método
de gerar respostas, isto é, das técnicas epistémicas, as ferramentas matematicas
pelas quais Cayley investigou seu objeto. Sao elas: o cédlculo simbdlico aplicado
a “quantidades simples”, os determinantes, equagoes polinomiais e a fatoracao de
equacoes polinomiais que foi estendida para matrizes.

A configuracao epistémica na qual Cayley trabalhou inclui todo o quadro técnico
das transformacoes lineares, dentro do qual a matriz passou a representar uma
“notacao abreviada” e as operacoes com matrizes foram definidas. A heranca dei-
xada pela escola algébrica inglesa também esta incluida na configuragao epistémica

desse episddio.

3.2.3 Sobre o papel da nocao de matriz em cada episédio

Comparando os dois episédios, em ambos o objeto epistémico era conhecido em
alguma extensao. No primeiro, a classificacao dos pontos de contato entre duas
cOnicas em quatro tipos ja era conhecida e a identificacao do tipo de contato ja
havia sido tratada anteriormente por métodos analiticos. No segundo, as matrizes
ja eram conhecidas por Cayley a partir dos trabalhos de Sylvester. Além disso, os
dois episédios possuem uma técnica epistémica em comum: os determinantes. Os
determinantes menores surgiram como um objeto epistémico no primeiro episédio
e trocaram de papel no mesmo episédio, ao se tornarem uma técnica para gerar
respostas sobre o problema dos contatos.

A diferenca mais marcante estd no papel das matrizes em cada episddio. Essa
nocao surgiu em meio as técnicas epistémicas no primeiro episédio e contribuiu para
resolver o problema dos contatos uma vez que a técnica de extracao de menores foi
baseada em uma representacao em forma de tabela, ainda que Sylvester nao a te-
nha usado diretamente. Assim, as matrizes desempenharam o papel de uma técnica
epistémica. No segundo episédio, a nocao de matriz se tornou o objeto epistémico.
A meméria de 1858 foi intencionalmente dedicada a estudar esse objeto. As matri-
zes passaram a ser caracterizadas pelas leis de um calculo simbdlico, pelo enunciado

do “teorema notéavel” e pela pratica de fatoracao de polinémios de matrizes (BRE-
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CHENMACHER, 2006b)). Elas ofereceram uma nova linguagem, segundo a qual
problemas ja conhecidos puderam ser tratados de outra forma e novos problemas
puderam ser colocados. Outra diferenca esta nos problemas em torno dos quais as
pesquisas de Sylvester e de Cayley se desenvolveram, o que tem relacao direta com
os objetos epistémicos, uma vez que as questoes de pesquisa- os problemas - sao
formulados em funcao desses objetos. Além disso, os problemas em cada episédio
demandaram técnicas distintas em busca de solugoes. Os objetos epistémicos sao
diferentes e, apesar dos determinantes constituirem uma técnica epistémica comum,
as demais técnicas também sao diferentes. A configuracao epistémica dentro da qual
a pesquisa estd inserida influencia seu desenvolvimento bem como a forma com a
qual os matematicos definem os seus objetos de estudo.

As mudangas destacadas acima ilustram como os objetos mateméticos surgem
de forma dinamica e como eles se modificam ao longo do mesmo ou de diferentes
laboratérios de pesquisa, o que contribui para desconstruir a visao ainda muito

comum dos objetos matematicos como entidades imutaveis e atemporais.

3.3 Identificando metarregras nos discursos de
Sylvester e de Cayley

Nesta secao, explicitaremos algumas metarregras presentes nos discursos de Sylvester
e de Cayley com base nos episddios de pesquisa delineados nas se¢oes anteriores. Nao
faremos uma exposicao de todas as metarregras ou rotinas subjacentes as praticas
de Sylvester e de Cayley, pois além de demandar uma analise bastante aprofundada
dos trabalhos desses matemaéticos, isso alongaria esta apresentacao desnecessaria-
mente. Escolhemos quatro metarregras para serem exploradas em nossa proposta
de ensino. O que determinou a escolha dessas quatro metarregras diante de tan-
tas outras implicitas nos discursos desses matematicos foi o interesse por aquelas
que expressavam acoes ou influenciavam concepcoes sobre determinantes e matrizes
notadamente distintas das atuais.

Em (KJELDSEN; PETERSEN| 2014)), duas metarregras do passado foram ex-

ploradas no design de um curso experimental sobre a historia do conceito de fungao:

validade geral da andlise e generalidade da variavel (veja Secao 2Z2). No
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texto do trabalho, os pesquisadores apresentaram as regras selecionadas como “me-
tarregras historicas”. O adjetivo parece ter sido empregado pelo fato de que as me-
tarregras em questao abarcam principios ou normas, dominantes no século XVIII,
reconhecidos e discutidos na historiografia da matematica. De acordo com o argu-
mento tedrico de Kjeldsen, regras metadiscursivas no discurso matematico se tornam
regras do nivel do objeto no discurso historico, isto é, as mesmas regras que estao
implicitas no primeiro discurso se tornam o objeto do segundo ao serem explicitadas
nas narrativas desse discurso. Isso sugere que metarregras podem ser identificadas,
inicialmente, no discurso histoérico, abrindo-se a possibilidade de uma anélise do

discurso original governado por essas metarregras.

Ja em (KJELDSEN; BLOMHQJ| 2012), metarregras do passado foram apon-

tadas diretamente a partir de fontes primarias. Nesse artigo, o argumento tedrico
de Kjeldsen foi ilustrado com a analise de dois relatorios produzidos por grupos
de estudantes da Universidade de Roskilde (veja Segao [2.2). Além das metarregras
acima (validade geral da andlise e generalidade da varidvel), outras foram apontadas
durante a andlise dos relatorios, sendo ilustradas com citacoes de fontes primaérias.
Como exemplo, no primeiro relatério, Kjeldsen e Blomhgj mostraram trechos da
solucao do problema da catenaria apresentada por Johann Bernoulli no século XVII,
que foi baseada na construcao geométrica de uma hipérbole equilatera. Nos dias de
hoje, a solucao de uma equagao diferencial é uma funcao. Desse modo, uma me-
tarregra acerca do que era entendido como a solugao de uma equagao diferencial (a
construgao geométrica de uma curva) foi apontada.

Trazendo um exemplo fora da histéria da matematica, (2013)) identifi-
cou metarregras a partir da analise do discurso de um professor em aulas de calculo
diferencial e da analise do discurso de seus estudantes a partir de entrevistas. A pes-
quisadora investigou as metarregras relacionadas ao uso de palavras, ao uso de me-
diadores visuais e ao modo como algumas narrativas sobre limites eram endossadas
(por exemplo, “o limite é um processo”, “o limite é um niimero”). Uma metarregra
relacionada ao uso de palavras foi o uso da metafora do movimento continuo
(por exemplo, “quanto mais x se aproxima de 0, mais os valores da funcao se apro-
ximam de 1”) sempre que o professor falava sobre o comportamento de fungdes no

contexto da defini¢ao informal de limites e do calculo de limites. Uma metarregra
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relacionada ao uso de mediadores visuais foi tragar graficos, empregada sempre
que o professor introduzia alguma definicao ou enunciava alguma propriedade de
limites.

O caminho que tragamos para identificar as metarregras baseia-se no argumento
tedrico de Kjeldsen, ao afirmar que metarregras implicitas no discurso matematico
tornam-se explicitas no discurso historico. Inicialmente, identificamos quatro

metarregras sobre determinantes e matrizes, que governaram os discursos de Syl-

vester e de Cayley, a partir da interpretacao histérica de |Brechenmacher| (2006b)).

Em seguida, realizamos uma andlise em fontes primarias desses matematicos
(SYLVESTER)], 1850al SYLVESTER] 1851al SYLVESTERI 1851c; [CAYLEY! [1858)
com o objetivo de compreender em que rotinas subjacentes as praticas desses

matematicos as metarregras selecionadas se inseriam.

Primeira metarregra no discurso de Sylvester:

Determinantes sao ferramentas usadas para investigar propriedades
geométricas de curvas e superficies e sao calculados a partir de fungoes

(polindmios homogéneos de grau 2).

Como vimos na Sec¢aoB.1.1] a originalidade de Sylvester estd no recurso ao calculo
de determinantes para resolver o problema de identificar os tipos de contatos entre

duas conicas ou duas quadricas. [Brechenmacher] (2006D, p. 10) expressa uma ideia

fundamental subjacente a pratica de Sylvester quando diz:

Estas publicacoes sucessivas permitiram acompanhar a elaboracgao
progressiva de um método que se caracteriza por uma tradugao
de propriedades geométricas ou analiticas dentro do qua-
dro do calculo de determinante (grifo nosso, traducao

nossa).

A citagao acima faz referéncia aos artigos publicados sobre o problema dos con-

tatos. Mostramos na Segao BTl a partir de varios extratos desses artigos, como

24No original: Ces publications successives permettent de suivre 1’élaboration progressive d'une
méthode qui se caractérise par une traduction de propriétés géométriques ou analytiques dans le

cadre du calcul des déterminants. (BRECHENMACHER] 2006b, p. 10)
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Sylvester empregou determinantes, sem o uso de matrizes, em sua pratica para
identificar os tipos de contatos entre duas conicas. Observamos ainda que Sylvester
falava em determinantes de funcgoes, sendo as funcoes polinomios homogéneos
de grau 2, que representavam as coOnicas. Mais especificamente, os coeficientes do
polinomio homogéneo U + V', em que U e V representam as conicas cujos pontos de
contato serao investigados, eram utilizados no calculo do determinante dessa fungao

que, por sua vez, resultava em um polinémio ciibico em p (veja quadro explicativo

na Figura [77):

a+pA d+puD e+ pE
\U+uV|=|d+uD b+puB f+uF
e+pull f+pF c+puC

De acordo com (SFARD) 2008, p. 201), metarregras estao envolvidas na atividade
padronizada de formulacao e substancializacao (substantiation) das regras no nivel
do objeto, isto é, na elaboracao de definicoes, de classificagdes, na construcao de
demonstracoes, entre outros. O recurso ao calculo de determinantes de polinomios
homogéneos foi recorrente na atividade de Sylvester de formular o método para
identificar os tipos de contatos. Assim, o modo como esse matematico empregou
determinantes levou-nos a considerar para este trabalho a metarregra: determinan-
tes sao ferramentas usadas para investigar propriedades geométricas de curvas e
superficies e sao calculados a partir de fung¢ées (polinomios homogéneos de grau 2).

Nos dias de hoje, determinantes sao definidos no contexto da Algebra Linear
como uma fun¢ao que associa matrizes quadradas a ntimeros e sao vistos como
propriedades de matrizes quadradas, o que nao ocorria antes, uma vez que a nogao
de matriz surgiu depois de determinantes. Essa mudanga no objeto sobre o qual
os determinantes passaram a ser calculados se reflete tanto nas regras do nivel do
objeto quanto nas regras metadiscursivas, as quais passaram a encerrar uma relagao
de dependéncia entre matrizes e determinantes que nao existia antes.

Em relacao as regras do nivel do objeto, a definicao de determinante passou a ser

expressa com base em matrizes quadrada. O mesmo ocorreu com as propriedades

H4 a definicio de determinante de um operador linear (AXLERL 1997; CALLIOLI; DO-
MINGUES; COSTA, [1990) e determinante de um conjunto de vetores (RAMIS; DESCHAMPS;
ODOUX, [1993).
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dos determinantes. No que diz respeito as regras metadiscursivas, o objeto sobre
o qual o determinante ¢ aplicado deixou de ser um polindomio homogéneo, ou
uma forma quadratica, e passou a ser uma matriz. Ainda que se deseje utilizar
determinantes como uma ferramenta para investigar propriedades de outros objetos

matematicos, eles deverao, antes, ser representados por uma matriz.

Segunda metarregra no discurso de Sylvester

Matriz como mae dos determinantes menores: uso de matrizes como
uma representagao em conexao com a técnica de geragao de sistemas de

menores.

De acordo com [Brechenmacher| (2006bl p. 14), “A extracao efetiva dos menores de

um determinante de ordem n se apoia sobre uma representacao em tabela retangular

que Sylvester denomina a “matriz” dos “menores” " [4.

Ao introduzir o termo “matriz”, Sylvester explicita sua concepcao sobre a mesma
Y >

como uma fonte de determinantes menores (SYLVESTER] 1850al, p. 150), denomi-
nada por [Brechenmacher] (2006b, p. 15), de forma mais concisa, como “mere de

mineurs’ ou mae dos menores. Essa visao foi reforcada em outro artigo dedicado

a enunciar propriedades dos determinantes menores:

Eu defini em artigos anteriores uma “Matriz” como um arranjo re-
tangular de termos, dos quais diferentes sistemas de determinantes
podem ser gerados, a partir do ventre de uma mae comum; esses

determinantes cognatos nao sao de modo algum isolados em suas

relagdes uns com os outros |[. ] (SYLVESTER] [1851d, p.302,

tradugao nossa)

Tal concepcao da nocao de matriz tem relacao direta com a acao de Sylvester
de se apoiar em uma representacao em forma de tabela para extrair os determinan-

tes menores e para formular as narrativas sobre esses novos objetos, isto é, para

26No original: L’extraction effective des mineurs d’un déterminant d’ordre n s’appuie alors sur

une représentation en tableau rectangulaire que Sylvester dénomme la “matrice” des “mineurs”.
2006D} p. 14)

2"No original: I have in previous papers defined a “Matrix” as a rectangular array of terms, out

of which different systems of determinants may be engendered, as from the womb of a common

parent; these cognate determinants being by no means isolated in their relations to one another

[...] (SYLVESTER] 1851c, p.302, grifo do autor)
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enunciar suas propriedades. Essa acao levou-nos a considerar para este trabalho a
metarregra Matriz como mae dos determinantes menores: uso de matrizes como uma
representacao em conexao com a técnica de geracao de sistemas de menores. Essa
regra metadiscursiva, em primeiro lugar, destaca o momento em que as matrizes
foram introduzidas e mostra como essa nocao foi utilizada antes que se constituisse
no objeto matematico que conhecemos hoje.

Destacamos que as matrizes foram introduzidas como “arranjos retangulares de
termos” no primeiro episédio. De maneira muito proxima a de Sylvester, a atual
definicao de matriz se apoia na representacao desse objeto como uma tabela de
nimeros e essa costuma ser a tnica definicao apresentada em muitos livros didaticos
de Algebra Linear. Ha contudo outra definicao, mais formal, identificando matriz a

uma certa funcao:

Uma m X n matriz sobre o corpo F' é uma funcao A do conjunto
dos pares de inteiros (i,7), 1 <i < m, 1 < j < n, no corpo F.
Os elementos da matriz A sao os escalares A(i,j) = A;j, [...]

(HOFFMAN; KUNZE| 1970, p. 6, grifos no original, tradugao

nossa).

A segunda definicao nao é necessariamente a mais adequada para introduzir
o conceito de matriz, mas questionamo-nos se ela também nao deveria ser apre-
sentada em algum momento do curso de Algebra Linear a fim de oferecer uma
outra perspectiva sobre esse conceito. Geralmente, os livros apresentam o simbolo
a;; para denotar o termo geral de uma matriz A, ou, ainda, o simbolo [a; ;] para
denotar a matriz A de uma forma mais compacta, mas o enfoque costuma ser o de
matriz como uma tabela. Identificar o conceito de matriz a uma tabela parece ser
suficiente para dar conta dos problemas colocados no ensino bésico e no superior
que, geralmente, nao envolvem matrizes grandes. No entanto, tal identificagao
nao ¢ nada adequada para lidar com problemas que envolvem matrizes grandes e
esparsas, nos quais o uso de um computador é imprescindivel. Armazenar centenas,
milhares ou milhoes de posi¢oes cujo elemento é nulo nao s6 nao ¢é inteligente,
como também demandaria grande espago de armazenamento na memoria desneces-

sariamente. Nesse caso, pensar em matriz como uma fungao é muito mais adequado.
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Primeira metarregra no discurso de Cayley

Matriz é uma notacao comoda usada para trabalhar com sistemas de

equacoes lineares.

A interpretacao de matriz como “uma notagao muito comoda para a teoria das
equagoes lineares” (CAYLEY] [I855 p. 185) influenciou substancialmente o modo
como as operacoes com matrizes foram definidas. Cayley também indicou as matri-
zes como uma notacao pratica para formas bilineares e formas quadraticas, mas a

memoria de 1858 da mais énfase a associacao entre matrizes e sistemas lineares:

(X, Y,Z)=(a, b, c)z,y,2)
a, v,

a//’ bl/’ C//
Figura 3.5: Associagao entre matrizes e sistemas de equacoes lineares.

A notagdo com a matriz no lado direito, segundo Cayley, representa o conjunto

de funcgoes lineares:

((a, b, cfz,y,2), (', V', N,y 2), (", V', "Ny, 2))

Cayley baseou-se na relagao acima (Figura 3.5) para introduzir e também para
substancializar as definicoes das operacoes de adicao de matrizes, multiplicacao de
uma matriz por uma quantidade simples, multiplicagao (ou composigao) de matrizes,
bem como as defini¢des de matriz zero (matriz nula) e de matriz unidade (matriz
identidade).

Como observamos na Sec¢aoB.1.2] nao parecia necessitar da diferenca reconhecida
hoje entre sistemas de equacoes lineares e transformacoes lineares ou a diferenca
entre uma equacao e uma funcao. Apesar de mencionar conjuntos de equagoes
lineares varias vezes na memoria de 1858, Cayley fala em funcgoes lineares ao explicar
a notagao da Figura 3.5. Na memoria de 1858, Cayley nao fala em transformacoes

lineares, mas ha artigos dedicados ao estudo de transformacoes lineares, por exemplo,

(CAYLEY], 1845).
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O uso da relacao acima para definir as operacoes com matrizes levou-nos a
considerar a metarregra: matriz é uma notacao comoda usada para trabalhar com
sistemas lineares. Atualmente, as operacgoes com matrizes sao definidas de modo
abstrato, sem problematizar o porqué ou a origem de tais defini¢coes. Refletir
sobre essa metarregra e seu papel na teoria das matrizes exposta por Cayley
possibilita compreender, particularmente, o porqué da especificidade da regra para

a multiplicacao de matrizes.

Segunda metarregra no discurso de Cayley

Dupla interpretacao da nocao de matriz: uma matriz é considerada ora
como uma quantidade simples (ntimero), ora como uma quantidade

multipla (um sistema de niimeros).

Vimos na Secao que Cayley elaborou uma pratica de fatoragao de polinomios
de matrizes baseado na natureza dual da nogao de matriz, interpretando-a ora como
um sistema de ntimeros, ora como uma quantidade simples (BRECHENMACHER]
2006b). Um resultado fundamental para o desenvolvimento da pratica de fatoragao
de polinémios de matrizes foi o teorema notavel. A interpretacao da nocao de matriz
como uma quantidade simples chama a atencao na demonstracao desse teorema

quando um certo determinante de ordem 2 é formado:

Imagine uma matriz

a, b
o Cov )
| ¢ d |
e forme o determinante
a— M, b
c, d—M 7

a expressao desenvolvida desse determinante ¢é

M? — (a+d)M* + (ad — be)M°;
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[ ] (CAYLEY] 1858, p.23, traducao nossa)

Na sequeéncia da demonstragao, Cayley emprega a interpretacao da nocao de
matriz como uma quantidade multipla e, ao final, volta a interpreta-la como uma
quantidade simples para justificar o determinante acima (Se¢aoB.I2]). Assim, vemos
que, na rotina para construir a demonstracao do teorema notavel, Cayley alternou
entre as duas interpretacoes acima, considerando uma matriz como uma quantidade
simples quando essa interpretacao favorecia o cédlculo simbdlico que estava sendo
empregado. Essa acao de Cayley levou-nos a considerar a metarregra dupla inter-
pretacao da nocao de matriz: uma matriz é considerada ora como uma quantidade
simples (nimero), ora como uma quantidade muiiltipla (um sistema de niimeros).

A metarregra acima difere substancialmente das atuais segundo as quais uma
matriz nao é sequer vista como uma quantidade, mas sim como uma tabela de
nimeros ou de um ponto de vista mais formal como uma funcao. Matematicamente,
podemos considerar a associa¢ao entre uma matriz escalar (com todos os elementos
da diagonal principal iguais e os demais nulos) e um niimero real ou complexo, mas
nao uma matriz “cheia”. Na demonstracao do teorema notavel, a matriz cheia M é
interpretada como uma quantidade simples e é subtraida dos elementos a e d da sua
diagonal principal. Do ponto de vista atual, o procedimento simbdlico de Cayley
envolve subtragoes entre numeros e matrizes, assim, a demonstracao do teorema

notavel nao seria aceita nos dias de hoje.

28No original: Imagine a matrix

and form the determinant

the developed expression of this determinant is
M? — (a+d)M* + (ad — be) M°;

[...] (CAYLEY! 1858, p. 23)
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Capitulo 4

Metodologia e material de ensino

4.1 A natureza da investigacao
Revisitando os objetivos da pesquisa, pretendemos:

e promover reflexdes sobre metarregras relacionadas a matrizes e determinantes

(SFARD. 2008; KJELDSEN| 201Ta; [ KJELDSEN; BLOMH®J, 2012} KJELD-
| |
SEN; PETERSEN, 2014]), por meio de conflitos comognitivos planejados com

base em fontes historicas, a fim de que:

— os estudantes percebam e se conscientizem das metarregras segundo as

quais eles se orientam quando lidam com matrizes e determinantes e

— os estudantes percebam e revejam suas concepgoes (SFARDI T99T)) sobre

matrizes e determinantes.

e investigar a possibilidade de desenvolvimento de uma consciéncia histérica
(RUSEN], 2001)), direcionada a formagao de uma visao desnaturalizada (GI-
| |
RALDO; ROQUE;, 2014)) dos conceitos de matriz e determinante.

Este trabalho tem, portanto, como foco uma proposta que articula historia da
matematica ao ensino de matrizes. Dados os objetivos acima, a ideia de realizar
uma pesquisa de campo e de adotar uma abordagem experimental, pareceu-nos a
mais adequada para conduzir a investigagao.

Compreender os fenomenos descritos nos objetivos requer uma analise cuidadosa,

baseada em diferentes tipos de dados, como entrevistas, atividades escritas, gravagao
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em audio de discussoes dos alunos etc. Para planejar a investigacao empirica e
organizar a analise dos dados, orientamo-nos por uma abordagem qualitativa. De
acordo com Godoy, em uma pesquisa quantitativa, o pesquisador “preocupa-se com

a medicao objetiva e a quantificagao dos resultados”, ja a pesquisa qualitativa:

Envolve a obtencao de dados descritivos sobre pessoas, lugares
e processos interativos pelo contato direto do pesquisador com a
situacao estudada, procurando compreender os fenémenos segundo

a perspectiva dos sujeitos, ou seja, dos participantes da situacao

em estudo. (GODOY] 1995, p. 58)

Os objetivos desta investigacao demandam uma compreensao do processo e nao
uma quantificacao de resultados. Nao nos parece adequado, portanto, usar dados
quantitativos e analises estatisticas. Assim, identificamos a natureza da nossa inves-
tigacao empirica como qualitativa. Para realiza-la, um material de ensino composto
por dois roteiros histéricos foi elaborado e testado em um estudo piloto. Depois disso,
dois estudos de campo foram realizados. Os resultados sao apresentados e discutidos
no capitulo [0 e foram baseados nesses dois estudos de campo. Na proxima secao
apresentamos os tipos de dados que forneceram material para a analise e os métodos

para gera-los.

4.2 Meétodos para geracao de dados

Dada a natureza qualitativa da investigacao, passamos a apresentacao das técnicas

de geragao de dados que adotamos.

4.2.1 Entrevistas semiestruturadas

Visando investigar o impacto das reflexoes sobre as metarregras nas concepgoes
dos estudantes sobre matrizes e determinantes (QP2), realizamos entrevistas do
tipo semiestruturada para identificar concepgoes dos participantes sobre matrizes e
determinantes. Essas entrevistas foram conduzidas no inicio e no fim da intervengao
e contribuiram com dados para comparar concepcgoes dos participantes antes e depois

do estudo. As entrevistas finais também contribuiram com dados para investigar as
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contribuicoes do estudo para o desenvolvimento de uma consciéncia historica nos
estudantes (QP3).

A entrevista semiestruturada orienta-se por um roteiro com questoes abertas. De
acordo com (MANZINI|, 2012)), essa modalidade de entrevista permite flexibilidade
com respeito a sequéncia com a qual as questoes sao feitas e quanto a possibilidade
de inserir perguntas complementares para entender melhor o fenomeno investigado.
Por essas caracteristicas, achamos este tipo de técnica mais adequado aos nossos
objetivos. H& outras duas modalidades. A entrevista estruturada é orientada por
um roteiro com perguntas fechadas. Quando esse tipo de entrevista ¢é realizada, as
perguntas sao feitas seguindo a sequéncia em que foram elaboradas. As entrevistas
nao-estruturadas podem ter como ponto de partida uma questao geradora, sem um
roteiro previamente estabelecido.

Nossa opcao pela modalidade de entrevista semiestruturada justifica-se pela ne-
cessidade de que as questoes fossem abertas. Também foi importante ter uma certa
flexibilidade para formular novas questoes diante de determinadas respostas dos
participantes ou para estimular repostas mais detalhadas. O roteiro das entrevistas
iniciais é apresentado no Apéndice [B] para que o leitor tenha acesso as questoes a
qualquer momento durante a leitura da tese.

O roteiro inicia-se com duas questoes que visavam deixar os participantes mais
confortaveis com a situagao de estarem sendo entrevistados e, também, obter in-
formacoes sobre a abordagem na primeira disciplina de Algebra Linear cursada por
cada participante, isto €, se o curso partiu do conceito de matriz, como as matrizes
foram ensinadas, qual foi a sequéncia adotada (por exemplo: matrizes, determinan-

tes, sistemas lineares, ...) etc.

e Diga o que voceé espera do minicurso sobre historia das matrizes.

e Fale como foi a abordagem no primeiro curso que vocé fez de Algebra Linear.

As demais questoes foram elaboradas com base em dois eixos:

Eixo 1: Concepgoes sobre matrizes e sobre determinantes.

e Diga, com as suas proprias palavras, o que voceé acha que é uma matriz.
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O que é determinante?

Vocé saberia dar um exemplo da utilidade de calcular determinantes?

Voceé vé relagao entre matrizes e sistemas lineares?

Voceé saberia dizer algum exemplo de aplicacao geométrica de matrizes?

Eixo II: Conhecimento prévio sobre historia das matrizes e visao sobre

como a matematica muda com o tempo

e Voce sabe alguma coisa sobre a histéria das matrizes?
e Voceé saberia dizer para que elas foram inventadas?

e Imagine que voce estivesse dando aula sobre matrizes no ensino bésico e um
aluno seu perguntasse: “Professor, por que na multiplicacao de matrizes temos

que multiplicar linhas por colunas?”O que vocé responderia?
e Diga como voceé acha que as ferramentas e os conceitos matematicos surgem.

e Voceé acha que as no¢oes matematicas sofrem algum tipo de mudanca ao longo

do tempo?

A maioria das questoes foi mantida no roteiro das entrevistas finais, justamente
para avaliar possibilidades de mudancas nas respostas dos participantes. Dentre os
ajustes feitos de uma versao para a outra, as duas primeiras questoes foram retiradas

e duas outras foram acrescentadas:

e Fale o que vocé achou do minicurso.

e Qual seria, na sua opiniao, o papel da nocao de matriz no estudo da Algebra

Linear?

A segunda pergunta acima, relacionada ao eixo I, foi incluida com o objetivo
inicial de investigar as concepcoes dos participantes sobre o papel das matrizes nas
disciplinas de Algebra Linear. Outra mudanca foi na questao “vocé acha que as
nocoes matematicas sofrem algum tipo de mudanga ao longo do tempo?”, alterada

para “fale se vocé acha que a nogao de matriz sofreu alguma mudanca ao longo do

109



tempo.”, a fim de direcionar mais as respostas. Ao longo do trabalho, os objetivos
e as questoes de pesquisa foram refinados e nem todas as questoes do roteiro das

entrevistas foram utilizadas para a analise.

4.2.2 Registro por escrito de atividades

Outra técnica para geracao de dados que utilizamos na investigagao foi o registro por
escrito de dois tipos de atividades: atividades historicas e producao de um pequeno
artigo.

As atividades histéricas, conforme (KJELDSEN:; PETERSEN| 2014), sao

questoes discursivas que abordam o contetudo histérico dos roteiros e a matematica

envolvida; algumas tém como objetivo especifico encorajar reflexoes sobre as metar-
regras identificadas por nés (veja Secao [6.1]), que governaram o discurso nas fontes
histéricas utilizadas. Optamos por apresentar as questoes das atividades historicas
na Secao [£3], em que falaremos sobre a elaboracao e a organizagdo do material de
ensino.

Salientamos que o conceito de regras metadiscursivas nao foi explicitado nos
enunciados das atividades. Nao utilizamos os termos “regras metadiscursivas” ou
“metarregras” com os participantes. Exploramos os contetidos das metarregras
(conforme apresentamos na Secao [6.]]). Essa escolha metodoldgica se deve as nossas
expectativas de que, desse modo, as reflexdes seriam mais espontaneas. As respos-
tas dos alunos as atividades histéricas foram analisadas com vistas a responder a
questao (QP1), qual seja: como fontes histdricas possibilitam promover reflexées
sobre metarregras relacionadas a matrizes e determinantes, a partir de conflitos
comognitivos?

A atividade final teve como proposta a producao de um pequeno artigo (Figura
4.1), no qual os participantes pudessem sintetizar o que aprenderam com o estudo
e o que o conhecimento sobre a historica das matrizes representou para eles na
perspectiva de futuros professores. Os dados advindos desses artigos forneceram

base para responder a questao de pesquisa (QP3).
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Atividade final: Voce foi convidado pelo jornal de periodicidade mensal “Con-
versando sobre matemética” a escrever um pequeno artigo (minimo 1 pagina,
maximo 2 paginas) abordando a histéria da no¢ao de matriz, comparando os pa-
peis que esta nocao desempenhou para os matematicos Sylvester e Cayley com
o papel que a mesma desempenha hoje para a Algebra Linear e discutindo se o
conhecimento da histéria deste objeto traz alguma contribuicao para o conhe-
cimento do professor e para o ensino deste topico. Vocé podera se basear nos

roteiros e nas atividades realizadas. Crie um titulo para o seu artigo.

Figura 4.1: Atividade final: Producao de um pequeno artigo.

4.2.3 Audios das discussoes

Outra técnica utilizada para gerar dados foi a gravacao em audio das discussoes
dos alunos enquanto respondiam as atividades historicas. Os dados advindos dos
audios da discussao foram essenciais para analisar o discurso dos participantes e,
combinados com as respostas escritas das atividades histéricas, foram a base para a
andlise que contribuiu para responder a questao de pesquisa (QP1).

Entendemos que as respostas por escrito das atividades histéricas representam
uma sintese da discussao que tomou lugar durante as atividades, isto é, representam
o produto final das reflexdes. Temos que levantar ainda a hipétese de que apresentar
uma resposta por escrito nao é garantia de que um processo de reflexao ocorreu. O
audio das discussoes possibilitou examinar detalhes das reflexoes que seriam perdidos
se nos basedssemos apenas nas respostas escritas, por exemplo, os posicionamentos
diferentes, como e quando as reflexoes tiveram inicio, se todos os integrantes se
engajaram na discussao, se a resposta escrita representa todo o grupo etc. Os audios
foram essenciais para detectar a manifestagao de conflitos comognitivos. Somente
as respostas por escrito nao forneceriam uma base adequada para a anélise.

Nossa escolha em gravar apenas o audio das discussoes e nao gravar o video
deve-se a intencao de evitar qualquer tipo de constrangimento que pudesse inibir os
participantes de falar. Para nds, foi imprescindivel que os participantes falassem,
externassem seus pontos de vista e seus conhecimentos durante as atividades. Isto

nao poderia ser colocado em risco. Assim, abrimos mao de capturar expressoes
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faciais, gestos, entre outros sinais que poderiam ser significativos.

As atividades historicas foram realizadas em grupos. Todas as discussoes, de
cada grupo, foram gravadas em audio. Devido ao volume de dados e ao tempo que a
transcricao demandaria, os audios foram integralmente transcritos por outra pessoa

e as transcri¢oes foram conferidas por nos.

4.2.4 Questionarios

Um pequeno questionério foi aplicado no inicio dos estudos de campo com o objetivo
de tragar o perfil do grupo. Este questionario continha questoes como nome, idade,
periodo que estava cursando na universidade, se estava cursando licenciatura ou
bacharelado em Matematica, se ja havia feito a disciplina de Historia da Matematica,
entre outras. Foi solicitado que cada participante criasse um codinome para ser
usado na analise dos dados, bem como neste texto.

No final de cada estudo de campo, foi aplicado outro questionario com o obje-
tivo de obter um feedback dos participantes sobre os roteiros e sobre o minicurso
(Apéndice [D)). Neste questiondrio, os participantes foram convidados a fazer um
depoimento final sobre o minicurso e sobre o que eles aprenderam referente aos
episodios da histéria das matrizes.

Os dados advindos do tltimo questionario também contribuiram para investigar

o desenvolvimento de uma consciéncia histérica (KJELDSEN:; PETERSEN| 2014
RUSEN, 2001)) nos participantes.

4.3 O material de ensino

Dois roteiros de ensino foram elaborados visando orientar o trabalho com os partici-
pantes durante os encontros nos estudos de campo, bem como fornecer um material
de consulta acessivel, em lingua portuguesa. O primeiro roteiro foi dedicado a apre-
sentar um resumo da pratica de Sylvester em torno do problema da classificacao
dos tipos de contatos entre duas conicas (BRECHENMACHERI 2006b: SYLVES-
TER, [1850b; SYLVESTERI [1851b; SYLVESTERI 1851c), que rendeu a introdugao

da nogao de matriz. O segundo foi dedicado a apresentar uma tradugao de parte da

meméria em que (CAYLEY] [1858) define as operagoes com matrizes e enuncia as
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propriedades das operacoes.

Com respeito aos nossos principios para elaborar os roteiros, quando comecamos
a pensar qual direcao seguir para planejar os encontros, tinhamos em mente, em
primeiro lugar desviar-nos tanto quanto possivel de uma interpretacao histérica
Whig. Em outras palavras, queriamos evitar uma abordagem anacronica, isto é,
aquela que interpreta o passado com as lentes do presente. Evitar tal abordagem
é imprescindivel se desejamos que os participantes percebam as diferengas entre
as metarregras do passado e as do presente. Uma proposta colocada por (KJELD-

|
SEN; BLOMH®J, 2012)) para vencer o anacronismo ao utilizar histéria para elaborar

situagoes de ensino e aprendizagem ¢é investigar o desenvolvimento historico da ma-
tematica a partir da sua pratica. Isso pode ser feito com o uso de fontes primarias
ou de fontes secundarias que se baseiem na concepcao da matematica como uma

pratica, como é o caso dos trabalhos de [Brechenmacher (2006al), Brechenmacher]

(2006b)) que contemplam a histéria das matrizes. Na verdade, essa postura é essen-
cial para destacar as diferencas entre as metarregras que moldaram os discursos do
passado e aquelas que moldam o discurso de hoje, a fim de promover reflexdes sobre
metarregras.

Ainda com o objetivo de evitar uma abordagem Whig e, também, para for-
necer diregoes para interpretar as fontes, Kjeldsen e colaboradores (KJELDSEN;

[ |
BLOMH®J, 2012; KJELDSEN; PETERSEN| 2014) propéem adotar a abordagem

por miltiplas perspectivas, segundo a qual episdédios do passado podem ser estu-
dados sob varios pontos de observacao, ou varias perspectivas, dependendo dos
objetivos do pesquisador. Para elaborar os roteiros, orientamo-nos pela abordagem
das multiplas perspectivas, conforme o quadro metodoldgico proposto por Kjeldsen
e colaboradores. As perspectivas que influenciaram o recorte dos episddios historicos
sdo: 1) os objetos mateméticos nao sao eternos e ii) os objetos matematicos nao sao
iguais para todos. As metarregras historicas a serem exploradas também influenci-
aram o planejamento dos roteiros, na selecao dos extratos dos artigos de Sylvester
e de Cayley.

Algumas dificuldades devem ser levadas em conta quando se deseja utilizar fontes
primarias como, por exemplo, a dificuldade do conteiido matematico do episédio

historico a ser explorado e o fato de nao estarmos lidando com profissionais em
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historia da matematica. Nos estudos de campo, trabalhamos com alunos em nivel
de graduacao, a maioria nao havia passado pela disciplina Historia da Matematica.
Além disso, mergulhar no episédio histérico de Sylvester requer algum conhecimento
de Geometria Projetiva, o que nao esta no curriculo das graduacoes.

Iris [Gulik-Gulikers (2005)), conforme citado por (2009, p. 95), sugere

buscar um equilibrio entre o nivel de conhecimento dos participantes, o grau de di-

ficuldade do topico matematico que se deseja trabalhar e o tempo disponivel. Para
viabilizar uma proposta de ensino envolvendo o estudo de um toépico que, geral-
mente, nao é abordado no nivel superior, inserimos algumas ilustracoes, defini¢oes e
explicacoes em linguagem moderna e propomos alguns exercicios matematicos para
acompanhar o conteiido matematico do episédio historico.

Os objetivos gerais de aprendizagem dos roteiros sao:

e conhecer o problema cuja resolucao motivou a introdugao das matrizes;
e conhecer a origem das defini¢oes das operacoes com matrizes,

e comparar as interpretacoes de matriz de Sylvester e de Cayley.

A estrutura geral de cada roteiro se divide em: introducao ao que sera abordado
no material; apresentacao do matematico protagonista do episédio da pesquisa sobre
matrizes em questao; resumo da pratica matematica contendo definicoes, exemplos,
ilustracoes e extratos de fontes primarias traduzidos no caso do primeiro roteiro e
uma traducao de parte da memoéria de (CAYLEY], [I858)) no caso do segundo roteiro.
Ambos o0s roteiros possuem exercicios de matematica e atividades historicas. No
estudo piloto e em um dos estudos de campo, os exercicios de matematica foram
avaliados e renderam bonus em avaliacoes, em disciplinas de Algebra Linear. Isso
foi combinado com o professor dos participantes. As respostas a esses exercicios nao
foram analisadas nesta investigacao.

Nas citacoes de extratos de fontes primarias, optamos por manter as notagoes
originais. Nos textos escritos por nds, notagoes modernas foram utilizadas. De-
vido a restricao do tempo que teriamos nos encontros, nao incluimos nos roteiros
informacoes ou referéncias historicas para abordar o contexto social, cultural e fi-

loséfico da época.
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Nos estudos de campo, foi oferecido um minicurso sobre histéria das matrizes.
Um pré-requisito importante para participagao foi ter concluido ou estar cursando
a segunda disciplina de Algebra Linear. Logo, nao foi nosso objetivo usar a histéria
da matematica para introduzir o conceito de matriz ou mesmo para ensinar Algebra
Linear.

4.3.1 Roteiro Sylvester

O primeiro roteiro, denominado daqui em diante como Roteiro Sylvester, tem
como titulo “O surgimento das matrizes no estudo de conicas por Sylves-

ter”.

Nele, ¢ apresentado um resumo do contexto matemaéatico dentro do qual o
termo matriz foi introduzido, isto é, o problema que estava na agenda da pesquisa
de Sylvester, bem como as ferramentas matematicas utilizadas para resolveé-lo.

A Tabelad I mostra a estrutura do roteiro e uma descricao sucinta do que é apre-

sentado em cada secao. O roteiro estda integralmente disponibilizado no Apéndice

E
Secao Conteudo
Introducao Uma introducao do que serd apresentado no texto.

Um retrato de James Joseph
Sylvester

Apresentagao de alguns dados biograficos de Sylvester.

O problema que interessou
Sylvester

Apresentacao dos tipos de contatos entre duas conicas e uma
introdugao ao problema investigado por Sylvester.

Segoes conicas

Apresentagao de duas formas de se obter as secoes cOnicas:
fixando a superficie conica e variando o plano de intersecao
ou fixando o plano de intersecdo e variando a superficie
coOnica

A geometria onde retas sao
pontos e planos sao retas

Uma breve introducao a Geometria Projetiva.

De volta as conicas de Sylves-
ter

Representacao de conicas por meio de equagoes homogéneas
de grau 2, a trés variaveis.

A classificagdo dos tipos de
contatos entre duas conicas

Um resumo da pratica elaborada por Sylvester para classi-
ficar os tipos de contatos entre duas conicas.

Atividades

Questoes discursivas abordando o contetido histérico do ro-
teiro.

Tabela 4.1: Estrutura de se¢oes do Roteiro Sylvester

Como vimos na Segao BTl Sylvester resolveu o problema da classificacao dos

tipos de contatos entre duas conicas com recurso ao calculo de determinantes. Apods

apresentar no roteiro o que significa o termo “contato” e os tipos de contatos exis-
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tentes entre duas conicas em R?, colocamos o problema de como decidir se h& contato
ou nao entre os pontos de intersegao (reais) de duas conicas (quando existem) e, no
caso de haver pontos de contato, como classificar o tipo de contato.

Sylvester representava conicas por equagoes homogéneas de segundo grau a trés
variaveis. Em notagao matematica, uma conica U era representada por uma equacao
do tipo

U= az? +by? + c2® + 2d zy + 2V x2 + 2cyz = 0,

com coeficientes a, b, ¢, a’, I, ¢ reais.

Métodos projetivos eram utilizados. Como nenhuma disciplina sobre geometria
projetiva costuma ser oferecida em cursos de graduagao, preocupamo-nos em fa-
zer uma introducgao apresentando os conceitos de coordenadas homogéneas, pontos

projetivos, linhas projetivas, conicas projetivas e plano projetivo real. Para isso,

utilizamos notacoes modernas e baseamo-nos em (BRANNAN: ESPLEN; GRAY],

Para que os participantes pudessem compreender a representacao de conicas em

R? por meio de equacoes homogeéneas, trabalhamos de forma bastante intuitiva a
identificacao de R? com o plano afim z = 1. Além de exemplos com ilustracoes,

alguns exercicios matematicos foram propostos para este fim, como por exemplo:

Exercicio 3
Dadas as equagoes homogéneas abaixo, obtenha a representagao das conicas em

coordenadas cartesianas.

a) 2 +y* =22

b) 2z% +y* — dxz + 2yz = 0.

Apoés a introducao de conceitos da geometria projetiva, elaboramos um resumo
da pratica de Sylvester para a classificacao dos tipos de contatos entre duas conicas
de R2. Optamos por apresentar esse resumo em linguagem moderna para facilitar o
entendimento. Neste caso, consideramos que nao seria produtivo trabalhar direta-
mente com os artigos de Sylvester devido a complexidade do assunto e a sua notagao
inconstante e rebuscada. No entanto, foram incluidos ao longo do resumo traducgoes

de extratos de artigos de Sylvester, como a descrigao que ele apresenta para a nogao
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de determinante menor.

Apés apresentar um resumo da pratica de Sylvester, outros exercicios ma-
tematicos sao propostos para que os participantes pudessem identificar se haviam
pontos de contato entre duas conicas dadas e, em caso afirmativo, classifica-los.
Em seguida aos exercicios, falamos sobre o que motivou Sylvester a introduzir o
termo matriz e apresentamos traducoes de extratos em que Sylvester descreve ou
fala explicitamente sobre a sua concep¢ao da nocao de matriz.

Ao final do roteiro, sao propostas as atividades histéricas formadas por questoes
discursivas, abordando o conteido histérico dos roteiros e a matematica envolvida.
Algumas questoes sao propostas com o objetivo de favorecer a troca de ideias sobre
o que cada integrante do grupo alcangou com o contetudo (histérico e matematico)
do roteiro. Outras sao propostas com o objetivo de suscitar discussoes sobre as
metarregras definidas na Segao (6.0]) e reflexdes sobre as metarregras relacionadas a
matrizes e determinantes que fazem parte do seu préprio repertorio. Dentre essas,
destacamos as questoes 3, 6 e 7. Reproduzimos na Figura 4.2 a lista das atividades
histéricas do primeiro roteiro.

Na segunda questao, introduzimos conceitos similares aos de objetos epistémicos
e técnicas epistémicas, os quais chamamos de objetos de investigacao e técnicas
(respectivamente). Para abrir o roteiro, especificamos o principal objeto de inves-
tigacao de Sylvester, isto é, a classificagao dos tipos de contato entre duas conicas,
e solicitamos que os participantes identificassem as técnicas empregadas.

Salientamos que os termos “regras metadiscursivas” e “metarregras” nao foram
utilizados nos enunciados das atividades, nem mesmo mencionados para os alunos
durante os encontros, mas sim o conteido das metarregras foi explorado. Essa

escolha se deve a nossa expectativa por reflexdes mais espontaneas.
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Questao 1: Faca um resumo descrevendo como Sylvester classifica os tipos de contatos
entre duas conicas U e V.

Questao 2: Sylvester utiliza vérios conceitos/ferramentas matemdticas na pratica
elaborada por ele para resolver o problema da classificagdo dos tipos de contatos
entre duas conicas. Para entender o papel de cada um deles na sua pesquisa, vamos
identificar quais desempenham o papel de induzir novo conhecimento (objeto(s) de
investigagao) e quais ajudam a fornecer as respostas do problema colocado (técnicas).
O objeto de investigacao de Sylvester é: a classificacao dos tipos de contatos entre
duas coOnicas.

Liste todos os conceitos/ferramentas matematicas que constituem as técnicas utiliza-
das por Sylvester, de acordo com o texto.

Questao 3: Descreva a diferenca entre como Sylvester utilizava determinantes neste
episédio da pesquisa sobre matrizes e como nés utilizamos nos dias de hoje. Veja o
extrato IV.

Questao 4: Explique o que é um primeiro determinante menor de acordo com a
definicao apresentada por Sylvester no Extrato I. O que é um seqgundo determinante
menor? E um r-ésimo determinante menor?

Questao 5: Por que Sylvester precisou introduzir os determinantes menores?
Questao 6: Baseando-se nos Extratos II, ITI, explique o que era uma matriz e qual o
papel desta nocao para Sylvester.

Questao 7: Compare a definicao de matriz apresentada no Extrato II com a definicao

atual. Aponte pelo menos uma semelhanca e pelo menos uma diferencga.

Figura 4.2: Atividades historicas do Roteiro Sylvester.

4.3.2 Roteiro Cayley

O segundo roteiro ou Roteiro Cayley, como denominaremos daqui em diante, tem
como titulo “Cayley e o calculo simbdlico com matrizes”. Nele, apresentamos
uma tradugao de algumas paginas da meméria de Cayley, de 1858. Assim, os par-
ticipantes da pesquisa de campo tiveram a oportunidade de ter contato com uma
fonte priméria sobre matrizes.
Apresentamos a estrutura do roteiro e uma descricao sucinta do que é apresen-

tado em cada se¢ao na Tabela L2l O roteiro completo estd integralmente disponi-
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bilizado no Apéndice [El

Segao Contetdo

Introdugao Uma introdugao do que sera apresentado no texto.

O matematico da vez Apresentagao de alguns dados biogréaficos de Cayley.

A memoria de 1858 Traducao de algumas paginas da memoéria de 1858 sobre a
teoria das matrizes.

Atividades Questoes discursivas abordando o conteudo histérico do ro-
teiro.

Tabela 4.2: Estrutura de se¢oes do Roteiro Cayley

A proposta de trabalho para este roteiro foi bastante diferente do primeiro. Como
vimos na Secao B.I.2] nas paginas iniciais memoéria de 1858, Cayley descreve o
que é uma matriz, define as operacoes com matrizes e apresenta as propriedades
das operacgoes. Mais da metade da memoéria é dedicada a apresentar aplicacoes
do calculo simbdlico com matrizes. Consideramos que, apesar das diferencas nas
notagoes, o nivel do contetiddo matematico da memoria esta ao alcance de alunos em
nivel de graduacao que ja tenham cursado a primeira disciplina de Algebra Linear.
Assim, optamos por disponibilizar diretamente uma traducao da memoria, ao invés
de elaborar um resumo da pratica de Cayley, como fizemos no primeiro roteiro.

Além de propiciar a oportunidade aos participantes de formular a sua prépria
interpretacao do conteido da memoria, o trabalho com fontes primérias é a es-
tratégia mais direta para conhecer a pratica mateméatica. E, por ultimo, uma razao
ainda mais forte, o acesso direto ao discurso favorece a explicitacao de metarre-
gras. Nao disponibilizamos a traducao de toda a memoria. As primeiras paginas
com a descricao do que é uma matriz e com a definicao das operagoes sao integral-
mente disponibilizadas, com excecao das propriedades das operacoes. Além dessas
paginas, disponibilizamos a demonstracao do teorema notavel e o primeiro exemplo
de aplicagao desse teorema: o calculo das raizes quadradas da matriz identidade.

Assim como no primeiro roteiro, exercicios matematicos sao propostos para
acompanhar o conteido matematico da fonte. Novamente, atividades historicas
sao propostas ao final do roteiro. Dentre as questoes formuladas com objetivo de
suscitar reflexdes sobre metarregras, destacamos as questoes 2, 3, 4, 6 e 7. A lista
das atividades histéricas do segundo roteiro é apresentada na Figura 4.3. A primeira
questao é proposta para os participantes “abram a fonte”, isto é, o ponto de partida

da investigacao ¢ identificar o objeto de investigacao de Cayley e as técnicas empre-
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gadas por ele. No préximo capitulo, descrevemos os sujeitos da pesquisa e como o0s

estudos de campo foram conduzidos.

Questao 1: Qual é o objeto de investigacao de Cayley de acordo com o que vocé viu
neste roteiro? Liste as técnica utilizadas por Cayley na parte da memoria que vocé
estudou.

Questao 2: Compare a descrigao de matriz apresentada por Cayley (veja a primeira
pagina da traducao da meméria) com a defini¢ao atual. Vocé vé semelhangas? Se sim,
quais? Vocé vé diferencas? Se sim, quais?

Questao 3: Fale sobre o modo como Cayley estabelece as regras para as leis de
adicao, de multiplicagao por uma quantidade simples e multiplicagao ou composicao
de duas matrizes. Compare com o modo como os livros didaticos de Algebra Linear
apresentam as operagoes com matrizes.

Questao 4: Explique o que Cayley quis dizer com “uma matriz considerada como
uma quantidade simples envolvendo a matriz unidade’ (veja o item 10 do extrato).

Questao 5:

a) Enuncie, com suas palavras, o “teorema notavel’que Cayley menciona na pri-

meira pagina da memoria e apresenta nos itens 21, 22 e 23 da memoria.

b) A demonstracao do teorema para matrizes de ordem 2, no item 21, faz uso do

seguinte determinante:
a— M, b
c, d—M

)

cuja expressao é M?—(a+d)M' +(ad—bc)MP. Nos dias de hoje, a demonstragao

de Cayley seria aceita como correta? Explique.

Questao 6: Compare o modo como Sylvester usou determinantes - de acordo com
o primeiro roteiro - e o modo como Cayley usa determinantes - de acordo com este
roteiro.

Questao 7: Para vocé, o que é matriz? O que era matriz para Sylvester? O que era

matriz para Cayley?

Figura 4.3: Atividades historicas do Roteiro Cayley.
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Capitulo 5

Estudos de campo

Neste capitulo, apresentaremos a parte empirica da nossa investigacdo. Ao longo
de um ano, trés estudos de campo foram realizados: um estudo piloto e mais dois

estudos de campo. A Tabela [5.Il mostra o periodo e a carga horaria de cada um.

Periodo Encontros Carga
horaria
Estudo piloto maio de 2014 2 encontros 10 horas
Estudo de campo 1 outubro e novembro de 2014 | 6 encontros 18 horas
Estudo de campo II | outubro e novembro de 2014 | 6 encontros 18 horas

Tabela 5.1: Cronograma da pesquisa de campo.

Tanto no estudo piloto quanto nos estudos de campo optamos por trabalhar com
voluntarios que houvessem passado por cursos tradicionai de Algebra Linear. Por
isso, nao consideramos a opc¢ao de conduzir a pesquisa em um curso de Algebra
Linear que fosse ministrado pela autora deste trabalho.

Para o estudo piloto, aproveitamos a oportunidade de ter, naquele momento,
uma turma cursando a disciplina Algebra Linear em um programa de mestrado ofe-
recido na UNIRIO. Conseguimos captar 6 voluntarios para participar do minicurso
oferecido por nés e, logo, da pesquisa.

Ao buscar voluntarios para o estudo principal da pesquisa em cursos de licencia-
tura em matematica, fizemos contato com duas outras institui¢oes no estado do Rio

de Janeiro (UFRRJ e UERJ). Deparamo-nos com turmas relativamente pequenas

10 adjetivo “tradicional”estd sendo empregado no sentido que explicamos na introducao deste
texto, isto é, um curso que parte da nocao de matriz e que apresenta esse tépico como um produto
pronto e acabado, sem discutir a natureza do conceito de matriz e sem problematizar as operagoes
com matrizes, bem como suas origens.
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(10 alunos em média) e notamos uma certa dificuldade em captar voluntarios. Os
estudantes geralmente estao ocupados com suas disciplinas e nao tém muito tempo
para atividades extras, sobretudo, porque muitos ja trabalham.

Conseguimos a adesao de voluntéarios para fazer um estudo de campo em am-
bas as instituicoes que fizemos contato. Para nao desmotivar os estudantes que
voluntariaram-se a participar da pesquisa, realizamos os encontros nas préprias ins-
tituicoes e conduzimos os dois estudos de campo ao mesmo tempo.

Nas proximas secoes, faremos um breve relato do estudo piloto e um relato mais
detalhado dos estudos de campo. Apresentaremos também a andlise dos dados

organizados por questao de pesquisa e de acordo com os resultados obtidos.

5.1 Estudo piloto

Um estudo piloto foi realizado em maio de 2014 com um grupo de professores do
ensino basico que estavam cursando o Mestrado Profissional em Matematica em
Rede Nacional (PROFMATH) na UNIRIO. Naquele momento, o grupo de professores
citado estava cursando a disciplina Algebra Linear, como parte das atividades do
mestrado. O convite para participar do estudo piloto foi feito a turma, que tinha
cerca de 15 alunos. Apresentamos a proposta de um minicurso com o seguinte
tema: Diferentes papeis da nocao de matriz em dois episédios da Historia
das Matrizes. Seis alunos manifestaram interesse e aceitaram, esclarecidamente,
participar do estudo que foi realizado em dois encontros com cerca de 5 horas de
duracao cada.

Os principais objetivos do estudo piloto foram testar o material de ensino, as
atividades historicas, a forma como o minicurso seria conduzido pela pesquisadora
e decidir como a andlise de dados seria realizada.

Planejamos a geracao de dados por meio de: i) um questiondrio inicial com o
objetivo de tracar o perfil do grupo; ii) as respostas escritas das atividades historicas;
iii) dois relatdrios, um sobre cada roteiro; iv) gravagao em audio das discussoes dos

participantes enquanto faziam as atividades escritas e v) um depoimento ao final

20 Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional (PROFMAT), coordenado pela
Sociedade Brasileira de Matematica, é um curso de pés-graduagao stricto sensu que visa o apri-
moramento da formacao profissional de professores da educacao bédsica. A UNIRIO é uma das
instituicoes que fazem parte desta rede.
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do estudo. Algumas anotagoes foram feitas ao final dos encontros para registrar
comentarios relevantes dos participantes, quanto tempo os participantes levaram
para fazer as atividades, entre outras coisas.

Na ocasiao do estudo, o tempo de atuacao profissional dos participantes no ensino
bésico variava de 3 a 12 anos. Dois deles nao haviam tido nenhum curso de Histéria
da Matemaética até o momento (Tabela[5.2]), mas isso ndo era um impedimento para

participar do estudo.

Participante | Experiéncia | Se cursou Histéria da Matematica
R 3 anos Sim

Fe 4 anos Na graduacgao

J 6 anos Nao

M 7 anos Na graduacao e em uma especializacao
T 7 anos Nao

Fa 12 anos Na graduacao

Tabela 5.2: Quadro informativo sobre os participantes do estudo piloto.

As respostas ao questiondrio inicial (Figura [77)) revelaram algumas informagoes
interessantes como, por exemplo, na questao sobre como foi o ensino de matrizes no
curso que eles fizeram na graduacao e no curso que estavam fazendo no mestrado,
obtivemos comentarios como: “No aprendizado foi-se mostrando a técnica em de-
trimento da utilizacao, o como fazer em relagdo ao saber fazer” (Participante R)
e “Todas as vezes em que estudei matrizes, apenas aprendi como um tabela que
armazena numeros e que possui suas operagoes” (Participante T).

Na questao sobre “por que na multiplicacao de matrizes temos que multiplicar

linhas por colunas”, obtivemos respostas como:

Sinceramente eu pensaria em dar uns cascudos num aluno desses
(risos). Diria que ele deveria aceitar aquilo como verdade. Infeliz-
mente essa seria a minha resposta. Nao pensaria em outra coisa.

(Participante J)

Eu diria que a multiplicacao de matrizes é definida dessa forma,
pois cada elemento da matriz é o produto interno de uma linha
por uma coluna, que na préatica podem ser entendidos (linhas e
colunas) como coordenadas de vetores |...] E, tentaria convenceé-
los que essa teoria estd embasada numa matemética superior |.. .|

Até porque, a imensa maioria dos livros de ensino médio (e mesmo
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os do ensino superior) apenas definem como se efetua tal multi-
plicagao sem dar maiores detalhes do porqué é feito de tal maneira.

(Participante Fa)

1. Em qual instituicao vocé cursou a graduacao e em que ano se formou? Voce

fez o curso de licenciatura ou bacharelado em matematica?
2. Informe héa quanto tempo vocé atua como professor no ensino basico.

3. Fale da sua experiéncia como aluno no curso de Algebra Linear que vocé teve
na graduagao e que estd tendo agora em um curso de mestrado (Diga como
foi/estd sendo o curso, se vocé gosta de Algebra Linear, se vocé acha a disci-

plina facil/normal/dificil de aprender e o que mais vocé achar importante.)

4. Fale como foi/esta sendo o ensino de matrizes no curso que vocé fez na gra-
duagao e no curso que estéd fazendo agora no mestrado (Diga se a abordagem
dos cursos partiu da nocao de matriz; se fez sentido para vocé aprender ma-
trizes, as operagoes e suas respectivas propriedades falando da abordagem

que foi seguida em cada curso.)

5. Imagine que um aluno seu, durante uma aula sobre matrizes, lhe faca a se-
guinte pergunta ” Por que na multiplicacao de matrizes temos que multiplicar

linhas por colunas?” O que vocé responderia?

6. Voce ja teve algum curso de Histéria da Matematica? Se sim, em que nivel
(graduacao/especializagdo)? Diga também o que vocé achou do curso, se o

mesmo contribuiu e de que maneira para sua formagcao.

7. Que importancia voceé veé, se vocé ve alguma, em aprender Historia da Ma-

tematica?

8. Para voce, as nocoes matematicas sofrem algum tipo de mudanca ao longo

do tempo? Explique sua posicao.

Figura 5.1: Questionario aplicado no inicio do estudo piloto.

O primeiro encontro foi dedicado a trabalhar o Roteiro Sylvester. Como a ma-
temética envolvida na pratica de Sylvester geralmente nao faz parte do curriculo das
licenciaturas, optamos por fazer uma apresentagao em slides com dados biograficos

de Sylvester, com algumas nocoes de geometria projetiva e com a prética desen-
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volvida por ele para resolver o problema dos contatos. A apresentacao foi gravada
em video, com a camera totalmente voltada para a pesquisadora. Apos finalizar a
apresentacao e fazer algumas discussoes sobre as ideias do roteiro, os participantes
foram divididos em trés duplas para fazer as atividades historicas. Eles levaram
cerca de uma hora para fazer as atividades.

E interessante mencionar a surpresa que os participantes tiveram quando disse-
mos que Sylvester calculava determinantes a partir de polinomios homogéneos de
grau 2, a trés variaveis, no problema dos contatos entre duas conicas. Eles manifesta-
ram curiosidade em saber qual a definicao de determinantes que Sylvester utilizava.
Em outro momento, eles perguntaram sobre a origem da definicao da multiplicagao
de matrizes.

O segundo encontro foi dedicado a trabalhar o Roteiro Cayley. Um dos parti-
cipantes nao pode comparecer por motivos de saude em familia. Em um primeiro
momento, propusemos um estudo dirigido sobre algumas paginas da memoria de
Cayley (CAYLEY] 1858)). Sugerimos que os participantes fizessem uma leitura indi-
vidual e marcassem os pontos que acharam interessantes ou que ficaram em duvida.
Em seguida, iniciamos uma leitura conjunta e uma discussao coletiva sobre as ideias
de Cayley. Depois, os participantes foram divididos em dois grupos para a discussao
das atividades, procurando manter a mesma configuracao do primeiro encontro, com
excecao de um participante que teve que ser alocado para um dos grupos restantes.
Assim um grupo ficou com trés integrantes e outro, com dois.

Uma caracteristica marcante dos participantes do estudo piloto é que, em varios
momentos, os participantes iniciavam discussoes sobre o ensino de matrizes, princi-
palmente se seria possivel ensinar a multiplicagao de matrizes a partir da composi¢ao
de transformacoes lineares no nivel basico. A maioria mostrou-se resistente a essa
ideia.

Tanto no primeiro como no segundo encontro, as discussoes de cada grupo foram
gravadas em audio. Um relato desse estudo, com uma apresentacao resumida da
analise dos dados advindos das atividades, dos audios e dos relatérios, bem como

alguns resultados iniciais pode ser encontrado em (BERNARDES; ROQUE] 2014).

A experiéncia com o estudo piloto apontou-nos a necessidade de alguns ajus-

tes nos roteiros: alguns exercicios matemaéticos foram retirados, retiramos parte da
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meméria de Cayley disponibilizada no segundo roteiro, visando deixar o material
mais leve, e reformulamos algumas atividades historicas, visando tornar os enunci-
ados mais claros.

Além dos ajustes nos roteiros, o estudo piloto também proporcionou-nos a opor-
tunidade de fazer um “ensaio” da andlise dos dados, apontando alguns caminhos
para decidirmos como ela deveria ser realizada. Foi, também, uma oportunidade
de confirmar o argumento teérico de (2011d) sobre o papel da histéria da
matematica em revelar metarregras, tornando-as objetos explicitos de reflexao dos
participantes e, ainda, testar se as atividades historicas elaboradas por nés, de fato,
encorajaram o grupo a refletir sobre as metarregras que governavam o discurso das
fontes e sobre suas proprias metarregras.

Dentre os resultados que a pesquisa alcancou com o estudo piloto, foi possivel
detectar algumas metarregras de alguns participantes. Observamos que as discussoes
sobre as metarregras do passado, explicitadas por meio do contetdo dos roteiros e das
atividades historicas, levaram alguns participantes a refletirem sobre suas proprias
metarregras.

Um resultado muito positivo, a nosso ver, foi que nesse grupo, cujos participantes
eram professores no ensino basico, as reflexdes sobre as metarregras forneceram uma
perspectiva para que eles refletissem sobre o modo como matrizes, determinantes
e sistemas lineares sao ensinados no nivel basico e sobre o préprio curriculo desse

nivel de ensino. A citacao abaixo ilustra nossa conclusao:

Foi muito interessante perceber que o conceito de matriz surgiu a
partir de ideias muito diferentes do que se ensina nas escolas hoje
em dia. O que, alids, permite-nos ter um olhar mais critico sobre
o curriculo de matematica nas escolas do ensino médio. (Partici-

pante Fa, depoimento)

O comentario acima remete a importancia de promover o desenvolvimento de
uma consciéncia historica para professores. A interpretacao de outras praticas sobre
matrizes e determinantes levou o participante Fa a refletir sobre a sua propria pratica

e sobre o curriculo do ensino basico.
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5.2 Estudo de campo 1: sujeitos da pesquisa e
estrutura do minicurso

Esse estudo foi realizado com seis alunos do curso de Licenciatura e Bacharelado em
Matematica da UERJ (Universidade Estadual do Rio de Janeiro). Esses alunos ja
haviam cursado duas disciplinas de Algebra Linear a época do estudo. Foi oferecido
a eles um minicurso com o mesmo tema do estudo piloto: Diferentes papeis da
nocao de matriz em dois episddios da Histéria das Matrizes. O convite para
participar do estudo foi feito por intermédio de uma professora do Instituto de Ma-
tematica e Estatistica desta institui¢cao, que reuniu um grupo de alunos antecipando
que se tratava de um convite para participar de uma pesquisa. Os seis aceitaram,
esclarecidamente, participar como voluntarios.

Os participantes serao identificados por codinomes sugeridos por eles préprios:
Joao, Mario, Yhedi, Maria, Fernando e DarthH. A faixa etaria variou de 18 a 24
anos e eles estavam cursando diferentes periodos do curso. A maioria nao havia
cursado Historia da Matematica, mas isto nao era um impedimento para participar
do minicurso. Na Tabela B3] resumimos algumas informacgoes sobre o perfil dos

participantes.

Participante | Idade | Curso (L/B em Ma- | Periodo | Cursou Histéria
temadtica) da Matematica
Joao 20 anos | Bacharelado 4° Nao
Mario 20 anos | Licenciatura 4° Nao
Yhedi 21 anos | Licenciatura e Bachare- | 8° Sim
lado
Maria 18 anos | Licenciatura e Bachare- | 4° Nao
lado
Fernando 19 anos | Licenciatura e Bachare- | 6° Nao
lado
Darth 24 anos | Bacharelado ? Cursando

Tabela 5.3: Quadro informativo sobre os participantes do estudo principal 1.

Esse estudo de campo foi realizado ao longo de seis encontros, nos meses de
outubro e novembro de 2014, com trés horas de duracao cada, totalizando dezoito

horas de trabalho. O primeiro encontro foi reservado para fazer as entrevistas iniciais

30 participante Darth sé compareceu aos dois primeiros encontros realizando a entrevista inicial
e participando da introducao ao Roteiro Sylvester.
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com os participantes (Apéndice [B]) e parte do tltimo encontro foi reservado para fazer
as entrevistas finais. Assim, o minicurso foi realizado ao longo de cinco encontros.

O cronograma do estudo de campo pode ser visto na Tabela 5.4

Encontro Programacao

1° dia Entrevistas iniciais

2° dia Roteiro Sylvester - introdugao

3° dia Roteiro Sylvester - atividades historicas

4° dia Roteiro Cayley - leitura coletiva da memoria e atividades
histéricas

5% dia Atividades histéricas e questionério final

6° dia Atividade final e entrevistas finais

Tabela 5.4: Agenda do estudo de campo 1.

A implementagao dos roteiros foi a mesma que no estudo piloto. O Roteiro
Sylvester foi trabalhado em dois encontros. No primeiro, fizemos uma apresentacao
em slides com dados biograficos de Sylvester, com uma introducao a conceitos de
geometria projetiva necessarios para acompanhar a pratica matematica de Sylvester
e com a apresentacao do problema da classificacao dos tipos de contatos entre duas
conicas. No segundo encontro, os participantes, divididos em grupos, trabalharam
nas atividades histéricas.

Os conceitos de geometria projetiva foram introduzidos com linguagem moderna.
Jéa a solucao do problema dos contatos foi apresentada procurando seguir a notacao
original tanto quanto possivel e sem utilizar matrizes, isto para que os participantes
pudessem “mergulhar no pensamento da época”. Essas escolhas nao foram uma
imposicao, em alguns momentos, matrizes e notagoes modernas eram utilizadas para
facilitar o entendimento.

As atividades histéricas foram realizadas durante os encontros. Os participantes
foram divididos em dois grupos assim designados: grupo 1.1 - Joao, Mario e Darth
- e grupo 1.2 - Fernando, Maria e Yhedi. Essa configuracao foi mantida para todas
as atividades realizadas em grupo. Nao houve um critério especial para organizar
0S grupos, apenas observamos nas entrevistas iniciais participantes mais desinibidos
e alguns mais timidos e sugerimos a divisao de modo a formar grupos misturando
os desinibidos com os timidos. Quando as atividades histéricas do primeiro roteiro
foram finalizadas, os grupos compartilharam suas conclusoes fazendo uma leitura

em voz alta das respostas.
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O Roteiro Cayley também foi trabalhado em duas etapas: um estudo dirigido
sobre as primeiras paginas do artigo de (I858) e a realizacao das atividades
histéricas. Na primeira etapa (4° encontro), foi dado um tempo para que os parti-
cipantes lessem as paginas do artigo e foi sugerido que eles marcassem e anotassem
todo tipo de duvida. Em seguida, fizemos uma leitura coletiva discutindo os pontos
de duvida e as ideias de Cayley. No mesmo encontro, os participantes iniciaram as
atividades historicas que foram finalizadas no encontro seguinte.

Nesse estudo de campo, foram utilizados os seguintes instrumentos de geracao
de dados: i) entrevistas semiestruturadas realizadas antes e depois do minicurso;
ii) registro das respostas escritas as atividades histéricas de ambos os roteiros; iii)
a gravagao em audio das discussoes dos dois grupos enquanto eles realizavam as
atividades histéricas de ambos os roteiros, iv) um pequeno artigo proposto como
atividade final e v) um questiondrio final enviado por e-mail.

Sobre a receptividade dos participantes com relacao aos roteiros, eles nao de-
monstraram muitas dificuldades em acompanhar o primeiro roteiro, mesmo na parte
da introdugao de conceitos de geometria projetiva, que foi novo para todos. No ques-
tionario final, algumas sugestoes dadas para melhorar o Roteiro Sylvester sugeriram

dificuldades que eles nao externaram durante os encontros:

[...] a parte que trata de geometria projetiva é um pouco confusa,
pelo préprio contetido. Com a explicacao falada, se torna menos
difuso. Esta explicacao poderia ser incluida e fazer desta parte do

roteiro um pouco mais aprofundada. (Fernando)

Para mim, o minicurso foi muito instrutivo, talvez mais alguns
exemplos poderiam ter sido apresentados durante os encontros.

(Maria)

Em relacao ao segundo roteiro, alguns pontos foram delicados durante a leitura
da memoria de Cayley sobre matrizes (tradugao das primeiras paginas da memoria),
como compreender o modo como Cayley definiu a multiplicacao de matrizes, com-
preender a demonstracao do teorema notavel e sua aplicacao para determinar as
raizes da matriz identidade de ordem 2. Uma boa dose de tempo foi dedicada a
discutir esses pontos com os participantes. Alguns participantes registraram suas

dificuldades nas respostas ao questionario final:
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Algo que me causou estranheza foi a utilizacdo da matriz como
uma “quantidade simples”, nome dado por Cayley para dizer
: w4 : 7 4
quando uma matriz estava em “pé de igualdade” com um numero,
mas consegui aceitar a argumentacao e entender as proposicoes
propostas por Cayley baseadas nessa ideia de “quantidade sim-

ples”. (Yhedi)

Somente a passagem onde é descrita a multiplicacao de matrizes,
onde poderia ser descrita de forma mais branda, com mais pas-
sadas e explicacoes. A maneira que é apresentada muito sucinta.

(Fernando)

Finalizamos este relato sobre o estudo de campo 1 apresentando alguns depoi-

mentos registrados no questionario final:

Apreciei o fato de o roteiro comecar com uma introducao a respeito
do tema a ser tratado, das notas histdricas e os retratos sobre
Sylvester e Cayley. Os exercicios também foram bem propostos.

(Maria)

Principalmente no que diz respeito a evolucao histérica delas. As
diferentes visdes e concepgoes de uma matriz, este mesmo objeto
que, apesar de ser um instrumento de notacao, tem multiplos sig-

nificados. (Fernando)

Percebi que o tempo fez com que esses conhecimentos e conceitos
primordiais de Sylvester e Cayley fossem se perdendo no ensino
de matrizes, o que me foi passado e ainda continua a ser passado
para todos é que matrizes sao meramente tabelas ou arranjos de
linhas e colunas, determinantes sao niimeros associados a matrizes

através de uma continha entre os elementos que compoem a matriz.

(Yhedi)

5.3 Estudo de campo 2: sujeitos da pesquisa e
estrutura do minicurso

Esse estudo de campo foi realizado com trés alunos da UFRR.J (Universidade Federal
Rural do Rio de Janeiro) - Instituto Multidisciplinar, localizado na cidade de Nova

Iguagu. Na época do estudo, os participantes estavam cursando a segunda disciplina
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de Algebra Linear. A pequena turma composta por nove alunos, dos quais seis
estavam presentes, foi convidada a participar de um estudo de campo, no qual
seria oferecido o mesmo minicurso dos estudos anteriores. No dia, cinco alunos
manifestaram interesse em participar, no entanto, dois justificaram a impossibilidade
de participar do estudo logo depois.

Os trés estudantes que aceitaram, esclarecidamente, em participar da pesquisa
eram alunos do curso de Licenciatura e Bacharelado em Matematica da instituicao
acima, na ocasiao do estudo. Assim como no estudo de campo 1, eles serao identifi-
cados por codinomes, que foram sugeridos por eles préprios: Matematico, Francisca
e Raelo. Informacoes sobre o perfil desses participantes sao apresentados na Ta-
bela 5.5l Nenhum dos trés estudantes havia passado por um curso de Histéria da

Matematica até a ocasiao do estudo.

Participante | Idade Curso (L/B em Ma- | Periodo
temdtica)

Matematico 19 anos Bacharelado 3¢

Francisca 22 anos Licenciatura 4°

Raelo 27 anos Licenciatura 59

Tabela 5.5: Quadro informativo sobre os participantes do estudo de campo 2.

Esse estudo de campo também ocorreu ao longo de seis encontros, nos meses de
outubro e novembro de 2014, com trés horas de duracao cada, totalizando dezoito
horas de trabalho, com a mesma programacao do estudo de campo 1. O cronograma,

com diferencas apenas nos tltimos encontros, pode ser visto na Tabela 5.6

Encontro Programacao

1° dia Entrevistas iniciais

2° dia Roteiro Sylvester - introdugao

3° dia Roteiro Sylvester - atividades histéricas

4° dia Roteiro Cayley - leitura coletiva da memoria e atividades historicas
5° dia Roteiro Cayley - atividades histéricas e atividade final

6° dia Entrevistas finais

Tabela 5.6: Agenda do estudo de campo 2.

A implementacao dos roteiros de ensino ocorreu da mesma forma que no estudo
de campo 1 e os mesmos instrumentos para geracao de dados foram utilizados.
Como haviam apenas trés participantes, as atividades histéricas foram realizadas

pelos trés, em conjunto. Ao longo da analise dos dados, eles serao referenciados
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como grupo 2.1.

Notamos que nesse grupo, os participantes tiveram mais dificuldade em acom-
panhar o contetido do primeiro roteiro. Durante a introdugao dos conceitos de
geometria projetiva, eles ficaram bastante curiosos para saber mais sobre os pontos
no infinito. O grupo estranhou bastante o uso dos termos “fungdes binérias” (ou
fungoes bilineares nos termos de hoje) nos extratos de artigos de Sylvester, dispo-
nibilizados nos roteiros. Além disso, o grupo estranhou também o calculo de um
determinante a partir dos coeficientes de uma equacao polinomial homogénea. Di-
ferente dos participantes do estudo de campo 1, eles nao haviam estudado ainda os
conceitos de formas quadraticas e formas bilineares. Foi sugerido que eles pesquisas-
sem esses conceitos em livros didéaticos de Algebra Linear para o encontro seguinte.
Para facilitar o entendimento dos participantes, comparamos o conceito de fungao
binaria de Sylvester com o conceito moderno de forma bilinear e falamos sobre a
representacao matricial de uma forma bilinear e de uma forma quadratica.

Sylvester nao apresentou uma definicdo para o “determinante de uma funcao
bindria” nos artigos sobre o problema dos contatos. Em (SYLVESTER] [1851D)), um
exemplo da pratica elaborada foi apresentado, sem o uso de tabelas. O resultado
do determinante de U + AV foi apresentado na forma de uma expressao polinomial
em funcao de A e dos coeficientes das equacoes das conicas U e V. As paginas do
artigo com o exemplo foram disponibilizadas para que os alunos verificassem como
Sylvester trabalhava com determinantes, sem o uso de matrizes. Outras dificulda-
des foram percebidas pelas sugestoes e opinides expressas por esses participantes no
questionario final, como por exemplo: “Nao ficou muito clara para mim a diferenca
entre pontos de contato e pontos de intersecao” (Matematico). O mesmo partici-
pante sugeriu como melhoria para o minicurso, utilizar algum software para facilitar
a visualizacao das secoes conicas como intersecao entre uma superficie conica e o
plano z =1 (Roteiro Sylvester).

Um momento muito interessante no primeiro encontro ocorreu quando um dos
participantes declarou que finalmente havia entendido a origem do termo matriz,

apos a leitura de um extrato do artigo de Sylvester (veja Extrato II, Roteiro Sylves-

ter, Apéndice [E):

Matematico: Agora d&a para entender porque o nome é matriz,
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também.

Pesquisadora: Como?

Matemaético: Porque que o nome dessa bendita tabela é matriz.
Raelo: Ah, é verdade.

Matemético: Porque ela gera o determinante. Matriz com essa
ideia de ...

Raclo: E como se fosse uma matriz mae que gera . ..

Matematico: Ele fala matriz mae.

Em relagao ao segundo roteiro, notamos as mesmas dificuldades que no estudo
de campo 1: compreender o modo como Cayley definiu a multiplicacao de matrizes,
compreender a demonstracao do teorema notavel e sua aplicacao para determinar
as raizes da matriz identidade de ordem 2. Esses pontos foram mais delicadas
e demandaram uma explicagao detalhada, no quadro, das passagens mateméaticas
apresentadas por Cayley em sua memoria.

Esse grupo proporcionou um momento de muita emoc¢ao quando a participante
Francisca, apds entender a origem da definicao da multiplicacao de matrizes, de-
clarou que é esse tipo de coisa que ela quer fazer: “ajudar as pessoas a verem e
entenderem essas coisas”. Declarou ainda que, daquele momento em diante, nao
precisaria mais dizer que “a multiplicacao é assim porque é e pronto, ou porque ¢ a
definicao”.

Dentre as sugestoes para melhoria do roteiro, os participantes sugeriram a apre-
sentacao de exemplos para que os exercicios matematicos possam ser feitos com mais
seguran(;aH. Finalizamos esta secao com uma opiniao sobre o segundo roteiro e com

dois depoimentos sobre o minicurso:

[...] o formato de comegar com o histérico do matematico e o
contexto no qual ele esta inserido é muito legal porque nao passa
a ideia de uma Matematica tao sofisticada que nada tem a ver com

o convivio social. (Matematico)

Muito interessante a forma como foi apresentada a histéria de Cay-
ley. Gostei do roteiro ter mantido as notagoes da época, além das
explicacoes bem didaticas sobre algumas propriedades de matrizes.

(Raelo)

4Nesse grupo, a entrega dos exercicios matematicos resolvidos foi considerada na avaliacdo do
professor da turma.
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O minicurso esclareceu muito sobre o surgimento das matrizes,
assunto que até entao eu nao conhecia. Mas nao foi s6 isso, nos
também (finalmente!) descobrimos o porqué de as operagdes com
matrizes serem do jeito que sao. Saimos agora, um pouco mais se-
guros sobre esse conteudo importante pra muitas areas. Outro as-
pecto muito legal foi conhecer o contexto e um pouco da trajetéria

de matematicos precursores da Teoria das matrizes. (Matematico)

No proximo capitulo, apresentamos os resultados alcancados com a pesquisa, a

partir dos estudos de campo relatados nesta secao e na anterior.
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Capitulo 6

Resultados

Neste capitulo, apresentamos os resultados alcangados com os estudos de campo
1 e 2. Cada uma das trés questoes de pesquisa demandou uma analise de dados
especifica. Por isso, a apresentagao dos resultados foi organizada em trés grandes
secoes, uma para tratar de cada questao de pesquisa.

Visando responder a primeira questao de pesquisa, analisamos principalmente as
discussoes dos participantes enquanto faziam as atividades histéricas propostas nos
roteiros de ensino. As discussoes foram gravadas em audio e transcritas integral-
mente. Na andlise, buscamos evidenciar reflexoes sobre as metarregras historicas
(Segao B3)), discussdes em que os participantes explicitassem suas metarregras rela-
cionadas a matrizes e determinantes e discussoes que indicassem conflitos comogni-
tivos.

Além das reflexdes sobre as metarregras histéricas, que é um resultado em si,
foram diagnosticadas trés metarregras no discurso dos participantes e foram detec-
tados trés conflitos comognitivos nas discussoes. Essas reflexoes levaram os partici-
pantes a explicitarem suas préprias metarregras, a refletirem sobre elas e também
suscitaram discussoes sobre conceitos que eles estavam aprendendo ou haviam apren-
dido nas disciplinas de Algebra Linear. Algumas metarregras historicas produziram
conflitos comognitivos nos participantes.

Destacamos as reflexdes sobre a primeira metarregra identificada no episédio de
Sylvester, segundo a qual determinantes eram calculados a partir dos coeficientes de
polinomios homogéneos. Essa metarregra foi escolhida por contrastar com o modo

com o qual determinantes sao calculados hoje: por meio de matrizes. O contato

135



com um discurso governado por essa metarregra (extratos dos artigos de Sylvester)
suscitou reflexdes muito ricas, levando os participantes a explicitarem a metarregra
segundo a qual determinantes sao propriedades de matrizes e a questiona-la, em
alguns casos. Desse modo, os participantes perceberam que essas regras mudam
com o tempo. A conscientizacao de tal mudanca levou-nos a identificar um conflito
comognitivo, o qual nao se manifestou na forma de uma dificuldade ou de um conflito
na acepcao comum da palavra, mas sim pelo reconhecimento de uma mudanca nas
regras do discurso.

Outra metarregra histérica cujas reflexoes conduziram a resultados interessantes
foi a dupla interpretacao da nocao de matriz, a qual governou o discurso de Cay-
ley na memoria de 1858. Um dos resultados foi o diagndstico de uma metarregra
identificada no discurso de dois participantes e enunciada como: demonstracoes de
resultados que se baseiam apenas em casos particulares nao tém validade. Cayley
baseou-se na dupla interpretacao da nocao de matriz na demonstracao do teorema
notavel, cujos argumentos suscitaram muitas discussoes e produziram um conflito
comognitivo em alguns participantes. Nesse caso, o conflito se manifestou por meio
de duvidas e de intensos debates.

Visando responder a segunda questao de pesquisa, tivemos como foco para a
andlise as entrevistas conduzidas no inicio e no fim da intervengao. Em uma primeira
etapa, identificamos e classificamos em categorias as concepgoes dos participantes
sobre “o que é matriz”, “o que é determinante” e sobre “a utilidade de calcular
determinantes”, antes e apds a intervencao. Em uma segunda etapa, comparamos
as concepcoes iniciais e as finais, para as trés questoes mencionadas. O objetivo
foi investigar se as reflexoes sobre as metarregras tiveram impacto nas concepgoes,
em relacao a essas questoes, isto €, se mudancas observadas nas concepcoes, apds
a intervencao, poderiam ser associadas a essas reflexoes. Para isso, observamos
nas respostas dos participantes as entrevistas finais se novas representagoes e asso-
ciagoes para matrizes foram indicadas e se tinham relacao com as reflexdes sobre as
metarregras.

Os resultados apontam que as reflexoes tiveram uma influéncia mais marcante
nas concepgoes sobre “o que é matriz”. Duas categorias estabelecidas inicialmente

desapareceram, dando lugar a uma nova categoria na classificacao das concepgoes
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identificadas ao final da intervencao. As reflexdes sobre as metarregras reforgaram
associagoes, no sentido de (SFARD, [1991)), para o conceito de matriz. Por exem-
plo, a metarregra que influenciou o modo como Cayley estabeleceu as operacoes com
matrizes, qual seja, matriz era uma notagcao comoda usada para trabalhar com siste-
mas lineares, reforcou a associacao com sistemas lineares. Essa associagao refletiu-se
nas respostas de alguns participantes, nas entrevistas finais, levando a formacao de
novas concepgoes.

Visando responder a terceira questao de pesquisa, analisamos a atividade final,
que consistia na producao de um pequeno artigo, os questionarios finais e algumas

questoes das entrevistas finais. A andlise foi amparada na metodologia das multiplas

perspectivas (KJELDSEN| 201Ta; [KJELDSEN| 2011b; KJELDSEN; BLOMHQJ|

2012} [KJELDSEN; PETERSEN]| 2014). O objetivo nessa parte da pesquisa foi
investigar o desenvolvimento de uma consciéncia historica m, 2001)) nos par-

ticipantes, com orientacdo para as seguintes perspectivas: i) os objetos matemaéticos
nao sao eternos; ii) os objetos matematicos nao sao iguais para todos. Essas pers-
pectivas foram consideradas a partir do caso particular da historia das matrizes.
Os episddios histéricos resgatam o problema que impulsionou a génese das matrizes
por meio do desenvolvimento da técnica de extracao de menores. Além disso, tra-
zem duas interpretacoes distintas de matrizes como “mae dos menores”e como uma
notacao pratica expressar e manipular sistemas lineares.

Buscamos evidenciar na analise a interpretacao historica realizada pelos estu-
dantes na direcao das perspectivas acima, bem como os desdobramentos dessa inter-
pretacao. Dentre os desdobramentos, citamos a compreensao da especificidade da
regra para a multiplicacao de matrizes, as projecoes para o futuro com as reflexoes
sobre o ensino de matrizes e determinantes e a formacao de uma visao desnatu-
ralizada desses conceitos. A partir das reflexoes sobre a pratica de Sylvester em
torno do problema dos contatos e o modo como os determinantes eram emprega-
dos alguns participantes vislumbraram a possibilidade de ensinar determinantes sem
matrizes. Essas reflexdes que implicam mudancas no ensino sao auténticas, nao fo-
ram mencionadas pela pesquisadora durante os encontros. Até entao, o céalculo de
determinantes por matrizes era uma pratica naturalizada por esses participantes.

O episddio de Sylvester trouxe o exemplo de uma pratica em que as matrizes nao

137



eram o elemento central e determinantes eram calculados sem matrizes de modo
consistente. Esse resultado ilustra as contribuicoes do estudo para a formacao de
uma visao desnaturalizada dos conceitos de matriz e determinante.

Iniciamos cada se¢ao apresentando o percurso estabelecido para a andlise, ou seja,
a metodologia. Em seguida, descrevemos os resultados alcangados e finalizamos a
secao com uma discussao e com nossas conclusoes em direcao a uma resposta para

a questao de pesquisa.

6.1 Questao de pesquisa 1: metarregras e confli-

tos comognitivos

6.1.1 Metodologia de Analise

A anélise apresentada nesta parte foi realizada visando responder & primeira questao
de pesquisa (QP1): Como fontes histéricas possibilitam promover reflexoes
sobre metarregras relacionadas a matrizes e determinantes, a partir de
conflitos comognitivos?

Foram analisados os dados advindos das respostas escritas as atividades
histéricas e das discussoes, gravadas em audio, enquanto os participantes realiza-
vam essas atividades. As atividades foram feitas em grupo, em ambos os estudos de
campo (estudo de campo 1 - grupos 1.1 e 1.2, estudo de campo 2 - grupo 2.1) .

A andlise desses dados baseou-se no discurso dos participantes segundo os con-
ceitos de metarregras e de conflitos comognitivos. Retomando a definicao desses
conceitos, as metarregras ou regras metadiscursivas sao aquelas que definem
padroes na atividade dos discursantes ao tentar produzir e substancializar (substan-
tiate) narrativas no nivel do objeto e um conflito comognitivo é definido como
uma situagao que ocorre quando narrativas aparentemente conflitantes originam-se
a partir de discursos governados por metarregras distintas. As diferencas nos dis-
cursos podem ser percebidas pelo uso das palavras, pelos mediadores visuais, pelas
regras para substancializar narrativas etc. (SFARDI 2008))

Assim, comegamos por explorar os dados em busca de indicios de reflexées sobre

as metarregras histéricas, isto é, aquelas que foram selecionadas por nés nos episédios
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de pesquisa de Sylvester e de Cayley (Segao B3]), como também as metarregras
dos proprios participantes. Inicialmente, olhamos para as respostas as atividades
histéricas. Em cada roteiro, algumas atividades foram selecionadas (Tabela[6.]) por
apontar de forma mais direta ideias relacionadas as quatro metarregras identificadas

por nés nos episodios de pesquisa.

Roteiro Sylvester | Roteiro Cayley
Questoes 3,6 e 7 Questoes 2, 3,5e 7

Tabela 6.1: Questoes para encorajar reflexoes sobre metarregras.

Em seguida, exploramos as transcri¢oes dos audios de todos os grupos em busca
de discussoes sobre metarregras, comecando pelas atividades elencadas na Tabela
6.11 No entanto, notamos que algumas discussoes sobre metarregras iniciaram-se
espontaneamente ou intensificaram-se enquanto os grupos faziam as outras questoes.
Percorremos, entao o restante das transcrigoes em busca de mais discussoes que
fornecessem evidéncias de reflexoes sobre metarregras.

Em um segundo momento, classificamos cada trecho de discussao, marcado na
etapa anterior, de acordo com a(s) metarregra(s) em torno da(s) qual(is) a discussao
desenrolava-se: aquelas selecionadas nos episédios ou as proprias metarregras dos
participantes.

Quanto aos conflitos comognitivos, verificamos a ocorréncia de narrativas confli-
tantes no discurso dos participantes, em relagao ao das fontes historicas, que fossem
baseadas em metarregras distintas. Inicialmente, esperavamos detectar conflitos por
meio de duvidas ou discordancias em relacao ao discurso das fontes. No entanto,
houve um caso, em que os participantes reconheceram explicitamente uma mudanca
nas metarregras, sem manifestar sinal de duvida ou de discordancia. Esse caso
também foi reconhecido por nés como a manifestacao de um conflito comognitivo,
como veremos na analise dos dados.

Em suma, as transcrigoes foram percorridas varias vezes buscando discussoes
que ilustrassem: i) reflexdes sobre as metarregras selecionadas nos episédios de pes-
quisa, ii) reflexdes sobre as préprias metarregras dos participantes e iii) possiveis
conflitos comognitivos. H& discussoes que mostram tanto indicios de reflexoes sobre
as metarregras selecionadas nos episédios, quanto sobre as proprias metarregras dos

participantes. Ha trechos que mostram indicios de conflitos e, ao mesmo tempo,
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sugerem reflexoes sobre metarregras. Nesses casos, selecionamos os trechos que, em
nosso ponto de vista, melhor ilustram um determinado resultado. Vale lembrar que
entendemos as reflexdes como um processo consciente, isto €, consideramos que se
os participantes refletem sobre suas metarregras, eles tornam-se conscientes delas.
Nao foi nosso objetivo comparar os resultados dos dois estudos de campo. As-
sim, optamos por organizar a apresentagao dos resultados por roteiro. Para cada
um, comecaremos por fazer uma descricao geral das respostas escritas a todas as
atividades histéricas. Em seguida, apresentaremos a andlise das discussoes dessas
atividades organizadas em trés partes: reflexoes sobre metarregras do discurso de
Sylvester /Cayley, reflexoes sobre as préprias metarregras e manifestacao de conflitos

comognitivos.

6.1.2 Roteiro Sylvester
As atividades histdricas

Na primeira questao, esperavamos que os participantes elaborassem um resumo da
prética de Sylvester para classificar o tipo de contato (quando hé) entre duas conicas
a fim de que eles retomassem e lembrassem de todas as etapas do procedimento.
Questao 1.
Faca um resumo descrevendo como Sylvester classifica os tipos de contatos entre duas
conicas U e V.

Dentre os trés grupos, o grupo 1.2 apresentou um resumo completo da pratica

de Sylvester:

Dadas as duas conicas a serem estudadas, Sylvester monta o ele-
mento U + AV e em seguida calcula o determinante |U + AV| =
0. Desse processo, resultam os lambdas que serao as raizes de
|[U+AV| = 0. [...] Sylvester baseou-se na multiplicidade algébrica
de cada uma das raizes. [...| Caso existam fatores comuns dife-
rentes de 1, entre o determinante completo e os determinantes
menores, os contatos serao diploidal (no caso de multiplicidade 2)

ou confluente (em caso de multiplicidade 3); [...] (Grupo 1.2)

O grupo 1.1 apresentou sua resposta apenas enumerando os tipos de contatos

e indicando as condigoes para que cada um ocorra. E o grupo 2.1 foi ainda mais
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sucinto, descrevendo apenas o inicio do processo com o estudo da multiplicidade das
raizes do determinante completo de U + AV.

Na segunda questao, introduzimos nogoes semelhantes as de objetos epistémicos
e técnicas epistémicas, denominando-os como objetos de investigacao e técnicas.
Indicamos a classificacao dos tipos de contatos entre duas conicas como o objeto de
investigagao de Sylvester (veja Segao B.2.1]) e pedimos que os participantes listassem
as técnicas empregadas.

Questao 2.

Sylvester utiliza varios conceitos/ferramentas matemdticas na prética elaborada por ele
para resolver o problema da classificacao dos tipos de contatos entre duas conicas. Para
entender o papel de cada um deles na sua pesquisa, vamos identificar quais desempenham
o papel de induzir novo conhecimento (objeto(s) de investigagdo) e quais ajudam a
fornecer as respostas do problema colocado (técnicas).

O objeto de investigacdo de Sylvester é: a classificacdo dos tipos de contatos entre
duas conicas. Liste todos os conceitos/ferramentas matemdticas que constituem as
técnicas utilizadas por Sylvester, de acordo com o texto.

Consideramos que as respostas dos trés grupos foram bem proximas nesta
questao. Todos mencionaram o emprego de determinantes e determinantes menores:

Conceito de determinantes, determinantes menores, nogoes de ge-
ometria projetiva, geometria analitica. (Grupo 1.1)

Operacgoes com polindmios homogéneos, por exemplo o cédlculo de
AV e propriamente o calculo de U+ A\V. Caélculo de determinantes.
Nocao de multiplicidade das raizes de um polinémio. Introducao

do conceito de Determinante Menor. (Grupo 1.2)

Equacoes homogéneas. Determinantes completos e “menores”.

Geometria projetiva e analitica. (Grupo 2.1)

O grupo 1.2 mostrou certa dificuldade em isolar as ferramentas, por exemplo:
o grupo respondeu “célculo de determinantes”, ao invés de “determinantes”; “in-
trodugao ao conceito de determinante menor”, ao invés de “determinante menor”.
De qualquer forma, consideramos que esse grupo reconheceu os determinantes e os
menores como técnicas utilizadas por Sylvester.

Os grupos 1.1 e 2.1 mencionaram elementos considerados por ndés como perten-

centes a configuracao epistémica de Sylvester, como por exemplo: nocoes de geome-
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tria projetiva e geometria analitica. Como nao introduzimos esse conceito para eles,
entao “aceitamos” os elementos citados como parte das técnicas. Por fim, os grupos
nao mencionaram as matrizes como uma técnica nas respostas acima. A dificuldade
de ver as matrizes como parte das técnicas pode estar relacionada ao fato de que
elas nao foram utilizadas diretamente na resolucao do problema dos contatos. Para
investigar se haviam pontos de contatos entre duas conicas U e V', o ponto de partida
de Sylvester era a equagao |U + AV| = 0, que envolvia o determinante completo. Nos
casos de raizes com multiplicidade algébrica dupla ou tripla na equacao cibica ob-
tida, os determinantes menores eram comparados com o determinante completo em
busca de fatores comuns. Logo, os determinantes sobressaem dentre as ferramentas
utilizadas. Além disso, representacoes em forma de tabela eram pouco emprega-
das por Sylvester no episédio considerado. Vale destacar que os participantes nao
tiveram acesso aos artigos de Sylvester, suas respostas basearam-se no resumo da
pratica de Sylvester apresentado no roteiro que continha vérias citagoes dos artigos.

Na terceira questao, esperavamos que os participantes comparassem o modo
como Sylvester empregava os determinantes, a partir de certas fung¢oes (polinémios
homogéneos, com o modo atual, em que determinantes sao calculados a partir de
matrizes quadradas. Esta questao teve como objetivo encorajar reflexdes sobre a
primeira metarregra selecionada no discurso de Sylvester, segundo a qual, deter-
minantes eram calculados a partir de polinomios homogéneos de grau 2, com a
finalidade de investigar propriedades geométricas de curvas e superficies.
Questao 3.
Descreva a diferenca entre como Sylvester utilizava determinantes neste episédio da
pesquisa sobre matrizes e como nés utilizamos nos dias de hoje. Veja o extrato IV.

O extrato IV foi indicado no enunciado porque trata-se de uma passagem em

que [Sylvester| (I851D, p. 222) referiu-se ao determinante de uma funcdo bindria

- em termos atuais, uma forma bilinear - explicitando o objeto sobre o qual o

determinante era calculado:
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Extrato IV:

(...) ateoria das fungdes quadraticas mistura-se a uma teoria mais ampla de
funcdes bindrias, consistindo da soma de muiltiplos de produtos binarios formados
por combinar cada um do conjunto de quantidades x, y e z ...com cada um

do mesmo nimero de quantidades do conjunto 2/, v/ e 2’ ... Por exemplo,

axx + bxy' + cx?
+a/yx/ + b/yy/ + C/yzl

+a/lzx/+bl/zy/+cl/zz/

seria uma fungdo bindria e seu determinante (ndo mais, como em uma fungdo

quadratica, simétrico sobre dua diagonal) corresponderia a matriz quadrada

a b ¢
a v d
a/ ! b/ ! C//

(SYLVESTER, [1851a, p. 222, traducdo nossa)

Os polindmios homogéneos com trés varidaveis e de grau 2, que representavam
as conicas na pratica de Sylvester, sao funcoes do tipo que Sylvester menciona no
extrato acima.

O grupo 2.1 apresentou sua resposta comparando o objeto sobre o qual os de-
terminantes eram calculados na pratica de Sylvester com o objeto sobre o qual essa
ferramenta apoia-se nos dias de hoje: “No passado, Sylvester utilizava o conceito
de determinantes para equacoes binarias. Atualmente, utilizamos o conceito de de-
terminantes sempre com uma relacao com o conceito de matrizes.” O grupo 1.1
apontou como diferenca a ordem com a qual os conceitos de matriz e determinante
sao apresentados nos dias de hoje e a ordem com a qual esses conceitos surgiram:
“Nos dias de hoje, construimos o conceito de determinante a partir de matrizes, ja

Sylvester construiu o conceito de matrizes a partir de determinantes.”

J& o Grupo
1.2 mencionou o objeto sobre o qual os determinantes eram calculados baseando-se
em um trecho do extrato IV, no qual Sylvester associa ao determinante de uma
funcao bindria uma certa matriz quadrada (em termos atuais, a matriz canonica da

forma bilinear):
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Para Sylvester, o determinante era um ente proveniente de uma
funcao bindria, e no fundo era o determinante que estava associado
a uma matriz quadrada. Ja para nés uma matriz é associada a um
determinante, que por sua vez, é associado a um numero. (Grupo

1.2)

Apesar das diferencas nas respostas dos trés grupos para a Questao 3, todas
mencionam a primeira metarregra que identificamos no discurso de Sylvester, se-
gundo a qual determinantes eram calculados a partir de certas fung¢oes (polinémios
homogéneos). Além disso, as respostas apontam para uma metarregra que governa
o discurso da Algebra Linear, segundo a qual determinantes sao vistos como propri-
edades de matrizes.

A quarta questao foi proposta apenas com o intuito de que os alunos retomassem
o conceito de determinante menor, conforme introduzido por Sylvester. Os parti-
cipantes estavam familiarizados com o conceito de cofator, mas nao haviam visto
aplicagoes do conceito de menor de uma matriz.

Questao 4.

Explique o que é um primeiro determinante menor de acordo com a definicao apre-
sentada por Sylvester no Extrato |. O que é um segundo determinante menor? E um
r-ésimo determinante menor?

Todos os grupos basearam sua resposta no extrato do artigo em que Sylvester
introduziu os determinantes menores, incluido no roteiro.

A quinta questao foi proposta para que os alunos discutissem o papel da nocao
de determinante menor na pratica desenvolvida por Sylvester. Nos dois casos de
ocorréncia de raiz, do polinémio cibico |U + AV| = 0, com multiplicidade algébrica
maior que 1, um critério a mais foi necessario para decidir entre dois tipos de con-
tatos associados a cada um desses casos. Assim, a nocao de determinante menor
desempenha um papel chave na pratica de Sylvester. Além disso, foi com o intuito
de generalizar a técnica de extracao de sistemas de determinantes menores, a qual
foi baseada em uma tabela retangular, que Sylvester introduziu a nocao de matriz
(BRECHENMACHER] 20068, p. 14).

Questao 5.
Por que Sylvester precisou introduzir os determinantes menores?

Ambos os grupos mencionaram o papel da nocao de determinantes menores
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na classificacao dos tipos de contatos quando ocorriam raizes com multiplicidade

algébrica maior que 1. Apresentamos a resposta mais elaborada:

Quando a multiplicidade de cada raiz do polindmio era igual a
um, Sylvester concluiu que nao havia contato entre as conicas (o
determinante D pode ser escrito como (A —a)(A—b)(A—c)). Mas,
quando uma raiz tem multiplicidade 2 ou 3, Sylvester precisava
diferenciar os contatos simples e dipléide e o contato proximo e
confluente. Assim, ele introduziu os determinantes menores para
gerar um outro critério (a andlise dos fatores comuns entre os

determinantes menores) para a classificagdo. (Grupo 1.2)

As questoes 6 e 7 tiveram como objetivo encorajar reflexdes sobre a segunda
metarregra selecionada no episédio de pesquisa de Sylvester, segundo a qual matri-
zes eram usadas como uma representacao em forma de tabela, para a extracao de
menores (matriz como mae dos determinantes menores).

Questao 6. Baseando-se nos Extratos Il, Ill, explique o que era uma matriz e qual o
papel dessa nocao para Sylvester.

Os Extratos II e III, indicados no enunciado, referem-se a trechos de artigos de

Sylvester| (1850b)), [Sylvester] (I851c) em que ele descreve a nogao de matriz.

Extrato 1I:

(...) nés devemos comegar, ndo com um quadrado, mas com um arranjo
retangular de termos consistindo, suponha, de m linhas e n colunas. Isso ndo
representard em si mesmo um determinante, mas, uma Matriz da qual podemos
formar vdrios sistemas de determinantes por fixar um ndmero p, e selecionar
quaisquer p linhas e p colunas, os quadrados correspondendo ao que pode ser

chamado de determinantes de p-ésima ordem. (SYLVESTER| p. 150,

tradugdo nossa, grifo nosso)

Extrato I11:

Eu defini, em um artigo anterior, uma “Matriz’ como um arranjo retangular
de termos, dos quais diferentes sistemas de determinantes podem ser gerados,

a partir do ventre de uma m3e comum (...) (SYLVESTER| [1851bl p. 247,

tradu¢do nossa)

Os trés grupos falaram de matriz como um arranjo retangular de termos, como
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na descricao de Sylvester, e mencionaram o papel da matriz como uma fonte gera-
dora de determinantes menores, por exemplo: “Para Sylvester matriz ¢ um arranjo
retangular, donde se é possivel formar varios sistemas de determinantes de uma
mesma ordem.” (Grupo 1.1)

Questao 7.

Compare a definicao de matriz apresentada no Extrato Il com a definicao atual. Aponte
pelo menos uma semelhanca e pelo menos uma diferenca.

Todos os grupos apontaram como semelhanca a definicao de matriz baseada na
sua representacao, isto é, como um arranjo retangular de ntimeros. Sobre as di-
ferencas observadas, a resposta do grupo 1.1 toca na relagao entre determinante e
matriz para Sylvester: “A diferenca é que Sylvester usou determinantes para cons-

Y

truir a ideia de matrizes. E nés fazemos o oposto.” Ja a resposta do grupo 1.2
menciona novamente o papel das matrizes para Sylvester “[...] para ele, matriz
também designava um arranjo do qual se originavam diferentes sistemas de deter-
minantes.”

O grupo 2.1 apresentou uma resposta curiosa sobre as diferencas observadas:
“A diferenca é que hoje em dia somente conseguimos calcular determinantes
[menores| de matrizes quadradas.” Ao serem questionados sobre essa resposta,
os integrantes do grupo indicaram que estavam referindo-se aos determinantes
menores. Durante as discussoes sobre o Extrato II em que Sylvester introduz o
termo matriz, eles estranharam a ideia de gerar determinantes menores a partir
de uma matriz retangular. Isso porque eles estavam familiarizados com o conceito
de cofator, que é usado no procedimento para calcular determinantes de matrizes
quadradas de ordem maior que trés. Obter os cofatores de uma matriz passa pela
determinacao dos menores da matriz, no entanto, o procedimento aplica-se a uma

matriz quadrada. O audio das discussoes desse grupo confirma a explicacao dada

por eles.
Nas proximas secoes, examinamos as discussoes dos participantes enquanto re-

alizavam as atividades historicas, com base nas transcricoes dos audios, a fim de

captar reflexoes sobre metarregras e a ocorréncia de conflitos comognitivos.
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Reflexoes sobre metarregras no discurso de Sylvester

A primeira metarregra selecionada no discurso de Sylvester encerra a ideia de
que determinantes sao ferramentas usadas para investigar propriedades
geométricas de curvas e superficies e sao calculados a partir de fungoes
- polindmios homogéneos de grau 2. Ela foi explorada na Questao 3 das ati-
vidades historicas, que solicitava aos participantes descrever a diferenca entre como
Sylvester utilizava determinantes e como nés utilizamos nos dias de hoje. Para de-
senvolver a resposta, sugerimos que os participantes levassem em conta o Extrato
IV, em que Sylvester explicita o objeto sobre o qual o determinante era calculado,
qual seja, fungoes binarias.

Todos os grupos discutiram intensamente sobre ideias relacionadas a primeira
metarregra, com mais énfase no objeto em relacao ao qual os determinantes eram
calculados no discurso de Sylvester (polinémios homogéneos), em comparagao ao
modo como os determinantes sao calculados nos dias de hoje (a partir de matrizes
quadradas). Para ilustrar, apresentamos alguns trechos de discussoes durante a

resolucao da Questao 3.

Yhedi: Entao, o determinante associado & matriz. A gente que
faz o contrario, a gente que associa matriz ao nimero real que é o
determinante.

Maria: Ah, td. Me perdi. [pausa]

Maria: A utilizacao nos dias de hoje é diferente. Porque hoje em
dia, da matriz vocé chega em um determinante e com ele foi o
contrario, do determinante, ele pediu para encontrar uma matriz
e associar a esse determinante. E para ele esse determinante era
determinante de uma funcao, hoje em dia determinante é de uma
matriz. Vocé quer que eu escreva ou estd bom?

(Grupo 1.2)

Matemaético: Como é que ele utilizava determinante? Utilizava
determinante pra relacionar com uma fungao.

Raelo: Fungao binaria no caso. Mas hoje em dia a gente faz o
que? Hoje a gente aprende matriz ...

Matemético: Mas o determinante estd relacionado com a matriz.
Raelo: Hoje em dia a gente sabe isso nao é?

(Grupo 2.1)
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Darth: A diferenga é que hoje a gente liga sempre determinante a
matriz.

Mario: A gente usa determinante sé para calcular equacoes, siste-
mas de equagoes [lineares|.

Darth: Isso. S6 matriz.

Madrio: Ou para saber se [a matriz] tem inversa ou nao.

Darth: Entao, tudo ligado a matriz. Entao, a gente usa determi-
nante hoje em dia ligado & matriz e ele nao entendia assim, ele via
a parte funcional do determinante.

(Grupo 1.1)

Nas falas acima, os participantes nao especificaram que determinantes sao cal-
culados a partir de matrizes quadradas, mas percebemos que o foco da discussao
estava na mudanca do objeto sobre o qual determinantes eram calculados: de uma
funcao bindaria para uma matriz.

O grupo 1.2 mencionou ainda a inversao na ordem de apresentacao das matrizes
e determinantes, em relagao a ordem com as quais surgiram. Nas falas do grupo 1.1,
o participante Mario apresentou alguns exemplos de usos de determinante e obser-
vou que sempre estao ligados a matrizes. Levando em conta que esse grupo ja havia
concluido dois cursos de Algebra Linear, achamos curioso que os exemplos apresen-
tados por esse participante tenham sido tomados do conteudo inicial do primeiro
curso e do que se aprende no ensino bésico.

A segunda metarregra selecionada por nos diz respeito ao uso que Sylvester fazia
de matriz como uma representacao em forma de tabela, a partir da qual sistemas
de menores podem ser extraidos. Essa regra tem sido enunciada na seguinte forma,
mais concisa: matriz como mae dos determinantes menores.

Apesar de todos os grupos terem apresentado respostas escritas para as Questoes
6 e 7, os audios nao revelaram muitas reflexoes sobre a segunda metarregra. Pelas
falas nos dudios, deduzimos que, ao final, os grupos 1.1 e 1.2 dividiram-se para
escrever as ultimas questoes. Apenas o grupo 2.1 apontou em suas discussoes o
papel das matrizes para Sylvester:

Raelo: A semelhanca é que a gente ainda usa matrizes retangula-
res.

Matemaético: E, a semelhanca é essa, que é um arranjo retangular

igual o nosso.
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Raelo: E a diferenca agora? A diferenca é que a gente nao faz
agora essa questao dos determinantes menores, a gente nao faz
isso, ou melhor a gente faz mais ou menos isso quando a gente
calcula matriz dos cofatores, mas é bem diferente que a gente
multiplica...

Matematico: Por menos um. A diferenca ...acho que ele enxerga
determinante mesmo na matriz que nao é quadrada.

Raelo: A gente s6 vé na matriz quadrada.

Matematico: Ele vé varios determinantes numa matriz quadrada.
Raelo - A diferenca que hoje em dia a gente sé calcula com matriz
quadrada.

(Grupo 2.1)

O didlogo acima, que se passou enquanto o grupo fazia a Questao 7, esclarece
a resposta apresentada para essa questao, apontando a diferenca entre a definicao
apresentada por Sylvester no Extrato II e a definicao atual: “hoje em dia somente
conseguimos calcular determinantes [menores| de matrizes quadradas”. O extrato
menciona, explicitamente, que varios sistemas de determinantes menores podem ser
formados a partir de uma matriz retangular por fixar um ntmero p e selecionar
quaisquer p linhas e p colunas. Os participantes Matemaético e Raelo conectaram
essa ideia com o procedimento de calcular cofatores de uma matriz, empregado para

calcular o determinante de matrizes quadradas de ordem maior que 3.

Reflexoes sobre as préprias metarregras

Buscamos encorajar reflexoes sobre as préprias metarregras dos participantes solici-
tando que eles comparassem o modo como Sylvester usou determinantes e o modo
como usamos hoje, que apontassem semelhancas e diferengas entre a definicao de
matriz apresentada por ele e a atual, bem como que discutissem o papel das matrizes
no primeiro episédio estudado.

Nos didlogos apresentados anteriormente, podemos encontrar varios indicios de
que os participantes perceberam e discutiram sobre suas préprias metarregras. Em
varios momentos, todos os grupos discutiram sobre ideias relacionadas a uma me-
tarregra que governa o discurso da Algebra Linear, segundo a qual determinantes
sao vistos como propriedades de matrizes quadradas. O didlogo seguinte,

que se passou enquanto o grupo 2.1 discutia a diferenca entre o modo como Sylvester
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utilizou determinantes e como nés utilizamos nos dias de hoje (Questao 3), ilustra

uma reflexao sobre a metarregra em questao:

Matemaético: Nos dias de hoje ...

Raelo: Utilizamos o conceito de determinante . ..

Matematico: Sempre ligado a uma matriz.

[pausal

Raelo: A gente nao tem nenhum caso que a gente utilize determi-
nante sem pensar em matriz?

Matematico: Quando vai resolver o sistema, mas ai ...

Raelo: Mas a gente constréi a matriz.

Matematico: Nao sei de nenhum caso.

Raelo: Se tem sistema, faz a matriz.

(Grupo 2.1)

Diante da pratica de Sylvester para resolver o problema dos contatos, em que
determinantes sao calculados a partir dos coeficientes de um polinémio homogéneo
de grau 2 com trés variaveis, o participante Raelo questionou se, hoje, ha alguma
situacao em que o determinante seja calculado sem se basear em uma matriz. Temos
aqui uma situagao em que um participante percebeu sua metarregra e a questionou.

O préximo didlogo ilustra uma reflexao sobre a mesma metarregra acima que
surgiu espontaneamente, enquanto os integrantes do grupo 1.2 escreviam a resposta

da Questao 1:

Maria: E, eu acho que ¢ assim. E engracado que a matriz meio
que foi concebida para explicar o determinante.

Yhedi: Estranho porque ..., tipo assim, esses extratos ..., a gente
monta sempre ao contrario: matriz, determinante da matriz, |...]
Ele [Sylvester| usava determinante da funcao, determinante do po-
linémio e depois que ela chega na matriz, depois que ele diz que
pode nao ser um quadrado bonitinho, pode ser um retangulo, a
gente pode tomar um quadrado e ter um determinante.

(Grupo 1.2)

Os participantes Maria e Yhedi estavam discutindo sobre para qué Sylvester
introduziu as matrizes e perceberam que a ordem segundo a qual os conceitos de
matriz e determinantes sao definidos hoje nao foi sempre a mesma. Yhedi refere-se

as palavras de Sylvester no Extrato II, quando ele introduz, pela primeira vez, a
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nocao de matriz considerando um “arranjo retangular de termos” e nao um “ar-
ranjo quadrado”. Esse participante concluiu ainda que, hoje, os determinantes sao
obtidos a partir de matrizes quadradas. Temos aqui uma situagao em que alguns
participantes refletiram sobre mudancas nas metarregras, eles perceberam que nem
sempre determinantes foram calculados a partir de matrizes.

Em outro momento, o participante Yhedi solicitou o pesquisador para saber se
poderia descrever a pratica de Sylvester empregando matrizes. Naquele momento,
Yhedi apontou uma diferenca entre a definicao de matriz dada por Sylvester e a

definicao atual.

Yhedi: Posso falar do termo matriz como a gente fala hoje em
dia?

Pesquisadora: Como assim?

Yedhi: Para o Sylvester, a matriz é a geradora de um determinante
quando vocé toma p linhas e p colunas. Para a gente, hoje, matriz
é qualquer tabela com linhas e colunas e elementos ali dentro ...

(Grupo 1.2)

A fala de Yhedi sugere que ele parece orientar-se por uma metarregra segundo a
qual o conceito de matriz é descrito com base nos elementos caracteristicos
da sua representacao em forma de tabela. Podemos perceber tal metarregra
em narrativas do tipo “matriz ¢ uma tabela com linhas e colunas”, “matriz ¢ um
arranjo retangular de ntimeros”, entre outros. Identificamos a mesma metarregra

nas discussoes de outro grupo:

Darth: Agora, uma diferenca. Deixa eu pensar.

Mério: E que ele [Sylvester] usa o determinante para definir o
conceito de matriz. E a gente nao usa mais. A gente s6 diz que é
uma tabelinha.

(Grupo 1.1)

Sylvester também descreveu matrizes com base nos elementos caracteristicos de
sua representagao. No entanto, na descricao apresentada por esse matemaético, a
nocao de matriz ¢ identificada com a pratica de extracao de determinantes menores.

As discussoes dos grupos 1.1 e 1.2 acima indicam reflexoes sobre o fato de que as

151



matrizes nao sao mais definidas a partir de determinantes, isto é, o conceito foi
isolado do contexto de sua génese, passando a ser descrito apenas como uma tabela.

Os livros-textos de Algebra Linear definem matriz como uma tabela ou um agru-
pamento retangular de ntimeros, isto ¢, esses livros também descrevem o conceito
de matriz com base nos elementos caracteristicos da sua representacao em forma
de tabela. Essa definicao promove a identificacao do conceito de matriz com sua
representacao em forma de tabela e costuma ser a unica definicao apresentada aos

alunos nas disciplinas de Algebra Linear.

Conflitos comognitivos

Como vimos nas duas segoes anteriores, os participantes perceberam que determi-
nantes nem sempre foram calculados a partir de matrizes e que houve uma mudanca
nas metarregras em relagao ao discurso de Sylvester e ao discurso matematico atual.
No primeiro, determinantes eram calculados a partir dos coeficientes de um certo
polinomio homogéneo. Nos dias de hoje, determinantes sao vistos como proprieda-
des de matrizes. Essa mudanca nas metarregras produziu conflitos comognitivos em
todos os participantes.

Identificamos outro conflito que se manifestou em todos os grupos. No Extrato
IV (veja enunciado da Questao 3, nas atividades histéricas), Sylvester disse que o
determinante de uma funcao bindaria corresponderia a uma certa matriz quadrada,
em seguida, ele apresentou o que nés reconhecemos hoje como a matriz canonica
de uma forma bilinear (funcao bindria, nas palavras dele). A narrativa de Sylvester
sugere que ele partiu de um determinante e associou a ele uma matriz quadrada. Tal
narrativa, ao considerar uma correspondéncia entre determinantes e matrizes qua-
dradas, é conflitante com a dos participantes, que consideravam a correspondéncia
no sentido contrario, isto é, entre matrizes quadradas e determinantes. Para ilus-
trar o conflito, vamos nos basear nos didlogos do grupo 1.1 cuja discussao foi mais

intensa. A discussao sobre a referida correspondéncia tem inicio no seguinte trecho:

Miério: Qual a diferenca entre determinante de hoje e do passado?
Joao: Me fala e eu escrevo.

Mério: B que hoje em dia a gente sé utiliza determinante para
calcular ... A gente associa determinante & matriz. Nao. A gente

associa matriz a determinante ou determinante a matriz?

152



Darth: A gente tem uma matriz e associa o determinante a essa
matriz.

Mério: E.

Joao: Ele fez o contrario.

(Grupo 1.1)

Nos dias atuais, o determinante é visto pela comunidade matematica como uma
funcao que associa a cada matriz quadrada um ntmero. Como duas matrizes po-
dem ter um mesmo determinante, trata-se de uma funcao que nao é injetora. Os
integrantes desse grupo estranharam o fato de Sylvester associar um determinante
dado a uma matriz quadrada, muito embora nao haja ambiguidade na representagao
analitica da funcao bilinear, nem na representacao matricial apresentada na fonte.
Nas falas acima, os participantes pareciam ter aceitado a conclusao de Darth acerca
da associagao entre uma matriz e um determinante e que Sylvester fez o contrario.

No entanto, em outro momento a mesma discussao voltou a tona:

Mario: Sylvester pegava determinante e fazia correspondéncia com
matriz.

Darth: Pegava determinante ...

Mario: Ele criava uma correspondéncia com as matrizes. Foi isso
que esta aqui no texto, no extrato 4 estd escrito isso. Determi-
nante corresponde a matriz quadrada.

Darth: Uma pergunta: ele criou uma correspondéncia biunivoca
entre determinante e matriz, nao é?

Miério: Porque nem toda matriz tem determinante.

Darth: Nao pode servir como um correspondente.

Miério - Nem toda matriz tem ...

Darth: Exato. E, as vezes, duas matrizes diferentes tém o mesmo
determinante. Ou seja, nao é injetiva. Nao é injetiva, nao é sobre-
jetiva [...]

Jodo: B sobrejetiva.

Darth: Oi?

Jodo: B sobrejetiva.

Darth: Ah, é sobrejetiva. Mas nao é injetiva. Realmente, so-
brejetiva, porque tu tem um nimero e pode pegar uma matriz
associada, esta certo.

Jodo: E muito boa. A matriz ter uma sobrejecao é uma coisa
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muito boa.

(Grupo 1.1)

O conflito que detectamos acima foi desencadeado pelas diferencas entre as me-
tarregras que influenciaram o discurso de Sylvester e as dos participantes que en-
tendiam determinantes como propriedades de matrizes quadradas. A narrativa de
Sylvester acerca da correspondéncia entre um determinante e uma certa matriz (Ex-
trato IV) gerou duividas entre os participantes que foram diluidas, pelos eles proprios,
ao reconhecerem que estavam diante de um discurso governado por metarregras dis-

tintas das atuais.

6.1.3 Roteiro Cayley
As atividades historicas

Nesta secao, apresentamos as atividades “histéricas” contidas no Roteiro Cayley e
uma descri¢ao geral das respostas escritas elaboradas pelos trés grupos as atividades
histéricas.

Na primeira questao, solicitamos aos participantes identificar os objetos de in-
vestigacao e as técnicas usadas no episédio de pesquisa de Cayley, de acordo com a
traducao da memoria de Cayley (CAYLEY] [I858)) disponibilizada no roteiro. Com
isso, esperavamos que os participantes percebessem que as matrizes adquiriram sta-
tus de objeto de investigacao no episodio de Cayley.

Questao 1.

Qual é o objeto de investigacdo de Cayley de acordo com o que vocé viu neste roteiro?
Liste as técnicas utilizadas por Cayley na parte da memdria que vocé estudou.

Tanto os grupos 1.1 quanto 2.1 mencionaram matrizes como o objeto de investigagao
de Sylvester, sendo que o primeiro também mencionou as operagoes com matrizes.
Com relacao as técnicas, o grupo 1.1 apontou as funcoes lineares e o grupo 2.1
apontou funcoes algébricas, sistemas lineares e suas operacoes. O grupo 1.2 parece
nao ter entendido o enunciado, sua resposta nao deixa claro qual é o objeto e quais
as técnicas do episddio de pesquisa de Cayley: “Cayley interpreta as matrizes como
uma notacao simplificada de sistemas lineares a partir dos quais vai usar para definir

as operacoes com matrizes.”
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Neste roteiro, os participantes analisaram a demonstracao do “teorema
notavel”apresentado por Cayley cujo resultado afirma que toda matriz (quadrada)
satisfaz uma equacao algébrica cujo grau coincide com sua ordem, resultado hoje
conhecido como Teorema de Cayley—Hamilto. Além disso, analisaram como Cay-
ley aplicou esse resultado para determinar as raizes quadradas da matriz identidade
de ordem 2. Cayley utilizou determinantes e polindmios de matrizes. Observamos
que nenhum dos grupos citou determinantes e polinomios como técnica. O grupo
2.1 pode ter considerado os polinomios quando mencionou fungoes algébricas em sua
resposta.

Jankvist! (2009)) também utilizou nogoes semelhantes as de objetos epistémicos e
de técnicas epistémicas no estudo de campo de sua tese de doutorado. Esse pesqui-
sador implementou dois modulos de ensino, sobre a historia dos cédigos corretores
de erros e sobre a histéria da criptografia de chave ptublica, com uma turma do en-
sino secundério dinamarqueés (16 a 19 anos) ao longo de dois semestres. Dentre as
atividades que os estudantes tiveram que cumprir, foi solicitado a eles escreverem
um texto descrevendo os objetos e técnicas dos episédios abordados nos médulos de
ensino. Ele concluiu que identificar tais nocoes nos episédios considerados foi uma
questao dificil para os estudantes do nivel secundario.

Apesar de termos trabalhado com alunos do nivel superior e que estudam ma-
tematica, também notamos que os participantes de ambos os estudos de campo
tiveram dificuldade em fazer essa leitura. Ha a possibilidade também da questao
nao ter sido bem elaborada.

Na questao 2, nosso objetivo foi suscitar nos participantes reflexées sobre a pri-
meira metarregra selecionada no episédio de pesquisa de Cayley e segundo a qual
matrizes sao vistas como uma notacao comoda usada para trabalhar com sistemas
lineares.

Questao 2.

Compare a descricdo de matriz apresentada por Cayley (veja a primeira péagina da
tradugdo da memédria) com a definicdo atual. Vocé vé semelhangas? Se sim, quais?
Vocé vé diferencas? Se sim, quais?

O grupo 1.2 apontou como diferenca a associacao entre matrizes e sistemas de

1O Teorema de Cayley-Hamilton garante que se A é uma matriz quadrada de ordem n e pa(z)
é o seu polinomio caracteristico, entdo pa(A) = 0 onde 0 é a matriz quadrada nula de ordem n.
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equagoes lineares por Cayley enquanto, nos dias de hoje, matrizes sao apresenta-
das como tabelas de nimeros, isto é, como objetos matematicos. Ja o grupo 2.1
apontou a mesma associacao como semelhanca. Com relacao as diferencas aponta-
das pelo grupo 2.1: i) “a associagao de matriz a uma quantidade” refere-se a dupla
interpretagao de Cayley sobre matrizes como quantidades multiplas (um sistema de
nimeros) e como quantidades simples (um nimero) (BRECHENMACHER], 2006b)
e ii) “o fato de Cayley definir a matriz do determinante” refere-se a forma como ele
estabelece a correspondéncia entre determinantes e matrizes, partindo de um deter-
minante e associando a ele uma matriz. Optamos por apresentar aqui as respostas

completas dos trés grupos (Tabela (6.2])).

Grupo | Semelhangas Diferencas
1.1 Os dois casos associam matri- | A ideia de matrizes para Cayley surge na-
zes como um arranjo retangu- | turalmente através de equacoes lineares.
lar.
1.2 Ainda usamos as disposi¢oes | Cayley descreve a matriz como sendo
em linhas e colunas. a listagem dos coeficientes das equagoes
de um sistema linear, enquanto que nos
dias de hoje uma matriz é vista simples-
mente como uma tabela ou um arranjo de
nimeros. As concepgoes eram completa-
mente distintas.
2.1 Matrizes sdo consideradas ar- | A associacao de matriz a uma quantidade
ranjos de nimeros com linhas | e o fato de Cayley definir a matriz do de-
e colunas e sao associadas a | terminante.
um sistema de equagoes linea-
res.

Tabela 6.2: Respostas da Questao 2.

Nosso objetivo com a préxima questao foi suscitar discussoes sobre a rotina em-
pregada por Cayley para definir as operagoes com matrizes, com base na primeira
metarregra selecionada neste episédio.

Questao 3.

Fale sobre o modo como Cayley estabelece as regras para as leis de adicdo, de mul-
tiplicacao por uma quantidade simples e multiplicacao ou composicao de duas matri-
zes. Compare com o modo como os livros didaticos de Algebra Linear apresentam as
operagdes com matrizes.

Os trés grupos mencionaram que Cayley apoia-se em sistemas de equacoes lineares

para definir as operacoes com matrizes.
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Como discutimos na Se¢ao[B.1.2] na meméria de 1858, Cayley refere-se a “conjun-
tos de equacoes lineares” para introduzir as matrizes e suas operagoes. No entanto,
a passagem da representacao matricial do sistema para a representacao por equagoes
é tratada por meio de funcoes lineares, isto é, a multiplicacao de cada linha da ma-
triz dos coeficientes do sistema pela matriz coluna das varidveis do sistema é vista
como uma funcgao linear. Do ponto de vista atual, reconhecemos que Cayley estava
usando transformacoes lineares em sua meméria. A diferenca entre sistemas lineares
e transformagoes lineares nao parecia necessaria.

Em relagao ao modo como os livros didaticos apresentam as operacoes com ma-
trizes, a resposta do grupo 2.1 foi bastante interessante. O grupo apresentou um pro-
blema envolvendo multiplicacao de matrizes para ilustrar como os livros de Algebra
Linear definem as operacoes:

[...] vemos que Cayley mantém a ideia de Sistemas lineares e

no livro vemos que é utilizado tabela e intuigdao. [...] Utilizando

exemplos reais, veja:

2001 2002
Producao Producao
Acre | RN Acre | RN
soja | 100 | 200 soja | 250 | 400
feijao | 300 | 400 feijao | 150 | 100
Para calcularmos a produgao durante os anos de 2001 e 2002,
farfamos:
2001/2002
Producao
Acre RN

soja | 1004250 | 200+400

feijao | 300+150 | 4004100

Durante os encontros, foram disponibilizados alguns livros de Algebra Linear:

(BOLDRINT cf all, T980), (CALLIOLT DOMINGUES: COSTA, [990) e (LIMAL
. O grupo acima elaborou sua resposta com base em X .
grup P

Alguns livros motivam a definicao das regras para a multiplicacao de matrizes por

problemas do tipo acima. Nés questionamos se tais situagoes nao seriam artificiais

para problematizar as operagoes com matrizes.
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Os demais grupos argumentaram que os livros didaticos apresentam as defini¢oes

das operagoes com matrizes sem nenhuma problematizacao:

As operagoes definidas por Cayley foram construidas sobre a sua
ideia de sistemas lineares, ou seja, operar com matrizes era operar
com os sistemas por elas representados. De maneira bem adversa,
os livros didaticos atuais nao dao nenhuma interpretacao para ma-
trizes e suas operacgoes sao simplesmente apresentadas sem a menor

contextualiza¢ao. (Grupo 1.2)

Diferentemente como o livro de ALI define as operagbes como
uma definicao ja conhecida, Cayley define as regras através das

operagoes em cima dos Sistemas lineares. (Grupo 1.1)

Nas questoes 4 e 5, nosso objetivo foi suscitar reflexdes sobre a segunda metar-
regra selecionada no episédio de pesquisa de Cayley, acerca da dupla interpretacao
da nocao de matriz.

Questao 4.
Explique o que Cayley quis dizer com “uma matriz considerada como uma quantidade
simples envolvendo a matriz unidade’ (veja o item 10 do extrato).

As respostas a essa questao foram bem objetivas. Os trés grupos mencionaram

a associacao entre uma matriz escalar e um ntmero, para ilustrar:

Simplesmente interpretar uma matriz como um escalar multipli-
cando a matriz unidade (identidade). Colocando assim a matriz

em pé de igualdade com um nimero. (Grupo 1.2)

Questao 5.

a) Enuncie, com suas palavras, o “teorema notdvel’ que Cayley menciona na primeira

pagina da memdria e apresenta nos itens 21, 22 e 23 da memodria.

b) A demonstragdo do teorema para matrizes de ordem 2, no item 21, faz uso do
seguinte determinante:
a— M, b
c, d—M
cuja expressdo é M? — (a+d)M"' + (ad—bc) M. Nos dias de hoje, a demonstracio

de Cayley seria aceita como correta? Explique.
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No item a), os grupos 1.2 e 2.1 mencionaram corretamente o resultado do teorema
notavel de Cayley sobre a existéncia de um polinomio de grau igual a ordem da
matriz e que é anulado pela matriz. A resposta do grupo 1.1 foi incompleta neste
item. No item b), os grupos 1.2 e 2.1 responderam que a demostragdo nao seria
considerada correta devido a subtracao de um elemento da matriz m pela prépria

matriz M:

Acreditamos que nao seria aceita pois ele utilizou um método que
consiste em subtrair da matriz M a quantidade M envolvendo a
matriz unidade e depois calcular o determinante disso concluindo
que ele é igual a zero. O problema estd no fato de ora Cayley
tratar M como uma matriz e ora tratar como uma quantidade

simples, isso na mesma demonstragao. (Grupo 2.1)

Nao. Pois nao é definida a adicao de um escalar por uma matriz.
Dessa forma seria inconcebivel, por exemplo, (a — M) ou (d — M).

(Grupo 1.2)

O mesmo motivo parece nao ter incomodado o grupo 1.1 que justificou sua
resposta pelo fato da demonstracao apresentada por Cayley contemplar um caso
particular: “Nao, pois seria considerado um caso particular ou exemplo”.

Na Questao 6, solicitamos aos participantes que comparassem o modo como
Sylvester e Cayley empregavam determinantes em suas praticas, a fim de que eles
notassem que Cayley ja calcula o determinante de uma matriz quadrada.

Questao 6.
Compare 0 modo como Sylvester usou determinantes - de acordo com o primeiro roteiro
- e 0 modo como Cayley usa determinantes - de acordo com esse roteiro.

Todos os grupos observaram que Cayley calculava determinantes a partir de
matrizes quadradas, os grupos 1.1 e 1.2 procuraram indicar com que finalidade
Sylvester empregava determinantes. Para ilustrar, apresentamos a resposta do grupo

1.2:

Sylvester usa determinantes como uma ferramenta para obtengao
dos pontos de intersecao de curvas. Enquanto que Cayley usa
determinantes para o cdlculo de matrizes que representam sistemas

lineares.
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Observamos que a resposta do grupo acima nao traduz de modo correto a fina-
lidade de Sylvester com o uso determinantes, pois ele utilizou essa ferramenta para
classificar os tipos de contatos entre duas conicas e nao para obter os pontos de
intersecao entre duas curvas quaisquer.

Por fim, com a Questao 7, esperavamos que os participantes comparassem as dife-
rentes interpretacoes de matriz vistas nos roteiros e discutissem sobre as concepgoes
deles sobre matrizes.

Questao 7.
Para vocé, o que é matriz? O que era matriz para Sylvester? O que era matriz para
Cayley?

Sobre a pergunta “O que era matriz para Sylvester?”, os trés grupos mencio-
naram o papel das matrizes para Sylvester como “mae dos menores”. Sobre o que
era matriz para Cayley, os trés grupos mencionaram o papel de matriz para esse
matematico como uma notacao comoda para sistemas de equacoes lineares. Sobre

a primeira parte da questao, suas respostas diferiram sensivelmente:

[...] nds viamos as matrizes como um arranjo de nimeros reais
ou complexos dispostos em linhas e colunas, que podiam ser ma-
nipulados com operagoes, agora conseguimos associar as matrizes
com os sistemas de equacoes lineares e podemos dizer que elas
nao apenas sao numeros dispostos em linhas e colunas, mas sim

representam sistemas de equagoes. (Grupo 2.1)

Matrizes é ente matematico que consiste em arranjo de in-

formagoes. (Grupo 1.1)

E uma ferramenta grafica matematica que pode ser utilizada em

diversas dreas de estudo. (Grupo 1.2)

A resposta do grupo 2.1 parece indicar que o conceito de matriz ganhou um certo
sentido com a associacao a sistemas lineares apods a intervencao com o minicurso.
Ja as respostas dos grupos 1.1 e 1.2 com as narrativas “um ente matemético” e
“ . SRS L. -

uma ferramenta grafica matematica”’sugerem que eles nao tinham uma ideia bem
formada sobre o conceito de matriz.

Nas proximas secoes, examinamos as discussoes dos participantes enquanto re-
alizavam as atividades historicas, com base nas transcricoes dos audios, a fim de

captar reflexoes sobre metarregras e a ocorréncia de conflitos comognitivos.
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Reflexoes sobre metarregras no discurso de Cayley

A primeira metarregra selecionada no discurso de Cayley, qual seja, matriz é uma
notacao comoda usada para trabalhar com sistemas de equacoes lineares,
foi empregada nas rotinas para definir as regras para as operagoes com matrizes.
Ela foi explorada nas Questoes 2, 3 e 7 das atividades histéricas. A Questao 2
requeria que os participantes levantassem semelhancas e diferencas entre a descrigao
de matriz apresentada por Cayley e a definicao atual. A Questao 3 visava provocar
discussoes sobre o modo como Cayley definiu as operagoes com matrizes. A Questao
7 solicitava comparar as concepcoes de Sylvester e de Cayley sobre matriz e discutir
sobre a prépria concepcao deles.

Para ilustrar reflexdes sobre a metarregra em questao, comegamos por apresentar
alguns trechos de discussoes do grupo 1.2, que foram mais acaloradas em relagao

aos outros grupos. No trecho abaixo, os integrantes estavam iniciando a Questao 2:

Fernando: A descricao da matriz. FEle descreve a matriz como
sendo uma notagao mais enxuta de um sistema, nao é?

Yhedi: “Nesta memoria, ele apresentou uma notacao para as ma-
trizes [...]”[lendo o roteiro] Estd aqui. Beleza. [pausa] Primeira
pagina da introducao.

Fernando: [...] [lendo o roteiro] E isso. A descri¢ao apresentada
por Cayley. A notacao enxuta para sistemas lineares. E qual a
definicao atual para a gente?

(Grupo 1.2)

Baseando-se na introducao do roteiro, o participante Fernando menciona que
matriz € uma ‘“notacao enxuta’ para sistemas lineares. Mais a frente, os integrantes
do mesmo grupo discutiram sobre o modo como Cayley definiu as regras para as

operagoes com matrizes (Questao 3):

Yhedi: Adicao, de maneira, para mim, parecidissima. Ele falou:
“Basta vocé somar termo a termo”.

Fernando: Meio que termo a termo, nao é7

Yhedi: Ele falou que outras duas . .. mas parecia isso porque termo
a termo é a soma, a multiplicacdo por escalar. A unica diferenca
é que ele meio que adota o ...ele escreve escalar de maneira dife-

rente.
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Fernando: Multiplicagao por escalar esta antes aqui. Ele primeiro
multiplica as variaveis.

Yhedi: Na verdade, a soma é totalmente diferente. Ele soma os
sistemas.

Fernando: Todas as definigbes de operagoes, para ele, sao basea-
das em sistema. A concepcao de uma matriz para ele nada mais é

do que um sistema com a notacao.

(Grupo 1.2)

Yhedi comeca observando que a definicao da soma de matrizes é “parecidissima”
com a de hoje. E depois conclui que, na verdade, a definicao da adi¢ao de matrizes
é diferente da apresentada nos livros didaticos de hoje, pois, no texto de Cayley
a adicao ¢ definida por meio da “adicao de dois sistemas lineares”. Em seguida,
Fernando observa que todas as definicoes das operagoes com matrizes baseiam-se
em sistemas lineares e conclui sobre o papel das matrizes como uma notacao para
trabalhar com sistemas lineares.

Também encontramos evidéncias de reflexdes sobre a primeira metarregra nas
discussoes dos grupos 1.1 e 2.1. Apresentamos um trecho de uma discussao entre
os integrantes do grupo 1.1, em que ideias relacionadas a metarregra em questao
sao levantadas enquanto eles decidiam sobre as semelhangas e diferencas entre a

descri¢ao de matriz de Cayley e a defini¢ao atual (Questao 2):

Mario: De novo. Semelhanca, a parte que ele fala de quantidades
arranjadas na forma de um quadrado ou retangulo.

Jodo: A construcao ... A diferenca é que ele constréi a matriz
sobre um sistema linear.

Mario: Diferenga é que a ideia de matriz surgiu a partir de sistemas
lineares e nao ao contrario.

(Grupo 1.1)

As discussoes do grupo 2.1 nao apontam reflexdes explicitas sobre a primeira
metarregra, mas esse grupo fez uma comparagao interessante entre o modo como
Cayley apresentou as deﬁnijj)es das operacoes com matrizes com a apresentacao de

um livro de Algebra Lineaid, o que, de certa forma, tem relacao com a primeira

20 livro didatico em questdo foi o de (1980), que foi disponibilizado junto com
outros durante os encontros.
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metarregras:

Matematico: Ele estabeleceu as regras [as definigoes das operagoes
com matrizes|, a partir das regras que j4 existiam para sistemas de
equacoes lineares. O livro didatico de Algebra Linear esté falando
aqui, ele estabelece as regras usando intuicao e tabela. Tabela
de alimento, tabela de prego, se vocé quer saber o prego de cada
alimento multiplica a tabela dos alimentos com a dos pregos. Mas
ele ndo explica porque faz isso assim.

Francisca: Usando intuicao por tabela?

Raclo: B intuicao e tabela.

Francisca: Ele escreve isso, “intuicao”? Quem é esse cara?
Matematico: Nao. Ele nao escreveu isso nao, mas ele falou assim,
tem uma tabela aqui de soja, uma tabela de graos por regiao, ai
ele fala que, por exemplo, a soja custa 30, o feijao custa 20, o
arroz custa 10 e o milho custa 5. Quanto é que vai ser o custo
em cada regiao, de cada produto, ai vocé pega essa matriz aqui e
multiplica pela matriz coluna com o preco de cada regiao, ai vocé
vai ter soja, vai multiplicar com coluna da soja ...

Raelo: Nao. Nesse caso é o ensino didatico mesmo, tem que fazer
um exemplo real para a gente entender o que é, coisa que o Cayley
nao fazia, ele s6 usava nimeros e linguagem técnica.

(Grupo 2.1)

As falas acima levam-nos a refletir sobre o modo como alguns livros didéticos,
sobretudo no ensino basico, motivam as defini¢oes das regras para as operacoes com
matrizes. O recurso a situacoes como a descrita pelo grupo 2.1, envolvendo o calculo
do custo da producao de alimentos por meio de matrizes e operagoes com matrizes,
ajuda a ilustrar as operagoes com matrizes. No entanto, no caso da multiplicagao
de matrizes, nao justifica a especificidade da regra para essa operacao.

A segunda metarregra identificada por nés no discurso de Cayley diz respeito
a dupla interpretacao da nogao de matriz ora como uma “quantidade sim-
ples”, isto é, um nuimero, ora como uma “quantidade multipla”, isto é, a prépria
matriz. Ela foi explorada principalmente na Questao 5 por meio da demonstracao
do “teorema notavel”, que se baseia na nocao de matriz como “quantidade simples”.
No entanto, observamos reflexdes sobre essa metarregra enquanto os grupos faziam

outras questoes. Os trechos abaixo ilustram reflexoes de integrantes do grupo 2.1
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sobre a metarregra em questao.

Francisca: A semelhanca seria, no caso ...

Matematico: A questdo do arranjo que, mesmo atualmente, a
gente consegue fazer essa analogia de matriz com sistema linear.
Francisca: A associagdo de matrizes com sistemas lineares. E a
diferenca gritante é que ele pega uma matriz como se fosse um
numero, uma quantidade.

(Grupo 2.1)

Francisca observou como diferenca entre a descricao de matriz apresentada por
Cayley e a defini¢ao atual (Questao 2), a dupla interpretacao de matriz por Cayley,
mais especificamente, a possibilidade de interpretar uma matriz como um nimero,
de acordo com a no¢ao de matriz quantidade simples. A discussao sobre a metarregra

em questao voltou a tona enquanto o grupo fazia a Questao 5:

Raelo: Mas o que ele fez de mais na demonstracao? Ele subtraiu
na matriz, “a” da matriz ...

Matemaético: Ele subtraiu a matriz M da quantidade associada a
matriz unidade M.

Raelo: A matriz M ...

Matemaético: A matriz M ele falou que é a, b, ¢, d.

Raelo: Menos a quantidade M envolvendo a matriz unidade.
Matemaético: Dai ele associou a matriz a uma quantidade, ai ele
fez a matriz menos essa quantidade para esse determinante.
Raelo: Por que isso é errado? T4, a gente nao faz hoje em dia,
mas a demonstracao estava certa. Se a gente lé a explicacao dele,
a gente entende.

Francisca: E.

Matematico: Ele fala: imagina essa matriz aqui e forme o deter-
minante a — M ...Eu acho que nao seria correto nos dias de hoje
porque nos dias de hoje isso aqui nao faz sentido, a — M se o M
é uma matriz, nos dias de hoje. Para ele M era uma matriz e ao
mesmo tempo um nimero, mas nos dias de hoje M é uma matriz
e uma matriz nao é um nimero.

(Grupo 2.1)

Para demonstrar “o teorema notavel”, Cayley operou simbolicamente com M e
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formou o seguinte determinante:

a—M, b
c d—M’

a fim de obter a expressiao M?—(a+d)M!+(ad—bc)MP°. A operagao foi justificada com
base na nocao de matriz como quantidade simples. No entanto, na demonstracao,
M nao é um escalar. Ele aplica a nocao de “matriz quantidade simples” a uma
matriz cheia.

O participante Raelo pareceu nao se incomodar com as subtragoes a— M e d— M
no determinante indicado, ao contrario de Matemaético, o qual alegou que “nos dias
de hoje isso aqui nao faz sentido” pois uma matriz M nao é mais vista como um
namero.

O proximo trecho ilustra uma reflexao do grupo 1.2 sobre a mesma nocao de ma-
triz como quantidade simples, a discussao ocorreu enquanto o grupo fazia a Questao

4.

Yhedi: Agora sim, aquele negécio que vocé apontou.

Fernando: Ele escreveu um nimero como sendo uma matriz vezes
a unidade. Escreveu numa letra, nao é? Escalar como sendo a
matriz vezes a identidade. Como sendo o escalar vezes a identi-
dade, mas aquilo para ele é uma notagao de matriz. [pausa] Mas
até agora nao entendi porque eles chamam de uma matriz consi-
derada com a quantidade simples.

Yhedi: E o nimero.

Fernando: Mas que raio de niimero é esse?

Yhedi: Qualquer nimero, ta? Trés. Vai ser trés ou... 300 030 003
[matriz diagonal].

(Grupo 1.2)

O participante Fernando estranhou a ideia de interpretar uma matriz como uma
quantidade simples, ja Yhedi compreendeu que essa interpretacao de Cayley levava
a considerar uma certa matriz como um nimero: a matriz hoje dita escalar, com os
elementos da diagonal principal iguais a um nimero m e os demais elementos nulos,
era associada ao ntimero m por Sylvester. Atualmente, essa associagdo seria aceita

como valida na comunidade matematica sob a justificativa de que o espago vetorial
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real das matrizes quadradas do tipo escalar, de ordem n, sobre o corpo dos niimeros
reais, e o espaco dos niimeros reais sao isomorfos.

Por fim, nao observamos discussoes entre os integrantes do grupo 1.1H enquanto
realizavam a Questao 4, sobre a interpretacao de matriz como uma quantidade sim-
ples. O participante Joao solicitou a intervencao do pesquisador no momento em que
pensavam nas questoes 4 e 5 alegando que “Essa histéria de quantidade simples esté
meio confusa”. Nao apresentaremos trechos dessa conversa aqui, devido a qualidade
do audio que ficou comprometida, mas foi necessario que o pesquisador discutisse
junto com eles o0 modo como Sylvester definiu uma matriz considerada como uma
quantidade simples envolvendo a matriz unidade e o problema que surge na de-
monstracao do teorema notavel, quando ele forma o determinante estabelecendo

uma operacgao entre os termos da diagonal e a propria matriz.

Reflexoes sobre as proprias metarregras

Nos trechos de discussoes citados anteriormente, podemos encontrar indicios de que
os participantes refletiram sobre suas proprias metarregras, por exemplo, na fala
do participante Matematico ao observar que, nos dias de hoje, uma matriz nao é
considerada um numero.

Encontramos mais discussoes reforcando que alguns participantes orientam-se
pela metarregra segundo a qual o conceito de matriz é descrito com base
nos elementos caracteristicos da sua representacao em forma de tabela.
As discussoes relacionadas a essa metarregra surgiam sempre que os participantes
levantavam as semelhancas entre a descricao de matriz apresentada por Cayley e a

definicao atual e também quando tentavam responder “o que é matriz?”.

Yhedi: Entao vamos la. A descricdo apresentada por Cayley e a
descrigao atual e as semelhancas.

Fernando: Quais?

Yhedi: A disposicao de linhas e colunas. Informacao, tabela.
Fernando: Sim.

Yhedi: Mesmo ele fazendo sua prépria representacao do sistema,
a matriz continua sendo um arranjo de linhas e colunas.

(Grupo 1.2)

30 grupo 1.1 passou a ser composto por Mario e Jodao. O participante de codinome Darth
deixou de participar do minicurso a partir do 4° encontro.
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Francisca: Acho que estd bom. Ih, nao sei definir isso. Pra vocé
o que é matriz? Uma tabela, ou melhor, uma matriz é um vetor
onde eu posso colocar varios dados e manipula-los do jeito que eu
quiser.

Raelo: Ok, pra mim o ... Mas, espera ai, sdo 3 [participantes].
Francisca: A gente tem que chegar a um consenso.

Matemaético: Eu acho que é um arranjo de ntimeros.

Raelo: Seja A a matriz quadrada de duas colunas ... Vocé falou
que é um arranjo de nimeros.

Matemético: Um arranjo de ntimeros de reais ou complexos dis-
postos em linhas e colunas.

(Grupo 2.1)

Joao: Sete. O que é matriz para vocé, Mario? Para mim é um ente
matematico que consiste numa tabela. Pronto. A grosso modo, é
uma tabela.

Maério: Matriz é uma tabela que tem como entradas nimeros reais.
Joao: No qual eu posso fazer operagoes. Ponto.

(Grupo 1.1)

A metarregra em discussao - a qual influencia o modo como o conceito de matriz
é descrito - foi identificada na secao anterior, a partir das discussoes que ocorreram
durante as atividades do Roteiro Sylvester. As citacoes acima ilustram reflexoes
sobre essa metarregra por parte dos trés grupos. A partir do reconhecimento de
semelhancas com a descricao de matriz apresentada por Cayley, os participantes
explicitaram o modo como eles proprios descrevem esse conceito, isto €, a partir dos
elementos caracteristicos da representacao em forma de tabela.

Outra metarregra foi identificada no discurso de dois participantes do grupo 1.1.
O trecho abaixo ilustra uma discussao sobre a validade da demonstracao de Cayley

para o “teorema notavel” (Questao 5).

Maério: Isso s6 da para um caso particular e estende para o ...
Joao: Sé no caso particular?

Mario: Admite que é verdadeira .... Acredito que nao. Letra b.
Joao: Consideramos isso apenas como exemplo. [pausal

Maério: Seria considerado um caso particular ou exemplo. (Grupo

1.1)
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Os participantes concluem que a demonstracdo nao seria aceita como correta
porque a mesma ¢ construida para uma matriz de ordem 2, isto é, apenas um caso
particular é contemplado na demonstracao. As falas acima sugerem que Maério e
Joao pareciam orientar-se por uma metarregra segundo a qual demonstragoes de
resultados que se baseiam apenas em casos particulares nao tém validade.

No artigo, (I858) comentou a validade do teorema para uma matriz qua-
drada de ordem 3 e mencionou nao achar necessario “realizar uma demonstracao
formal do teorema no caso geral de uma matriz de qualquer grau”. A metarre-
gra revelada por Mario e Joao estd de acordo com as regras para demonstrar em
matematica, mas o grupo nao percebeu o problema mais grave na demonstragao
apresentada, qual seja: a subtracao de um elemento da matriz pela propria matriz.

Voltaremos a falar sobre essa demonstragao na préxima secao.

Conflitos comognitivos

O conflito originado pela metarregra acerca da dupla interpretacao da nocao de
matriz por Cayley manifestou-se em varios momentos nas discussoes, sendo mais
expressivo nas falas sobre a demonstracao do teorema notavel. Inicialmente, todos
os grupos tiveram dificuldades de interpretar o uso da nocao de matriz como uma
quantidade simples nessa demonstracao.

Apresentamos um trecho em que o grupo 2.1 discute sobre o teorema notavel e
sobre a equacgao satisfeita por uma matriz (quadrada de ordem 2). O trecho é parte
de uma discussao que aconteceu enquanto esse grupo fazia a Questao 5. Outras
partes da mesma discussao foram trazidas, anteriormente, para ilustrar reflexoes
sobre a segunda metarregra selecionada por nés no discurso de Cayley. As falas
abaixo iniciam-se logo apdés um dos participantes ler o enunciado do teorema na

introducao do artigo de Cayley.

Matemadtico: Eu entendi o seguinte [sobre o teorema notével],
quando isso aqui ficou mais claro para mim. Sé que nao sei o
que é esse M, como ele [Cayley| acha esse M. Nao sei se M é o
determinante. Nao sei.

Francisca: Acho que esse M é como se fosse um . . .sei l4, eu olhei
isso aqui e lembrei do menos lambda.

Raelo: Nesse caso, o determinante lembra o polinémio carac-
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teristico de cara.

Matematico - Eu também entendi isso. Mas ela falou ...

Raelo: Mas tem a ver o polinémio caracteristico com o teorema?
Essa parte nao tem nada de polinéomio caracteristico nao. Nao sei
onde esta esse teorema.

Matemaético: Ele falou que toda matriz vai satisfazer um sistema
de equacoes. Um sistema nao, vai satisfazer uma equagao.

Raelo: Satisfaz uma equacao algébrica de prépria ordem.
Matemaético: E, ele diz que toda matriz vai satisfazer uma equagao
algébrica de ordem igual, de grau igual a ordem da prépria matriz.
Raelo: Que é justamente o polinémio caracteristico, no caso.

(Grupo 2.1)

As falas acima sugerem que Matematico nao havia compreendido, até o momento
da discussao acima, o papel do simbolo M no determinante formado por Cayley no
inicio da demonstracao do “teorema notavel”. Como dissemos acima, Cayley operou
simbolicamente com M baseando-se na nocao de matriz como quantidade simples e
apresentou como resultado do determinante o polinomio M?—(a+d)M+(ad—bc)MC.
Logo apds apresentar esse resultado, ele exibiu “os valores” das poténcias de M como

matrizes:

]

os valores de M2, M1, MO sao,

(‘atbe. batd) ), (ab), (L0,
cla+d), d*+be ‘ ‘c,d‘ ‘O, 1‘

[...] (CAYLEY] 1858, p. 23)

Na mesma demonstracao, ele interpretou o simbolo M como uma “quantidade
simples” (isto é, um nimero) e como uma “quantidade multipla” (isto é, uma matriz).
Ainda sobre o mesmo didlogo do grupo 2.1, Francisca associou o simbolo M a A, que
representa a variavel no polinomio caracteristico p(A) = det(M — AI) de uma matriz
quadrada M. E Raelo, no final desse didlogo, identificou o polinomio da equacao
algébrica mencionada na meméria com o polindmio caracteristico da matriz M.

A discussao continuou e os participantes concluiram que a equacao algébrica

referida no teorema notavel nao tem relagao com o polinomio caracteristico da matriz
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M, pois a varidvel do polinomio na equagao algébrica de Cayley é uma matriz (M)

e nao um numero real (\):

Matematico: Nao. Nao vai ter o polindbmio caracteristico porque
ele nao vai achar o valor originério [autovalores], vai achar a matriz.
[pausa] Quando faz o polinémio caracteristico, faz B menos lambda
igual a um monte de coisas vezes lambda. Aflambda é um nimero
real, no polinémio caracteristico. Aqui ele estd fazendo P de uma
matriz 14 . ..

Raclo: E. Sao casos diferentes.

Matemético: E parecido, mas nao é o polinémio caracteristico.

(Grupo 2.1)

De fato, o conceito de polinomio caracteristico de uma matriz M nao foi de-
finido por Cayley na memoria em questao, mas vemos no polinémio da equagao
algébrica um antecedente para esse conceito. Logo depois, o participante Ma-
tematico pareceu ter entendido o significado do simbolo M no determinante for-
mado por Cayley ao concluir que: “A matriz M menos a quantidade M envolvendo
aquilo que ele falou. Ele fez a matriz M menos a quantidade M envolvendo a matriz
unitaria.” Matematico compreendeu que o discurso da fonte era governado por uma
metarregra bastante distinta da atual.

O conflito que acabamos de descrever também se manifestou entre os grupos 1.1
e 1.2. Esses grupos também estranharam o determinante formado por Cayley e o
calculo simbdlico com a matriz M, em que a no¢ao de matriz como uma quantidade
simples é aplicada a uma matriz cheia. Para ilustrar como o conflito manifestou-se
para esses grupos, trazemos um trecho da discussao do grupo 1.2, cujo inicio foi
citado acima para ilustrar reflexdes sobre a segunda metarregra selecionada por nés

no discurso de Cayley.

Fernando: Mas que viagem. E muita viagem porque olha s6 que
ele faz a seguir. Ele pega o M grande que é a matriz cheia. Isso
aqui tanto é uma matriz quanto é um numero.

Yhedi: Nao.

Fernando: Mas aqui, olha sé, estd operando com nimeros. Aqui
ele estd operando com nimeros. Aqui, isso aqui é um ntmero. S6
que isso é uma matriz.

Yhedi: Mas quando ele opera a matriz como um numero, ele estd
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trabalhando M vezes a identidade.

Fernando: Hum?

Yhedi: Quando ele trabalha a matriz como nimero, é o nimero
vezes a identidade.

Fernando: Mas essa matriz aqui, cara?

[Neste momento, eles solicitaram a ajuda da pesquisadora.]
Fernando: Essa histéria de quantidade simples estd meio confusa.
Como é que eu pego uma matriz cheia qualquer e associo a um
nimero?

Pesquisadora: Nao tem sentido nenhum para a gente, hoje.
Yhedi: Pois é. O que nao faz sentido ...

(Grupo 1.2)

Logo ap¢s a fala de Yhedi, o participante Joao, integrante do grupo 1.1 informou
que estava com a mesma duivida. O conflito parece nao ter sido resolvido para Joao
e seu grupo, nao detectamos discussoes do grupo 1.1 sobre a metarregra acerca da
dupla interpretagao da nocao de matriz.

O conflito que descrevemos acima manifestou-se por meio de uma duvida em
relacao ao significado do simbolo M, no determinante formado por Cayley, a partir
de uma matriz contendo os elementos a — M e d — M. Esse conflito teve origem
nas diferencas entre as metarregras por tras do discurso de Cayley e do discurso
dos participantes. Cayley orientou-se por uma metarregra que permitia uma dupla
interpretacao da nocao de matriz ora como uma quantidade simples, isto é, um
nimero, ora como um “sistema de numeros”. Nos dias de hoje, isso nao seria

aceito, pois uma matriz nao é sequer vista como uma quantidade.

6.1.4 Consideragoes sobre metarregras e conflitos comogni-
tivos
A analise realizada na se¢ao anterior possibilitou investigar se, e como, os gru-

pos refletiram sobre quatro metarregras identificadas por nés, em dois episédios da

histéria das matrizes (Tabela [6.3)). a partir da interpretacao histérica de Brechen-

macher (2006b). Essas metarregras foram exploradas por meio de atividades que
designamos como histéricas nos roteiros de ensino. Nao introduzimos o conceito de

“metarregra’ nesses roteiros, nem mesmo mencionamos esse termo durante os en-
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contros com os participantes. Mas, sim, exploramos o contetido das metarregras

descrito como agoes dos discursantes quando lidavam com matrizes e determinantes

ou interpretacoes particulares desses conceitos.

Episédio Sylvester

Episédio Cayley

Determinantes eram ferramentas usadas
para investigar propriedades geométricas
de curvas e superficies e eram calculados a
partir de fungoes - polindmios homogéneos
de grau 2.

Matriz era uma notacao comoda usada
para trabalhar com sistemas de equagoes
lineares.

Matriz como mae dos determinantes me-
nores: uso de matrizes como uma repre-
sentacdo em conexao com a técnica de
geracao de sistemas de menores.

Dupla interpretagao da nocao de matriz:
uma matriz era considerada ora como uma
quantidade simples, ora como uma quan-
tidade multipla.

Tabela 6.3: Metarregras selecionadas nos episédios de pesquisa.

Os resultados indicam que o argumento tedrico de [Kjeldsen| (2011d), Kjeldsen
|

e Blomhgz)jI (2012), sobre o uso da histéria da matematica como uma estratégia
para revelar metarregras do passado e torna-las objetos explicitos de reflexao dos
estudantes, verifica-se parcialmente em relacao as metarregras histéricas
(Tabela63). Observamos dificuldades em alguns grupos de se engajar nas discussoes
de algumas as atividades histéricas. Como descrevemos na se¢ao anterior, notamos
que os integrantes dos grupos do estudo de campo 1 (grupos 1.1 e 1.2), ao final das
atividades do primeiro roteiro, pareciam cansados e dividiram-se para terminar as
questoes. Assim, nao detectamos discussoes significativas nos audios desses grupos
para avaliar as reflexoes sobre a metarregra Matriz como mae dos menores.

Outro exemplo foi a dificuldade externada por um integrante do grupo 1.1 (Joao)
em relacao a nogao de matriz como uma quantidade simples envolvendo a matriz
unidade, o que o levou a solicitar a intervencao do pesquisador para explicar o uso
dessa nocao na demonstragao do teorema notavel. O grupo nao iniciou uma dis-
cussao sobre a metarregra acerca da dupla interpretacao de matrizes, mesmo apds a
explicagao do pesquisador. De acordo com [Sfardl (2008, p. 257), discursos governados
por metarregras distintas sao incomensuraveis, no sentido de que nao compartilham
um critério comum para decidir qual narrativa deve ser reconhecida como valida.
Pelos critérios atuais, o uso de matriz como um ntmero na demonstragao do teorema
notével nao seria aceito como vélido, mas é preciso situar a memoria de (CAYLEY],

[1858) em seu contexto e levar em conta que os critérios eram outros, isto é, as me-
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tarregras eram outras. O participante Joao parece ter tido dificuldade de situar a
memoéria de Cayley no contexto de seu tempo e nao percebeu que havia metarre-
gras distintas em uso, nem que o que faz sentido em matematica muda ao longo do

tempo.

Metarregras dos participantes Roteiro

Determinantes sao propriedades de matrizes | Sylvester.
quadradas.
Descricao de matriz com base nos elementos ca- | Sylvester e Cayley.
racteristicos da sua representacao em forma de
tabela.

Demonstragoes de teoremas que se baseiam em | Cayley.
casos particulares nao tém validade.

Tabela 6.4: Metarregras detectadas a partir das discussoes.

A andlise aponta que todos os grupos refletiram acerca do objeto sobre o qual os
determinantes eram calculados nos trabalhos de Sylvester: polinomios homogéneos
de grau 2 com trés variaveis. Essas reflexoes levaram os participantes a explicitarem
a metarregra segundo a qual determinantes sao propriedades de matrizes. Tal regra
também molda o discurso da maioria dos livros-textos de Algebra Linear brasileiros
que definem determinantes a partir de matrizes quadradas. As metarregras dos
participantes, detectadas a partir das discussoes podem ser vistas na Tabela

O primeiro roteiro de ensino, com a apresentacao do problema dos contatos
mostrando como os determinantes eram utilizados e como a nocao de matriz foi
introduzida, propiciou aos participantes a descoberta de que nem sempre determi-
nantes foram calculados a partir de matrizes quadradas e, também, de que a ordem
segundo a qual alguns conceitos sao ensinados difere da ordem do seu desenvolvi-
mento histérico. Temos aqui uma situagao em que os participantes refletiram
sobre mudangas nas metarregras.

Os extratos dos artigos originais e as atividades historicas tiveram um papel
fundamental em fomentar as reflexoes. Os participantes discutiram bastante so-
bre a relacao de dependéncia entre os conceitos de determinantes e matrizes. Hoje
determinantes dependem de matrizes, mas nas narrativas de Sylvester ocorre o in-
verso. Ao perceber que nem sempre determinantes foram calculados a partir de
matrizes, houve um participante (Raelo, grupo 2.1) que problematizou sobre a

metarregra segundo a qual determinantes sao propriedades de matrizes,
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questionando se sempre calculamos determinantes de matrizes: “A gente nao tem
nenhum caso que a gente utilize determinante sem pensar em matriz?”. Geralmente,
os estudantes costumam conhecer a definicao de determinantes apenas a partir de
matrizes (quadradas) nos cursos de Algebra Linear, esse foi o caso dos participantes
de ambos os estudos de campo.

O segundo roteiro propiciou o contato com algumas paginas da meméria de Cay-

I |
ley (1858), traduzidas para o portugueés pela prépria pesquisadora. Os participantes

puderam observar as diferencas nas notagoes, no estilo do texto e, o que eles mais
esperavam: como a multiplicacao de matrizes foi definida. Os resultados acerca
das reflexdes sobre as metarregras que governaram o discurso no episoédio Cayley
indicam que todos grupos refletiram sobre a nog¢ao de matriz como uma notagao
comoda usada para trabalhar com sistemas de equacoes lineares ou sobre questoes

relacionadas a essa metarregra.

De acordo com (KJELDSEN; BLOMH®J| 2012]), com cenérios de aprendizagem

que colocam os estudantes para investigar fontes historicas, guiados por questoes
histéricas, eles tornam-se cientes de que existem regras metadiscursivas que gover-
nam as narrativas dos textos matematicos e que as metarregras que governam o
discurso das fontes sao diferentes daquelas que governam as narrativas dos livros-
textos contemporaneos. A oportunidade de analisar como Cayley definiu as regras
para as operagoes com matrizes levou um dos grupos (2.1) a refletir sobre como um
texto moderno (BOLDRINI et all, T980)) definia essas operagoes.

Os extratos das fontes originais propiciaram o contato com discursos moldados
por metarregras, que encerram diferentes interpretacoes sobre a nocao de matriz:
(matriz com mae dos menores e matriz como uma notagao comoda para sistemas li-
neares). Esses extratos também propiciaram aos participantes um exemplo de que as
noc¢oes sofrem mudancas ao longo do tempo. As atividades explorando essas metar-
regras desafiaram os participantes a refletirem sobre o que é uma matriz. A anélise
apontou que varios participantes descrevem matrizes como tabelas ou por meio dos
elementos que caracterizam a representacao em forma de tabela. Isso leva-nos a
uma reflexao sobre o ensino de matrizes que diz respeito ao contexto pedagdgico:
apenas a definicao de matriz como uma tabela é apresentada aos estudantes. O ob-

jeto matriz também pode ser definido como uma funcao que tem como argumento os
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indices das entradas (HOFFMAN; KUNZE| 1970)). Dessa forma, questionamo-nos

se é adequado prover futuros professores com apenas uma definicao do conceito de

matriz, no lugar de apresentar as duas definicoes e de discutir sobre as vantagens
e os limites de cada uma. A definicao de matriz como uma tabela tem a vanta-
gem de proporcionar uma imagem desse conceito que possibilita o acesso direto a
todos elementos. No entanto, tal concepcao pode nao ser eficaz quando se trabalha
com matrizes de ordem grande e que apresentam muitos elementos nulos (matri-
zes esparsas). Armazenar todas as posi¢oes nulas de uma matriz esparsa ocuparia
memoria, desnecessariamente, em um computador. Neste caso, a definicao de matriz
como uma funcao pode ser mais eficaz ao otimizar o registro e facilitar o acesso aos
elementos nao nulos.

Nas reflexdes envolvendo a metarregra “descricao de matriz com base nos ele-
mentos caracteristicos da sua representacao em forma de tabela”, alguns partici-
pantes perceberam que a definicao atual de matriz esconde todas as interpretagoes
atribuidas a essa nocao ao longo do tempo, como vimos nas palavras de Mario, ao
dizer “A gente sé diz que é uma tabelinha” e, também, com Yhedi, ao alegar na

entrevista final e no questionario final que o ensino “banalizou”o conceito de matriz.

Comparando nossos resultados com os de [Kjeldsen e Petersen| (2014)), a andlise

mostrou que ¢ possivel diagnosticar metarregras dos participantes em situagoes de
ensino, em que fontes historicas sao investigadas, o que é consistente com os re-
sultados desses pesquisadores. Por outro lado, uma diferenca é que nao detecta-
mos metarregras dos participantes que sejam discrepantes com o discurso dos livros
didaticos modernos e nem com o discurso passado pelo ensino. No entanto, nao ana-
lisamos o discurso dos alunos em atividades de natureza exclusivamente matematica,
como esses pesquisadores fizeram.

Alguns conflitos comognitivos foram detectados nas discussoes dos alunos. Uma
breve descri¢ao de cada um, bem como o que disparou cada conflito esta resumido na
Tabela [65 A tarefa de detectar conflitos comognitivos nao foi simples, como aler-
tou (2008, p. 256). Inicialmente, esperdvamos encontrar conflitos na acepgao
comum da palavra, ou seja, esperavamos encontrar nas discussoes pontos de dificul-
dade, momentos de surpresa ou duvida. No entanto, os participantes sabiam que

estavam lidando com fontes historicas e que, portanto, poderiam deparar-se com
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ideias muito diferentes. Assim, houve situacoes em que os participantes percebe-
ram que o discurso era governado por metarregras que nao estao mais em vigor e
externaram a metarregra vigente, como foi o caso do primeiro conflito registrado
na Tabela [6.5l Neste caso, nao foi observada a ocorréncia de narrativas conflitantes
expressando-se por meio de uma falta de entendimento, ou por meio de discordancias
em relacao a fonte histérica, mas os participantes perceberam que houve uma mu-
danca nas metarregras em jogo. Vale mencionar, ainda, que o modo e a finalidade
com a qual Sylvester empregou determinantes foi introduzido pela pesquisadora na
apresentacao do roteiro, entao nao foi um elemento totalmente novo no momento

em que os estudantes realizaram as atividades.

Conflitos comognitivos detectados Roteiro

Sobre a mudanca no objeto em relagao ao qual os determi- | Sylvester.
nantes passaram a ser calculados.

Sobre o sentido da correspondéncia entre determinantes e | Sylvester.
matrizes.

Sobre o calculo simbdlico realizado por Cayley na demons- | Cayley.
tracao do teorema notavel.

Tabela 6.5: Conflitos comognitivos detectados a partir das discussoes dos grupos.

O mesmo nao ocorreu com os dois ultimos conflitos registrados na Tabela [6.5]
cujas discussoes mostram que os participantes nao perceberam de imediato que as
metarregras em jogo eram outras. No caso do segundo conflito, houve momentos de
duvidas. No entanto, os participantes discutiram entre si e perceberam que Sylvester
invertia a ordem da correspondéncia entre matrizes e determinantes, isto é: partindo
de um determinante, ele associava um matriz quadrada ao mesmo. E o terceiro
conflito manifestou-se por meio de intensas discussoes acerca da demonstracao do
teorema notavel, na qual Cayley alternava entre a interpretacao de matriz como
uma quantidade simples (associada a matriz identidade) e como uma quantidade
multipla.

A nocao de conflito comognitivo é proposta por Sfard como recurso necessério
para que o aprendiz realize uma transicao entre metarregras, isto é, para que ele
aprenda novas metarregras. Na Sec¢ao Il mostramos como essa nogao foi utili-
zada para promover aprendizagem sobre a multiplicacao de niimeros negativos, que
requeria uma mudanga de metarregras (SFARD., 2007). Quando o aprendiz altera

suas metarregras, Sfard considera que ocorre uma aprendizagem no nivel meta. Nao
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foi nosso objetivo alterar as metarregras dos participantes. No entanto, podemos
dizer que nosso estudo promoveu uma aprendizagem no nivel meta diante de duas
situagoes: os participantes explicitaram e refletiram sobre suas proprias metarregras
e perceberam que tais regras mudam ao longo do tempo e ao longo de diferentes

episddios de pesquisa.

Como o estudo de[Kjeldsen e Blomhgj| (2012)) apontou, a analise na se¢ao anterior

também mostrou que o uso de fontes originais e as atividades histéricas propiciaram
nao s6 o aprendizado de regras metadiscursivas, como também a oportunidade de
discutir sobre regras no nivel do objeto. Nas discussoes em busca de dirimir o
segundo conflito apresentado na Tabela [6.5] o grupo 1.1 observou que a funcao que
associa a cada matriz um certo nimero denominado determinante nao ¢ injetora mas
é sobrejetora. Ja o grupo 2.1, nas discussoes em torno terceiro conflito, reconheceu na
equacao algébrica de Cayley o polinomio caracteristico de uma matriz, conceito que

eles estavam estudando na disciplina Algebra Linear 2, no momento do minicurso.

Chegamos a uma conclusao semelhante a de [Kjeldsen e Petersen| (2014) no

que diz respeito a experiéncia vivenciada pelos estudantes em uma situacao de
aprendizagem que nao era familiar para eles. Os participantes do nosso estudo
tiveram a oportunidade de discutir sobre a nog¢ao de matriz e conceitos relacionados
de maneira nao-operacional, isto é, em um nivel mais conceitual, fora dos padroes
de aplicar técnicas prontas para resolver problemas matematicos. As atividades
historicas levaram-nos a refletir sobre o que é o objeto matriz. E essa nao foi uma
tarefa trivial para eles. Em geral, nas aulas fala-se de matematica e nao sobre
matematica. A énfase do ensino costuma ser nas regras do nivel do objeto, com
pouco espago (ou nenhum) para refletir sobre a natureza dos objetos, sobre as
regras do discurso etc. Entao, os estudantes nao costumam ter muitas oportu-

nidades de fazerem reflexoes do tipo meta sobre matematica de uma forma orientada.

QP1: Como fontes historicas possibilitam promover reflexoes sobre me-
tarregras relacionadas a matrizes e determinantes, a partir de conflitos
comognitivos?

Disponibilizar extratos dos textos de Sylvester e Cayley, mantendo as notagoes

originais, foi essencial para exibir a pratica desses matematicos e mostrar como eles
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definiam e argumentavam nas demonstragoes. Como coloca (KJELDSEN| 201Tal), os
textos historicos desempenham o papel de interlocutores como discursantes agindo
de acordo com metarregras distintas. Assim, o uso de fontes primérias é primordial
para permitir o contato com um discurso moldado por metarregras distintas e, assim,
possibilitar o conflito comognitivo. No entanto, para que o conflito nao se revele
como uma barreira para a aprendizagem, é preciso estabelecer como a fonte sera
utilizada. Dependendo da complexidade matemaética da fonte e do perfil publico-
alvo, explicagoes adicionais podem ser necessarias. Em nosso caso, os textos de
Sylvester utilizam nogoes de geometria projetiva e fornecemos uma introducao de
alguns conceitos para dar suporte e condigoes aos participantes de compreender o
contexto matematico do episédio. Além disso, fizemos uma apresentacao oral do
episodio de Sylvester e do problema da classificacao dos tipos de contatos. No
segundo roteiro, fizemos um estudo dirigido das pdginas da memodria de
(IS58).

De acordo com (201714)), regras metadiscursivas no discurso matemético
tornam-se regras do nivel do objeto no discurso historico, de modo que o que esta
implicito em um discurso (no caso, o discurso matematico) pode ser tornado explicito
a partir de outro discurso (histérico). Assim, todo o suporte dado para investigar
as fontes, com o resumo apresentado no primeiro roteiro e as apresentacoes orais da
pesquisadora, teve o papel de trazer as metarregras para o nivel do objeto, isto é,
de explicita-las e torna-las objetos de discussao. As atividades histéricas também
tiveram um papel importante em fomentar e direcionar as discussoes em torno das
metarregras que queriamos explorar e para que os participantes explicitassem suas

proprias metarregras.

6.2 Questao de pesquisa 2: concepcoes sobre ma-

trizes e determinantes

6.2.1 Metodologia de analise

A andlise apresentada nesta secao tem foco nos dados advindos das entrevistas inici-

ais e finais (Apéndice[B)) e foi realizada com o intuito de responder & segunda questao
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de pesquisa (QP2), a saber: qual o impacto das reflexdes sobre as metarre-
gras nas concepgoes dos estudantes sobre matrizes e determinantes? O
termo “concepcoes”é utilizado em referéncia a (1991)), como a totalidade das
representacoes e associacoes evocadas pelo conceito.

Assim, nosso objetivo foi investigar se as reflexoes sobre as metarregras influenci-
aram mudangas nas concepgoes dos participantes da pesquisa. Para isso, analisamos
as respostas apresentadas por eles nas seguintes questoes das entrevistas iniciais e
das finais: “o que é matriz?”, “o que é determinante?”e “qual a utilidade de calcular
determinantes?”. Analisamos, também, as respostas para a questao “qual é o papel
das matrizes nas disciplinas de Algebra Linear?”, que foi incluida nas entrevistas
finais.

A andlise nesta parte da pesquisa foi dividida em trés etapas: i) identificar as
concepgoes dos participantes a partir das suas respostas nas entrevistas iniciais e
finais as trés questoes acima, ii) comparar as concepgoes identificadas na etapa
anterior e analisar as possiveis mudangas e iii) observar se as mudancas tém relac¢ao
com as reflexoes sobre as metarregras.

Em relagao a primeira etapa, visando ter uma visao global das concepgoes iden-
tificadas antes e depois da intervencao, vislumbramos a possibilidade de classificar
as concepgoes em categorias, agrupando-as por afinidade, em cada uma das questoes
anteriores. A sistematizacao e descricao de dados por categorias é uma técnica em-
pregada em algumas metodologias para andlise de dados, como a analise de contetido
de Laurence (2004).

A analise de contetudo consiste em “um conjunto de técnicas de andlises de comu-
nicacoes, que utiliza procedimentos sistematicos e objetivos de descricao do contetdo
das mensagens”, tendo como finalidade “a inferéncia de conhecimentos relativos as
condigoes de producao e de recepcao das mensagens” (BARDIN| 2004, p. 33, 34).
A mensagem pode ser verbal (oral ou escrita), gestual, silenciosa, figurativa, docu-
mental ou diretamente provocada (FRANCO] 2003). No nosso caso, a mensagem é
composta pelas respostas dos participantes as questoes colocadas anteriormente.

Uma das fases da andlise de contetido é justamente a categorizagao, que tem
por objetivo fornecer uma representacao simplificada dos dados. Segundo [Francal

(2003)), trata-se de uma operagao de classificacao de elementos constitutivos de um
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conjunto, por diferenciagao seguida de um reagrupamento baseado em analogias.
Esse processo orienta-se segundo algumas regras: a da exclusao miitua, em que um
unico principio de classificacao deve orientar a organizagao dos dados em categorias;
pertinéncia, em que o sistema de categorias deve refletir os objetivos da investigagao;
e objetividade e fidedignidade, em que os dados devem ser codificados da mesma
maneira quando submetidos a varias analises, isto ¢, o mesmo sistema de categorias
deve ser produzido, se os dados forem olhados por pesquisadores diferentes ou pelo
mesmo pesquisador em diferentes momentos (ibid., p. 59).

Tomamos como principio basico de classificagao o agrupamento das concepcoes
por afinidade, para cada uma das quatro questoes elencadas anteriormente Dessa
forma, as categorias de concepgoes emergiram das respostas dos participantes as
questoes. As categorias obtidas foram revisadas e refinadas varias vezes até chegar-
mos a forma apresentada na analise.

Na segunda etapa, comparamos as concepcoes identificadas na etapa anterior,
em busca de possiveis mudancas. Inicialmente, observamos mudancas no sistema
de categorias estabelecido para cada uma das trés questoes elencadas anteriormente
(“O que é matriz?”, “O que é determinantes?” e “Qual a utilidade de calcular deter-
minantes?”). O surgimento de uma nova categoria foi considerado um indicador de
mudanca nas concepcoes. No caso de nao haver mudancas no sistema de categorias
obtido para as concepcoes, em relacao a uma das questoes consideradas, observa-
mos se cada participante mudou de concepgao, isto €, se sua resposta passou a ser
considerada em uma categoria diferente do sistema inicial (antes da intervengao).

Na terceira etapa, buscamos possiveis relacoes entre as mudancgas observadas e
as reflexdes sobre as metarregras. Analisamos se os participantes traziam em suas
respostas associagoes e/ou representagoes para os conceitos de matriz que tivessem
relacao com as metarregras historicas e aquelas observadas em seus discursos. Em
outras palavras, analisamos se as reflexdes sobre as metarregras forneceram novas
associagoes e representacoes para o conceito de matriz. As etapas da andlise estao

indicadas na Figura 6.1.
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O que é determinante?

Y

O que é matriz? Identificar as concepgoes dos
participantes antes e depois
da intervengao (entrevistas).

Qual a utilidade de calcular
determinantes?

Comparar as concepgoes
identificadas e analisar
possiveis mudangas.

Observar se as mudangas
tém relagdo com as reflexées
sobre as metarregras.

Figura 6.1: Etapas da andlise - Questao de pesquisa 2.

6.2.2 Concepgoes sobre o que é matriz

Antes da intervencao

A fim de investigar que concepgoes os participantes traziam sobre o que é uma
matriz, pedimos que eles procurassem descrever com suas proprias palavras o que
eles entendiam ser uma matriz, sem repetir simplesmente a defini¢ao.

Apoés analisar as ideias apontadas nas respostas, identificamos trés categorias
de concepcoes sobre o que é uma matriz: uma ideia sem sentido, repositorio de
numeros ou tabela e matriz como um objeto matematico ou associada a outros
objetos. Cabe observar que alguns participantes apontaram mais de uma concepcao

em suas falas.

Categoria 1: uma ideia sem sentido

Consideramos nesta categoria, descricoes que sinalizavam nao ver sentido no
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conceito de matriz. As citagoes abaixo ilustram a concepcao de matriz como uma

ideia sem sentido.

Mas, a principio, as matrizes nao tém muito sentido para a gente,

sao numeros jogados aleatoriamente. (Raelo, EC2)

Nao sei explicar. Nao fago a menor ideia. Eu sei que é um ente

construido sobre um anel. (Joao, EC1)

«

Podemos perceber pelas declaragoes “numeros jogados aleatoriamente”, “um
ente construido sobre um anel”, que os participantes acima pareciam nao atribuir

sentido algum ao conceito de matriz.

Categoria 2: repositério de nimeros ou tabela

Alguns participantes descreveram matrizes como um meio de representar in-
formagoes numéricas ou como um meio de armazenar dados para serem manipulados
em computadores. Descrigoes sugerindo matrizes como tabelas de niimeros também
foram consideradas nesta categoria. As cita¢oes abaixo ilustram a concepgao de

matriz como um repositério de niimeros ou dados.

Eu vejo matriz, porque eu trabalho com informética, uma coisa
que eu vou armazenar uma grande quantidade de dados, entendeu?

E fazer operagoes com esses dados. (Francisca, EC2)

Primeiramente, a gente é apresentado a matriz como uma coisa,

uma tabela com vérios nimeros. (Fernando, EC1)

Matriz é como se fosse um tipo de representacdo que vocé pega

determinados elementos e engloba em certas posigoes [...] (Mario,
EC1)
Também pode servir como uma tabela [...] (Yhedi, EC1)

Nos fragmentos acima, frases como “uma coisa que eu vou armazenar uma grande
quantidade de dados”, “uma tabela com vérios nimeros” e a ideia de “englobar”
elementos em posigoes sugerem uma concep¢ao de matriz como um repositorio de
nimeros ou, em uma visao mais computacional, um meio de armazenar dados a fim
de manipula-los, de realizar operacoes com eles.

Durante a entrevista, Mario foi solicitado a explicar melhor o que quis dizer

com “um tipo de representacao” e, como resposta, mencionou situacgoes que foram
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apresentadas a ele no ensino basico, como quantidade de frutas em um feira.

Categoria 3: matriz como um objeto matematico ou associada a outros
objetos

As descrigoes de matriz como um objeto matematico ou associada a outros ob-
jetos como conjunto, vetor (elemento de um espago vetorial), foram consideradas

nesta categoria. As falas abaixo exemplificam esta categoria.

[...] eu vejo matriz como sendo um conjunto, assim, bem es-
pecifico, que os elementos tém que estar naquele tipo de exposicao,

nas linhas e na coluna. (Matematico, EC2)

Mas eu ja discuti isso algumas vezes com meus colegas, a gente
chegou a conclusao de interpretar uma matriz como um vetor [ele-

mento de um espago vetorial]. (Fernando, EC1)

Acho que é como se fosse um objeto matematico que é usado para
representar alguma situacao real, por exemplo, algum problema
assim, alguma empresa, enfim, importagao e exportacao, custo,

alguma coisa assim. (Maria, EC1)

[...] numa vis@o mais pura, [pode servir] como um vetor. (Yhedi,

EC1)

As descri¢oes acima distinguem-se das categorias de concepgoes anteriores por
nao identificarem explicitamente matrizes com sua representacao em forma de ta-
bela, dentre outras coisas. Apesar de Matematico mencionar a ordenacao dos ele-
mentos de uma matriz em linhas e colunas, para ele matriz é, acima de tudo, um
conjunto de ntimeros. As respostas de Fernando e de Yhedi surpreendem por su-
gerirem uma visao abstrata do conceito de matriz, eles concebem matrizes também
como vetores, isto é, como elementos de um espago vetorial. Em véarios momentos
da entrevista, Fernando declarou-se insatisfeito com a definicao de matriz como uma
tabela e mencionou que ja havia discutido com seus colegas (entre eles o Yhedi) sobre
a natureza do conceito de matriz e a melhor conclusao que chegaram foi interpretar
matrizes como vetores.

Quanto a fala de Maria, consideramos sua resposta um pouco vaga, nao sabemos
o que ela entende por objeto matematico. O restante da sua fala sugere que as

matrizes servem para modelar problemas envolvendo importacao, exportagao e
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custo, o que vai além de representar.

Apés a intervencao

Duas categorias de concepgoes sobre o que é matriz foram observadas nas

entrevistas finais:

matrizes como um meio de representar sistemas lineares e

repositorio de niimeros ou tabela.

Categoria 1: matriz como um meio de representar sistemas lineares

Consideramos, nesta categoria, descrigoes apontando a associacao com sistemas

lineares, no sentido exprimir um sistema por meio de matrizes. As seguintes citacoes

ilustram a concepgao de matriz como um meio de representar sistemas lineares:

Agora eu acho que matriz, ela é varias coisas, assim. Mas acho que

a nocao que mais ..., que mais faz sentido é a do ..., da repre-
sentacao de um sistema de equagoes lineares [...] (Matemaético,
EC2)

Pode, no caso, ter ..., ter ..., como que eu diria? Analogia com

os sistemas lineares também, que vocé poderia tirar niimeros dali.

(Raelo, EC2)

Nao é simplesmente um arranjo de nimeros e tal. Ficou bem mais
claro. Eu acho que agora eu consigo associar a matriz a sistemas

lineares, entendeu? (Francisca, EC2)

E também uma forma de representar sistemas de equagcoes lineares

[...] (Maria, EC1)

Apods a intervencao, alguns participantes passaram a associar matrizes a sistemas

lineares, trazendo a interpretacao vista no Roteiro Cayley de matriz como uma

notagao pratica para sistemas lineares. Isso nao significa que esses participantes

desconheciam a notacao de sistemas lineares por meio de matrizes, ou melhor, por

meio de um produto matricial, mas essa associacao parece ter sido reforcada apods a

intervencao.

Categoria 2: repositorio de nimeros ou tabela
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Consideramos aqui as descricoes que identificam matriz com sua representagao
em forma de tabela. Respostas contendo expressoes como “arranjo de termos”,
“arranjo retangular também foram levadas em conta neste grupo. Os trechos abaixo

exemplificam a concepcao de matriz como um repositorio de nimeros ou tabela:

’

E ..., agora eu estou mais com a ideia de que pode ser um

arranjo de termos que pode ser representado em linhas e co-

lunas. (Yhedi, EC1)

De uma maneira geral, matriz é ..., como eu posso dizer?

Uma tabela. (Fernando, EC1)

Matriz é um arranjo retangular no qual podemos fazer

operagoes entre elas. (Mario, EC1)

[...] ela também é uma tabela que representa, que vocé pode

operar. Um arranjo de informagoes também. (Maria, EC1)

As falas acima indicam que alguns participantes passaram a utilizar os termos
de Sylvester e de Cayley ao descrever matriz como um “arranjo retangular” ou
um “arranjo de termos”. Durante as atividades historicas, alguns participantes
identificaram como semelhanca entre as definicoes de matriz apresentadas nas
fontes histéricas e a definicao atual esse modo de descrever as matrizes que se

baseia na sua representacao em forma de tabela.

Comentarios gerais

As categorias indicando concepgoes de matriz como uma ideia sem sentido e
como um repositorio de niimeros ou tabela sugerem uma visao limitada do conceito
de matriz. Levando em conta que a maioria dos participantes havia concluido pelo
menos uma disciplina de Algebra Linear a época do minicurso, é preocupante encon-
trar estudantes declarando que as matrizes nao tém sentido para eles. Além disso,
consideramos que entender matrizes apenas como uma tabela ou como um repo-
sitorio de niimeros também indica uma concepcao limitada do conceito de matriz.
Uma interpretacao importante, em nosso ponto de vista, é a de matriz como uma

transformacao lineaIH. Na literatura de ensino de matrizes, Wawro et all (2012)

4Uma transformacio linear 7 : R™ — R™ é um mapeamento que satisfaz as seguintes pro-
priedades: i) T'(u + v) = T(u) + T'(v) para todo v e v em R™ e ii) T'(av) = aT'(v) para qualquer
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apresentam uma proposta de ensino, que nao utiliza histéria da matematica, para
desenvolver nos estudantes a interpretacao de matrizes como objetos matematicos
que transformam geometricamente o plano e o espago. Tal interpretacao, de fundo
geométrico, das matrizes nao foi explorada neste estudo.

Novas concepcoes foram formadas apods a intervencao, dando lugar a uma nova
categoria. Duas categorias iniciais desapareceram. O surgimento da categoria ma-
triz como um meio de representar sistemas lineares sugere que alguns participantes
passaram a associar matrizes com sistemas lineares. Uma das metarregras explora-
das nas atividades histéricas e que foi objeto de reflexao dos grupos diz respeito a
interpretacao e uso de matriz como uma notacao comoda para sistemas de equacgoes
lineares. Interpretamos o surgimento dessa concepcao como um resultado das re-
flexoes acerca dessa metarregra. Como dissemos anteriormente, esse resultado nao
indica que esses participantes desconheciam a notacao de sistemas lineares por meio
de matrizes, ou melhor, por meio de um produto matricial. Mas, as reflexdes sobre
a metarregra mencionada parecem ter reforcado uma associagao para o conceito de
matriz. Com isso, alguns participantes passaram a atribuir um sentido as matrizes.

A categoria que representa as concepcoes de matriz como um repositério de
numeros ou tabela se manteve. No entanto, apds a intervencao, os participantes
passaram a utilizar também os termos empregados por Sylvester e por Cayley para
descrever matrizes (“arranjo retangular”, “arranjo de termos”). Durante as reflexoes
sobre as metarregras histéricas, os participantes explicitaram uma metarregra que
enunciamos como descricao de matriz com base nos elementos caracteristicos da sua
representacao em forma de tabela. Assim, além da influéncia do modo como Sylves-
ter e Cayley descreveram matrizes, entendemos que o processo de conscientizagao
dessa metarregra também influenciou as concepgoes contribuindo para reforgar, em
alguns participantes, a associagao de matriz com a sua representacao em forma de
tabela.

Estamos cientes que nao podemos comparar mudancas nas concepcoes dos estu-
dantes apenas com base nas categorias. Apesar de uma categoria ter sido mantida
na classificacao das concepgoes, houve participantes que mudaram suas concepgoes.

Raelo, por exemplo, apresentou inicialmente uma concepcao de matriz como uma

escalar a e v em R™. Pode ser mostrado que, dadas as bases canonicas de R™ e R", existe uma
Unica matriz Ay, xm tal que T'(u) = Au para todo u em R™.
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ideia sem sentido e, depois, passou a apresentar uma concepgao de matriz como um
meio de representar sistemas lineares. Outro exemplo é Maria que apresentou uma
concepcao de matriz como um objeto matematico e, depois passou a apresentar uma
concepcao de matriz tanto como um meio de representar sistemas lineares como,
também, um repositorio de niimeros ou tabela. Matematico e Francisca também
mudaram suas concepgoes. Matematico havia externado uma concepcao de matriz
associada a ideia de conjunto na entrevista inicial. Apds a intervencao, esse parti-
cipante passou a associar matrizes com sistemas lineares. Ja Francisca, apresentou
inicialmente uma concepcao de matriz como um repositério de dados e, ao final,
também passou a associar matrizes com sistemas lineares.

Levando em conta que foi pedido aos participantes que nao se restringissem a
repetir a definicao em suas respostas, é notavel a auséncia de conexdes com outros
conceitos de Algebra Linear nas descrigoes apresentadas, sobretudo com o conceito
de transformacoes lineares. A tinica associacao com outros conceitos observada nas
falas, nas entrevistas iniciais, foi a de matriz como elemento de um espacgo vetorial.
Interpretamos as concepcoes agrupadas nas categorias matriz como um repositorio
de niimeros ou tabela e matriz como um objeto matematico ou associada a outros
objetos como uma consequéncia do modo naturalizado segundo o qual o conceito de
matriz é ensinado. As falas dos participantes nessas categorias refletem uma visao
de matriz como um objeto e nao indicam associagoes que mostrem a necessidade do
conceito.

Outra explicacao para a auséncia de conexoes com outros conceitos de Algebra
Linear nas concepcoes apresentadas estda na pergunta “O que é matriz?”, a qual
talvez nao tenha contribuido sara suscitar tais conexoes. As concepcoes descritas na
proxima secao trazem mais informagoes sobre como os participantes percebiam as
conexoes entre matrizes e outros objetos da Algebra Linear. Esse foi, também, um
dos motivos que nos levou a inserir nas entrevistas finais a pergunta “Qual seria, na

sua opiniao, o papel da nocao de matriz no estudo da Algebra Linear?”.
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6.2.3 Concepcoes sobre o papel das matrizes nos estudos de

Algebra Linear

Como o papel das matrizes foi discutido a partir de dois episdédios de pesquisa
com praticas matematicas acentuadamente distintas e interpretacoes distintas
do conceito de matriz, inserimos uma questao a mais no roteiro das entrevistas
finais com o objetivo de investigar o que os participantes pensam sobre o papel
das matrizes nas disciplinas de Algebra Linear. Os participantes levantaram
trés principais ideias em suas respostas, dando lugar a trés categorias: ma-
triz como uma ferramenta para resolver problemas, representar outros objetos

e facilitar a resolucao de sistemas lineares e o tratamento de transformacoes lineares.

Categoria 1: matriz como uma ferramenta para resolver problemas
Foram agrupadas nesta categoria as respostas que apontam exemplos de usos
de matriz na resolucao de problemas. Os trechos abaixo ilustram a concepcao de

matriz como uma ferramenta para resolver problemas:

E tao mecanico o ensino da matriz, que eu ..., eu nao consigo ver
um significado além de ter a matriz para poder calcular um deter-
minante |...] E com matriz vocé descobre, por exemplo, a questao
dos autovalores, dos autovetores, do polinémios caracteristicos, do

polinémio minimal, o que seja. (Raelo, EC2)

Serve para um monte de coisa. Serve para vocé achar determi-
nante, serve para vocé descobrir o resultado de um sistema. Serve

para achar o espago, subespaco. (Francisca, EC2)

Os exemplos apresentados indicam, por um lado, que esses participantes perce-
bem a importancia das matrizes nas disciplinas de Algebra Linear, sendo aplicadas
na resolucao de varios problemas, mas nao especificam o papel das matrizes nos
procedimentos mencionados. Além disso, alguns exemplos apresentados sugerem
uma visao bastante operacional dos conceitos envolvidos. De acordo com
(1991), na visdo operacional, as nogdes matemdticas sao interpretadas como
processos, algoritmos e agdes. Dizer, por exemplo, que matrizes servem para

calcular determinantes, sugere uma interpretacao de ambos os conceitos restrita ao
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processo, ao algoritmo do calculo para obtencao do determinante.

Categoria 2: representar outros objetos
Consideramos, nesta categoria, ideias indicando o papel das matrizes, nas disci-
plinas de Algebra Linear, de representar outros objetos, como: conicas, quadricas e

transformacoes lineares. Os fragmentos abaixo ilustram essa concepcao:

[...] ela pode representar conicas, quadricas [...], acho que virou

como se fosse um meio de representar essas coisas. (Mario, EC1)

No meu curso Algebra Linear 1, [...] matriz ndo expressou lite-
ralmente nada no curso, [...] [Em Algebra Linear 2] Passou a ter
sentido porque vocé podia representar transformacao linear como
uma matriz. [...] Entdo as matrizes, assim, teriam um papel de

representar uma transformagao linear. (Yhedi, EC1)

[Em Algebra Linear 1] A matriz s6 como sendo objeto dessa tabela.
Pega a tabela e vamos estudar operacoes e propriedades em cima
dela, por exemplo. [Em Algebra Linear 2] E depois comeca a
utilizar a matriz como uma ferramenta representativa. [...] Que
hora pode ser, como eu falei, um vetor - define o espaco vetorial
das matrizes, pode ser uma transformagcao linear, pode ser um
determinante. Entao ela acaba representando muitas coisas, esse

mesmo objeto matriz. (Fernando, EC1)

Como podemos ver nas falas acima, expressoes como “ela pode representar
coOnicas, quadricas”, “teriam um papel de representar uma transformacao linear”
e “ferramenta representativa’, indicam uma concepcao sobre o papel de matriz
como um meio de representar outros objetos matematicos estudados na prépria
disciplina de Algebra Linear. As concepcoes identificadas nesta categoria mostram
que, para alguns participantes, o papel das matrizes vai além de oferecer uma
notacao alternativa para sistemas lineares, como surgiu nas concepcoes sobre o que

¢ matriz (categoria 1, apds a intervencao).

Categoria 3: facilitar a resolugao de sistemas lineares e o tratamento de
transformacoes lineares

Algumas descrigoes apontam o papel das matrizes em facilitar a resolucao de
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sistemas lineares e simplificar o tratamento de outros objetos como transformacoes

lineares. As citacoes abaixo ilustram esta categoria:

Facilitar solugao de sistema linear. (Joao, EC1)

E possivel operar o sistema linear sem voceé ter que ficar escrevendo
as incognitas véarias vezes. A matriz seria uma ferramenta para
fazer isso, para facilitar essas operacoes, que, na verdade, no fundo,
vocé ...Se vocé botar as incégnitas todas em posicoes iguais nas
equacoes, ai vocé organiza sé os coeficientes e ai vai manipulando

eles. (Matematico, EC2)

De resolver sistemas também. Algebra Linear, em vez de vocé re-
solver sistemas lineares, vocé passa para matriz, escalona a matriz,

faz operagoes elementares. (Maria, EC1)

Eu acho que matrizes, para a minha visao, é algo que facilita vocé
enxergar alguns conceitos de Algebra Linear como transformagoes,
funcoes lineares, acho que a matriz tem esse papel de facilitar a

visa@o. (Mario, EC1)

O papel ..., acho que seria facilitar, ndao é? Os estudos. (Fran-

cisca, EC2)

Como podemos ver nos fragmentos acima, a ideia de representacao também
estd presente aqui, porém, com um sentido a mais, o de simplificar a resolugao
de problemas, como determinar o conjunto solugao de um sistema linear, e o
de simplificar a manipulagdo ou o tratamento de transformacoes lineares, dentre
outros. Isso motivou-nos a distinguir mais uma concepcao nas respostas dos

participantes.

Comentarios gerais
Identificar as concepcoes sobre o papel das matrizes nas disciplinas de Algebra
Linear permitiu-nos captar as conexoes que os participantes faziam entre matriz e
os demais conceitos dessa disciplina, o que nao apareceu nas concepgoes sobre o que
é matriz. Para isso, foi preciso colocar uma pergunta mais direta aos participantes.
Nao tivemos a intencao de investigar influéncias das reflexoes sobre metarregras

para as concepcoes sobre o papel das matrizes nas disciplinas de Algebra Linear,
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pois tais concepcoes s6 foram identificadas nas entrevistas finais. Desse modo, nao
foi possivel analisar mudancgas nessas concepcoes.

Comparando as concepcoes identificadas aqui com aquelas identificadas para a
questao “o que é matriz?”, apds a intervencao, observamos que a concepcao de
Matematico revelou que esse participante nao entende as matrizes s6 como um meio
de representar sistemas lineares, mas também que para ele as matrizes facilitam a
resolucao de sistemas lineares; Yhedi e Fernando, apesar de entenderem matrizes
como um repositério de niimeros ou tabelas, revelaram que as matrizes tém o papel
de representar outros objetos; Mario e Maria, que também sinalizaram entender
matrizes como um repositério de niimeros ou tabelas, revelaram que as matrizes tém
o papel de facilitar a resolucao de sistemas lineares e o tratamento de transformacoes

lineares.

6.2.4 Concepcoes sobre o que é determinante

Antes da intervencao

Ao analisar as respostas dos participantes para a pergunta “o que é determi-
nante?”, identificamos as seguintes categorias de concepgoes: determinante como
uma operagao com os elementos da matriz, determinante como um nimero ou como

uma funcao e determinante como um forma de representar a matriz.

Categoria 1: determinante como uma operagao com os elementos da ma-
triz
Nesta categoria, foram consideradas as narrativas identificando o determinante
ao algoritmo do calculo para obté-lo, a partir de uma matriz quadrada. As seguintes
citagoes ilustram a concepcao de determinante como um procedimento:
Determinante, para mim, é uma operacao que vocé faz com as

entradas da matriz. E é uma operacao que vocé faz com todos os

elementos da matriz, resulta num nimero real. (Fernando, EC1)

Um tipo de combinacao de todos os elementos que estao dentro

da matriz. (Yhedi, EC1)

[...] seria as multiplicacgoes nas diagonais [Regra de Sarrus]. Como
eu vou explicar isso? [risos] Entéao, seria um produto das diagonais,

subtraindo com as diagonais inversas. (Raelo, EC2)
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Como podemos ver nos fragmentos acima, descricoes do determinante como
“uma operagao com as entradas da matriz”, “um tipo de combinacao de todos os
elementos”, “as multiplicagoes nas diagonais” indicam que, para esses participantes,

o determinante resume-se a uma conta com os elementos da matriz, um algoritmo.

Categoria 2: determinante como nimero ou como funcao

Alguns participantes descreveram o determinante como um numero associado
a uma matriz quadrada, outros como uma funcao que associa a cada matriz qua-
drada, de uma certa ordem e com elementos reais, um nimero real. A associagao
de determinante a um numero ou a uma funcao pressupoe uma correspondéncia
entre matrizes quadradas e niimeros, por isso consideramos ambas as ideias em uma
mesma categoria. Os trechos abaixo exemplificam a concepcao de determinante

como sendo um numero ou uma fungao:

Determinante é um nimero que vocé associa a matriz, € um inico

nimero associado aquela matriz. (Matemético, EC2)

E um ndmero que é associado a cada matriz quadrada. A ma-

triz quadrada a gente associa um numero real, esse nimero é o

determinante. (Yhedi, EC1)

E uma func¢ao que associa, nas matrizes de um anel real ..., numa
matriz de um anel real, um nimero real. Associa uma matriz com
o anel sobre o qual ela estd construida. Acho que é isso, se eu nao

me engano. (Joao, EC1)

Ah, determinante para mim é um nimero. Sempre tive essa ideia,

que determinante era um numero. (Mario, ECI)

[...] é um valor que eu acho que vai me ajudar com a matriz |...]

(Francisca, EC2)

Ao descrever determinante como um nimero, os participantes acima nao
especificaram como, ou segundo que regra, um numero seria associado a uma
matriz quadrada. Do mesmo jeito, aqueles que descreveram determinante como
uma funcao, nao fizeram mencao as propriedades que a caracterizam: linearidade
em cada coluna, o determinante é nulo se as colunas sao vetores linearmente

dependentes e o determinante da matriz identidade ¢é igual a 1.
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Categoria 3: Determinante como um representante da matriz

Nesta categoria, foram consideradas respostas que sinalizavam a ideia de deter-
minante como um representante da matriz. As citagoes abaixo ilustram a concepcao
de determinante como um representante da matriz:

Eu nao sei, acho que talvez uma forma de representar uma matriz,

porque podem ter matrizes com o mesmo determinante, nao é?7

(Maria, EC1)

Ele é como se fosse um representante dela, assim.(Matemético,

EC2)

Durante a entrevista, Maria mencionou o fato de que diferentes matrizes podem
ter o mesmo determinante, ainda assim, continuou declarando o determinante como

um representante da matriz.

Apdés a intervencao

Agrupamos as respostas dadas a pergunta “O que é determinante?”, apds
a intervencao, nas mesmas categorias que emergiram das descrigoes fornecidas
nas entrevistas iniciais. Os dados nao apontaram categorias novas. Nao faremos
uma descricao de cada categoria, uma vez que ja fizemos acima. Faremos alguns
comentarios sobre as respostas dos alunos e observaremos diferencas que porventura

tenham surgido.

Categoria 1: Determinante como uma operagao com os elementos da
matriz

Respostas descrevendo o determinante por meio do procedimento para seu
calculo, a partir de uma matriz quadrada, continuaram a apareceram nas entre-
vistas finais, porém, com uma frequéncia menor que nas entrevistas iniciais.

E uma operacao que se faz com as matrizes e condensa todas as

entradas dela em um tnico nimero real. (Fernando, EC1)

Observamos que a frequéncia de respostas nesta categoria diminuiu, em relacao

ao inicio da intervencao.
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Categoria 2: Determinante como um niimero ou como uma funcao
Descricoes associando o determinante a um niimero ou a uma funcao continuaram
aparecendo apds a intervencao. Observamos que esse tipo de resposta foi mais

frequente nas entrevistas finais.

[...] ¢ um nidmero que eu descobri que eu consigo extrair também

de equacgoes. Para mim, a ideia de determinante era s6 de matriz.

(Francisca, EC2)

Determinante ..., ainda, eu acho que é um numero associado a

uma matriz. (Matematico, EC2)

Determinante é um ntumero real no qual eu posso associar a uma

matriz, através de uma matriz eu associo um nimero real. (Mario,

EC1)

Eu nao mudei essa ideia dele ser um niimero [...] antes eu falei que
era um numero associado a uma matriz quadrada. Na verdade,
depois do curso, eu pude ver que o determinante existia indepen-
dente da matriz, nao precisa ter matriz para ter determinante, o
determinante pode surgir a partir de qualquer arranjo quadrado

de termos, foi mais ou menos essa ideia.(Yhedi, EC1).

Ta, ainda continua uma funcao que associa uma matriz a um
... Em muitos livros de Algebra Linear, eu vejo que ele é uma

fungao que leva uma matriz a uma cara da malha. (Joao, EC1)

Uma diferenca que notamos é que alguns participantes vislumbraram a possibili-
dade de considerar determinantes desvencilhados de matrizes, como podemos ver na
fala de Yhedi, que observou que no passado determinantes existiram sem matrizes e
na fala de Francisca, que se refere ao modo como Sylvester calculou determinantes:

a partir dos coeficientes dos polinomios homogéneos que representavam as conicas.

Categoria 3: Determinante como um representante da matriz
Novamente, observamos descricoes de determinantes como um representante da

matriz. Notamos que esse tipo de resposta foi dada pelos mesmos participantes.

[...] porque é como se fosse um representante dela [da matriz],
assim. Representa mais ou menos de que tipo ela é. (Matemético,
EC2)
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Acho que determinante é um jeito de vocé representar uma matriz.

(Maria, EC1)

Comentarios gerais

As mesmas categorias foram identificadas antes e apds a intervencao. Esse resul-
tado nao indica que os participantes mantiveram suas concepgoes apés a intervencao.
Como ja dissemos antes, estamos cientes de que mudancas nas concepcoes dos par-
ticipantes nao podem ser investigadas apenas pelo sistema de categorias obtido.

Observamos que a frequéncia de descrigoes apontando para a concepcao de de-
terminantes como uma operacao com os elementos da matriz foi menor apds a in-
tervencao. O participante Yhedi havia revelado duas concepgoes sobre o que é
determinante no inicio da intervencao: uma operacao com os elementos da matriz e
um numero associado a uma matriz quadrada. No final da intervencao, esse parti-
cipante manteve sua concepcao de determinante como um ntimero associado a uma
matriz. O participante Raelo nao soube responder a questao colocada na entrevista
final, ele nao se mostrou muito a vontade durante a entrevista. As concepcoes dos
demais participantes foram consideradas nas mesmas categorias iniciais (antes da
intervencao).

Destacamos que alguns participantes mencionaram a possibilidade de considerar
determinantes sem matrizes na categoria de concepgoes de determinante como um
numero ou como uma funcao. Interpretamos essa mudanca como resultado das
reflexoes sobre uma das metarregras observadas no discurso de Sylvester, segundo a
qual determinantes eram obtidos a partir dos coeficientes dos polinomios homogéneos
que representavam as conicas.

A categoria determinante como uma operacao com os elementos da matriz su-
gere uma visao operacional desse conceito, no sentido de (1991). Interpretar
o determinante unicamente como um processo, indica que o entendimento desses
participantes sobre esse topico restringe-se a um nivel operacional e que eles nao
alcancaram um entendimento em um nivel estrutural ou conceitual. Nesse sentido,
as concepgoes de determinante apenas como uma operagao com os elementos da
matriz sugerem uma visao limitada do conceito de determinante.

Observamos ainda que a concepcao de determinantes como um representante da

matriz, mantida pelos mesmos participantes (Maria, EC1 e Matemético, EC2) apds
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a intervencao, nao é uma interpretacao adequada uma vez que diferentes matrizes

podem ter o mesmo determinante.

6.2.5 Concepcoes sobre a utilidade dos determinantes

Antes da intervencao

Identificamos duas categorias nas respostas a pergunta “Vocé saberia dar um
exemplo da utilidade de calcular determinante?”. Tais categorias indicam duas
concepgoes sobre a aplicabilidade dos determinantes: determinante como uma
ferramenta para resolver problemas e determinante como uma ferramenta para

classificar sistemas lineares.

Categoria 1: determinante como uma ferramenta para resolver problemas
Foram consideradas nesta categoria, exemplos que citavam problemas cuja re-
solucao requer uma aplicacao direta de determinantes. Os fragmentos abaixo ilus-

tram a concepcao de determinantes como uma ferramenta para resolver problemas:

Bom, teria como calcular matriz inversa usando determinante, sei

14, algo assim. (Raelo, EC2)

Resolucao de sistema, achar os autovalores. Bom, nao é uma uti-
lizagao prética [...] Saber se dois, saber se dois vetores sao linear-
mente dependentes ou independentes. Se eu coloca-los dentro de

uma matriz e o determinante der zero. (Yhedi, EC1)

Determinante, como o préprio nome ja indica, ele determina al-
) b
guma caracteristica sobre a matriz. Por exemplo, se ela é inversivel

ou nao, esse tipo de coisa. (Fernando, EC1)

E, tem também a do ...que vocé usa pra fazer ...Pra saber se
... [pausa] Quando vocé pega trés pontos do R?, pra saber se eles

sao colineares, |...] (Matemdtico, EC2)

Resolver sistemas lineares e calcular a matriz inversa. (Mario,

EC1)

Como podemos ver nas falas acima, os participantes citaram exemplos de

problemas da Algebra Linear e da Geometria Analitica, cuja resolugao requer um
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uso corriqueiro de determinantes e mais voltado para fazer contas. Exemplos desse
tipo foram os mais frequentes. Trés participantes nao souberam responder ou nao

se lembraram de nenhum exemplo.

Categoria 2: determinante como um ferramenta para classificar sistemas
lineares

Observamos nas respostas alguns exemplos indicando o uso de determinantes

para investigar o tipo do conjunto solucao de um sistema linear, o que envolve um

nivel de complexidade a mais em relacao a categoria anterior. A citacdo abaixo

ilustra a concepcao de determinante como uma ferramenta para classificar sistemas
lineares:

Vocé usa quando vai resolver algum sistema usando matriz, af,

dependendo do determinante, vocé tem como ter uma nocao se

vai ter solugdo ou se nao vai ter, e se vao ter infinitas, se vai ter

uma solucao tnica. O determinante te dd4 uma ideia da solugao.

(Matemaético, EC2)

O trecho acima indica o emprego de determinantes num sentido mais qualitativo,
envolvendo mais do que resolver o sistema, mas investigar a natureza do conjunto
solucao. Matemadtico refere-se a Regra de Cramer para classificar sistemas lineares
por meio de determinantes. Nao foram apresentados exemplos de um uso mais
qualitativo de determinantes em outras situacoes diferentes do contexto de sistemas

lineares.

Apés a intervencao

Duas categorias de concepcoes foram identificadas nas respostas dos participan-
tes sobre a utilidade de calcular determinantes, nas entrevistas finais: determinante
como uma ferramenta para resolver problemas e determinante como uma ferramenta

para classificar sistemas lineares e para investigar os tipos de contatos entre conicas.

Categoria 1: determinante como uma ferramenta para resolver problemas
Exemplos que indicam problemas cuja resolucao requer uma aplicacao direta de

determinantes continuaram a ser mencionados nas entrevistas finais. Os trechos
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abaixo ilustram a concepcao de determinante como uma ferramenta para resolver

problemas:

[...] o célculo de determinante me ajuda a achar o polinémio carac-
teristico, o polinémio minimal da ..., de uma matriz [...] (Fran-

cisca, EC2)

[...] encontrar um polinémio caracteristico. Um método, na ver-
dade, nao é um determinante, vocé calcula como se fosse um de-
terminante, vocé faz o produto vetorial entre dois vetores, nao é

propriamente um determinante [...] (Yhedi, ECI)

[...] o determinante de uma matriz te diz se ela é invertida ou nao.

(Fernando, EC1)

[...] determinantes também ajudam na solugao de sistemas line-

ares. (Jodao, EC1)

A maioria dos participantes (com exce¢ao de um) apresentou pelo menos um

exemplo da utilidade de calcular determinantes apds a intervencao.

Categoria 2: determinante como uma ferramenta para classificar sistemas
lineares e para investigar os tipos de contatos entre conicas

Assim como na etapa anterior, consideramos aqui respostas que indicassem um
uso mais qualitativo dos determinantes e nao apenas envolvendo uma aplicagao

direta. As falas abaixo ilustram esta categoria de concepgoes:

Tem a estéria dos sistemas, vocé diz se ele é possivel, vocé vé .. .se
ele tem uma solucao unica ou nao, ai vocé usa o determinante para

isso, nao é? (Matematico, EC2)

Por exemplo, para vocé discernir os contatos entre duas conicas.

(Maria, EC1)

Problemas de contato entre duas conicas nao coincidentes [pausal,

[...] (Joao, ECI)

Utilidade de calcular determinante eu vi através de determinantes
menores [...] utilidade também para ver o tipo de contatos de

certas conicas. (Mario, EC1)

Além da utilidade em investigar o tipo do conjunto solucdao de um sistema

linear, os participantes trouxeram exemplos dos roteiros de ensino, especialmente
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do primeiro em que Sylvester usou determinantes para identificar e classificar o tipo
de contato entre duas conicas. Assim, esta categoria amplia a que foi identificada
antes da intervencao (categoria 2) e algumas de suas concepgoes parecem ter sido

influenciadas pelo préprio material.

Comentarios gerais

Nas entrevistas iniciais, trés participantes nao souberam dar qualquer resposta
para a utilidade de calcular determinantes. Esse dado é preocupante, pois a maioria
dos participantes haviam concluido recentemente a segunda disciplina de Algebra
Linear e alguns ainda estavam cursando essa disciplina. Apds a intervencao, apenas
um participante nao soube apresentar um exemplo (Raelo). Como ji mencionamos
anteriormente, esse mesmo participante nao se mostrou muito a vontade durante a
entrevista final.

Nas entrevistas finais, identificamos novamente a primeira categoria de con-
cepcoes, indicando o determinante como uma ferramenta para resolver problemas.
A segunda concepcao identificada apds a intervencao, determinante como uma fer-
ramenta para classificar sistemas lineares e para investigar os tipos de contatos entre
conicas, amplia a que foi encontrada nas entrevistas iniciais. A frequéncia de respos-
tas na categoria alterada foi maior em relagao a categoria estabelecida inicialmente
(determinante como um ferramenta para classificar sistemas lineares). As respostas
mencionam nao s6 a investigagao do tipo de conjunto solugao de um sistema linear,
como também o caso estudado no primeiro roteiro de ensino, em que determinantes
eram empregados para identificar e classificar o tipo de contato entre duas conicas.

A primeira vista, parece natural que a maioria dos participantes mencionem os
exemplos explorados nos roteiros. No entanto, temos que levar em conta que tres
participantes nao souberam responder a questao colocada na entrevista inicial, como
dissemos acima. Temos que considerar também que o primeiro roteiro explorou um
problema de natureza geométrica em que determinantes foram a principal ferramenta
utilizada na resolucao. Observando os exemplos apresentados antes e depois da
intervencao, poucos indicam o uso de determinantes em problemas geométricos.

Além da mudanca na segunda categoria, destacamos também os participantes

que mudaram suas concepcoes. Joao, Maria e Francisca nao souberam citar um
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exemplo da utilidade dos determinantes nas entrevistas iniciais. Ja nas entrevistas
finais, esses participantes citaram o uso de determinantes no problema dos contatos,
conforme viram no Roteiro Sylvester. Joao também citou o exemplo do uso de de-
terminantes para a resolugao de sistemas lineares, tendo sido considerado também
na primeira categoria. Francisca, nas entrevistas finais, citou exemplos vistos na
disciplina Algebra Linear. Sua resposta foi considerada na primeira categoria. O
participante Mario mudou suas concepcoes, os exemplos apresentados por ele nas
entrevistas iniciais envolviam um uso mais corriqueiro de determinantes. Nas entre-
vistas finais, esse participante também trouxe o exemplo do uso de determinantes

na classificagao dos tipos de contatos entre duas conicas.

6.2.6 Consideragoes sobre concepgoes

A analise dos dados, apresentada na secao anterior, mostrou as concepcoes dos par-
ticipantes de ambos os estudos de campo realizados sobre o que é matriz, o que é
determinante e a a utilidade dos determinantes, antes e depois da intervencao. A
analise foi baseada nos dados obtidos a partir de entrevistas semiestruturadas, con-
duzidas no inicio e no fim da intervencao. Também foram identificadas concepgoes
sobre o papel das matrizes nas disciplinas de A]gebra Linear, apds a intervencao.
Para cada uma dessas questoes, as concepgoes identificadas foram agrupadas em
categorias seguindo um critério de afinidade. As categorias nao foram estabelecidas
previamente a andlise, mas, sim, emergiram das respostas.

Agrupar as concepcoes em categorias favoreceu uma visao mais global das con-
cepcoes dos participantes. Por outro lado, trabalhar com um universo de 8 partici-
pantes dificultou, em alguns momentos, estabelecer as categorias. Em alguns casos,
foi inevitavel considerar uma categoria que representa a concep¢ao de apenas um
participante. Nao podemos garantir que os participantes continuaram ou continuam
a manter as concepcoes externadas ao final da intervencao, isso requereria um estudo
longitudinal, o que foge aos objetivos desta investigacao. De qualquer forma, en-
tendendo as concepgoes como parte do conhecimento subjetivo, parece-nos natural
esperar que estejam em constante mudanca. A medida que o individuo apreende
novas representacoes e associagoes sobre um conceito, suas concepcoes se ampliarao.

Mudancas nas concepgoes sao mais evidentes quando as categorias mudam, no
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entanto, estamos cientes de que nao podemos analisar mudancas apenas com base
no sistema de categorias obtido. A andlise mostrou uma situacao em que as cate-
gorias de concepgoes iniciais se mantiveram apés a intervencao (concepgoes sobre o
que é determinante). No entanto, os participantes mudaram suas concepgoes, sendo
considerados em categorias diferentes apds a intervencao. Nesses casos, descreve-
mos as mudangas ocorridas, acompanhando os participantes cujas concepgoes foram
alteradas.

Os resultados mostram que alguns participantes possuiam algumas concepgoes
limitadas sobre matrizes e determinantes, seja porque apontam para uma compre-
ensao parcial ou operacional do conceito, como por exemplo, as concepgoes de matriz
como uma ideia sem sentido e de determinante como uma operagao com os elemen-
tos de uma matriz; seja porque revelam uma compreensao incorreta, distorcida, do
conceito, como por exemplo, as concepcoes de determinante como um representante
da matriz. Concepcoes limitadas também foram observadas nos trabalhos de At-

I |
torps (2006)), que investigou concepcoes de professores sobre equacoes e, de

(1993), que investigou concepgoes de futuros professores sobre o conceito de fungao.
Tanto Attorps como Even associaram as causas que contribuiram para a formagao
de tais concepgoes limitadas a experiéncias prévias de aprendizagem. Nao investi-
gamos as experiéncias prévias de aprendizagem dos participantes do estudo, mas ao
buscar voluntarios para participar da pesquisa, verificamos que todos haviam apren-
dido matrizes pelo modo tradicional, isto é, o curso de Algebra Linear comecou com
matrizes como um objeto.

Em relagao as concepgoes dos participantes sobre o que é matriz (Tabela [6.6]),

os resultados mostram mudancas significativas em relacao as concepgoes iniciais.

Concepcgoes sobre o que é matriz

Antes Depois
Uma ideia sem sentido. Um meio de representar sistemas line-
ares.

Um repositério de nimeros ou tabela. | Um repositério de niimeros ou tabela.

Um objeto matematico ou associada a | —
outros objetos.

Tabela 6.6: Concepcoes sobre o que é matriz, antes e depois da intervencao.

De acordo com os resultados representados na Tabela [6.0] novas concepcoes fo-

ram formadas apds a intervencao, dando lugar a uma nova categoria. Duas catego-
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rias iniciais desapareceram. A concepcao de matriz como um meio de representar
sistemas lineares sinaliza que alguns participantes passaram a atribuir um sentido
ao conceito de matriz, o que consideramos como um resultado positivo diante das
concepgoes anteriores consideradas na categoria matriz como uma ideia sem sentido.

As reflexdes sobre as metarregras reforcaram associagoes, no sentido de
(1991), para o conceito de matriz. Por exemplo, refletir sobre a metarregra que
influenciou o modo como Cayley estabeleceu as operagoes com matrizes, qual seja,
matriz era uma notacao comoda usada para trabalhar com sistemas lineares e trans-
formagoes lineares, levou alguns participantes a reforcarem a associagao com siste-
mas lineares. E claro que os participantes, tendo passado pela primeira disciplina de
Algebra Linear, ja sabiam que sistemas lineares podem ser expressos por meio de um
produto matricial. Por isso, entendemos que as reflexdes reforcaram tal associagao,
levando a formacao de novas concepgoes.

Estamos cientes de que interpretar matriz apenas como um meio de representar
sistemas de equacoes lineares ainda é restritivo. Além disso, temos que levar em
conta que tal representacao envolve uma multiplicagao matricial. Em nosso ponto
de vista, uma interpretacao que nao pode deixar de ser explorada nas disciplinas
de Algebra Linear é a de matriz como uma transformacao linear, como proposto
por (WAWRO et all 2012). Esses pesquisadores apresentam uma proposta de en-
sino para desenvolver nos estudantes a interpretagao de matrizes como objetos ma-
tematicos que transformam geometricamente o plano e o espago. O que queremos
discutir é que tal concepcao é ainda limitada se levarmos em conta a variedade de
objetos que as matrizes podem representar. Mas, dentro da nossa proposta, o sur-
gimento da categoria matriz como um meio de representar sistemas lineares sinaliza
que alguns participantes passaram a atribuir um sentido ao conceito de matriz e
alguns deixaram de ver matrizes apenas como um objeto.

Em relagao a categoria que se manteve, matriz como um repositorio de nimeros
ou tabela, explicitar a prépria metarregra que influencia o modo como o conceito
de matriz é descrito, com base nos elementos caracteristicos da sua representacao
em forma de tabela, reforcou a associacao de matriz com a sua representacao em
forma de tabela. Essa associagao refletiu-se nas respostas de alguns participantes,

levando um deles (Maria) a mudar suas concepgdes e outros a reafirmarem suas
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concepgoes. Uma mudanca que notamos nessa categoria, apos a intervencgao é que
alguns participantes passaram a utilizar os mesmos termos de Sylvester e Cayley
para descrever o que é matriz, por exemplo: “matriz ¢ um arranjo retangular
no qual podemos fazer operagdes entre elas” (Mario, entrevista final). Temos que
considerar, portanto, que ha outras fontes de influéncia para as concepgoes.

Em relacao ao papel das matrizes nas disciplinas de Algebra Linear, os resultados

indicam trés concepgoes (Tabela [6.7]), identificadas ao final da intervengao.

Concepcgoes sobre o papel das matrizes nos estudos de Algebra Linear
Matriz como uma ferramenta para resolver problemas.
Representar outros objetos.
Facilitar a resolucao de sistemas lineares e o tratamento de transformagoes lineares.

Tabela 6.7: Concepcoes sobre o papel das matrizes nos estudos de Algebra Linear.

Como os participantes nao foram questionados sobre o papel das matrizes nas
disciplinas de Algebra Linear antes da intervencao, nao foi possivel estabelecer com-
paracoes e avaliar mudancas. Esses resultados nao contribuirao diretamente para
responder a questao de pesquisa QP2, no entanto, a segunda e terceira categorias
de concepcoes (Tabela [6.7)), langa luz sobre alguns resultados anteriores. As con-
cepgoes sobre o papel das matrizes em representar outros objetos e em facilitar a
resolucao de sistemas lineares e o tratamento de transformacoes lineares indicam
que ha participantes que nao veem matrizes apenas como um meio de representar
sistemas lineares ou apenas como repositorios de ntimeros ou tabelas.

Nao foi nosso objetivo investigar influéncia das reflexdes sobre as metarregras
nas concepcoes sobre o papel das matrizes nos estudos de Algebra Linear. Algumas
narrativas sugerem a abordagem de ensino das disciplinas de Algebra Linear como
fonte de influéncia para essas concepgoes. A fala de Raelo ilustra essa observagao:
“E tdo mecanico o ensino da matriz, que eu ..., eu nao consigo ver um significado
além de ter a matriz para poder calcular um determinante”. No entanto, nossos
dados nao permitem generalizar essa observacao.

Em relacao as concepgoes sobre o que é determinante, os resultados mostram
que nao houve formacao de novas concepcoes apos a intervencao. As concepgoes
identificadas antes da intervengao mantiveram-se (Tabela [6.8]).

De um modo geral, a metarregra segundo a qual determinantes sao propriedades

de matrizes subjaz as trés concepcoes identificadas sobre o que é determinante. No
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Concepcgoes sobre o que é determinante
Determinante como uma opera¢ao com os elementos da matriz.

Determinante como um nimero ou como uma funcao.

Determinante como um representante da matriz.

Tabela 6.8: Concepcoes sobre o que é determinante, antes e depois da intervencao.

entanto, os fatores que podem ter influenciado a formacao das concepgoes sobre o que
¢ determinante parecem ir além das metarregras exploradas e detectadas em nosso
estudo. Os dados gerados nao nos permitem inferir sobre o que leva um participante
a interpretar o determinante como uma operacao com os elementos de uma matriz
quadrada e/ou como uma fungao que toma elementos em um conjunto de matrizes
quadradas e os associa com numeros. Ja a concepcao de determinante como um
representante da matriz parece ser decorrente de uma associacao equivocada entre
determinar se uma matriz possui inversa ou nao e representar uma matriz, de acordo
com as falas dos dois participantes (Matematico, EC2 e Maria, EC1). Iustramos
nossa conclusao com uma fala de Matematico: “Representa mais ou menos de que
tipo ela é.”.

Como salientamos na analise, apesar das categorias terem se mantido, um dos
participantes (Yhedi) mudou suas concepgoes deixando de interpretar determinantes
como operacao com os elementos de uma matriz. Além disso, observamos um outro
tipo de mudanca. Yhedi (EC1) e Francisca (EC2), ao reafirmarem sua concepgao
de determinante como um numero, sugeriram que determinantes nao precisam ser
obtidos apenas a partir de matrizes quadradas, por exemplo: “depois do curso, eu
pude ver que o determinante existia independente da matriz, nao precisa ter matriz
para ter determinante” (Yhedi, EC1). A metarregra segundo a qual determinan-
tes sao propriedades de matrizes parece ter perdido sua exclusividade. Vemos essa
mudanca como sendo decorrente das reflexdes sobre a metarregra explorada no pri-
meiro roteiro, segundo a qual determinantes sao calculados a partir dos coeficientes
de polinomios homogéneos com a finalidade de investigar propriedades geométricas
de curvas. Podemos dizer que, para esses dois participantes, a concepcao de que
determinante ¢é um niumero nao ¢ exatamente a mesma que eles externaram no
inicio do estudo, uma vez que eles passaram a considerar a possibilidade de obter
determinantes a partir de outros objetos mateméticos (polinémios homogéneos que

representavam as conicas no episédio de Sylvester).
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Dentre as concepcgoes sobre a utilidade dos determinantes, os resultados nao mos-
tram a formagao de concepgoes totalmente novas. Das duas concepcoes identificadas

no inicio do estudo, a primeira foi repetida e a segunda foi ampliada (veja Tabela

G3).

Concepcgoes sobre a utilidade dos determinantes
Depois

Antes

Determinante como uma ferramenta para
resolver problemas.

Determinante como uma ferramenta para
resolver problemas.

Determinante como uma ferramenta para
classificar sistemas lineares.

Determinante como uma ferramenta para
classificar sistemas lineares e para investi-

gar os tipos de contatos entre conicas.

Tabela 6.9: Concepgoes sobre a utilidade de calcular determinantes, antes e depois
da intervengao.

Apoés a intervencao, mais participantes passaram a ver nos determinantes uma
utilidade que vai além de procedimentos que envolvem célculos corriqueiros, como
determinar se uma matriz possui inversa, determinar o polinémio caracteristico de
uma matriz ete. E claro que esses e outros procedimentos tém seu valor e ampla
aplicabilidade, mas os determinantes também servem como uma ferramenta para
fazer investigagoes mais elaboradas, como o caso estudado no Roteiro Sylvester
mostrou, com o emprego de determinantes para investigar os tipos de contatos entre
duas conicas.

Em nossa interpretacao dos resultados, a ampliagao da segunda concepcao foi
fortemente influenciada pelo exemplo de utilizacao dos determinantes no episédio de
Sylvester. No entanto, nao podemos descartar que as discussoes sobre a metarregra
determinantes sao calculados a partir dos coeficientes de polinomios homogéneos
com a finalidade de investigar propriedades geométricas de curvas, observada no
contexto da resolucao do problema dos contatos, tenham influenciado tal mudanca
nas concepgoes de alguns participantes. Desse modo, associamos a mudanga obser-
vada nas concepgoes sobre a utilidade de calcular determinantes nao sé as reflexoes
sobre as metarregras, como também ao préprio material de ensino que trouxe um
exemplo novo para os participantes sobre a utilidade de calcular determinantes.
Apesar de parecer 6bvio que os estudantes citem um exemplo que foi apresentado
a eles no minicurso, vale destacar que nas entrevistas iniciais trés participantes nao

souberam dar nenhum exemplo de uso dos determinantes. E os estudantes ha-
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viam concluido pelo menos uma disciplina de Algebra Linear na época do minicurso.

QP2: Qual o impacto das reflexoes sobre as metarregras nas concepgoes
dos participantes sobre matrizes e determinantes?

De acordo com os resultados alcancados, percebemos influéncia das reflexoes so-
bre as metarregras nas concepgoes dos participantes sobre as trés questoes “o que é
matriz”, sobre “o que é determinante” e “sobre a utilidade de calcular determinan-
tes”. As reflexoes sobre as metarregras reforcaram ou forneceram associacoes para
os conceitos de matriz e de determinante.

Consideramos que o impacto foi maior nas concepgoes sobre “o que é matriz”.
A categoria um meio de representar sistemas lineares, que surgiu apds a inter-
vencao, sugere influéncias das reflexdes sobre a metarregra que governou o discurso
de Cayley: matriz como uma notacao comoda usada para trabalhar com sistemas
de equacoes lineares e transformacoes lineares. Nesse caso, as reflexdes sobre as
metarregras contribuiram em reforcar uma associagao para o conceito de matriz, no
sentido de (SFARDI, T99T]). Tal associagao levou alguns participantes a atribuir um
sentido para o conceito de matriz.

Em alguns casos, detectamos outras fontes de influéncias, além das reflexoes sobre
as metarregras. No caso da concepc¢ao de matriz como um repositorio de niimeros
ou tabela, que se manteve apos a intervencao, percebemos influéncia também das
descrigoes de matriz dadas por Sylvester e Cayley (disponibilizadas nos roteiros),
além da prépria definicao de matriz como uma tabela de ntimeros.

Outras fontes de influéncia também foram observadas no caso das concepcoes
sobre a utilidade de calcular determinantes apds as intervengoes. Na concepcao de
determinantes como uma ferramenta para classificar sistemas lineares e para investi-
gar os tipos de contatos entre conicas, observamos que também houve influéncia do
proprio Roteiro Sylvester, no qual foi abordado o problema dos contatos. O material
também contribuiu para oferecer uma nova associacao, no sentido de (1991),
para o conceito de determinante.

Concluindo, as reflexdes sobre as metarregras tiveram um impacto maior no caso
das concepgoes sobre o que é matriz. Avaliando a intervencao feita e o material utili-

zado, nossa énfase foi o conceito de matrizes. Os extratos das fontes primarias foram
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selecionados de modo a explorar: duas interpretagoes distintas da nocao de matriz, o
momento em que as matrizes foram introduzidas e o problema que impulsionou sua
introducao. Entao, apesar de muito ter sido discutido sobre determinantes, a énfase
foi o conceito de matrizes. Assim, é razoavel o resultado de que as concepcoes sobre
matrizes tenham sido as mais influenciadas pelas reflexdes sobre as metarregras.
Temos que levar em conta, ainda, que nao sao s6 metarregras ou reflexoes sobre
metarregras contam para a formacao de uma concepcao. De acordo com
(2006)), as experiéncias enquanto alunos tanto no ensino bésico como mais tarde
na universidade influenciam o desenvolvimento de concepgoes sobre conceitos ma-
tematicos. Assim, o fenomeno de formacao de concepgoes é complexo, podendo ter

fontes de influéncia diversas.

6.3 Questao de pesquisa 3: desenvolvimento de

uma consciéncia historica

6.3.1 Metodologia de Analise

Nesta secao, apresentamos a metodologia estabelecida para fazer a analise dos dados
com vistas a responder a questao de pesquisa QP3, qual seja: que contribuicoes
o estudo trouxe para o desenvolvimento de uma consciéncia historica nos
estudantes? A anadlise foi realizada com base nos dados obtidos com as entrevistas
finais (Apéndice [B]), com a atividade final (Apéndice [C) e com o questiondrio final
(Apéndice D).

Os termos “consciéncia historica” sao usados em nosso trabalho a luz da con-
ceituacao de (2001), como as “operagoes mentais com as quais os homens
interpretam sua experiéncia da evolucao temporal de seu mundo e de si mesmos, de
forma tal que possam orientar, intencionalmente, sua vida pratica no tempo” (p.
57), isto é, como o processo de construgao intelectual dentro do qual o passado é
interpretado com vistas a constituicao de um sentido para compreender as trans-
formagoes que nos cercam e fazer projecoes para o futuro. Propomos a formacao de
uma visao desnaturalizada do ensino a partir do desenvolvimento de uma consciéncia

histérica. Assim, a constituicao de um sentido direciona-se, em nosso caso, a uma
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visao desnaturalizada dos conceitos de matriz e determinante.

Para decidir nosso percurso nesta parte da pesquisa, orientamo-nos pela andlise

apresentada em (KJELDSEN; PETERSEN]| 2014]) para investigar o desenvolvimento

de uma consciéncia histérica, em torno do topico funcoes, segundo perspectivas pre-

viamente estabelecidas. Dentro do quadro metodolégico elaborado por essa pes-

quisadora e seus colaboradores (KJELDSEN; BLOMH®J| 2012, KJELDSEN; PE-
|

TERSEN, 2014) para integrar a historia da matematica ao ensino de matemaética,
¢ proposto o uso da abordagem por miiltiplas perspectivas que consiste em estu-
dar episddios do passado sob varios pontos de observacao, ou varias perspectivas,

dependendo dos objetivos do pesquisador (veja Secao [2.2).

[Kjeldsen e Petersen| (2014) investigaram o desenvolvimento de uma consciéncia

histérica com respeito a duas perspectivas: a influéncia dos atores ( os matematicos
envolvidos) na formacgao do conceito de fun¢ao e as forcas impulsionadoras, internas
e externas, no desenvolvimento histérico desse conceito. A analise foi realizada a
partir de relatorios e artigos produzidos pelos alunos participantes da pesquisa, bem
como a partir de questionarios. Ela foi apresentada trazendo citagoes dos dados que
ilustravam discussoes relacionadas as perspectivas estabelecidas.

Buscamos analisar o desenvolvimento de uma consciéncia histérica, a partir do
caso particular da histéria das matrizes, com orientagao para as seguintes perspec-

tivas:
e Os objetos matematicos nao sao eternos.
e Os objetos matematicos nao sao iguais para todos.

Optamos por enunciar as perspectivas de um modo mais geral, no entanto, elas
foram consideradas por meio de um caso particular com episddios da historia das
matrizes. Essas perspectivas influenciaram o planejamento dos roteiros de ensino,
dentre outros fatores que também contaram para planeji-los, como por exemplo,
as metarregras que seriam exploradas. Desse modo, as perspectivas forneceram
direcoes, por meio dos roteiros de ensino, para os participantes interpretarem as
fontes.

Para fazer a analise, construimos um inventario com o registro de todas as fa-

las, encontradas nas entrevistas finais, no questionario final e na atividade final,
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ilustrando discussoes e reflexoes relacionadas as perspectivas acima. O inventario
foi organizado em trés partes: na primeira, registramos discussoes e reflexoes que
tivessem relacao com a primeira perspectiva, para cada participante; na segunda,
discussoes e reflexdes relacionadas a segunda perspectiva e, na terceira, falas que
indicavam algum tipo de reflexao sobre o ensino de matrizes.

Vale lembrar que a atividade final teve como proposta a producao de um pequeno
artigo (Apéndice [C]), no qual os participantes pudessem sintetizar o que aprenderam
com o estudo e o que o conhecimento sobre a historica das matrizes representou
para eles na perspectiva de futuros professores. No estudo de campo 1, a atividade
final foi feita em grupo (os mesmos grupos das atividades histéricas). No estudo de
campo 2, essa atividade foi feita individualmente.

O questiondrio final (Apéndice [D]) contribuiu para a andlise, principalmente,
com a ultima questao em que os participantes foram convidados a fazer um depoi-
mento final sobre o minicurso e sobre o que eles aprenderam referente aos episodios
da historia das matrizes. Nas entrevistas finais, olhamos principalmente para as

questoes do eixo II (conforme Secao [L.2.1]).

6.3.2 Analise

Os dados obtidos com as entrevistas iniciais (eixo II) mostram que os participan-
tes desconheciam qualquer informagao sobre o surgimento das matrizes e sobre a
origem da definicao da multiplicacao de matrizes. As respostas dos participantes a
questao “Imagine que voceé estivesse dando aula sobre matrizes no ensino basico e
um aluno seu perguntasse: Professor, por que na multiplicacao de matrizes temos
que multiplicar linhas por colunas? O que vocé responderia?’ mostram nao sé que
eles desconhecem a origem da definicao da multiplicacao de matrizes, como também

mostram como eles interpretam o significado de uma definicao matematica:

Eu acho que ia continuar todo um segmento que me ensinaram,
que seria uma ordem, seria como se fosse um teorema, que eu nao
preciso questionar o axioma, no caso. Eu vou aceitar aquilo como

verdade e passar isso para o meu aluno também. (Raelo, EC2)

Eu diria exatamente a mesma resposta que me deram: porque é

assim e pronto. (Francisca, EC2)
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Como eu falei antes para vocé, até hoje eu nao sei o porqueé de ser
uma linha por uma coluna. Geralmente, quando eu nao quero que
o aluno me faca esse tipo de pergunta, eu boto assim no quadro:
“definicao”. Que ai ele entende como uma definicao que ele vai ter

que utilizar. (Yhedi, EC1)

Apesar de nenhum dos participantes ter cursado a disciplina Histéria da Ma-
tematica, a maioria apontou que acreditava que as nogoes matematicas sofrem mu-
dancas ao longo do tempo. No entanto, nenhum deles apresentou um exemplo
concreto de mudanca. O exemplo mais significativo foi o dos ntimeros, apresen-
tado por Matematico (EC2), com base na sua intuicao de que os nimeros e a reta
real nem sempre existiram: “[...] nao é natural, assim, vocé pensar em infinitos
nimeros entre 0 e 17. Uma das participantes nao apresentou um exemplo especifico
de uma nocao matematica que tenha se modificado, mas apresentou uma reflexao

interessante, fazendo uma analogia com as mudancas que a linguagem sofre:

Nao sei se a senhora escutou, mas eu sempre escuto uma coisa
assim: “Ah, o livro nunca muda, é sempre o mesmo calculo, entao
pra que mudar o livro? [. . . | Porque por exemplo, portugués.
Cada hora tem uma modificagdo no idioma. Idioma é uma coisa
com vida, cada hora tem uma modificacao. Mas o livro de céalculo,
o que muda de uma edicdo para a outra? A capa? Mas eu acho
que sim, porque a matematica nao é uma coisa imutavel, acho que
é uma coisa viva, que a medida que a gente vai refletindo, desco-
brindo, acho que sim, pode ter mudancas de conceitos. (Maria,

entrevista inicial, EC1)

Em relacao a perspectiva os objetos matematicos nao sao eternos, o pri-
meiro roteiro explorou o episédio da pesquisa de Sylvester em torno do problema
da classificacao dos tipos de contatos entre duas conicas. Esse episdédio é marcado
pela origem do objeto matematico matriz. Conforme vimos na Sec¢ao BTl a nogao
de matriz foi introduzida no contexto da resolucao desse problema, de natureza
geométrica.

A generalizacao da técnica de extracao de sistemas de determinantes menores

foi baseada em uma representacao em forma de tabela retangular a qual Sylvester

denominou matriz (BRECHENMACHER], 2006D). As matrizes foram introduzidas
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como uma representacao a partir da qual sistemas de determinantes poderiam ser
formados. Assim, o primeiro episédio forneceu um caso particular da génese de um
objeto matematico: a introducgao da noc¢ao de matriz com uma finalidade especifica,
voltada para atender a pratica de extracao de determinantes menores.

Tanto a introducao da nogao de matriz no contexto do problema dos conta-
tos, como o motivo para sua introdugao, foram discutidos durante as atividades
histéricas. Os dados advindos das entrevistas finais, do questionario final e da ati-
vidade final permitiram acessar a sintese que eles fizeram sobre essas questoes ao
final da intervencao.

Alguns participantes fizeram considera¢oes no pequeno artigo (atividade final)
explicitando tanto o contexto dentro do qual a nocao de matriz teve inicio, bem

como o motivo da sua introducao:

O surgimento das matrizes deu-se com o principal propdsito de
guardar as informacoes dos determinantes menores.

Em ultima andélise, é possivel afirmar que a definicao matrizes dada
por Sylvester surgiu do problema de contatos entre duas conicas
nao coincidentes.

E de suma importancia lembrar que o principal objetivo de Syl-
vester era estudar o tipo de contatos das conicas utilizando de-
terminantes menores, sendo a matriz para ele um objeto que nao
tinha o valor como hoje é dado. (Jodo e Mdrio - EC1, atividade

final)

O primeiro matematico a introduzir o termo “Matriz” foi James
Joseph Sylvester (1814-1897) no periodo entre 1850 e 1851. Ele
o fez para denominar um “arranjo retangular” do qual podiam
ser extraidos varios do que ele chamou “Determinantes menores”.

(Matemaético - EC2, atividade final, grifos como no original)

A observacao de Joao e Mério, de que a matriz nao tinha para Sylvester o
mesmo valor que tem hoje, mostra que esses participantes perceberam, a partir
da interpretacao da pratica de Sylvester, que as matrizes nem sempre tiveram a

importancia que tem hoje.
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As perspectivas nao foram explicitadas no enunciado da atividade final, nem
nas perguntas do questionario final. Assim, houve participantes que mencionaram
apenas um dos elementos acerca da origem das matrizes (o contexto da introdugao
e o motivo) no texto que produziram para a atividade final ou no questionério.
Por exemplo, Maria (EC1) mencionou apenas que a nogao de matriz tem origem
no contexto da resolucao do problema dos contatos: “Achei interessante o fato de
a introducao da nocao de matriz ter surgido de um problema de classificacao dos
tipos de contatos entre duas conicas.”. Ja Yhedi (EC1) mencionou apenas o motivo

da introducao das matrizes:

Posteriormente, nos foi introduzida a nocao de matriz como um
arranjo dessa vez nao necessariamente quadrado, mas sim um ar-
ranjo retangular qualquer, do qual poderiamos observar os arran-
jos quadrados menores, que eram formados dentro da matriz, que
seria um gerador primordial dos determinantes, chegando a ser ci-
tada por Sylvester como a mae dos determinantes. (Yhedi - EC1,

questiondrio final)

Houve participantes que nao mencionaram nada sobre a origem das matrizes
em seus artigos (atividade final), nem nos questionarios. Quando perguntados nas
entrevistas finais, se sabiam para que as matrizes foram inventadas, os mesmos

participantes apresentaram as seguintes respostas:

Eu acho que ainda néao, assim, afirmar com essa certeza toda.
Porque aqui no minicurso a gente estudou esses dois mateméaticos
que foram, digamos assim, os pioneiros na teoria de matrizes e
todos os dois abordaram esse objeto matriz sobre pontos de vista

completamente diferentes. (Fernando - EC1, entrevista final)

Para o Sylvester, ele fez aquilo para poder fazer ...Estudar o

contato entre as conicas. (Raelo - EC2, entrevista final)

Parece que nao ficou muito claro para Fernando o motivo da introducao das
matrizes. Ele nao esteve presente no dia em que os participantes do estudo de
campo 1 discutiram as atividades histéricas do primeiro roteiro, assim ele perdeu
a oportunidade de compartilhar e discutir o que entendeu e o que nao entendeu

sobre a pratica de Sylvester. Esse nao foi o caso de Raelo, J& Raelo, nao perdeu
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um encontro. Ele mostrou-se um tanto nervoso com a entrevista final. De qualquer
forma, nao fez consideragoes significantes sobre a origem das matrizes nas outras
fontes de dados, de modo que nao conseguimos acessar o que ele alcangou sobre essa
questao.

Em relacao a perspectiva os objetos matematicos nao sao iguais para
todos, os episodios histéricos explorados nos roteiros de ensino trazem duas inter-
pretacoes diferentes da nocao de matriz. No episédio de Sylvester, as matrizes de-
sempenharam o papel de uma representacao, de uma fonte (mae dos menores) para
gerar os sistemas de determinantes menores. No episédio de Cayley, as matrizes
sao interpretadas como uma notagao para “conjunto de equagoes lineares” (sistemas
lineares). A partir dessa interpretacao, Cayley enunciou as leis das operagoes com
matrizes e desenvolveu um célculo simbdlico com esses objetos. As diferentes inter-
pretagoes do objeto matriz por esses dois matematicos sao carregadas de significados
e tem forte relagao com suas praticas.

As interpretacoes do objeto matriz por Sylvester e Cayley foram bastante dis-
cutidas pelos participantes durante as atividades histéricas. Todos os participantes
fizeram consideragoes comparando o significado das matrizes, nos dois episodios de
pesquisa, na atividade final. Mostraremos aqui consideragoes nas falas dos parti-
cipantes que mostram um olhar para a pratica atual. Os participantes de ambos
os estudos nao sao professores formados, entao suas falas refletem suas experiéncias
como aprendizes. O trecho abaixo é o primeiro pardgrafo do pequeno artigo feito
pelo grupo 1.2, composto por Yhedi, Maria e Fernando (EC1). O grupo faz uma
rapida consideragao, que mostra a percepcao deles sobre as diferencas sofridas pelo

objeto matriz ao longo do seu desenvolvimento.

Tabela de informacoes? Arranjos de numeros? Linhas e colunas?
Determinante? Ham? Todas essas palavras nos remetem direta-
mente as nogoes e conceitos provenientes do estudo de matrizes.
Atualmente as matrizes sao constantemente usadas para as mais
diversas aplicacoes, entretanto, nem sempre existiram as matri-
zes da maneira como as conhecemos. (Yhedi, Maria e Fernando -

EC1, atividade final)

A observacao do grupo de Yhedi, Maria e Fernando, de que as matrizes nem

sempre existiram do modo como conhecemos hoje, mostra que eles perceberam que
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as nogoes matematicas podem sofrer mudancas, isto é, os objetos matematicos nao
sao estaticos. Apesar de nenhum participante sugerir o contrario nas entrevistas
iniciais, quando perguntamos se eles achavam que as nocoes matematicas podem
mudar, poucos souberam apresentar um exemplo concreto. Os roteiros de ensino
forneceram um exemplo concreto de mudanca com a nocao de matriz e as diferentes
interpretacoes atribuidas a ela em dois episddios histéricos.

O grupo acima prosseguiu seu pequeno artigo descrevendo as interpretagoes de
matriz para Sylvester e para Cayley. Depois, eles apresentaram uma comparagao
entre ambas as interpretacoes e uma reflexao sobre a forma com a qual aprenderam

matrizes:

E interessante perceber que depois de publicados, os estudos de
Cayley deram uma nova identidade, um novo sentido ao estudo das
matrizes, visto que agora nao eram mais as “maes” dos determi-
nantes menores, mas sim objetos matematicos que caracterizavam-
se a partir das leis de um calculo simbdlico e o enunciado de um

“teorema notavel”.

Se tentarmos agora fazer um paradigma com o que nos é ensinado
hoje em sala de aula, seja no ensino médio ou mesmo no ensino
superior, acreditamos que o termo matriz acabou sendo banalizado
com o passar dos anos. A matriz acaba sendo apresentada como
uma tabela de informagoes, qualquer “coisa” que podemos colocar
em linhas e colunas e em muitas outras ocasides, como uma mera
ferramenta ou um simples instrumento “coringa” para resolvermos
de um jeito mais simples, problemas que, em um outro ambiente,
se tornariam mais complexos. (Yhedi, Maria e Fernando - ECI,

atividade final)

A reflexao apresentada pelo grupo de Yhedi, Maria e Fernando é muito rica e
mostra que eles perceberam que a definicao de matriz como uma tabela de ntimeros
oculta a rede de significados atribuidos a essa nocao ao longo da histéria.

O préximo trecho mostra uma observacao apresentada por um tinico participante
sobre o status objeto/técnica das matrizes nos dois episddios de pesquisa, que foi
discutido com os grupos nos dois estudos de campo: “Em 1858, Cayley produziu

o texto A Memoir on the theory of matrices onde ele discutiu matrizes, nao como
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uma ferramenta somente, mas como objeto de estudo.”(Matematico - EC2, ativi-
dade final). Esse participante percebeu que o papel das matrizes mudou de um
episddio para o outro. No episédio de Sylvester, elas desempenhavam o papel de
uma ferramenta, uma técnica. No episédio de Cayley, elas passaram a ser o ob-
jeto de investigagao. Desse modo, hd um processo dinamico de desenvolvimento do

conceito por tras da forma que conhecemos hoje:

E possivel perceber que de Sylvester para Cayley houveram mui-
tas mudancas e avancos na nocao, ainda em formagao, de matriz.
De Cayley até o nosso contexto também houveram diversas mo-
dificacoes que nao devem ser desprezadas. Assim, conhecer um
pouco desse processo pode ser um artificio importante na hora de
introduzir o conceito de matriz [...] (Matematico - EC2, atividade
final)

Destacamos a observagao de Matematico, no trecho anterior, reconhecendo que
conhecer o processo de desenvolvimento de um conceito pode contribuir para en-
sina-lo. A reflexdao desse participante mostra a importancia de desenvolver uma
consciéncia histérica em professores e futuros professores e de como isso pode enri-
quecer o conhecimento pedagdgico de contetido. O préximo trecho, com a fala de

outro participante, reforca o que dissemos:

[...] eu achava da minha cabeca que surgiu tudo direto, matrizes
comegou tudo na hora. A mesma pessoa que descobriu matrizes,
descobriu [como]| fazer operacao com ela, ai 0 minicurso me trouxe
isso: que foram coisas distintas, como se fossem trabalhos que nao
tinham nenhuma conexao. Se o Cayley falar, “Sylvester, é possivel
operar a matriz.”, Sylvester falando para ele, “vocé estd ficando

maluco, nao tem como.” (Mario, entrevista final, EC1)

A fala de Mario sugere que ele tinha uma imagem da matematica e do desenvolvi-
mento dos objetos matematicos bastante limitada. A ideia de um tnico responsavel
por tras da criacao de uma teoria, no caso, a teoria das matrizes, foi substituida
pela ideia de um processo de desenvolvimento histérico do conceito de matriz com a
contribuicao de praticas matematicas distintas, podendo ter a contribuicao de mais

um matematico.
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A origem da regra para a multiplicacao de matrizes foi um outro ponto tocado

por praticamente todos os participantes, seja na atividade final ou no questionario

final:

As diferentes visoes e concepgoes de uma matriz, esse mesmo ob-
jeto que, apesar de ser um instrumento de notagao, tem multiplos
significados. No curso eu tive a oportunidade de conhecer mais a
fundo o que levou as matizes a forma que conhecemos hoje e por-
que suas operagoes sao definidas da maneira que sdo. (Fernando -

EC1, questiondrio final)

Nao foram trabalhados outros episodios da historia das matrizes no minicurso
oferecido, além dos episddios de Sylvester e de Cayley. A distancia temporal entre a
memoria de Cayley e o momento em que as matrizes passaram a compor os textos
algébricos é de cerca de 60 anos. Desse modo, a fala de Fernando sobre “conhecer
mais a fundo o que levou as matrizes a forma que conhecemos hoje” é um pouco
precipitada.

Apresentamos mais uma fala retirada do depoimento de Francisca (EC2) no
questionario final, que representa a satisfacao de todos os participantes em conhecer
a origem da multiplicacio de matrizes: “[...] gostaria de ressaltar que o ponto
mais relevante do minicurso foi realmente entender a operacao de multiplicagao
de matrizes”. Em sua atividade final, Francisca apresentou uma reflexao sobre o
ensino das operagoes com matrizes e sugeriu usar as ideias de Cayley para definir as
operagcoes:

Algo muito comum de acontecer quando os alunos comecam a ter
contado com as propriedades e operacoes de matrizes é o fato de
nao entenderem muito bem as propriedades de multiplicacao de
matrizes que muitas das vezes é ensinado de forma bésica, forcando
o aluno a simplesmente gravar que ele deve multiplicar linha com
a coluna, estudando as propriedades que Cayley enuncia, utili-

zando os sistemas de equacoes lineares, fica mais clara essa ideia .

(Francisca - EC2, atividade final)

A parte da memoria de (I858)) disponibilizada no segundo roteiro mostra
como Cayley definiu as operagoes com matrizes, a partir de “operagoes analogas com

sistemas de equagoes lineares”, usando as palavras de Cayley. Como ja dissemos
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outras vezes, nao parecia necessario para Cayley diferenciar sistemas de equagoes
lineares de transformacoes lineares, como fazemos hoje (Se¢aoB.1.2)). Algumas vezes,
Cayley falava em conjuntos de equagoes e, outras vezes, em conjunto de fungoes
lineares. Apesar de termos falado sobre essa diferenca ao discutir a meméria e como
as operacoes com matrizes foram definidas, a maioria dos participantes continuou
usando os termos de Cayley.

Finalizando a analise, apresentamos mais algumas reflexoes sobre a pratica atual
no que diz respeito ao uso de matrizes e ao seu ensino. A forma como Sylvester
empregou determinantes em seu episodio, calculando-os a partir dos coeficientes
de um polinomio homogéneo de grau 2 com trés variaveis e o fato de as matrizes
terem surgido depois dos determinantes chamou a atencao dos participantes para a
dependéncia do conceito de determinantes sobre o conceito de matrizes e despertou

reflexoes muito interessantes em alguns participantes:

Conhecendo um pouco da histéria das matrizes é possivel retirar
do ensino a dependéncia que o conceito de determinante tem em
relacdo as matrizes, visto que as matrizes foram definidas para
apenas guardar as informacoes de um determinante, ou um sistema

de determinantes.

[..]

O conhecimento da historia das matrizes poderia, inclusive, alterar
a ordem de apresentacao dos seguintes conteuidos, tendo em vista
que a concepcgao de determinantes é anterior as matrizes, e por-
tanto nao depende do conceito de matriz, sendo assim é possivel
que no ensino de determinantes sejam conhecidos antes matrizes.
A mesma coisa pode acontecer com relacdo a sistemas lineares e
matrizes, inclusive, é mais favoravel que assim o fosse feito, pois
além de facilitar a construcao de cada operacao com matrizes, que-
bra ideia de que para resolver um dado sistema linear é necessario
o conceito de matrizes e determinantes. (Mario e Joao - ECI,

atividade final)

[...] tendo conhecimento do contexto histérico e matematico que
moveu o surgimento de determinada teoria, tem-se uma visao mais
ampla do tépico em questao e, consequentemente, ha possibilidade
para o professor ministrar uma aula melhor adequada e funda-

mentada. Desse modo, o professor tem espaco para criacao de
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uma abordagem completamente diferente da de muitos cursos de
Algebra Linear, e até mesmo do ensino médio (onde o conceito de
matriz é apresentado logo de inicio). (Yhedi, Maria e Fernando -

EC1, atividade final)

Esses participantes passaram a vislumbrar a possibilidade de introduzir determi-
nantes e sistemas lineares antes de matrizes. Eles nao especificaram como introduzi-
riam os determinantes sem se basear no conceito de matriz e isso nao foi trabalhado
no minicurso. No entanto, as consideracoes acima sao muito ricas na medida em que
trazem reflexoes sobre o ensino e mostram que esses participantes fizeram projecoes
para o futuro com a interpretacao histérica realizada. Os trechos do artigo de Ma-
rio e Joao mostram que a experiéncia de conhecer praticas matematicas, em que
as matrizes nao eram a ferramenta mais importante, bem como que determinantes
e sistemas lineares eram tratados sem o uso de matrizes e de modo consistente,
contribuiram para desnaturalizar algumas ideias sobre o ensino de matrizes, deter-
minantes e sistemas lineares. Além de vislumbrarem mudancas na sequéncia com o
qual esses topicos costumam ser ensinados, esses participantes refutaram a ideia de

que um sistema linear deve ser resolvido por meio de matrizes e determinantes.

6.3.3 Consideracoes sobre o desenvolvimento de uma

consciéncia historica

O referencial metodoldgico para esta parte da pesquisa apoia-se na abordagem das

multiplas perspectivas, como elaborado por Kjeldsen e colaboradores (KJELD-
[ |
SEN; BLOMHQJ, 2012} [KJELDSEN; PETERSEN]| 2014)). O desenvolvimento de

uma consciéncia histérica foi investigado a partir das seguintes perspectivas: i) os
objetos matematicos nao sao eternos ¢ ii) os objetos matematicos nao sao
iguais para todos.

A andlise apresentada na secao anterior leva-nos a concluir, em primeiro lugar,
que os participantes tornaram-se cientes de que as matrizes possuem uma histéria.
As perspectivas adotadas forneceram direcoes para os participantes interpretarem o
passado, a partir do material disponibilizado nos roteiros com o resumo da pratica
de Sylvester e os extratos de artigos desse matematico e de Cayley. Desse modo,

os participantes refletiram sobre outras praticas matemaéticas e sobre suas proprias
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préaticas. Segundo [Jankvist e Kjeldsenl (2011]), a habilidade de refletir sobre sua

propria pratica matematica e a dos outros, a partir de diferentes angulos, é conside-
rada uma premissa para desenvolver consciéncia historica em um sentido qualificado.

Os resultados indicam que a maioria dos participantes tornaram-se cientes de
que os objetos matematicos nao sao eternos, por meio do caso particular da génese
das matrizes. Isso foi acessado nos dados, observando-se discussoes sobre o con-
texto dentro do qual essa nocao surgiu, bem como do seu papel em servir como
uma representacao a partir da qual determinantes menores eram gerados na pratica
de Sylvester. Os resultados também mostram que a maioria compreendeu que os
objetos matematicos nao sao iguais para todos, por meio de duas interpretacoes
diferentes da nocao de matriz, elaboradas por Sylvester e por Cayley.

Nosso principal exemplo de investigagao do desenvolvimento de uma consciéncia
histérica com a metodologia das multiplas perspectivas é o trabalho de Kjeldsen e

I |
Petersen (2014). Para isso, esses pesquisadores basearam-se no caso particular da

historia das fungoes e trabalharam com estudantes que estavam cursando um nivel
de ensino equivalente ao ensino médio. Nossos sujeitos sao alunos de cursos de li-
cenciatura e bacharelado em matematica. Fazendo uma comparacao entre nossos
resultados e os de Kjeldsen e Petersen, destacamos que essa metodologia também
tem grande potencial para desenvolver uma consciéncia histérica em futuros profes-
sores. Podemos dizer que as perspectivas foram um objetivo a ser atingido, uma
vez que serviram de referéncias para investigar o que os participantes alcancaram.
Além disso, foram um meio para desenvolver consciéncia historica, uma vez que
influenciaram a elaboracao dos roteiros e forneceram direcoes para os participantes
interpretarem o passado.

Retomando o significado de consciéncia histérica de m 2001)), podemos
concluir que os participantes compreenderam o presente a partir da interpretacao
das praticas matematicas do passado, para o caso particular da especificidade da
regra para a multiplicacao de matrizes. Isso foi proporcionado pelos extratos da
meméria de (I858). Além disso, os resultados mostram as projegoes que
alguns participantes fizeram para o futuro, ao vislumbrar mudancas na forma de en-
sinar matrizes e determinantes. Como exemplo, alguns mencionaram a possibilidade

de ensinar determinantes antes de matrizes, como vimos na atividade final de Mario
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e de Joao, que também sugeriram o ensino de sistemas lineares sem determinantes
e matrizes. Além disso, esses participantes e, também Francisca, vislumbraram a
possibilidade de usar as ideias de Cayley para introduzir as regras para as operagoes
com matrizes.

Destacamos a contribuicao do estudo para a formacao de uma visao desnatu-

ralizada dos conceitos de matriz e determinante. De acordo com |Giraldo e Roque]

(2014)), os conceitos matematicos sao ensinados como um dado, um fato incon-
tornavel, como se sempre tivessem existido do mesmo modo que sao apresentados
hoje e com a mesma finalidade. Como coloca (JAHNKE et all, 2000), no capitulo
sobre o uso de fontes originais no ensino, do ICMI Study, a histéria lembra-nos que
os conceitos foram inventados e que isso nao acontece por si s6. As discussoes dos
participantes, relacionadas as perspectivas estabelecidas, podem ser vistas como um
resultado na perspectiva da formagao de uma visao desnaturalizada sobre o conceito
de matriz. Além disso, os resultados mostram que alguns participantes compreen-
deram que as matrizes nem sempre tiveram a importancia que tem hoje, a partir da
pratica de Sylvester. Essa reflexao, apresentada por Mario e Joao em sua atividade
final, é auteéntica. Isso nao foi explicitamente mencionado nas discussoes entre a
pesquisadora e os estudantes.

As reflexdes de alguns participantes sobre alterar a ordem com a qual determi-
nantes e matrizes sao ensinadas, mencionadas anteriormente, também apontam para
a formacgao de uma visao desnaturalizada desses conceitos. Essas reflexoes também
foram espontaneas, a ideia de ensinar determinantes sem matrizes nao foi mencio-
nada pela pesquisadora nos encontros. E sao ricas na medida em que mostram que
uma certeza foi balangada. O célculo de determinantes a partir de matrizes era, até
entao, um procedimento naturalizado, realizado de forma mecanica, com pouco ou
nenhum questionamento ou reflexao.

Mencionamos um tultimo exemplo, que indica a formacao de uma consciéncia
historica, a conclusao de Yhedi, Maria e Fernando, a partir da comparacao das
interpretacoes de Sylvester e Cayley sobre a nocao de matriz. FEsses participantes
mencionaram em seu artigo que “o termo matriz acabou sendo banalizado com o
passar dos anos”. A conclusdao desses participantes mostra que eles perceberam

que a definicao de matriz como uma tabela encapsula e oculta a rede de significa-
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dos atribuidos a essa nocao ao longo da historia. A conclusao desse grupo é bem

explicada pelas palavras de [Brechenmacher| (2006b] p. 3):

Nos anos trinta do século XX, a nocao de matriz tornou-se um
elemento fundamental na arquitetura do conhecimento algébrico.
A aquisicao desse status de elementar dentro de uma teoria, a
Algebra Linear, deu as matrizes uma identidade forte e, ao mesmo

tempo, esconde a pluralidade da sua histori

O status de elementar, ao qual Brechenmacher refere-se acima, pode ser com-
preendido ao observar que a disciplina Algebra Linear se estrutura a partir da nogao
de matriz. Ao resgatar duas praticas em torno da nocao de matriz, nosso estudo
contribuiu para que alguns participantes refletissem sobre o discurso matematico e
sobre o que ficou perdido com a constituicao do objeto matematico matriz.

A partir das consideracoes acima, vemos que a interpretacao das praticas de
Sylvester e de Cayley levou os participantes a constituirem um sentido para as
praticas atuais em torno das matrizes e determinantes, questionando-as e fazendo
projecoes para o futuro. Vemos, também, que a constituicao de um sentido foi
direcionada para a formagao de uma visao desnaturalizada desses conceitos. Os

resultados alcancados com esta parte da pesquisa corroboram com as ideias de

\Giraldo e Roque| (2014) de que a histéria pode ter um papel na construgao de uma

visao desnaturalizada dos conceitos matematicos.

Que contribuicoes o estudo trouxe para o desenvolvimento de uma
consciéncia histérica?

Sintetizando as consideracoes anteriores, nosso estudo contribuiu, em primeiro
lugar, para que os participantes compreendessem que as matrizes tém uma histéria,
isto é, por tras do objeto matematico matriz, definido como uma tabela de niimeros,
h& um processo de desenvolvimento histérico. A partir do caso particular da histéria
das matrizes, nosso estudo contribuiu para que os participantes percebessem que os

objetos matematicos nao sao eternos, isto é, eles tém um inicio e um motivo para

®No original: Au cours des années trente du XX¢ siecle, la notion de matrice est devenue un
élément de base dans 'architecture du savoir algébrique. L’acquisition de ce statut élémentaire
au sein d’une théorie, 'algebre linéaire, a donné aux matrices une identité forte et, dans le méme

temps, a écrasé la pluralité de leur histoire. (BRECHENMACHER] 2006, p. 3)
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serem criados. Além disso, nao sao iguais para todos, isto é, podem sofrer mudancas
ao longo de diferentes praticas matematicas.

A interpretacao das experiéncias do passado levou os participantes a compre-
enderem a especificidade da regra para a multiplicagao de matrizes e resultou em
interessantes projegoes para o futuro. O estudo também contribuiu para que os
participantes refletissem sobre o ensino de matrizes e vislumbrassem mudancas. O
célculo de determinantes a partir de matrizes (quadradas) era algo que os partici-
pantes dos estudos de campo nao haviam questionado ou refletido antes, era uma
pratica naturalizada. Assim, uma certeza foi balancada ao descobrirem que matri-
zes surgiram depois de determinantes e, portanto, determinantes nao foram sempre
calculados a partir de matrizes, como no episédio de Sylvester. Isso levou alguns
participantes a vislumbrarem a possibilidade de ensinar determinantes antes de ma-
trizes. A descoberta da origem das definicbes das operacoes com matrizes levou
alguns participantes a vislumbrar a possibilidade de usar as ideias de Cayley para
introduzir essas operacoes no ensino.

Os resultados sintetizados nos paragrafos acima podem ser vistos na perspectiva
da formacao de uma visao desnaturalizada dos conceitos de matriz e determinante.
Além dos elementos do desenvolvimento histérico das matrizes, ja levantados nos
paragrafos acima, o estudo contribuiu para que alguns participantes percebessem
que o objeto matriz nem sempre tiveram a importancia que tem hoje. O episédio de
Sylvester em que a principal ferramenta era determinantes, calculados sem matrizes
e de modo consistente, proporcionou um exemplo de uma pratica na qual matrizes
nao eram a ferramenta mais importante.

Por fim, o estudo contribuiu para que alguns participantes percebessem o que
fica perdido com a constitui¢ao dos objetos matematicos. No caso particular das ma-
trizes, sua definicao como uma tabela de niimeros esconde os significados atribuidos
a essa nocao ao longo da historia, bem como os fatores que impulsionaram seu

desenvolvimento.
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Capitulo 7

Consideracoes finais

A pesquisa teve como foco uma proposta articulando histéria das matrizes com o
ensino de matrizes, no contexto das disciplinas de Algebra Linear, implementada
em dois estudos de campo. Os sujeitos da pesquisa foram alunos voluntarios de
cursos de graduacao em matematica, de duas instituigoes de ensino superior, do
estado do Rio de Janeiro. A proposta foi desenvolvida com o objetivo inicial de
promover reflexdes sobre metarregras relacionadas a matrizes e determinantes, a
partir de conflitos comognitivos, planejados com base em fontes histéricas. Com
essas reflexoes, esperdavamos que os participantes do estudo percebessem e tomassem
consciéncia das metarregras segundo as quais eles se orientam quando lidam com
esses conceitos e que também percebessem e repensassem suas concepgoes sobre esses
conceitos. Foi também nosso objetivo investigar as contribuigoes do estudo para o
desenvolvimento de uma consciéncia histérica, direcionada para a formacao de uma
visao desnaturalizada de matrizes e determinantes.

Em relacao ao primeiro objetivo, investigamos as condig¢oes para que fontes
histéricas sejam utilizadas de modo a promover reflexdes sobre metarregras e o
impacto dessas reflexdes nas concepcoes dos participantes. Os resultados apresen-
tados no Capitulo [l levam-nos a concluir que o uso de fontes primarias possibilita
planejar conflitos comognitivos, promover reflexoes sobre as metarregras historicas e
levar os estudantes a explicitarem suas préprias metarregras. Para isso, o uso dessas
fontes deve ser orientado por atividades historicas que explorem o modo como os
matematicos lidavam com os seus objetos de investigagao, o modo como usavam

as ferramentas matematicas, o modo como argumentavam etc. Desse modo, as di-
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ferengas entre a matematica das fontes e a matematica de hoje ganham destaque.
Explicagoes adicionais sobre a matematica da fonte foram necessarias em nosso caso,
no primeiro roteiro. Os resultados também indicam que as reflexdes sobre as metar-
regras influenciaram mudancas nas concepcoes dos estudantes, trazendo associacoes
para o conceito de matriz e contribuindo para oferecer aos estudantes um sentido
para esse conceito (como um meio de representar sistemas lineares). Sobre os de-
terminantes, o primeiro roteiro trouxe um exemplo da aplicacao dessa ferramenta
a um problema de natureza geométrica, o que foi uma grande novidade para os
participantes do estudo.

Em relagao ao segundo objetivo, investigamos a possibilidade de desenvolvi-
mento de uma consciéncia historica nos participantes do estudo, com orientacao
para as perspectivas de que os objetos matematicos nao sao eternos e nao sao iguais
para todos, considerando o caso particular da histéria das matrizes. Os resultados
levam-nos a concluir que o estudo contribuiu para o desenvolvimento de uma
consciéncia historica nos participantes, que investigaram dois episodios da histéria
das matrizes, conheceram a génese dessa nocao e o motivo de sua introducao. Além
disso, discutiram diferentes interpretacoes para a nogao de matriz a partir de duas
praticas matematicas distintas. Os participantes elaboraram uma interpretacao
historica que os levaram a refletir sobre o ensino de matrizes, determinantes e
sistemas lineares. Alguns vislumbraram a possibilidade de alterar a ordem com
a qual esses conceitos sao ensinados e também de usar as ideias de Cayley para
introduzir as operagoes com matrizes. Nesse sentido, os resultados indicam também
que o estudo contribuiu para a formacao de uma visao desnaturalizada sobre

matrizes e determinantes.

Validade e confiabilidade dos métodos e dos resultados da pesquisa

Nao apresentamos na tese uma discussao explicita sobre a validade da pesquisa.
O conceito de validade é comumente associado a formas de pesquisas quantitativas.
Nessa perspectiva de pesquisa, de cunho mais positivista, a validade é entendida
como a extensao em que uma medida representa corretamente os conceitos em es-

tudo, ou seja, o grau em que uma medida representa precisamente o que se espera

(OLLAIK; ZILLER] 2012)). De modo geral, em pesquisas qualitativas, o conceito
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é associado a credibilidade da pesquisa. Assim, verificar a validade de uma pes-
quisa equivale a determinar se seus procedimentos metodologicos sao coerentes e
apropriados para responder as questoes de pesquisa propostas e se os resultados sao
consistentes.

H4 vérias concepcoes de validade de uma pesquisa. (2002)) descreve trés
aspectos ou dimensoes do processo de avaliacao do design, dos métodos, da analise
de dados e das conclusoes de uma pesquisa: a validade, a confiabilidade e a gene-
ralizabilidad. A nocao de validade tem um sentido similar ao ja mencionado. A
nocao de confiabilidade é aplicada para avaliar o quao confidveis e precisos sao os
instrumentos de pesquisa. Para [Mason! (2002)), discutir a validade e a confiabilidade
da pesquisa requer convencer os outros que os dados da pesquisa nao foram inventa-
dos ou deturpados e que o registro dos dados, bem como a anélise foi feita de forma
cuidadosa, honesta e precisa. A nocao de generalizabilidade é aplicada para avaliar
em que medida as conclusoes tiradas a partir de um caso particular podem ser gerais.
Essa terceira nocao é bastante delicada quando se trata de pesquisas qualitativas
baseadas em estudos de casos. Como argumenta (2009), a generalizagao
requer que casos tipicos sejam selecionados para representar um conjunto maior, o
que nem sempre é possivel dadas as especificidades de cada caso, dos sujeitos da

pesquisa, das condigoes em que a pesquisa ¢é realizada etc. Além disso, como colo-

cam [Ollaik e Ziller! (2012)), em pesquisas qualitativas, a intengao nao é generalizar,
mas descrever, analisar, compreender. (2009) e [Aguilar| (2010) verificam a
validade de suas pesquisas, na area de Educacao Matematica, segundo as dimensoes

dadas por Mason.

Ollaik e Ziller! (2012]) incluem as trés dimensoes de Mason no conceito de vali-

dade. Segundo esses pesquisadores, dentre as diferentes concepcoes de validade, ha
aquelas que dao mais énfase a validade dos resultados, sendo denominadas de vali-
dade externa. Ha aquelas que dao mais énfase a validade do processo, dos métodos
empregados na pesquisa, sendo denominadas de validade interna. Os pesquisadores
descrevem mais dois tipos de validade: a transacional e a transformacional.

Os métodos para verificar a validade da pesquisa dependem das concepgoes ado-

tadas, bem como do autor. Por exemplo, segundo [Mason! (2002, p. 188), a confia-

No original: validity, reliability e generalizability.
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bilidade da metodologia pode ser verificada por meio de uma descricao completa e
honesta do processo de pesquisa. Nesse sentido, lembramos que, para cada questao
de pesquisa proposta por noés, a metodologia de andlise foi descrita em detalhes.
Além disso, ao longo da analise ou nas se¢oes de “consideragoes”, logo apods a anélise,
buscamos descrever nao sé os momentos positivos da pesquisa, mas também os mo-
mentos delicados, como por exemplo: a ocorréncia de grupos que nao discutiram
sobre alguma metarregra histérica (Secao 6.1.2) e também os participantes que nao
responderam uma ou outra questao das entrevistas impossibilitando que suas con-
cepcoes fossem identificadas (Secao [6.2).

As teses brasileiras em educacao matematica nao costumam apresentar uma
discussao explicita sobre a validade e confiabilidade dos métodos da pesquisa,
bem como dos resultados (veja, por exemplo, (2015)), (2015))). Isso
nao significa que os pesquisadores nao sejam transparentes quanto aos métodos
empregados em suas pesquisas, ou que nao justifiquem suas escolhas, ou ainda que
nao tenham sido cuidadosos com a coleta de dados e com a analise dos dados.
Desse modo, apesar de reconhecermos a importancia de verificar a credibilidade da
pesquisa, também nao apresentamos uma discussao explicita, verificando a validade

e a confiabilidade dos métodos da pesquisa, bem como dos resultados.

Replicabilidade da proposta de ensino

A proposta de ensino apresentada neste trabalho foi planejada tendo em mente
estudantes de graduacao em matematica, com especial interesse em alunos de licen-
ciatura em matematica. Um pré-requisito para a participagao no minicurso oferecido
foi ter cursado pelo menos a primeira disciplina de Algebra Linear. Um dos gru-
pos de participantes (UFRRJ) estava cursando a segunda disciplina no momento
do estudo de campo. Acreditamos que, por nao terem estudado formas bilineares e
formas quadraticas antes, esse grupo teve mais dificuldade em entender como Sylves-
ter montava um determinante a partir dos coeficientes da equacao homogénea que
representava as conicas. O outro grupo que ja havia concluido as duas disciplinas
(UERJ) teve mais facilidade em acompanhar a pratica de Sylvester. Ja o segundo
roteiro traz um contetido mais familiar para alunos de graduacao.

Os roteiros foram testados em um estudo piloto com um grupo de professores

226



do ensino basico que estavam cursando o Mestrado Profissional em Matematica
PROFMAT na UNIRIO. Na ocasiao, os professores-participantes estavam cursando
a disciplina Algebra Linear como parte do programa de disciplinas obrigatérias do
curso. Desse modo, eles haviam revisitado recentemente varios conceitos de Algebra
Linear. Ainda assim, esse grupo também mostrou dificuldade em entender como Syl-
vester montava um determinante a partir dos coeficientes da equacao homogénea que
representava as conicas. Outra dificuldade que esse grupo mostrou foi em entender
“a composicao de sistemas lineares” apresentada na memoria de (I858)).

Em todos os estudos de campo realizados, trabalhamos com sujeitos que haviam
cursado as disciplinas de Algebra Linear recentemente ou estavam cursando uma
delas. Seria interessante aplicar a proposta com outros grupos de professores do
ensino basico que nao tenham cursado essas disciplinas recentemente, a fim de avaliar
se eles acompanhariam os roteiros.

Nossa proposta de ensino nao foi planejada com o intuito de introduzir o con-
ceito de matriz ou de determinantes. Dada a complexidade matematica do primeiro
roteiro, que demandou a introducao de conceitos de geometria projetiva, considera-
mos que nao seria adequado utilizd-lo com a finalidade de introduzir o conceito de
matriz no ambito das disciplinas de Algebra Linear. J4 o segundo roteiro, com uma
traducao das primeiras paginas da memoria de (I858)), consideramos que
pode ser usado para introduzir a no¢ao de matriz em um curso de Algebra Linear,
desde que os alunos ja tenham estudado sistemas lineares antes.

Analisar uma fonte primaria foi uma experiéncia nova e muito rica para os par-
ticipantes do estudo, no sentido de ter a oportunidade de ver uma matematica ja
conhecida escrita com outra notacao, usada com outras finalidades e desenvolvida
com argumentos que nao sao considerados validos nos dias de hoje, como foi o caso
do uso da interpretacao de matriz como uma quantidade simples na demonstracao
do teorema notdvel (Roteiro Cayley). O que acabamos de descrever é discutido pela
literatura como um dos efeitos e dos beneficios do uso de fontes primérias no ensino,
qual seja, tornar o “familiar nao familiar”:

Reorientagao (uma traducao de dépaysement), a qual desafia a
percepcao por tornar o familiar nao familiar, eventualmente cau-

sando uma reorientacao nas visoes do leitor e assim um aprofun-

damento da compreensao matemética - fontes [primarias] também
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lembram os estudantes que os construtos matematicos surgem em

um instante no tempo (e no espago) e que nao acontece por si sdd.

(JANKVIST], 2014, p. 880, traducao nossa)

Nossa proposta também nao foi planejada com o intuito de ser aplicada ao
ensino de matrizes no nivel basico. No entanto, consideramos que o segundo roteiro,
com algumas adaptacoes, também estd ao alcance de alunos do ensino basico que

ja tenham estudado sistemas lineares.

Que reflexoes o estudo traz para o ensino de matrizes nas disciplinas de
Algebra Linear?

O estudo leva a ver que o ensino da Algebra Linear com a abordagem tradicio-
nal, que inicia com o ensino de matrizes como um objeto e de modo naturalizado,
¢é problematica. Os resultados obtidos a partir da identificacao das concepcoes dos
participantes sobre “o que é matriz”, antes da intervencao, indicam que o ensino de
matriz como um objeto torna o conceito esvaziado de sentido para os estudantes.
Essa conclusao é evidenciada pela reflexao apresentada por um grupo de participan-

tes na atividade final:

Se tentarmos agora fazer um paradigma com o que nos ¢é ensinado
hoje em sala de aula, seja no ensino médio ou mesmo no ensino
superior, acreditamos que o termo matriz acabou sendo banali-
zado com o passar dos anos. A matriz acaba sendo apresentada
como uma tabela de informacoes, qualquer “coisa” que podemos
colocar em linhas e colunas]...] (Yhedi, Maria e Fernando - EC1,

atividade final)

Como vimos na parte histérica do trabalho, Sylvester introduziu as matrizes a
partir da nocao de determinantes, como a mae dos determinantes menores, isto é,
como uma representacao a partir da qual determinantes menores podiam ser ex-
traidos. Em outras palavras, as matrizes surgiram como uma técnica no episodio

de pesquisa de Sylvester. Ja Cayley, introduziu as matrizes a partir de sistemas

2No original: Reorientation (a translation of dépaysement), which challenges one’s perception
by making the familiar unfamiliar, eventually causing a reorientation of the reader’s views and thus
a deepening of the mathematical understanding — also sources remind students that mathematical
constructs have come into being at one point in time (and space) and that this did not happen by

itself. 2014 p. 880)
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lineares, como uma notacao pratica para representar os sistemas lineares, isto é,
como uma representacao que facilita o tratamento desse objeto. As matrizes foram
a ultima nocao a surgir historicamente, em relagao aos outros objetos que compoem
hoje o dominio da Algebra Linear. Temos aqui um exemplo em que a ordem logica
da exposicao dos conceitos difere consideravelmente da ordem da invencao. O modo
como o discurso matematico apresenta os seus conceitos seguindo uma estrutura
logica, axioméatica e dedutiva costuma inverter a ordem segundo a qual os conceitos
surgem na histéria. O filésofo francés Léon Brunschvicg alertava sobre essa diferenca
e para a necessidade de reverter a ordem da exposi¢ao a fim de dar um sentido para
as nocoes matematicas (BRUNSCHVICG] apud ROQUE, 2012, p. 30). Nosso
estudo leva a refletir sobre o que se perde com a inversao da ordem da invencao no
caso das matrizes. No modo de escrever a matematica, as ferramentas sao apresen-
tadas antes dos problemas e como um objeto em si. Ao comecar com matrizes, o
conceito ¢ apresentado como um objeto e os estudantes nao percebem o que colocou
a necessidade da sua introducao.

De acordo com [Brechenmacherl (2006bl), o papel dessa no¢ao em oferecer uma

representacao que simplifica o tratamento de outros objetos como transformacoes
lineares, formas bilineares, formas quadraticas, sistemas de equacoes lineares, sis-
temas de equagoes diferenciais lineares etc. foi um dos fatores que levou a adogao
da representacao matricial nos tratados de dlgebra a partir dos anos 1930. Os re-
sultados das concepcoes dos participantes sobre “o papel das matrizes nos estudos
de Algebra Linear” também apontam que a maioria dos participantes do estudo
vé sentido nas matrizes como uma representacao para outros objetos e/ou como
uma representacao que facilita a resolucao de sistemas lineares e o tratamento de
transformacoes lineares.

Desse modo, o estudo leva-nos a concluir que nao é apropriado iniciar o curso de
Algebra Linear pelo conceito de matriz. Consideramos que ¢é artificial comecar com
matrizes sem que a necessidade desse conceito e da representacao que ele oferece te-
nham sido colocadas. Temos a clareza de que o estudo nao permite fazer prescricoes
sobre como deve ser o ensino de Algebra Linear, mas podemos apontar alguns enca-
minhamentos. Assim, sugerimos que esse conceito seja introduzido somente quando

houver necessidade da representagao matricial, por exemplo, a partir do estudo de
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sistemas lineares. Achamos interessante que a multiplicacao de matrizes seja intro-
duzida a partir da composicao de transformacoes lineares, o que possibilita ao aluno
atribuir um sentido a esta operacao, bem como entender a especificidade da regra
para multiplicar matrizes.

Quanto ao estudo de determinantes, as concepcgoes dos participantes sobre “o
que ¢é determinante” e os exemplos apresentados sobre “a utilidade de calcular
determinantes” apontam poucas associa¢oes com contextos geométricos. Achamos
que seria interessante introduzir determinantes a partir da interpretacao geométrica
desse conceito como area com sinal do paralelogramo formado por dois vetores em

R? e como volume com sinal do paralelepipedo formado por trés vetores em R3,

conforme fazem [Cabral e Goldfeld (2012)). Além disso, consideramos importante

resgatar aspectos do desenvolvimento histérico dos determinantes mostrando que
nem sempre foram calculados a partir de matrizes e que a definicao desse conceito

baseada em matrizes foi uma construcao posterior.

Implicagoes do estudo para a formacao de professores

Refletindo sobre o que os participantes alcancaram em termos de uma consciéncia
historica e da formacao de uma visao desnaturalizada sobre matrizes e determinan-
tes, reconhecemos a importancia deste tipo de estudo para a formagao de professores,

em especial, para o desenvolvimento do conhecimento pedagégico de conteido. So-

mos consonantes com o argumento de [Giraldo e Roque| (2014)) sobre a importancia

de constituir uma visao desnaturalizada dos conceitos matematicos, como um as-
pecto essencial do conhecimento pedagoégico de contetido, bem como sobre o papel
da histéria da matematica para constituir tal visao. Nesse sentido, acreditamos que
a histéria da matematica pode fazer uma ponte entre a formagao matematica e o
conhecimento pedagdégico de conteudo.

Nossa pesquisa nao teve como perspectiva de investigagao analisar as contri-
buicoes do estudo para o conhecimento pedagodgico de contetido dos participantes.
No entanto, as reflexdes apresentadas nas discussoes sobre a possibilidade de alterar
a ordem com a qual matrizes, determinantes e sistemas lineares sao ensinados, bem
como a possibilidade de usar as ideias de Cayley para introduzir as operagoes com

matrizes, apontam para possiveis contribuicoes no sentido de enriquecer o conheci-
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mento pedagogico de conteido dos participantes do estudo. Eles proprios reconhe-
ceram a importancia de conhecer o processo de desenvolvimento do conceito para

ensina-lo:

[...] tendo conhecimento do contexto histérico e matematico que
moveu o surgimento de determinada teoria, tem-se uma visao mais
ampla do tépico em questao e, consequentemente, ha possibilidade
para o professor ministrar uma aula melhor adequada e funda-
mentada. Desse modo, o professor tem espago para criacao de
uma abordagem completamente diferente da de muitos cursos de
Algebra Linear, e até mesmo do ensino médio (onde o conceito de
matriz é apresentado logo de inicio). (Yhedi, Maria e Fernando -

EC1, atividade final)

Estamos cientes de que nossas reflexdes sobre a importancia desse tipo de
estudo para enriquecer o conhecimento pedagogico de conteiido baseiam-se nas
intengoes que os participantes manifestaram em fazer mudancas no ensino de
matrizes, determinantes e sistemas lineares. Nao temos como saber se eles
de fato implementarao tais mudancas quando forem ensinar esses conceitos.
Essa incerteza suscita uma perspectiva de investigacao sobre o impacto desse
tipo de estudo na pratica do professor. Tendo desenvolvido uma visao desna-

turalizada sobre os conceitos matemaéticos, o que o professor mudaria em suas aulas?

Sobre a formacgao do professor para conduzir uma proposta de ensino com
uma abordagem histérica

Muitos pesquisadores defendem que a histéria da matematica deve ser integrada
a0 ensino basico, o que nos leva a refletir sobre a formacao histérica do professor de
matematica. Hoje, muitos cursos de licenciatura em matematica no Brasil possuem
uma disciplina obrigatéria de Histéria da Matematica em seu programa curricular, o
que é um passo no sentido de oferecer uma formacao historica a futuros professores
de matematica. No entanto, uma disciplina nao nos parece suficiente para dar conta
de tal formacao. E preciso iniciar a discussao sobre como deve ser a formacao
histérica do professor de matemaética. Se queremos que professores do ensino basico
usem histéria da matematica com seus alunos, a formagao histérica deve permear

toda a formacao inicial. Acreditamos que vivenciar exemplos de propostas de ensino
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com abordagens histéricas também pode contribuir para tal formagao, ou seja, se a
histéria for integrada ao ensino de calculo, geometria, algebra etc.

A discussao anterior remete a outra questao: como deve ser a formacao do profes-
sor para conduzir uma proposta de ensino com uma abordagem histérica em cursos
de formacao de professores? No caso desta pesquisadora, que elaborou e implemen-
tou a proposta aqui relatada, a formacao e alguma experiéncia como professora da
disciplina em questao, Algebra Linear, foram importantes. No caso da nossa pro-
posta, sua elaboracao demandou uma certa maturidade matematica, conhecimento
de histéria da matematica e de tendéncias historiograficas recentes para nao incorrer
no erro de seguir uma abordagem anacronica, além do conhecimento das discussoes
sobre a integracao da historia no ensino.

A questao colocada acima insere-se na discussao sobre a formagao dos forma-
dores de professores de mateméticaH. Schubring e colaboradores (2000) apontam
uma questao preocupante sobre o nivel de qualificacao dos professores que ensinam
histéria da matemaética para futuros professores como um dos obstaculos ao uso

efetivo de histéria da matematica no ensino:

Um problema analogo, no entanto, é o préprio nivel de qualificagao
dos formadores de professores, isto é, aqueles que tém que ensi-
nar histéria da matemaéatica para futuros professores, fazendo um

uso critico das fontes histéricas e julgando o valor da literatura

secundériaH. SCHUBRING et all 2000} p. 141, tradugao nossa)

A citacao anterior levanta um problema na formagao de quem ensina a disciplina
de Histéria da Matematica nos cursos de graduacao. Se a disciplina é lecionada
com uma abordagem anacronica, a formacao histérica dos futuros professores
fica comprometida. Uma solucao que parece natural é o formador buscar por
constante atualizacao, mas ha uma caréncia de obras em portugués sobre historia da
matematica que tragam as discussoes mais recentes da historiografia. Ha também
uma caréncia de materiais didaticos que sirvam de referéncia para propostas de

ensino com abordagens histéricas e que nao distorcam a historia, isto é, que nao

3Para uma discussdo mais geral sobre a formacio de formadores de professores, veja (FIOREN-
TINI; OLIVEIRA, 2013)).

4No original: An analogous problem, however, is the level of qualification of the teacher trainers
themselves, i.e. those who have to teach mathematics history to future teachers and are expec-
ted to impart a critical use of historical sources and to judge the value of secondary literature.

(SCHUBRING et all 2000, p. 141)
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sejam anacronicas.

Perspectivas

Algumas perspectivas de pesquisa emergem a partir das conclusoes apresentadas
nos itens anteriores. O grupo de professores com o qual trabalhamos no estudo
piloto mostrou-se um pouco cético sobre a possibilidade de usar as ideias de Cay-
ley para introduzir as operagoes com matrizes no ensino basico. Na verdade, esse
grupo mostrou expectativa de que o minicurso proveria uma proposta de ensino de
matrizes pronta para ser aplicada no ensino basico. Ja os grupos de estudantes de
Algebra Linear com os quais trabalhamos nos estudos de campo principais da pes-
quisa mostraram-se mais receptivos a fazer mudangas no ensino, bem como a usar
histéria no ensino, pelo menos em suas intencoes. Assim, seria interessante apli-
car nossa proposta em um grupo de professores e investigar o impacto da formacao
de uma visao desnaturalizada dos conceitos em suas praticas. Em outras palavras,
tendo desenvolvido uma visao desnaturalizada sobre matrizes e determinantes, o
que o professor mudaria em suas aulas? Acreditamos que, com isso, o estudo pode
contribuir para a discussao sobre os saberes do professor.

A andlise das reflexdes sobre metarregras mostrou que os participantes expli-

citaram trés metarregras (veja Tabela 6.4). Uma das diferengas observadas por

nés entre nossos resultados e os de [Kjeldsen e Petersen| (2014]) é que os participan-

tes nao explicitaram metarregras inadequadas em relacao ao discurso matematico
atual, como ocorreu com os participantes do estudo de Kjeldsen e Petersen. A
partir dessa observacao, uma perspectiva de investigacao que se coloca é comparar
os resultados referentes as reflexoes sobre metarregras se o estudo fosse realizado
com outro grupo de participantes. As metarregras explicitadas seriam as mesmas?
Outra contribuicao para discutir o papel da histéria da matematica em revelar me-
tarregras do discurso matematico e torna-las objetos de reflexao dos estudantes seria
elaborar outras propostas de ensino, explorando metarregras histéricas que possam
ser relacionadas a outras disciplinas como Célculo, Equagoes Diferenciais, Geome-
tria, Algebra etc. Que outros referenciais metodologicos se aplicam para promover
reflexoes sobre metarregras do discurso matematico?

A partir do diagnéstico de que o ensino de matrizes como um objeto é pro-
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blematico, uma perspectiva que se revela é elaborar e testar uma proposta de ensino
para a disciplina Algebra Linear, de modo que o estudo do objeto matriz (e de outros
como determinantes) tenha sentido para os estudantes. Como colocamos anterior-
mente, o ensino dessa disciplina nao deveria iniciar com matrizes. Seria interessante
que tal proposta considerasse a introducao do conceito de matriz a partir da neces-
sidade da representacao matricial. A investigacao da implementacao dessa proposta
comporta uma analise das concepgoes dos estudantes sobre matrizes e determinantes
apos vivenciar uma experiéncia de aprendizagem que nao apresentasse os conceitos
de modo naturalizado. Além disso, configura-se como uma contribuicdo para as
pesquisas sobre ensino de Algebra Linear.

As sugestoes acima sao apenas alguns dos possiveis prosseguimentos que podem
ser dados a pesquisa aqui relatada. O campo de pesquisa, como um todo, é rico em
novas questoes de investigagao. Sao necessarios mais experimentos de ensino que
fornecam evidéncias dos beneficios do uso da histéria no ensino de matematica e
que facam reflexoes sobre esse uso. Temos conviccao de que a histéria s6 poderia
ser usada de modo adequado no ensino basico, se houvesse material para orientar
o professor. Nosso trabalho nao fornece solucoes para as dificuldades no ensino
de matrizes e determinantes. Esperamos, contudo, ter contribuido para identificar

alguns problemas e propor alguns encaminhamentos.
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Apendice A

Multiplicidade ou indice de

intersecao

Apresentamos uma definicao para multiplicidade ou indice de intersecao de duas
curvas planas projetivas em um ponto, com base no livro Introducao as Curvas
Algébricas Planas de Israel (2005).

Sejam C[X, Y] o anel de polinémios nas variaveis X e Y com coeficientes comple-
xos e P? o plano projetivo complexo. Dois polinémios F e G em C[X, Y] determinam
duas curvas planas projetivas em P2. Suponha que F' e G nao tenham fatores irre-
dutiveis em comum. Seja P = (z : y : 2) € P? um ponto de intersecao dessas curvas.
Por uma mudanga de coordenadas, podemos supor que P = (0:0:1).

Defina o indice de intersegao de F' e G em P por:

ClIX, YTl )

(F.G)p = dime (153 200 1)

Na igualdade acima:

o CIX, Y] = {5 0ai; X'Y7 |a;; € C} é o0 anel das séries de poténcias formais
em X eY,

e (F(X,Y),G(X,Y))={A-F+B-G|A, BeC[X,Y]]} éoideal gerado por
FeGemC[[X,Y]] e

ClX, Y]]
(F(X,Y), G(X,Y))
conforme (VAINSENCHERI 2005, p. 81).

e 0 anel quociente ¢ um espaco vetorial de dimensao finita,
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Apendice B

Roteliros das entrevistas

Roteiro das entrevistas semiestruturas realizadas no inicio dos dois estu-

dos de campo:

10.

11.

12.

. Diga o que voce espera do minicurso sobre histéria das matrizes.

. Fale como foi a abordagem do primeiro curso que vocé fez de Algebra Linear.
. Diga, com as suas préprias palavras, o que voce acha que é uma matriz.

. Voce sabe alguma coisa sobre a histéria das matrizes?

. Voce saberia dizer para que elas foram inventadas?

. Imagine que voce estivesse dando aula sobre matrizes no ensino béasico e um

aluno seu perguntasse: “Professor, por que na multiplicacao de matrizes temos

que multiplicar linhas por colunas?”O que vocé responderia?

O que é determinante?

. Voce saberia dar um exemplo da utilidade de calcular determinantes?

. Voce veé relacao entre matrizes e sistemas lineares?

Voce saberia dizer algum exemplo de uma aplicagao geométrica de matrizes?
Diga como vocé acha que as ferramentas e conceitos matematicos surgem?

Voceé acha que as nogoes matemaéticas sofrem algum tipo de mudanca ao longo

do tempo?
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Roteiro das entrevistas semiestruturas realizadas ao final dos dois estudos

de campo:
1. Fale o que voceé achou do minicurso.
2. Fale, novamente, o que vocé acha que é uma matriz.
3. Qual seria, na sua opiniao, o papel da nocao de matriz no estudo da Algebra
Linear?
4. Como voce responderia hoje a pergunta daquele aluno: “Professor, por que na
multiplicagao de matrizes temos que multiplicar linhas por colunas?”
5. Para voce, o que é determinante?
6. Vocé saberia dar um exemplo da utilidade de calcular determinantes?
7. Voce vé relacao entre matrizes e sistemas lineares?
8. Voce saberia dizer algum exemplo de uma aplicacao geométrica de matrizes?
9. Agora voceé saberia dizer para que as matrizes foram inventadas?
10. Diga como voce acha que as ferramentas e conceitos matematicos surgem?
11. Fale se vocé acha que a nocao de matriz sofreu alguma mudanga ao longo do

tempo.
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Apéndice C

Atividade final: producao de um

pequeno pequeno

Voceé foi convidado pelo jornal de periodicidade mensal “Conversando sobre ma-
tematica” a escrever um pequeno artigo (minimo 1 pégina, maximo 2 paginas)
abordando a histéria da nogao de matriz, comparando os papeis que esta nocao
desempenhou para os matematicos Sylvester e Cayley com o papel que a mesma
desempenha hoje para a Algebra Linear e discutindo se o conhecimento da histéria
deste objeto traz alguma contribuicao para o conhecimento do professor e para o

ensino deste tépico.
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Apendice D
Questionario final

Objetivo: Obter um feedback dos roteiros de ensino e do minicurso.

1. Diga o que vocé achou mais interessante no primeiro roteiro “O surgimento

das matrizes no estudo de conicas por Sylvester”.

2. Diga o que voceé achou mais interessante no segundo roteiro “Cayley e o calculo

simbdlico com matrizes”.

3. Apresente, de forma bem argumentada, o seu ponto de vista sobre o primeiro

roteiro (elogios, criticas, sugestoes, ... ).

4. Apresente, de forma bem argumentada, o seu ponto de vista sobre o segundo

roteiro (elogios, criticas, sugestoes, ... ).
5. Voce acha que algo pode ser melhorado no primeiro roteiro? Se sim, descreva.
6. Voce acha que algo pode ser melhorado no segundo roteiro? Se sim, descreva.
7. Voceé acha que algo pode ser melhorado no minicurso? Se sim, descreva.

8. Escreva um depoimento dizendo o que vocé acha que o minicurso acrescentou
ao seu conhecimento, se algo surpreendeu voce, se algo mudou na sua visao
sobre matrizes, sobre o seu ensino ou em relagao a qualquer aspecto que voce

queira ressaltar.
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Apeéendice E
Roteiro Sylvester

O surgimento das matrizes no estudo de cénicas por

Sylveste

Aline BernardesH

E.1 Introducao

Em muitos cursos de Algebra Linear, o primeiro conceito apresentado é o de matriz.
E nesta abordagem, outros conceitos se baseiam na no¢ao de matriz - como deter-
minantes - ou sao estreitamente relacionados a ela quando se trabalha em dimensao
finita - como transformacoes lineares, formas bilineares e formas quadraticas.
Veremos que na producao do conhecimento relacionado a matrizes, esta nogao
nao foi a primeira a surgir. Vamos conhecer as motivagoes matematicas que levaram

o matematico James Joseph Sylvester a introduzir a nocao de matriz.

'Material elaborado para um estudo de campo realizado em outubro/novembro de 2014, como
parte da pesquisa de doutorado.

2Doutoranda no Programa de Engenharia de Sistemas e Computagio (PESC) da COPPE e
docente da UNIRIO.
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E.2 Um retrato de James Joseph Sylvester

James Joseph Sylvester (1814-1897) nas-
ceu em Londres, teve a sua formagao ini-
cial em uma escola para judeus. Aos 14
anos (em 1828) foi para a London Uni-
versity, onde foi aluno de Augustus De
Morgan (na época, recentemente nome-

ado para a cadeira de Matematica, com

21 anos). Desde cedo, manifestou ap-

tidao para Matematica. James Joseph Sylvester

Sofreu preconceitos pela sua origem judia durante a sua formacao. Foi retirado
pela familia da London University, devido a uma tentativa de ferir um colega com
uma faca no refeitério (PARSHALLL [1998)). Em seguida, foi para a Royal Institution
em Liverpool (em 1829), onde novamente nao se estabeleceu devido a referéncias
constantes contra a sua origem judia.

Em 1831, quando finalmente havia se estabelecido no St John’s College, em
Cambridge, ficou doente trés vezes por um longo periodo, o que o afastou dos estu-
dos. Em 1837, ele fez os exames do mathematical tripo.ﬂ ficando em segundo lugar
(Second Wrangler). No entanto, devido a sua origem judia, ele nao recebeu o titulo
correspondente.

No ano seguinte, foi admitido para uma cadeira de filosofia no University College
London (fundada como London University), a primeira institui¢cao na Inglaterra livre
de organizacao religiosa.

Ao longo da sua carreira, ele atuou em cadeiras de matematica em outras uni-
versidades na Inglaterra. Esteve nos Estados Unidos por dois periodos de sua vida.
Na primeira vez, como professor de matematica na University of Virginia por quase
cinco meses e, na segunda vez, na The Johns Hopkins University em Baltimore,

comegando no ano de 1876. Em 1883, ocupou a cadeira de Savilian Professor of

3As informacdes apresentadas sobre a biografia de Sylvester foram baseadas em (CAYLEY]

[1889) e (PARSHALLL 1998)).
40 mathematical tripos era um exame de matemdtica pelo qual todos os estudantes tinham
que passar independente da formagao, antes de se especializarem no campo de interesse (CRILLY]

2011).
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Geometry em Oxford. Esta era uma posicao de destaque criada na Universidade de
Oxford, desde 1619.

Sylvester esteve ligado a varias academias de ciéncias - nos Estados Unidos,
Gottingen, Naples, Boston, St Petersburg, Berlim, para citar algumas. Foi o pri-
meiro editor do American Journal of Mathematics e um grande contribuidor deste
periddico, hoje um periédico de peso no campo da Matemética. Ganhou prémios
em reconhecimento a contribuigdo de suas pesquisas, como a Royal Medal (1860),
Copley Medal (1880) e De Morgan Gold Medal (1887).

As publicagoes do (também) autor de poemas e sonetos estao reunidas em qua-
tro volumes no The collected mathematical paperd] of James Joseph Sylvester e

abrangem varios assuntos em matematica, entre eles, determinantes e matrizes.

E.3 O problema que interessou Sylvester

Entre 1850 e 1851, Sylvester publicou uma série de memériaﬂ analisando os tipos
de intersecoes e contatos entre duas conicas e entre duas quadricas. Nesta oficina,
nos concentraremos no problema da classificagcao dos tipos de contatos entre
duas conicas.

O termo contato é empregado quando dois ou mais pontos de intersecao entre
duas conicas coincidem (pontos de intersegao com multiplicidade). Existem quatro
tipos de contatos, de acordo com o nimero de pontos de intersecao coincidentes
(2, 3 ou 4). As figuras abaixo ilustram estes tipos, com o(s) ponto(s) de contato
destacado(s) (maior(es) que os outros pontos de interse¢ao simples). Observe ainda

que nos pontos de contato as conicas se tangenciam.

Para pensar: Qual é o nimero méximo de pontos de intersecao reais que duas

conicas podem ter em R??

A originalidade na abordagem de Sylvester, em relagao aos trabalhos de outros

matematicos sobre o mesmo problema, foi o recurso ao calculo de determinantes.

Segundo o historiador da matemdtica Frédéric (BRECHENMACHER] 2006b), o

problema da caracterizacao das intersecoes das conicas ja havia sido tratado antes

®Cada um destes volumes pode ser acessado no enderego (http://archive.org/details/texts)
6 As memdrias utilizadas neste trabalho sio (SYLVESTERL [1850a; [SYLVESTERI [1850b SYL-

VESTER, I851a; BY LVESTER] 1851h).
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X o

) Contato simples ) Contato préximo

Figura E.1: (a) Contato simples: dois pontos de interse¢ao comuns e (b) Contato
proximo: trés pontos de intersecao comuns.

Q9

) Contato diploidal ) Contato confluente

Figura E.2: (a) Contato diploidal: dois pares de pontos de intersegdo duplos e (b)
Contato confluente: quatro pontos de intersecao comuns.

empregando o método analitico, porém, para Sylvester, o método analitico tradici-
onal estava cheio da consideracao de equagoes arbitrarias.

Um outro ponto importante foi a representacao que Sylvester utilizou para as
coOnicas: equagoes homogéneas de segundo grau a trés variaveis. Por exem-

plo, duas conicas U e V' eram representadas por equagoes do tipo,
U :az?+by* +c22 +2dey+2exz+2fyz =0 e V : Az’ +By*+C2*+2Daxy+2FEx24+2Fyz = 0,

com coeficientes reais. Neste caso, x, y e z sao coordenadas homogéneas.
Vamos conhecer a pratica que Sylvester desenvolveu para classificar os tipos de
contatos entre duas conicas e o contexto matematico em que a nocao de matriz

surgiu.
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E.4 Secoes conicas

A representacao geométrica das conicas como secoes obtidas a partir da intersecao
de um plano com um cone (ou melhor, uma superficie conica) j& é conhecida. Cada

conica é obtida de acordo com a inclinagao do plano.

Figura E.3: Se¢oes conicas

Considerando o sistema de eixos cartesianos zyz e o vértice do cone na origem
do sistema, sua equacio é a2 + y* = 22

Se cones mais gerais (ainda com vértice na origem) e planos do tipo z = k # 0
sao utilizados, ainda é possivel obter as se¢oes conicas como resultado da intersecao

entre eles. Veja a figura abaixo.

(a) Hipérbole (b) Parébola

Figura E.4: Os gréficos ilustram a intersecao do plano z = 1 com cones nao retos.

A equacao mais geral possivel de um cone em R? é Az? + By? + C2? + Dxy +
Eyz+ Fxz = 0. Isto é, trata-se da mesma equacao dita homogénea que Sylvester

utilizou para representar as conicas.
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Exercicio 1

Uma equagao do tipo f(x,y,z) = 0 é dita homogénea de grau k se, para todo ¢

real, f(tx,ty,tz) = t*f(x,y,2). Verifique que a equacao acima é homogénea de

grau 2.

E.5 A geometria onde retas sao pontos e planos
sao retas

Vemos nos artigos de Sylvester uma mistura de “métodos projetivos”e “métodos
analiticos”na abordagem do problema da classificacao dos tipos de contatos
entre duas cénica@H. Utilizamos os termos “métodos projetivos”’e “métodos
analiticos” porque na metade do século XIX ainda nao era clara a distincao entre as
geometrias projetiva e analitica, como se d4 nos dias de hoje.

Entenderemos o significado de representar conicas por meio de equagoes ho-
mogéneas de grau 2 com trés variaveis e apresentaremos alguns conceitos da geome-
tria projetiva de um ponto de vista atual.

Imagine “um olho” na origem de R?® olhando para uma tela fixa, faca corres-
ponder a cada ponto da tela um raio de luz partindo deste ponto e atravessando o
olho (Figura [E5)). Esta correspondéncia entre pontos na tela e raios de luz através

da origem inspira o conceito atual de ponto projetival:

Um Ponto(ou ponto projetivo) é uma reta em R? que passa através da origem

de R3. O conjunto de tais pontos é denominado plano projetivo real.

A representacao algébrica de pontos projetivos baseia-se na ideia de que cada
reta que passa através da origem em R?® é unicamente determinada por um ponto
Euclidiano (a,b,c) # (0,0,0). Logo, este mesmo ponto euclidiano determina um
Unico Pontmé (isto é, um ponto projetivo). Vamos representar tal reta pela expressao

[a, b, c] e nos referiremos a ela como as coordenadas homogéneas do Ponto P.

"Por métodos projetivos podemos citar como exemplo a utilizacdo de coordenadas homogéneas.
Um exemplo de método analitico é a representacao das conicas por equagoes.

8Para as definicdes nesta secdo, nos baseamos em (BRANNAN; ESPLEN; GRAY], [1998)

9Utilizaremos o termo Ponto com a primeira letra maiiscula para designar pontos projetivos,
diferenciando-os de pontos euclidianos.
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Figura E.5: Pontos na tela e raios de luz através da origem.

Note que a representacao acima nao é tnica. Por exemplo, o Ponto com coor-
denadas homogéneas [2,4, 6] consiste em uma reta passando pelos pontos (0,0, 0)
e (2,4,6). Mas a mesma reta também passa pelos pontos (1,2,3) e (—1, -2, —3),
de modo que também poderiamos utilizar as coordenadas homogéneas [1,2,3] e

[—1, —2, —3] para representar o mesmo Ponto (veja Figura [E.0]).

z

Ponto

(2,4,6)

(1,2,3)

(~1,-2,-3)

X

Figura E.6: Coordenadas homogéneas.

De um modo geral, se (a,b,c) # (0,0,0) e se XA # 0, entdao o ponto (Aa, \b, Ac)

também pertence a reta que passa pela origem e pelo ponto (a, b, ¢). Assim,

[a, b, c] = [Aa, Ab, Ac], para qualquer A # 0.

E.6 De volta as conicas de Sylvester

Para entendermos como os conceitos acima se relacionam com a representagao que

Sylvester utilizou para as conicas (equagoes homogéneas de grau 2), vamos partir de
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um exemplo. Considere a equacao homogénea x? — yz = 0. A representacao gréfica
desta equacao em R?® é uma superficie conica com vértice na origem.

Considere agora a intersecao desta superficie com o plano z = 1. Para determinar
a intersecao, basta substituir z = 1 na equacao homogénea. O resultado serd a
pardbola 22 — y = 0 (veja a Figura [E4{(b) acima).

No sentido contrério ao que fizemos acima, partindo da pardbola {(z,y, 2); z* —
y =0,z = 1}, contida no plano z = 1, como obter a sua representagdo em coorde-
nadas homogéneas (isto é, a equagao da superficie conica)?

Se o Ponto [2/,y/, 2'] pertence ao cone, ele “atravessa’o plano z = 1 no ponto

(a'/2',y' /7', 1). Veja Figura [E.7]

Figura E.7: Tlustracao de um Ponto pertencente ao cone e o ponto correspondente
no plano z = 1.

Se este ponto pertence a parabola contida em z = 1, entao:
=Y os@p -y =07 20

Note que ficaram de fora os Pontos [/, 1/, 0]. Para “completar”o cone, precisamos
inclui-los. Perceba ainda que tais Pontos sao retas passando pela origem, paralelas
ao plano z = 1, portanto nao intersectarao este plano. Tais retas sao chamadas de
Pontos ideai do plano z = 1. No exemplo em questao, fazendo z’ = 0 teremos
' =0, entdo o Ponto (ideal) da forma [0, y’, 0] deve ser incluido.

A figura assim determinada (incluindo os Pontos ideais) é denominada como

conica projetiva.

100s Pontos ideais sdo considerados pontos no infinto, na geometria projetiva.
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Uma conica projetiva (contida ao plano projetivo real) é um conjunto de
Pontos cujas coordenadas homogéneas satisfazem uma equagao de segundo grau

da forma Az? + Bay + Cy? + Faz + Gyz + Hz? = 0.

Exercicio 2

a) Verifique se os Pontos [—4,8,2] e [1,1, 3] satisfazem a equagdo homogénea

22 —yz=0.

b) Determine as coordenadas homogéneas da forma [a,b,1] para o Ponto

[—4,8,2].

Lembrando que o grafico da equacio acima é um cone em R? e uma vez fixado
o plano de intersegdo (no nosso caso, z = 1), podemos associar a representacao
em coordenadas cartesianas de uma conica a sua representacao em coordenadas

homogéneas (e vice-versa) de forma tnica.

Exercicio 3

Dadas as equagoes homogéneas abaixo, obtenha a representacao das conicas em

coordenadas cartesianas.

a) 2 +y? = 2%

b) 222 +y? — 4xz + 2yz = 0.

E.7 A classificacao dos tipos de contatos entre
duas conicas

A prética de Sylvester tinha como ponto de partida o estudo da multiplicidade das
raizes da equacao obtida igualando o determinante de U + AV a zero, U e V eram
as conicas cujos contatos estavam sendo investigados. Na notacao de Sylvester:
U + AV) =0.

Porém, isso nao foi suficiente para dar conta de todos os tipos de contatos.
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e Considerando U : az® + by? + cz? + 2dwy + 2exz + 2fyz =0 e
V: Ax? + By? + C2* + 2Dxy + 2Ex2 + 2Fyz = 0,

U4V = (a+AA) 2>+ (b+AB)y*+(c+AO) 22 4+2(d4+AD)xy+2(e+ AE) 2 2+2(f+AF )y 2

a+AA d+AD e+ \E
OU+AV)=|d+AD b+AB f+\F
e+ AE f+AF c+\C

e Os pontos de intersecao de duas conicas U e V' sao as solugoes do sistema

U :azx?+by? + c2? + 2dzy + 2exz + 2fyz = 0
Vi Az? + By? + C2? + 2Day + 2E22 + 2Fyz =0

A equacao U + AV = 0 representa a familia de conicas que passam pelos

mesmos pontos de intersecao de U e V.

e O determinante de U + AV igual a zero resulta em uma equacao polinomial

de grau 3 em .

e U + AV serd uma conica degenerada quando \ for uma das raizes dessa

equacao.

Exercicio 4

Analise as possibilidades para as multiplicidades das raizes de |U + AV| = 0 e

compare com a quantidade de tipos de contatos.

Veremos que quando as trés raizes sao distintas, as conicas possuem quatro
pontos de intersecao distintos, isto é, nao ha contato.
Dentro deste quadro geométrico, Sylvester introduz o conceito de “determinan-

tes menores” em uma memoéria de 1850:

Extrato I:

Imagine qualquer determinante colocado sob a forma de um arranjo or-

denado quadrado de termos. Este quadrado pode ser considerado como
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divisivel em linhas e colunas. Agora suponha que qualquer linha e qual-
quer coluna possa ser eliminada, nés obtemos desta forma um quadrado,
um termo a menos em largura e em profundidade que o quadrado original;
e por variar em qualquer maneira possivel a selecio da linha e da coluna
excluidos, ndés obtemos, suponha que o quadrado original possua n linhas e
n colunas, n? quadrados menores, cada um dos quais representara o que eu
denomino um Primeiro Determinante Menor relativo ao determinante
principal ou completo. Agora suponha que duas linhas e duas colunas sejam
eliminadas do quadrado original, nds obtemos um sistema de {"("2*1) }2 qua-
drados (...) Estes constituem o que eu chamo de um sistema de Segundos
Determinantes Menores; e assim, em geral, nés podemos formar um
sistema de r-ésimos determinantes menores pela exclusao de r linhas e r
colunas, e um tal sistema, em geral, contera
nn—1)...(n—r+1)°
{ 1.2...r }
determinantes distintos. (SYLVESTERI [1850b, p. 147)(Nossa tradugdo e

destaques em negrito).

No mesmo artigo, propriedades sobre os determinantes menores foram enuncia-
das e, em seguida, aplicadas para classificar o tipo de contato entre duas conicas.
A pratica desenvolvida por Sylvester consistia em comparar os fatores comuns no
desenvolvimento polinomial do determinante completo |U + V| e nos primeiros
determinantes menores .

Resumimos a estratégia de Sylvester na tabela abaixo:

10O que Sylvester denomina como “os primeiros determinantes menores”é definido nos livros de
Algebra Linear modernos como determinantes menores (ou apenas menores) de ordem n — 1, no
caso de uma matriz quadrada de ordem n. Se n = 3, os primeiros determinantes menores serao os
determinantes de ordem 2 que podem ser formados. Se n = 4, serado os determinantes menores de
ordem 3 que podem ser formados.
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Tipo de contato | Determinante completo | Fatores comuns
Nao hé contatos | D= (A—a)(A—=b)(A—¢) 1
Contato simples D=(\—a)*A=0b) 1
Contato préximo D=(\—a) 1
Contato diploidal D=(\-a)’ (A-0) (A —a)

Contato confluente D=(\-a)? (A—a)

Vamos propor um entendimento da pratica de Sylvester através de exemplos em

que U e V sao conicas nao-degeneradas.

Exercicio 5

Siga o roteiro abaixo para classificar o tipo de contato (se houver) entre as conicas:

U:202 =1 4+322=0 e V:a®+9y*—322=0.

Roteiro:
i) Monte o determinante |U + AV| e determine as raizes de |U + A\V| = 0.
ii) Se necessario, calcule os primeiros determinantes menores.

iii) Caso tenha feito o item acima, verifique se hé fatores comuns entre o determi-

nante completo e os primeiros determinantes menores.
iv) Consulte a tabela acima para classificar o tipo de contato (se houver).
v) Determine a equagao em coordenadas cartesianas das conicas U e V.

vi) Determine os pontos de interse¢ao (reais ou complexos) de U e V' e confirme

0 que voceé encontrou com o resultado acima.
vii) Utilize um programa de computador para tragar os graficos U e de V.

viii) A partir da equacao em coordenadas homogéneas de U + AV = 0: Substitua
cada uma das raizes encontradas no item i), passe a equacao para a forma
cartesiana e visualize o grafico das conicas encontradas para cada raiz A
juntamente com os graficos de U e V. Descreva as conicas encontradas neste

item para cada uma das raizes.
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Exercicio 6

Utilize o método de Sylvester para classificar os tipos de contatos (se houver) das

conicas:

U:a?+y* +22=0 e V:222 —y*> —daz=0.

Exercicio 7

Utilize o0 método de Sylvester para classificar os tipos de contatos (se houver) das
conicas:

U:a?+9y>—42°=0 e V:iz?—y>—22=0.

Sylvester estendeu o método acima para investigar as intersecoes entre
quadricas (equagoes homogéneas de grau 2 a quatro variaveis) e, de forma mais
geral, entre duas formas quadriticas (n varidveis). A generalizacdo da técnica

de extracao de sistemas de determinantes menores foi baseada em uma tabela

retangular a qual Sylvester denominou matriz (BRECHENMACHERI 2006D, p. 14):

Extrato II:

(...) nds devemos comegar, ndo com um quadrado, mas com um
arranjo retangular de termos consistindo, suponha, de m linhas e n
colunas. Isto n3o representara em si mesmo um determinante, mas,
uma Matriz da qual podemos formar varios sistemas de determinantes
por fixar um nimero p, e selecionar quaisquer p linhas e p colunas, os

quadrados correspondendo ao que pode ser chamado de determinantes de

p-ésima ordem. (SYLVESTER, [1850b) p. 150) (Nossa tradugdo e destaque.)

Extrato III:

Eu defini, em um artigo anterior, uma “Matriz’como um arranjo
retangular de termos, dos quais diferentes sistemas de determinantes podem
ser gerados, a partir do ventre de uma mae comum (...) (SYLVESTER
[1851b) p. 247) (Nossa tradugio)
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Extrato IV:

(...) a teoria das fungBes quadraticas se mistura a uma teoria mais
ampla de fun¢bes bindrias, consistindo da soma de muiltiplos de produtos
bindrios formados por combinar cada um do conjunto de quantidades x, y
e z ...com cada um do mesmo nimero de quantidades do conjunto 2/, ¥/
e Z/ ... Por exemplo,

arx’' + bry' + cxz
+a/yx/+b/yy/+clyzl
+a//2x/ _"_ b//zy/ _"_ C//ZZ/

seria uma funcdo bindria e seu determinante (ndo mais, como em uma fun¢io

quadratica, simétrico sobre dua diagonal) corresponderia a matriz quadrada

a b ¢
a b Jd .
a/// b// C//

(SYLVESTER| 18513, p. 222) (Nossa tradugéo)
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E.8 Atividades

Questao 1: Faca um resumo descrevendo como Sylvester classifica os tipos de

contatos entre duas conicas U e V.

Questao 2: Sylvester utiliza varios conceitos/ferramentas matematicas na pratica
elaborada por ele para resolver o problema da classificacao dos tipos de contatos
entre duas conicas.

Para entender o papel de cada um deles na sua pesquisa, vamos identificar quais
desempenham o papel de induzir novo conhecimento (objeto(s) de investigagao) e
quais ajudam a fornecer as respostas do problema colocado (técnicas). O objeto
de investigacao de Sylvester é: a classificagao dos tipos de contatos entre duas
conicas. Liste todos os conceitos/ferramentas matematicas que constituem as

técnicas utilizadas por Sylvester, de acordo com o texto.

Questao 3: Descreva a diferenca entre como Sylvester utilizava determinantes
neste episddio da pesquisa sobre matrizes e como nods utilizamos nos dias de hoje.

Veja o extrato IV.

Questao 4: Explique o que é um primeiro determinante menor de acordo
com a definicao apresentada por Sylvester no Extrato I. O que é um segundo
determinante menor? E um r-ésimo determinante menor?

Questao 5: Por que Sylvester precisou introduzir os determinantes menores?

Questao 6: Baseando-se nos Extratos II, III, explique o que era uma matriz e

qual o papel desta nocao para Sylvester.

Questao 7: Compare a definicao de matriz apresentada no Extrato II com a

definicao atual. Aponte pelo menos uma semelhanca e pelo menos uma diferenca.
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Apendice F
Roteiro Cayley

Cayley e o calculo simbdlico com matrize
Aline BernardesH
F.1 Introducao

O matemaéatico Arthur Cayley introduziu a nogao de matriz em uma memoria in-
titulada “Remarques sur la notation des functions algébriques” (CAYLEY], 1855])
(Observagoes sobre a notagao de fungoes algébricas). Nesta memdria, ele apresen-
tou uma notacao para as matrizes como sendo pratica para representar sistemas
lineares e formas quadraticas e definiu a composicao de matrizes.

Em 1858, Cayley publica no Philosophical Transactions of the Royal Society
of London outra meméria intitulada “A Memoir on the Theory of Matrices’ (Uma
Meméria sobre a Teoria das Matrizes) (CAYLEY], 1858)). Neste texto, as operagoes
com as matrizes sao estabelecidas(adi¢ao e multiplicagdo por uma quantidade sim-
ples, além da multiplicagdo com matrizes) e propriedades das operagoes sdo enunci-

adas.

I'Material elaborado para o estudo piloto realizado em maio de 2014, como parte da pesquisa
de doutorado.

2Doutoranda no Programa de Engenharia de Sistemas e Computacao (PESC) da COPPE e
docente da
UNIRIO.
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F.2 O matematico da vez

Arthur Cayley (1821-1895) também foi
um mateméatico inglés, nasceu em Ri-
chmond, Londres. Passou os primeiros
sete anos de sua vida em St. Peters-

burg, onde seu pai era um comerciante

bem sucedido e onde aprendeu o idioma
frances. Arthur Cayley

Em 1842, Cayley obteve o titulo de Senior Wrangler, termos que designavam a
melhor colocagao nos exames do Mathematical Tripos, no Trinity College Cambridge.

Sem a indicacao para um cargo de professor de matematica em uma universidade,
Cayley se dedicou a lei como advogado durante cerca de 14 anos. Paralelamente,
manteve a sua dedicacao a pesquisa. Em 1863, foi eleito para a posicao de ”Sadleirian
Professor” de Matemética Pura da Universidade de Cambridge (o primeiro a assumir
essa posigao), cadeira que ele manteve pelo resto de sua vida.

Cayley também esteve nos Estados Unidos, por um periodo de seis meses em
1882, atendendo a um convite para ministrar um curso na Johns Hopkins Univer-
sity, em Baltimore, onde Sylvester era professor. Eles tiveram estreitas relagoes de
amizade e desenvolveram trabalhos em colaboragao. Nas memorias de Sylvester,
citadas no roteiro anterior, encontram-se algumas mengoes a Cayley reconhecendo
a sua contribuicaad.

Ele recebeu algumas honras em reconhecimento a sua pesquisa como a Royal
Medal em 1859, a Copley Medal em 1882, a De Morgan Medal em 1884.

As suas publicacoes estao reunidas em 13 volumes nos The collected mathema-
tical papers of Arthur Cayley], elas versam sobre temas em geometria analitica,
transformacoes lineares, matrizes, determinantes, teoria dos invariantes, teoria das

equacoes, calculo, funcoes homogéneas, equacoes diferenciais, teoria dos grupos, etc.

3As informacoes apresentadas sobre a biografia de Cayley foram, principalmente, baseadas
em [I895). Andrew R. Forsyth foi o sucessor de Cayley na cadeira de Professor de
Matematica Pura de Cambridge e foi o editor da coletania de artigos de Cayley.

4Todos eles podem ser acessados na biblioteca digital (http://archive.org/index.php)
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F.3 A memoria de 1858

Apresentamos a seguir uma tradugao de algumas paginas da memoria de 1858.
Faca uma leitura geral desta traducao e marque os termos ou as ideias que voce

nao entendeu. Siga entao fazendo as atividades propostas na proxima secao.

A Memoir on the Theory of Matrices. By ARTHUR CAYLEY, 1858.
O termo matriz pode ser usado em um sentido mais geral, mas nesta memdria eu
considero somente matrizes quadradas e retangulares, e o termo matriz sem qualificacdo
deve ser interpretado como uma matriz quadrada; neste sentido restrito, um conjunto

de quantidades arranjadas na forma de um quadrado,

a,b,c )
a, b,
a'H’ 5”‘3 E}'"

é dito ser uma matriz. A nocao de matriz surge naturalmente a partir de uma notacao

abreviada para um conjunto de equacoes lineares, viz. as equagdes

X=ax +by ¢z,
Y =da +by +c7z,
7 =ad"zs+V'y+ "z,

podem ser mais simplesmente representadas por

(XY, Z)=(a,b,c Xauz2)
a, b, d
a3,

e a consideracdo de um tal sistema conduz as nocdes mais fundamentais na teoria
das matrizes. Serd visto que as matrizes (somente aquelas de mesma ordem) se
comportam como quantidades simples; elas podem ser adicionadas, multiplicadas ou
compostas, &c.: a lei da adicao das matrizes é precisamente similar aquela de adicdo das
quantidades algébricas ordindrias; em considera¢do a multiplicacdo (ou composi¢do),
existe uma peculiaridade de que as matrizes ndo sdo, em geral, permutaveis; entretando,
é possivel formar poténcias (positivas, ou negativas, inteiras ou fraciondrias) de uma
matriz, e assim chegar a nocao de uma funcdo racional e uma fungao inteira de uma
matriz ou, geralmente, de qualquer funcao algébrica de uma matriz. Eu obtenho

um teorema notdvel de que qualquer matriz satisfaz uma equagdo algébrica de sua
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prépria ordem, o coeficiente da mais alta poténcia sendo a unidade, e aqueles de outras
poténcias sendo funcdes dos termos da matriz, o ultimo coeficiente sendo, de fato, o
determinante; a regra para a formacao desta equagao pode ser enunciada na seguinte
forma condensada, a qual serd inteligivel depois de uma leitura da memdria, viz. o
determinante, formado pela matriz diminuida pela matriz considerada como sendo uma
quantidade simples envolvendo a matriz unidade, sera igual a zero. O teorema mostra
que cada fung3o racional e inteira (ou, até mesmo, uma fungdo racional) de uma matriz
pode ser considerada como uma fung¢do racional e inteira, cujo grau é no maximo
igual ao da matriz menos a unidade; isto mostra em um certo sentido, que o mesmo
[o resultado do teorema] é viélido para qualquer fungdo algébrica, qualquer que seja a
matriz. Uma das aplicagdes do teorema é encontrar a expressao geral das matrizes
que comutam com uma matriz dada. A teoria das matrizes retangulares parece muito
menos importante do que a das matrizes quadradas, e eu nao me aprofundo mais do
que mostrar como algumas das nogdes aplicaveis a aquelas [as matrizes quadradas]

podem ser estendidas para matrizes retangulares.

1. Por concisao, as matrizes abaixo serdo, em geral, de ordem 3, mas deve ser entendido
que defini¢des, justificativas e conclusdes se aplicam a matrizes de qualquer grau.

E sempre que duas ou mais matrizes estiverem relacionadas, elas serdao de mesma ordem.

2. A notacao
ﬂ a,b,e Yo, u,2)

I J
a,l, e

i i
‘arl, B, ¢ |

representa o conjunto de funcgdes lineares

((a,b,c)(x,y,2), (a",b',)(x,y.2), (a",b",c")(x.y,2)),

tal que chamando estes de (X,Y, Z), nés temos
(X, Y,Z)=(a,b,c Yoz
a, ¥V, d

| a_rr, g‘u, err

e, como observado acima, esta férmula conduz as no¢des mais fundamentais da teoria.
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3. As quantidades (X,Y,Z) serdo identicamente [igual a] zero, se todos os termos da

matriz sdo [iguais a] zero, e nés podemos dizer que
(0,0,0)
‘ 0,0,0]
10, 0,0

€ a matriz zero.

Novamente, (X,Y,Z) serd identicamente igual a (x,y,z), se a matriz é
(} 1, 0,0)
10,1, 0 ‘
10, 0,1

e esta é dita ser a matriz unidade. Nés podemos, é claro, quando for necessario, dizer,
a matriz zero ou (como pode ser o caso) a matriz unidade de uma tal ordem. A matriz

zero pode, na maior parte, ser representada simplesmente por 0 e a matriz unidade por 1.

4. As equacoes
(X.| Y, ZJ=( a,b,¢ &€, U, Z), (X'J'.I Y/, Zr)=( o, B T 4 I"rs u, z}
d, ¥, d o, B, ¢
i G}IT 6"’ {}H aH, ﬁU’ y"

dao

X+X,Y+Y, 24+ Z)=(a +a, b +B, c +7 a7, 2)
EI«'+JZ", f)'+ﬁ', 0’—|—7; I
'13”*1—!2", y!_i_ﬂir, {.‘"-i-y” :

e isto conduz a
(a-|-o:,,31-H3,t:+gr )-_- @, b, ¢ +(.—x,ﬁ,y}

‘Gr-’rw'l, b’—l—ﬁ', 6;+:,r t ar_! !7)', ¢ m', ﬁ’, .};

| a -l-a”, ! +ﬁ”s o +:/r | g‘rr, 5::, o arr, ,G"'., o

como a regra para a adicao de matrizes; aquela para subtracao é, claro, similar a ela.

8. A equacio

(XY, Z)=(I a, b, c Ymx, my, mz)
d, ¥, |
a.'l" 5”" cl'l' |

escrita sob as formas
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XY, Z)=m( a, b, c Yy, 2)=( ma, mb, me Ya,y,z)
a, ¥, ¢ ‘ ma' , mb', mc
oy W | ma’, mb", mc’
da
m(_a,b,c): ma , mb, me )
.a',b’,d [ ma , mb', md
a”, 6‘“, ¢ m@”, -m&", me"

como regra para multiplicacdo de uma matriz por uma quantidade simples.

O

multiplicador m pode ser escrito antes ou depois da matriz e a operagdo é, portanto, co-

mutativa. Nés temos, é claro, m(L+M) = mL+mM, ou [seja] a operagdo é distributiva.

10. Nos temos, em particular,

m( 1,0, 0 )=

(M R
0, 0, 1

ou trocando a matriz no lado esquerdo pela

m=( m,
0,
0,

T, U,O)a
0, m, 0|
0, O,ml

unidade, nés podemos escrever
0, 0 ),
0

0, m

m,

A matriz no lado direito é dita ser a quantidade simples m considerada como envolvendo

a matriz unidade.

11. As equacoes

(X1 Y’ Z)=( T, b s G &, U, z}) (.T, v, z)= &y ﬁ 3 ? IE: 7y Z)a
G’, 5’, c ﬁ!;, .GFs '))
a”’ éﬂ’ G" uH1 ﬁ", 7ﬁ
dao
X, Y,Z)=(A,B,CY&nl)=(a,b,cXo,B,y Xén0),
A.F, Bi, OF af, 6!" GJ a", ﬁf’ Tf
A" B O ', 6”, & m"., ﬁ”, 71!'
e assim, substituindo pela matriz
A,B,C)
A, B, C
A", Bﬂ, {:}”
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seu valor, nés obtemos

((@,b,cYe, "), (a,b,¢YB,B.B"), (a,b,cXy 7’,qﬂ‘)?= a,b,cfe,B,v )
(@, 8, Yo, o, ), (a,¥,¢XB,B,A") (@, ¥,y 7, :z/’)} a, b, c" o, Ly
(a”, 5", crr:l[m’ a’, o )’ (an, 5!:, (-‘"Iﬁ, ﬁ:_’ ﬁ”), ({lﬂ, 5": drIQ"! Q), Tﬂ) . nt.”., 6”= ’]/I

a’H, bH, C”!

como regra para multiplicagdo ou composi¢cao de duas matrizes. E para ser observado,
que a operacao ndo é comutativa; as matrizes componentes podem ser distinguidas
como a primeira ou componente adicional, e a segunda ou a matriz componente
mais proxima, e a regra da composicao é como segue, viz. qualquer linha da matriz
composta é obtida por combinar a linha correspondente da primeira ou da componente

adicional sucessivamente com vdrias colunas da segunda ou componente mais préxima.

21. O teorema geral referido antes sera melhor compreendido por um desenvolvimento

completo de um caso particular. Imagine a matriz

M=(a b ),
| e, d '
e forme o determinante
a—M, & \
¢, d—M

o desenvolvimento da expressao do determinante é
M? — (a + d)M! + (ad — bc)M?;

os valores de M2, M*, M? s3o,

( a*+be , Ya+d) ), (e d), (1,0),
| e(atd), E+be | |eal |0, 1]

e substituindo estes valores o determinante se torna igual a matriz zero, viz. nds temos

a—M, b |=( a+be , Yatd) )—(atd) i @ b Y(ad—bc) (1,0 )
¢ ,d=M| | qatd), @4ic | e, d | 0,1
=( (@+b6)—(a+d)at(ad—be), Ha+d)—(a+d)b Y=( 0, 0),

| o(at-d)—(atd)c , @be—(atd)dtad—be | |0, 0|
isto &,
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¢ ,d=—M
em que a matriz do determinante é
(a b )=M(1,0),
leval  fo1]

isto é, é a matriz original, diminuida pela mesma matriz considerada como uma
quantidade simples envolvendo a matriz unidade. E este é o teorema geral, viz. o
determinante, tendo como matriz uma matriz dada menos a mesma matriz considerada

como uma simples quantidade envolvendo a matriz unidade, é igual a zero.

22. A seguinte representacdo simbdlica do teorema é, eu acho, de valor informar: seja
a matriz M, considerada como uma quantidade simples, representada por M entao,
escrevendo 1 para denotar a matriz unidade, M1 representard a matriz M, conside-
rada como uma quantidade simples envolvendo a matriz unidade. Sobre os mesmos
principios de notacao, ™ representard, ou pode ser considerado como representanto,

simplesmente a matriz M, e o teorema é
Det.(1.M — M.1) = 0.

23. Eu verifiquei o teorema no préximo caso mais simples, de uma matriz de ordem 3,
viz. seja M uma tal matriz, suponha

M=( [1/8 b, c ),

d, e, f
g, hy ©

entao, o determinante derivado desaparece, ou, nés temos

a—M, b e =0,
d , 6e—M, f
q L h , i—M

ou expandindo,

M3 —(a+e+i)M? 4 (ei+ia+ae—fh —cg—bd)M — (aei +bfg+cdh —afh —bdi —ceg) = 0;
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mas eu nao achei necessario realizar o trabalho de uma demonstragdo formal do teorema

no caso geral de uma matriz de qualquer grau [ordem].

26. Como uma ilustracdo, considere a matriz dada

M=(a b ),
|c,d‘

e seja requerido encontrar a matriz L = v/M. Neste caso, M satisfaz a equacio
M? — (a+d)M + ad — bc = 0;

e da mesma maneira se

L=(Ca 8)
753|

entdo L satisfaz a equacao
L> — (a+ 0L + ad — By = 0;

e destas duas equacdes, e a equacio racionalizada L?> = M, deveria ser possivel expressar
L na forma de uma func3o linear de M: de fato, colocando na (ltima equac3o para L2

seu valor (= M), nés encontramos

1

L:
a—+o

M+ (ad — B7)],

que é a expressdo requerida, envolvendo, como deve ser, os coeficientes o+ ¢, ad — By
da equacdo em L. Nao ha dificuldade em completar a solucdo; escreva para abreviar

a+6=X, ad — fy =Y, entdo nés temos

L=( o B)=(a+Y, & ),
5‘ X X |

¥ ¢ d+Y |
A o

e, consequentemente, formando os valores de o + § e ad — [y
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_a—I—d—|—2Y

X
X Y
(@a+Y)(d+Y)—bc
Y = e ,

e colocando também a +d = P, ad — bc = Q, nds encontramos sem dificuldade
X=1/P+2/Q,

Y =/Q,

e os valores de «a, 3,7, sdo conhecidos. O sinal de v/Q é o mesmo em ambas as
férmulas e existem consequentemente em todas as quatro solucdes, isto é, o radical vM
tem quatro valores.

A nogao de matriz passa a ter uma nova identidade com a memoéria de Cayley
em 1858. Uma matriz nao se caracteriza mais como mae dos menores de um deter-

minante mas pelas leis de um célculo simbélico e o enunciado de um teorema notavel

(BRECHENMACHER], 2006h).

F.4 Atividades

Exercicio 1: Aplique a solugdo de Cayley apresentada no item 26 para o

problema de determinar a(s) raiz(es) quadrada(s) da matriz identidade de ordem

2.

Exercicio 2: O método de Cayley fornece todas as solugoes (reais) para o

problema de determinar as raizes de uma matriz?

b

},beR.
0 -1

Experimente elevar ao quadrado a matriz X = [

Exercicio 3: Como voceé resolveria o problema de determinar as raizes quadradas

da matriz identidade de ordem 27 Apresente todas as solugoes para o problema.
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Questao 1: Qual é o objeto de investigacao de Sylvester de acordo com o que voce
viu neste roteiro? Liste as técnicas utilizadas por Cayley na parte da memoria

que voce estudou.

Questao 2: Compare a descricdo de matriz apresentada por Cayley (veja
a primeira pagina da traducdo da memoria) com a definicao atual. Vocé vé

semelhancas? Se sim, quais? Vocé ve diferengas? Se sim, quais?

Questao 3: Fale sobre o modo como Cayley estabelece as regras para as leis
de adicao, de multiplicagao por uma quantidade simples e multiplicacao ou
composicao de duas matrizes. Compare com o modo como os livros didéaticos de

Algebra Linear apresentam as operacoes com matrizes.

Questao 4: Explique o que Cayley quis dizer com “uma matriz considerada como

uma quantidade simples envolvendo a matriz unidade” (veja o item 10 do extrato).

Questao 5:

a) Enuncie, com suas palavras, o “teorema notavel’que Cayley menciona na

primeira pagina da memoria e apresenta nos itens 21, 22 e 23 da memdria.

b) A demonstragao do teorema para matrizes de ordem 2, no item 21, faz uso

do seguinte determinante:

a— M, b
c, d—M

Y

cuja expressao é M? — (a+d)M"' + (ad — bc) MP. Nos dias de hoje, a demons-

tragao de Cayley seria aceita como correta? Explique.

Questao 6: Compare o modo como Sylvester usou determinantes - de acordo
com o primeiro roteiro - e o modo como Cayley usa determinantes - de acordo

com este roteiro.

Questao 7: Para vocé, o que é matriz? O que era matriz para Sylvester? O que

era matriz para Cayley?
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