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Resumo da Dissertação apresentada à COPPE/UFRJ como parte dos requisitos 

necessários para a obtenção do grau de Mestre em Ciências (M.Sc.) 

INFORMAÇ~ES TRADEOFF EM PROBLEMAS DE OTIMIZAÇÃO 

MULTIOB JETIVO 

Jesus Ossian da Cunha Silva 

Abri1/2009 

Orientador: Paulo Roberto Oliveira 

Programa: Engenharia de Sistemas e Computação 

Problemas de otimização multiobjetivo caracterizam-se por terem como solução 

um conjunto de pontos não comparáveis entre si. Caso se deseje unia solução única 

é necessário alguma informação auxiliar que possa ajudar a decidir qual o melhor 

entre os pontos soluções. Essa informação pode ser obtida da própria estrutura do 

problema, seja com auxílio de programas de computadores ou de grupos de pessoas. 

Ela deve ser avaliada por uma pessoa ou grupo que tenham amplos conhecimentos 

do problema de modo que se possa determinar o melhor ponto solução. 

O principal objetivo desse trabalho é o estudo de ferramentas matemáticas e 

metodologias que possam auxiliar no processo de tomada de decisões em problemas 

de otimização multiobjetivo de forma que possamos chegar a uma solução desejável. 

Em otimização os multiplicadores de Karush-Kuhn-Tucker e cones são ferramen- 

tas matemáticas importantes na análise das condições de otimalidade. 
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INFORMATION TRADE-OFF IN MULTIOBJECTIVE OPTIMIZATION 

PROBLEMS 

Jesus Ossian da Cunha Silva 

Apri1/2009 

Advisor: Paulo Roberto Oliveira 

Department: Systems Engineering and Computer Science 

Multiobjective optimization problems are characterized by having as a solution 

set of points not comparable with each other. If a single solution is needed some 

information may help to decide on the best among points solutions. Such information 

can be obtained from the very structure of the problem with the aid of program 

computers or groups of people. This information should be evaluated by a person 

or group who have extensive knowledge of the problem in order to determine the 

best solution point. 

The main objective of this work is the study of mathematical tools and method- 

ologies that can help in decision-making in multiobjective optimization problems, 

so we can reach a desirable solution. 

In optimization of the multiplier Karush-Kuhn-Tucker and cones are important 

mathematical tools in the analysis of the conditions of optimality. 
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Capítulo 1 

Introdução 

Em situações reais, é usual que os modelos matemáticos tenham a função objetivo 

definida não por uma única função, mas por um vetor constituído de várias funções 

conflitantes entre si. Estes modelos são definidos em espaços tipo R', onde temos 

k funqões componentes do vetor definido como objetivo. Eles são denominados 

problemas de otimizaqão multiobjetivo(M0P). 

Outra característica é o fato de não existir uma solução única para os mesmos. 

Além disto, as soluções são dadas por um conjunto onde seus elementos não pos- 

suem relação de ordem completa entre si. Diante dessa situação é preciso algum 

instrumento para estabelecer alguma relação de ordem, de forma que seja possível 

comparar os pontos em questão. Supondo que se queira um único ponto como 

solução, surge assim uma questão: qual é a melhor solução? 

Esse novo problema é denominado problema de tomada de decisões multiobje- 

tivo(MDMP) . Nele necessitamos de informações que possam auxiliar na escolha 

da melhor solução de acordo com algum conceito estabelecido. Nos problemas de 

tomada de decisões multiobjetivo precisamos de alguém para determinar essas in- 

formações, no caso o analista(pessoa ou programa de computador) que será o re- 

sponsável por essa tarefa, em seguida decisões devem ser tomadas por uma pes- 

s o a ( ~ ~  grupo) que será denominado decididor. Nesse trabalho denominaremos essas 

informações de trade-ofl 

Individuos tentam escolher a melhor decisão dentro de um conjunto de alter- 

nativas possíveis. Historicamente, a noção de "me1hor"tem sido definida de modos 

diferentes em diferentes campos. Em economia onde a otimização multiobjetivo 



provavelmente se originou, o "me1hor"refere-se às decisões tomadas por compradores 

e vendedores(micro-economia) e governantes(macro-economia), o qual otimize simul- 

taneamente vários critérios. 

O crescimento dessa área manifestou-se principalmente nos EUA com con- 

tribuições de STADLER, STEUER e muitos outros. Os japoneses têm 

dado uma grande contribuição particularmente no que ser refere aos aspectos 

teóricos(SAWARAG1, NAKAYAMA e TANINO). Outro grupo forte nessa área se 

encontra na Finlândia(KA1SA e MAKELA etc), com interesse em otimização niul- 

tiobjetivo, métodos iterativos, tomada de decisões multicritério e metaheurística. 

No capítulo 2 definimos o problema de otimização multiobjetivo e soluções 

Pareto. Comentamos ainda relações de ordem em espaços tipo R" função utili- 

dade e tomada de decisões multiobjetivo. 

No capitulo 3 definimos dois métodos para resolução de problemas multiobjetivo 

e estabelecemos uma comparação entre o conjunto solução dos mesmos e o conjunto 

solução Pareto ótimo do problema de otimização multiobjetivo. 

No capitulo 4 definimos taxa trade-oflevando em consideração funções, pontos 

viáveis e direções viáveis e depois estabelecemos uma relação entre essas taxas e os 

multiplicadores de Karush-Kuhn-Tucker, o que é de grande utilidade no processo de 

tomada de decisões. 

No capítulo 5 definiremos cones, direções viáveis, cones tangente, cone normal e 

cone de direções trade-off, e os caracterizamos. Relacionaremos cones tangentes e 

cones normais com conjunto Pareto ótimo. O conteúdo de estudo nesse capítulo é 

baseado na teoria de Análise Convexa de ROCKAFELLAR [I]. 



Capítulo 2 

Otimizaçáo Multiobjetivo e 

Tomada de Decisões 

Este capítulo se baseia em MIETTINEN [2] ,HAIMES AND CHANKONG [3] e FER- 

REIRA [4]. Definimos o problema de otimização multiobjetivo e soluções Pareto, 

comentamos sobre relações de ordem em espaços tipo R< função utilidade e tomada 

de decisões multiobjetivo 

Problemas de otimização multiobjetivo caracterizam-se por possuirem a função 

objetivo definida de Rn em R' , onde n >. 1 e k 2 1. 

Denotamos um problema de otimização multiobjetivo(M0P) o seguinte 

Problema 2.1 .[MOP] 

onde temos k funções objetivos fi : Rn -+ R e um conjunto viável S # fl. Denotamos 

x E S C Rn como vetor de decisão, onde os xi componentes são denominados 

variáveis de decisão. 

A imagem do conjunto viável é denotada por Z C R% a definimos como conjunto 

objetivo viável. Os elementos de Z são denominados vetores objetivos e denotados 

por z = f (x) = (fl (x), f2(x), . . . , f k ( ~ ) ) ~ ,  onde cada zi = fi(x) é denominada 

variável objetivo. Assim temos que Z = f (S). 



2.1 Relação de ordem 

Definição 2.1 . U m  conjunto Z é completamente ordenado de acordo com a relação 

de preferência "<"se dados dois elementos z1 e z2  E Z C R' é sempre verdade que 

z1 < z2 OU z2 < z1 com relação a "<"satisfazendo as seguintes propriedades 

1. z1 < 2 ;  

2. z1 5 z2 e z2 5 z3 então z1 1 z3; 

3. z1 1 z2 e z2 < z1 então z1 = z2.  

E m  problemas de otimzzação multiobjetivo temos em, geral a zn,existên,cza de 

soluções ótimas no  sentido usual, isto é, não existe x* E S tal que f ( x * )  < f ( x )  

para todo x E S n B ( x * ;  r ) ,  onde B ( x * ;  r )  := { x  E X : llx* - xII < r } ,  qualquer que 

seja r > 0. 

Abaixo caracterizamos o conjunto S C Rn de acordo com a relação de ordem 

entre seus elementos. 

Definição 2.2 . Para u m  ponto qualquer x* E IRn temos 

Observe que, 

1. R" = S< ( x * )  U S> - ( x * )  U S,(x*), para todo x* E Rn; 

2. S< (x*)  e S> - ( x * )  contém pontos de S que dominam e são dominados por x* de 

acordo com a relaçãov< "; 

3. S,(x*) contém todos os pontos não-comparáveis com relação a x*; 

4. O ponto x* E S candidato a solução desejável deverá ser tal que SnS , (x*)  = 0. 



Otimalidade de Pareto 

No processo de obtenção de solução de problemas de otimização escalar costumamos 

trabalhar no espaço das variáveis de decisão. No caso de problenias de otimização 

multiobjetivo é mais interessante trabalhar no espaço dos objetivos. Uma das razões 

é que o espaço objetivo costuma ter dimensão inferior ao espaço decisão, e além do 

mais, tem-se um maior controle no espaço objetivo ao longo do procedimento de 

obtenção de solução. 

A seguir definiremos o conjunto solução dos problemas de otimização multiobje- 

tivo. 

Definição 2.3 . Dado x* E S ,  temos que x* é u m a  solução Pareto ótimo do Pro- 

blema 2. l ,  se não existe outro x E S tal que f i ( x )  5 fi(x*) para todo i = l, . . . , k 

e no  mz'nimo u m a  das desigualdades é estrita. U m  vetor f ( x * )  é Pareto ótimo se o 

correspondente vetor decisão x* E S é Pareto ótimo. Denote S* o conjunto Pareto 

ótimo. 

Abaixo apresentamos algumas variantes da definição de Pareto ótimo. 

Definição 2.4 . U m  vetor decisão x* E S é Pareto ótimo fraco se não existe owtro 

x E S tal que f i ( x )  < f i (x*) para todo i = 1,. . . , k .  U m  vetor objetivo f ( x * )  é 

Pareto ótimo fraco se o vetor correspondente x* E S é Pareto ótimo fraco. 

Definição 2.5 . U m  vetor decisão x* E S é Pareto ótimo próprio se ele é Pareto 

ótimo e se existe um M > O tal que para cada fi e cada x E S satisfazendo f i ( x )  < 

fi(x*), existe n o  mz'nimo um f j  tal que f j ( x )  > f j ( x * )  e 

para todo i ,  j = 1 , .  . . , k e i f j .  U m  vetor objetivo f ( x * )  é chamado Pareto ótimo 

próprio se o vetor correspondente x* E S é Pareto ótimo próprio. Uma solução 

Pareto ótimo que não é Pareto ótimo próprio é denominada solução Pareto ótimo 

impróprio. 

Exemplo 2.1 Considere o seguinte problema( H A I M E S  A N D  C H A  N K O N G  [3]) 

minimizar ( ( x  - 2)2 + 1, ( x  - 4)2  + 2)  

sujeito a - x 5 O 



Figura 2.1: Pareto ótimo próprio 

Denote f i  = ( x  - 2)' + 1 e f2  = ( x  - 4)2 + 2. Temos  que o conjunto Pareto ótimo 

está definido n o  intervalo [2,4] (Figura 2.1). O ponto x = 2 é um ponto Pareto ót imo 

impróprio já que para algum x = 2 + h,  h > O temos que f2 (x )  < f2(2),  m a s  a taxa 

f 2 b )  - f2(2) 
f d x )  - f l ( 2 )  

+ oo com h\ 0.  

De modo análogo o ponto x = 4 é t ambém Pareto ótimo impróprio enquanto os 

pontos n o  intervalo (2 ,4 )  são Pareto ót imo próprio. 

Otimalidade de Pareto pode também ser definida em uma vizinhança B(x* ;  r )  

de x*, onde r > 0. 

Definição 2.6 . Um vetor decisão x* E S é Pareto ótimo local se existe r > O tal 

que x* é Pareto ó t imo e m  S í l  B ( x * ;  r ) .  

Em problemas de otimização objetivo escalar, não há, em geral, soluções globais, 

e a condição usual para a existência de tais soluções é a convexidade. Também aqui 

necessitamos desta hipótese. 

Dizemos que um problema de otimização nlultiobjetivo é convexo se S é um 

conjunto convexo e todas as f j ,  j = 1 , .  . . , k  são funções convexas. O resultado a 

seguir foi retirado de MIETTINEN [2] 



Teorema 2.1 . S e  o problema de otimização multiobjetivo é convexo então toda 

solução de Pareto ótimo local é também Pareto ótimo global. 

Prova 2.1 . Seja x* E S Pareto ótimo local. Ass im existe algum r > O e u m a  

vizinhança B ( x * ;  r )  de x*,  tal que existe um x E S n B ( x * ;  r )  para o qual não se t e m  

f i (x)  5 f i (x*)  para todo i = 1 ,  . . . , k ,  e para n o  m h i m o  um indice j ,  f j ( x )  < f j  ( x * ) .  

Assuma que x* não é Pareto ótimo global. Neste caso existe algum outro vetor 

x0 E S tal que 

f i ( x O )  5 fi(x*) para todo i = 1,. . . , k ,  e (2.1) 

f j ( x O )  < f j ( x * )  para algum j. (2.2) 

Tome a = pxO + ( 1  - P)x* onde O < ,8 < i, tal que I(: E B ( x * ;  r ) .  Pela convexidade 

de S temos que 3 E S .  

Pela convexidade das funções e equação 2.1 temos 

para todo i = 1 , .  . . , k .  Devido a x* ser Pareto ótimo local e 3 E B ( x * ;  r ) ,  temos que 

fi(I(:) = f i (x*)  para todo i .  

A equação 2.3 e f i (3)  = f i (x*) para todo i implica e m  f i(x*) 5 P f i (xO)  + ( 1  - 

P )  fi(x*) para todo i = 1 , .  . . , k .  

Usando o fato de P > O obtemos que f i (x*)  I f i ( xo )  para todo i. Na  equação 

2.2 temos f j ( x * )  > f j ( x o )  para algum j ,  ou seja, temos u m a  contradição. Logo x* é 

Pareto ótimo global. 

2.3 Função Utilidade 

Na seção 2.1 definimos relações de ordem em um subconjunto do Rk. E possível 

estabelecer uma ordem de preferência entre os elementos de um subconjunto Z C R" 

utilizando o conceito de função utilidade. 



Definição 2.7 . Uma função U : R" t que representa u m a  ordem de preferência 

entre os vetores objetivos é denominada função utilidade. 

Sejam dados z1 e z2 E Z dois diferentes vetores objetivos. Se ao aplicamos U em Z 

tal que U(xl) > U ( z 2 ) ,  então temos uma ordem de preferência onde z1 é preferível 

a z2. Se U(zl) = U(z2), então a escolha entre z1 e z2 é indiferente. 

2.4 Tomada de decisão 

Todo ponto Pareto ótimo é uma solução aceitável para o problema de otimização 

multiobjetivo. Sabemos também que cada uma das variáveis objetivos pode ser 

satisfeita por diferentes vetores decisão e sem uma relação de ordem bem definida. 

O objetivo agora passa a ser a escolha de um ponto entre os vários pertencentes 

ao conjunto Pareto ótimo, o problema MDMP-Problema de Tomada de Decições 

Multiobjetivo . 

Resolver o MDMP é encontrar um ponto x* Pareto ótimo, tal que x* seja pre- 

ferência do decididor. 

Seguindo a abordagem utilizada em HAIMES AND CHANKONG [5] o processo 

solução do MDMP deve seguir três fases: 

1. Gerar o conjunto solução(Pareto ótimo); 

2. Obter uma informação significativa para tomada de decisão; 

3. Usar a informação obtida na fase (2) para a seleção de uma solução final 

baseada em um critério de preferência. 

No processo de solução dos problemas de tomada de decisões nlultiobjetivo ne- 

cessitamos de um decididor e um analista. O decididor é a pessoa(ou grupo) que 

necessita ter conhecimento profundo do problema e que pode expressar uma pre- 

ferência entre as soluções. Ele é o responsável pela solução final. 

O analista pode ser uma pessoa(ou grupo) ou um programa de computador, 

responsável pela parte matemática do processo. O analista gera a informação a ser 

utilizada pelo decididor na seleção da melhor solução de acordo com sua preferência. 

Assim temos que o processo de tomada de decisões se dá através de uma cooperação 

entre decididor e analista. 



No processo citado acima a fase (2) é realizada pelo analista ou programa de 

computador e a fase (3) é realizada pelo decididor. 

Estaremos interessados apenas nas fases (1) e (2), sendo nosso foco principal as 

informações que podem ser geradas para ajudar ao decididor a escolher a melhor 

solução Pareto ótimo do problema de otimização multiobjetivo. Denominamos essas 

informações como "informações trade-offs" . 

2.5 Um exemplo 

Analisemos o exemplo abaixo com duas funções definidas no veior objetivo, ou seja, 

um vetor bi-objetivo. Trata-se de uma adaptação de exemplos de HAIMES AND 

CHANKONG [3]. 

minimizar {a, (x - 2)2) 

sujeito a x 2 0, x E R 

Uma variável decisão x E [O, 21 é solução Pareto ótimo do problema, já que 

neste intervalo quando fl(x) = x cresce, f2(x) = (x - 2)2 decresce (Figura 2.2). 

Temos que o conjunto Pareto ótimo no espaço decisão é determinado pelo conjunto 

{x I x E R, O 5 x < 2) e o conjunto Pareto ótimo no espaço objetivo é determinado 

pelo conjunto { f ( f = (fl, f2), f2 = (fl - 2)2, O <_ fi 5 2). Temos que o conjunto 

Pareto ótimo no espaço objetivo traça a curva f2 = f2(  fi), onde f2() é uma função 

estritamente decrescente de fl. Temos ainda que --- df2(f1) deve ser negativa em todo 
df 1 

ponto no conjunto Pareto ótimo no espaço objetivo, devido a um decréscimo em 

um objetivo poder ser alcançado somente com um acréscimo em outro objetivo. 

A quantidade - df2(f1) reflete a taxa trade-ofi Para o problema com mais de dois 
df i 

objetivos(prob1ema de minimização), o conjunto Pareto ótimo no espaço objetivo 
af k deve ser uma hipersuperfície na fronteira de Z com a propriedade - < O para no 
afj 

mínimo um par de 1 5 j # k 5 m. 



eixo x 

Figura 2.2: Pareto ótimo em S 

Figura 2.3: Pareto ótimo em Z 

Pareto ótimo em Z 
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2.6 Classificação dos métodos 

5 : -  .z 
3 

Métodos de otimização multiobjetivo podem ser classificados de vários modos, de 

acordo com diferentes critérios. HWANG e MASUD [6] classificam os métodos de 

acordo com a participação do decididor no processo solução. 
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Método não-preferência. A opinião do decididor não é levada em consideração 

no processo. O problema de otimização multiobjetivo é resolvido usando algum 

método relativamente simples e a solução obtida é apresentada ao decididor. O 

decididor pode aceitar ou rejeitar a solução. Essa classe de métodos é adequada 

para situações onde o decididor não tem expectativas sobre a solução e fica 

satisfeito com alguma solução ótima. A ordem de trabalho nessa classe de 

métodos se dá só pelo analista. 

Método a posteriori. Após o conjunto Pareto ótimo ou parte dele ser gerado, ele 
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é apresentado ao decididor, que estabelecerá uma preferência entre as soluções. 

A desvantagem nessa classe de método é que o processo de geração de soluções 

é usualmente de alto custo computacional. Por outro lado é solicitado ao 

decididor seleção sobre um amplo conjunto de alternativas. Uma importante 

questão é como apresentar as alternativas ao decididor de um modo efetivo. 

A sequência do trabalho aqui se dá através de analista, decididor. 

Método a priori. Nessa classe de método o decididor deve especificar sua pre- 

ferência, expectativas e opinião antes do processo solução. A dificuldade é que 

o decididor não necessariamente conhece de antemão o que é possível atingir 

no problema e o quão realistas são suas expectativas. A sequência do processo 

segue a ordem: decididor, analista. 

Método interativo. Nessa classe assume-se que o decididor possui capacidade 

para cooperação. Nela é possível se gerar e avaliar parte do conjunto Pareto 

ótimo, e o decididor pode especificar e corrigir suas preferências e seleção em 

um processo contínuo. Durante esse processo o decididor toma um melhor 

conhecimento do problema e o mesmo não precisa conhecer alguma estrutura 

de preferência global. Em adição, o decididor pode assumir que possui uma 

maior confiança na solução final já que está inteiramente envolvido em todo 

processo de solução. 

O decididor deve trabalhar junto com o analista ou interagir com um software 

computacional. Podemos dizer que o analista procura determinar a estrutura 

de preferência ao decididor de um modo interativo. Após diversas interações, 

alguma informação é fornecida para o decididor e ele é convidado a responder 

algumas perguntas ou fornecer algum outro tipo de informação. O trabalho 

no método interativo segue a sequência analista, decididor, analista, decididor, 

. . ., analista, decididor, analista, . . .. Após um número razoável e finito de it- 

erações, cada iteração do método deverá produzir uma solução satisfatória ao 

decididor onde este deve estar convicto de que não existem soluções consider- 

avelmente melhores. Os passos básicos no algoritmo interativo são: 

1. encontrar a solução viável inicial, 

2. interação com o decididor, e 



3. obter uma nova solução ou um novo conjunto de novas soluções. Se a 

nova solução ou uma das soluções anteriores é aceitável ao decididor, o 

processo para. Caso contrário, volta-se para o passo 2). 

Um tipo de problema a ser resolvido no momento de conceber um método 

interativo é qual tipo de dado deve ser usado na interação com o decididor. 

Ele deve ser significativo e fácil para o decididor compreender. Por outro lado 

os dados fornecidos para o decididor devem ser obtidos de forma fácil pelo 

analista e conter informações sobre o sistema. Excesso de informações não 

devem ser utilizadas e as obtidas a partir do decididor devem ser utilizadas 

de forma eficiente. Para garantir o maior benefício possível obtido a partir do 

método interativo, o decididor tem que encontrar o método válido e aceitável, 

e ele deve ser capaz de utilizá-lo de forma correta. 



Capítulo 3 

Geração do conjunto solução 

Este capítulo baseia-se nos trabalhos HAIMES AND CHANKONG [5], 

MIETTINEN[2] e HAIMES AND CHANKONG [3]. Nele definimos dois métodos 

para resolução de problemas multiobjetivo e estabelecemos uma comparação entre 

o conjunto solução dos mesmos e o conjunto solução Pareto ótimo do problema de 

otimização multiob j etivo 

Em otimização multiobjetivo utilizam-se métodos de escalarização ou de apro- 

xinlação durante o processo solução. Estaremos interessados apenas em métodos de 

escalarização. Para detalhes sobre métodos de aproximações veja MIETTINEN[2]. 

Em métodos de escalarização a idéia é transformar o problema de otimização multi- 

objetivo em um problema de otimização escalar, o qual possui métodos de resolução 

bem desenvolvidos. Neste capítulo realizaremos um estudo sobre o método de pon- 

deração e o método e-restrição, assim como relacionamos o conjunto solução dos 

mesmos com o conjunto Pareto ótimo do MOP. 

3.1 Método de ponderação 

No método de ponderação associamos a cada componente da função objetivo um 

coeficiente peso e minimizamos a soma dos objetivos ponderados. Suponha os coefi- 
Ic 

cientes de ponderação vi E R tal que q > O para todo i = 1, . . . , k onde wi = 1. 
i=l 

Assim temos que o problema de otimização multiobjetivo(Prob1ema 2.1) transforma- 

se no seguinte 



Problema 3.1 .[Problema de ponderação] 

minimizar c wi fi ( x )  

sujeito a x E S, 

Em seguida caracterizamos as relações entre as soluções do problema de pon- 

deração e as soluções Pareto do problema de otimização multiobjetivo. Servi- 

rain como fonte para os iesultados abaixo, HAIMES AND CHANKONG [5] e 

MIETTINEN [2]. 

Teorema 3.1 . A solução do problema de ponderação é Pareto ótimo fraco. 

Prova 3.1 . Seja x* E S u m a  solução do problema de ponderação. Suponha que 

x* não seja Pareto ótimo fraco. Nesse caso existe um x E S tal que f i ( x )  < f i (x*)  

para todo i = 1,. . . ,L. De acordo com as hipóteses do conjunto dos coeficientes de 

ponderação, L+ > O para n o  rninimo um j .  Temos que 

u m  absurdo, já que por hipótese x* é u m a  solução do problema de ponderação. Logo 

x* é Pareto ótimo fraco. 

Teorema 3.2 . A solução do problema de ponderação é Pareto ótimo se os coefi- 

cientes de ponderação são todos positivos. 

Prova 3.2 . Seja x* E S u m a  solução do problema de ponderação com todos 

coeficientes de ponderação positivos. Suponha que x* não seja Pareto ótimo, assim 

como n o  Teorema 3.1 temos u m  absurdo. Logo x* é Pareto ótimo. 



Teorema 3.3 . S e  a solução do problema de ponderação for única, então é Pareto 

ótimo. 

Prova 3.3 . Seja x* E S u m a  solução zinica do problema de ponderação. Suponha 

que x* não é Pareto ótimo. Nesse caso, existe u m a  solução x E S tal que f i ( x )  5 

fi(x*) para todo i = 1,. . . , k  e f j ( x )  < f j ( x * )  para n o  minimo um Zndice j. Usando 

a hipotése de wi 2 O para i = 1, . . . , k ,  temos 

Por outro lado a unicidade de x* significa, 

para todo 3 E S .  Como as desigualdades (3.1) e (3.2) são contraditórias entre si, 

temos o absurdo e x* é Pareto ótimo. 

Teorema 3.4 . A solução do problema de ponderação é Pareto ótimo próprio se 

todos os coeficientes de ponderação são positivos. 

Prova 3.4 . Seja x* E S u m a  solução do problema de ponderação com todos os 

coeficientes de ponderação positivos. Suponha que x* não é Pareto ótimo. Então 

temos que para algum i E (1,. . . , k )  e x E S tal que f i (x*)  > f i ( x )  

para todo j tal que f j ( x * )  < f j ( x ) ,  onde 

. Podemos então escrever 

LJi Multiplicando - > O e m  ambos os lados obtemos, 
k - 1  



onde 1 difere de indice i fixo e dos indices j ,  os quais foram especificados pela equação 

3.3. Realizando u m a  soma sobre todos os j # i obtemos 

ou  seja, 

Trata-se de u m a  contradição o fato de que x* é u m a  solução do problema de pon- 

deração. Logo x* é Pareto ót imo próprio. 

Figura 3.1: Geometria do método ponderação 

O método ponderação funciona bem no caso em que todas as funções compo- 

nentes do vetor objetivo são convexas, caso contrário somente parte do conjunto 

Pareto ótimo será gerado. Isto se deve ao fato do método ponderação gerar apenas 

pontos do conjunto Pareto ótimo que admitem hiperplanos-suporte, sendo que esses 

que estão na fronteira do conjuto imagem(Figura 3.1). 



3.2 Método E-restrição 

No método c-restrição um componente do vetor objetivo é selecionado para ser 

otimizado e todos os outros componentes objetivos são convertidos em restrições com 

a determinação de um limite superior para cada um deles. Temos que o problema 

de otimização multiobjetivo(Problema 2.1) transforma-se no seguinte, 

Problema 3.2 .[Problema t-restrição] 

mininizar f (x) 

sujeito a fj(x) 5 cj para todo j = 1, . . . , k ,  j # I, 

x E S, 

onde 1 E (1, . . . , k )  , Sl(t) = {x I fj(x) 5 tj ,  J # 1 )  

e c E e = {(cl,. . . , tk-1, tk+l,. . . , I Sl(t) # @). Para x ser viável ao problema 

c-restrição é necessário que x E S n Sl (E). 

Figura 3.2: Geometria do método c-restrição 

A geração do &j não é tarefa fácil, pois o ponto obtido pode não ser Pareto ótimo 

e os valores do c j  podem tornar o problema inviável. Na figura 3.2 por exemplo caso 

seja estabelecido simultaneamente as restrições fl 5 €1 e f2 5 €2 não existe solução 

viável, embora tomando cada restrição de forma isolada exista solução viável. 

A seguir caracterizamos a relação entre as soluções do problema c-restrição e as 

soluções Pareto do problema de otimização m~iltiobjetivo. Os resultados abaixo 



baseiam-se nos trabalhos HAIMES AND CHANKONG [5] e MIETTINEN [2]. 

Deixaremos de fazer algumas demonstrações devido a facilidade de construção das 

mesma, mas indicamos fontes para consultas caso seja necessário. 

Teorema 3.5 . A solução do problema 6-retrição é Pareto ótimo fraco. 

Prova 3.5 . Seja x* solução do problema e-restrição. Suponha que x* não é Pareto 

ótimo fraco. Segue que existe um x E S tal que f i (x )  < f i (x*) para todo i = 1, . . . , 5 ,  

ou seja, f j ( x )  < f j ( x * )  5 cj para todo j = 1 ,  . . . , k ,  j # I .  A s s im  x é viável com 

respeito ao problema e-restrição. Temos ainda que fl ( x )  < f l ( x * ) ,  o que contradiz 

a hipótese de x* ser u m a  solução do problema €-restrição. Logo x* é Pareto ótimo 

,fraco. 

Teorema 3.6 . U m  ponto x* E S é Pareto ótimo do problema de otimização multi- 

objetivo se e somente se ele é solução do problema erestrição para todo 1 = 1, . . . , k ,  

onde c j  = f j ( x * )  para j = 1,. . . , k ,  j # 1. 

Prova 3.6 . A  demonstração é de fácil construção, veja por exemplo Teorema 3.2.2 

e m  MIE T T I N E N  [Z]. 

Teorema 3.7 . U m  ponto x* E S é Pareto ótimo se ele é solução 6nica do problema 

e-restrição para algum 1 com ej = f j ( x * )  para j = 1, . . . , k ,  j # I. 

Prova 3.7 . Seja x* u m a  solução única do problema E-restrição para algum 1 ,  e 

x* não seja Pareto ótimo. Logo existe u m  outro ?i? E S tal que fi(?i?) 5 f i (x*)  para 

todo i = 1 ,  . . . , k e para n o  mz'nimo um h d i c e  j temos fj(?i?) < f j ( x * ) .  A unicidade 

de x* significa que para todo x E S tal que f i (x )  5 f i (x*) ,  i = 1, . . . , k ,  i # I ,  vale 

fl ( x * )  < fl ( x )  . Tem-se u m a  contradição com relação às desigualdades anteriores. 

Logo x* é Pareto ótimo. 

Teorema 3.8 . A solução única do problema E-restrição é Pareto ótimo para algum 

T dado vetor limite superior E = (e l , .  . . , €1-1, q+l, .  . . , ck) . 



Prova 3.8 .A demonstração é de fácil construção, veja por exemplo Teorema 3.2.4 

MIE  T T I N E N  [2]. 

Teorema 3.9 . O ponto x* E S é Pareto ótimo local do problema de otimização 

multiobjetivo se e somente se x* é u m a  solução local do problema &-restrição para 

todo 1 = 1 , .  . . , h .  

Prova 3.9 . Suponha que exista um 1 para o qual x* não é solução local do problema 

é-restrição, então para todo r > O existe x E S í l  B ( x * ;  r )  tal que f l ( x )  < f l ( x * )  e 

f j ( x )  5 f j ( x * )  para todo j # k .  Portanto x* não é Pareto ótimo local do problema 

c-restrição. 

Reciprocamente, se x* é solução local do problema é-restrição para todo 1 = 

1,  . . . , I%,  então para cada 1 existe rl > O tal que x* é o mz'nimo do problema c- 

restrição e m  S n B ( x * ;  r l ) .  Tome r = min { r l ,  . . . , r k )  > O fazendo x* o mínimo 

do problema E-restrição e m  S n B ( x * ;  r )  para todo 1 = 1 , .  . . , k .  Portanto não existe 

x E S n B ( x * ;  r )  tal que f ( x ) ~  5 f l (x*)  para todo 1 = 1 , .  . . , k .  Logo x* é Pareto 

ótimo local do problema de otimização multiobjetivo. 

Definição 3.1 x* é u m a  solução estrita do problema &-restrição para algum 1 se 

não existe um x E S tal que f l  ( x )  < f l ( x * )  

Teorema 3.10 . S e  x* é u m a  solução estrita do problema é-restrição para algum 1 

então x* é Pareto ótimo local do problema de otimização multiobjetivo. 

Prova S .  10 . Veja Teorema 3 e m  H A I M E S  A N D  C H A N K O N G  [5]. 

Exemplo 3.1 Considere o seguinte exemplo HAIMES A N D  C H A N K O N G  [3], 

minimizar ( ( x l  - 3)2  + ( 2 2  - 2)', x1+ x2, 21 + 2x2) 

sujeito a - x l  I O 

- x 2 5 0  



Selecionando ( x l  - 3)2  + ( x 2  - 2)2 para ser minimizada e definindo x l  + x2 e 

x l  + 2x2 como restrições limitadas por e2 e c3 

Pl(e)minimizar ( x l  - 3)2  + ( 2 2  - 2)2 

sujeito a x l  + xz I e2 

X l  + 2x2 5 €3 

- 2 1 5 0  

- 2 2 5 0  

Figura 3.3: Gráfico do Pl ( e )  

Graficamente temos que a função objetivo do Pl (e)  define u m  circulo de centro 

no  ponto ( 3 , 2 ) .  Resolver esse problema é equivalente a se encontram u m  ponto 

viável o mais  próximo do ponto ( 3 , 2 ) .  De acordo com região viável determinada 

pelos limitantes €2 e €3 tem-se que x* é u m a  solução do exemplo 3.3. 

Observe que o conjunto Pareto ótimo é determinado por pontos n o  interior e 

na fronteira do triângulo definido pelos pontos extremos (1, O ) ,  (2,O) e ( 3 , 2 )  e o 

segmento entre (0 ,  O )  e (1,O). 



3.2.1 O E adequado 

Na formulação do problema €-restrição necessitamos de um vetor adequado E = 

( € 1 ,  € 2 , .  . . , E ~ )  para limitar os componentes do vetor objetivo do problema de 

otiinização multiobjetivo definidos como restrições no problema E-restrição. Em 

FERREIRA [4] temos uni novo problema originário do problema de otimização 

multiobjetivo e um método que fornecerá o vetor E adequado para a formulação do 

problema €-restrição. 

Definição 3.2 . Uma solução utópica f** = (f ,**,  f i * ,  . . . , f l * )  do problema de 

oiimização muliiobjeiivo é definida como 

onde, 

x* = arg rninZEs f i ( x )  

E necessário encontrar valores adequados a inicialização do vetor E = 

(e1, € 2 ,  . . . , E~). Resolvendo os k problemas mono-objetivos podemos obter valores 

ótimos individuais para cada objetivo f:, i = 1 , .  . . , k ,  os quais compõem o objetivo 

f ** correspondente à solução utópica do problema. 

Paralelamente ao determinamos o vetor f ** podemos selecionar os ótimos indi- 

viduais de cada fi e os aplicar em cada f j ,  j = 1, . . . , k ,  j # i, determinando o vetor 

f 0  = ( f : ,  f ; ,  . . . , f j ) ,  onde o valor de cada f:, i = I , .  . . , k correspodente a pior 

imagem de cada f i ,  i = 1,. . . , k .  

Em cada problema €-restrição os limites das restrições referente a fi ,  i = 

1, . . . , k são determinados através de um gerador de números aleatórios com dis- 

tribuição de probabilidades uniforme atendendo à restrição f ** I: E 5 f O .  

Exemplo 3.2 Considere o exemplo 3.1. Encontremos a solução utópica, 

minimizar fl = ( x i  - 3)2  + ( 2 2  - 2)2  

sujeito a - x1 5 0, 

- x2 I o. 

onde temos  que x* = ( 3 , 2 )  com f,**(x*) = O, f ; (x*)  = 5 e f!(x*)  = 7 



Figura 3.4: Gráfico do exemplo 3.2 

minimizar f2 = x1 + x2 

sujeito a - xi I 0, 

- x2 5 o. 

onde temos que x* = (0,O) com f:(x*) = 13, f,**(x*) = O e f!(x*) = 0. 

minimizar f2 = xl + 2x2 

sujeito a - xi 5 O, 

- 2 2  5 o. 

onde temos que x* = (0,O) com f:(x*) = 13, fi(x*) = O e f,**(x*) = 0. 

Então temos f** = (0,0, O).  Segue que (0,0,0) I (€1, €2, €3) I (13,5,7). 

Computacionalmente o método €-restrição não é simples devido ao grande 

número de operações, além disso temos que o mesmo possui restrições mais com- 

plexas que o problema original(M0P). 



3.2.2 Condições de Otimalidade para o método +restrição 

Suponha que a região viável S do problema de otimização multiobjetivo é da forma 

Associado ao problema €-restrição temos a função Lagrangeana, 

L(x,  A, P )  = f i  ( x )  + C X j  ( f j  (x) - ej)  + C Pigi(x)  

onde X E R"' e p E Rm são os multiplicadores de Lagrange do problema e-restrição. 

Em seguida formulamos as condições necessárias de Karush-Kuhn-Tucker apli- 

cadas ao método c-restrição. 

Observação 3.1 . Suponha que a função objetivo e todas as restrições do problema 

w-estrição são de classe C1 e m  x* E S,  u m  ponto regular das restrições do problema. 

Uma condição necessária para que x* seja solução do problema E-restrição é que 

existam vetores O 5 X E R'"-' e O 1 p E Rm tais que 

2. X j ( f j ( x * )  - e j )  = O para todo j = 1,  . . . , , j # 1 e ,uigi(x*) = O para todo 

i =  1, . . . ,  m. 

Os X j  e ,ui são denominados multiplicadores de Karush-Kuhn-Tucker quando os 

mesmo estão associados às condições de otimalidade de Karush-Kuhn-Tuclter. 

Teorema 3.11 . Suponha que a função objetivo e todas as restrições do problema 

e-restrição são de classe C1 e m  x* E S ,  o qual é um ponto regular das restrições do 

problema e-restrição. Temos o seguinte 

1. S e  x* é Pareto ótimo próprio, então x* resolve o problema E-restrição para 

algum fL com ej = f j ( x * ) ,  para j = 1,. . . , k ,  j # 1 com todos os multi- 

plicadores de Karush-Kuhn- Tucker associados às restrições f j  ( x )  5 ~j para 

j = 1 , .  . . , k ,  j # I ,  sendo positivos. 

2. S e  o M O P  é convexo, então x* é Pareto ótimo próprio se ele também é solução 

do problema e-restrição com os multiplicadores de Karush-Kuhn- Tucker associ- 

ado com as restrições f j ( x )  5 t j  para j = 1 , .  . . , k ,  j # 1, sendo todos positivos. 



Prova 3.11 Veja Teorema 4.13 e m  HAIMES A N D  CHANKONG 15'1. 

Abaixo enunciamos as condições suficientes de segunda ordem aplicadas ao prob- 

lema E-restrição. 

Observação 3.2 . Suponha que a função objetivo e as restrições do problema c -  

restrição são de classe C2 e m  x* E S ,  u m  ponto regular das restrições do problema. 

Uma condição suficiente para x* ser uma solução do problema E-restrição é que 

existam vetores O 5 X E Rk-' e O 5 p E IRm tais que as condições de otimalidade 

da observação 3.1 sejam satisfeitas e a matriz Hessiana da correspondente função 

Lagrangeana 

seja definida positiva no  conjunto { d  E R" I Bgi(x*)Td = O para todo i tal que pi > 0) 

Suponha que x* seja solução do problema erestrição para algum E* E E e de- 

notemos A&. j = 1,. . . , k e j # k ,  e p:,i = 1, .  . . ,m os multiplicadores de Karush- 

Kuhn-Tucker associados às restrições fj's e gi's respectivamente. Isto é, dizemos 

que A i j  e p: são OS multiplicadores de Karush-Kuhn-Tucher associados ao prob- 

lema E-restrição em x* se (x* ,  Ai1, . . . , Xk.k+ll, . . . , pf, . . . , pm) satisfaz 

as condições de Karush-Kuhn-nicker para o problema E-restrição. 



Capítulo 4 

Trade-off e os multiplicadores de 

A expressão trade-ofldefine uma situação onde ocorre um conflito de escolhas. Pode 

caracterizar uma ação econômica que visa a resolução de um problema acarretando 

outro. Taxa trade-off está relacionada a mudanças no valor da função objetivo 

quando movemos de uma solução para outra, através do aumento de uma va.riáve1 

objetivo e decréscimo de alguma outra variável objetivo. 

Este capítulo baseia-se nos trabalhos HAIMES AND CHANKONG [5] e [3]. 

4.1 Taxa trade-oiff 

O termo trade-ofl reflete uma situação de mudança onde sacrificamos uma variável 

objetivo para obter ganho em outra. No nosso caso utilizaremos taxa trade-off como 

informação que ajudará a responder à seguinte questão: "Qual é a niudailça relativa 

no valor da variável objetivo fi quando o valor da variável objetivo fj é alterada por 

uma unidade?". 

Consideramos dois tipos de trade-08 objetivo, que fornece informação sobre a 

real relação entre as funções objetivos, e subjetivo, que é uma informação determi- 

nada de forma implícita pelo decididor e reflete sua preferência. 

A taxa trade-off pode ser obtida através de um quociente envolvendo dois com- 

ponentes da função objetivo e dois pontos distintos do conjunto Pareto ótimo. 

CHANKONG AND HAIMES [3] estabelecem as seguintes definições com relação 



à taxa trade-ofl 

Definição 4.1 . Sejam xO,  x* E S* e as correspondentes imagens dos objetivos 

f bO) = ( f d x 0 )  , . . . , f k ( x O ) )  e f (a*) = ( f l  ( x* ) ,  . . . , f k ( x* ) )  . Taxa trade-ofS entre xO 

e x* envolvendo os objetivos fi e f j  é definida como 

T~ ( x O ,  x*) = 
fi(." - f i ( ~ * )  

f j b O )  - f j b * )  

onde f j ( xo )  # f j (x*) .  

Podemos estender a definição 4.1 considerando o caso e m  que f j ( x o )  = f j ( x* ) ,  

I O , se f i (xO)  - f i(x*) = O e f j ( x O )  - f f jx*) = O 
Ti j (xO,  x*) := 

00 , se f i (xO)  - f i(x*) > O e f j ( x O )  - f j (x*)  = O 

%j(x0 ,x*)  , caso contrário 

Taxas trude-ofpodem ser divididas e m  duas classes: trade-ofparcial e trade-off 

total. 

Definição 4.2 . T , ( x O ,  x*) é chamada trade-oflparcial envolvendo fi e f j  entre xO 

e x* se f i (xO) = f i (x*)  para todo 1 = 1, . . . , k  e 1 # j,  i .  Quando f i (xO)  # f i (x*)  

para no mz'nimo u m  1 E (1 ,  . . . , k ) ,  I # i ,  j ,  T , ( x o ,  x*) é chamada trade-ofS total 

envolvendo fi e f j  entre xO e x*. 

E m  alguns casos pode ser interessante definir trade-ofna vizinhança de alguma 

variável decisão x* E S*. Abaixo definimos taxa trade-ofutilizando conceitos como 

direções viáveis, limite e diferenciabilidade. 

Definição 4.3 . Dado x* E S*. Suponha que exista uma direção viável d(dejiniçã0 

7.5 do Apêndice). Se o limite 

t,(x*, d )  = l im T,(x* + ad ,  x*) 
a l o  

= l im 
fi(x* + ad)  - f i (x*)  

a l o  f j  (x* + ad)  - f j  (x*) 

existe, denominamos t,(x*, d )  taxa trade-00 em x* na direção d envolvendo os ob- 

jetivos fi e f j .  

Se fi e f j  são ambas de classe C 1  em x* temos, 



Assim como na definição 4.1 é possível estabelecer uma classificação para taxa 

trade-off considerando a definição 4.3. 

Definição 4.4 . Taxa trade-off t,(x*, d )  é denominada taxa trade-off parcial se 

fz(x*) = fz(x*+ad) para todo a E [O, ao], para algum ao > O e para todo 1 = 1, .  . . , k 

onde 1 # j ,  i .  Caso contrário t,(x*, d )  é chamado taxa trade-off total. 

Observe que tv(x*, d )  não é definida quando V f j ( ~ * ) ~ d  = O. Podemos estender 

a definição 4.3 como foi feito na definição 4.1. 

Para se definir trade-offnão é necessário que os pontos considerados sejam Pareto 

ótimo, é necessário apenas que sejam viáveis. De qualquer forma estaremos inte- 

ressados no conjunto Pareto ótimo, pois nele nenhum objetivo pode ser melhorado 

sem que ocorra uma perda no valor de no mínimo um outro objetivo. Além do mais 

desejamos que os pontos a serem explorados possuam informações relacionadas aos 

métodos solução para problemas de otimizacão multiobjetivo. 

Observação 4.1 . Segundo HAIMES A N D  CHANKONG [5] e m  termos de trade- 

o# temos que e m  u m a  solução Pareto ótimo, no  mz'nimo u m a  das taxas trade-o# 

envolvendo os objetivos fi e f j  deve ser negativa, onde i ,  j E (1,. . . , k )  e i # j .  

E m  outras palavras para se melhorar o valor de u m  objetivo no  mz'nimo um outro 

objetivo deve ser degradado(Exemp10 2.5). 

Trade-ofl subjetivo está relacionado ao fato do decididor ter conhecimento de 

uma determinada função utilidade U : Rk -+ R. Assume-se que essa função é 

monótona decrescente . Agora o decididor deve resolver o problema, 

Problema 4.1 

m a x i m i x a r  U( f (x)) 

suje i to  a x E S 

A solução do Problema 4.1 irá expressar a preferência do decididor. 

Definição 4.5 . Taxa marginal de substituição envolvendo fi e f j  e m  x é denotada 

por m, e indica o quanto o valor de fi deve ser melhorado para compensar a perda 



de u m a  unidade n o  valor do  objetivo f j  enquanto os outros objetivos não são modi- 

ficados. S e  as derivadas parciais de U com respeito a fj e fi existem e m  x,  temos 

que a taxa marginal de substituição é denotada por 

au(f (4) 
m.. = a f j  

" a u ( f ( x ) )  
a f i  

Figura 4.1: Relação entre taxa marginais de substituição e taxa trade-off 

Considerando a taxa marginal de s~ibstituição entre cada par de objetivos somos 

capazes de determinar no espaço objetivo um hiperplano tangente ao conjunto de 

nível da função utilidade U em algum x. O hiperplano separa o espaço objetivo 

em dois subespaços onde um contém direções sobre x onde a função utilidade U é 

crescente e outro subespaço contém direções onde a função utilidade é decrescente. 

Isto ocorre devido ao vetor gradiente da função utilidade indicar a direção de maior 

crescimento da função. 

Suponha que o problema posstii uma superfície Pareto ótima convexa. Seja x* E 

S um ponto Pareto ótimo e t,(x*) a correspondente taxa trade-ofSparcial envolvendo 

fi e f j .  Se em algum ponto temos -m,(x*) = t,(x*) para todo i ,  j = 1 , .  . . , k ,  i # j ,  

então o ponto x* E S pode ser considerado a melhor solução para o decididor( 

SAKAWA [7]). Isto se deve ao fato do conjunto de vetores objetivos Pareto ótimo 



estarem sempre localizados na fronteira do conjunto dos vetores objetivos viáveis. 

Se a tangente à fronteira for perpendicular ao gradiente da curva de nível temos no 

caso da superfície Pareto convexo que não é possível se mudar para outra direção 

viável no espaço objetivo de tal modo que o valor de U cresça(Figura 4.1). 

4.2 Trade-off como multiplicadores de Karush- 

Kuhn-Tucker 

Consideremos o problema E-restrição (Problema 3.2) e denotemos o conjunto das 

restrições por S = {x I x E Rn, gi(x) 5 O, i = 1,. . . , m). O conjunto dos E'S E R"' 

os quais satisfazem o problema €-restrição será denotado por E. 

Estudaremos as condições de otimalidade referentes ao problema +restrição de 

acordo com os multiplicadores de Lagrange. 

O conceito chave entre os multiplicadores de Karush-Kuhn-Tucker Aij e taxa 

trade-08 entre fk e f j  em x* E S* é a interpretação da sensibilidade entre os multi- 

plicadores. 

Em seguida citamos um resultado de grande valia em otimização. 

Teorema 4.1 (Teorema da Sensibilidade) . Dado e* E E .  O ponto x* E S re- 

solve o problema €-restrição com A& sendo o multiplicador de Karush-Kuhn-Tuclcer 

associado à restrição fj(x) 5 E;, j  # k i  se 

I .  x* é u m  ponto regular das restrições do problema E-restrição; 

2. as condições suficientes de segunda ordem são satisfeitas e m  x*, e 

3. não existem restrições degeneradas e m  x*, com Aij  = - afk(x*) para todo 
dEj 

j # k .  

Prova 4.  I . Veja Teorema da Sensibilidade e m  L UENBERGER [a]. 

Abaixo dois corolários que serão de extrema valia na demonstração do Teorema 

4.2, para maiores detalhes veja HAIMES AND CHANKONG [3]. 



Corolário 4.1 . Se  x* resolve o problema E-restrição e satisfaz as hipóteses do 

Teorema 4.1, então existe u m a  vizinhança B(E*; R) de E * ,  R > O tal que para todo 

E E B(E*; R), x(E*) resolve localmente e de forma única o problema E-retrição e é 

uma função de classe C1 com x(E*) = x*. 

Corolário 4.2 . Suponha as hipóteses do teorema 4.1 satisfeitas, então existe uma  

vizinhança B(E*; R) de E*, R > O ,  tal que para cada j com Aij  > 0 ,  f j ( x ( r ) )  = ~j 

para todo E E B(E*;R).  

O teorema abaixo é um dos principais resultados desse trabalho, o mesmo tem 

como fonte HAIMES AND CHANKONG [5], com algumas adaptações. Considere 

S* o conjunto de pontos x E S e Z* o conjunto dos z E Z os quais são Pareto ótimo 

com relação ao espaço decisão e espaço objetivo respectivamente. 

Teorema 4.2 . Suponha que x* resolve problema &-restrição (Problema 3.2) para 

algum e* E E ,  com 

I .  x* sendo um ponto regular com respeito às restrições ativas do problema E- 

restrição, 

2. as condições suficientes de segunda-ordem satisfeitas e m  x*, e 

3. todas as restrições ativas e m  x* não-degeneradas. 

Assuma sem perda de generalidade que Aij > O para todo j = 1 , .  . . , p  e Aij = O 

para todo j = p + 1, . . . , 5 - 1. Então, 

a ) .  Se = f j ( x * )  para todo j = 1 , .  . . , k - 1,  então existe u m a  vizinhança 

B ( x * ; r )  de x*, r > O e u m a  função z() : R"' t Rn de classe C1 definida e m  

alguma vizinhança B(E*; R) C R"' de E*, R > O tal que 

S* n B ( x * ;  r )  c ?(B(E*; R)) S* (4.1) 

b). Suponha p = k - 1 e B ( x * ;  r )  são obtidos como e m  a ) .  Se jam 



Então existe u m a  função f de classe C 1  definida e m  Z l - ,  tal que para cada 

Além disso 
8, 
ã f J ( f l ( x * ) ,  , f k - l ( ~ * ) )  = -A, (4.2) 

para cada j = 1 ,  . . .  , k  - 1. 

C > .  Seja 1 < P  < k - 1, onde Z,* - - 

{ ( f i ,  . . . , f k ) ' l f j  = f j ( x ) ,  j = I ,  . . . , k ,  x E :(B(t*; R ) ) } .  Então existem funções 
- - 

de classe C1, fp+l, .  . . , f kP l  e fk definidas e m  B(t*; R) tais que para cada 

( f ~ ,  . . . , fk)T E Z,* temos,  

f j  = f j ( f i , .  . . , f p ,  $+I , . .  . para todo j = p + 1,  . . . , k .  

Além disso para cada 1 = 1 , .  . . , p  temos 

a q e )  
onde d; é a direção - . Também temos que para cada j = p + 1 , .  . . , k - 1,  

Prova 4.2 . 

a). Seja B(t*; R,) - { t  I t E R"', 1 1  t - t* 115 R,), onde R, > O . Pela con- 

tinuidade de f j ,  para cada 1 5 j 5 k - 1 e m  x ,  existe um rj > O tal que 

- Seja r G i n 1  r ,  assim temos o conjunto B ( x * ;  r )  = 

{ x  1 x E IWn, 1 1  x - x *  I I <  r ) .  

Considere alguma cp E S* n B ( x * ;  r ) .  Defina E j  = f j ( x )  para todo j = 1,  . . . , k - 1.  

Como cp E B ( x * ;  r )  e t; = f j  ( x * )  para todo j = 1, . . . , k - 1,  segue que E E B(c*;  R ) .  

Portanto, pela definição de B(E*; R) (Corolário 4 .  I ) ,  o problema Z-restrição t e m  uma  

solução local única ?E e m  função de E. A lém disso, já que cp E S* pelo Teorema (3.9) 

temos que cp é também solução local do problema de otimização multiobjetivo. Segue 

que cp = ?E, o que prova a primeira parte de a)  



Pelo Corolário(4.1) temos que existe uma  vizinhança B(E*; R) de E* tal que para 

cada E E B(E*; R), o problema E-restrição possui u m a  solução local de classe C1 

definida e m  B(E*; R). Segue do Teorema(3.10) que :(B(E*; R)) S. 

b). De a) temos que para algum cp E S* n B ( x * ; r )  existe E E B(E*; R) tal que 

cp = :(E). Portanto para todo cp E S* n B ( x * ;  r ) ,  fk(cp) = f k ( z ( t ) )  f&),  onde 
- 

f k ( )  é u m a  função de E definida e m  B(t*; R ) .  Devido a f k ( )  e :() serem funções 

de classe C1 temos que Ta( )  também é de classe C1 . Pelo Corolário(4.2) e pela 

definição de 50, temos para cada cp E S* n B ( x * ;  r ) ,  f j ( x )  = E j  para todo j = 

1,  . . . , k - 1. Portanto, fk(cp) = f fl(cp), . . . , fk-l (v))  para cada cp E S* n B ( x * ;  r ) .  

Consequentemente para cada ( f i , .  . . , f k )  E Zi ,  fk = f k ( f i , .  . . , fk-1) como pedido. 

Além disso temos que 

onde a igualdade é dada pelo Teorema 4.1. 

c )  Pela definição de :ti() e :(B(E*; R)),  para cada cp E :(B(E*; R)) existe E E 

B(E*; R) tal que cp = :(E). Portanto f j  (v) = f j  (:(E)) = f j  ( E )  para todo j = 

- p + 1,  . . . , k .  A lém disso, pelo Corolário 4 .2  fl ( c p )  = €1  para todo 1 = 1 ,  . . . , p. 

Portanto para cada j = p + 1, . . . , k ,  

para todo cp t :(B (f)), o qual mostra que f ,  (), j = p + 1 ,  . . . , k ,  são as funções 

requeridas. 

Observe que para algum 1 5 1 5 p 

onde a igualdade é dada pelo Teorema 4.1. 

Além do mais, já que para cada 1 5 1 5 p, ~ , ( z ( E ) )  = €1  para todo E E B(E*; R), 

pela regra da cadeia temos 



Também 

Portanto 

Finalmente, para cada 1 < 1 L p e p + 1 I j I k - 1, pela regra da cadeia, 

o que completa a prova. 

O teorema acima faz um estudo das propriedades do conjunto Pareto ótimo local, 

ambos no espaço decisão e no espaço objetivo HAIMES AND CHANKONG [5]. 

Em a) temos que a superfície de Pareto ótimo na vizinhança de x* pode ser 

completamente especificada parametricamente em termos de e's. Significa que existe 

uma correspondência entre cada solução Pareto ótimo local em uma vizinhança de 

x* e uma vizinhaça de E*. Embora tal descrição paramétrica não seja geralmente 

conhecida, o conhecimento de que existe pode ser muito útil no desenvolvimento de 

teorias ou algoritmos. 

Em b) temos uma análise similar à feita em a) agora no espaqo objetivo. Diante 

de algumas hipóteses, existem exatamente k - 1 graus de liberdade para especificar 

um ponto pertencente à superfície Pareto ótimo na vizinhança de f (x*) no espaço ob- 

jetivo. De fato podemos escolher fl, . . . , fkPl sobre B(e*; R) e calcular fi, através de 
- 
f ,&(f1, . . . , fic-i), resultando nos pontos ( fi, . . . , f k )  pertencentes à superfície Pareto 

ótimo local no espaço objetivo. 
a7 Temos -Ai j  = n ( f ; ,  . . . , fi-i)(para algum 1 < j < k - I), o qual representa 
afj 

a taxa de mudança de fr, por uma unidade de mudança em f j  enquanto todas os 

outros componentes objetivos não mudam. Assim --Aij representa a taxa trade-off 

parcial envolvendo f k  e f j  em x*. 

O item c )  é uma extensão da item b). Em b) é requerido que todas as restrições 

fj(x) < E; ,  j = 1, . . . , k - 1 sejam ativas em x* e os Agj sejam não-degenerados para 



todo j = 1, .  . . , k - 1. Suponha que estas hipóteses sejam violadas, ou seja, existem 

p restrições ativas não-degeneradas, onde 1 5 p < k - 1. Então o grau de liber- 

dade para especificar um ponto Pareto ótimo local na vizinhança de f (x*) no espaço 

objetivo passa a ser exatamente o número de restrições ativas não-degeneradas. 

Em particular podemos escolher valores de fi, . . . , fp(em alguma vizinhança de 

fl(x*), . . . , fp(x*)), e então determinamos fP+l, . . . , fkPl  através de alguma regra es- 

pecífica( no caso f) definidas em termos de fl, . . . , fp e finalmente calcular fk  através 

de uma função especifica sobre fi, . . . , fkPl .  Os pontos resultantes ( f i , .  . . , f k )  devem 

ser uma solução Pareto ótimo local no espaço objetivo. 
- - 

AS regras especificas f,+l,. . . , f k-1 são geralmente um mapeamento definida 

em B(E*; R) e cada fj, j = p + 1 . . . 5 - 1, é escolhida sobre f j  E 
- 
f j ( f i ,  ,fp,$+l, ,€i-i). 

No item c) consideramos somente soluções Pareto ótimo locais. Para permanecer 

com este subconjunto, uma pequena mudança de b fl no valor do objetivo ativo fl (I = 

I , .  . . ,p)  com todos os outro objetivos ativos permanecendo inalterados será feito, 

mudando(aproximadamente) fk  até -Aij& fL bem como uma mudança (aproximada) 
a:(&*) 

em cada fj, p + 1 5 j < k - 1, até Vfj(xV)- 6 fL. Neste caso -Ai j  representa 
861 

a:(&*) 
a taxa trade-ofltotal entre f k  e f j  em x* na direção -. 

uv 
Sob o ponto de vista prático b) e c) provam um conveniente modo para estimar 

informações trade-ofl necessárias para continuação do processo interativo de análise 

trade-ofdos objetivos. Para ver como essa informação pode ser utilizada, suponha 

que tenhanlos gerado um ponto Pareto ótimo x* E S* por meio da resolução de 

problema €*-restrição e com ele obtemos -Aij ,  j = 1,. . . , k - 1. Se o caso b )  é 

aplicado, então para todo j = 1 , .  . . , k - 1, podemos perguntar ao decididor: 

Dado f j  = fj(x*) para todo j = 1,. . . , k, como decrescer f k  até Ab unidades en- 

quanto f j  crescer uma unidade e todos os outros objetivos permanecem inalterados? 

Se ocorre o caso c), isto é, A i j  > O, j = 1, . . . , p  e Agj = O, j = p + 1,. . . , k - 1, 

então para todo j = 1,. . . , p  podemos perguntar ao decididor: 

Dado f j  = fj(x*) para todo j = 1 , .  . . , k como decrescer f k  até A i j  unidades e 

mudar cada fj, j = p +  1 , .  . . , k  - 1 atéVfj(x*)--- unidades por um aumento 
d€j 

unitário em fi com todos os outros componentes objetivos fi, i = 1 , .  . . ,p, i # 1 

permanecendo inalterados? 



O decididor deve responder expressando sua preferência de acordo com a taxa 

trade-08 estabelecida em uma escala ordinal. Embora existam p questões a serem 

respondidas(p = k - 1 no caso b)) o decididor somente necessita responder uma de 

cada vez. 

A seguir aplicamos o Teorema 4.2 no exemplo 3.1. A mesma analise é feita em 

HAIMES AND CHANKONG 151. Aqui tentaremos ser um pouco detalhista. 

Exemplo 4.1 Considere o problema P1(e) do exemplo 3.1 onde E = (c2, €3). Seja 

€2 = 2,5 e €3 = 3. O ponto x0 = (2; 0,5) é solução do problema, já que xO é um 

ponto regular, os gradientes das restrições ativas V f2(x0) = (1, e V f 3  (xO) = 

(1,2)T são linearmente indepedentes e as condições de Karush-Kuhn-Tucker são 

satisfeitas(Figura 4.2). 

Em particula, 

o que implica que A!, = 1 e Xy3 = 1. 

Figura 4.2: Solução gráfica para P10 (2,5; 3) 

Para este exemplo temos o seguinte função lagrangeana, 

L ( x ,  A, /-L) = (21 - 3)2 f ( 2 2  - 2)' + AIZ(XI + X2 - €2) + A13(~1 + 2x2 - €3) - p1x1 - p2xz. 

3 5 



Calculando gradiente e hessiana, 

No  ponto xO = (2; 0 , 5 )  temos que VL(xO,  A, p) = ( 0 ,  O )  e H(xO, A, p) é definida 

positiva. 

Se jam E; = 1,5 e E; = 1,5 onde denotamos o problema por P;(c). O ponto 

x1 = (1,5,0) é solução do Pi(c), mas  x1 não é um ponto regular, já que as restrições 

f l (x l ) ,  f2(x1) e g2 = -x2 são ativas e não épossivel que 3 vetores sejam linearmente 

indepedentes n o  plano R2 (Figura 4.3). 

Figura 4.3: Solução gráfica para P: (1,5; 1,5) 

É possivel obter vários valores para E = (c1,  € 2 )  de forma que ainda assim con- 

seguimos soluções Pareto ótimo para P1(c). Temos que para B(cO; R )  onde R  > 0 ,  

existe u m a  função 53 : B(cO; R )  + Rk definida pela regra: para cada E E B(e0; R), c 

resolve P1 ( c )  (Teorema 4.2). 
a q E o )  

Após encontrar essa vizinhança calculamos ;(c0), d i  = - 
a53(c0) 

ed:=-. 
a c 2  8 ~ 3  



Para algum e E B(eO;  R), a solução única de Pl ( r )  é sempre u m  ponto n a  in- 

terseção das duas restrições, f2 ( x )  5 €2  e f3  ( x )  5 €3 (Figura 4.2). Ass im para algum 

6 E B(cO;  R), temos que ~ ( e )  é dado por, 

Calculando : ( E ) ,  

- .(e) = [::;;I = [ " 2  -'.I 
€3 - €2 

Calculando d; e d: (Figura 4.2), 

E m  seguida examinamos f i ( f 2 ,  f3) .  Para todo E E B(cO;  R) as desigualdades 

f2 5 €2 e f3 I €3 são sempre ativas na solução ótima :(E) de P1(e).  Para cada 

e E B(eO; R) no caso de P1(e;, E: ) ,  

Segue que, 



O resultado acima possibilita ao decididor mudar de ponto ao invés de ficar com 

o ponto xO.  Ele pode decidir, por exemplo, permanecer no n h e l  de f3 e alterar o 

nz'vel de f2, por exemplo, aumentar f2 por no máximo 6e2, onde O < 662 5 1. De 

acordo com essa decisão a melhor alternativa seria x1 = :(e2 + de2, e3), onde 

Movendo de xO para x2 ocorre u m  movimento na direção dg no espaço de- 

cisão(Figura 4.2). Por exemplo, se 6 4  = 0,01,  a nova solução Pareto ótimo é 

(Figura 4 4) J 



com f2 ( x2 )  = 2,51, f 3 ( x2 )  = 3 e 

f1(x2) = [2f2(x2)  - f3(z2) - 31 + [ f3(x2)  - f2(x2) - 21 

= [2(2,51) - 3 - 312 + [3 - 2,51 - 212 

= [-O, 9812 + [-I ,  5112 

= 3,2405 

Ass im  a mudança de fi ( x O )  = 3,25 para f l  ( z 2 )  = 3,2405 a qual é igual a fi ( x 2 )  - 

f i (xO) = -0,0095 unidades é dada por -XY264 N -0,01 unidades, justificando o 

uso de -A:, como u m a  taxa trade-08 aproximada e m  xO .  

Figura 4.4: Solução gráfica para P:(2,51; 3 )  



Capítulo 5 

Direções trade-off em problemas 

de otimização multio jetivo 

convexos 

Direções trade-off  exibem taxas relativas a mudanças de um ponto Pareto ótimo 

para outro ponto Pareto ótimo. Definiremos direções t rade-08  em cones, os quais 

determinam uma região de confiança onde podemos nos movimentar afim de obter 

uma melhor solução. Os cones em questão são definidos em pontos pertencentes ao 

conjunto Pareto ótimo. 

Por notação temos que z 3 y para z, y E IRk, significa que zi < yi para todo 

i = 1,. . . , k ,  e correspodentemente , z 5 y significa que zi 5 yi para todo i. 

Este capítulo baseia-se em ROCKAFELLAR [I], HENING AND BUCHANAN 

191, MAKELA AND NEITTAANMAKI [IO] e MAKELA AND MIETTINEN [ i ~ ] .  

Nele utilizamos octante IR! para estabelecer algumas propriedades e procuramos 

detalhar algumas provas e exemplos. 

5.1 Otimalidade de Pareto 

Nesta seção faremos um estudo do conjunto Pareto ótimo de acordo com o espaço 

dos objetivos HENING AND BUCHANAN[9]. Temos que Z denota o conjunto 

objetivo imagem. 



Definição 5.1 . U m  vetor objetivo z E Z  é Pareto ót imo se não  existe outro vetor 

objetivo z' E Z  tal que zi 5 zi para todo i = 1, . . . , k e zi < zj para n o  min imo  um 

indice j .  O conjunto Pareto ót imo é denotado por 

Definição 5.2 . U m  vetor objetivo z  E Z  é Pareto ót imo fraco se não  existe outro 

vetor objetivo z' E Z  tal que zi < zi para todo i = 1, . . . , k .  O conjunto Pareto ótimo 

fraco de Z  é denotado por 

Definição 5.3 . O conjunto Pareto ótimo próprio de Z  é denotado como 

para algum cone convexo C tal que RK \ { O }  C int C 

Relacionando as três definições acima temos a seguinte propriedade P P ( Z )  C 

P(Z)  c F P ( Z )  c Z .  

Podemos considerar as definições 5.1, 5.2 e 5.3 em uma vizinhança B(z;  R) de 

~ E Z ,  R > 0 .  

5.2 Cone tangente e cone normal 

Abaixo estabelecemos algumas definições geométricas referentes a cones. Essas 

definições são tomadas em um ponto z  E Z.  

Definição 5.4 . O cone de direções viáveis do conjunto Z  C R%m z E Z  é 

denotado por 

D ( Z )  = { d  E R* I existe t > O tal que z  + t d  t Z }  

Tomando o fecho do cone de direções viáveis D(Z)  nós obtemos o cone tangente 

ao conjunto Z .  

Definição 5.5 . O cone tangente ao conjunto Z  E R G m  x E Z  é denotado por 

T ( Z )  = { d  E R" existe t j  / 0 e d j  -t d tal que z + t j d j  E Z }  



Figura 5.1: Cone tangente do conjunto Z  

Definição 5.6 . O cone normal  do conjunto convexo Z  e m  z  E Z  é o conjunto 

N ( Z )  = ~ ( 2 ) '  = { y  E R' I yTd < O para todo d E T ( z ) }  

Os elementos pertecentes a N ( Z )  e T ( Z )  são chamados vetores normais e tan- 

gentes, respectivamente. 

E possível se verificar que T ( Z )  e N ( Z )  são polares entre si. 

~ ( 2 ) '  = {y lyTd  < O para todo d E T(z ) }  

= { y l y T d  5 O para todo d E D ( z ) }  

={y IYT(z l - z )  5 O para todo z1 E Z }  

= N (2) 

No capítulo 7 estabelecemos alguns resultados referentes a cone normal e cone 

tangente. Abaixo citamos um resultado que será utilizado posteriormente. 

ema 5.1 . O E D ( Z )  e Z  C x + D(Z)  C z  + T(Z). 

A seguir caracterizamos o conjunto Paieto ótimo de acordo com cone de direções 

viáveis D(Z)  e o octante não-positivo R!. Os mesmos se baseiam nos trabalhos de 

HENING AND BUCHANAN [g] e MAKELA AND MIETTINEN [li] com algumas 

adapt acões. 



Figura 5.2: Cone normal do conjunto Z 

Teorema 5.1 . O vetor objetivo z E P ( Z )  se, e somente se, D ( Z )  n R! \ {O) = 0. 

Prova 5.1 . Suponha que z E P ( Z )  e que exista um d  E D(Z)  n R! \ {O). Pela 

definição de D(Z)  e cone temos que existe um t > O tal que z+td E Z e t d  E R!\{o). 

Assim temos que z + t d  E ( z  + R! \ {O)) n Z ,  ou seja, z # P ( Z ) ,  o que é uma 

contradição. Logo temos que D(Z)  n R! \ {O) = 0. 

Reciprocamente suponha que D(Z)  n R" { O }  = 0 e e # P ( Z ) .  Então existe 

d  E R! \ {O) tal que z + d  E Z .  Tomando t = 1 temos que d  E D ( Z ) ,  o que é uma 

contradição. Logo z E P ( Z ) .  

Teorema 5.2 . O vetor objetivo z E PP(Z)  se, e somente se, T ( Z )  n ~ !  \{O) = 0. 

Prova 5.2 . Seja z E PP(Z) ,  ou seja, 

( Z  + C \ {o}) n z = 0 (5.1) 

para algum cone C tal que R! \ { O )  C int C .  Suponha que exista um d  E T ( z ) ~ @ \  

{O), então existe t j  \, O e d j  + d  tal que z + t j d j  E Z .  Já que d  E R! \ {O) C int C 



e d j  + d ,  existe um nl > O tal que d j  E int C C C \ {O) para todo j 2 nl .  Devido 

a C ser um cone e t j  > 0, temos que t jdj  E C \ {O) para todo j > nl.  Então 

temos que z + t j d j  E ( z  + C \ {O)) í l  Z ,  uma contradição a equação (5.1). Portanto 

T (2) n R! \ {o)  = 0. 

Reciprocamente, assuma que T ( Z )  n R! \ {O) = 0. Pelo Teorema 7.7 existe um 

cone convexo C tal que R! \ {O) C int C e C \ {O) n T ( Z )  = 0. Pelo Lema 5.1 

temos que Z C z + T ( Z ) ,  ou seja, ( z  + C \ {O)) n Z = 0,  logo z E PP(Z) .  

Teorema 5.3 . Se D(Z)  é fechado em algum ponto z E P ( Z ) ,  então z E PP(Z) .  

Prova 5.3 . Seja D(Z)  um conjunto fechado em algum z E P ( Z ) ,  usando o fato 

D(Z)  = clD(Z) = T ( Z )  e o Teorema 5.1 temos que T ( Z )  n R! \ {O) = 0. Pelo 

Teorema 5.2, T ( Z )  í l  R! \ {O) = 0 se, e somente se, z E PP(Z) .  

Teorema 5.4 . As propriedades abaixo são equivalentes. 

Prova 5.4 . Suponha que z E FP(Z)  e T ( Z )  n int R! # 0 .  Por definição temos 

que existe d E R! e d j  t d ,  t j  \ O tal que z + t j d j  E Z .  Devido a int R! ser 

aberto, temos que existe um n > O tal que d j  E int R! para todo j > n.  Temos 

ainda que int R! é um cone, onde para t j  > O segue que t j d j  E int R! para todo 

j 2 n, ou seja ( z  + int R!) í l  Z # 0,  o que é uma contradição. Logo z E F P ( Z ) .  

Usando o fato de  que T ( Z )  = clD(Z) temos que (2) implica em (3). 

Suponha que D(Z)  n int R! = 0 e z @ FP(Z) ,  então existe d E int R! tal 

que z + d E Z .  Tomando t = 1, temos que d E D(Z) ,  uma contradição. Logo 

z E FP(Z) .  



Podemos ainda estabelecer propriedades que relacionem conjunto Pareto com 

cone normal assim como foi feito nos Teoremas 5.1 e 5.2 com relação a cone tangente. 

Teorema 5.5 . 

1. S e  z E P ( Z )  então N ( Z )  nR! # 0. 

2. x E P P ( Z )  se, e somente se, N ( Z )  n R! \ {O) # 0. 

Prova 5.5 . Veja por exemplo MAKELA AND MIETTINEN [i11 

5.3 Cone de direções trade-08 

No capítulo 2 definimos o conjunto imagem Z e o conjunto Pareto ótimo P ( Z )  

de um problema de otimização multiobjetivo. Tomando T ( Z ) ,  considere P T ( Z )  o 

cone de direções de Pareto para Z.  Pela definição de conjunto Pareto temos que 

PT(Z)  n R! = 0. Dado um ponto z E Z Pareto ótimo, alguma direção d E D(Z)  

pode levar em Z .  Contudo z+td pode ser dominado para todo t > O. Se d E P T ( Z )  

temos que z + t d  não é dominado, e neste caso temos que {x +- t d  I t E R )  é uma 

reta tangente a P ( Z )  no ponto z .  Se T ( Z )  = D(Z)  temos que z + t d  poderá ser 

atualizado em Z para algum intervalo dado. Denominaremos P T ( Z )  como cone de 

direções trade-off para o conjunto Z no ponto z .  

Teorema 5.6 T ( Z )  í l  R! \ {O) = 0 se, e somente se, P T ( Z )  # 0. 

Prova 5.6 Demonstração semelhante à do Teorema 5.2, para maiores detalhes veja 

por exemplo Corolário 5.1 e m  HENIG [12]. 

Teorema 5.7 . P T ( Z )  # 0 se, e somente se, x E PP(Z) .  

Prova 5.7 . Pelo teorema 5.2 o vetor objetivo z E P P ( Z )  se, e somente se, 

T ( Z )  í l  R! \ {O) = 0 o qual pelo Teorema 5.6 é valido se, e somente se, PT(Z)  # 0. 



Quando um dos cones, normal ou tangente é dado de forma explicita como cone 

poliedral por exemplo, é possível encontrar o outro cone. 

Teorema 5.8 . Seja H E W'jS e S E IRrn+'. Os  cones 

{ y  = H w l S w  > O, w > O, w E R " )  e { d  E W Y l d r H E  5 O} são polar um 

ao outro, onde E é a matriz  cujas colunas são pontos extremos de 

W = { w  E W S I S w  >_ 0,w 2 O,Cwi = 1). 

Prova 5.8 . Pelo Teorema 7.9, todo w E W pode ser escrito como w = Eu onde 

u >  O e C u i  = 1, tal que 

Pelo Lema de Farka's (Teorema 7.10) t emos  que 

{ y  = H E u  I u 2 0) e { d  E Wk 1 IHE 5 O) são polar um ao outro. 

O próximo teorema estabelece um método para encontrar uma direção trade-ofl 

sobre um dado cone tangente T(Z) (HENING AND BUCHANAN)[9]. 

Teorema 5.9 . S e  d E PT(Z)  então dTy  5 O para todo y E N(Z) e d r y  = O para 

algum y E N(Z) n R!. 

Prova 5.9 . Seja d E PT(Z) .  Pelo fato de d E T(Z) = N(Z)O t emos  que dTy 5 O 

para todo y E N(Z).  Existe algum y > O com yTd > yTdl para todo d' E T(Z).  

Temos yTd 5 0, caso contrário { y T d  I d' E T(z)} é ilimitado. Usando o fato de 

{O) E T(Z) t emos  que O = yTd > yTdl para todo d' E T(Z).  

Considerando T(Z) = { d  E R" IH  5 O}, então N(Z) = { y  = H w  I w > O) e 

se d E PT(Z) ,  então d T H w  5 O para todo w > 0. Consequentemente dTh, 5 O para 

toda coluna h, de H. Pelo Teorema 5.9, temos que d t H w  = O para algum H w  > 0. 

Portanto dTh,  = O para no mínimo uma coluna h, de H .  



Suponha que N(Z) = {ay I a 2 O} para algum y E R?, então temos que T(Z) = 

{ d  E R" 8 y  5 O )  e PT(Z)  = { d  E R" fly = O )  de acordo com o teorema 5.9. 

Assim temos que o conjunto de direções t rade-ofé  dado por { d  I f l y  = O ) ,  ou seja, 

{ z + d  I 8 y  = 0) é tangente a Z em z .  

5.3.1 Direções trade-off em MOP convexos 

Considere o problema de otimização multiobjetivo(Problema 2.1). Assuma que cada 

fi, i = 1, . . . , k é convexa e o conjunto viável S referente ao conjunto restrição do 

problema é da seguinte forma 

S = {x E Rn 

onde cada gj é convexa para j = 1, 

Definição 5.7 . U m  vetor d E R% denominado subgradiente de f no ponto x 

se f (x') 2 f (x) + f l (x l  - x) para todo x' E R k . ~ e n o t a m o s  6'f (x) conjunto dos 

subgradientes e m  x. 

Devido a convexidade de todos gj e f ,  temos que df (x) # 0 em todo x E S 

ROCKAFELLAR [I]. 

Teorema 5.10 . Suponha que int(S) # 0 e seja z E Z. Então y E N(Z) se, e 

somente se, para algum x E Rn com f (x) = z ,  existe p E Rm tal que 

Prova 5.10 . Por definição temos que y E N(Z) se, e somente se, para algum 

x E S com f(x)  = z temos que yTf(x) > yTf(x') para todo x' E S .  Ass im  y E N(Z) 

se, e somente se, para algum x E S com f (x) = z ,  x resolve 

O resultado segue do Teorema de Karush-Kuhn-Tucker R O C K A F E L L A R  [i] 



Sejam fi para i = 1,. . . , k e gj para j = I,. . . , m, funções de classe C 1 .  Pelo Teo- 

rema 5.10 temos que para um ponto z E P ( Z )  é possivel encontrar o conjunto N ( Z )  

resolvendo o seguinte sistema de equações para algum x E S* = { x  E S I f ( x )  = z } ,  

Corolário 5.1 z E P P ( Z )  se, e somente, se existe x E S com z = f ( x ) ,  y > O e 

p E IRm o qual satisfaz as condições Teorema 5.10. 

Exemplo 5.1 Considere o seguinte exemplo( HENING A N D  BUCHANAN [9]) de 

problema de otimização linear multiobjetivo(M0LP). 

min C x ,  sujei to a A x  < b, x > O 

onde x E IRn, C E IRlctn, A E IRm,n e b E IRm. De acordo com o Teorema 5.10, 

y E N ( Z )  se, e somente se, existe x E IRn, p E IRm e u E IRn tal que C x  = 

z ,  CTy - A T p  + Iv = O ,  / L  > 0 ,  u > O ,  ( A x  - b)Tp = O e xTu = 0.  

5.3.2 Um exemplo de cálculo de direções trade-08 

Utilizando-se o Teorenia 5.8 é possível se encontrar T ( Z ) .  Denotemos F = V fi e G = 

Vgj e sem perda de generalidade assuma que r a n k ( F )  = m i n ( k ,  n) e r a n k ( F ,  G )  = 

5.  

Consideremos o caso onde r a n k ( F )  = n < k .  Neste caso existe uma partição 

F = [F1 ,  F2] tal que 

onde F 1  possuir inversa. 

Substituindo y1 obtida em 5.2 temos, 



Através do Teorema 5.8 temos, 

Analisemos o caso citado acima através do exemplo 3.1 onde temos n = 2, k = 3 

e m = 2. Em HENING AND BUCHANAN [9] existe uma análise do mesmo exemplo 

para o caso de maximização do MOP. Analizaremos o caso de minização de modo 

detalhado. Segue que 

Figura 5.3: Conjunto Pareto ótimo exemplo 3.1 

Como já comentado no exemplo 3.1 temos que o conjunto Pareto ótimo é de- 

terminado pelo triângulo definido pelos pontos extremos (1, O), (2,O) e (3,2) e o 



segmento que conecta os pontos (0, O) e (1,O). O conjunto Pareto ótimo impróprio 

é determinado pelo segmento fechado que conecta (2,O) e (3,2) e o segmento aberto 

que conecta (1, O) e (3,2) (veja Figura 5.3). Os cones normal e tangente são calcu- 

lados para cada ponto Pareto ótimo e as direções trade-otsão cálculadas para cada 

ponto Pareto próprio, quando existem. 

Observe que n = 2 < k = 3, assim podemos aplicar o caso em questão. Parti- 

onde (F2)-' = 1 1 .  
-1 1 

L -I 

Dividiremos nossa análise em 4 casos 

Caso 1: Seja x l  > O e x2 > O. De acordo com a determinação das partições de F 

temos 

Como xl  > O e x2 > O temos que o multiplicador p = (/rl, p2) = (0, O). Segue 

Pelo Teorema 5.8, 



Pelo Corolário 5.1, x E PP(Z)  com xl > O e x2 > O se, e somente se, yl > 0, 

(-4x1+ 2x2 + 8)y1 > O e (2x1 - 2x2 - 2)y1 > O, ou seja 

As desigualdades 5.4 e 5.5 são satisfeitas para (xl, x2) no interior do triângulo 

determinado pelos pontos extremos (1, O), (2,O) e (3,2)(Figura 5.4). Então 

No interior do triângulo qualquer d E PT(Z)  é direção trade-08 

Figura 5.4: Região definida pelas desigualdades 5.4 e 5.5 

Caso 2: Seja x1 > O e x2 > 0. 



Pelo Teorema 5.8, 

Pelo Corolário 5.1 z E P P ( Z )  com x1 > O e x2 = O se, e somente se, yl > 0, 

(-421 + 8)yi - p2 > O e (2x1 - 2)yl - ~2 > O, ou seja 

Quando 1 < xl < 2 e x2 = O temos que 

Caso 3: Considere xl = O e x2 > O. Temos, 

Pelo Teorema 5.8, 



Pelo Corolário 5.1 x E P P ( Z )  com xl  = O e x2 > O se, e somente se, yl > 0, 

(2x2 + 8)yl - 2p1 > O e (-222 - 2)y1+ p1 > 0, com pl 2 O, ou seja 

Y l  > o, (5.9) 

Pl 2x2 + 8 - 2- > O, (5.10) 
Y 1 

Pl - 2 x 2 + 2 + - > O e  (5.11) 
Y 1 

Pi 2 0. (5.12) 

As desigualdades 5.9-5.12 não tem solução para yl > O, ou seja, não existe 

direções trade-ofS(F'igura 5.3). 

Caso 4: Considere x l  = O e x2 = O. Então 

Pelo Teorema 5.8, 

T ( Z )  = 



Pelo Corolário 5.1, z E P P ( Z )  com xl  = O e x2 = O se, e somente se, yl > 

0, 8yi - 2 p l f p z  > 0, -2y1 tp1  -pz > 0,pl  > O  e p z  > 0. 

Observe que (0,O) é Pareto ótimo próprio(Figura 5.3) e a única direção direção 

trade-o# é 



Capítulo 6 

Conclusões e Trabalhos Futuros 

Em virtude do que foi mencionado é possível se resolver problemas de otimização 

multiobjetivo através de métodos de otimização escalar, por exemplo o método E- 

restrição que apesar de não poder ser capaz de gerar todo conjunto Pareto ótimo 

determina soluções em função do E dado. Após resolver o problema utiliza-se in- 

formqões trade-08 para decidir qual a melhor soluqão Pareto ótimo. 

A determinação da melhor solução é feita de forma interativa(processo de tomada 

de decisões) com a participação do analista e decididor. O analista fornece in- 

formações trade-08 e o decididor de posse dessas informações toma decisões com o 

objetivo de encontrar uma melhor solução. 

Percebe-se que os multiplicadores de Karush-Kuhn-Tucker, ferramentas 

matemáticas de grande utilidade em otimização são utilizados nesse processo. 

Através da análise desses multiplicadores o decididor chega a uma solução desejável 

. Os multiplicadores podem ser interpretados como taxas, as quais determinam o 

ganho em uma determinada variável objetivo com uma perda em outra, enquanto 

as outras permanecem inalteradas. Os multiplicadores de Karush-Kuhn-Tucker são 

interpretados nesse caso como informações trade-08. 

Uma outra ferramenta matemática importante em tomada de decisões para prob- 

lemas de otiniização multiobjetivo convexos é o cone tangente, o qual pode ser uti- 

lizado para se determinar pontos Pareto ótimo. Assim como o cone tangente o seu 

polar, o cone normal, também pode ser utilizado para determinar pontos Pareto 

ótimo. Um tipo especial de cone é o de direções trade-off, que é determinado em 

pontos Pareto ótimo. Através dele se determina se um ponto Pareto ótimo é ou não 



uma solução desejável em um conjunto Pareto ótimo. 

Pretendo continuar a pesquisar em problemas de otimização multiobjetivo com 

ênfase em tomada de decisões, cone de direções trade-o# para problemas não- 

convexos e aplicações relacionadas a problemas de otimização multiobjetivo. Tenho 

interesse em problemas de otimização de portfólio e controle ótimo. 



Capítulo 7 

Apêndice 

Neste capítulo apresentamos, sem demonstração, alguns resultados que utilizamos 

em nossa dissertação. O mesmo se baseia nos seguintes trabalhos ROCKAFEL- 

LAR [I], LUENBERGER [8], MAKELA AND NEITTAANMAKI [10], LIMA [13] 

e HENIG [14]. 

7.1 Condições de otimalidade 

Considere o problema da seguinte forma 

Problema 7.1 

m i n i m i z a r  f ( x )  

suje i to  a g j ( x )  5 0 ,  para todo j = I,. . . , m 

onde f : Rn t R e gj : Rn t R, são funções objetivos e restrições respectivamente. 

Denotamos J ( x * )  { j  I gj(x*)  = 0) onde j = 1, . . . , m, o conjunto de indices 

para os quais as restrições gj do Problema 7.1 são ativas em x* E R" 

Definição 7.1 . O ponto x* E S é denominado ponto regular se o gradiente das 

restrições ativas e m  x* são lzneamente independentes. 

Definição 7.2 . Uma restrição ativa é denominada não-degenerada se Ai > 0, para 

cada j E J ( x * ) .  



Em seguida apresentamos as condições de otimalidade referentes ao Problema 

Teorema 7.1 .[Condições Necessárias de K K T ]  Seja x* u m  ponto regular das re- 

strições do Problema (7.1). Para x* ser um mz'nimo local do Problema 7.1 é 

necessário existir um conjunto de multiplicadores de Karush-Kuhn-Tucker ,u E Rm 

tal que, 

kgj(x*) = 0, para todo j = I , .  . . , m 

pj 2 O, para todo j = 1 , .  . . , rn 

Prova 7. I . Veja L UENBERGER [a]. 

Exemplo 7.1 Considere o seguinte problema 

minimizar f = (xl - 3)2 + ( 2 2  - 2)2 

sujeito a gl = xl + x2 5 2, 

g2 = x; + (x2 - 5 1, 

- 21 I o, 
- x 2 5 0  

Geometricamente o Teorema 7.1 afirma que para x* ser o minz'mo local do exe- 

mplo 7.1 se t e m  que -V f (x*) pertence ao cone positivo formado pelo gradiente das 

restrições ativas. 

Se t e m  que (1,l) é solução ótima do exemplo 7.1, é u m  ponto ponto regular 

das restrições ativas já que Vgl (1, l)  = (1,l) e Vg2(l, 1) = (2,O) são linearmente 

indepedentes. Além disso - V f  (1, l)  = (4 , l )  pertence ao cone de positivo formado 
'3 

Devemos dividir o conjunto de índices do conjunto J(x*) em dois subconjuntos 

separáveis J+(x*) = { j  I ~-lj > O) e Jo(x*) = { j  I pj = O) de acordo com o multi- 

plicadores ótimo de Karush-Kuhn-Tucker ,uj relacionado a,s restrições gj, para cada 

j E J(x*). 



Figura 7.1: Gráfico do exemplo 7.1 

Teorema 7.2 .[Condições Suficiente de KKT de Segunda Ordem] Assuma que f e 

gj,  j = 1 , .  . . ,m são de classe C2 e V 2  é a matrix hessiana. S e  as condições do 

Teorema 7.1 ocorrem e m  x* e a matrix 

02f ( x*) + C ~ j ~ ~ g j b * )  

é definida positiva para todos vetores d # O os quais satisfazem as condições 

V g j ( x * ) * d  = 0,  para todo j E J+(x*) 

~ g j ( x * ) ~ d  5 0, para todo j E Jo(x*)  

então x* é minimo local do Problema 7.1. 

Prova 7.2 . Veja L U E N B E R G E R  [a]. 

7.2 Convexidade 

Definição 7.3 . U m  conjunto D E Rn é convexo se para quaisquer x, y E D e 

O 5 a 5 1 ,  tem-se que a x +  ( 1  - a ) y  E D.  

O conjunto vazio, o conjunto unitário e o próprio Rn são exemplos triviais de 

conjuntos convexo. O ponto a x + ( l - a ) y ,  onde O 5 a 5 1 é denominado combinação 

convexa de x e y. 



Definição 7.4 . U m  conjunto C E Rn é denominado cone quando d E C implica 

que td E C para todo t 2 0.  

Se C é um cone não vazio, necessariamente O E C. Como exemplo de cones 

temos o Rn, qualquer subespaço do Rn como por exemplo o octante não positivo 

R?. 

Abaixo alguns resultados referente a cone normal e tangente. Estabelecemos 

algumas características referentes ao cone tangente de Z. 

Teorema 7.3 . O cone tangente T(Z) também pode ser escrito como, T(Z) = 

c1 {d E R" existe t > O tal que z + td E 2). 

Prova 7.3 . Veja por exemplo Teorema 2.2.7 e m  MAKELA A N D  NEIT-  

TAANMAKI [IO]. 

Teorema 7.4 . O cone tangente T(Z) do conjunto convexo Z é um cone convexo 

fechado contendo o zero. 

Prova 7.4 . Veja por exemplo Teorema 2.2.4 e m  MAKELA A N D  NEIT- 

TA ANMAKI [I o]. 

Teorema 7.5 O cone normal pode ser escrito como 

N(Z) = {y E Rk 1 ( d -  z)Ty _ < O  para todo z' E Z) 

Prova 7.5 . Veja Teorema 2.2.8 por exemplo e m  MAKELA A N D  NEIT-  

TAANMAKI [IO]. 

Um resultado natural que segue da definição de dualidade entre cone tangente e 

cone normal é que o cone normal possui propriedades similares às de cone tagente. 

Deste modo temos o seguinte teorema. 



Teorema 7.6 . O cone normal N(Z) do conjunto Z é u m  cone convexo fechado 

contendo o zero. 

Prova 7.6 . Segue da definição de cone normal. 

Teorema 7.7 . Seja D u m  cone convexo fechado agudo e A u m  cone fechado tal que 

A n D = {O). Então existe uma sequência {Dj) de cones convexos agudo fechados 

separando estritamente A e D .  

Pmua 7.7' . Veja Teorema da Separação por exemplo e m  HENIG (141. 

Definição 7.5 . O vetor d E P é uma direção viável e m  relação ao conjunto D 

no ponto x*, quando existe u m  y > O  tal que x* + td E D para todo O  5 t 5 y. 

Definição 7.6 . Se D E Rn é u m  conjunto convexo, diz-se que uma função f : 

D t R é convexa e m  D quando para quaisquer x, y E D e O  < a! < 1, tem-se 

f é estritamente convexa quando a desigualdade acima é estrita para todo x # y e 

O < a < l .  

Definição 7.7 . O epigrafo da função f : D 4 R é o conjunto 

Teorema 7.8 . Seja D E R" u m  conjunto convexo. Uma função f : D t R é 

convexa e m  D se e somente, se o epigráfo de f é u m  conjunto convexo e m  D x R. 

Prova 7.8 . Veja ROCKAFELLAR [I]. 

Teorema 7.9 . U m  conjunto convexo limitado e fechado é o envoltório convexo de 

seus pontos extremos. 

Prova 7.9 . Veja ROCKAFELLAR [I]. 



Teorema 7.10 [Lema de Farkas ']. Uma desigualdade < ao, x >< O é u m a  con- 

sequência do sistema 

< a i , x  >I O ,  i = 1 , .  . . , m  

se e somente, se existe numeros reais não-negativos A I , .  . . , A, tal que 

Prova 7.1 0 . Veja Lema de Farkas ' R O C K A F E L L A R  [i]. 

7.3 Teorema da Função Implícita e Teorema da 

Sensibilidade 

Teorema 7.11 .[Teorema da Função Implicita] Dada a função f : U 4 IR, de 

classe C k ( k  2 1) n o  aberto U C R"+', ou seja ( x o ,  yo) E U tal que f (xo ,  yo) = c e 
a f - (xo ,  yo) # O .  Existe u m a  bola B(zo; r )  e u m  intervalo I = (yo - R; yo + R) com 
a y  
as seguintes propriedades: 

a f 1. B X ~ C  U e - ( x , y )  # O  para todo ( x , y )  E B x?; 
a y  

2. Para todo x E B existe um Único y = J ( x )  E I tal que f ( x ,  y )  = f ( x , J ( x ) )  = c. 

A função J : B t I ,  assim definida é de classe Ck e suas derivadas parciais e m  

cada ponto x E B são dadas por 

Prova 7. I I . Veja Teorema da Função Implicita por exemplo e m  L I M A  (131. 

Teorema 7.12 .[Teorema da Sensibilidade] Seja f e gi funcões de classe C2 e con- 

sidere o problema, 



Problema 7.2 

minimizar f ( x )  

sujeito a g j ( x )  < c j ,  para todo j = I , .  . . ,m 

Suponha que x* é uma solução local para do problema quando cj = 0,  para todo 

j = 1 , .  . . , m. Suponha ainda que x* satisfaz as seguintes condições, 

i. O ponto x* é u m  ponto regular; 

2. Condições suficiente de segunda-ordem são satisfeita em x*; 

3. A s  restrições ativas são não-degeneradas e m  x* 

então existe uma função de classe C1,a : R" t R definida e m  uma vizinhança 

de O E Rm tal que % ( O )  = x* e tal que para todo c na vizinhança de O ,  u m  vetor 

Z ( C )  é uma solução local para o Problema 7.2. Além disso os multiplicadores de 

Karush-Kuhn-Tucker ótimos relacionados as restrições na solução z* t e m  a seguinte 

Prova 7.12 . Veja Teorema da Sensibilidade e m  LUENBERGER[8]. 



Notações 

: o conjunto dos números naturais; 

: o conjunto dos números reais; 

: o espaço euclidiano de dimensão n;  

: o ortante não positivo do R"; 

: produto interno euclidiano em x E R" e y E R"; 

: norma euclidiana; 

: norma-p de x E Rn (p 2 1) ; 

: norma-infinito de x E Rn; 

: bola aberta de centro x e raio 6; 

: bola fechada de centro x e raio 6; 

: interior do conjunto X; 

: o fecho do conjunto X ;  

: problemas de otimização multiobjetivo; 

: problemas de tomada de decisões multiobjetivo; 

: subconjunto viável pertecente ao Rn; 

: subconjunto imagem pertecente ao Rk; 

: vetor decisão ; 

: vetor objetivo ; 

: função utilidade; 

: gradiente de f no ponto x; 

: hessiana de f no ponto x; 

: taxa trade-off entre xO e x* envolvendo os objetivos fi e fj; 

: taxa trade-off em x* na direção d envolvendo os objetivos fi e fj; 

: taxa marginal de substituição envolvendo fi e fj; 



L(x, A, p) : função lagrangeana aplicada no ponto x e os multiplicadores X e p; 

p(z> : conjunto Pareto ótimo de Z; 

FP(Z) :conj~mtoParetoótimofracodeZ; 

PP(Z) : conjunto Pareto ótimo próprio de Z ;  

D(z) : cone de direções viáveis de Z definido eni x; 

T(Z) : cone tangente de Z definido em z; 

N(Z) : cone normal do conjunto Z definido em x; 

C : cone convexo; 

Ck : conjunto das funções que possuem derivadas de ordem k e são continuas. 
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