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Resumo da Dissertação apresentada à COPPE/UFRJ como parte dos requisitos 

necessários para a obtenção do grau de Mestre em Ciências (M.Sc.) 

GERACÃO DE MALHAS NÃO-ESTRUTURADAS PARA APLICAÇOES 

INDUSTRIAIS 

Flávio Pereira Nascimento 

Orientador: Paulo Roma Cavalcailti 

Progranla: Eilgeiiharia de Sistemas e Computação 

Este trabalho apresenta um processo para geração de malhas tetraédricas que 

conteiiliain as restrições de modelos de entrada tridiineilsioilais. Estas restrições 

con~p~eeildein as arestas e faces destes nlodelos. Desenvolvido para aplicações in- 

dustriais, esse processo tem a robust3ez como priilcipal consideração. A partir de 

uma. triangulação de Delaunay 3D não-restrita, pontos de Steiner são inseridos para 

forçar a presença das arestas e faces da restrição nesta triangulação. A inserção des- 

ses pontos tenta iiiinimizar o uso de operações geométricas que possam comproineter 

a robustez do processo, como o cálculo de intersecções. Este tipo de operação apenas 

é realizado em faces da restrição que ilão podem ser recuperadas pela inserção de 

pontos de Steiner. Nestes casos, pequenas retriangulações locais são realizadas de 

modo a garantir que todas as faces de restrição estejam presentes na triangulação. 

Essa abordagem, que prioriza a robustez, permite a geração de inalhas de domínios 

tridimeiisioilais arbitrariamente complexos. A iinpleineiitação desse processo foi re- 

alizada utilizando a biblioteca de geometria coinputacional CGAL. Alguns detalhes 

sobre a iinpleineiltação também são apresentados. Este trabalho coilt,ém ainda uma 

discussã.~ sobre qualidade de malhas tetraédricas, assim coino apresenta técnicas de 

aprimorameiito das triailgulações. 



Abstract of Dissertatioil pi-eseilted to COPPE/UFRJ as a partia1 fulfilliiieiit of the 

requiremeiits for the degree of Master of Scieiice (I\/I.Sc.) 

NON-STRUCTURED MESH GENERATION FOR INDUSTRIAL 

APPLICATIONS 

Flávio Pereira. Nascinieiito 

I\/Iarch/2009 

Advisor: Paulo Roma Cavalcaiiti 

Departinent: Systeins Engiiieeriiig and Coniputer Scieilce 

This worli preseiits a coiistraiiied tetraliedral mesh geiieratioii process for iiiput 

3D inodels. Tlie constraiiits are tlie edges aiid faces of tliese iiiodels. Developed for 

industrial applicatioiis, tliis process has tlie robustness as its inaiii coiisideratioii. 

Steiner points are iiiserted iii order to force tlie presence of coiistrainiiig edges and 

faces 011 ai1 uiicoiistraiiled Delauiiay triangulatioii. Tlie iiisertioii of these poiilts tries 

to iniiliiiiize the use of geoiiietrical operations tliat could coinproinise tlie robustness 

of tlie eiitire process, sucli as ii~tersectioiis. This sort of operatioii is oiily used 

on coilstraiiiiiig faces tl-iat cailnot be recovered oiily by insertiiig Steiiler poiilts. 

Iii tl-iese cases, sinal1 local triangulations are perforined iii order to guarantee tlie 

presence of a11 coilstrainiiig faces on tlie triaiigulatioii. This robustiiess approach 

allomred tlie generation of tetrahedral iiiesl-ies for arbitrarily coinplex 3D doinaiiis. 

The iinplemeiitatioii of tliis process m~as doiie by using the coinputational geoinetry 

library CGAL. A femr details on this iinpleiiieiitatioii are also preseilted. Tliis work 

coiitains a discussioii oii iiiesh quality aiid preseilts some mesh refiiieiiieiit techiiiques. 
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Capítulo 1 

Introducáo D 

A geração a~itomática. de inalhas não-estruturadas de objetos tridinieiisioiiais é es- 

sencial em diversas áreas de ciências aplicadas, tais conio Análise de Eleineiitos 

Fiiiitos, Computação Gráfica, Biomecâiiica etc. A geração automática de malhas é 

iiidispensável por razões de produtividade; são necessária,~ grandes quantidades de 

tempo e esforço para gerar niallias por qualquer técnica que não seja conipletâniente 

autoinatizada [I]. 

O problema para a geração automática de niallias é criar uma mallia que repre- 

sente objetos tridiniensionais limitados por faces poligonais e, possivelineilte, com 

arestas e faces em seu interior. Algoritmos para a geração de mallias têm sido 

tópicos de pesquisa ao longo das duas últimas décadas. Três principais faniílias de 

algoritmos são descritas na literatura: mét80dos baseados em Octree [I ,  21 ; métodos 

lxseados ein triaiigulações de Delaunay [3, 4; 5, 61; e métodos de Avanço de Fron- 

teira [7, 8, 9, 101. Unia boa amostra destes niétodos pode ser eiicontrada em OTVEN 

[lll. 

Diferente do caso bidimeiisional, triaiigulações de Delauiiay tridiniensionais não 

possuem a propriedade de maxiinizar o nienor ângulo. De qualquer forma, essa  tri- 

angulações são bastante atrativas a partir de uni ponto de vista de robustez, devido 

à simplicidade do critério de Delauiiay e porque requerem apenas dois predicados. 

Além disso, a qualidade das triangulações de Delauiiay pode ser aprimorada por 

diversas transforinações locais lia malha [12]. 

A geração de triangulações de Delaunay não-restritas é trivial [3, 131. Poréiii, 

a aplicação de algoritinos para gerar triaiigulaqões 3D que preservem restrições de 



fronteira. externa e interna, é complexa. Aléni da coniplexiclade, geralmelite a iinple- 

mentação desses algoritmos apresenta problemas de robustez quando submetidas a 

aplicações industriais. Isto ocorre deviclo à precisão finita da representação iliiinérica 

em ponto flutuante e seus associados erros de arredondainento, os quais podem, eiii 

alguns casos, fazer com que a implemeiitação aborte, fique presa em laços infinitos 

ou produza malhas inválidas. 

Para propósitos industriais, um gerador de malhas deve ser capaz de nianipular 

milhares de polígonos que descrevem a fronteira restrita do modelo de entrada. 

Espera-se tainbéin que a malha seja válida e gerada eni um tempo razoável. Além 

disso, não deve haver qualquer restrição em relação ao posicionamento dos pontos 

do modelo de entrada; exige-se apenas a consistência topológica dos polígonos que 

defineili sua fronteira. 

O objetivo deste trabalho é apresentar e discutir uni processo que usa técnicas 

conhecidas de produção de malhas baseadas em triangulações de Delaunay e que 

honra a geometria da fronteira do modelo de entrada [14]. Este processo produz 

malhas válidas e requer apenas a consistência topológica dos polígonos que definem 

a fronteira do n~odelo. Outra meta deste trabalho é impleineiitar um gerador de 

inallias restritas, baseado nesse processo, que realize também operaqões na malha 

de modo a aprimorar a qualidade dos seus tetraedros. 

Um pré-requisito para geracão automática de mallias é a robustez; que depende 

diretamente do tipo de operações geométricas necessárias para gerar a malha. Na li- 

teratura, dois nlétodos iiiteiisaiiiente depei1dent.e~ de intersecções foram apresentados 

para gerar triangulações de Delaunay restritas [15, 161. Neste trabalho, intersecções 

são utilizadas apenas para recuperar faces da restrição ausentes da malha após a in- 

serção de pontos de Steiner na etapa de recuperação de faces restritas. Em diversos 

casos, obtêm-se malhas conformes sem o cálculo de qualquer iiitersecção e usando 

apenas os dois predicados da construção da triangulação de Delaunay. 

O segundo capítulo apresenta unia discussão mais elaborada sobre inétodos de 

criação de triangulações de Delaunay. O terceiro capítulo aborda o processo de 

geração da triangulação restrita de um objeto tridimeiisioiial a partir da triangulação 

de Delaunay do seu fecho convexo. Isto é, são apresentados os inétodos utilizados 

para: recuperação de arestas da restrição, recuperação de faces da restrição e clas- 



sificação dos siiliplexos. O quarto capítulo traz uma discussão sobre cjualidade da 

iiialha e apreseiita operações e iliétodos que visam seu aprimoramento. Detalhes da 

iinplementação do gerador de malhas restritas, utilizaildo a biblioteca CGAL (Com- 

putational Geometry Algorzthms Library), e os resultados obtidos são mostrados no 

Capítulo 5. O sexto capítulo traz as conclusões e idéias para desenvolvirnento de 

trabalhos futuros. 



Capítulo 2 

Trabalhos Relacionados 

Siinulações numéricas para aplicações industriais, por exemplo, para a exploração 

de petróleo, necessitam de malhas para discretizar o doinínio. Em siinulação de 

reservatórios, o estudo de propagação de ondas acústicas ou fluxos de calor e fluido 

em larga escala dentro de sedimentos porosos saturados são processos importantes 

na detrerminação da viabilidade econômica da exploração da reserva. O método de 

geração de malhas visa atender às necessidades dos n~odelos utilizados por essas 

aplicaqões. Portanto, este caráter interdisciplinar torna necessária a apresentagão 

de conceitos básicos de métodos sísinicos para melhor compreensão dos problemas 

relacionados a essa categoria de aplicação. 

2.1 Modelos Sísmicos 

O conhecimento da composição do subsolo é fundainental para a tomada de decisão 

da indústria petrolífera. As simulações de processos geológicos coinplexos são feitas 

para ajudar na toinada de decisão, pois, tanto na exploracão como na produgão, os 

resultados de siinulações de reservatórios e/ou de bacias são utilizados. 

As principais fontes de informação de dados subterrâneos são os poços e a in- 

terpretação da resposta acústica a ondas sísmicas geradas por explosivos, ar com- 

primido, queda de pesos ou vibradores. No entanto, esses dados são limitados por 

natureza e não fornecem uma quantidade ideal de informações para a. montagem dos 

modelos geológicos. 

Logo após a a,quisição dos dados sísinicos e o processamento para remoção de 



r ~ d o s  desses dados, a. sísmica é modelada. i~latematicailieilte como uni campo escalar 

tridimeilsional e pode ser visualizada coino uma imagem sísmica, coino o exemplo 

ilustrado da Figura 2.1. 

Figura. 2.1: Exeniplo de iinagem sísmica. 

O modo tradicional é usar o conl-iecimento de geólogos e geofísicos para fazer a 

interpretação geológica dessas iinageils sísmicas. O resultado disso é um conjunto 

de curvas e superfícies que são utilimdas na construção de um modelo geológico 

consistente, tanto geometricaineiite quanto topologicameilte. O próxiiiio passo é 

usar esse modelo geométrico intermediário para gerar malhas discretas que poderão 

ser utilizadas em diversas siinulações iluméricas. Este modelo geológico deve repre- 

seutar todas as características de interesse, como os horizontes, que representam as 

superfícies de separação entre camadas geológicas, e as falhas, que são descontinui- 

dades causadas por deslizamento de camadas, coilforine podem ser vistos na Figura 

2.2. Os liorizontes e falhas dividem o modelo geológico em um conjunto de regiões 

do espaço c ~ j a  união forma as camadas do modelo. 



Figura 2.2: Modelo geológico com horizontes e falhas. 

2.1.1 Métodos Sísmicos 

O método sísmico de reflexão fornece boa definição das ca.racterísticas geológicas 

em subsuperfície propícia à acuinulação de liidrocarboiietos. Os produtos finais 

são; entre outros, imageiis das estruturas e camadas geológicas em siibsuperfície, 

apresentadas sob as mais diversas formas, que são disponibilizadas para o trabalho 

dos intérpretes. 

O levantamento sísmico inicia com a geração, através de fontes artificiais, de 

ondas elásticas que se propaga111 pelo interior da Terra. Estas oiidas são refletidas 

e refratadas nas interfaces que separam as roclias de diferentes coiistituiç.ões pe- 

trofísicas e retoriiain à superfície, onde são captadas por sofisticados equipaineiltos 

de registro (Figura 2.3). 

Geofones 
Dinamite 

- - - -  

Figura 2.3: Aquisição de dados sísmicos. 

G 



De acordo com ROBINSOI'J e TREITEL [17] a exploração de hidrocarbonetos, 

óleo e gás baseada em sísmica pode ser dividida em três etapas: aquisição, proces- 

sainento e interpretação. 

Fontes e Receptores Sísmicos 

As fontes de energia. sísmica mais utilizadas são: â dinamite e o vibrador, em terra; 

e canhões de ar comprimido, eni levantainento marítimo. Cada uma destas fontes 

emite uni pulso característico, conhecido como assinatura da fonte, que se propaga. 

em todas as direções. Estes pulsos elásticos, ou detonações, são de duração ou 

comprimento inuito pequeno e se refletem e refratam em cada uma das caiiiadas 

geológicas em profundida.de, retornando à superfície. Os receptores utilizados para 

registrar as reflexões destes pulsos são basicamente de dois tipos: eletromagnéticos 

(geofones), para registros em terra; e de pressão (liidrofones), para levaiitanieiito 

iiiarítino. 

Aquisição 

Tanto na terra quanto no mar, a aquisição de dados sísniicos consiste na geração 

de uina perturbação iiieciinica em um ponto da superfície e o registro das reflexões 

em centenas de canais de recepção ao longo de uma linlia reta. Todo o conjunto 

foilte/receptores tem seu posicionaniento dinâinico definido por le~raiitaineiitos to- 

pográficos, em terra, e por radioposicioiiaineiito e satélites, no mar. 

Assim c01110 na fotografia convencional ou na transmissão de imagens de tele- 

visão, a aquisição de dados sísmicos de reflexão leva em consideração unia série de 

parizinetros que visam a obteilção de imagens de boa qualidade da subsuperfície, 

dentro dos limites de econoiiiicidade. E111 função do detalhe necessário aos objetivos 

do levantainento sísmico, critérios como resolução vertical e liorizontal, distorções, 

atenuação de ruídos, profundidade de interesse, entre outros, são devidainente equa- 

cionados no projeto. 

No processainento dos dados sísmicos, alguns erros iiiereiltes ao lewmtanieiito sísinico 

são corrigidos e os dados são reorganizados para. formarem uma grade tridiineiisi- 



oiial com uma aii~ostra de ainplitude sísmica e111 cada vértice da grade. Duas das 

dimensões do conjunto de dados são direções espaciais e estão relacionadas com as 

posições das fontes e dos receptores. Uma das transformações realizadas nos dados, 

durante o processainento, faz com que as posições da fonte e do receptor sejam a 

mesma, formando uma linha vertical. Uina vez encontrada essa linha, as amostras 

são obtidas medindo o tempo que a onda leva para ir e voltar por cada intervalo de 

profundidade. Cada linha vertical é denon~inada coino traço sísmico e será usada 

para formar uma coluna da grade tridimensional. Sendo assim, a grade tridiinensi- 

onal possui duas dimensões espaciais, coiihecidas como znline e crossline, produtos 

do descolainento das fontes e receptores numa área determinada, além de possuir 

uma diineilsão temporal. 

Interpretação 

Nesta última etapa, o intérprete, em geral um geólogo ou geofísico, analisa os dados 

sísmicos e busca criar um modelo que represente a geologia contida na área do 

levantamento. A interpretação sísmica é usualmente classificada, de acordo com o 

foco, em dois tipos: estratigráfica. ou estrutural. Na interpretação estratigráfica o 

foco está em estudar a maneira como as camadas se comportaram ao longo do teinpo. 

A interpretação estrutural está relacionada à identificação das camadas geológicas, 

normalinente uin conjunto de curvas e superfícies, coino visto na Figura 2.2. Estas 

curvas e superfícies são a representação dos l-iorizontes e das falhas. 

Baseado nesta etapa de iilterpret,ação, um modelo intermediário é gerado através 

da intersecção de uma grade regular bastante refinada com as curvas e superfícies 

determinadas pelo intérprete da sísmica. O próximo passo é usar um algoritino de 

deciinação que reduza a quantidade de pontos e crie superfícies trianguladas baseado 

em alguin critério de ininiinização de erro. O GOCAD (Geological Object Computer 

Aided Design) [18] é uma ferramenta usualmente utilizada neste processo. No final 

desta etapa, as regiões tridimensionais delimitadas pelo conjunto de horizontes e fa- 

lhas são determinadas por algum modelador geométrico. Finalmente, são atribuídas 

propriedades geológicas às superficies e às regiões do modelo, para que a malha final 

possua elemeiltos coiin propriedades correspondentes aos atributos geológicos. 



2.1.2 Malhas Estruturadas e Não-Estruturadas 

Unia inalha pode ser definida como unia discretização de uni doniíiiio em formas 

geoiiiétricas simples, tais como triângulos ou quadriláteros em 2D e tetraedros ou 

hexaedros em 3D. Geralmeiite, as malhas são classificadas como: estruturadas, iião- 

estruturadas e híbridas. Uni modo coiiiuin de deferenciá-las é quanto à topolo- 

gia da vizinhança dos elementos. Malhas estruturadas são caracterizadas por seus 

nós internos possuíi-ein número constante de elementos ad~aceiit~es. Malhas não- 

estruturadas possuein nós internos com iiúineros de elementos acljaceiites variável. 

Malhas híbridas, por serem o resultado de coinbinações entre mallias estruturadas e 

iião-estruturadas, não possuem características bem definidas. A Figura 2.4 ilustra 

os três tipos de malhas ein duas dimensões. 

Figura 2.4: Tipos de malhas. A esquerda observa-se uina malha estruturada. Ao 

centro, observa-se uma malha. não-estruturada. A direita, observa-se uma malha 

liílsrida. 

As malhas estruturadas discretizain o domínio em eleinentos que possuein coilec- 

tividade implícita, ou seja, a coordenada de uni nó é suficiente para obter todas as 

relações de coiiectividade existentes, podendo acelerar o processo de consulta. Por 

outro lado, as relações de coiiectividade das niallias não-estruturadas são adquiridas 

explicitamente sob a forma de tabelas de conectividade. A obtenção de relações 

de coiiectividade em malhas liihridas depende de qua.1 conibiiiação de iiiallias estas 

resultam. 

A escolha do tipo de mallia adeq~iada está diretaiiieiite relacionado à comple- 

xidade do problema. O uso de iiiallias estruturadas são preferidas em doiníiiios 

simples. Por outro lado, as inallias iião-estrutura.das são apropriadas ein doinínios 



de coniplexidade arbitrária, pois se conforinain niellior ao contorno. Estas tanibéni 

permitem a aplicação de refinamento local e aclaptativo. Vários métodos de discre- 

tização, tais como Diferenças Finitas, Volumes Fiiiitos e Eleineiitos Finitos utilizam 

malhas não-estruturadas. 

O processo de aquisição de dados e geração dos modelos para aplicações de Ge- 

ociências produz superfícies com faces poligonais que possuem características sin- 

gulares, tais c01110 distribuição dos pontos desigual ao longo dos eixos cartesianos 

e ângulos pequenos entre as faces do modelo. Estas características resultam e111 

grande dificuldade no processo de geracão de malhas para esses modelos, piincipal- 

mente para n~étodos baseados em Octree [I ,  21 e métodos de Avanço de Fronteira 

[7, 8, 9, 101. Este trabalho faz uso de triangulações de Dela~maj~ para triangular 

o feclio convexo do conjunto de pontos do modelo e, a partir do conjunto de faces 

poligonais que defiimn suas fronteiras, forçar o aparecimento das arestas e das faces 

ausentes da triangulação, conforme apresentado no Capítulo 3. 

2.2 Computando Triangulações de Delaunay 

Enl n dimensões, a triangulação de um conjunto de pontos V é o conjunto de siin- 

plexos que não se interceptam T(V), cujos vértices formam V e cuja união de todos 

os seus siinplexos preenche coinpletameiite o feclio convexo de V. Siinplexos de di- 

mensão três são cliamados tetraedros, cujas faces são simplexos de dimensão dois 

(triângulos), arestas são sirnplexos de dimensão um (seginentos de reta) e vértices 

são siinplexos de diiiieilsão zero (pontos). 

Existem muitas inaneiras de se triangular o conjunto de pontos V e a triangulação 

de Delaunay é aquela em que, para qualquer simplexo de T(V), existe uma esfera 

11-diinensional vazia que passa por seus vértices. Diz-se que uma esfera está srazia 

se ilão há vértices em seu interior. Uma triangulação de Dela~iila3~ é Giiica, se e 

somente se não existem (li + 2) vértices coesféricos no conjunto V. 

Unia triangulação de Delaunay tridimensional restrita de uni conjunto F de 

polígonos planares simples é a. triaiigulação na qual V é o conjunto de vértices de F 

e qualquer polígono é obtido como a união de faces de T(V). 

Triangula@es de Delaunay podem ser construídas reduzindo todas as operações 



Figura 2.5: Exemplos de triaiigulações em três dirneiisões. A esquerda, visualiza.-se 

um íiiiico tetraedro. Ao centro, eiicontra-se a triangulação de uma esfera. A direita, 

observa.-se a triangulação de unia. grade. 

geométricas a apenas dois predicados: 

e P1 - Teste de ponto na esfera. 

e P2 - Localização de uni poilto ein relação a um plaiio e seus dois semi-espaços 

associados. 

Essa reduqão é uin passo iinportailte para iniiliinizar os erros associados à pre- 

cisão fiilita dos coinputadores que afetam diretaineiite a robustez do processo de 

geração de malhas. Uma discussão detalhada de unia implementação robusta adap- 

tativa, baseada em aritmética exata desses predicados, é apresentada por SHEW- 

CHUK [ G ] .  

O algoritino tradicional de geração de triangulações de Delauiiay não-restritas 

usa apenas conjuntos de pontos e, por isso, iião há garantias de qLie faces da fronteira 

do objeto estejam presentes ila triaiigulação de seu fecho convexo. Isto ocorre se 

existe um coiijuilto de faces que não aparecem em iieilhuma triangulação dos poiltos 

de entrada [15]. Todavia, uin gerador de malhas não-restritas pode ser utilizado 

coino poilto de partida para a iinpleineiltação de um gerador de mallias restritas. 

Isto é iiorinalineilte alcailçado adicioiiaiido pontos extras (pontos de Steiiier) à triail- 

gulação nas arestas e faces ausentes ou, em alguiis casos, realizando operações de flzp 

nas faces dos tetraedros da inallia inicial. Estas operações de Jzp são apresentadas 

posteriormente. 

Triaiigulações de Delauiiay biclimei~sioiiais restritas são coilsideradas um pro- 



Figura 2.6: Visualização do critério de Delaunay. Neste exemplo bidiniensional, 

é possível observar os círculos vazios que passam pelos três vértices de cada face. 

No caso tridimensional, deve ser possível observar esferas vazias que passam pelos 

quatro vértices de cada tetraedro. 

blenia fechado [19], mas, em três dimensões, liá ainda muitas questões a serem 

resolvidas. Apesar de ser sempre possível produzir uma triangulação restrita de um 

domínio 2D qualquer sem a inserção de pontos de Steiner, isto não é verdade para 

o caso tridiinensional. Este é o principal fator que impede a siinples geileralizacão 

dos algoritmos 2D para 3D. 

Os primeiros algoritmos iilcremeiitais para coinputar triaiigulações de Delaunay 

n-dinieilsionais são descritos em WATSON [3] e em BOMTER [13]. Estes algoritmos 

baseiam-se no fato de que escolher os (i1 + 1) pontos que se localizam lias esferas 11- 

diineilsionais vazias, para definir simplexos 11-diinensionais, garante o aparecimento 

de vértices de Voroiloi (circuncentros das esferas) no diagrama de Voioiioi dual. 

Além disso, esses (i1 + 1) pontos formam uni cluster niíiiimo de dados que são 

iinediatainente adjacentes. 

O algoritino iilcreinental [3] adiciona uni ponto por vez à triangulação, a qual 



Figura 2.7: Exemplo tridiinensioiial de um diagrama de TJoronoi 

iiiicialmente possui um único siinplexo 11-dimensional grande o suficiente para englo- 

bar todos os pontos do conjuiito V. Esse algoritmo é genericanieiite conliecido como 

algoritnio de cavidade, uina vez que ele reinove todos os siinplexos n-dimensioiiais 

que nã,o são mais vazios após a iiiserção do novo ponto. Estes siinplexos removidos 

formam uina cavidade poliedral que engloba este novo ponto inserido. A cavidade 

é triangulada conectaiido o ponto inserido a todos os vértices na fronteira da cavi- 

dade. Para evitar iiiconsistências estruturais, a cavidade precisa ser estrelada [20], 

satisfazendo a condição de convexidade em relação ao ponto. Esta condição é facil- 

mente adicionada ao algoritino de cavidade fazendo coni que a seguinte relação seja 

atendida: 

ni * ( p  - xi) > 0.0, (2.1) 

onde ni é O vetor normal à i-ésiina face da cavidade, xi é qualquer ponto na i- 

ésiina face e p é a posição do ponto inserido. Quando unia face da cavidade não é 

estritamente convexa em rela.ção ao ponto, o siinplexo ao qual ela está conectada é 

removido, formando uina cavidade ainda maior. 

Aiialisaiido o diagraina de Voronoi correspondente, percebe-se que nenhum 



vértice é descoiiectado durante este processo. Coiitudo. deve-se ter cuidado, pois ao 

usar tolerâiicias iio lado direito da desigualdade 2.1: no lugar de 0.0, a cavidade pro- 

duzida pode ser incorreta. A remoção de siinplexos pode descoiiectar um conjunto 

de vértices ou, até inesino, unia. parte da. triangulação, no caso onde o novo ponto in- 

serido localiza-se muito próximo a um vértice ou grupo de vértices já existentes. Por 

outro lado, coinpai-ações com números representados e111 ponto flutuante geralmente 

iiecessitain de tolerâncias. O melhor coinpromisso é obtido usando o predicado P2. 

Uina abordageni alternativa para o algoritmo de cavidade é o algoritmo de fiz$ 
3D [4, 51, o qual generaliza, para três diineiisões, o coiiliecido algoritmo de flip 2D 

[21]. O algoritino de flzp é bastante elegante e tem a vantagem de manter unia 

triangulação a. todo o niomento. Coiltudo, esse algoritmo é mais complexo de iinple- 

nientar. O algoritnio de flip 3D baseia-se no fato de que há apenas duas maneiras 

de se triangular um hexaedro coiivexo de cinco pontos: unia com dois e outra com 

três tetraedros. Uma das duas possíveis triangulações deve ser a triangulação de De- 

launay desses cinco pontos. Duas traiisforinações locais alternam entre essas duas 

triangulações: de dois para três tetraedros (flip 2-3) e vice-versa (flip 3-2). Uma 

terceira transformação local é usada quando quatro dos cinco pontos são coplaiiares 

(flip 4-4). 

Figura 2.8: Exemplo do algoritmo de flip 2D. A esquerda está a triaiigulação de 

Delaunay inicial. Ao centro está a triangulação após a inserção de uin novo poiito, 

porém O critério de esferas vazias (círculos vazios em 2D) iião é satisfeito. A direita 

está a triailgulação resultante após a operação de flip, agora satisfazendo o critério 

de Delauilay. 

No algoritmo de flip, o tetraedro que contém o novo ponto inserido v é retriaiigu- 

lado conectaiido seus vértices a v. Se o poiito v localiza-se em unia face ou em unia 



aresta, o procediiileiito é basicamente o niesnio, mas a retriaiigulação 6 uni pouco 

mais complexa. Depois, constrói-se unia lista IF de todas as faces que, quando 

conectadas a v, definem uin tetraedro. Essas faces são as caiididatas iniciais para 

o método de fizp. O teste de poiito em esfera é realizado usando a esfera definida. 

pelos três pontos de uma face f em 1F e o vértice oposto a v por f .  Se a esfera. 

contém v,  a face f é considerada para o flzp. 

flip 2-3 

Figura 2.9: Visualização das operações de fizp em três diniensões. 

As precoildições para utilizar os três diferentes tipos de flzp são as seguintes: 

e Flzp 3-2: deve haver unia aresta iiicideiite a v coiii exatamente três faces 

iiicideiites. 

e Flzp 2-3: os dois tetraedros que coinpartilhain a face f (um deles incidente a 

v) devem definir um coiij unto coiivexo. 



e Flip 4-4: v deve estar no mesmo plano de f e devem existir quatro faces 

incideiites à aresta de f visível por v (a aresta que será trocada). 

Após o flip; duas a quatro novas faces são adicionadas a 1F e o processo é repetido 

até que o conjunto IF esteja vazio. Note que o flzp 3-2 é o único que iião requer 

teste geométrico e; por essa razão, deve ser tentado primeiro. 

A seqfiêilcia de flzps é completamente arbitrária. mas algumas vezes as pre- 

coildições para os j%ps não são satisfeitas e a face é considerada não-transforniável 

por flips. JOE [4] descreve, em detalhes, as circunstâncias em que todas as faces 

interiores não localmeiite ótinias não são transforniáveis. Xessas circuiistâilcias, o 

algoritmo de flzp 3D produz uma triangulação Delaunay localmente ótima. 



Capítulo 3 

Triangulação 3D Restrita 

Os algoritmos baseados no critério de Delaunay descritos no capítulo anterior são 

usados para triangular o fecho convexo de um conjunto de pontos de entrada sem 

qualquer restrição. Quando um conjunto de faces poligonais definindo as fronteiras, 

interna e ext-erna, de um modelo tem que ser parte da triangulação final, as arestas 

e faces ausent.es devem ser, de alguma maneira, inseridas na triangulação. 

O método apresentado neste trabalho gera triaiigulações tridiniensionais restritas 

em quatro etapas. 

o Inicialmente, gera-se a triangulação de Delaunay do fecho coilvexo dos pontos 

de entrada. 

a Recuperam-se todas a s  a.restas de restrição ausentes, ou seja, as arestas que 

fazem parte do modelo de entrada que não apareceram na triaiigu1açã.o de 

Delaunay gerada na primeira etapa. 

Após a recuperação das arestas restritas ausentes, recuperam-se as faces poli- 

gonais restritas ausentes. 

o Para terminar o processo de geração de mallias restritas, realiza-se unia etapa 

de classificação dos siniplexos, para que a triangulação possua a mesma silliueta 

do modelo de entrada e os simplexos armazeiieni informações rela.tivas à região 

a que pertencem. 

Estruturas de dados auxiliares foram utilizadas para manter a consistência entre 

o modelo de entrada e a triaiigula.ção, na iiiiplementação deste método. O modelo de 



Figura 3.1: hdodelo da Vêilus de Milo. 

entrada é iilt8ernaniente representado por uma estrutura que armazena suas arestas e 

faces poligonais restritas. Quando um ponto é inserido na. triaiigulação em qualquer 

etapa, se este ponto se localizar em uma aresta ou face restrita, a estrutura. que 

armazena o modelo tainbém é atualizada. Intuitivamente parece que este tipo de 

estrutura provoca perda no desenipenho, visto que é necessário atualizá-la durante 

a inserção de pontos em arestas e faces da restrição. Porém, o seu uso é justificado 

quando se deseja descobrir quais são as arestas e faces da restrição que estão ausentes 

da triailgulação não-restrita, em todas as etapas do processo. Além disso, a sua 

utilização hcilita a iinpleineiltaçâo de todo o método. 



Figura 3.2: A primeira etapa da geração da triangulação 3D restrita consiste em 

gerar a triangulação do feclio convexo do modelo de entrada. Neste exemplo, ilustra- 

se o feclio coiivexo do modelo da Vêiius de Milo (Figura 3.1). 

3.1 Recuperação de Arestas 

Recuperar arestas de restricão ausentes significa verificar quais arestas do modelo 

de entrada não aparecem na triangulação do fecho convexo de seus pontos e forçar 

o seu aparecimeiito. 

O processo de recuperação de arestas restritas ausentes que foi utilizado é coiilie- 

cido por "costura" [22, 161 e, neste processo, uni vértice é inserido na triangulação 

no meio de unia aresta ausente. Est8e processo de recuperação explora uma proprie- 

dade das triaiigulações de Delauiiay: cada vértice da triaiigulação está conectado ao 

vértice mais próximo por uma aresta. O processo de inserção de pontos no meio da 



Figura. 3.3: A segunda etapa da geração da triailgulação 3D restrita consiste e111 

detectar e recuperar as arestas do inodelo de entrada que não apareceram na tri- 

ailgulação. As arestas presentes lia triangulação estão na cor braiica, enquanto as 

arestas ausentes estão inarcadas de azul no inodelo da Vênus de Milo (Figura 3.1). 

aresta é repetido recursivainente para cada meio-segmento que permanecer ausente 

da triangulação. No final deste processo, a aresta de restrição é recuperada como 

uma coleção de arestas da triangulação. 

Cada vértice inserido na triailgulação deve tailibém ser inserido na correspon- 

deilt,e aresta de fronteira do polígoiio. Porém, a iiiserção de uni novo vértice pode 

causar a remoção de uma aresta de restriçã.0 anteriormente presente na triangulação. 

Por isso, uma lista de arestas removidas deve ser mantida. Este processo é repe- 

tidamente aplicado até que esta lista esteja vazia. Infelizinente, este processo nem 



Figura 3.4: A terceira etapa da geração da triaiigulação 3D restrita consiste em 

detectar e recuperar as faces do modelo de entrada que não apareceram na triaii- 

gulação. Estas faces estão inarcadas de amarelo no modelo da Vênus de Milo (Figura 

3.1) e podein ser melhor observadas na imagem ampliada à direita. 

seinpre converge. Duas arestas de restrição com diferentes coiiipriineiitos, iiicideiites 

a um vértice de grau elevado e forniaiido um âiigulo iiieiior que 60" podein levar a 

unia espiral de exclusão iiiútua e redugão de comprimento, uma vez que pode haver 

iiiteração entre todas as arestas de restrição incidentes ao niesiiio vértice. 

RUPPERT [23] resolveu este problema de coiivergêiicia em duas dimeiisões cri- 

ando o coiiceito de círculos protetores em torno dos vértices. Este conceito foi esteii- 

dido para três dimensões, resultando em esferas protetoras centradas lios vértices 

aos q~iais as aresta restritas são incidentes. Quando estas arestas incidentes são 

divididas na intersecção com a esfera. protetora, iieiiliuina parte de neilliuina. aresta 

permanece ausente ou é removida, uma vez que todos os pontos de intersecção são 

coesféricos. 

Para recuperar uma. aresta ausente, RUPPERT [23] descreve o seguinte pro- 

cedi1iient.o de subdivisão de aresta: a primeira subdivisão é realizada no meio da 

aresta, enquanto a segunda subdivisão é realizada na distância mais próxima de 

uma potência de dois do vértice original. Todas as outras subdivisões são realizadas 



Figura 3.5: A última etapa da geração da triangulação 3D restrita coiisiste eiii 

entalhar a triangulação e classificar os tetraedros da malha. Neste exemplo, o modelo 

da Vêiius de Milo (Figura 3.1) possui apenas uina região. 

no meio da aresta e, consequeiitemente, serão tanibéin a unia distância de potência 

de dois. 

Este processo funciona para qualquer aresta ausente arbitrariaiileiite pequena, 

porque, após poucas subdivisões, todos os vértices inseridos para recuperar uni 

pedaço de uma aresta de restrição estarão a uma inesiiia distância de potência de 

dois do vértice original. A Figura 3.7 mostra o resultado deste processo de recu- 

peração de arestas aplicado à triangulação tridinieiisioiial do niodelo da Vêiius de 

Milo (Figura 3.1). A base do niodelo não é planar e possui m vértice de grau ele- 

vado no centro coin arestas restritas incidentes formando pequenos iingulos (Figura 



Figura 3.6: Base do modelo da Vêil~is de Milo (Figura 3.1). Observa-se o vértice 

central de alto grau com diversas arestas formando pequeiios ângulos eiitre si. 

3.6). A esfera protetora ao redor desse vértice central elimina o processo destrutivo 

não-convergente durante a recuperação de suas arestas restritas incidentes. 

3.2 Recuperação de Faces 

Recuperar faces de restrição ausentes significa verificar quais faces do modelo de 

entrada não apareceram lia triaiigulação e forçar o seu aparecimento. Este pro- 

cesso é bem mais complicado que o processo de recuperação de arestas. A primeira 

dificuldade ocorre na verificação da pieseiiça da face poligoiial restrita na trian- 

gulação. Mesmo que todas as arestas da borda deste polígoiio estejam presentes 

11a triaiigulação, isto não implica que a face poligoiial correspondente tainbéin es- 

teja preseiite lia triaiigulação. Além disso, uma fa.ce poligoiial restrita pode estar 

preseiite lia triaiigula@o coino uma coleção de triâiigulos adjaceiit,es. 

Ein uma triaiigulação de Delaunay, se um polígoiio plaiiar está presente coino 

uina coleção de faces triangulares, estas faces devein formar uma triaiigulação de 

Delaunajr 2D sobre este polígoiio [24]. Esta propriedade é utilizada para verificar a 

presença de faces restritas ein uina triailgulação T (V). 



Figura 3.7: Base da triailgulação gerada a partir do modelo da Vênus de Milo 

(Figura 3.1). Observa-se o resultado da aplicação de uma esfera protetora ao redor 

do vértice central. 

O processo de verificaçã,~ constrói unia triangulação bidinieiisioiial rascunho de 

todos os vértices que forniaili o polígoiio P. Esta triangulação rascunho divide P 

em um conjunto de simplexos A(P) ,  tal que: 

onde &(pa,pb,pc) é a i-ésiina face triangular de A(P) .  Para siiiiplificar e acelerar 

a geração de A(P) ,  triaiigulain-se todas as faces poligoiiais restritas não-coilvexas. 

Usando A (P) , verifica-se se: 

onde yi(pa, pb, pc) é a i-ésima face triangular de a.lgiini tetraedro da malha. Se alguiii 

bi está. ausente, P é recuperado inserindo pontos de Steiiler SP, coni uma heurística 

descrita posteriormeiite, tal que: 



e 

v* = V u SP, 

onde V" é a triangulação após a inserção dos pontos de Steiner. 

Se existirem quatro ou mais pontos cocirculares e111 P, o processo de verificação 

pode fall-iar porque A(P) não é único. Vale a pena notar que este processo de 

verificação só f~lncioiia se T(V) é estritamente uma triangulação de Delaunay. Para 

resolver este problema, faz-se uma cópia. do polígono que é divicliclo pelas arestas de 

T(V), conectanclo pares de seus vértices. Entãoj verificam-se quais pedaços desta 

cópia são triangulares e correspondem a faces em T(T7). Usando esta abordagem, 

é possível detectar a presença de partes triangulares niesino quando os pontros que 

definem o polígoiio não estão e111 posição geral. 

A l-ieurística para inserção de pontos de Steiner nas faces é simples: para cada 

pedaço triangular a~iseiite h,, averigua-se se alguma de suas arestas está ausente. 

No caso de existirem arestas ausentes, uma delas é escolhida e um vértice é inserido 

no meio desta aresta. Quando todas as três arestas estiverem presentes e bi estiver 

ausente, insere-se um vértice no meio de cada uma das três arestas. 

Para cada subface ausente b,, um ou três pontos de Steiner podem ser inseridos 

e A(P)  é reconstruído. Este processo é repetido até 

A (P)  c T (V*). 

A inserção de novos pontos pode causar a remoção de faces previamente recuperadas 

e, por isso, deve-se manter uma lista de faces a serem inseridas novamente. 

Esta heurística facilita sigilificativail~eilte o processo de criação de pontos de 

Steiner nas arestas de subfaces auseiltes bi, usando esseiicialinente o mesmo processo 

descrito 11a recuperação de arestas. Porém, infelizmente, o processo de recuperação 

de faces nem sempre converge. A razão para a não convergência é o critério de 

Delauiiaj~ que é conzpletainente insensível pa.ra tudo que não é vértice. Portanto, 

um ciclo de recuperação de faces aliado à destruição siinultâiiea de faces restritas 

previamente inseridas pode nunca c.onvergir. A não convergência é uma função dos 

ângulos diédricos entre as faces poligonais de entrada. Se todos os ângulos diédricos 

são inaiores ou iguais a 90°, a convergência é garantida, conforme mostrado por 

SHETVCHUK [G]. Na prática, esta é uma limitação excessivaineiite restritiva e 

inaceitável para diversas aplicações. 



Para evitar o problema de coiivergêiicia, marca-se uma face conio "não recupe- 

rada" quando um número predefiiiido de pontos de Steiiier lhe foi inserido. Neste 

caso, uni outro método deve ser aplicado para recuperar esta. face restrita. 

3.2.1 Recuperação de Faces Não Recuperadas 

Quando o processo de recuperação de faces descrito anteriormente falha, o processo 

de geração de triaiigulações restritas é forçado a abandonar o critério de De1auiia;g- 

globalniente e a aceitar triaiigulações não estritaniente de De l a~~ i i a~~ .  HAZLEWOOD 

[15] inostrou que é possíxrel produzir triangulações restritas apenas retriangulaiido os 

tetraedros cujos interiores são iiiterceptados por uma face poligonal restrita ausente. 

Primeiro, encoiitrain-se todos os pontos de intersecção entre a face poligoilal 

ausente e as arestas dos tetraedros da triangulação. Depois, todos os tetraedros 

interceptados são retriaiigulados localmente com o critério de Delaunay. Os conjun- 

tos de vértices de cada lado do plano que suporta a face poligonal são triangulados 

separadamente, de modo a não haver visibilidade através desse plano durante a retri- 

angulação. Kote que a retriaiigulação local pode ser obtida por um critério diferente 

do critério de Delaunay. 

Caso as arestas restritas já façam parte da triaiigulação, a retriangulação local 

pode ser obtida usalido os operadores locais descritos por WEATHERILL e HAS- 

SAIV [ l G ] .  Estes operadores basicameiite tratam os casos em que a face poligonal 

intercepta coiiipletaineiite uni tetraedro e o divide em uni conjunto de novos poli- 

edros. Estes novos poliedros podem ser tetraedros, pirâmides de base quadrilátera 

ou prismas com duas faces triangulares e três faces quadriláteras. 

Uma vez que cada tetraedro é processado ~eparadaiiieiit~e, não 11á garantias de 

que todos os tetraedros interceptados sejam retriaiigulados coiisisteiiteineiite por 

esses operadores. Isto ocorre porque uin prisma resultante de uma intersecção pode 

ter todas as suas faces quadriláteras já trianguladas pelos tetraedros adjacentes 

anteriormente processados. Este problema é resolvido inserindo uni ponto no interior 

do prisma e, desta forma, preservain-se as triaiigulã,ções adjacentes. 



3.2 .2  Operadores locais de retriangulação 

Triangulação Tetraedro-Tetraedro 

Neste caso, apenas unia aresta do tetraedro intercepta a face que deve ser recupe- 

rada. Quando isto acontece, insere-se um ponto exatamente na interse~ão entre a 

aresta. e a face e, com isso, este tetraedro é dividido em duas partes: u111 tetraedro 

superior e uni outro tetmedro inferior, coinpartilhando a face de restrição (Figura 

3.8). 

Figura 3.8: Triangulação Tetraedro-Tetraedro. 

Triangulaçáo Tetraedro-Pirâmide 

Neste caso, duas arestas do tetraedro interceptam a face que deve ser recuperada. 

Quando ist80 acontece, iiiserein-se dois pontos exatalilente lias interseções entre as 

arestas e a face e, com isso, este tetraedro é dividido em duas partes: uni tetraedro 

superior e uma pirâmide inferior que compartilhan~ a face de restriçiio. Esta pirâinide 

gerada também é retriangulada de acordo com a sua viziiiliailça (Figura 3.9). 



Figura 3.9: Tria.iigulaçã,o Tetraedro-Pirânlide. 

Triangulaçáo Tetraedro-Prisma sem iiisercão de pontos i10 prisma 

Neste caso, três arestas do tetraedro interceptam a face que deve ser recuperada. 

Quando isto acoiitece, iilserem-se três poiitos exatainente lias iiiterseções eiitre as 

arestas e a face e, com isso, este tetraedro é dividido em duas partes: um t,etraedro 

superior e uni prisma inferior, compartill-iando a face de restrição. Keste caso, o 

prisma gerado pode ser diretaineilte retriailgulado de acordo com a sua viziilliança 

(Figura 3.10). 

Triangulaçáo Tetraedro-Prisma com inserção de pontos no prisma 

Neste caso, três arestas do tetraedro interceptam a face que deve ser recuperada. 

Quando isto acontece, iiiserem-se três pontos exatamente nas iilterseç.ões entre as 



Figura 3.10: Triailgulação Tetraedro-Prisma sem inserção de pontos no prisn~a. 

arestas e a face e, com isso, este tetraedro é dividido em duas partes: um tetraedro 

superior e um prisina inferior, que compartilham a face restrita. Neste caso, o prisina 

gerado não pode ser diretamente retriangulado de acordo com a sua vizinhança. 

Para solucionar este problema, insere-se uni ponto no centro deste prisma e, dessa 

maneira, ele pode ser retriangulado em conformidade com sua vizinhança (Figura 

3.11). 

Triangulação Prisma-Prisma sem inserção de pontos no prisma 

Neste caso, quatro arestas do tetraedro interceptam a face que deve ser recuperada. 

Quando isto acontece, inserenl-se quatro pontos exatamente nas interseqões entre as 

arestas e a face e, com isso, este tetraedro é dividido em duas partes: um prisina 



Figura 3.11: Triangulação Tetraedro-Prisma c0111 inserção de pontos no prisma. 

superior e uni prisina inferior, que coinpartilhain a face de restrição. O prisma 

superior possui pelo menos uin grau de liberdade para sua retriailgulação, que é 

justainente a face que ele coinpartillia coin o prisma inferior. Isto faz com que 

sempre seja possível sua retriangulasão. Neste caso, o prisina inferior tanibéiii pode 

ser diretamente retriaiigulado de acordo coin a sua vizinhança (Figura 3.12). 

Triangulação Prisma-Prisma coin inserção de pontos no prisma 

Neste caso, quatro arestas do tetraedro interceptam a face que deve ser recuperada. 

Quando isto acontece, inserem-se quatro pontos exataineiite nas interseções entre as 

arestas e a face e, com isso, este tetraedro é dividido em duas partes: um prisnia 

superior e um prisma inferior, que coiiipartilhani a face restrita. O prisma superior 



Figura 3.12: Triailgulação Prisma-Prisina seili iiiserção de poiitos no prisina. 

possui pelo meilos uni grau de liberdade para sua retriaiigulação, que é justamente 

a face que ele coinpartilha. coin o prisina inferior. Isto faz com que sempre seja 

possível sua retriailgulação. Neste caso, o prisma inferior não pode ser diretamente 

retriangulado de acordo com a sua viziiiliaiiça. Para solucionar este probleiiia, insere- 

se um poilto no centro deste prisma e, dessa maneira, ele pode ser retriangulado em 

coilforinidade coin sua vizinhança (Figura 3.13). 

3.3 Classificação dos Simplexos 

Após recuperar todas as faces de restrição, obtém-se ã triailgulação de Delauilay 

restrita do fecho convexo do modelo. Keste momento, a triailgulação precisa ser 



Figura 3.13: Triangulação Prisma-Prisma com inserção de pontos no prisma. 

entallmda, reinovendo os tetraedros do lado de fora do modelo e armazenando atri- 

butos nos siinplexos de acordo com as propriedades do n~odelo. Para tal, utiliza-se 

um esquema de classificaqão que aproveita as informações de adjacêilcia para miiii- 

inizar os t,estes de localização. 

E111 Geociências, é comum criar modelos sísmicos através da intersecção de con- 

juntos de superfícies poligonais, gerando assim nlodelos com múltiplas regiões. A 

idéia deste tral~alho é, tanlbémi gerar triangulaqões deste tipo de inodelo, onde cada 

região conta com propriedades distintas [25, 261. Após a triangulação ser entalhada, 

cada simplexo da malha é classificado com o objetivo de atribuir propriedades aos 

elenlentos de cada região do modelo. Esta classificaçã,~ tai~lbém permite especificx 

os simplexos correspondentes às superfícies que definem as condições de fronteira, 

informação necessária nos Métodos de Elementos Finitos. 

Durante as etapas de recupera.ção de arestas e recupera.ção de faces, uma es- 

trutura auxiliar representaiido o modelo de entrada é mantida de forma consistente 



à triangulação sendo gerada. Esta estrutura tem uma utilidade importante nesta 

etapa: marcar as faces dos tetraedros que definem as fronteiras do inodelo. Esses 

tetraedros marcados definem; na triangulação, as condições de fronteira entre as 

regiões do inodelo. 

O entalhainento da triangulação consiste em percorrer os tetraedros externos 

à triangulação e verificar se suas faces estão marcadas. Entende-se por tetraedro 

externo aquele que não possui algum tetraedro adjacente por face na triangulação. Se 

existe alguma face inarcada F no tetraedro externo A que não possua uin tetraedro 

B adjacente, então o tetraedro A deve ser mantido na triangulação. Caso contrário, 

o tetraedro A deve ser removido e todos os tetraedros adjacentes a ele, ainda não 

verificados devem ser considerados tetraedros externos. Este procedimento termina 

quando todos os tetraedros externos forem avaliados. 

Para classificar os simplexos, faz-se um teste de ponto em região para um te- 

traedro, determinando a região em que ele se encontra. Então, este tetraedro é 

utilizado como sen~ente para um método de preenchiinento por inundação (fioodfill, 

em inglês). A partir da semente e usando as informações de adjacências, visitanl-se 

todos os tetraedros de uma região sem cruzar as fronteiras da mesma. Durante esta 

visita, atribuem-se aos elementos da triangulação as propriedades referentes à região 

sendo percorrida. 

No fim do preenchimento por inundação relativo a uma determinada região, pode 

haver tetraedros adjacentes à sua fronteira ainda não visitados. Estes tetraedros 

pertencem a uma região vizinha, portanto podem ser utilizados conio sementes para 

um novo preeiicl~imento por inundação relativo a esta região vizinha. A etapa de 

classificação de siinplexos termina quando todos os tetraedros da triangulação forem 

visitados. 



Capítulo 4 

Qualidade da Malha 

Aplicações industriais de h/Iétodos de Elementos Finitos usando malhas tetraédricas, 

tipicainente, começam com um modelo geométrico a partir do qual a malha é gerada. 

Geralmente, o próximo passo após a geração da malha consiste em utilizar métodos 

heuiísticos de aprimoramelito da malha que tentam melhorar a qualidade de seus 

tetraedros. A qualidade de um tetraedro é norinalinente expressa por um número que 

estima seus efeitos (13011s ou ruins) no erro de interpelação, no erro de discretização e 

no coildicionameiito matricial (stiffness m,atriz conditioning, em inglês). A qualidade 

de uina inalha é ainplamente ditada pelos seus piores eleineiltos, ou seja, os piores 

tetraedros têm muito mais influência do que os tetraedros médios. 

Um sliver é um tetraedro CLIJOS quatro vértices encontram-se muito próximos 

a um plano e cuja projeção perpendicular neste plano é um quadrilátero convexo 

sem aresta curta (short edge, em inglês). Os slivers são coinpletainente indesejáveis 

em mall-ias tetraédricas geradas para aplicações de Métodos de Elementos Finitos. 

I\/lesmo quando o conjunto de pontos de uma triangulação é bem espaçado, slivers 

podem aparecer. Portanto, métodos de remoção de slivers são deseiwolvidos e inse- 

ridos no processo de geração de malhas. 

Existem dois inétodos populares de aprimoramento de 111allias: a suavização 

(smoothing, em inglês) e as transforinaqões topológicas. A suavização é o ato de 

inovei um ou mais vértices para melhorar a qualidade de seus tetraedros incidentes. 

A suavização não inuda a topologia (conectividade) da malha. As trailsforn~ações 

topológicas são operações que removem tetraedros da malha e os substituem por 

um coiljunto diferente de tetraedros que ocupam o mesmo espaço, alterando a es- 



Figura 4.1: Exemplos de sliver em diferentes triangulações. No exemplo da esquerda, 

o critério da esfera vazia (critério de Delaunay) não é satisfeito. Os outros dois 

exemplos satisfazem este critério, ou seja, siio exemplos de tria.ngulações de Delaunay 

que possuem sliver. 

trutura topológica da malha. A suavização encontra-se amplanlente no domínio 

de otiinização numérica, enquanto as trailsformações topológicas eilcoiltrain-se no 

domíilio de otiinização coinbinatória. As duas técnicas são mais efetivas quando 

utilizadas em conjunto. 

A suavização e as trailsformações topológicas são normalmente usadas como 

operações em métodos de escalada (hill-clzrnbing, ein inglês) para otimizar a qua- 

lidade da. malha. Uma função-objetivo inapeia cada inalha possível a um valor 

numérico (ou sequêilc.ia de valores) que descrevem a qualidade da malha. O método 

de escalada consiste em avaliar a aplicação de uma determinada operação em u111 

local específico da triangulação. Se a qualidade da malha modificada for maior que 

a da malha origiilal, então a operação é efetivamente aplicada à triangulação e o 

inétodo de escalada procura por outra operação que possa melhorar a qualidade 

da nova inall-ia. Operações que não inelhorein o valor da função-objetivo não são 

aplicadas à. triangulação. Logo, a mall-ia final i ~ ã o  pode ser pior que a malha de en- 

trada. O inétodo de escalada termina quando nenhunia operação consegue produzir 

maiores aprimorainentos. 

FREITAG e OLLIVIER-GOOCH [27] apresentam um inétodo de escalada que 

combina suavização baseada em otimização aplica.da a diversas trailsforinações to- 

pológicas, tais como flips 2-3, flzps 3-2 e unia operação cl~ainada remoção de aresta 

( edg e removal, em inglês). No mesmo trabalho, FREITAG e OLLIVIER-GOOCH 

[27] relatam a performaiice de diversos agendainentos (schedule, em inglês) em uma 



variedade de inalhas. Entende-se por agendainento tanto a ordem e a quantidade de 

operações quanto os critérios de seleção dos tetraedros que devem ser apriniorados. 

FREITAG e OLLIVIER-GOOCH [27] mostrain t ainbéin que o melhor agendanieiito 

desenvolvido por eles elimina. a maior parte dos tetraedros ruins e oferecem reco- 

mendações einpíricas sobre o que faz um agendamento ser melhor que outro. 

KLINGNER e SHETVCHUK [28] propõem novas operações topológicas, além da 

suavização aplicada aos vértices da fronteira, para tornar aiida. inais poderoso o re- 

pertório de operações do método de escalada. Eles aiilda apresentam um novo agen- 

damento, que compreende essas novas operaqões, e demonstram que todas operaqões, 

quando utilizadas ein coiijuiito, produzem um resultado niuito mais efetivo do que 

utilizadas separadamente. Mesmo tendo a velocidade do seu método como uma 

segunda consideração, KLINGNER e SHETVCHUK [28] fazem uina aiiálise das 

operações que causam maior impacto na melhoria da qualidade da nialha, tanto 

individualmente como conibinadas coiii outras operações. 

4.1 Suavização 

A técnica mais famosa de suavização é a suavização Laplaciana, na qual um vértice 

é movido para o ceiitróide dos vértices ao qual está coiiectado [29]. Tipicamente, a 

suavização Laplaciana é aplicada a cada vértice da malha ein seqüência e diversos 

passos de suavizacão são realizados, onde cada passo move cada vértice uma vez. A 

suavização Laplaciana é popular e efetiva em inalhas bidiinensioiiais, porém, para 

malhas tridimensionais, ela é muito menos confiável e geralmeilte produz tetraedros 

ruins. 

FREITAG et al. [30] propõem uni algoritmo de suavização que otimiza o pior 

tetraedro em uni conjunto. Na prática, este algoritino inaxiiniza o menor ângulo 

dentre todos os tetraedros incidentes a uin determinado vértice. Esta suavização é 

aplicada apenas a vértices no interior da malha, ou seja, os vértices na fronteira da 

inalha não são suavizados. Esta suavização é a utilizada i10 processo de geração de 

malhas deste tral~alho, apesar de KLINGNER e SHETVCHUK [28] estei~derein esta 

suavização para vértices na fronteira da malha. Para tal, é necessário que as faces da 

fronteira da niallia incidentes a uin vértice pareqani (com alguma tolerância) estar 



todas em um niesnio plano. Dessa maneira, este vértice pode ser suavizado ao longo 

deste plano. 

A suavização utilizada faz uso do que FREITAG e OLLIVIER-GOOCH [27] 

chamam de suavização inteligente (smart smoothing, em inglês). Se uma operação 

de suavização não for capaz de melhorar a qualidade dos tetraedros envolvidos. então 

esta operação de suavização não é realizada. Portanto, a qualidade da malha nunca 

diiniiiui coni a suavização. 

Figura 4.2: Exeiiiplo bidinieiisioilal de suavização. Observa-se que o vértice suavi- 

zado deve permanecer na região cinza para evitar probleinas de topologia (conecti- 

vidade) lia malha. 

Transformações Topológicas 

As traiisforiilações topológicas compreeiideni as operações que alteram a coilectivi- 

dade dos tetraedros da malha, de modo que o volume da malha periiiaiieça iiialte- 

rado. Novos tetraedros devem substituir alguns tetraedros da malha, ocupando o 

mesmo espaço. Nesta fase do processo de geração de malhas, ist80 é feito de maneira 

que a qualidade da malha melhore através dessa substituição de t,etraedros. Caso os 

novos tetraedros não apreseiiteni qualidade superior aos que devem ser substituídos, 

a operação não é realizada. Entre as transformações topológicas implementadas 

estão: flip 2-3, flip 3-2 e jlzp 4-4. Todas estas traiisforinações topológicas foram 

apresentadas no Capítulo 2, mais precisaineiite na  discussão sobre o algoritino de 

jlip 3D criado por JOE [4, 51. 



remoqão de aresta - - 
remocZo multi-face 

Figura 4.3: Exemplos de trailsformações topológicas usadas em aprimoramento de 

malhas. 

4.3 Remoção de Slivers 

CAVENDISH et al. [31] mostram como a presença de slivers é prejudicial em tri- 

angulações tridimensionais. Eliminar slivers não é uma tarefa simples e até mesmo 

triangulações de Delaunay geradas a partir de pontos bem espaçados podem conter 

slivers, conforme docuinent ado por TALMOR [32] . 

O primeiro resultado positivo na remoção de slivers foi obtido por CHEW [33] 

que os elimina adicioiiaiido novos pontos, de modo a gerar uma mallia uniforme- 

mente densa. CHENG et al. [34] mostraram como atribuir pesos aos pontos, du- 

rante a construção da tiiangulação de Delaunay ponderada. (weighted, em iilglês), 

de tal maneira que slivers não aparecem. Este método não adiciona novos pontos, 

porém não é coinpletaineiite eficaz para um modelo de entrada qualquer. EDELS- 

BRUNNER et al. [35] propõem técnicas de inelhoria de mallias em uma etapa de 

pós-processan~ento para remoção de slivers; principalmente através de operações de 

suavização. 

No processo de geração de il~allias deste trabalho, foram implenientadas algu- 

inas operações que visam remover slivers em várias etapas deste processo. Porém, 

algumas destas operações só podem ser realizadas após a recuperação das faces res- 

tritas, uma vez que estas operações violam o critério de Delaunay globalniente. As 



operações iiiiplenieiitadas para. a. renioção de slivers compreendem: a. suasrização de 

vértices internos da mallia: flip 2-3, jlip 3-2 e flip 4-4. Após a etapa de classificação 

de siinplexos, onde os tetraedros que não fazein parte do modelo são removidos, uina 

nova operação de remoção de slivers toriia,-se possível: a. pinça (peel off, em inglês) 

de slivers. 

4.3.1 Pinça de Slivers 

Esta operação consiste em detectar os slivers que possuem alguma face na borda 

da triaiigula@o e, simplesmente, removê-los. Os quatro vértices de um sliver são 

praticamente coplanares e isto implica que o inesino possui volume desprezível. Por- 

tanto, a pinça de slivers não provocará qualquer mudança na triangulação, uma vez 

que estes se encontram na borda. 

4.4 Aprimoramento da Malha 

O sucesso do Método de Elementos Finitos depende do formato dos tetraedros da 

inalha utilizada. Ângulos diédricos imito grandes (próximos a 180") caiisani gran- 

des erros de interpolação e reduzem a precisão das simulações nuinéricas [36, 371. 

Ângulos diédricos pequenos fazem com que as matrizes (stiffness matn:ceç, em inglês) 

associadas ao Método de Elementos Finitos sejam mal condicionadas [37]. E111 al- 

guns casos, um único tetraedro ruim pode arruinar uma siniulação. 

Dado um niodelo de entrada, a triangulação de Dela~uiay restrita gerada usu- 

almente possui uina eiiorine quantidade de tetraedros com formas não regulares e 

iiidesejadas. Para superar este problenia, u n a  técnica bastante comum foi ado- 

tada: a incorporação de uma grade regular no espaço ocupado pelo modelo. No 

entanto, dependendo da coiifiguração da grade, pode-se gerar uni grande número de 

tetraedros. Este fato motiva o uso de grades adaptativas, porém esta. modalidade 

de grades não foi implemeiitada por este trabalho. Na literatura, há três tipos de 

grade freqiienteinente usados: grade cúbica, grade 1iexagoiia.l e grade cristalizada 

(lattice, em inglês). Deve-se escollier qual o tipo de grade que será incorporada à 

triangulação no início do processo de geração de malhas restritas, antes inesmo da 

etapa de recuperação de arestas da restrição. Os pontos da grade serão iiiseridos 



seguildo o critério de Dela~inay, assim como os pontos do modelo de entrada. O uso 

de uma grade permite gerar uma grande quantidade de tetraedros regulares. 

Figura 4.4: Exemplo de inserção de uma grade de pontos. A esquerda, observa-se 

a inserção de pontos nas arestas de uma face. No centro, pontos forani inseridos 

no interior de uma face. A direita, ilustra-se uma secção plana em um modelo com 

inúltiplas regiões e os pontos inseridos no seu interior. 

Figura 4.5: Visão frontal ao plano de corte da triangulação de um modelo com 

múltiplas regiões ao inserir uma grade de pontos. Observa-se certa regularidade dos 

tetraedros no interior da malha. 

A qualidade de um tetraedro pode ser encapsulada em uin único valor numérico 

cl-iainado medida de qualidade. Existem diversas imneiras diferentes de determinar 

essa inedida de qualidade [28, 371. A medida de qualidade escolhida foi o menor 

valor do seno dos seis ângulos diédricos de um tetraedro, tainbéin conhecida por 

inedida de menor seno. Esta inedida penaliza tanto ângulos grandes quanto âilgulos 

pequenos e FREITAG e OLLIVIER-GOOCH [27] a consideranl a mais efetiva entre 

todas as medidas testadas. A inedida de menor seno também tem a vantagem de 

que os ângulos diédricos de um tetraedro são intuitivos. 

KLINGNER e SHEWCHUM [28] realizam um método de escalada sobre t,odos 

os tetraedros da malha; para que a malha resultante possua os piores tetraedros tão 



bons qua.ilto for possível. Apesar de apresentarem excelentes resultados q~ianto à 

qualidade dos tetraedros, o tempo gasto durante o aprimoramento de uma mallia é 

muito grande. Como os tetraedros com piores formatos têm niuito mais iiifluêiicia 

que os tetraedros com formatos médios, o método de escalada utilizado por este 

trabalho executará operações apenas sobre os tetraedros considerados ruins. Uni 

tetraedro é considerado ruim se os seus ângulos diéclricos, mínimo e máximo, ultm- 

passam os limites, inferior e superior, passados como parâinetro lia iinpleineiitação 

do método (usualmente, 10" e 130"). 

Operações, como suavização: 2-3, flip 3-2 e flip 4-4, são utilizadas no método 

de escalada. Além dessas operações, foi impleinentada a operação de inserção de 

pontos apresentada por KLINGNER e SHETVCHUK [28]. 

4.4.1 Inserção de Ponto 

Esta operação calcula uma posição em um tetraedro ruim, normalmente o baricentro 

deste tetraedro. Depois, tenta inserir uni ponto nesta posição computando o melhor 

conjunto de tetraedros possível para remover da triangulação. Esse coiijunto de te- 

traedros é chamado cavidade. A triangulação é vista conio um giafo de visibilidade, 

em relação à posição do ponto inserido, e o cálculo da cavidade é realizado como 

unia busca nesse grafo. 

Figura 4.6: Inserção de ponto. Neste caso bidimensioiial, à esquerda observa-se o 

grafo de visibilidade a partir do novo ponto iilserido ponto p: enquanto à direita 

observa-se a cavidade (em rosa.) calculada a partir desse grafo. 



Uina vez computada a cavidade, constroeni-se novos tetraedros ligando o ponto 

inserido às faces de fronteira da cavidade. Uma etapa de suavização deste novo 

ponto inserido é executada. Se a. qualidade dos novos tetraedros for superior à 

qualidade dos tetraedros da cavidade, então a. operação é realizada com sucesso. 

Caso contrário, a inalha permanece inalteracla. 

Um fato interessante desta operação é a possível remoção de vértices da malha. 

Se todos os tetraedros incidentes a um cletermiiiado vértice fizerem parte da. cavidade 

computada, então este vértice deve ser removido da triangulação. Portanto, assim 

como observado por KLINGNER e SHETVCHUM [28]; esta operação algumas vezes 

reduz o número de vértices da malha. 

4.4.2 Agendamento de Operações 

O agendamento de operações compreencie a ordem e a quantidade de operações que 

devem ser realizadas pelo método de escalada. Cabe também ao agendainento definir 

sobre quais tetraedros as operações devem ser executadas. Geralineiite, o agenda- 

niento é realizado através de passos de operações sobre os tetraedros selecionados. 

Os agendamelitos presentes na literatura são heurísticos e desenvolvidos através de 

tentativas e erros, porém oferecem valiosas dicas baseadas em testes práticos. 

O algoritino de JOE [38] visita cada face da triailgulação verificando se qual- 

quer uma das transformações de seu repertório pode inelhorar os tetraedros lo- 

calmente. Ele executa passos sobre toda a triangulação (verificando cada face) e 

terinina quando uin passo não provoca nenhuma altera.ção na niall-ia. 

O agendainento de operações de FREITAG e OLLIVIER-GOOCH [27] começa 

com dois passos de f i s  2-3, depois executa um passo de operqões de remoção de 

arestas e dois passos de suaxização em todos os tetraedros da malha. Em seguida, 

realiza um passo de jFEzps 2-3 e operações de remoção de arestas apenas nos piores 

tetraedros da malha. Esse agendamento termina com mais dois passos de suavização 

de todos os vértices da triangulação. 

KLINGNER e SHEWCHUK [28] desenvolverain uni ageildameiito que não pos- 

sui um número fixo de passos. Eles começam c0111 um passo de suavização por 

todos os vértices da triangulação e um passo de traiisforinações topológicas (sem 

inserção de vértices). Todas as suas transformações topológicas tentain, primeiro, 



operações de renioção de arestas para depois tentar operações de remoção de faces. 

O ageiidameiito prossegue em uiii laço que realiza a suavização de todos os vértices 

da triangulação. Se a. suavização não inelhorar a q~ialidacle da inallia, executa as 

transforniações topológicm. Se estas transforinações não surtirem efeito positivo, 

executa a inserção de vértices. Toda vez que uma dessas operações inelliora a qua- 

lidade da inallia, o laço de operações é reiniciado. O agendainento termina quaiido 

três passos consecutivos do laço não apresentani melhora na qualidade da inalha. 

O agendaineiito desenvolvido por KLINGNER e SHEWTCHUK [28] apresenta 

ótiiiios resultados referentes à qualidade da malha, porém o tempo gasto não é 

a inaior preocupação dos autores. Ao contrário dessa abordagem, o teinpo gasto 

no processo de apriinoraniento da inalha é, para este trabalho, uina consideração 

niuito importante. Portaiito, o agendaineiito escolliido tenta equilibrar o teinpo 

despeiidido no processo de apriinoraniento da inalha e a qualidade dos tetraedros 

da triangulação. 

A inteilção do processo de apriinorainento iinplemeiitado não é produzir uma 

nialha cujos piores tetraedros sejam tão bons quanto for possível. A intenção é 

produzir uma malha que não possua tetraedros ruins. Os agendainentos que percor- 

rein toda a inalha tentam sempre melhorar os tetraedros da triaiigulação, inclusive 

aqueles com formatos aceitáveis (bons) sob o ponto de vista de Métodos de Elemen- 

tos Finitos. Coiiio os tetraedros ruins são realmente indesejáveis, as operações de 

inellioria da mall-ia, dentro do laço, serão executadas apenas sobre eles. 

O agendaineiito inicia com um passo de suavização de todos os vértices no interior 

da inalha. Depois, realiza uiii laço que tenta sempre melhorar um tetraedro ruim por 

vez. A ordem de tentativa de execução das ooperaqões, dentro desse laço, é a seguinte: 

suavização dos vértices do tetraedro, flzp 3-2, flip 4-4, JEip 2-3 e inserção de um novo 

ponto iio centro do tetraedro. Dessa maneira, o desempenho do ageiidainento não é 

uiii fator crítico, ao niesino tempo em que a qualidade dos tetraedros não é prejudicial 

para Métodos de Elementos Finitos. 



Capítulo 5 

Implementacão 2b e Resultados 

Um dos objetivos deste trabalho é impleinentar um gerador de malhas restritas. 

Este gerador baseia-se nos métodos apresentados no Capítulo 3 para gerar trian- 

gulações de Delaunay 3D restritas. O gerador também é capaz de realizar operações 

na inall-ia de modo a aprimorar a qualidade dos seus tetraedros, conforme apreseii- 

tado no Capítulo 4. Neste capítulo, são apresentados alguiis detalhes referentes à 

sua iinplemeiitação, tal como alguns resultados na geração e no aprimorameiito da 

qualidade das malhas geradas. 

O gerador de inall-ias restritas foi iinplenientado de modo a ser portável entre os 

sistemas MTindows e Linux sem mudança em seu código-fonte. Outra consideração 

que deve ser feita enl torno deste gerador de malhas é a sua funcionalidade tanto 

em plataformas de 32 bits quanto em plataformas de 64 bits. Para que o gerador de 

inall-ias tenha essas características, o seu código-fonte foi desenvolvido na linguagein 

C++, sob o paradigma da. programação orientada a objetos. O gerador de malhas faz 

uso de duas bibliotecas: STL (Standard Template Library) 1391 e CGAL [40]. As duas 

bibliotecas possuem a característica de serem portáveis entre os mesmos sistemas 

e mesinas plataformas do gerador de malhas. STL é uma biblioteca desenvolvida 

na linguagem C++ e possui classes, algoritmos e iteradores. Ela fornece muitos 

algoritinos e estruturas de dados básicos de ciência da computação sob o conceito 

de prograniação genérica. 



CGAL ( Gomputat ional  Geomet ry  

r i t h m s  Library)  

CGAL Open Source Project é uin projeto cujo objetivo é fornecer fácil acesso a 

algoritinos geométricos eficientes e confiáveis, na forma de uma biblioteca C++ 

[40]. Como exeinplos, esta biblioteca oferece estruturas de dados e algoritmos como: 

e Triangulações (triangulação 2D restrita e triaiigulações Dela~iiiay 2D e 3 D ) ;  

e Diagramas de Voroiioi; 

e Operações booleanas em polígonos e poliedros; 

e Arranjos de curvas; 

e Algoritmos de malhas (geração de malha Delauiiay 2D e geração de mallia, 

subdivisão e parametrização de malha de superfície 3D);  

e Algoritmos de fecho convexo; 

e Operações em polígonos; 

e Estruturas de busca (kD-trees, range trees e segment trees); 

e Entre outros. 

Todas est,as estruturas de dados e algoritmos operam em objetos geoinétricos, 

como pontos, vetores e segineiitos, e realizam testes geométricos (predicados) nos 

inesiiios. Estes objetos e predicados são agrupados nos chaniados núcleos (kernels) 

da biblioteca. 

Em particular, aplicações que requerem precisão numérica devem utilizar um 

núcleo que suporte aritmética exata, por exemplo, um núcleo que faça uso da bibli- 

oteca GA4P (GNU Alulti-Precision Lzbrary) [41]. GAU' é uma biblioteca livre para 

aplicações que necessitam de precisão aritmética arbitrária, operando em diversos 

tipos de representações numéricas. Ka estrutura do gerador de malhas restritas, o 

núcleo utilizado é o de predicados exatos e geometria exata dos objetos, garantindo 

assim a robustez em todas as etapas da geração de malhas. O uso de predicados 



exatos é imprescindível na geração consistente da triangulação de De1a~ula.y tridi- 

niensional. O uso de geometria exata dos objetos é justificado nas etapas de geração 

de inallias em que testes de intersecção são necessários, preservando a. robustez do 

gerador de inallias. 

5.1.1 Classe HalfedgeDS-default da biblioteca CGAL 

Esta estrutura de dados é utilizada pelo gerador de iiialhas para representar o modelo 

de entrada. Ela armazena eficienteiiieiite as arestas e faces poligoiiais da restrição. 

Quando um ponto é inserido na triangulaçCio, se este ponto se localizar em uma 

aresta restrita ou face restrita, esta estrutura também é atualizada. A classe que 

representa esta estrutura já possui implenieiitados todos os métodos de atualização 

necessários. Esta estrutura é bastante utilizada nas etapas de recuperação de arestas 

restritas, recuperação de faces restritas e classificação dos simplexos. 

5.1.2 Classe Delaunay_trianguZation_3 da biblioteca CGAL 

Esta classe é derivada da classe de triangulação tridimeiisional básica da biblioteca 

CGAL. Sua construção incremeiital é realizada a partir da iiiserção seqiiencial de 

pontos, segundo o critério de Delauiiay. Esta classe representa a triaiigulação do 

fecho convexo do conjunto de pontos que nela são inseridos. Não 1iá qualquer sensi- 

bilidade para restriqões de faces ou arestas já implementada. O gerador de niallms 

restritas especializa esta cla.sse adicionando muitos métodos e sobrescrevendo outros. 

Uina observação iinportante em relação às estruturas de triangulação da bibli- 

oteca CGAL é a maneira como estas estruturas representa111 as triaiigulações. A 

estrutura de dados que representa um tetraedro armazena apenas os quatro vértices 

que o coinpõeiii e seus quatro vizinhos (tetraedros adjacentes por face). Isto quer 

dizer que a estrutura que arinazena os tetraedros de unia triangulação 3D não arma- 

zena qualquer informação de arestas e faces. Toda informação de arestas ou faces que 

for necessária é calculada, mas não arinazenada. Este fato tem o enorme benefício 

de maiiter a estrutura da triangulação eiu;uta, ou seja, o consumo de memória é 

bastante reduzido. Este fator é iinportante q~iaiido se deseja triailgular modelos que 

possuem inill~ões de pontos e irão gerar inilliões de tetraedros, como iiorinaliiiente 

acontece com modelos sísmicos. A desvantagem desta forma. de representação é o 



fato de que se deseja forçar o aparecimento justaiiieiite de arestas e faces na tri- 

angulação. Para manter a estrutura de representação da triangulação enxuta, as 

iiiforinações sobre arestas restritas e faces restritas são armazeiiadas em estruturas 

de dados auxiliares. 

Figura 5.1: Representação de um tetraedro lia estrutura de triaiigulação da bibli- 

oteca CGAL. Apenas os quatro vértices do tetraedro e seus quatro vizinhos são 

armazenados. 

i. 
vértice O vértice 1 

vizinho O 

vértice 2 

face O 
i 

Figura 5.2: Representação da coilectividade entre tetraedros na estrutura de trian- 

gulação da biblioteca CGAL. As iiiforinaçãos de arestas e faces são obtidas a partir 

da informação de viziiiliailça entre os tetraedros. 

Uma outra consideração valiosa para a iinpleineiltação do gerador de malhas 

refere-se à conectividade dos tetraedros da borda da triangulação. Entende-se por 

tetraedro de borda um tetraedro que possui, pelo menos, uma face na fronteira da 

triangulaçáo. As estruturas de ti-iangulação da bil~lioteca CGAL mantêm a con- 

sistência das adjacências desses tetraedros a t ra~~és  do uso de uin vértice "localizado 

no infinito", ou simplesii~ei~te, vértice iiifiiiito. O vértice infinito é um vértice que 

iião possui iilforinações de geometria, isto é, este vértice possui apenas informações 

de conectividade. Todas as faces triangulares da fronteira de uma triangulação 



3D estão coiiectadas ao vértice iilfiilito, formaildo as células infinitas. O uso deste 

artifício pela bibli~t~eca CGAL exige cuidado redobrado e esforço extra durante a im- 

plemei~tação de qualquer inétodo que possa modificar as fronteiras da triangulação. 

Na impleineiltação do gerador de mall-ias restritas, a fronteira da triaiigulação pode 

ser modificada pelos seguintes métodos: inserção de pontos (na fronteira), pinça de 

slivers e, priilcipalinente, entalhamento da triangulação durante a classificação dos 

siinplexos . 

Figura 5.3: Representação do vértice infinito em unia inalha com apenas uin tetra- 

edro. 

5.2 Modelo de Entrada 

O gerador de malhas iinplementado faz uso de uin formato próprio de arquivo para 

leitura dos modelos de entrada. Isso se deve à complexidade adicional no tra.tameilto 

de modelos com múltiplas regiões. Estes modelos, além de possuírem ii~forinações 

de geometria e conectividade, possuem tainbém dados referentes aos atributos das 

superfícies e das regiões que os compõeni. O gerador de mallias, na etapa de classi- 

ficação de siinplexos (Capítulo 3), atribui a cada tetraedro as propriedades referentes 

à região em que se encontra. 

O esquema para representação do modelo no formato de entrada possui os se- 

guintes eleineiitos: 

e Vértice: representa um vértice do modelo c0111 suas coordeiladas cartesia.nas 

x, y e z e com um identificador único cliainado índice do vértice. 



o Face: é formado por uma lista de índices de vértices que conipóeiil iima face 

do modelo e por um identificador único cliamado índice da fa.ce. 

o Fragmento: é formado por uma lista de índices de faces que compõen~ o frag- 

mento e por um identificador único cl~ainado índice do fragmento. A grosso 

modo, cada fragmento corresponde a uni retalho de alguma superfície usada na. 

construção do modelo, isto é. um horizonte, uma falha ou uma face da caixa li- 

mitante do modelo. Tais superfícies são divididas em fi-agmentos, de tal forma 

que todas as faces de uni mesmo fragmento separam o inesino par de regiões. 

Um segundo requerimento é que todas as faces de uni mesmo fragmento têm 

que estar associadas ao mesmo conjunto de atributos. 

o Região: é formado por duas listas de índices de fragmentos, onde cada lista 

representa fragmentos cujos vértices das faces circulam no mesmo sentido. 

Desta forma, para uma, dada. região, a. lista de faces é percorrida no sentido 

horário e para a região adjacente é percorrida no sentido aiiti-horário. A região 

possui também um identificador único chamado índice da região. 

o Tabela de atributos de fragmeiltos: contém as propriedades de cada hagmento 

do modelo indexadas pelo índice de fragmento. 

0 Tabela de atributos de região: contém as propriedades de cada região do 

modelo indexadas pelo índice de região. 

5.3 Resultados 

O método implementado pelo gerador de malhas tem como objetivo gerar trian- 

gulações não-estruturadas para aplicações industriais. Para obtenção dos resultados, 

quatro modelos c0111 diferentes características foram utilizados. 

5.3.1 Modelo de peça mecânica 

O gerador de malhas é capaz de produzir triangulações a partir de modelos que 

representam partes de equipanientos mecânicos. Neste caso, o modelo de entrada 

contém 5 .O96 pontos e 10.224 faces poligonais. 



Figura 5.4: Modelo de uma peça mecânica. 

Tabela 5.1: Dados das triangulações da peça mecânica. 

Grade utilizada Vértices Tetraedros Faces Arestas Memória 

Seili grade 10.577 32.678 107.728 64.433 56 MB 

Grade hexagonal 24.656 109.020 277.700 163.498 98 MB 

5.3 .2  Modelo geológico sintético com domo de sal 

O gerador de malhas tanibéiii é capaz de produzir n~alhas a partir de modelos que 

representam formações geológicas. Esta categoria de modelos geralmente é formada 

pela intersecção de conjuntos de superfícies poligonais e apresentam múltiplas regiões 

em seu interior. Neste exemplo, o inodelo geológico é artificial, porém representa a 

fori~mção de uni domo de sal através das camadas geológicas. O niodelo de entrada 

possui 1.883 vértices e 2.859 faces poligonais. 

5.3 .3  Modelo sintético com falhas geológicas 

Da mesma forma que o inodelo anterior, este é uni exemplo de niodelo artificial, 

porém este representa a presença de falhas geológicas ao longo das camadas. Este 



Figura 5.5: Duas triangulações da peça mecânica. A esquerda, a triangulação sem 

uso de grades. A direita, a triangulação utilizando uma grade hexagonal. 

Figura 5.6: Tetraedros indesejáveis da peça mecânica. No canto superior esquerdo, 

os tetraedros ruins na triangulação gerada sein uso grades. Xo canto inferior es- 

querdo, os tetra.edros ruins da triangulação sem uso de grades após o aprimoraillento 

da mallia. No canto superior direito, os tetraedros ruins na triangula@io usando 

uma grade hexagoilal. No canto inferior direito, os tetraedros ruins na triangulação 

usando uma grade hexagonal após o aprimoranlento da mall-ia. 



Tabela 5.2: Dados do aprimoramento das triangulações da peça niecânica. 

Grade utilizada Tetraedros ruins antes Tetraedros ruins após 

Sem grade 2.401 816 

Grade hexagonal 2.886 526 

Figura 5.7: Histograiiias dos ângulos diédricos da peça mecânica. No canto superior 

esquerdo, o histograina da triangulação gerada sein uso grades. No ca.iito inferior 

esquerdo, o histograina da triangulação sein uso de grades após o apriniorameiito 

da malha. No canto superior direito, o liistogrania da triangulação usando uma 

grade hexagonal. No canto inferior direito, o listograina da triangulação usando 

uma. gra,de hexagoinal após o aprinloramento da malha. 

Tabela 5.3: Dados das triangulações do modelo com domo de sal. 

Grade utilizada Vértices Tetraedros Faces Arestas Melnória 

Grade cristalizada 4.465 23.948 50.992 29.962 46 MB 

Grade hexagonal 67.380 392.400 811.876 473.319 117 MB 

Tabela 5.4: Dados do aprimoramento das triangulações do modelo com domo de sal. 

Grade utilizada Tetraedros ruins antes Tetraedros ruins após 

Grade cristalizada 1.733 258 

Grade hexagoiial 1.807 105 



Figura 5.8: Modelo geológico sintético com domo de sal. 

de10 possui, iiiclusive, intersecção entre suas duas falhas e, ii~icialmeii~e; pc 

vértices e 256 faces poligoilais. 

Tabela 5.5 : Dados das triailgulações do modelo com fallias geológicas. 

Grade utilizada Vértices Tetraedros Faces Arestas Memória 

Sem grade 297 1.325 3.162 1.879 9 M B  

Grade cúbica 9.578 50.461 111.206 65.182 28 MB 



Figura 5.9: Duas triangulações do inodelo geológico sintético coni domo de sal. 

A esquerda, a triangulação gerada usando uma grade crsitalizada. A direita, a 

triallgulação utilizando uma. grade hexagonal. 

Tabela 5.6: Dados do apriinoraineilto das triangulações do modelo com falhas 

geológicas. 

Grade utilizada Tetraedros ruins antes Tetraedros ruins após 

Sem grade 80 34 

Grade cúbica 130 5 

5.3.4 Modelo geológico real do Golfo do México 

Este é uni modelo real da formação geológica do Golfo do México após a realização 

de uma operação de escala ao longo de um eixo. O modelo de entrada contéiii 31.426 

vértices e 63.825 faces poligoiiais. 

Tabela 5.7: Dados das trian~ulacões do inodelo do Golfo do México. 

Grade utilizada Vértices Tetraedros Faces Arestas Meiiiória~ 

Sem grade 221.158 1.198.780 2.578.632 1.510.475 404 MB 

Grade cúbica 233.562 1.256.654 2.698.996 1.583.061 694 MB 

Grade hexagoiial 490.408 2.773.287 5.775.562 3.378.190 1.314 MB 



Figura 5.10: Tetraedros indesejáveis do inodelo geológico sintético com domo de sal. 

No canto superior esquerdo, os tetraedros ruins lia triailgulação gerada usando uma 

grade cristalizada. No canto inferior esquerdo, os tetraedros ruim da triailgulação 

gerada usando uma grade cristalizada após o aprimoraineiito da malha. No canto 

superior direito, os tetraedros ruins na triailgulação usando uma grade hexagoiml. 

No canto inferior direito, os tetraedros ruins na triailgulacão usando uma grade 

hexagonal após o aprin~orameiito da malha. 



Figura 5.11: Histograilias dos ângulos diédricos do iilodelo geológico siiltético com 

domo de sal. Ko canto superior esquerdo, o histograma da triaiigulação gerada 

usando uma grade cristalizada. No caiito inferior esquerdo, o liistograma da triaii- 

gulação usando uma grade cristalizada após o apriinoraineilto da malha. No caiito 

superior direito, o histograina da triailgulação usaiido uma grade hexagoilal. No 

caiito inferior direito, o liistograma da triaiigulação usaiido uma grade hexagonal 

após o apriiiiorameiito da malha. 



Figura 5.12: Modelo geológico sintético com falhas geológicas. 

Figura 5.13: Duas triaiigula.ções do modelo geológico sintético com falhas geológicas. 

A esquerda, a triangulaqão gerada sem uso de grades. A direita, a triangulação 

utilizando unia grade cúbica. 

Tabela 5.8: Dados do apriinoraineiito das triaiigulações do modelo do Golfo do 

México. 

Grade utilizada Tetraedros ruiiis antes Tetraedros ruins após 

Sem grade 95.934 51.706 

Grade cúbica 98.632 45.391 

Grade l-iexagonal 112.457 46.745 



Figura. 5.14: Histograinas dos âng~ilos diédricos do modelo geológico sintético com 

falhas geológicas. No canto superior esq~ierdo, o l-iistograina da triangulaqão gerada 

sem uso de grades. No canto inferior esquerdo, o ilistograma da triangulação gerada 

sem uso de grades após o apriinoraineiito da malha. No canto superior direito, o 

histograina da tiiangulação usando uma grade cúbica. No canto inferior direito, 

o histograina da triangulação usai~lo uma grade cúbica após o aprimorainento da 

malha. 



Figura 5.15: Tetraedros indesejáveis do modelo geológico sintético com falhas 

geológicas. No caiito superior esquerdo, os tetraedros ruiiis na triangulação gerada 

sein uso de grades. No caiito inferior esquerdo, os tetraedros ruiiis da triaiigulação 

gerada sem uso de grades após o apriiiioraiiieiito da malha. No canto superior 

direito, os tetraedros ruiiis lia triangulação usaiido unia grade cúbica. No caiito 

inferior direito, os tetraedros ruiiis lia triaiigulação usaiido uma grade cúbica após 

o apriiiioraiiieiito da iiiallia. 



Figura 5.16: Modelo geológico real do Golfo do México. 



Figura 5.17: Diferentes visualizações do modelo do Golfo do México. 

Figura 5.18: Três triangulações do modelo do Golfo do MPxico. A esquerda, a 

triaiigulação gerada sem uso de grades. No centro, a triaiigulação utilizando uma 

grade cúbica. A direita, a. triaiigulação utilizando uma grade hexa,gonal. 



Figura 5.19: Tetraedros indesejáveis do modelo do Golfo do México. No canto 

superior esquerdo, os tetraedros ruins na triaiigulação gerada sem uso de grades. No 

canto inferior esquerdo, os tetraedros ruins da triangulação gerada sem uso de grades 

após o aprimoramento da inalha. Na parte superior central, os tetraedros ruins na 

tria.ilgulação usando uma grade cúbica. Na parte inferior central, os tetraedros ruiiis 

na triaiigulação usaiido uma grade cúbica após o aprimoramento da inalha. Ko canto 

superior direito, os tetraedros ruiiis na triangulação usando unia grade liexagoiial. 

No canto inferior direito, os tetraedros ruins ila triaiigulação usaiido uma grade 

hexagonal após o aprimoraiiiento da inallia. 



Figura 5.20: Histograinas dos ângulos diédricos do modelo do Golfo do México. No 

canto superior esquerdo, o liistograiiia da triangulação gerada seili uso de grades. No 

caiito inferior esquerdo, o liistograiiia da triangulação gerada seiii uso de grades após 

o aprinioraiiieiito da inallia. Na parte superior central, o liistograiiia da triaiigulação 

usando unia grade cúbica. Na parte inferior central, o liistograiiia da triangulação 

usando unia. grade cúbica após o apriiiiorameiito da malha. No canto superior direito, 

o liistograiiia da triangulação usando unia grade liexagoiial. No canto inferior direito, 

o histogrania da. triaiigulação usando uma grade liexagonal após o apriinoranieiito 

da malha. 



Capítulo 6 

Conclusões 

Este trabalho apresentou um método robusto de geração de triaiigulações de Delau- 

iiay 3D restritas, cujo único requerimento é a consistência topológica dos polígoiios 

que definem a fronteira do modelo de entrada. Além disso, foram apresentados 

operações e métodos que visam melhorar a qualidade da malha gerada. 

Aiialisaiido questões referentes à robustez, a geração de triangulações de De- 

launay tridinieiisioiiais não-restritas é simples e direta. Porém, a geração de trian- 

gulações de Dela~may 3D restritas requer uni esforço considerável. 

O gerador de niallias restritas impleinentado é unia valiosa ferramenta destinada 

a aplicações de engenharia e de geologia que fazem uso de Métodos de Elementos 

Finitos. 

Em Geociêiicias, criam-se modelos sísiiiicos com múltiplas regiões através da 

intersecção de conjuiitos de superfícies poligonais. Essas operações de intersecção 

podem gerar vértices excessivamente próxinios uns aos outros. Para testes e va- 

lidação do gerador de iiiallias, foram utilizados modelos geológicos cujas distâncias 

entre vértices encontram-se entre 1 O P 7  e 104. Apesar desta péssima distribuição de 

vértices, o gerador de niallias obteve sucesso ao triaiigular estes modelos. 

Na a.bordagem utilizada, a inserção de pontos de Steiner para a recuperação de 

faces da restricão evita operações geométricas de interseccão. Para grande parte dos 

modelos, esta técnica é suficiente para gerar malhas de boa qualidade. Porém, em 

alguns casos, onde se eiicoiltram ângulos diédricos pequenos entre faces restritas, 

essa técnica pode falhar e não convergir. Esse problema é contoriiado através de uni 

processo de retriaiigulação local nas faces de restrição que iião podem ser recuperadas 



apenas iiiserindo pontos de Steiaer. Essas retriaiigulações locais requerem cálculos 

de iiitersecções, que não são desejáveis por causarem impacto lia robustez de todo 

o processo. 

Trabalhos Futuros 

A presença de slivers em triaiigulações geradas para hfiétodos de Elementos Finitos é 

desastrosa. Diversas técnicas de reinoção de slivers são deseiivolvidas e introduzidas 

nos geradores de inallias. Novos algoritiiios, técnicas e operações que os reiiiovaiii 

das triaiigulações podem ser pesquisados, implernentados e testados em trabalhos 

futuros. 

O uso de grades regulares mostra-se muito importante para a geração de ma.- 

Uias restritas de qualidade. Entretanto, dependendo da configuração da grade, um 

iiúniero excessivo e desnecessário de tetraedros é gerado. O uso de grades adap- 

tativas soluciona este problema, além de ser unia excelente opção de pesquisa e 

desenvolvimento. 

A criação de novas operações de aprimoramento da iiiallia ajuda a enriquecer o 

repertório dos métodos de escalada. O auineiito da variedade de operações é essencial 

para obter resultados cada vez melliores na etapa de niellioraniento da malha. 

Os ageiidaiiieiitos das operações que visam iiielliorar a qualidade das trian- 

gulações envolvem uina delicada questão: deseja-se inelliorar a qualidade da malha, 

mas este processo não pode ter uni deseiiipeiilio r~1i1-n. O desenvolviiiiento de iiovos 

ageiidaineiitos que tentem iiiinimizar o tempo gasto e maxiniizar a qualidade dos 

tetraedros é unia excelente e ampla opção para pesquisa. 
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