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Este trabalho descreve dois conceitos importantes relativos à espessura 

de uiii grafo. A espessura de uin grafo G = (V, E) é o número inínimo de 

subgrafos planares iiecessários para decompor o grafo G. O primeiro conceito 

mostra uina fórinula para a espessura de uin grafo completo K7, ein função 

do iiúinero n de vértices, exibindo os passos da decomposição deste grafo. O 

segtiiido coiiceito apresenta uma prova da NP-completude do problema de 

decisão de espessura, mesmo considerando k = 2, onde k é o tainaiiho da 

espessura de um grafo G. 
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Tliis worlt describes two iinportaiit signification about thiclmess of graplis. 

The thickiiess of a graph G = (V, E) is the miniin~im nwnber of planar 

subgraplis needed to decompose the graph G. The first sliows a form~ila for 

thiclmess of a complete grapli Kn, showing the steps of decomposition this 

graph. Tlie secoiid sliows a proof of tlie NP coiiipleteiiess of tlie decisioii 

problem THICKNESS, even regarding k = 2, wliere k is tlie size of tliiclciiess 

of tlie grapli G. 
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Capítulo 1 

Introducão B 

1. I Motivação 

Nos circuitos VLSI, um cliip consiste de diversas camadas, cada uma 

com uin mesmo conjuiito de pontos aliiiliados verticalmente. Nos desenhos 

deste tipo de circuito, constuma-se representar o chip por usn grafo, onde os 

vértices representam os coinpoiientes do circuito, e as arestas ligam os pares 

de componentes adjacentes. Naq~ieles circuitos, cujo grafo de representação 

possui cruzaniesitos indesejados, utiliza-se na prática, mais de unia caniada 

em seu desenho, onde em cada camada é desenhado um subgrafo planar do 

grafo de origem, e a aresta que causava o cruzamento em uma camada é 

colocada em uma camada adicional. 

O problema de conhecer o número iníiiinio de camadas iiecessárias 6, con- 

fecção de uni circuito, de niodo que em cada uma delas não exista cruzamento 

de arestas, resume-se no problema de encontrar o valor da espessura do grafo 

de representação do circuito, de cujo assunto tratamos. 



Figura 1.1: Representação gráfica de um circuito integrado com duas ca- 
madas, cujo grafo de representação é o K5. 

A espessura de um grafo G é o número mínimo de subgrafos plaiiares 

iiecessários para decompor o grafo G. 

O valor da espessura já foi determiiiado, anteriormente, para algumas 

classes de grafos conhecidas. 

Para o grafo bipartido completo Knl,lz2, temos por [5] que t(K,,,n2) = 

721.712 r2(,1+,2-2)], exceto possivelmente quando nl e n2 são ambos ímpares, assu- 
2k(ni -2) inindo nl < n2, e existe uin inteiro k tal que 1x2 = i=]. A espessura do 

hipercubo de dimensão n é t(Qn) = r?], como mostra [7]. 

Nesta dissertação, nós mostramos a prova da determinação do valor da 

espessura do grafo completo K7,, dada por t(Klz) = Lq], para n # 9 e 

n # 10; além disso t(K9) = t(Klo) = 3. Mostramos ainda, que o problema 

da determinação do valor da espessura de um dado grafo G é NP-completo. 

No capítulo 2 inostramos a estrutura da decomposição do grafo completo 

Kl,, onde n = 6p  + 4, em p + 1 subgrafos planares. Este problema é dividido 



em 3 casos. O primeiro destes casos é quando p é ímpar, com p > 3. Este caso 

é discutido no capítulo 3. O segundo caso trata de p = P ( 2 r  + I), coin r > 1, 

que discutimos no capítulo 4. O terceiro e último caso da decomposição de 

Kn é q~iando p = 2 4 ,  e este é tratado no capítulo 5. 

No capítulo 6 mostrainos que o problema da Espessura é NP-coiiipleto. 

A escollia do tema desta dissertação foi realizada em fuiição do interesse 

prático da matéria e da importâiicia e dificuldade dos artigos estudados. A 

história da determinação da espessura do K?, dependeu da sobreposição de 

quatro [2], [3], [4], [I] artigos, e o estabeleciineiito da NP-coinpletude da 

espessura míiiinia [I01 de uin grafo consistiu de um resultado forte, onde a 

dificuldade é encontrada mesino em decidir se a espessura de um grafo é 

iiieiior ou igual a 2. 

Localmente, esta dissertação é importaiite em descortinar para um grupo 

brasileiro de pesq~~isadores em plaiiaridade, um assunto de reconhecida im- 

portância estratégica dentro da arquitetura de circuitos integrados. 

1.2 Definições Básicas da Teoria dos Grafos 

Uin grafo G é um par G = (V, E )  de conjuntos, onde V é um conjunto 

não vazio e fiiiito e E é uin coiijuiito de pares não ordenados e distintos dos 

elementos de V. Aos elementos de V chamamos vértices, e aos elementos de 

E  chainaiiios arestas. Normalineiite, cliamainos n o número de vértices e m 

o número de arestas do grafo G. 

Denomina-se complemento de um grafo G = (V, E) ao grafo c, o qual 

possui o mesmo conjunto de vértices de G e tal que para todo par de vértices 



distintos v ,  w E V ,  tem-se que (v, w)  é aresta de se e somente se não o for 

de G. 

Se (u,  v )  E E (G) , dizemos que u é adjacente a v,  e que v é adjacente a u ,  

e ainda que (u,  v )  é incidente a u e a v. 

Dado v uni vértice de G, chamamos de vizinhança de v o conjunto 

viz(v) = {u E V (G) / ( v ,u )  E E(G)).  O grau d(v) é a cardinalidade do 

conjunto vix(v) . 

Um laço é uma arestas associada a um par de vértices idênticos. Dizemos 

que um grafo G admite arestas múltiplas se G possui duas arestas associadas 

com o mesmo par de vértices. Um grafo é dito ser simples se ele não tem 

arestas múltiplas nem laços. 

Dizemos que H é um subgrafo do grafo G se H é um grafo e V ( H )  C V ( G )  

e E(H)  c E(G). 

Dados dois grafos Hl e H2, dizemos que a união dos grafos Hl e H2 

é o grafo G tal que V(G)  = {ulu E V ( H l )  V u E V (H2) )  e E(G) = 

{(v ,  w ) / ( v ,  W )  E E(Hi)v(v,  w) E E(H2)).  Por outro lado, uma decomposição 

de um grafo G em dois subgrafos H1 e H2 é tal que V(Hl )  = V(H2)  = V ( G )  

e se (u, v )  E E(G) então ou (u, v )  E E(Hl) ou (u, v )  E E(H2),  nunca em 

anibos. 

Se n é uni inteiro positivo, o grafo completo n ,  denotado por Kl,, é o 

grafo simples com n vértices tal que se u e v são vértices de Kn, então 

(w) E E(K12)' 

Dado G um grafo, chamamos um desenho D(G) a unia representação 



geométrica de G em uma superfície. Eni nosso estudo, consideraremos a 

superfície como sendo o plano. 

Dado um desenho D(G),  uma face f é um subconjunto do plano deliini- 

tado por uma curva contendo vértices e arestas do grafo G. Chamamos d(f),  

o grau da face f, ao número de arestas da curva que define a face f .  

Um cruzamento é o ponto em comum entre duas arestas, desde que este 

ponto não seja um vértice. Um desenho simples de um grafo G é um desenho 

de G no plano tal que iieiili~~nia aresta possui cruzaineiito consigo própria, 

arestas incidentes ao mesmo vértice não possuem cruzamentos em comum, 

um par de arestas pode coiiipartilhar somente um cruzameiito, arestas iião 

interceptani vértices e não mais que duas arestas compartilhani um cruza- 

mento. Um desenho ótimo de uni grafo G é um desenho de G com o iiiiniero 

iníiiimo de cruzamentos. 

Um grafo G é dito planar se o número de cruzamentos em um desenho 

ótimo de G é zero, caso contrário dizemos que G é não planar. 

Dado uni grafo plaiiar G, nós definimos o grafo dual de G, denotado por 

G*, da seguinte forma: cada face f de G corresponde a um vértice f* de G*, 

e dois vértices f * e g* são unidos por uma aresta e* em G* se e somente se 

as faces f e g são separadas por uma aresta e em G. 

Lema 1.1 Seja G = (V, E) um grafo com V = {vl, ..., v,,), e rn arestas. 
n 

Então C d(vi) = 2rn. 
i=l 

Prova: Basta observar que cada aresta (vk, vj) E E(G), com k ,  j E 

(1, ..., n), caso ela exista, será incidente ao vértice k e ao vértice j, e portanto 



será contada uma vez em d ( k )  e uma vez em d ( j ) .  Isto nos dá que: 
I t  

n 
i=l 

2 = m, e portanto d(vi) = 2rn. O 
i=l 

Lema 1.2 Se G = (V, E )  é u m  grafo com n vértices, m arestas e f faces, 

então C d ( f )  = 2 m .  

Prova: Seja G* o grafo dual de G .  Então: 

Como cada aresta de G corresponde a uma aresta de G*, temos: 

I E(G*) I=/ E ( G )  I= nm, e portanto, d ( f )  = 2rn. O 
f EF(G) 

Teorema 1.3 (Teorema de Euler) Se G = (V, E )  é planar e conexo, com 

F o conjunto de faces de G, então I F I + I V )=I E 1 $2. 

Prova: A prova deste teoreina será feita por indução em E .  

Se I E I= 0, entãocomo G éconexo, então I V I= 1 e I F I= 1, eportanto, 

IF(+IVI=1+1=2=0+2=1E1+2. 

Se I E I> 1, distinguimos dois casos: caso 1) G não possui ciclos; caso 2)  

G possui ciclos. 

No caso 1, coino G não possui ciclos, então I V I=[ E I +1 e I F I= 1. 

Logo, I F I + I V /=I E I +1+ 1 = I  E I +2. 
No caso 2, como G possui ciclos, considere e uma aresta deste ciclo. 

Vamos retirar a aresta e de G, e seja G' = G - e. Sejam V', A4' e F' o 

conjunto de vértices, arestas e faces de G', respectivamente. Daí, I V' /=I V I, 
I E' (=( E I -1 e ( F' I=( F I -1, e podemos aplicar a hipótese de indtição 

em G'. Então: 



Corolário 1.4 Se G = (V, E) é um grafo planar com n vértices e m arestas, 

então m 5 3(n - 2) ,  se n 2 3. 

Prova: S~iponha inicialmente que G seja conexo. Neste caso, é claro que 

como n > 3, então para cada face f de F(G) temos d(f) > 3. Daí, 

Como o grafo G é planar, pela Fórimila de Euler 1.3, vale 

e portanto 

Se G não for conexo, consideremos as componeiites conexas Cl, . . . , Ck de 

G que possuam número de vértices ni > 3, onde ni é o número de vértices 

da componente Ci, com i = 1, . . . , k. Logo, sabemos que em cada componente 

Ci, c0111 i = 1, ..., k temos mi 5 3(n2 - 2), e portanto: 



Considerando j o número de coniponentes conexas de G com menos de 3 

vértices, temos que: 

Corolário 1.5 K5 é não-planar. 

Prova: Suponha, por absurdo, que o grafo K5 seja planar. Sendo assim, 

pelo corolário 1.4 temos que na 5 3(n - 2), onde m e n são, respectivamente, 

o número de arestas e o número de vértices do grafo K5. Mas sabemos que 

em K5 tem-se n = 5 e na = = 10, e 10 > 9, o que contradiz a hipótese de 

K5 ser planar. Portanto, K5 é não-plaiiar.0 

1.3 Espessura de Grafos 

A espessura de uni grafo G é o número niíninio de subgrafos planares cuja 

união é G. Denotamos a espessura de G por t(G). 

Nesta dissertação vamos mostrar o resultado já conhecido na literatura 

da determinação da espessura do Kn. O teorema a seguir define uin limite 

inferior para a espessura de um grafo. 

Teorema 1.6 Se G = (V, E) é um grafo com n vértices e m arestas, então 

m 
t(G) 2 -. 

8 



Prova: Pelo Corolário 1.4, sabemos que ein qualquer subgrafo planar Hi 

de G, tem-se I E(Hi) 15 3n - 6. Logo, iiuma decoinposição do grafo G em 

t (G) subgrafos planares, teremos 

i=l 

~n 5 (3n - 6)t (G) 

Teorema 1.7 Um grafo G = (V, E )  é planar se e somente se t(G) = 1. 

Prova: (+) Seja G = (V, E) um grafo planar. Então existe um deseiiho 

plano de G, o que nos dá t(G) 5 1. Como a espessura de um grafo é sempre 

um número inteiro positivo, temos t(G) = 1. 

(e) Considere um grafo G tal que t(G) = 1. Logo, existe um desenho 

plano do grafo G, e coiiseq~ienteinente, G é planar. O 

Teorema 1.8 Se H é um subgrafo de G, então t(G) 2 t (H) 

Prova: Seja G um grafo e H uin subgrafo de G. Por definição V(H) C 

V(G) e E(H)  c E(G). Suponha t(G) = k .  Então existe uma decomposição 

do grafo G em k subgrafos planares, ou seja, E(G) e V(G) estão todos 

distribuídos nos k subgrafos planares que decompõem G. Como E ( H )  C 

E (G) e V(H) C V(G) , segue que E ( H )  e V(H) também estão todos presentes 

na decomposição de G em k subgrafos planares. Retirando-se, portanto, 

desta decomposição os vértices e arestas de G que não estão presentes em 

H, teremos uma decomposição de H em k subgrafos planares, o que nos dá 

t(H) 5 k .  Logo t ( H )  5 k = t(G), ou seja, t(G) >_ t(H). O 



Capítulo 2 

A espessura do grafo completo 

Neste capítulo, mostraremos uma decomposição de um grafo completo 

qualquer, em subgrafos planares, mostrando uma fórmula que nos dá a es- 

pessura do grafo K,,, a qual é dada por t (K,) = [y J , exceto para n = 9 e 

n = 10 para os quais t(Kl,) = 3. 

KnXt(Kn) 
I t(Kn) 11 n I t(Kn) I/ n 

16 
17 
18 
19 

TAB 1. Valores da espessura t(Kl,) para n := 1,2,3,  .. . ,6p + nz. 

3 
4 
4 
4 

35 
36 
37 
38 

7 
7 
7 
7 

54 
55 
... 

6 p +  m,m = - l , O ,  1,2,3,4 

10 
10 
... 

p  + 1 



Teorema 2.1 Se n 5 4 então t (Kn) = 1. 

Prova: A figura 2.1 mostra uin desenho siniples do grafo K4 sem cruza- 

mento de arestas. Logo K4 é plaiiar, o que implica em t (K4)  = 1, pelo 

teorema 1.7. Coinbinando este resultado coni o teorema 1.8 coiicluímos a 

prova. O 

Figura 2.1: Desenho plano do grafo K4. 

Teorema 2.2 Se n = 5,6,7,ou 8, então t (Kn) = 2. 

Prova: Pela decomposição de K8 em dois subgrafos planares, como inostra 

a figura 2.2, temos t (K8) 5 2. Pelo coiolário 1.5 e teoremas 1.7 e 1.8 temos 

o resultado. O 

Figura 2.2: Decomposição do K8 eni 2 subgrafos plaiiares. 

O lema 2.3, a seguir, possui unia prova muito difícil e foi anteriormente 

estudada por dois autores [2] e [12], um dos quais foi W. T. Tutte [12] que 

escreveu em 1963 uni artigo coiiteiido 12 páginas sobre o teiiia. 



Lema 2.3 Se G = (V, E) é um grafo planar, e ]VI > 9, então o grafo que 

representa o complemento de G é não-planar. 

Prova: Ci 

Teoreina 2.4 Se n 2 9 então t(Kl,) >_ 3. 

Prova: Decorre do leina 2.3, que não é possível a decoinposição do grafo 

Kl,, coin n > 9, ein 2 subgrafos planares. Daí, t(Kn) 2 3. O 

Teorema 2.5 Se n = 9 ou n = 10, então t(Kl,) = 3. 

Prova: Pela figura 2.3 e o teoreina 1.8, temos t(Kn) < 3 para n = 9 ou 

n = 10. Combiilaiido este resultado coin o teoreina 2.4, nós coiicluíinos a 

prova. O 

Teorema 2.6 t(KIL) > L?]. 

Prova: Qualquer grafo planar coin n vértices, n 2 3, e m arestas satisfaz 

in < 3(n - 2)) pelo Corolário 1.4. 

Sejani Hl, H2,. .. ,Ht(G) os t(G) subgrafos geradores de G que defiiiein 
t(G) 

t(G). Então para cada i temos m, < 3n - 2. Como mi = m teinos que 
i=l 

m < (3n - 2)t (G) . 
n(n-i) E111 particular, i10 grafo Kl, temos m = I arestas, e portaiito: 



Figura 2.3: Deconiposição do Klo em 3 subgrafos planares. 

3(n-2)-1 Note que, como n > 3, temos O < 
3(11-2) < 1. Consideremos os dois 

n(n-1) 

seguintes casos: o caso em que é u1n iiúniero inteiro e o caso em que 
n(n-1) 

não é um número inteiro. 3(n-2) 
n(n-1) 

Se & for um número inteiro, então: 

e portanto, 

n(n-1) 

Como t(K,) > & temos 

n(n-1) 

Se - não for um número inteiro, então: podem acontecer duas situações: 

Pr imei ra  situacão: 



n(n-i) n(n-i) 
3(n-2)-1 1 e coiiio t(Kn) é inteiro, então 

Segunda situacão: 

Neste caso, como t(K7,) é inteiro, temos que: 

Portanto, em todos os casos temos: 

No que segue, vainos mostrar que se n $ 11, então este limite é justo, ou 

seja: 

Se n > 11, então t (Kn)  = 

Para isso, vainos provar uin teoreina i i i~~ i to  difícil, que é válido para K6,+4. 

O caso geral KGpSm, coni ~n = 0 ,1 ,2 ,3 ,5  decorrerá deste caso. 

Prova: Nossa prova baseia-se lia coiistrução do grafo Kep+4 utilizando 

p + 1 subgrafos geradores planares de KGp+4, cujo§ conjuntos de arestas par- 

ticioiiain as arestas de E(KGp+4). 



A base desta construção é unia matriz A,,,, de números inteiros. A 

matriz é usada para definir os deseiilios dos subgrafos planares. O 

eleineiito a i j  da matriz A se define: 

i 
a ,  j + (-li - 1  (mod p), z, j = 1, . .. , p 

2 

A matriz A também pode ser escrita da seguinte forma: Na primeira linha 

de A estão 1,2, . . . , p. As próximas linhas de A são permutações circulares 

da primeira linha, correspoiideiites a soma de unia constante aos elementos 

da primeira liiil-ia. A fim de obtermos a segunda liiiha da matriz A, basta 

adicioiiaimos aos elementos da primeira liiilia a constante $1. Para a terceira 

liiilia, adicioiiamos -1 aos eleiiieiitos da primeira linha. Para a quarta liiiha 

usamos a coiistante +2, para a quinta usamos -2, e assim sucessivaineiite. 

Logo, para a última liiiha da matriz A adicioiiamos o número 2 aos elementos 

da primeira linha se p for par, e -9 se p for ímpar. 

Usando a matriz A descrita acima, nós agora coiistruiremos uma segunda 

matriz: a matriz A' inarcaiido c0111 (') certos elementos de A, como segue: 

o elemento ai,j da j-ésima coluiia de A é marcado em A' se e somente se 

ai,j > j. 

Vejamos abaixo a matriz A' obtida por esta construção, para os casos 

p = 4 e p = 5 :  



Lema 2.8 A matriz A' admite as seguintes três propriedades: 

1) Os elementos I ,  . . . ,p aparecem e m  cada linha e e m  cada coluna de A' 

uma  Gnica vez; 

2) O elemento ai,j da j-ésima coluna da matriz A'(aij # j) aparece com 

a marcação (') se e somente se o elemento j da ai j -és ima coluna de A' é 

não-marcado; 

3) Dois elementos distintos r e s são adjacentes e m  exatamente duas 

colunas de A. E m  A' esses elementos aparecerão da seguinte forma: somente 

um dos elementos r ou s é marcado e m  uma  dessas colunas; n a  outra coluna 

os elementos r e s são ambos marcados ou ambos não-marcados. 

Prova: Propriedade 1) Seja i uina liill-ia q~~alq~ier  de A. Pela definição 

do termo geral ai,j j + (-1)"Ld (mod p) ,  vemos que os valores a i j  em 

uma linlia fixada i são todos iguais a ai,j = j + k, onde k = (- l)"3 é uma 

coiistaiite. Como estes valores são definidos por uma classe de equivalência 

( 111od p) ,  segue que em uma liiilia fixada i todas as eiltradas a i i  são distintas, 

e recebem os valores de todas as classes residuais (mod p). Por este mesmo 

motivo, em A' os eleinentos de uina linha fixada i não se repetem e assumem 

os valores I ,  . .. , p, já que A' recebe os niesinos eleinentos de A, podendo 

assumir somente marcações (') diferenciadas. 

Consideremos agora, j como uma coluna arbitrária de A. Sabemos que os 

elementos desta mesiiia coluna j nas deiiiais linhas serão obtidos por somar 

uma constante ao eleiiiento a l j ,  ou seja: 



aa j  = ai,j  + 1, a s ,  = al,j  - 1, ..., q,,j = a l i  - 9, se p for ímpar 

Coino todos os elemeiitos são classes residuais mod p, temos que todos os 

elementos de uiiia inesnia coluna serão distintos em A, e portaiito, distintos 

taiiibéin em A'. 

Propriedade 2) Pela regra de iiiarcação (I) dos elemeiitos aij da  matriz 

A', o elenieiito ai,j da j-ésiina coluna será marcado se e soiiieiite se ai,j > j. 

Logo temos j < a i j ,  o que lios dá que o elemento j da aid-ésinia coluna 

de A' não será marcado. Portanto, se na coluiia j o elemento ai,j aparecer 

iiiarcado, então lia coluna ai,j o eleiiiento j estará não-marcado. 

Propriedade 3) Iiiicialineiite, coiisidereinos p par, os elemeiitos r e s 

possuiiido a mesma paridade e, digaiiios r > S. Neste caso, os elementos r e 

s serão conseciitivos na coluna y, ocorrendo nas linhas r - s e r - s + I, e 

também na  coluna F, ocorreiido lias linhas p + r - s e p + r - s + 1, já 

que: 

Coluna F, linhas r - s e r - s + 1: 

- r + s  r - s  r + s - r + s  
- - - - 

2 2 2 
- S. 

Coluna pq, linhas p + r - s e p + r - s + 1: 



Ainda considerando p par, se r e s não tem a mesii~a paridade temos que 

os elementos r e s serão consecutivos na coluna L?], ocorrendo nas liilhas 

r - s e r - s + 1, e também na coluna L p T 1  , ocorrendo nas linhas p + r - s 

e p+r - s + 1, pois: 

Coluna [FJ, linhas r - s e r - s + 1: 

p+r+s Coluna LT1, l i n h a s p + r - s  e p + r - s + 1 :  



= p + r - r(mod p). 

Considerando agora p ímpar e os elenientos r e s coni a mesma paridade, 

e diganios r > s, r e s serão coilsecutivos na coluna F, ocorrendo nas linhas 

r - s e r - s + 1, e também na coluna L v j ,  ocorrendo nas linhas p + r - s 

e p + r - s + 1, pois: 

Coluna T, linhas r - s e r - s + 1: 

A prova da ocorrência dos elementos r e s consecutivos na coluna T, 
nas linhas r - s e r - s + 1 é análoga h prova feita para o caso p par e r 

e s possuindo a mesma paridade, já que esta coluna e estas linhas não são 

escritas em f~mção de p, e portanto, independem da paridade de p; 

Coluna LVJ, l i n h a s p ~ r - s  e p + r - s + l :  



Por último, coiisidereinos o caso p  ímpar, os elementos r  e s  de diferentes 

paridades, e r  > S. Neste caso r  e s serão consecntivos na coluna L?], 
ocorrendo nas liiilias r  - s e r  - s + 1, e também na coluna L-], ocorrendo 

nas linhas p  + r  - s  e p  + r  - s  + 1, pois temos que: 

Coluna T, linhas r  - s  e r - s  + 1: 

A ocorrência dos eleiiientos r  e s  consecutivos na coluna L?], nas liiilias 

r  - s  e r  - s  + 1 é provada de forma análoga à do caso p  par e r  e s de 

paridades diferente, já que a coluna e as liiilias iião são escritas eiii f~~iição 

de p, e portanto, iiidependeni da paridade de p; 

P+T+S Coluna L7J, linhas p + r - s  e p + r - s + l :  



= p  + r r(mod p); 

- - p + r + s  p + r - s  p + r + s - p - r + s  - - - 
2 2 2 

= S. 

Portanto, em todos os casos, os elementos r  e s serão consecutivos na 

coluna 1 5 1 ,  ocorrendo nas linhas r  - s  e r  - s  + 1, e também na coliina 

1-1, ocorrendo nas linhas p + r  - s  e p + r  - s  + 1. 

Como r > s, temos s  < [TI < r, e então, pela regra de marcação 

dos elementos da matriz A', temos que na coluna o elemento r será 

marcado e o elemento s  será não-marcado. 

Já lia coluiia L-], OS elementos r e s  receberão marcação de irna das 

seguintes maneiras: 

1) Se < 2 então 

e portanto, teinos: 



o que iios dá  s < r < "9, onde pela regra de marcação dos eleinentos da  

niatriz A' teilios que ainbos os eleinentos r e s serão não niarcados na coluiia 

lp+T+s 7 - 1 .  

2) Se > 5 

isto nos dá  que 

Portanto, temos: 

r+s-p Isto mostra que ,- < s < r, e pela regra de marcação dos elementos da  

matriz A', temos que os eleinentos r e s serão ainbos marcados lia coluna 

P+,.+s. 0 
2 

Vamos construir p grafos planares G1, . . . , Gp, contendo cada um desses 

grafos 6p vértices ui, u:, vi, v:, wi, w:, (i = I, .. . , p). Para a coiistrução de cada 

grafo G,. usaii~os somente a coluna r da matriz A', e construínios 6 desenhos 

C,.,1, . . . , com p vértices cada. Deilotanios os vértices de C,,1 pelo símbolo 

u e sub-índices iguais aos elementos da r-ésinia coluna de A', na inesi~ia or- 

deni e obedecendo a mesina marcação. Os vértices de e são obtidos 



a partir de por substituição do símbolo u por v e w respectivamente. Já 

os deseill-ios de C,,4, C,,5 e C,,s são obtidos de CT12 e respectiva- 

mente, pela marcação dos vértices não inarcados e desinarcação dos que já 

se eilcontravam marcados nos deseilhos de origem. 

Observe que inicialmente ficarão faltando 4 vértices em cada um dos sub- 

grafos geradores planares, os quais serão chamados de x, u, v e w. Estes 

vértices serão tratados posteriornient e. 

Um grafo adicional Gp+l, cuja estrutura não é similar aos demais, será 

coilstruído ao final. 

"L 

Figura 2.4: Suporte do grafo GT. 

Para a construção do desenho plano de G,, utilizamos como suporte 

o deseill-io 2.4, posicionando sobre o triângulo iluinerado 1 o desenho C,,l, 

partindo do vértice u, e ligando todos os vértices deste deseilho aos vértices 

wi e vi. De forma similar, os deseillios . . são colocados rios triângulos 

2,3,4,5 e 6, saindo dos vértices v,, w,, u/,, vi e wi, respectivamente. 



Figura 2.5: Posicionaiiieiito dos deseid~os a no grafo GT. 

Teorema 2.9 A união dos p grafos G, é u m  grafo com 6p vértices Ui, u;, 

vi, v:, wi, wk, (i = 1, ..., p), no qual faltam apenas 3p arestas (ui, u:), (vi, V:) 

e (,wi , tu:) (i = 1 , . . . , p) . 

Prova: Observemos que cada grafo G,. possui os mesmos 6p vértices ui, 

u:, vi, vi, wi, w;, (i = 1, ..., p), e portanto, estes serão os vértices presentes 

em V(G1 U ... U Gp). 

Além disso, a propriedade 3 do lema 2.8 nos garante que, dados dois 

elementos quaisquer distintos r e s de A', eles serão adjacentes em duas 

colunas de A', e em unia destas coluiias somente um destes elementos r ou 

s será marcado, eiiquailto na outra coluna ou os dois elementos r e s serão 

marcados, ou ainbos serão não-marcados. 

Sem perda de generalidade, coiisidereinos uma ocorrência de r adjacente a 

s lia coluiia k, 1 5 k I: p, onde r aparece marcado e s aparece não-marcado. 

Portanto, pelas regras de coi~strução do grafo Gk, a aresta (uk, u,) estar& 



presente i10 deseiilio Ck,1, a aresta (vi, v,) estará presente no desenho Ckl2 e 

a aresta (wt, w,) estará preseiite i10 desenho Ck,3. 

Pelas mesma regras de coiistrução a aresta (u,, uÇ) estará presente no 

deseiilio CI*,4, beiii como as arestas (v,, vi) e (w,, wi) estarão presentes nos 

deseiihos Ck,5 e Ck,6, respectivaineiite. 

Coiisideremos agora a ocorrência dos elemeiitos r e s adjacentes em uma 

outra coluna q, 1 5 q < p. Neste coluiia, acontece um dos seguintes casos: 

1) os eleiiieiitos r e s são ainbos marcados lia coluiia q; 2) os eleinentos r e s 

são ainbos não-marcados lia coluiia q. 

Se r e s forein ainbos marcados lia coluna q de A', então as arestas 

(u;, ui), (v:, vi) e (w:, wi) estarão preseiites, respectivamente, nos deseiihos 

Cqi2 e Cq,3, e as arestas (u,, u,), (v,, v,) e (w,, w,) estarão presentes, 

respectivaineiite, lios deseiilios Cq,5 e Cq,6. Portanto, as arestas (ub, uÇ), 

(u, , u,) , (vi, v;), (v, , vS) , (w:. , wi) e (w, , w,) estarão todas presentes i10 grafo 

G,, e portanto, todas preseiites eiii G1 U . . . U G,. 

Já se os eleinentos r e s forem ainbos não-marcados na coluna q de 

A', eiitão as arestas (u,, u,) , (v,, v,) e ( 2 4 ,  w,) estarão presentes, respecti- 

vaiiieiite, lios deseiihos e eiiq~iant o que as arestas (ub , uÇ) , 
(V:, vi) e (w:, wi) estarão preseiites, respectivaiiieilte, nos deseilhos Cq,5 

e pela regra de coiistrução do grafo G,. Logo as arestas (u,, u,), (v,, v,), 

(w,, w,), (u;, u Ç ) ,  (vi, v;) e (wi, w Ç )  estarão ein Gl ü ... ü Gp. 

Portaiito, ein q~ialquer caso, as arestas (ub, u,) , (u,, uÇ) , (u, , u,) , (u:, uÇ) , 

(vt,vs), (v , ,~;) ,  (V,,%), (v:,~;), (w;,wS), (wr,wÇ), (wr,ws), (w:,wÇ) estarão 

eiii G1 U . . . U G,, para todo r e s eleiiieiitos distiiitos de A'. 

Isto nos dá que em G1 U ... U G, faltam apenas as 3p arestas da forma 

(ui, ui), (vi, vi) e (wi, wi), z = 1, ..., p. 0 



2.1 Modificação Fundamental 

Necessitainos alterar os grafos G,, de tal maneira que seja possível a 

inserção de uni novo vértice x. Para isso, algumas arestas serão removi- 

das, e uni trecho do desenlio resultante será invertido. O novo vértice x é 

então coiiectado aos 6 vértices da face exterior do grafo trailsforniado. A 

transforinação é ilustrada na figura 2.6. 

"r 

Figura 2.6: Modificação fundaniental aplicada no grafo G,: remoção da 
aresta que liga os k-ésiiiio e (k + 1)-ésin~o vértices dos desenhos C,,4, CTr5 
e Cr,G, e inversão do trecho resultante de modo que o ( k  + 1)-ésinlo vértice 
destes desenhos seja levado para a fronteira exterior do grafo G, 

O valor de k ,  que define o conjunto das arestas que serão removidas, assim 

como a definição da parte do desenlio que receberá a transformação, depende 

exclusivaineiite do valor de p, sendo n = 6p + 4. Assim, devemos analisar os 



três seguiiites casos, e seus subcasos, esgotaiido as possibilidades para p: 

1) p ímpar e p 2 3; 

1.1) p = 3; 

1.2) p > 5; 

2) P = 24 (27- + i), c~~~~ r 2 1 

2.1) p # 3 *  29 ou q < 3; 

2.2) p = 3 * 24, colll 2 3; 

3) p = 24; 

3.1) p = 2; 

3.2) p = 4; 

3.3) p = 8; 

3.4) p = 24, com q 2 4. 

Em todos os casos, inostrareiiios a transforinação para o grafo K7,, coin 

n = Gp+4, já que todo valor de n pode ser escrito da  forma n = 6p+m, onde 

nz = -1 ,0 ,1 ,2 ,3 ,4 ,  e para 17% = -1 ,0 ,1 ,2 ,3  os inesinos grafos coiistruídos 

para m = 4 podem ser toinados como base para demonstrar o resultado, 

bastando apenas a remoção de alguiis vértices, j unt aineiit e coin as arestas 

iiicidentes a estes. 

Observeinos que se 171 = -1 ,0 ,1 ,2 ,3 ,4 ,  como vamos coiisiderar a decom- 

posição feita para o grafo coiiipleto coiii n = 6p+4 vértices ein p+ 1 subgrafos 

plaiiares, removendo alguns vértices destes p + 1 subgrafos, então existe uma 

decoinposição do grafo coiii n = Gp+m, 17% = -1 ,0 ,1 ,2 ,3 ,4  vértices eni p +  1 

siibgrafos planares, o que nos dá que t(K7,) 5 p + 1, para n = 6p + 171 com 



m = - 1 , 0 , 1 , 2 , 3 , 4 .  Como, pelo teoreiiia 2.6 viiiios que t(K,,) > L?] então 
Gp-lf 7 t(K6,+,,) 2 1-1 = p + I ,  e portanto, teiiios t(K7,) = p + 1. 

O valor de nz = -1 pode ser visto como 112 = 5 na classe residual ( inod 6), 

e portanto, o resultado é válido para todo valor de n, coin excessão de n = 9 

e n = 10. 



Capítulo 3 

l0 caso: n = 6p + 4, p ímpar e 
p > 3  

Vainos agora exibir os passos da decoinposição do grafo Kn, n = 6p + 4, 
em p + 1 subgrafos, para o caso onde p é íilipar e p > 3. 

Dividiremos este caso em dois subcasos: No primeiro subcaso, vamos 

considerar p = 3. No segundo subcaso, faremos p ímpar e p 2 5. 

3.1 Subcaso p = 3: Decomposição do K22 

Este subcaso é resolvido por exaustão. 

Se p = 3, então n = 6 * 3 + 4 = 22. Daí devemos mostrar uma deconi- 

posição do grafo KZ2 em 3 + 1 = 4 subgrafos planares. 

Consideremos os grafos representados nas figuras 3.1, 3.2, 3.3 e 3.4 como 

uma decomposição do grafo K Z 2  Isto nos dá  que t ( K 2 2 )  5 4 = p -t- 1. 



Figura 3.1: Grafo Gl - Decoinposição do KZ2. 

Tabela de Adjacência do subgrafo G1: 
Vértice I Adj acêiicia I Grau 



Figura 3.2: Grafo G2 - Decoinposição do K22. 

Tabela de Adjacêiicia do subgrafo G2: 
Vértice Adj acêiicia ( Grau 



Figura 3.3: Grafo Gg - Decoiliposição do K22. 

Tabela de Adjacência do subgrafo G3: 
- 

Vértice Adj acência 

1 9,15,21 
2 6,8 

Grau 



Figura 3.4: Grafo G4 - Decomposição do Kz2. 

Tabela de Adjacêilcia do subgrafo G4: 
Vértice 

1 
2 
3 
4 
5 

Adj acência 

2,3,4,6,12,18 
1,3,4,12,13,15,16,17,18,19,20,21,22 

1,2,4,5,6,7,8,9,10,18,19,21,22 
1,2,3,6,7,9,10,11,12,13,14,15,16 

3,6 

Grau 

6 
13 
13 
13 
2 



3.2 Subcaso p ímpar com p > - 5 

Se p é ímpar e p 2 5, então construireiiios os subgrafos geradores planares, 

obedecendo os passos descritos aiiteriornieiite, e o valor de k que é citado na 

modificação f~~ndaniental será fixado k = 2. Portanto, as arestas a serem 

removidas são as que ligam os segundo e terceiro vértices dos desenhos CT,4, 

CT,5 e lios grafos G,, com r = 2, .. . ,p. Estes vértices correspoiidein aos 

vértices das segunda e terceira linhas da matriz A, e estarão marcados (I) se 

e soiiieiite se os elementos correspondentes em A' não estiverem, pela regra 

de construção destes desenhos. 

No grafo G1 não fazemos remoção de arestas, mas somente nos grafos 

G2, ..., Gp. 

Após a remoção, a parte resultante dos desenhos CT14, Cr15 e CT,G será 

invertida e uni iiovo vértice x será inserido na face ilimitada dos grafos GT, 

com r = 1, . . . , p. Este iiovo vértice será coiiectado aos demais vértices desta 

face ilimitada. 

Como resultado desta traiisforniação, temos que o vértice x será coiiec- 

tado a todos os vértices da forma ui, vi e wi, com i = 1, . . . ,p,  já que estes 

pertencem face ilimitada de cada grafo Gi, e também será conectado a 

todo vértice da forma ui, v: e wi, com i = 1, . . . ,p - 1, já que estes forani 

transferidos para a fronteira de algum Gi, pela modificação fundainental. 

Os únicos vértices que, até o iiioiiieiito, não foram conectados ao vértice 

x são os da forina u;, v; e wb, já que: 

a) Na coiistrução da iiiatriz A, o primeiro eleineiito da terceira 

liiiha é obtido por adicionar a constaiite -1 ao primeiro elemento 



da primeira linha, que é 1. Portanto, o primeiro elemento da 

terceira linha será p, já que O = p(n1od p); 

b) Este eleinento aparecerá com a marcação (I) em A', já que 

P >  1; 

c) Como a terceira linha da matriz A' é a que define o conjunto de 

vértices que serão transferidos para a fronteira de algum grafo Gi, 

e sabemos que esta transforinação não foi feita em G1, temos que 

o primeiro elemento desta linha, que é p' não foi transferido para 

a fronteira de ilenliuin Gi, o que nos dá que os vértices u,  v e w 

que recebem este subscrito não estão, até o momento, coilectados 

ao vértice x. 

Resta, portanto, conectar x aos vértices uk, v; e w; e, é claro, aos três 

vértices u, v e w que serão incluídos posteriormente. 

Além disso, para detectar as arestas que foram retiradas dos grafos Gi, 

basta copiar as segunda e terceira liilhas de A, excluindo-se os elementos da 

primeira coluna, e fazer inarcação oposta A que aparece nos elementos cor- 

respondentes em A'. Os pares resultantes indicam as arestas que foram re- 

movidas durante a modificação fundainental, e portanto, devem ser incluídas 

no grafo suplementar Gp+l : 

Tendo definidas as arestas que devem ser colocadas no grafo suplementar 

GPtl, podemos então construir os desenhos C,, C,, e C,, que servirão como 

base para a construção de Gp+l. 



O priiiieiro vértice do deseiilio C, será uk. Os demais vértices obedecem à 

necessidade já estabelecida pelos pares da  tabela acima, lembrando que, após 

cada par, o próximo vértice será o correspondente ao anterior, com marcação 

oposta. a. este. A regra é estendida a todo vértice, exceto ui ,  já que este 

aparece duas vezes na  tabela anterior, e além disso, precisa ser coiiectado 

com o vértice ul. Neste caso, o vértice u í  terá grau 3 i10 desenho C,. 

Figura 3.5: Esboço do deseiilio C,. 

Os desenhos C, e C, são coiistruídos de forina análoga. 

V P  v p - 2  v'p-1 v ' p - 3  - r vr2 
v' p-2 v' p-4 v' 1  v p - l  

a 
v' P v4 v2 

Figura 3.6: Esboço do desenho C,. 

Figura 3.7: Esboço do deseiilio C,. 

Resta agora a construção do grafo suplementar G,+l. Para isto, posi- 

cioiiainos os deseiilios C,, C, e C, sobre o plano, como lia figura 3.8, de 

modo que os vértices uk, v; e w; fiqueni na fronteira exterior de Gp+1, e os 

novos três vértices u ,  v e w estejam entre os deseiilios que não recebeiii seu 

sínibolo. A coiiecção do novo vértice u com os vértices do desenho C, será 



Figura 3.8: Esboço do grafo suplementar - caso p íinpar. 

feita nos grafos G,, r = 1, . . . , p, assim como a do vértice v aos do desenho 

C,, e a do vértice w aos do deseiilio C,. 

Restain ainda, distribuir as arestas (u, ui) , (u, u:) , (v, vi), (v, vi), (w, wi) , 
(w, w:), i = 1, ..., p, além de (u, vl), (v, wl) e (w, ul). 

Estas arestas serão iiiseridas entre o 4" e 5" vértices, nos deseiilios Cl ou 

Cq no caso do vértice u, C2 ou C5 para o vértice v, e C3 ou C6 para o vértice 

w, lios grafos G,, r = I, ..., p, contados a partir de u, ou uk, v, ou v;, w, 

ou w;, respectivaiiieiite. Para tanto, copiemos as quarta e quinta linhas da 

matriz A, e marquemos os eleineiitos obedecendo as três seguintes regras: 

a )  Cada par de elementos recebe inarcação idêntica a do par cor- 

respondente em A' ou inarcação oposta a esta; 



b) O eleiiiento superior de cada par subsequente é igual ao ele- 

ineiito inferior do par precedente. No eiitaiito, dentre eles, so- 

ineiite uin eleineiito deve receber inarcação; 

c) A seqiiêiicia inicia-se com o par (3, p - 1) e termina coiii o par 

(7,3) coiii alguma seqiiência de inarcação. 

Logo, o vértice u deve ser iiiserido no grafo G,, no desenho CTI1 ou CT,*, 

exataineiite entre os vértices que recebem subscritos e marcações idêiiticas à 

da tabela coiistruída pelas regras acima. Da iiiesma forma, o vértice v será 

inserido i10 desenho CT12 ou CT,5, e o vértice w no deseiilio CT,3 OU CT,G. 

constante 

$2 
-2 

A garaiitia de que todas as arestas restantes são inseridas, se deve às 

propriedades da matriz A', que garaiiteiii a existência de todos os subscritos 

i = 1, ... ,p nas duas liiilias e, além disso, que eles aparecerão marcados em 

uma liiilia se e somente se não estiverem marcados na outra. Além disso, será 

sempre possível a inserção da aresta (u, vi), i10 grafo Gi, no deseiilio C1,4, 

visto que o primeiro par de vértices da tabela acima aparece não marcado 

e, como em G1 iião liouve remoção de aresta, necessariamente estes vértices 

são adjacentes e encoiitram-se coiiectados ao vértice vi, por coiistrução. 

3.2.1 Um exemplo do caso p ímpar, com p > 5: A 
decomposição de K34 

r = l  

3 

p - 1  

Coino exemplo do caso p ímpar, com p 2 5, vamos agora mostrar a 

decomposição do grafo K34 = KGpS4 em 6 = p + 1 subgrafos planares, 

r = 2  
p-1'  

p - 5  

r = 3  

p-5 '  

p - 9  

... 

... 

... 

r = p  
7 
3 



Iiiicialineiit e, coiistruireinos a iiiatriz A 

i 
a ,  j + (-1)- (iiiod 5 ) ,  i ,  j = 1,  ..., 5 

2 

Na coluna j o eleineiito ai,j aparece marcado (I) se e somente se ai,j > j 

A s =  

Coiistruíinos lias figuras 3.9,3.10,3.11,3.12 e 3.13, os desenhos C,J, C r ,  2 ,  

C r , 3 ,  C r , 4 ,  C r , 5 ,  com r = 1 ,2 ,3 ,4 ,5 :  

- - 
1 2 3 4 5  
2 3 4 5 1  
5 1 2  3 4 
3 4 5 1 2  
4 5 1 2 3  - - 

Figura 3.9: Desenhos Cl,l aCilG. 

O próxiino passo é coiistruir a matriz A', como segue: 



Figura 3.10: Deseillios C2,1 aC2$. 

Figura 3.11: Deseilhos C3,1 BC~,(~.  



Figura 3.12: Deseilhos C4,1 aC4,G. 

Figura 3.13: Deseiilios C5,1 aC5,~ .  

Segue agora, lias figuras 3.14,3.15,3.16,3.17 e 3.18 a construção dos grafos 

G1, G2, G3, G4, G5 sem iieiili~ma iiiodificação. 

Posterioriiieiite faremos a modificação fiiiidameiital sugerida no texto. 



Figura 3.14: Exeiiiplo do caso p ímpar - Grafo G1 - Decomposição do giafo 

Figura 3.15: Exemplo do caso p ímpar - Grafo Gz - Decomposição do grafo 
K34. 



Figura 3.16: Exemplo do caso p ímpar - Grafo G3 - Deconiposição do grafo 
K34 

Figura 3.17: Exemplo do caso p ímpar - Grafo Gq - Decoiqosição do grafo 
K34. 



Figura 3.18: Exemplo do caso p íiiipar - Grafo G5 - Decomposição do grafo 
K34 - 



Vamos proceder agora a iiiodificação f~~iidanieiital 

Como neste caso a modificação que atinge o grafo Gl se resume à inserção 

de um novo vértice x, coiiectado aos vértices ul, v1 e wl, este ficará como 

representado na figura 3.19. 

Quaiito aos grafos Gz,G3, G4 e G5, estes sofrerão a remoção da aresta que 

está entre o seguiido e terceiro vértices dos desenhos C4, C5 e C6, a reflexão do 

desenho resultaiite e a iiiserção do vértice x, como niostrain, respectivaniente, 

as figuras 3.20, 3.21, 3.22, 3.23: 

Figura 3.19: Exemplo do caso p ímpar - Grafo G1 modificado - Decoinposição 
do K34. 



Figura 3.20: Exemplo do caso p ímpar - Grafo G2 modificado - Decomposição 

Figura 3.21 : Exemplo do caso p ímpar - Grafo G3 modificado - Decomposição 
do K34. 



Figura 3.22: Exeiiiplo do caso p íinpar - Grafo G4 modificado - Decoinposição 

Figura 3.23: Exemplo do caso p ímpar - Grafo G5 modificado - Decomposição 
do K34. 



Coilsidereinos agora os elementos que perteiiceiii à segunda ou terceira 

liiil-ias da  inatriz A, excluindo-se a primeira coluna, marcando os elementos 

se e soineiite se os correspoiidentes 11s inatriz A' não estiverem iiiarcados. 

Assim temos a seguinte correpondêiicia, que indica as arestas retiradas dos 

grafos G2,G3,G4 e G5: 

Figura 3.24: Arestas reinovidas - Matriz A' 

Logo os desenhos C,, C, e C, que devem aparecer no grafo supleinei~tar 

GG são os definidos nas figuras 3.25, 3.26, e 3.27, respectivamente: 

Figura 3.25: Deseilho C, - Decomposição do K34. 

Figura 3.26: Desenho C, - Decomposição do K34. 

Figura 3.27: Desenlio C,- Decoinposição do K34. 



Os vértices u, v e w devem ser iilseridos nos grafos G1,G2,G3, G4 e G5, 

entre os vértices: 

4 5' 1' 2 3' ""I 
Nas figuras 3.28, 3.29, 3.30, 3.31, 3.32 e 3.33, vemos os 6 subgrafos 

planares do grafo K34: 

Figura 3.28: Grafo G1 filial - Decoinposição do K34. 



Figura 3.29: Grafo G2 final - Decomposição do K34. 

Figura 3.30: Grafo G3 filial - Decoinposição do K34. 



Figura 3.31: Grafo G4 final - Decoiiiposição do K34. 

Figura 3.32: Grafo G5 final - Dec01nposição do K34. 



Figura 3.33: Grafo Suplementar G6 final - Decomposição do KS4. 



Capítulo 4 

2 O  caso: n = 6p + 4 e 
p = 24(2r + I), com r > - 1 

Ainda falando sobre a decomposição do grafo K?,, onde n = 6p + 4, 

trataremos agora do caso onde p = F ( 2 r  + I), com r 2 1. 

Dividiremos este caso em dois subcasos: no primeiro subcaso trataremos 

o assunto da espessura para o grafo completo com i z  = 6p + 4 vértices onde 

p = 24(2r+l) e r 2 1, desde que p não possa ser escrito da forinap = 3*2q, ou 

q < 3; no segundo caso, trataremos dos grafos da excessão do 1" subcaso, ou 

seja, falaremos do assuiito da espessura de grafos completos com n = 6p + 4 

vértices e p = 3 * 24, com q > 3. 

4.1 l0 Subcaso: p = 29(2r + I), com r > 1, desde 
q u e p + 3 * 2 4 0 u q < 3  

Supoiilia p = 2q(2r + 1) com r > 1, e p # 3 * 29 ou q < 3, e seja 2 = 2qs, 

onde 2 < 5 .  Neste caso, as arestas que serão removidas na modificação 

f~mdaiiiental são as que ligam os (22 - 1)-ésiino e (22)-ésiino vértices dos 

desenhos Cr,4, Cr,5 e Cr,G ou dos deseiilios Cr,2 e Cr,3, contados a partir 

de uk, vi e wi. Para definirmos quais deseiilios receberão a modificação, 



procedemos da  seguinte forma: 

Priiiieiranieiite, vamos escrever os eleiiieiitos das primeira e (22)-ésima 

linhas da  matriz A: 

Esta seqiiêiicia pode ser arrumada em ciclos, de forma que o elemento 

linlzal 
linlzn2i 

inferior de cada par precedente coincida com o elemeiito superior do par 

subseq~ieiite, como segue: 

- 

Este ciclo pode não ser único. Neste caso, recomeça-se a seqüência em 

constante 

O 
+i 

linha1 
linha2i 

um eleiiiento ainda não citado e um novo ciclo é iniciado. 

Vamos agora, marcar estes elemeiitos obedecendo às seguintes regras: 

colunal 

1 
l + i  

constante 

O 
+i 

a)  O priiiieiro elemento de cada ciclo aparece não-marcado (esta 

escolha é arbitrária) ; 

b) Cada par de elementos deve diferir do par correspoiideiite em 

A' em apenas unia marcação; 

coluna2 
2 

2 + i  

colunal 

I 
l + i  

c) O elemento inferior de cada par precedente deve ter marcação 

oposta ao do elemento superior de cada par subsequeiite. 

Associaremos à seqiiência já inarcada, os elementos da  (22 + 1)-ésinia 

liiilia de A. Em seguida, marcaremos estes eleineiitos de forma que os que 

correspoiideiii às liiilias 22 e 22 + 1 recebam a mesma marcação presente no 

par correspondente ein A' ou marcação oposta Aquela. 

... 

... 

... 

colunal + i 
l + i  
1 + 22 

colunap 

P 
p + i  

... 

... 

... 

colunal - i 

-i+1 
1 



Assiin seiido, se na liiilia superior desta seqiiência o eleineiito r não apare- 

cer niarcado, a inodificação f~mdaineiital será efetuada nos deseiilios 

C,,5 e 110 grafo G,. Caso contrário, OU seja, se na primeira linha desta 

seqüência o eleiiieiito r aparecer niarcado, a iiiodificação f~mdainental no grafo 

G, será feita nos deseiilios C,,1, CT12 e 

linha1 
linha2i 

linha22 i- 1 

Aiialisareinos agora os deseiilios C,, C, e C,, que servirão como base para 

a coilstrução do grafo suplementar Gp+l. Para tanto, copiaremos os eleiiientos 

das (22 - 1)-ésima e (22)-ésima linhas de A. Estas linhas correspondein às 

constaiites -(i - 1) e +i: 

Nesta seqiiência, efetuaremos a marcação obedecendo à seguinte regra: 

constante 

O 
+i 
-i 

l inha2i-1 
linha2i 

a) Cada par de eleineiitos da coluna r deve receber marcação 

oposta ao par correspondente ein A' se a iiiodificação f~mdaniental 

do grafo G, tiver sido efetuada nos deseiilios C,,4, Cr,5 e C,,G; 

colunal 
1 

( + i )  
(1 - i )  

colunal i- i 

(l+i)? 
(1+2i)'! 
(2 - i)? 

b) O par de eleineiitos da coluiia r deve receber iiiarcação idêntica 

que aparece i10 par correspondente ein A' se no grafo G, a 

inodificação fundaiiieiital tiver atingido os deseiihos C,,1, e 

cr,6. 

constante 

( i - 1  
+i 

Para a construção do grafo suplemeiitar Gp+l, deveiiios considerar todas 

as arestas reinovidas duraiite a inodificação fuiidanieiital, além das arestas 

(ui, u:), (vi, v:) e (wi, w:) não incluídas em G1, ..., G,. 

... 

... 

... 

... 

coluna1 - i 

( - i + l ) ?  
1' 

(1 - 2i)? 

colunal 

2-2 
l + i  

coluna2 

3-2  
2 + i  

. . . 

... 

... 

colunap 

p - i + l  
p + i  



Observainos que alguns eleinei~tos se repetem na seqiiência acima. Assim 

sendo, para a coiistrução do desenho C,, se os elementos de iiiesino valor 

aparecerem com inarcaçóes opostas, estes definirão uma aresta (ui, u!,), mas 

se os eleii~entos de mesmo valor aparecerem c0111 a mesma marcação, uiiirenios 

estes, conforme os pares descritos acima, e ainda com as arestas ( u ~ ,  u:). De 

forma análoga são construídos os desenlios C, e C,: 

Observe que nos limites dos ciclos presentes nos desenhos estão os vértices 

cujos subscritos e inaicações são iguais aos elementos da  primeira linha da  

coinbinação anterior . 

Podeiiios alteras a modificação fuiidamental do grafo G1 de tal forma que 

as arestas ( u ~ - ~ + ~ ,  u ~ + ~ ) ,  (v,,-~+~, vi+l) e (zu,,-~+Z, ~ i + l )  não sejam removidas. 

E111 coiitrapartida, deveremos coiiectar no grafo suplementar G P + ~  o vértice 

x aos vértices u i + ~ ,  vi+l e wi+l que serão desconectados no grafo G1. 

No grafo suplementar Gp+l, x é colocado na fronteira exterior e conectado 

aos vértices u ,  V, W ,  além de ~ i + 2 ,  Vi+2 e wi+2. 

Podemos então observar que, neste estágio, o vértice x encontra-se coiiec- 

tado a todos os vértices ui, ui, vi, vi, Wi e w:, com i = I, ..., p. 

Observamos, tainbéin, que o vértice u encontra-se conectado a todos os 

vértices wi e w:, com i = I, . . . , p, além dos vértices vi ou vi, onde o índice 

e marcação é igual ao que aparece na primeira linha da seqüência estudada 

anteriormente . Resta, portanto, coilectar u a todos os vértices ui e u:, com 

i = I, .. . , p e a alguns vértices vi e v:. 

Da mesma forma o vértice v encontra-se conectado a todos os vértices ui 



e uá, com i = 1, ... ,p ,  aléin dos vértices wi ou w&, onde o índice e marcação é 

igual ao que aparece na  primeira linha da seqiiêiicia estudada anteriormente, 

e o vértice 'LU eilcoiitra-se coiiectado a todos os vértices vi e v;, com i = 1, . . . , p, 

aléin dos vértices ui ou u:, onde o índice e marcação é igual ao que aparece na  

primeira liiilia da  seqiiência. Resta, portanto, conectar v a todos os vértices 

vi e v:, com i = I, . . . , p e a alguns vértices wi e w&, e w a todos os vértices wi 

e wi, coni i = 1, ..., p e a alguns vértices ui e u: . 

Observaiido a seqiiência, distribuiremos as arestas restantes, no grafo G,, 

com r = 1, . . ., p, colocaiido o vértice u i10 triângulo que contém a aresta 

(u,+~, u,-i), v no triâiigulo que coiitém a aresta (v,+i, uVpi) e w no triâiigulo 

que contém a aresta (w,+i, w,-i), coni a mesma marcação que aparece lia 

seqfiêiicia estudada e escollieiido o triâiigulo cujo terceiro vértice é v,, w, e 

u,, respectivamente: 

Desta forma, garantimos a coiiecção de todos os pares de vértices. 

4.1.1 Exemplo do caso p = P ( 2 r  + I),  com r 2 1, desde 
que p # 3 * 2q ou q < 3: Decomposição do KdO 

Como exemplo do caso p = Y(2r + I), mostraremos a decomposição do 

grafo completo com 40 vértices, K40, em 7 subgrafos planares. 

Os 7 subgrafos planares do grafo K40 são OS das figuras 4.1, 4.2, 4.3, 4.4, 

4.5, 4.6 e 4.7. 

Os grafos intermediários desta coiistrução aparecem no anexo 1. 



Figura 4.1: Grafo Gi final - decomposição do Kd0 

Figura 4.2: Grafo G2 fiiial - decomposição do KdO 
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Figura 4.3: Grafo G3 filial - decoinposição do KdO 

Figura 4.4: Grafo G4 final - decoinposição do K40 



Figura 4.5: Grafo G5 final - decomposição do K40 

Figura 4.6: Grafo G6 final - decoillposição do KdO 



:a 4.7: Grafo supleiiieiitar G7 filial - decomposição do 



2" Subcaso: p = 3 * ( 2 q ) ,  com q > 3  

Neste caso, a modificação f~~iidaiiiental será feita retirando-se as arestas 

que estão entre os ( p  - 2)-ésimo e ( p  - 1)-ésimo vértices dos deseiilios Cl, C2 

e C3, OU lios deseiilios C4, C5 e C6. Para definirmos qual grupo de desenhos 

receberá a modificação, procedemos da seguinte forma: 

1) Copiaii~os as linlias 1, ( p  - 2) e ( p  - 1) da  matriz A. Estas 

linhas correspondem às constantes 0, +(: - 1) e -($ - 1); 

2) Arruinamos a seqiiêilcia de forma que o elemento inferior de 

cada par precedente seja igual ao eleii~eiito superior do par sub- 

sequente; 

3) Marcamos as liiilias 1 e ( p  - 1) obedecendo as seguintes regras: 

a) O elemento inferior de cada par precedente e o ele- 

mento superior do par subsequeilte devem possuir, ein 

coiij unto, soinent e unia marcação; 

Ó) Cada par deve diferir do par correspoiideiite em A' 

em exataiiieiite 1 marcação; 

c) A seqüência se inicia com o par correspondente à 

coluna p,  onde o elemento p  aparece não marcado. 

4) Toinando por base as linlias ( p  - 2) e (p - I), marcamos a linlia 

( p  - 2) obedecendo a seguinte regra: 

u) Cada par de elementos deve receber marcação igual 

a c10 par correspondente ein A', ou inarcação oposta a 

esta. 



Assim, a iiiodificação f~mdaineiital será feita nos deseiilios C4, C5 e CG, e 

o vértice x será iiiserido lia região externa, se na seqüência estudada aciina 

o índice da primeira liiilia aparecer iião marcado. Por outro lado, temos que 

a inodificação será feita lios desenhos Cl, Cz e C3, e O vértice x será inserido 

lia região interna do grafo, caso na seqüência aciina o elemento da primeira 

liiilia aparecer marcado. 

Nós não realizainos a inodificação f~~ndaiiiental no grafo G L ~ ,  porém 

só colocanios o vértice x na região externa do grafo e conectainos este aos 
, . vertices U P - ~ ,  vi>-l e W P - ~ .  

2 2 2 

Após a modificação f~mdaineiital, x estará coiiectado aos vértices c ~ ~ j o s  

subscritos e marcações são iguais aos eleineiitos das priineira e terceira liiilias 

da seqüência estudada aiiterioriiieiite (referentes As coiistantes O e - (5 - I), 
ou seja, a todo vértice exceto uk, v; e w;, já que no grafo G5-i não houve 

remoção de arestas. 

Os vértices das segunda e terceira liiilias da seqiiência aciina, que referem- 

se As coiistaiites +($ - 1) e -(%r  - I ) ,  iiidicain as arestas que foram removidas 

durant e a modificação f~iiidament al. Port aiit o, estas devem ser consideradas, 



juntamente com as arestas ( ~ i ,  u:), (vi, v:) e (wi, w:), i = 1, . .. , p para forlilar 

o desenho: 

Figura 4.8: Arestas removidas no caso p = 3 * 2k, juntamente com arestas 
(ui, u:), (vi, v&) e (wi, wi), i = 1, ..., p. 

e o ciclo 

Figura 4.9: Ciclo genérico do caso p = 3 * 2k 

Precisaiiios descoiiectar o ciclo acima. Para tanto, vamos colocar no ciclo 

a aresta (2 - 9,E - 7') e retirá-la de algum grafo G,. Neste grafo, uma 

inversão deve ser feita para que uma nova aresta possa ser colocada, e assim 

sucessivameiite, como mostra a figura a seguir: 

Figura 4.10: Diagrama de inversão da  grade para inserção de nova aresta 
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Tabela 4.1: Análise das arestas removidas. 



Assiin, o ciclo é desconectado e nós obtemos o grafo: 

Figura 4.11: Ciclo genérico c10 caso p = 3 * 2hl te rado  

O grafo G,+l é construído como nos casos anteriores, onde o desenho das 

arestas removidas e o ciclo (referente aos vértices u ,  v e w), juntamente c0111 

u ,  v e w são distribuídos 110 plano, com os vértices up, v; e wp localizados 11, 

parte externa do grafo, e o vértice u conectado a todo vértice vi, vi, wi e wá, 

exceto vo+, e v i - ,  De maneira similar, são coiiectados os vértices v e w. 

I Faltam, portanto, colocar as arestas (u, u ~ ) ,  (u, u:), (u, e u ,  vp-,, e 

arestas similares dos vértices v e w. 

Os vértices u ,  v e w são colocados nos grafos Gl, ..., Gp entre as linhas 

c ~ ~ j a s  constantes são +2% -2k, da  seguinte forina: 

Suponha j 5 24 = 5 ,  

Em G j ,  Gj+j  e Gj+% nós conectainos o vértice u com OS vértices citados 

abaixo, considerando todo possível j ,  com L 5 j 5 5:  

Assim, nós coiicluíinos que o vértice u está coiiectado a todo vértice ui e 

u:, bem c01110 v está conectado a todo vértice vi e vi e w está conectado a 

todo vértice vi e v;, i = 1, ..., p. 



Alterando, se necessário, todas as marcações do ciclo onde j = - 1 - 5 ,  
nós podemos conectar u ao vértice ~ g - ~ ,  e alteralido também, se necessário, 

todas as inarcações de algum outro ciclo, nós podemos conectar u com vi-,. 

De forma siiiiilar nós distribuinios os vértice v e w e as arestas incidentes a 

estes, e desta forma, finalizamos a distribuição de todas as arestas do grafo 

KYL, coin n = 6pf  4 e p  = 3 *  24, q > 3. 

4.2.1 Exemplo do caso p = 3 * 2 9  e q 2 3: Decomposição 
do K148 

Como exemplo deste caso, vamos mostrar nas figuras 4.12, 4.13, 4.14, 

4.15, 4.16, 4.17, 4.18, 4.19, 4.20, 4.21, 4.22, 4.23, 4.24, 4.25, 4.26, 4.27, 4.28, 

4.29, 4.30, 4.31, 4.32, 4.33, 4.34, 4.35 e 4.36, a decomposição do grafo K148 

em 25 subgrafos planares. 

Os grafos interinediários desta construção encontram-se no anexo 2. 



Figura 4.12: Grafo Gl final - decoiiiposição do K148 



Figura 4.13: Grafo G2 final - decomposição do Kld8 



Figura 4.14: Grafo G3 final - decomposição do Kld8 



Figura 4.15: Grafo G4 final - deconiposição do K148 



Figura 4.16: Grafo G5 filial - decomposição do K1& 



Figura 4.17: Grafo G6 final - decomposição do K148 



Figura 4.18: Grafo G7 filial - decoiiiposição do KI4* 



Figura 4.19: Grafo G8 fiilal - decomposição do KId8 



Figura 4.20: Grafo G9 filial - decoiiiposição do KId8 



Figura 4.21: Grafo Glo final - decomposição do K1& 
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~igura 4.22: Grafo GI1 final - decomposição do K1& 



Figura 4.23: Grafo Giz final - decoinposição do KI4* 



Figura 4.24: Giafo Gl3 filial - decomposição do Kld8 



Figura 4.25: Grafo Glq final - decomposição do K148 



Figura 4.26: Grafo GI5 final - decomposição do K148 



Figura 4.27: Grafo GIG final - dec01nposiç80 do KId8 



Figura 4.28: Grafo GI7 final - deconlposição do KI4* 



Figura 4.29: Grafo GI8 filial - decomposição do KI48 



Figura 4.30: Giafo G19 final - decomposição do K1@ 



Figura 4.31: Grafo Gzo final - decomposição do KId8 



Figura 4.32: Grafo Gzl final - decomposição do K148 



Figura 4.33: Grafo Gz2 filial - decoiiiposição do Kld8 



Figura 4.34: Grafo GZ3 filial - decoinposição do KId8 



Figura 4.35: Grafo G24 - decoiiiposição do K148 



Figura 4.36: Grafo suplementar G25 final - decomposiçiio do KId8 



Capítulo 5 

3 O  caso: n = 6p + 4 e p = 24,  com 

Trataremos agora do último caso da decomposição do grafo K7,, onde 

n = 6p+4,  que coiisiderap = 24, coin q 2 4. 

Este caso será dividido em 4 subcasos: nos três primeiros subcasos tratare- 

iiios da espessura do grafo coinpleto coiii n = 6p + 4 vértices, onde p = 2, 

p = 4 e p = 8, respectivaiiieiite; já no quarto caso, estudareinos a espessura 

do grafo coinpleto com n = 6p + 4 vértices e p = 24, com q > 4 

5.1 l0 subcaso: n = 6p + 4, com p = 2 

Este caso foi estudado em [ll]. 

Se p = 2 então n = 6p + 4 = 6 * 2 + 4 = 16, e portanto, deveremos 

mostrar uma decomposição do grafo coinpleto coiii 16 vértices em 3 subgrafos 

planares. 

Nas figuras 5.1, 5.2, 5.3 vemos os 3 subgrafos plaiiares que deconipõeiii o 

KI6. Assim, t (KIG)  = 3 = p $ 1. 



Figura 5.1: l0 stibgrafo da decomposição do KI6.  

I Tabela de Adiacêiicia do 1" subgrafo da decomposicão do KI6: r Adiacência I 



Figura 5.2: 2" subgrafo da  decomposição do KIG. 

Tabela de Adjacência do 2" subgrafo da decomposição do KIG: - - - - 

Vértice Adj acêilcia Grau 

1 6,9,10,12,13,14 6 



Figura 5.3: 3" subgrafo da  decomposição do K16. 

Tabela de Adjacência do 3" subgrafo da decomposição do K16: 
Vértice 

1 

Adj acência 

7,8,11 

Grau 

3 



5.2 2 O  subcaso: n = 6p + 4, com p = 4 

Este subcaso também é resolvido por exaustão. O autor [I] não mostra 

esta decomposição, mas somente diz ser possível encontrar uma construção 

especial para decompor o grafo KZ8 em 5 subgrafos planares. Nós mostramos 

aqui esta construção. 

Se p = 4 então n = 6p + 4 = 6 * 4 + 4 = 28. Logo, devemos mostrar uma 

decomposição do grafo completo com 28 vértices ein 5 subgrafos planares. 

Nas figuras 5.4, 5.5, 5.6, 5.7 e 5.8 vemos os 5 subgrafos planares que 

decoinpõein o KZ8. Portanto, t (KZ8)  = 5 = p + 1. 

Figura 5.4: 1" subgrafo da deconlposição do KZ8. 
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I Vértice I Adi acêilcia Grau 



Figura 5.5: 2" subgrafo da decomposição do KZs. 



Vértice Adj acência Grau 
1 6,8,12,20 4 



Figura 5.6: 3" subgrafo da  decomposição do KZs. 



Tabela de Adjacência do 3" subgrafo da decomposição do KZ8: 
Vértice 

1 
Adj acência 

3,14,22,27 
Grau 

4 



Figura 5.7: 4" subgiafo da decomposição do KZ8. 



I Tabela de Adjacência do 4" subgrafo da decomposição do K2s: I - - - 

Vértice I Adi acência Gr ati 



Figura 5.8: 5' subgrafo da decomposição do K2% 



I Tabela de Ad-jacência do 5" subgrafo da decomposição do K28: I - - - -- 

Adj acência Grau 
2,25 2 



5.3 3 O  subcaso: n = 6p + 4, com p = 8 

Assim como i10 caso p = 4, o autor [I] somente diz ser possível iiiveiitar 

uina coiistrução especial para decoinpor o grafo K52 ein 9 subgrafos plaiiares. 

Esta coiistrução foi feita por exaustão. 

Se p = 8 então n = 6p + 4 = 6 * 8 + 4 = 52. Logo, devemos mostrar uma 

decoiiiposição do grafo coiiipleto coin 52 vértices eiii 9 subgrafos plaiiares. 

Nas figuras 5.9, 5.10, 5.11, 5.12, 5.13, 5.14, 5.15, 5.16 e 5.17 veiiios os 9 

subgrafos planares que decompõem o K52. Portalito, t (K52) = 9 = p + 1. 

Figura 5.9: 1' subgrafo da  decoiiiposição do KS2 
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5 2 

Figura 5.10: 2' subgrafo da decomposição do KS2. 



5 2  

Figura 5.11: 3" subgrafo da  decoinposição do K5> 



Figura 5.12: 4' subgrafo da  decomposição do KS2. 
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Figura 5.13: 5' subgrafo da decomposição do KS2. 



Figura 5.14: 6" subgiafo da decomposição do KS2. 



Figura 5.15: 7" subgrafo da deconiposição do KS2. 





Figura 5.17: 9" subgrafo da decomposição do KS2. 



5.4 4 O  subcaso: n = 6p  + 4, com p = 2 4 ,  q 2 4 

Se G é uni grafo com 6p + 4 vértices, onde p = 24 e q  > 4, então a 

modificação fundainental será feita retirando-se a aresta que está entre os 

(p-2)-ésiino e (p-1)-ésimo vértices dos desenhos Ci, C2 e C3,0u nos desenhos 

C4, C5 e CG. Esses vértices correspondeni à constantes +(: - 1) e -(E - 1). 

A modificação então, será feita da seguinte forma: 

Primeiro copiamos os elementos da primeira e das (p - 2)-ésima e (p - 1)- 

ésiina linlias da matriz A. Em seguida, arrumamos a seqfiêiicia de modo 

que a primeira coluna inicie com o eleinento p e o último eleinento de cada 

coluna coincida com o primeiro elemento da próxima coluna. O próximo 

passo, então, é inarcar os elenieiitos obedecendo as seguintes regras: 

1) Os elenientos da primeira e da (p - 1)-ésinia linlias serão mar- 

cados de modo que cada par fiq~ie diferente do par correspondente 

em A' em uin único lugar, e de modo que o últiiiio eleinento de 

cada par precedente e o primeiro elemento do par subsequente 

possuain entre si somente uma inarcação. A seqüência inicia-se 

com o elemento p não-marcado; 

2) A liiilia (p - 2) será inarcada de niodo que entre ela e a liiilia 

(p- 1) cada par seja marcado de niodo semelhante ao que aparece 

em A' ou de forma oposta a esta. 

Após efetuarmos estas marcações, se o elemento da primeira linha apare- 

cer marcado, então a modificação fundamental será feita nos desenlios C1, 

CI;! e C3. Caso contrário, os desenlios que receberão a modificação serão C4, 

C5 e C6. 



No grafo Gg-l não retiramos nenliuina aresta, mas somente colocamos o 

vértice x na fronteira exterior e coiiectainos este aos vértices ULI,  e 

Wi-1 .  

Como resultado, o vértice x não será concetado somente aos vértices uk, 

v; e wp. 

Vale observar que, nos estudo feito sobre as primeira, (p - 2)-ésima e 

(p - 1)-ésima linhas, após as devidas iiiarcações, temos que as liill-ias 1 e 

(p - I )  indicain os vértices que serão conectados ao vértice x. Já as linhas 

(p - 2) e ( p  - 1) indicam as arestas removidas pela modificação f~mdameiltal, 

que deverão ser colocadas no grafo suplementar, juiltaineiite com as arestas 

da forma (ui, ui), (vi, vi) e (wi, wi), i = I, ... , p. 

I n P - 9  (nI2)-7 (1112)-5' 111121-3 Inl21-1' (n12) -9'  
-.-o+ I e- ... -C 

(nl2)-7' (11121-5 (n12) -3' (n12) tl' 

'.. (1112) -1 -. 
1 .  -- 

Figura 5.18: Arestas removidas, juntamente c0111 arestas da forma (ui, ué), 
(vi, V:) e (wi, w:), i = 1, ..., p- caso p = 2k 

Adicione ao ciclo da figura 5.18 a aresta ( 5  2 - 5,; - 3') e retire esta aresta 

de algum grafo G,, r = 1, . . . ,p,  e modifique a grade resultante de modo que 

outra aresta possa ser inserida, de forma análoga ii estudada no caso anterior. 

A seguir, estudamos a retirada e inserção das arestas: 



Aresta retirada 

(5 - 3'' 5 - 5) 
(5 - 3 1 , ~  - 5') 

(L 31 I? + 2 - 5') 2 ' 2 2S 

(5 - 31, E + 16 - 5') 
(5 - 3'' 5 + 3') 

Aresta inserida 

(5 - 311 p - 5') 
( P  2 - 3' - 5') 7 2  4 

(2  - 3 - 2 ' 7  P + $$i - 5') 

( E  - 3/, 2 + 3') 
( P  - 31, 2 - 11) 

Grafo 

G Z - ~  
G E - ~  

G&-4 

G8-4=4 

GPI 

Constante das linhas 

+1, -1 
+:+i,-:+I 

+----+I - i - P - + l  
2 2n+i 1 2 2s+1 

+L 7 -1.2 - 7 
+L 3 -P - 3 

i - > 8  2s+1 - 

Cadeia alt 

alt 
alt 

alt 

alt 
alt 



Como resultado, obtemos a aresta (: - 3', 5 - 1') que pode ser retirada 

do ciclo anterior, obtendo: 

Figura 5.19: Ciclo genérico modificado - caso p = 2" 

Após a construção do grafo suplementar, onde os desenhos C, (repre- 

sentando os vértices pares) e C, (representando os vértices ímpares) serão 

colocadas do lado oposto ao vértice u, e de forma similar para os vértices v 

e w, podemos concluir que resta conectar u aos vértices vi, vá (para i par), 

wi, w: (para i iinpar) e U L ~  (igualmente para v e w). 

Colocareinos u,  nos grafos G1, . . . , Gp entre as segunda e terceira linhas 

(constantes +1 e -I), de forma que em G,, Gp-2, .. . , G2, u seja conectado 

nos desenhos com símbolo w, possuindo os seguintes subscritos e iiiarcações: 

Em Gp nós coiiectamos u a v, e em GpP2 nós conectamos u a v,-> 
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Observenios que a aresta (2 - 3', - 5), removida de G1-4 não aparece 

na tabela anterior. 

Nos grafos GpP3, GpP5, . . . , G1, nós conectaiiios u nos desenhos com síiiibolo 

v e os seguintes índices e marcações: 

Em Gf -3 nós conectaiiios u a ukp3, e em GpP1 nós coiiectamos u a wl. 

Coino resultado u é coiiectado a todo vértice, e de modo siiiiilar, dis- 

tribuiinos os vértices v e w e arestas incidentes a estes. 

5.4.1 Exemplo do caso p = 2 4  com q > 4: Decomposição 
do &o0 

Coino exeiiiplo do caso n = 6p + 4 e p = 29, q 2 4, vamos mostrar a 

decomposição do grafo Kloo em 17 subgrafos planares, nas figuras 5.20, 5.21, 

5.22, 5.23, 5.24, 5.25, 5.26, 5.27, 5.28, 5.29, 5.30, 5.31, 5.32, 5.33, 5.34, 5.35 

e 5.36. 

Os grafos iiiteriiiediários desta construção aparecem no anexo 3. 



Figura 5.20: Grafo G1 final - decomposição do Kloo 



Figura 5.21: Grafo G2 final - decomposição do Kloo 



Figura 5.22: Grafo G3 final - deconiposição do Kloo 
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Figura 5.23: Grafo Gq final - decoinposição do Kloo 



Figura 5.24: Grafo G5 final - dec01nposição do Kloo 



Figura 5.25: Grafo G6 final - decomposição do Kloo 



Figura 5.26: Grafo G7 final - decomposição do Kloo 



Figura 5.27: Grafo G8 filial - decoinposição do Kloo 



Figura 5.28: Grafo G9 final - decomposição do Kloo 



Figura 5.29: Grafo Glo final - decoinposiçiio do Kloo 



- 
Figura 5.30: Grafo Gil final - decoiiiposição do Kloo 



Figura 5.31: Giafo G12 final - decoinposição do Kloo 



Figura 5.32: Grafo GI3 final - decomposiçiio do Kloo 



Figura 5.33: Grafo Glq final - decoinposição do Kloo 
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Figura 5.34: Grafo GI5 final - decomposição do Kloo 



Figura 5.35: Grafo filial - de~omposição do Kloo 



Figura 5.36: Grafo GI7 final - decomposição do Kioo 



Capítulo 6 

A Complexidade da Espessura 

Neste capítulo, vamos mostrar que o problema de decidir o valor da es- 

pessura de uin grafo é NP-completo, conforme mostrado por MANSFIELD 

[10]. O problema Espessura é definido como a seguir: 

ESPESSURA: 

Instância: Uin grafo G = (V, E) e uni inteiro positivo h. 

Questão: t(G) 5 k? 

Note que se k = 1, então o probleina se resume em determiiiar se o grafo 

G dado é planar, e existem algoritinos que decidem se uin grafo é planar 

em teinpo poliiioiniiial, por exemplo o algoritmo de Tarjan [6]. Na verdade, 

iremos mostrar que o problema se toriia NP-coinpleto já para o valor de 

k = 2. 

Notemos que ESPESSURA é certamente um problema ein NP, pois dada 

unia partição do coiijuiito E de arestas de G em k conjuntos E1, E2, . . . , Ek, 

pode-se checar ein cada subgrafo Gi = (V, Ei), usando uni teste de planari- 

dade em teinpo polinomial, se Gi é planar. 

Para inostrar a NP-completude, nós reduzimos o probleina de PLANAR 



3-SAT (que Lichtenstein [8] já provou ser NP-completo), ao problema de 

ESPESSURA. 

O problema PLANAR 3-SAT é definido da seguinte forma: 

PLANAR 3-SAT: 

Instância: I = (U, C),  onde U é um conjunto de variáveis lógicas e C uma 

coleção de cláusulas sob U, tal que: 

a) o grafo bipartido G = (U U C, E) é planar, onde E é o conjunto de arestas 

(u, c )  tal que u ou ü é uni literal de C; 

b)l c I <  3, para cada cláusula c de C. 

Questão: Existe uma atribuição de verdade para as variáveis de U tal que 

cada cláusula c E C tenha pelo menos uni literal verdadeiro? 

Na figura 6.1 mostrainos uma instância de PLANAR 3-SAT, e do grafo 

bipartido correspondente: 

Figura 6.1: Grafo G = (U U C, E) correspoiideiite instância 
de I = (U,C) onde U = { u l , u ~ , u g , u 4 , u ~ , ~ g )  e C = 

{(uI, m,UG), (~1 ,  u5,%), (UZ, u&), (u3,~4,$,  (%,%,%), (G%,G)I. 

Lema 6 .1  P L A N A R  3-SAT permanece NP-completo mesmo quando restrito 

aos casos e m  que qualquer cláusula contém exatamente 3 literais 



Prova: Considere uina instância I = (U, C),  de PLANAR 3-SAT, cujo 

conjunto U de variáveis é U = {ul ,u2, . . . , u,) e C unia coleção de cláusulas 

sob U tal que se c E C ,  I  c 15 3. 

Nós construíinos uma intâiicia I' = (U', C') para PLANAR 3-SAT, onde 

cada cláiisula tem tamanho exatamente 3 fazendo U = U' e iiiicializaiido C' 

com C. 

Se existir alguma cláusula c E C com I  c I <  3, usaremos a seguinte 

transforinação: 1) Se I  c I =  2, digamos c = (ul, u2), removemos c de C' 

e acresceiitainos (ul, u2, ul) para C'; 2) Se I  c I =  1, digaiiios c = (ul), 

removeiiios C de C' e acrescentainos (ul, ul ,  ul) para C'. 

Note que I é satisfatível se e soineiite se I' é satisfatível, e note que 

é imediato que o grafo bipartido correspoiideiite a I' é planar porque iiós 

substituímos uina cláusula nas mesiiias variáveis. 

Repetindo este procediineiito em toda clá~~sula de tainaiilio iiieiior que 

3, nós coiiseguiiiios, em tempo poliiiomial, uma expressão booleaiia ein que 

todas as cláusulas possuam exat aniente três literais. O 

De agora ein diante, consideramos que todas as instâncias de PLANAR 

3-SAT possuein sonient e cláusulas com tamanho exatamente 3. 

A traiisforiiiação do problema PLANAR 3-SAT eiii ESPESSURA se ba- 

seia no seguinte: Dada uina instância de PLANAR 3-SAT com uin grafo cor- 

respoiideiite G = (U u C, E), nós iremos construir um grafo H, uiiia instância 

de ESPESSURA, onde cada literal u de U correspoiide a uni "Truth Settiiig 

Coinponents"H, de H, e cada vértice c de C correspoiide a um "Satisfac- 

tioii Testiiig" H, de H. A coiistaiite k correspondente será fixada k = 2. Se 

H = P U Q , coin P e Q grafos planares, então as arestas de E eiii P repre- 

sentarão literais verdadeiros, enquanto as arestas de E em Q representarão 

literais falsos. 



A seguir, descreveremos a construção de 6 grafos a~txiliares Nl, H2, H3, 

H*, H5, HG que servirão como base para estruturar toda a decomposição do 

grafo H em dois siibgrafos P e Q. 

O primeiro grafo auxiliar a ser definido é o grafo bipartido con~pleto 

KG 8 = Hl, da figura 6.2. 

Figura 6.2: Grafo bipartido completo KG,8. 

Lema 6.2 Sejam a e b dois vértices distintos de grau 6 deste grafo. Se 

Hl = KG,8 é u m  subgrafo de P U Q onde P e Q são grafos planares, então 

existe um caminho ligando o vértice a até o vértice b e m  P n Hl e e m  Q n Hl . 

Prova: Coiiio o grafo Hl é uiii bipartido, então ele é livre de triâiigulos, 

e como P e Q são planares, então P Hl e Q fl Hl são planares, livre 

de triâiigulos e possuem 14 vértices. É unia coiiseqiiência do Teorema de 

Euler 1.3 que todo grafo simples plaiiar e livre de triângulos, coin iiúmero 

de vértices n > 3, possui no niáxiino 2n - 4 arestas. Portanto, P n Hl e 

Q fl H, possuem no iiiáxiino 14 * 2 - 4 = 24 arestas se coiiexos. Se estes não 

forein conexos, então devem possuir no máximo 23 arestas. Como Hl possui 

6 *8 = 48 arestas, então Pn H1 e Q f l  H, são obrigatoriameiite ambos conexos, 

o que nos dá que existe uin caminho ligando quaisquer par de vértices em 

PnH,  eein Q n H l .  O 



Uma partição de Hl. 

Hl pode ser particionado em 2 grafos planares Pl e Q1, onde a e b apare- 

cem na mesma face, como mostra a figura 6.3. 

Figura 6.3: Partição de Hl em dois stibgrafos planares Pl e Q1, onde os 
vértices a e b são colocados na face exterior de Pl e Q1. 

6.2 O grafo H2 

Hz é o grafo representado na figura 6.4. 



Figura 6.4: O grafo H2 e sua representação simplificada. 

Lema 6.3 H2 é um subgrafo de P U Q onde P e Q são subgrafos planares, 

e x e y estão n a  m e s m a  componente conexa de P \ H2 e de Q \ H2. Então 

e1 é u m a  aresta de P e e2 é u m a  aresta de Q ou vice-versa. 

Prova: Suponha, por absurdo, que e1 e e2 sejam alnbas arestas digamos 

de P .  Pela propriedade de Hl, P contém um subgrafo homeoinorfo a K5, 

ferindo a hipótese de P ser planar. Assim, e1 e e;! não podem estar alnbas 

na mesma partição. O 

Uma partição de H2. 

H2 = P2 U Q2, onde Pz e Q2 são os giafos planares da figura 6.5. 



Figura 6.5: Grafos planares P2 e Q2 onde Hz = P2 U Q2, com suas repre- 
sentações siinplificadas. 

H3 é oni grafo da figura 6.6. 



Figura 6.6: Grafo H3 e sua representação simplificada. 

Lema 6.4 Se  H3 é u m  subgrafo de P U Q, onde P e Q são grafos planares, 

e x, y e z estão na  mesma componente conexa de P \ H3 e e m  Q \ H3,  então 

as arestas e1 e e3 de H3 estão ambas e m  P ou ambas e m  Q. 

Prova: Suponha que e1 seja uma aresta de P. Pela propriedade de H2, 

porque z está lia mesma conipoiiente coiiexa de x, e2 é uina aresta de Q e, 

pelo inesino argumento, e3 é uma aresta de P. Por raciocínio aiiálogo, se 

coiisiderarinos e1 uma aresta de Q tereinos e3 tainbém em Q. O 

Uma partição d e  H3. 

H3 = P3 U 9 3 ,  onde P3 e Q3 são OS grafos planares da figura 6.7. 



Figura 6.7: Grafos planares P3 e Q3 onde H3 = P3 U Q3 e suas representações 
siinplificadas. 

6.4 O grafo H4 

H4 é O grafo da figura 6.8, onde existem no nhiino 2 vértices rotulados 

U O U  C. 



Figura 6.8: H4 e sua representação siiiiplificada. 

Lema 6.5 Se jam A um conjunto de arestas com o rótulo a e B o conjunto 

de arestas com o rótulo b. Suponha que H4 seja u m  subgrafo de P U Q onde 

P e Q são subgrafos planares. Então: 

1. o u  A C E ( P )  e B C E(&) ou vice-versa; 

2. n o  m h i m o  u m a  das arestas incidentes ao vértice rotulado c está n o  

mesmo conjunto que as arestas do conjunto B.  

Prova: 1) Pela propriedade de H3, ou A C E ( P )  ou A C E ( Q ) .  Sem 

perda de generalidade, assuinireiiios que A C E ( P ) .  Se (u, f )  é uma aresta 



de B ein P, então P coiitéin uin subgrafo liomeomorfo a K 3 , ~ ,  coino mostra 

a figura 6.9. Isto é unia coiitradição, já que P é plaiiar. 

Figura 6.9: Subgrafo lioineomorfo a K3,3. 

Logo, B C E(&);  

2) Supoiilia agora que, num vértice rotulado c, todas as arestas estejam 

em E(P) .  Eiitão P coiitém um subgrafo lionieomorfo a K5, coino mostra a 

figura 6.10, o que contradiz a hipótese de P ser planar. 

Caminhos em P 
de copias 
de H 1 .  

Figura 6.10: Subgrafo hoineomorfo a K5. 

Assim, no míiiimo uma das arestas iiicideiites a c está em E(&). O 



Uma partição d e  H4. 

H4 = P4 U Q4 onde P4 e Q4 são OS grafos planares das figuras 6.11 e 6.12, 

respectivamente. 

Figura 6.11: Grafo P4, onde H4 = P4 U Q4. 

Figura 6.12: Grafo Q4, onde H4 = P4 U Q4. 



6.5 O grafo H5 

H5 é O grafo da  figura 6.13. 

Figura 6.13: H5 e S L ~  representação simplificada. 

Lema 6.6 Seja A o conjunto de arestas rotuladas a, B o conjunto de arestas 

rotuladas b, e D o conjunto de arestas rotuladas u o u  ü conectando um con- 

junto de subgrafos H2.  S e  H5 é um subgrafo de P U Q e P e Q são subgrafos 

planares, então: 

1 )  o u  A c E ( P )  e B C E ( Q )  ou vice-versa; 

2 )  o u  toda aresta e m  D rotulada u está e m  E ( P )  e toda aresta 

e m  D rotulada ü está e m  E ( Q )  ou vice-versa; 

3 )  se duas arestas rotuladas u ou ü são incidentes a u m  vértice 

c, então n o  min imo u m a  destas arestas está n o  mesmo conjunto 

E ( P )  ou E ( Q )  onde se encontra as arestas de D rotuladas u ou 
- 
U .  



Prova: 1) A prova de propriedade 1) de H4 também serve para H5; 

2) Pela propriedade de H2, as arestas em D alternam-se em E(P)  e E(Q),  

o que iiiostra que as arestas com rótulo u estão em E ( P )  e as arestas com 

rótulo ü estão em E(Q),  ou vice-versa; 

3) Para provar esta propriedade, suponha inicialineiite que as arestas de 

D com rótulo u estejain ein E ( P )  e as arestas de D com rótulo ü estejain em 

E(Q).  Suponha, por contradição, que duas arestas com rótulo u ,  incidentes 

até um vértice c estejam ainbas em E(&).  Então, considerando o subgrafo 

de H5 mostrado na figura 6.14, nós vemos que Q não pode ser planar, o que 

nos dá a contradição desejada. 

Figura 6.14: Contradição encontrada por inserir as arestas coiii rótulo u 
conectando c em uni subgrafo diferente daquele em que se encontram as 
arestas de D coni rótulo u. 

Uma partição d e  H5. 

H5 pode ser particioliado em dois grafos planares P5 e Q5 de duas maneiras 

diferentes. Na figura 6.15 inostraiiios uma partição em que toda aresta rotu- 

lada u está em E(P5), e toda aresta rotulada ü está E(Q5).  

Esta partição é similar a que toda aresta rotulada u aparece em E(Q5) e 

toda aresta rotulada ü aparece em E(P5). 



Figura 6.15: Grafos planares P5 e Q5 onde H5 = P5 U Q5. Arestas com rótulo 
u estão em E (P5) e ü em E(Q5).  

O grafo H5 é usado como o "truth setting componeilts"em nossa redução. 

As arestas rotuladas u estarão em E(P5) q~iando verdadeiras, e em E(Q5) 

quando falsas. 

H6 é definido pela figura 6.16. 



Figura 6.16: HG e sua represeiitação simplificada. 

Lema 6.7 S e  H6 é u m  subgrafo de PUQ, onde P e Q são subgrafos planares, 

e se os vértices de Ul, U2, U3 e U4 pertencem a u m a  m e s m a  componente 

conexa de P \ HG e de Q \ HG, então um dos conjuntos El, E2, E3 o u  E4 

está contido e m  E (P) e outro e m  E (Q) . 

Prova: Supoiilia, por coiitradição, que neiiliuin dos coiijuntos El , E2, E3, 

E4 estejam em, digamos E(P) .  Logo, eles estão eiii E(&), e como todos os 

conjuiitos Ul, U2, U3, U4 estão em uma inesma coinponeiite conexa de Q HG, 

temos em Q um subgrafo contratível a K5, como mostra a figura 6.17, o que 

contradiz a plailaridade de Q. 

Figura 6.17: Subgrafo de QG contratível a K5. 



Uma partição d e  HG. 

HG pode ser particionado em dois subgrafos planares P6 e QG onde cada 

aresta de El U E2 U E3 U E4 pode estar em E(PG) ou em E(Q6),  observando 

que Ei está contido em E(PG) e os deinais estão contidos em E(QG). 

Proof: Temos somente dois casos a considerar. Os deinais casos podem 

ser obtidos por simetria ou por inversão de PG e QG: 

Nesses dois casos, os grafos PG e QG são mostrados nas figuras 6.18 e 6.19 

respectivamente. 

Figura 6.18: Grafos PG e QG onde HG = PG U QG; El C E(P6) e E4 C E(Q6). 



Figura 6.19: Grafos PG e QG onde HG = P6 U Q6; E2 C E(P6) e Eq C E(QG). 

O grafo HG é O "Satisfability Testing Coinpoiieiit"de nossa redução. Se 

um dos pares de arestas, digamos Eq, juiitainente com o grafo H6 está todo 

contido em E(Q),  então o outro par está em E(P) e representa um literal 

verdadeiro. 

6.7 Uma instância especial H de ESPESSURA 

Nós descrevemos aqui unia redução em tempo polinoinial do problema 

PLANAR 3-SAT para o problema ESPESSURA. 

Para tanto, considere I = (U, C) u n a  instância arbitrária de PLANAR 

3-SAT, onde U é um conjunto de variáveis lógicas e C é uma coleção de 

cláusulas sob U. Seja G = (U U C, E) o grafo correspondente à instância I. 

Nós consideraramos que cada cláusula c de C contém exatamente 3 literais, e 

portanto, no grafo G = (U U C, E) cada vértice representando uma cláusula 

terá grau 3. Existe um algoritino para determinar, em tempo poliiiomial, se 



o grafo G é planar, por exemplo, o algoritmo de Tarjan [6]. Nós usaremos o 

grafo planar obtido por Lichtenstein [8], transforniando uma instância de 3- 

SAT em PLANAR 3-SAT. Considere F = { fi, fi, ..., f,) o conjunto de faces 

deste desenho plano de G. 

Nós podemos obter um grafo G' a partir de G adicionando F ao conjunto 

de vértices de G' = (U U C U F, E U El U E2),a partir de G, adicionando 

o conjunto F ao conjunto de vértices e os conjuntos El e E2 ao conjunto 

de arestas, onde El = {(u, f )/'h E U, b'fi E F tal que u E fi) e E2 = 

{(c, f)/b'c E C ,  onde f j  E F é uma íiiiica face arbitrária de G que contém 

c). O grafo G' construído desta forma é planar, já que os novos vértices fT 

foram inseridos nos locais onde existiam faces de G e conectados até vértices 

pretencentes a estas faces. Nós agora constr~~iremos o grafo H substituindo, 

em G', os vértices de F por Hq, OS de U por H5 e os de C por H6, conforme 

mostra a figura 6.20. 

Figura 6.20: Transformação dos vértices f ,  u e c. 
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Esta transformação pode ser obtida em tempo poliiioiiiial ao taiiiaiiho da 

entrada. Coino exemplo desta traiisforniação, exibimos a figura 6.21, obtida 

a partir da instâiicia I = (U, C) de PLANAR 3-SAT onde U = {ul, u2, ug, u4) 

e C = {(ul,Ua,us), (ui ,uz,G),  (~1 ,U2 ,~4) ) .  

Figura 6.21: Grafo H obtido a partir da instância I = (U, C), de PLANAR 
3-SAT, onde U = {ul, UZ, UQ, u4) e C = {(ul, G, 7 4 ) )  (~1,  ~ 2 ,  G), (G, UZ, ~ 4 ) ) .  



6.8 ESPESSURA é NP-completo 

Nós já vimos que ESPESSURA é certamente uin meinbro de NP, e já 

descreveinos uma transformação, em tempo polinoinial, de unia instâiicia 

I = (U, C) de PLANAR 3-SAT em uin grafo H, que é unia iiistância de 

ESPESSURA coin k fixado k = 2. Nós agora iremos mostrar que H possui 

espessura 2 se e somente se I é satisfatível. 

Lema 6.8 A instância I = (U, C) possui uma atribuição de valores lógicos 

tal que cada cláusula c E C possua no mz'nimo um literal verdadeiro se e 

somente se t (H) = 2. 

Prova: (+) Seja I = (U, C) uma instância de PLANAR 3-SAT tal que I 

possui uma atribuição de valores lógicos sobre U tal que toda clá~isula c E C 

possui pelo menos um literal verdadeiro. Iremos coiitruir o grafo H = P U Q 

da seguilite forma: Coloque as arestas rotuladas b de H4 e de H5 eiii Q, as 

arestas rotuladas a de H4 e H5 em P, as arestas rotuladas c de H4 ein Q, e as 

arestas rotuladas c de H5 obedecendo a seguinte regra: 1) Seja ui E cj uiim 

variável de valor lógico "verdadeiro" : se ui aparecer não barrada em cj, então 

coloque a aresta (ui, cj) em P; caso contrário, coloque a aresta (ui, cj)eiii Q; 

2) Seja ui E cj uma variável de valor lógico "falso": se ui aparecer iião 

barrada ein cj, então coloque a aresta (ui, cj) em Q; caso coiitrário, coloque 

a aresta (ui, cj)em P. Como toda cláusula possui um literal verdadeiro, então 

no mínimo uin dos conjuntos El, E2, E3, E4 está em P, perinitiiido assim que 

a conecção de algum vértice f, E F seja estabelecida coin H6 = cj sem 

provocar cruzaineiitos. Observando a partição dos grafos Hi = Pi U Qi já 

descritas nas seções 6.2, 6.4,6.6,6.8,6.13,6.16, onde Pi e Qi são planares, nós 

então tereinos constuído um grafo H = P U Q onde P e Q são planares, o 

que nos dá t (H) = 2. 



-+= Seja H = (U U C, E) um grafo tal que t ( H )  = 2. Então H pode ser 

particionado em 2 subgrafos planares P e Q tais que H = P U Q. Pelas 

propriedades de H4 e H5, as arestas com rótulo b estão todas em P ou todas 

em Q, e ainda, se E(B)  C P então E(A)  C Q ou vice-versa. Sem perda 

de generalidade, consideremos que E(B)  C Q. Nós então iremos definir 

que se (ui, cj) E P, onde ui E U e cj E C,  então a variável ui receberá 

valor lógico "verdadeiro"se o literal ui aparecer não barrado em cj, caso 

coiitrário, a variável ui receberá o valor lógico "falsoi'. Fazendo desta forma, 

garantimos que se existir alguma aresta (ui, cj) em P, ligando algum vértice 

ui de U até algum vértice cj de C,  então a cláusula cj E C possui um 

literal verdadeiro. Pelas propriedades de HG, sabemos que pelo menos um 

dos conjuntos El, E2, E3, E4, que estabelecem a conecção dos vértices de C 

com os vértices de U estão em P, e da iiiesnia forilia pelo menos um destes 

conjuntos está em Q, e portanto, podemos garantir que toda clá~isula c E C 

possui um literal verdadeiro. O 

Estes fatos completam a prova de que ESPESSURA é um problema NP- 

completo. 

Para a conveniência do leitor, nós exibimos lias figuras 6.22 e 6.23 a 

correspondente decomposição do grafo H, da figura 6.21, nos grafos P e Q. 



Figura 6.22: Partição planar P para o grafo H obtido a partir da  
instância I = (U, C )  de PLANAR 3-SAT, onde U = {ul,  u2, ug, u4}, C  = 

{ ( ~ 1 ~ ~ 2 , ~ 3 ) , ( ~ 1 , ~ 2 , ~ ~ ) , ( ~ 1 , ~ 2 , ~ 4 ) ) e u l = u 2 = V e u 3 = u 4 = ~ .  



Figura 6.23: Partição planar Q para o grafo H obtido a partir da  
iiistâiicia I = (U, C) de PLANAR 3-SAT, onde U = {ul,  u2, ug, u4}, C = 

{ ( u ~ , G , u Q ) ,  ( u ~ , u ~ , G ) ,  ( ~ 1 , ~ 2 , u 4 ) }  e ul = u2 = V e 7 4  = u4 = F .  



Capítulo 7 

Conclusão 

A principal coiitribuição desta dissertação consistiu ein reunir eni uni 

texto ein português os resultados da literatura [[2], [3], [4], [I]] que deter- 

iniiiarain o valor da espessura do grafo K?,, e a deinonstiação [10] da NP- 

completude do problema de decisão do valor da espessura. 

Possíveis trabalhos futuros consistem na pesquisa de valores exatos ou 

aproxiinados para classes de grafos como grafos produto, estabelecimento da 

NP-copletude da espessura em classes particulares c01110 grafos k-regulares, 

e obviaineiite, algoritmos aproxiinativos para a determinação da espessura. 



Apêndice A 

Anexo 1 

A. 1 Grafos intermediários da decomposição 
do K 4 0  

No grafo KdO, temos que 40 = 6 * 6 + 4, logo p = 6 = 2'(2 * 1 + I ) ,  o que 

nos dá q = 1 e r = 1. 

Como i = 2qs e i < 2, então i = 2s,portanto par, e i < = 3. Isto 110s 

dá que i = 2. 

Assim, as liiatrizes A e A' serão: 

ai elemento, j coluna. 

ai,j é marcado se e somente se aii > j: 



A.1.1 Desenhos C,,i, Cr,z, Cr,37 Cr,47 Cr,5, cr,u 

V I ,  V1 W I  UL U1 V1 

Figura A.l: Desenhos CIr1 a C1,G - decoinposição do 



Figura A.2: Desenhos Czll a C2,G - decomposição do KdO 

Figura A.3: Desenhos C3,~  a C3$ - decomposição do K40 



Figura A.4: Desenhos C 4 , ~  a C4,6 - decoiiiposição do K40 

VI5 V5 WS U5 UI  V: 

Figura A.5: Desenhos a C5,6 - decoinposiçáo do K40 



Figura A.6: Desenhos CG,1 a C G , ~  - deco~iiposição do K40 

A.1.2 Grafos Gi, G2, G3, G4, G5 e GG 

Figura A.7: Grafo G1 - decoinposição do K40 



Figura A.8: Grafo G2 - decomposição do 

Figura A.9: Grafo G3 - decomposição do K40 



Figura A.lO: Grafo Gq - decomposição do K40 

"5 

Figura A. l l :  Grafo G.5 - decoinposiçi?io do K40 



Figura A.12: Grafo G6 - decoiiiposição do K40 

Coiiio lia iiiodificação fundamental do caso p = 2y2r  + 1) as arestas 

reiiiovidas são as que estão entre os (22 - 1)-ésiino e (22)-ésiiiio vértices, nos 

grafos G1 a G6 da decomposição do K40 removeremos as arestas que estão 

entre os terceiro e quarto vértices de alguns desenhos. Para definirinos q~iais 

deseiilios receberão a reinoção de arestas, copiamos as priiiieira e quarta 

linhas da  inatriz A: 

Dispondo a seqüência em ciclos, temos: 

coluna6 

6 
2 

coluna5 

5 
1 

coluna6 

G 
2 

coluna3 

3 
5 

linha1 
linha4 

coluna4 

4 
6 

coluna4 

4 
6 

colunal 

1 
3 

constante 

O 
+2 

coluna2 

2 
4 

coluna5 

5 
1 

linha1 
linha4 

coluna2 

2 
4 

colunal 

1 
3 

constante 

O 
+2 

coluna3 

3 
5 



Pelas regras de marcação: 

a )  O primeiro elemento de cada ciclo aparece iião-marcado; 

b) Cada par de elementos deve diferir do par correspondente em 

A' em apenas uma marcação; 

c) O eleineiito inferior de cada par precedente deve ter inarcação 

oposta ao do elemento superior de cada par subsequeiite. 

Tenios: 

linha1 
linha4 

Para marcarmos a última liilha desta seqiiência, obedeceiiios a regra : 

cada par de elementos deve ser marcado coino em A' ou de forma oposta a 

esta marcação. Logo tereinos: 

linha1 
linha4 
linha5 

Adicionando nesta sequêiicia os eleineiitos da (2i+l)-ésiina liiilia, ou seja, 

quinta liiilia, teremos: 

constante 

O 
+2 

Vailios modificar os grafos G1 a G6 removendo as arestas que estão entre 

os terceiro e quarto vértices dos desenhos C,,4, CTj5 e coiitados a par- 

tir de uk, v; e wb, respectivamente, e colocando x na fronteira exterior do 

constante 

O 
+2 
-2 

linha1 
linha4 
linha5 

colunal 

1 
3 

colunal 

1 
3 
5 

constante 

O 
4-2 
-2 

coluna3 

3' 
5' 

coluna2 

2 
4 
6 

colunal 

1 
3 
5 

coluna5 

5 
1' 

coluna3 

3' 
5' 
1 

coluna2 

2 
4 
6 

coluna2 

2 
4 

coluna4 

4' 
6' 
2 

coluna3 

3' 
5' 
1 

coluna4 

4' 
6' 

coluna6 

6 
2' 

coluna5 

5 
1' 
3 

coluna4 

4' 
6' 
2 

coluna6 

6 
2' 
4 

coluna5 

5 
1' 
3' 

coluna6 

6 
2' 
4' 



grafo G,, caso o primeiro elemento da coluna r na seqüência acima aparecer 

não marcado, ou removendo as arestas que estão entre os terceiro e quarto 

vértices dos desenhos C,,z e C,,3, coiitados a partir de u,, v, e w,, respec- 

tivamente, e colocando x na fronteira interior do grafo G,, caso o primeiro 

elemento da  coluna r na seqiiêiicia acima aparecer marcado. 

Segue a modificação f~mdainental efetuada no nosso grafo exeii~plo: 

Figura A.13: Grafo G1 modificado - decoiiiposição do K43 



Figura A.14: Grafo G2 modificado - decomposição do KdO 
"I 



Figura A. 16: Grafo G4 modificado - decomposição do K40 
"5 

Figura A.17: Grafo G5 modificado - decomposição do K40 



Figura A.18: Grafo G6 iiiodificado - deconiposição do K40 

A.1.4 Grafo suplementar G7 

Para a construção dos deseiilios C,, C, e C,, vaiiios copiar os eleiiieiitos 

das terceira e quarta linhas, ou seja, (22 - 1)-ésiiiia e (2i)-ésiina liiil-ias de A. 

Estas linhas correspondem às constantes -1 e +2, ou seja, -(i - 1) e +i: 

11  constante 11 coluna1 1 coluna2 I coluna3 I coluna4 I coluna5 I coluna6 I 

Leinbraiido as regras para marcação: 

a) Cada par de eleiiieiitos da coluna r deve receber iiiarcação 

oposta ao par correspondente em A' se a modificação fundameiital 

do grafo G, tiver sido efetuada nos desenhos e Cr,6; 



b) O par de eleineiitos da coluna r deve receber marcação idêntica 

à que aparece i10 par correspondeiite ein A' se no grafo GT a 

iiiodificação fuiidaineiital tiver atingido os desenhos C,,1, C,,z e 

c T , ~ .  

Logo, teremos marcações iguais às de A' ein G3 e G4 e niarcação oposta 

eiii G1, Gz,  G5 e G6. Assim: 

Para coiistruirinos o deseiilio C,, obedecemos a seqiiêiicia acima, que 

iiiostra as arestas removidas durante a inodificação f~mdaiiieiital, além das 

arestas (ui, uá) . Portanto: 

linha3 
linha4 

Figura A. 19: Desenho C, - decoinposição do K40 

Figura A.20: Desenho C:, - decomposição do K40 

constante 

-1 
+2 

coluna1 

6 
3 

coluna2 

1' 
4 

coluna3 

2 
5' 

coluna4 

3 
6' 

coluna5 

4' 
1' 

coluna6 

5' 
2' 



Figura A.21: Desenho C, - decomposição do KdO 

Logo o grafo suplemeiitar G7 será O seguinte: 

Figura A.22: Grafo suplemeiitar G7 - decomposição do K40 



Apêndice A 

Anexo 2 

A. 1 Grafos intermediários da decomposição 
do K 1 4 8  

n = 148 

148 = 6 * 24 + 4 , logo p = 24 

p = 3 * 23, O que nos dá q = 3. 

Coiistruiremos a matriz A, onde 

ai,j eleineiito, j coluna. aij é marcado se e somente se ai,j > j: 







A . l . l  Desenhos C,,,1, c o m r Z 1  ,..., 24 

Figura A.l :  Desenhos C,,1 , com r = 1 ,2 ,3 ,4 ,5 ,6  - decomposição do KI4& 



Figura A.2: Desenhos C,,1 , com r = 7,8,9,10,11,12 - decomposiqão do 
Kl48. 



Figura A.3: Desenhos C,,1 , com r = 13,14,15,16,17,18 - decoiiiposição do 
K148 



Figura A.4: Desenhos C,,1 , com r = 19,20,21,22,23,24 - decomposição do 
-i1148 



A.1.2 Grafos Gi, ..., G24 

Figura A.5: Grafo Gi - decomposição do KId8 



Figura A.6: Giafo Gz - decoiiiposi~ão do KId8 



Figura A.7: Grafo G3 - decomposição do KId8 



Figura A.8: Grafo G4 - decomposição do K148 



Figura A.9: Grafo G5 - decoinposição do KId8 



Figura A.lO: Grafo G6 - decomposição do K148 



Figura A.11: Grafo G7 - deconiposição do KId8 



Figura A.12: Grafo G8 - dec01nposição do KI48 



Figura A.13: Grafo Gs - decoiiiposição do KId8 



Figura A.14: Grafo Glo - decoinposição do K1& 



Figura A. 15: Grafo GI1 - decomposição do K14* 



Figura A.16: Grafo Giz - decomposição do K148 



Figura A.17: Grafo GI3 - decomposição do KId8 



Figura A.18: Grafo Glq - decomposição do K1& 



Figura A.19: Grafo GI5 - deconiposição do KId8 



Figura A.20: Grafo GI6 - decomposição do KId8 



Figura A.21: Grafo G17 - decoinposição do K148 



Figura A.22: Grafo G18 - decomposição do KId8 
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Figura A.23: Grafo G19 - decoiiiposição do K148 



Figura A.24: Grafo G20 - decomposição do K148 



Figura A.25: Grafo Gzl - decomposição do K148 



Figura A.26: Grafo GaZ - decomposição do K148 



Figura A.27: Grafo GZ3 - decoiiiposição do K1& 



Figura A.28: Grafo Ga4 - deconiposição do K148 



A. 1.3 Grafos Gi, . . . , G24, após a Modificação Fundamen- 
tal 

Na n~odificação fundamental, removemos as arestas que estão entre os 

(p - 2)-ésiino e (p - 1)-ésimo vértices, logo 22" e 23" vértice, dos desenhos 

Cl, C2 e C3 se x for inserido na região interna do grafo, ou Cq, C5 e CG se x 

for colocado na região externa. 

Para sabernios se o vértice x será inserido na região interna ou externa 

do grafo, vanios copiar as linhas 1, 22 e 23 da matriz A. Essas linhas corre- 

spondeni às constantes +11 e -11: 

Vainos agora arruinar esta seqüência de tal forma que o eleinento inferior 

da coluna precedente seja igual ao eleinento superior da coluna subsequente, e 

depois marcar as linhas 1" e 23", referente às constantes O e -11, obedecendo 

às seguintes regras: 

a )  O elemento inferior de cada par precedente e o eleinento su- 

perior do par subsequente devem possuir, em conjunto, somente 

uma marcação; 

b) Cada par deve diferir do par correspondente em A' em exata- 

mente 1 marcação; 



c) A sequêiicia se inicia com o par correspondente à c01~ma p, 

onde o elemento p aparece não marcado. 

Vamos marcar agora a 22" linha , tomando por base a linha 23 já inarcada 

e obedecendo a seguinte regra: 

a)  Cada par de eleinentos deve receber marcação igual a do par 

correspondente em A', ou marcação oposta a esta. 

A modificação fundamental deve ser efetuada nos deseiilios Cq, C5 e C6, 

onde x é colocado na região externa do grafo, caso lia seqiiência aciiiia o índice 

referente à 1" linha aparecer não marcado, ou nos desenhos Ci, C2 e C3, onde 



x é colocado na região interna, caso o elemento da 1" linha aparecer marcado. 

Nós não realizamos a modificação f~mdaniental no grafo GgP1, porém só 

colocamos o vértice x na região externa e coiiectainos ele aos vértices ull, v11 

e W l l .  

Figura A.29: Grafo G1 iiiodificado - decomposição do K14* 
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Figura A.30: Grafo G2 modificado - decoiiiposição do K148 



Figura A.31: Grafo G3 modificado - decomposição do K148 



Figura A.32: Grafo Gq modificado - decomposição do K1@ 



Figura A.33: Grafo G5 modificado - decomposição do K148 



Figura A.34: Grafo G6 modificado - decoinposição do K148 



Figura A.35: Grafo G7 modificado - decomposição do KId8 



Figura A.36: Grafo G8 modificado - decomposição do KI4g 



Figura A.37: Grafo G9 modificado - decomposição do KId8 



Figura A.38: Grafo Gio modificado - decomposição do KId8 



Figura A.39: Grafo Gll iiiodificado - decomposição do K14* 



Figura A.40: Grafo G12 modificado - decomposição do 



Figura A.41: Grafo G13 modificado - decomposição do K148 



Figura A.42: Giafo GI4 modificado - deconiposiçáo do K148 



Figura A.43: Grafo GI5 modificado - decomposição do KId8 



Figura A.44: Grafo GIG modificado - decomposição do K148 



Figura A.45: Grafo GI7 modificado - decomposição do K148 



Figura A.46: Grafo G18 modificado - decoinposição do K148 



Figura A.47: Grafo G19 modificado - decoinposição do Kld8 



Figura A.48: Grafo Gzo modificado - decomposição do KId8 



Figura A.49: Grafo Gzl modificado - decomposição do 



Figura A.50: Grafo Gzz modificado - decomposição do Ei1@, 



Figura A.51: Grafo GZ3 modificado - decoinposição do K148 



Figura A.52: Grafo G24 modificado - decoinposição do K148 



A. 1.4 Grafo suplementar G25 

Após a inodificação fundamental, conseguimos conectar o vértice x a todo 

vértice ui, u:, vi, v:, wi e w:, i = 1, ..., 24, com excessão de U24, U24 e ~ 2 4 ,  já 

que no grafo G L ~  não retiramos neiiliuma aresta, somente colocamos x na 

fronteira exterior do grafo. 

Os pares de vértices abaixo, indicam as arestas removidas durante a inod- 

ificação fundamental: 

Nós devemos, então, considerar estas juntamente com as arestas (ui, u:) , 

(vi, vi) e (wi, wi), i = 1, ..., 24 , e formar o desenho: 

Figura A. 53: Deseiilio formado por alguns vértices ausentes 

Para descoiiectar o ciclo acima, vamos inserir a aresta (a - 9,; - 7') e 

retirá-la de algum grafo G,. Ein tal grafo, uma alteração deve ser feita para 

que uma nova aresta possa ser colocada, e assim sucessivaineiite: 



Como um resultado, nós obtemos a aresta (5,7') que pode sei removida 

do ciclo acima. Assim, o ciclo é desconectado e nós obteinos o grafo. 

Aresta retirada 

(5', 3) 
(5') 15') 

(5', 9') 

Figura A.54: Desenho modificado 

E portanto o grafo suplementar GZ5 será o da  fig~ira A.55. 

Aresta inserida 
(5', 15') 

(5') 9') 
(5', 7') 

Gra f o 

G4 
G22 
GI9 

Constante 

+1, -1 
+7, -7 

1-10,-10 

Desenho alt 

a1 t 
alt 

naoalt 



Figura A.55: Grafo GZ5 - decomposição do KId8 



A.1.5 Modificação adicional efetuada em G4, G22 e G19 

As figuras A.56, A.57 e A.58 mostram os grafos Gq, GZ2 e GIS, respecti- 

vanieiite, após a modificação adicional. 

Figura A.56: Grafo G4 iiiodificado novamente - decoiiiposição do K148 



Figura A.57: Grafo Ga2 modificado novamente - decomposição do K148 



Figura A.58: Grafo G19 modificado novamente - decomposição do h-148 



A.1.6 Distribuição das arestas restantes em G,, com 
r = 1, ..., 24 

Resta colocar as arestas (u, ui), (u, u:), (u, e (u, i = 1, . . . ,24, 
2 

e arestas similares dos vértices v e w. 

Os vértices u, v e w são colocados nos grafos G1, ..., GZ4 entre as linhas 

referentes As constantes +8 e -8. Suponha j < 2k = p/3 = 8. Para todo 

j 5 8, ein Gj, Gj+8 e Gj+16, iiÓs conectamos u com as arestas: 

Assim: 

Constante G1 G9 G17 G2 
+8 9 17' 1' 10 

Constante G4 G12 G20 G5 

+8 12 20' 4' 13 

I t I I I I 

I Constante /I G7 I G15 GZ3 I G8 

Mudando todas as marcações em Gj, Gj+8 e Gj+lG, onde j = 3 nós 

coiiseguiiiios coiiectar o vértice u a 2111, O vértice v a wll e o vértice w a 

ull.  Fazendo o inesino para j = 5, nós podemos conectar o vértice u a v;, o 

vértice v a w; e o vértice w a u5, o que coiiclui a construção dos 25 subgiafos 

planares do grafo Klq8 



Apêndice A 

Anexo 3 

A. 1 Grafos intermediários da decomposição 
do Kioo 

p =  16 

16 = 24, logo = 4. 

Portanto, a matrizes A e A' serão as seguintes: 





A . l . l  Desenhos C,,i, com r = 1 ,..., 16 

Figura A.l: Deseilhos Cl,l a C6,1 - decomposição do Kloo 



Figura A.2: Deseilhos C7,1 a C12,1 - decoiiiposiçiio do Kloo 



Figura A.3: Desenhos C13,1 a Cí6,1 - decomposição do Kloo 



A.1.2 Grafos G,, com r = I ,  ..., 16 

Figura A.4: Grafo G1 - decomposição do Kloo 



Figura A.5: Giafo G2 - decomposição do Kloo 



Figura A.6: Grafo G3 - decomposição do Kloo 



Figura A.7: Grafo G4 - dec01iiposição do Kloo 



- 
Figura A.8: Grafo G5 - decomposição do Kloo 



Figura A.9: Grafo G6 - d e ~ o ~ n p o ~ i ç á o  do Kloo 



Figura A.lO: Grafo G7 - decomposição do Kloo 



- 
Figura A. l l :  Grafo G8 - decomposição do Kloo 



Figura A.12: Grafo G9 - decomposição do Kloo 



- 
Figura A. 13: Giafo Glo - decomposição do Kloo 



Figura A.14: Grafo Gil - decomposição do Kloo 



Figura A.15: Grafo G12 - decomposição do Kloo 



- 
Figura A.16: Grafo G13 - decomposição do Kloo 



u 

Figura A.17: Grafo Glq - decomposição do Kloo 



- 
Figura A.18: Grafo GI5 - decomposição do Kloo 



Figura A.19: Grafo GI6 - decoinposição do Kloo 



A.1.3 Grafos G,, com r = 1, ..., 16, após a Modificação 
Fundamental 

Copiaiido os elementos das liiihas 1, 14 e 15, da matriz A, temos: 

Arrume a seqiiêiicia de inodo que a primeira coluna inicie coin o elemento 

16, e o últiiiio elemeiito de cada coluiia coincida dom o primeiro eleiiieiito da 

próxima coluiia: 

Vamos agora marcar os elenieiitos obedeceiido às seguintes regras, coii- 

forme já descrito aiiterioriiieiite: 

1) Os eleiiieiitos da primeira e da terceira liiihas da tabela acima, 

referentes às coilstailtes O e -7, serão marcados de modo que cada 

par fique diferente do par correspoiideiite em A' em uni úiiico lu- 

gar, e de inodo que o último elemento de cada par precedente 

e o primeiro eleineiito do par subsequente possuam entre si so- 

ineiite uma inarcaqão. A seqiiêilcia inicia-se coin o eleineiito p 

iião-marcado; 



2) A seguiida liiiha, referente à constante +'i, será inarcada de 

modo que entre ela e a linha (p - I), referente à coiistaiite -7, 

cada par tenha inarcação semelhaiite ao que aparece em A' ou de 

forina oposta a esta. 

Assiin sendo, no caso dos grafos onde o elemento referente A coiistaiite O 

aparecer iiiarcado, então a modificação fuiidaineiltal será feita nos deseiihos 

Cl, C2 e C3. Caso contrário, os desenhos que receberão a inodificação serão 

C4, C5 e CG. No grafo G7 não é retirada iienhuina aresta, soineiite inserimos 

o vértice x lia fronteira exterior e coiiectamos este aos os vértices U T ,  v7 e w7. 

Logo os grafos G1 a GIG modificados serão OS segnintes: 



Figura A.20: Grafo G1 modificado - decomposição do Kloo 



Figura A.21: Grafo G2 modificado - decoinposição do KIo0 



Figura A.22: Grafo G3 modificado - decomposição do Kloo 



- 
Figura A.23: Grafo G4 modificado - decomposição do Kloo 



Figura A.24: Grafo G5 modificado - decomposição do Kioo 



Figura A.25: Grafo G6 modificado - decoinposição do Kioo 



Figura A.26: Grafo G7 modificado - decomposição do Kloo 



Figura A.27: Grafo G8 modificado - decomposição do Kloo 



Figura A.28: Grafo G9 modificado - decomposição do Kloo 



Figura A.29: Giafo Glo modificado - decomposição do Kloo 



r r n  



Figura A.31: Grafo G12 modificado - decomposição do Kloo 



Figura A.32: Grafo Gl3 modificado - decoinposição do Kloo 



Figura A.33: Grafo Glq modificado - decomposição do Kloo 



- 
Figura A.34: Grafo GI5 modificado - decoiiiposição do Kloo 



Figura A.35: Grafo GIG modificado - decomposição do -liloo 



A. 1.4 Grafo suplementar Gi7 

Ainda na  tabela anterior, sabemos que os elementos da segunda e ter- 

ceira linl-ias (constantes $7 e -7) indicam as arestas removidas durante a 

inodificação fundamental. Portanto, no giafo suplementar devem aparecer 

as seguintes arestas: 

Figura A. 36: Arestas restantes - decoinposição do Kloo 

Para efetuarnios a inodificação sugeiida para este ciclo, precisamos inserir 

a aresta (3,5/).  Para isso, necessitamos alterar aguns grafos conforme mostra 

o estudo a seguir: 

Coiistantes 

+1, -1 
+5, -5 

Grafo 

G4 
G16 

Aresta reinovida 

(3,5/) 
(SI ,  1 Ir) 

Deseilho alt ou não-alt 
alt 
alt 

Aresta inserida 
(SI, 1 Ir) 
(51, 7l) 



Assim, obtemos a aresta (5', 7') que pode ser removida do ciclo anterior. 

Logo ficamos com: 

Figura A.37: Ciclo alterado - decomposição do Kloo 





A.1.5 Modificação adicional efetuada nos grafos Gq e 

G16 

E os grafos Gq e Gl6 alterados novamente, são os das figuras A.39 e A.40. 

Figura A.39: Grafo G4 modificado novamente - decomposição do Kloo 
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Figura A.40: Grafo GIG niodificado novamente - decomposição do Kloo 



A.1.6 Distribuição das arestas restantes em G,, com 
r = 1, ..., 16 

Distribuimos as arestas (u, vi), (u, v:), para i par, (u, wi), (u, 'LU:), para i 

ímpar, (u, u5), (V, wi), (v, w:), para i par, (v, ui), (v, u:), para i ímpar, (v, v5), 

(w, ui), (w , u:), para i par, (w, vi), (w, vi), para i ímpar, e (w, 205) lios grafos 

Gl a Gl6 entre as arestas representadas abaixo: 

Ein G5 1x5s conectamos u a u;. Em G15 nós coiiectaiiios u soiiieiite com 

w l .  Os vértices v e w são distribuídos de forma similar. 
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