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Uma drvore de conexao de um grafo G para um subconjunto nao vazio W C V(G)
¢ um subgrafo 7' de G tal que T' é uma arvore, W C V(T') e todas as folhas de T
pertencem a W. Os vértices em W sao chamados de terminais, os vértices em
V(T)\ W com grau exatamente 2 em 7' sao chamados de elos e os vértices em
V(T)\ W com grau ao menos 3 em 7' sao chamados de roteadores.

Em 2012, Dourado et al. propuseram o PROBLEMA DE CONEXAO DE TERMINAIS
(TCP), o qual consiste na seguinte questao: “dado um grafo conexo G, um conjunto
de terminais W e dois inteiros nao negativos £ e r; G admite uma drvore de conexao
para W que contenha no mdzimo £ elos e no mdximo r roteadores?”. O TCP foi
provado ser NP-completo mesmo quando ou ¢ ou r é limitado por uma constante;
por outro lado, o problema foi provado ser solucionével em tempo polinomial se /¢
e r sao ambos limitados por constantes. Posteriormente, em 2014, Dourado et al.
propuseram a variante estrita do TCP na qual exige-se adicionalmente que todos os
terminais sejam folhas de T', denotada por S-TCP. De igual modo ao TCP, o S-TCP
foi provado ser NP-completo se ¢ é limitado por uma constante e ser solucionével em
tempo polinomial se ¢ e r sao ambos limitados por constantes; contudo, o caso em
que apenas r é limitado por uma constante nao havia sido considerado até entao.

Assim, estudamos o S-TCP restrito ao caso em que r é limitado por uma
constante. Mais especificamente, propomos um algoritmo de tempo polinomial para
o S-TCP quando r € {0,1} e provamos resultados parciais para quando r > 2,
exibindo relagdes com problemas de fluxo em redes e caminhos disjuntos. Ademais,
determinamos a complexidade de algumas variantes do S-TCP. Por fim, estudamos

0 S-TCP e o TCP quando o grau maximo do grafo GG ¢ limitado.
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A connection tree of a graph G for a non-empty subset W C V(G) is a tree
subgraph of G such that W C V(T') and every leaf of T" belongs to W. The vertices
in W are called terminals, the vertices in V/(T') \ W with degree 2 in T" are called
linkers and the vertices in V(T') \ W with degree at least 3 in 7" are called routers.

In 2012, Dourado et al. proposed the TERMINAL CONNECTION PROBLEM
(TCP), which consists in the following question: “given a connected graph G, a
terminal set W and two non-negative integers £ and r; does G admit a connection
tree for W such that it has at most { linkers and at most r routers?”. The TCP
was proved to be NP-complete even when either ¢ or r is bounded by a constant;
conversely, the problem was proved to be polynomial-time solvable if ¢ and r are
both bounded by constants. Later, in 2014, Dourado et al. proposed the strict
variant of the TCP which further requires that every terminal must be a leaf of T',
and it is denoted by S-TCP. As the TCP, the S-TCP was proved to be NP-complete
if £ is bounded by a constant and be polynomial-time solvable if ¢ and r are both
bounded by constants; however, the case in which just r is bounded by a constant
was not considered.

Thus, we study in this dissertation the S-TCP restricted to the case in which 7 is
bounded by a constant. More specifically, we provide a polynomial-time algorithm
for the S-TCP when r € {0,1} and we prove partial results for the case r > 2,
exposing relations with network flows and disjoint paths. Moreover, we determine
the complexity of some variants of the S-TCP. Lastly, we study the S-TCP and the
TCP when the maximum degree of the graph G is bounded.
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Capitulo 1

Introducao

Problemas concernentes a projeto de redes e conexao de terminais sao usual-
mente questoes combinatorias de grande interesse pratico e tedrico devido ao fato
de se relacionarem de forma muito proxima a diversas aplicagoes reais, como por
exemplo: aplicagoes em telecomunicagoes, roteamento multicast, rede de transpor-
tes e seguranga da informacao [5, 11, 20, 41, 42]; além de serem, de forma geral,
problemas desafiadores, no sentido de até os dias atuais nao se conhecer algoritmos
eficientes para solucionéa-los ou provas matemaéticas para a inexisténcia de tais algo-
ritmos. Como exemplo, citamos o famoso problema CAMINHO HAMILTONIANO, que
essencialmente consiste na pergunta: “dado um grafo G, existe um caminho em G
que contenha todos os seus vértices?”. Tal problema é sabidamente NP-completo [23]
e possui notavel importancia tanto do ponto de vista de algoritmos, mais relacio-
nado & aplicagbes praticas, quanto do ponto de vista de teoria dos grafos [20], onde
deseja-se determinar propriedades estruturais mantidas pelos grafos que respondem
positivamente a pergunta referente ao problema.

O interesse por estes problemas de projeto de redes e conexao de terminais data
quase meio século, sendo inclusive proposto por Fermat (1601-1655) um dos pri-
meiros destes, o qual é formulado como segue: dados trés pontos A, B e C' no
plano Euclidiano, objetiva-se encontrar um ponto P cujo somatério das distancias
de P para um cada desses trés pontos A, B e C seja minima [5, 41]. Embora pos-
sua uma formulacao simples, tal problema prové consideragoes bésicas referentes
ao tratamento de diversos outros problemas de projetos de redes encontrados na
literatura [41], além de ter sido o propulsor de generalizagdes ou variantes cujas
formulacoes sdo mais elaboradas. Dentre tais, destacamos o problema ARVORE DE
STEINER, cuja finalidade é conectar um dado conjunto de pontos no plano Euclidi-
ano, no entanto permitindo-se utilizar pontos adicionais, de forma que o custo total
da conexao entre esses pontos seja minimo. Assim como CAMINHO HAMILTONIANO,
ARVORE DE STEINER é um problema desafiador — provado ser NP-completo [23]

— de grande importancia tedrica e pratica.



Ao longo do ultimo século, diversas variantes do problema da arvore de Steiner
surgiram, inclusive a variante que o formula sob a perspectiva de grafos, em vez de no
plano euclidiano. Recentemente, motivados por aplicagoes em redes 6pticas, Watel
et al. propuseram uma variante da ARVORE DE STEINER (em grafos), denominada
ARVORE DE STEINER COM NUMERO LIMITADO DE RAMIFICAGOES, onde limita-se
o numero de vértices com grau maior ou igual a 3 na arvore, sendo tais vértices
chamados de ramificagées [42]. Aproximadamente na mesma época, Dourado et al.
propuseram de forma independente um problema semelhante (porém nao igual) a
essa variante, denominado PROBLEMA DE CONEXAO DE TERMINAIS (TCP — do
inglés: Terminal connection problem) [10], o qual é formulado como segue: dado um
grafo conexo G, um subconjunto nao vazio W do conjunto de vértices de GG, cujos
elementos sao denominados terminais, e dois inteiros nao negativos ¢ e r; deseja-se
saber se G admite como subgrafo uma arvore 7" tal que todos os vértices em W estao
contidos em T, todas as folhas de T" pertencem a W e ha no maximo ¢ vértices nao
terminais com grau 2 e r vértices nao terminais com grau maior ou igual a 3 em 7.
Os vértices nao terminais de 1" com grau 2 sao chamados de elos e os vértices nao
terminais de 7' com grau maior ou igual a 3 sao chamados de roteadores. Dourado
et al. provaram que este problema é NP-completo mesmo se um dos parametros ou
£ ou r é limitado por uma constante; e, por outro lado, provaram que o problema é
solucionavel em tempo polinomial se ¢ e r sao ambos limitados por constantes [10].

Posteriormente, os mesmos autores propuseram uma variante do PROBLEMA DE
CONEXAO DE TERMINAIS, na qual exige-se que todos os vértices terminais sejam
folhas da arvore T' [11]|. Esta variante surgiu sob a motiva¢ao de que alguns aplica-
¢oes requerem que todos os terminais sejam folhas nas drvores de conexdo [11, 29|,
e foi denominada PROBLEMA DE CONEXAO DE NOS ESTRITAMENTE TERMINAIS
(S-TCP — do inglés: Strict terminal connection problem). De igual modo ao TCP,
o S-TCP foi provado ser NP-completo quando ¢ é limitado por uma constante e
também foi provado ser solucionével em tempo polinomial quando ¢ e r sao ambos
limitados por constantes; porém, o caso em que apenas o parametro r é limitado
por uma constante nao havia sido considerado até entao.

Dessa forma, o objetivo central desta dissertagao ¢ estudar o S-TCP restrito ao
caso em que 7, ou seja, o nimero maximo de roteadores, é limitado por uma cons-
tante. Embora nao tenhamos determinado a complexidade do referido problema
para todos os valores constantes que possam ser assumidos por r (na verdade, deter-
minamos a complexidade apenas dos casos em que r € {0, 1}, os quais provamos ser
solucionéveis em tempo polinomial), obtivemos alguns resultados parciais, que for-
necem informacoes tteis quanto a complexidade dos casos que deixamos em aberto.
Além disso, também estudamos algumas variantes do S-TCP nas quais requer-se

que a arvore T satisfaga algumas propriedades adicionais. Para tais variantes pro-



pomos algoritmos de tempo polinomial ou provas de intratabilidade computacional,
dependendo da restricao complementar considerada. Através deste estudo, pudemos
constatar que o S-TCP se relaciona de forma bem préxima a problemas de caminhos
disjuntos e de fluxo em redes, inclusive muitos de nossos resultados se remetem ou
fazem uso de algoritmos para tais problemas. Desse modo, um outro objetivo deste
trabalho é expor essa relagao. Ademais, estudamos a complexidade do S-TCP e do

TCP quando o grau maximo do grafo de entrada é limitado por uma constante.

1.1 Organizacao do trabalho

Esta dissertacao esta dividida em 6 capitulos, os quais sao organizados conforme
descrevemos a seguir. Primeiramente, nas Secoes 1.2 e 1.3, apresentamos a maioria
das defini¢oes e notagao basicas de teoria dos grafos e de complexidade computaci-
onal utilizadas ao longo do presente texto. No entanto, para qualquer conceito ou
notagao nao definidos, solicitamos que o leitor consulte os livros [2, 3, 7, 13, 19].

No Capitulo 2, introduzimos de maneira formal o PROBLEMA DE CONEXAO DE
TERMINAIS, juntamente com os resultados presentes na literatura para o mesmo.
Além disso, apontamos sua relagao com problemas classicos de teoria dos grafos,
como por exemplo o problema da arvore de Steiner. Ademais, definimos o nosso
problema alvo, o PROBLEMA DE CONEXAO DE NOS ESTRITAMENTE TERMINAIS, e
apresentamos os resultados existentes na literatura para o mesmo.

No Capitulo 3, discorremos sobre uma das principais contribuicoes desta dis-
sertagao, que consiste na analise da complexidade do S-TCP e de algumas de suas
variantes restritos ao caso em que r, o nimero maximo de roteadores, é limitado
por uma constante. Parte dos resultados deste capitulo foram apresentados no VII
Latin-American Workshop on Cliques in Graphs, sob o titulo “The strict terminal
connection problem with a bounded number of routers” [30].

No Capitulo 4, analisamos a complexidade do problema de determinar se um
grafo admite k£ 4+ 1 caminhos disjuntos, onde k destes caminhos sao entre um dado
par de vértices e um caminho é entre um segundo dado par de vértices. A motivagao
por estudar tal problema deve-se ao fato de que o S-TCP com r = 2 pode ser trans-
formado neste problema de caminhos disjuntos, quando requer-se que o somatoério
dos comprimentos dos caminhos seja limitado. Adicionalmente, analisamos a com-
plexidade de um caso particular do problema de fluxo integral de dois commodities
em grafos nao direcionados, que corresponde ao problema de determinar se um grafo
admite k + 1 caminhos disjuntos em arestas.

No Capitulo 5, analisamos a complexidade do S-TCP e também do TCP quando
o grau maximo do grafo de entrada é limitado por uma constante.

Finalmente, no Capitulo 6 apresentamos as conclusoes deste trabalho e descre-



vemos possiveis dire¢oes para pesquisas futuras.

1.2 Teoria dos grafos

Nesta secao, descrevemos a maioria dos conceitos de teoria dos grafos que sao
utilizados ao longo do presente texto. A terminologia que adotamos é essencialmente
a mesma do que a utilizada por Bondy e Murty nos seus livros [2, 3.

Um grafo G é um par ordenado (V(G), E(G)), tal que V(G) é um conjunto nao
vazio e finito de elementos denominados vértices e E(G) é um conjunto (possivel-
mente vazio) de pares nao ordenados de vértices distintos, denominados arestas. Por
simplicidade de notagao, denotamos a aresta {u,v} € E(G) por uv. Dizemos que
dois vértices u,v € V(G) sado adjacentes ou wvizinhos se uv € E(G). Neste caso,
também dizemos que a aresta uv é incidente aos vértices u e v e que estes sao os
seus vértices extremos. Denotamos o conjunto de vizinhos ou a wvizinhan¢a de um
vértice v € V(G) por Ng(u). Dizemos que dois vértices distintos u,v € V(G) sao
gémeos se Ng(u) = Ng(v). O grau de um vértice v € V(G), denotado por dg(v),
é definido como sendo a cardinalidade de sua vizinhanga, ou seja, dg(v) = |Ng(v)|.
Um vértice v € V(G) é denominado folha se dg(v) = 1. Definimos o grau maximo
de G por A(G) = max,cv(e){da(v)}.

Por simplicidade de notagao, quando o grafo GG estiver subentendido e nao houver
ambiguidade, omitimos ao longo do texto a letra G dos simbolos descritos acima
e denotamos, por exemplo, os conjuntos V(G) e E(G) simplesmente por V e E,
respectivamente. Além disso, utilizamos nestes casos as letras n e m para denotarem,
respectivamente, o ntiimero de vértices e o nimero de arestas de G.

Um grafo H é um subgrafo de G'se V(H) C V(G) e E(H) C E(G). Neste caso,
dizemos que G contém H. Um subgrafo H de G ¢é dito gerador se V(H) = V(G).
Dado um conjunto nao vazio V' C V(G), o subgrafo de G induzido pelo conjunto
de vértices V', denotado por G[V'], é o subgrafo H de G tal que V(H) = V' e, para
todo u,v € V', wv € E(G) implica uv € E(H). Se V' é um subconjunto proprio
de V(G), entao denotamos por G — V' o subgrafo de G induzido por V(G) \ V', ou
seja, o subgrafo de G obtido pela remocao dos vértices em V’'. Em particular, se
V' = {v}, entdo denotamos o grafo G — V' simplesmente por G — v.

De modo analogo, podemos definir o conceito de subgrafo induzido por arestas.
Dado um conjunto nao vazio £’ C FE(G), o subgrafo de G cujo conjunto de vértices é
formado pelos extremos das arestas em E’ e cujo conjunto de arestas é E' é chamado
de subgrafo de G induzido por E' e é¢ denotado por G[E'], ou seja, G[E'] é o subgrafo
H de G tal que V(H) = {u,v|w € E'} e E(H) = E'.

Um grafo G é dito completo se, para quaisquer dois vértices u,v € V(G), uv €

E(G). Dado um conjunto nao vazio K C V(G), dizemos que K é uma clique de G



se G[K] é um grafo completo. Por outro lado, dizemos que S C V(G) é um conjunto
independente de G se G[S] nao possui arestas.

Dados dois grafos G e G, o grafo G; U Gg, a uniao de G com G, é o grafo H
tal que V(H) =V (G1) UV (Gy) e E(H) = E(Gy) U E(G,).

Dado um grafo G e uma aresta e = uv € E(G), o grafo obtido por p > 1
subdivisoes de e ¢ o grafo H tal que V(H) =V(G)U{v},...,vP} e E(H) = E(G)\
{e} U{uv}, vlv? ... vP~1wP vPu}, e o grafo obtido pela contracio de e é o grafo H
tal que V(H) = V(G) \{u,v}U{v.} e E(H) = E(G)\{zu |z € Ng(u)}\{zv |z €
Ng(v)} U {zv. | © € Ng(u) U Ng(v)}.

Um caminho P = (v, va,...,v,) num grafo G é uma sequéncia de vértices dis-
tintos de G tal que ¢ > 1 e vv;41 € E(G), para todoi com 1 <i < g—1. O
comprimento ou tamanho de P é definido como ¢ — 1, ou seja, o ntimero de arestas
em P. Os vértices v; e v, sao denominados vértices extremos de P, e os demais
vértices sao denominados vértices internos de P. Denotamos por V(P) e E(P),
respectivamente, os conjuntos formados pelos vértices e pelas arestas de P, isto é,
V(P) = {v1,v2,...,v,} ¢ E(P) ={vvi41 | 1 <i < q—1}. Ao longo do texto, nos
referimos também a um caminho P como sendo o grafo cujos conjuntos de vértices
e arestas sao, respectivamente, da mesma forma como definimos V(P) e E(P), onde
os vértices v; sao distintos e ha uma aresta entre v; e v; se, e somente se, j =4 + 1.
Dados s,t € V(G), dizemos que um caminho P é um st-caminho se os seus vértices
extremos sao s e t. Neste caso, também dizemos que P é um caminho entre s e t.
Se v € V(P), entao dizemos que P passa por v ou que P contém v. Analogamente,
se v;vi1 € E(P), entao dizemos que P passa por v;v;41 ou que P contém v;v;41.
Um caminho é dito hamiltoniano se este contém todos os vértices do grafo G.

Um ciclo C' = (v, v9,...,v,,v1) num grafo G é uma sequéncia de vértices de G
tal que ¢ > 3, (v1,v9,...,7,) ¢ um caminho em G e v,v; € E(G). Se (v1,vq,...,7,)
¢ um caminho hamiltoniano, entao dizemos que C' é um ciclo hamiltoniano e que
G é um grafo hamiltoniano. O comprimento ou tamanho de C' é definido como o
numero de arestas em C, o que coincide com o nimero de vértices distintos em C.
Um grafo G ¢ dito aciclico se G nao contém como subgrafo um grafo ciclo C,, onde
V(C,y) ={v1,09,...,v,} e E(Cy) = {viviya | 1 <i < q—1} U{vv,}, para ¢ > 3.

Um grafo G é dito conexo se existe um caminho entre quaisquer dois vértices de
G. Caso contrario, dizemos que G é desconexo. Um componente conexo de G é um
subgrafo conexo maximal de G. Dizemos que dois vértices de G pertencem a um
mesmo componente conexo se existe um caminho entre eles em G.

Uma floresta é um grafo aciclico e uma drvore é um grafo aciclico e conexo.

A distincia entre dois vértices u,v € V(G) num grafo G, denotada por
distg(u,v), € definida como sendo o menor dentre os comprimentos dos caminhos

em G cujos extremos sao u e v. No entanto, caso u e v pertencam a componen-



tes conexos distintos, definimos distg(u,v) = co. Um caminho entre u e v é dito
caminho minimo ou caminho mais curto se o seu comprimento ¢é igual a distg(u, v).

Seja G um grafo. Dados k > 2 pares de vértices {s1,t1}, {so,t2}, ..., {sk, tx} €
k caminhos P', P?,... P* em G tais que os extremos de P’ sdo s; e t;, dizemos que
P!, P2 ... P¥sao internamente disjuntos em vértices ou, simplesmente, disjuntos em
vértices se, para quaisquer dois caminhos P’ e P7 onde i # j e i,j € {1,2,...,k},
V(PO\{si, i} NV (P7)\ {s;,t;} = @ e nenhum dos vértices s;, t;, s; e t; sao vértices
internos de P’ ou P7, ou seja, P e P nao compartilham vértices internos (embora,
possivelmente, compartilhem extremos). Figura 1.1 ilustra as situa¢oes nas quais os
caminhos sao disjuntos ou nao em vértices.

De modo anélogo, dizemos que os caminhos P', P2, ... P* sao disjuntos em
arestas se, para quaisquer dois caminhos P’ e P/, onde i # j e i,j € {1,2,...,k},
E(PY) N E(P?) = @, ou seja, P' e P/ nao compartilham arestas. Observe que,
todo caminho disjunto em vértice é, por defini¢ao, disjunto em aresta, no entanto
a reciproca desta afirmacgao nao é verdadeira. Por exemplo, embora os caminhos
P! e P7 nao sejam disjuntos em vértices nos trés altimos casos (da esquerda para a

direita) da Figura 1.1b, estes todos s@o disjuntos em arestas.

S; ,s"/ S; S S; = SJ' S; = Sj
Pi P Pi 2] ]’)i ]),/' pi Q [)_/'
ti tj ti=t; ti t ti=1t;
(a) Situagdes nas quais os caminhos sao disjuntos em vértices
S; ’5"/ S; S j S; S j S; S ]
p pi | pi pi p pi p % i pi

(b) Situagoes nas quais os caminhos nao sdo disjuntos em vértices

Figura 1.1: Caminhos disjuntos em vértices.

1.3 Complexidade computacional

Apresentamos agora a maior parte, senao toda, da terminologia de complexidade
computacional que utilizamos ao longo desta dissertacao. Para fins de simplificagao,
as definicoes que apresentamos nesta se¢ao nao sao dadas de modo rigorosamente
formal, sendo descritas de modo muito semelhante ao realizado em [35, 37|. Para

descrigoes mais formais e detalhadas, indicamos a leitura dos livros |7, 13, 19].
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Um problema computacional 11 € uma questao a ser respondida que usualmente
contém diversas variaveis cujos valores sao nao especificados. A formulagao de II
é entao dada por: (1) uma descri¢ao geral de suas variaveis; e (2) um enunciado
de quais propriedades uma resposta, ou solugdao, para Il devem satisfazer. Uma
instancia de IT é uma especificacao de valores particulares para as suas variaveis.
Denotamos o conjunto de todas as possiveis instancias de II por Dyy.

Um problema Il é denominado problema de decisao se as possiveis respostas
para I sdao ou SIM ou NAO. De forma abstrata, temos que se Il é um problema
de decisao, entao Il consiste simplesmente em um conjunto Dy de instdncias e um
conjunto Yy C Dy de instdncias SIM. As instancias de IT pertencentes a Dy \ Yy séo
denominadas instdncias NAO. A formulagdo de um problema de decisao II é entao
dada por: (1) uma descri¢ao geral de suas variaveis; e (2) uma questao do tipo sim
ou nao declarada em funcao de suas variaveis.

Um problema IT é denominado problema de otimizac¢ao se Il € ou um problema de
minimizac¢ao ou um problema de maximizacao e consiste num conjunto de instdncias
Dy, uma fungao objetivo g e um conjunto Sy tais que, para cada I € Dy, existe
um conjunto finito Sp(7) € Sy de solugdes candidatas para I. A formulagdo de
um problema de otimizagao I1 é entdo dada por: (1) uma descrigdo geral de suas
variaveis; (2) uma fungao objetivo gr; e (3) as propriedades que devem ser satisfeitas
por qualquer solugao candidata de uma dada instancia de II. Se Il é um problema de
minimizagao (maximizagao), entdo uma solu¢do étima para uma instancia I € Dy
¢ uma solugao candidata o* € Sy(/) tal que, para todo o € Sy(1), gn(c*) < gn(o)
(respectivamente, gr(0*) > gn(0)).

Informalmente, um algoritmo A para um problema II é uma sequéncia finita de
instrugoes (ou passos) com a finalidade de solucionar TI. Dizemos que A soluciona I1
se garantidamente a execugao de A para qualquer instancia I € Dy sempre produz
uma solucao para I. Dizemos ainda que A é um algoritmo deterministico para Il se
toda execucao de A, para uma instancia qualquer I € Dy, realiza sempre a mesma
sequéncia de passos e produz a mesma solugao para I.

A funcao de complexidade de tempo ou, simplesmente, complexidade de tempo de
um algoritmo A para um problema II é definida como sendo a fung@ao que expressa,
para cada inteiro nao negativo n (os quais representam os possiveis tamanhos de
entrada de II), o tempo méaximo que A demanda para obter uma solugdo para
qualquer instancia I € Dy cujo tamanho é n.

Dizemos que uma funcao f(n) é¢ O(g(n)) (leia-se f(n) é da ordem de g(n)) se
existem constantes ¢ > 0 e ng > 0 tais que, para todo n > ng, 0 < f(n) < cg(n).

Um algoritmo A para um problema II possui complexidade de tempo polinomial
se a sua fungao de complexidade de tempo é O(p(n)), para algum polinémio p, onde

n denota o tamanho da entrada de II.



Um problema II pertence & classe de problemas soluciondveis em tempo poli-
nomial, denotada por P, se, e somente se, existe um algoritmo deterministico com
complexidade de tempo polinomial que soluciona II. Neste caso, dizemos que II é
eficientemente soluciondvel.

Um problema de decisao Il pertence a classe de problemas NP se, e somente
se, existe um algoritmo deterministico com complexidade de tempo polinomial que
verifica a validade de um certificado polinomial para o SiMm de 1.

Uma redugao polinomial de um problema de decisao II para um outro problema
de decisao II' é uma funcado f: Dy — Dy que satisfaz as seguintes condigoes:
(1) existe um algoritmo deterministico com complexidade de tempo polinomial que
computa f; e (2) para todo I € Dy, I é uma instancia SiM de II se, e somente
se, f(I) é uma instancia SIM de II'; ou seja, I € Yy se, e somente se, f(I) € Yip.
Neste caso, dizemos ainda que II se reduz polinomialmente para II', e denotamos
essa relacao por I ocII’. Uma consequéncia imediata da existéncia de uma reducao
polinomial de II para II" é que, se II' € P, entao II € P.

Um problema II pertence a classe de problemas NP-dificil se, e somente, se
para todo problema II'” € NP, II' ocII. Dizemos ainda que II pertence a classe de
problemas NP-completo se, e somente se, além de II € NP-dificil, IT € NP.

Os dois resultados a seguir, cujas demonstragoes podem ser encontradas em [19],
sao ferramentas muito tteis para se provar que um dado problema de decisao per-

tence a classe de problemas NP-completo.
Lema 1.1. Se II; o<1l e Iy o< II3, entao 11; o< I15.

Corolario 1.2. Se Il;,II, € NP, II; € NP-completo e 11; x1ly, entao Il € NP-

completo.

Uma reducao de Turing de um problema II para um outro problema I’ é um
algoritmo A que soluciona II através de um niimero polinomial de aplica¢oes de uma
subrotina hipotética S para solucionar I’ tal que, se S for um algoritmo de tempo
polinomial para IT'; entdao A serda também um algoritmo de tempo polinomial para
IT. Neste caso, dizemos ainda que Il Turing reduz-se a II', e denotamos essa relagao
por [Tocr IT'. Uma consequéncia imediata da existéncia de uma redugao de Turing
de IT para IT’ é a de que, se II € NP-dificil, entao IT' ¢ P, a menos que P = NP.

Complexidade parametrizada

Um pardmetro k de um problema II ¢ um valor numérico que consiste num
aspecto (ou num conjunto de aspectos encapsulados) de II, o qual pode depender
de maneira arbitraria do tamanho da entrada de II. Referimo-nos a aspecto como

sendo qualquer estrutura das variaveis de II expressas através de um ntmero.



Um problema de decisao II parametrizado por um pardmetro k, denotado por
II(k), consiste na seguinte formulagao: (1) uma descrigao geral de suas variaveis;
(2) um parametro k de II; e (3) uma questao do tipo sim ou nao declarada em
funcao de suas variaveis.

Um problema parametrizado II(k) pertence & classe de problemas XP se, e so-
mente se, existe um algoritmo deterministico para I1(k) cuja complexidade de tempo
& O(f(k)n™) onde f e g sdo funcdes computaveis quaisquer e n denota o tamanho
da entrada de TI(k).

O lema a seguir, cuja demonstragao pode ser encontrada em [35, 37|, descreve

uma caracteristica interessante quanto a pertinéncia de um problema na classe XP.

Lema 1.3. Seja II(k) um problema parametrizado. Se Il € NP-dificil mesmo quando
k ¢é limitado por uma constante, entao I1(k) ¢ XP, a menos que P = NP.

Um problema parametrizado II(k) pertence a classe de problemas FPT se, e
somente se, existe um algoritmo deterministico A para II(k) cuja complexidade de
tempo é O(f(k)n®), onde f é uma fungao computével qualquer, ¢ é uma constante
nao negativa e n denota o tamanho da entrada de II(k). Neste caso dizemos ainda,
que II(k) é tratavel por parametro fizo e, por abuso de linguagem, dizemos que A é
um algoritmo FPT para II(k).

Seja II(k) um problema de decisao parametrizado e II'(k") um outro problema de
decis@o parametrizado. Uma redug¢do FPT ou reduc¢io parametrizada de I1(k) para
IT'(k") ¢ uma fungao a: D — Dy que satisfaz as seguintes condigoes: (1) existe
um algoritmo deterministico que computa « em tempo O(f(k)n¢), onde f é uma
funcao computével qualquer, ¢ € uma constante nao negativa e n denota o tamanho
da entrada de II; (2) k&’ < g(k), para alguma fungao computavel g; e (3) para todo
I € Dy, I é uma instancia SIM de II se, e somente se, «(/) é uma instancia SIM
de I, ou seja, I € Yy se, e somente se, a(I) € Y. Neste caso, dizemos ainda que
II(k) se reduz parametricamente para II'(K’).

Assim como as redugoes polinomiais, reducoes FPT sao relagoes transitivas, con-

forme enunciado no lema a seguir cuja demonstragao pode ser encontrada em [7].

Lema 1.4. Sejam I1;(ky), la(ka) e Il3(ke) problemas de decisao parametrizados. Se
IT, (k1) se reduz parametricamente para Ug(ks) e ly(ke) se reduz parametricamente

para 13(k3), entao 111(k1) se reduz parametricamente para 113(ks).

Seja C' um circuito booleano de decisao (para ver a defini¢ao, solicitamos que o
leitor consulte [7, 13]) com variaveis de entrada x4, zs, . . ., x,. Uma porta logica de C
¢ dita larga se o seu ntimero de entradas excede algum limite constante, usualmente 2.
O entrelagamento de C' é o nimero méaximo de portas logicas largas em qualquer
caminho a partir das varidveis de entrada até a linha de saida de C. A profundidade

de C' é o comprimento do maior caminho de uma variavel de entrada até a linha de



saida de C'. Figura 1.2 exemplifica os conceitos de entrelacamento e profundidade,
onde as portas logicas largas sdo denotadas pelas portas com contorno duplo (em

azul). O peso de uma atribuic¢ao de valor verdade para as variaveis de C' é o ntimero

Figura 1.2: (a) Circuito booleano de decisao com entrelagamento 1 e profundidade
3. (b) Circuito booleano de decisdo com entrelacamento 2 e profundidade 2.

de variaveis definidas com valor verdadeiro nesta atribuicao. A seguir, definimos o
problema SATISFATIBILIDADE PONDERADA EM CIRCUITOS, que fornece a base para

a defini¢ao de uma das principais classes de problemas parametrizados, a classe W|t|.

SATISFATIBILIDADE PONDERADA EM CIRCUITOS (WCSJt,h|)

Entrada: Um circuito de decisao C' com entrelacamento ¢ e profundidade h e
um inteiro nao negativo p.

Parametro: O inteiro p.

Questao: Existe uma atribuicao de valor verdade para as varidveis de C' que

satisfaca o circuito C' e que possua peso p?

Para t > 1, dizemos que um problema parametrizado I1(k) pertence d classe de
problemas WJt] se, e somente se, existe uma redugao parametrizada de II(k) para
WCS|t, hl, para alguma constante h > 1.

Um problema parametrizado II(k) pertence a classe de problemas Wit[-dificil se,
e somente se, para todo problema II'(k") € W{t], II'(k") se reduz parametricamente
para II(k). Dizemos ainda que II(k) pertence a classe de problemas W/t[-completo
se, e somente se, além de II(k) € W|t]-dificil, TI(k) € W]t

O corolério a seguir, que é uma consequéncia do Lema 1.4, é uma ferramenta
muito tutil para se provar a W|[t]-dificuldade de um dado problema.

Corolario 1.5. Seja II'(K') € Wt/-dificil. Se IU'(k") se reduz parametricamente para
II(k), entao 11(k) € W/t]-dificil.

A unido das classes W[t juntamente com as classes W|[P| e XP é chamada de W-
hierarquia, onde W|P] denota a classe obtida ao nao se considerar qualquer restri¢ao
sobre profundidade. Assim, a W-hierarquia é dada pelas inclusoes

FPT C W[1] € W[2| C --- C W[P] C XP.
Downey e Fellows conjecturaram que cada uma dessas inclusoes de classes da W-

hierarquia ¢ propria [12, 13].
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Capitulo 2
Conexao de Terminais

Neste capitulo, introduzimos o conceito de drvore de conexdao para um conjunto
de terminais e, baseado neste conceito, definimos o PROBLEMA DE CONEXAO DE
TERMINAIS. Além disso, apresentamos os principais resultados de complexidade
computacional conhecidos na literatura para o referido problema. Posteriormente,
mostramos de forma sucinta a relagao do problema em questao com problemas
classicos de teoria dos grafos. Por fim, introduzimos o PROBLEMA DE CONEXAO
DE NOS ESTRITAMENTE TERMINAIS, cuja analise da complexidade de algumas de

suas variantes é uma das principais contribuicoes desta dissertacao.

2.1 Arvore de conexao e o problema de conexao de

terminais

Dado um grafo G = (V, E) e um conjunto nao vazio W C V(G), dizemos que
um subgrafo 7' de G é uma drvore de conexao para W se as seguintes condig¢oes sao

satisfeitas:
1. T é uma arvore,
2. WCV(T)e
3. folhas(T') C W,

onde folhas(7") denota o conjunto formado pelos vértices folha de 7.

Numa arvore de conexao T para W, os vértices em W sao chamados de terminais
e os vértices em V(T') \ W sao chamados de nao terminais, os quais sao classificados
em duas categorias, de acordo com os seus respectivos graus em 7', a saber: os
vértices em V(T')\ W com grau exatamente 2 em 7" sdo denominados elos e os vértices
em V(T)\ W com grau ao menos 3 em T sao denominados roteadores. O conceito

de arvore de conexao de um grafo G para um conjunto de terminais W C V(G)
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¢ exemplificado na Figura 2.1, onde os vértices destacados (em azul) representam
os terminais, os vértices com forma quadrada representam as folhas de T', o vértice
com preenchimento preto representa um roteador de 7' (que, especificamente neste

exemplo, é tnico) e os demais vértices (em vermelho) representam os elos de T

i e Yove:

(a) Grafo G. (b) Arvore de conexdo T.

Figura 2.1: Arvore de conexio de G para W.

Dessa forma, existe uma partigao V(7)) = W U L(T) U R(T") do conjunto de
vértices de uma arvore de conexao 1" para W em terminais, elos e roteadores, onde
L(7") denota o conjunto de elos de 7" e R(T") denota o conjunto de roteadores de 7.

Figura 2.2 ilustra essa particao.

folhas(7T") L(T) R(T)

Figura 2.2: Partigao V(T) =W UL(T) UR(T).

Com base no conceito de arvore de conexao, podemos enfim definir o PROBLEMA
DE CONEXAO DE TERMINAIS (TCP), o qual foi proposto por Dourado et al. [10]
sob motivagao de sua potencial aplicabilidade em projeto de redes, inerente a sua
propria defini¢ao. Informalmente, o TCP objetiva conectar um dado conjunto de
terminais através de uma arvore de conexao que utilize uma quantidade limitada de

elos e de roteadores. Segue abaixo uma definicao formal para o problema.

PROBLEMA DE CONEXAO DE TERMINAIS (TCP)

Entrada: Um grafo conexo G, um subconjunto nao vazio W C V(G) e dois
inteiros nao negativos /¢ e r.

Questao: O grafo G admite uma arvore de conexao para W com |L(T)| < ¢
e [R(T)| <r?

Assim como descrevemos na definicao do TCP, podemos assumir, sem perda de
generalidade, que o grafo de entrada GG é sempre conexo, visto que, se G admite uma

arvore de conexao para W, entao todos os terminais em W necessariamente perten-
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cem a um mesmo componente conexo de GG, e dessa forma podemos nos concentrar
apenas neste componente, caso este seja o caso.

Com o intuito de se obter um pouco mais de intui¢ao sobre o problema, considere
as arvores de conexao ilustradas na Figura 2.3, onde o grafo GG, que contém tais
arvores, ¢é o ilustrado na Figura 2.1a e o conjunto de terminais W, para o qual tais

sao definidas, é o constituido pelos vértices destacados (em azul).

oo e

(a) Arvore de conexao Ty com |R(T3)| = 0. (b) Arvore de conexdo Ty com |L(73)| = 0.

(c) Arvore de conexdo T3 com |L(T3)| =1 e |R(T)| = 1.

Figura 2.3: Diferentes arvores de conexao de GG para W.

Notamos aqui que um grafo G pode conter para um mesmo conjunto de ter-
minais W diferentes arvores de conexao, cada qual utilizando (possivelmente) uma
quantidade distinta de elos ou de roteadores. Por exemplo, a arvore de conexao 17,
ilustrada na Figura 2.3a, possui dois elos e nao possui roteadores, enquanto que a
arvore de conexao T5, ilustrada na Figura 2.3b, nao possui por sua vez elos mas
possui trés roteadores. Um outro exemplo é a arvore de conexao T3, ilustrada na
Figura 2.3c, a qual possui apenas um elo e apenas um roteador.

Dessa forma, para o grafo GG e o conjunto de terminais W da Figura 2.1a, podemos
concluir que I = (G, W,¢,r) é uma instancia SIM do TCP quando ¢ > 1l er > 1
ou quando ¢ > 2 ou r > 3. Repare que, além desses valores (assumidos por ¢
e 1) serem suficientes para que I seja uma instancia SIM do TCP, esses também
sao necessarios. De fato, pode-se verificar que um grafo G admite uma arvore de
conexao para W que nao utilize quaisquer elos ou roteadores se, e somente se, G[W]
for conexo. Porém, note que este nao é o caso do grafo GG e do conjunto de terminais
W que estamos considerando. De modo anélogo, temos que G' admite uma arvore
de conex@o para W com (exatamente) um vértice nao terminal se, e somente se,
G[W U {v}] for conexo, para algum v € V(G) \ W. No entanto, este novamente nao
¢ o caso de G e W do exemplo acima. Assim, toda arvore de conexao de G para W

deve possuir ao menos dois vértices nao terminais. Por fim, através de uma anélise
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exaustiva, podemos verificar sem muita dificuldade que toda arvore de conexao de
G para W que nao contenha elos deve possuir, neste caso, ao menos trés roteadores.

Uma estratégia comum para atacar problemas de decisao, especialmente proble-
mas combinatorios, é a de buscar padroes ou propriedades locais em suas instancias
que, de certo modo, permitam classifica-las ou em instancias SIM ou em instancias
NAo. Contudo, a existéncia desses padroes ou propriedades nao é, de modo geral,
muito intuitiva em alguns problemas, como é o caso do TCP. Com efeito, Dourado
et al. provaram que o TCP é NP-completo, mesmo quando um dos parametros ou
¢ ou r é limitado por uma constante [10]. Mais adiante, nos Teoremas 2.1 e 2.2,
apresentamos tais demonstragoes de NP-completude. No entanto, considere antes
disso a seguinte digressao notacional.

Denotamos as variantes do TCP em que os parametros ¢, r e £ e r sao limitados

por constantes, respectivamente, por TCP(¢), TCP(r) e TCP(¢,r), ou seja:
e TCP(/) se refere a variante do TCP onde ¢ ¢ limitado por uma constante;
e TCP(r) se refere a variante do TCP onde r ¢ limitado por uma constante; e

e TCP(4,r) se refere a variante do TCP onde ¢ e r sdo ambos limitados por

constantes.

Adicionalmente, quando desejamos fazer mengao explicita dos valores constantes
assumidos pelos parametros ¢ ou r, os denotamos, respectivamente, por £ = ¢ ou
r = ¢, onde ¢ e ¢ sdo as constantes consideradas. Por exemplo, TCP(r = 1)
corresponde a versao do TCP(r) onde permite-se utilizar no maximo um roteador.

Apresentamos agora a demonstracao de NP-completude proposta por Dourado
et al. [10] para o TCP(/), que essencialmente consiste numa redugao polinomial a
partir do problema 3-SAT, o qual é sabidamente NP-completo cf. [19] e ¢ definido

conforme descrito a seguir.

3-SATISFATIBILIDADE (3-SAT)

Entrada: Um conjunto de variaveis booleanas X e um conjunto C de clausulas
sobre X tal que cada clausula C' € C possui exatamente trés literais,
ou seja, |C| = 3.

Questao: Existe uma atribuicao de valor verdade para as variaveis em X que

satisfaca todas as clausulas em C?

Teorema 2.1 (Dourado et al. [10]). O TCP(l) é NP-completo.

Demonstrag¢ao. Primeiramente, observe que o TCP, e em particular o TCP (), per-

tencem a classe de problemas NP. Um certificado polinomial para o SIM para ambos
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problemas consiste num subgrafo de G. E facil constatar que, dado um subgrafo 7'
de G como certificado, podemos verificar em tempo polinomial se T' é uma arvore
de conexao para W com no méaximo ¢ elos e com no maximo r roteadores. Assim,
¢ suficiente mostrarmos que 3-SAT se reduz polinomialmente ao TCP(¢) para entao
obtermos a NP-completude do TCP (/).

Seja I = (X, C) uma instancia do 3-SAT, onde X = {xy,z3,...,x,} é 0 conjunto
de variaveis e C = {C4,Cy, ..., Cy,} é o conjunto de clausulas. Construimos a partir
de [ uma instancia f(I) = (G, W,r) do TCP({) conforme segue:

e primeiramente, criamos o gagdet G, ilustrado na Figura 2.4a, tal que

— V(G ={vtU{wh [1<k<OU{u |1 <k< (e
—E(G;):{wuﬂ1§k§€}u{ukw1k|1§k§€},

e para cada variavel x; € X, criamos o gadget GG,,, ilustrado na Figura 2.4b, tal

que

- V(Gm) = {'Uxiatziafzuw:}:pwi} €

7

_ fal 2 .2

- BE(Gy,) = {wxivﬂ?i? Uz, la,, t$iwmi7wxif$i7 faiVa, }s

e adicionamos a aresta v;vy,;
14

1 ¢

Wy Wiy

Uy Uy
vy

(a) Gadget Gy. (b) Gadget G,.

Figura 2.4: Gadgets da redugao do 3-SAT para o TCP(¢).

e para cada clausula C; € C, criamos trés vértices wlcj, wQC], e w%j;

e se a cldusula C; possui uma ocorréncia do literal positivo da varidvel z; € X,
~ . 1 2 3 .
entao adicionamos as arestas ty, e, tz,we, € ty,we,; por outro lado, se Cj

possui uma ocorréncia do literal negativo de z;, entao adicionamos as arestas
1 2 3 .
fﬂﬂz‘ij7 fwiij e fﬂﬂz‘ij7
: _ k 1,2
e por fim, definimos W = {w} | 1 < k < {} U{w,,w; | z; € X} U

{we,, wewg, | Cj€Cher=2n+1.

Figura 2.5 exemplifica o grafo G e o conjunto de terminais W (vértices destacados
com contorno azul), obtidos a partir de uma dada instancia I = (X,C) do 3-SAT,
que neste caso corresponde ao conjunto de variaveis X = {z1,x2, r3} e ao conjunto

de clausulas C = {Cl = {Il,ZEQ,Ig}, CQ = {Tl,fg,fg}, Cg = {(L’l,EQ,ZL’g}}.
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Figura 2.5: Grafo G e conjunto de terminais W, obtidos a partir de uma instancia
I =(X,C) do 3-SAT.

Mostramos agora que I é uma instancia SIM do 3-SAT se, e somente se, f(I) é
uma instancia SIM do TCP ().

(=) Suponha que [ seja satisfativel. Logo, existe uma atribuicao de valor verdade
a : X — {verdadeiro, falso} para as variaveis em X que satisfaz todas as clausulas
em C. Observe que, sem perda de generalidade, podemos supor que cada variavel
x; € X possui, em funcao de «, ao menos um literal verdadeiro ocorrendo nas
clausulas em C (ou seja, existe ao menos uma clausula em C que possui um literal
verdadeiro da variavel z;, em funcao de «), pois caso contrario bastaria invertermos
os valores verdades atribuidos a essas variaveis cujas ocorréncias de seus literais sao
todas falsas, em funcao de «, que, assim, ainda terfamos uma atribuicao de valor
verdade que satisfaz todas as clausulas em C e que torne ao menos um literal de cada
variavel, ocorrendo nas clausulas em C, verdadeiro. Com base em «, construimos

uma arvore de conexao 1" de G para W conforme segue:

adicionamos o gadget Gy a T’

e para cada variavel xr; € X, adicionamos os vértices v,,, w}

2
», € Wy, € as arestas

1 .
VpUz; € Wy Vg, & T

e ademais, se a(x;) = verdadeiro, entdo adicionamos o vértice t,, e as arestas
Vg, ta, € ty,w? a T} caso contrario, adicionamos o vértice f,, e as arestas vy, f,

2 .
e fewsz al;

e para cada clausula Cj, adicionamos os vértices w¢,, u%j e wgcj aT;
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e para cada vértice t,, € V(T), selecionamos (de modo arbitrario) um vértice
w(kjj tal que w]éj € Ng(ty,) e cujo grau em T' é até ent@o nulo, e adicionamos

a aresta tming aT, para k € {1,2,3};

e analogamente, para cada vértice f,, € V(T'), selecionamos (de modo arbitra-
rio) um vértice wéj tal que wéj € Ng(fz,) e cujo grau em T' é até entdo nulo,

e adicionamos a aresta fa;iw’éj aT, para k € {1,2,3};

Observe que, para cada um dos vértices t,, e f,, pertencentes a V(T'), sempre existe
um vértice w’éj conforme descrito, visto que supomos que « torna ao menos um
literal de cada variavel x; € X, ocorrendo nas clausulas em C, verdadeiro. Dessa
forma, para z; € X, todos os vértices t,, e f,, que pertencem a V(T') possuem, neste

momento, grau exatamente 3 em 7.

e Por fim, para cada vértice wa cujo grau ainda é nulo em T, selecionamos (de

modo arbitrario) um vértice t,, ou f,, pertencente a V(7T') que seja vizinho de
k o . . k k
w¢, em G, e adicionamos a respectiva aresta ou t,,w¢, ou fywe, a T, para

xieX,k€{1,2,3}eCj€C.

Figura 2.6 exemplifica uma arvore de conexao 1" para W concernente & instancia
f(I) da Figura 2.5, obtida a partir da atribuicao de valor verdade a(x;) = verdadeiro,
a(x9) = falso e a(x3) = falso. Neste exemplo, |L(T)| = ¢ e |[R(T)| =T7.

Figura 2.6: Arvore de conexao de GG para W referente a uma atribuicao de valor
verdade para as variaveis em X.

Por construcao, temos que 17" é uma arvore de conexao de GG para W, cujo con-
junto de elos é L(T') = {uy, ua, ..., us} e cujo conjunto de roteadores é¢ R(T") = {v;} U
{vg, | @i € X} U {ts, | a(z;) = verdadeiro,x; € X} U{fs, | a(z;) = falso,z; € X}.
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Logo, |L(T)| = ¢ ¢ |R(T)| = 2n + 1, e assim podemos concluir que f(I) é de fato
uma instancia SIM do TCP (/).

(<) Por outro lado, suponha que f(I) seja uma instancia StM do TCP(¢). Logo,
G admite uma arvore de conexao T para W tal que |L(T")| < e |R(T)| <r =2n+1.
Note que, o gadget G necessariamente esta contido em 7T'. Assim, todos os vértices
Uy, Us, . .., Uy sao elos de T, tendo em vista que estes possuem grau exatamente 2
no proprio grafo G. Logo, nenhum outro vértice de T" pode ser um elo, pois caso
contrario |L(T")| > ¢, o que seria um absurdo. Dessa forma, os demais vértices de T
sao ou terminais ou roteadores. Consequentemente, para todo z; € X, temos que v,,
¢ um roteador de T, tendo em vista que v,, ¢ W e que v,, necessariamente pertence
a V(T), ja que este é o tnico vizinho do terminal w;i em GG. De modo similar, temos
que ou o vértice t,, ou o vértice f,, é roteador de T, visto que t,,, f., ¢ W e que
estes sdo os tnicos vizinhos do terminal w? em G. Contudo, note que ¢, e f,, nao
pertencem simultaneamente a V' (7'), pois caso contrario |R(T)| > r =2n+ 1, o que
seria um absurdo.

Definimos entdo uma atribuigdo de valor verdade o : X — {wverdadeiro, falso}
para as variaveis em X como segue: a(z;) = verdadeiro se, e somente se, t,, € V(T).
Como por hipotese {wa | k€ {1,2,3}eC; € C} ¢ W C V(T) e, assim, todo
vértice w’gj ¢ adjacente a pelo menos um vértice ou ¢,, ou f,., para algum z; € X,
temos que « satisfaz todas as clausulas em C. Portanto, I é de fato uma instancia
SIM do 3-SAT.

Uma observacao adicional interessante é a de que, nesta reducao, todo terminal

¢ 1

em W ¢ uma folha de T. Os terminais wy,w?, ..., w} e w) ,wl ... w)

, W, sao0 tri-
vialmente folhas, ja que cada um destes, inclusive no grafo G, possuem um tnico
vizinho. Por outro lado, segue do que foi argumentado anteriormente que, para
x; € X, os terminais wgi sao também folhas de T', visto que estes sao vizinhos ou de
t, ou de f,,, nunca de ambos. Por fim, como todos os vértices v,, sao roteadores de
T, estes sao adjacentes ao vértice vy e a um dos vértices t,, ou f,,, pois caso contrario
possuiriam grau inferior a 3 em T logo, para k € {1,2,3} e C; € C, os terminais
w&, sao também folhas, visto que se fossem adjacentes a mais de um vértice em T,

entao T nao seria aciclico, o que seria um absurdo. O

Apresentamos agora a prova de NP-completude proposta por Dourado et al. [10]
para o TCP(r), realizada através de uma redugao polinomial a partir do problema
CAMINHO HAMILTONIANO, o qual é também sabidamente NP-completo cf. [19] e é

definido conforme descrevemos a seguir.
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CAMINHO HAMILTONIANO
Entrada: Um grafo G.

Questao: O grafo G' contém um caminho hamiltoniano?

Teorema 2.2 (Dourado et al. [10]). O TCP(r) é NP-completo.

Demonstragao. De modo analogo ao TCP(¢), ¢é facil ver que o TCP(r) pertence a
classe de problemas NP. Assim, é suficiente mostrarmos que CAMINHO HAMILTO-
NIANO se reduz polinomialmente ao TCP(r).

Seja I = (G) uma instancia do CAMINHO HAMILTONIANO, onde G é um grafo.
Definimos a partir de / uma instancia f(I) = (H, W, ¢) do TCP(r) conforme segue:

e para cada vértice v € V(G), adicionamos v ao grafo H, criamos dois novos

vértices v’ e v” e criamos duas novas arestas vv’ e vv”;
",

e para cada aresta uv € F(G), adicionamos as arestas u'v/, v'v", u"v' e v"v" a

H, conforme ilustrado na Figura 2.7;

e por fim, definimos W ={v |v e V(G)} e { =2n — 2.

uQO———Qv u@ov
u// ,U//
(a) Aresta uv € E(G). (b) Subgrafo de H resultante da aresta uv.

Figura 2.7: Redugao do CAMINHO HAMILTONIANO para o TCP(r).

Inicialmente, consideramos apenas o caso r = (. Mostramos agora que [ é uma
instancia SIM do CAMINHO HAMILTONIANO se, e somente se, f(/) ¢ uma instancia
SiM do TCP(r = 0).

(=) Suponha que [ seja uma instancia StM do CAMINHO HAMILTONIANO. Logo,
G admite um caminho hamiltoniano P = (vy,vs,...,v,), onde n = |V(G)|. Com

base em P, construimos uma arvore de conexao 1" para W conforme segue:
o V(T) = {v, v/} U{v),v,v! |2<i<n—-1}U{v,v,}

o E(T) = {vw]} U{v/ v, viv,,vl |2<i<n—1}U{v] v, v v}

n?nn

Figura 2.8 exemplifica a arvore de conexao T para W obtida a partir do caminho
P = (vy,v9,v3,v4). Neste exemplo, [L(T)| =6 e |R(T)| =0.

Por construgao, temos que 7' é uma arvore de conexao de H para W, cujo
conjunto de elos é L(T) = {v{} U{v,,v! |2 <i<n—1}U{v}} e cujo conjunto de
roteadores ¢ vazio, ou seja, R(T') = @. Logo, |L(T)| =2n —2 e |R(T)| = 0, e assim
podemos concluir que f(I) ¢ de fato uma instancia SIM do TCP(r = 0).
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U1 V2 U3 V4

Figura 2.8: Arvore de conexéio T para W obtida a partir de um caminho P.

(<) Por outro lado, suponha que f(I) seja uma instancia StM do TCP(r = 0).
Logo, H admite uma afvore de arvore de conexdo T para W tal que |[L(T)| < ¢ =
2n—2e |[R(T)| = 0. Observe que, como |[R(T')| = 0, todos os vértices em V (T)\W sao
elos. Além disso, segue da construgao de f(I) que todos terminais w € W possuem
grau no maximo 2 em 7T, ou seja, dp(w) < 2. Dessa forma, T consiste num caminho
que contém todos os vértices em W = V(G). Considere entao a sequéncia de vértices
S = (wy,ws,...,w,), formada pelos terminais em W, os quais sao ordenados de
acordo com as suas respectivas ordens de apari¢ao no caminho 7', ou seja, u = w; e
v = w;41 se, e somente se, o caminho P,, em T entre u e v é tal que V(P,,) N W\
{u,v} = @, para 1 <i <n—1. Como, por construcao, a distancia entre quaisquer
dois vértices pertencentes a W ¢ ao menos 3 em H, todo caminho P, , em 7T, onde
u = w; € v = w1, corresponde a uma das alternativas: (1) P,, = (u,u,v,v),
(2) Puoy = (u, v/, 0", v), (3) Py = (u,u”,v',v), ou (4) P, = (u,u”,v",v), pois caso
contrario |L(T)| > ¢ = 2n — 2, o que seria um absurdo. Dessa forma, existe um
mapeamento entre os caminhos em 7', cujos extremos sao vértices imediatamente
consecutivos em S, e as arestas de GG, no sentido de que se o caminho P, , existe em
T, entdo uwv € E(G). Logo, S é um caminho hamiltoniano de G, e portanto I ¢é de
fato uma instancia SIM do CAMINHO HAMILTONIANO.

Neste ponto, provamos que I é uma instancia SIM do CAMINHO HAMILTONIANO
se, e somente se, f(I) ¢ uma instancia SIM do TCP(r = 0). Resta-nos entao provar
que o TCP(r) prossegue sendo NP-completo para todos os demais valores constantes
que possam ser assumidos por r. Para tanto, construimos uma instancia f(I) =
(H,W,¢) do TCP(r) do mesmo modo que definimos para o caso r = 0, contudo

realizamos agora as seguintes operacoes adicionais:

e selecionamos um vértice v € V(@) arbitrario, e, a partir de v, criamos o gadget

G, conforme ilustrado na Figura 2.9, tal que

S V(G =} U{p 1<i<r}U{uluj|l<i<r}e
~ B(Gr) = {op, | 1 <0 <r}U{pauk, paws | 1 < < )

e por fim, definimos W = {v | v € V(G)} U{wi,wy |1 <i<r}

Observe que, os vértices p;, para 1 < ¢ < r, sao necessariamente roteadores

de toda arvore de conexao de H para W, tendo em vista que o tnico vizinho dos
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Figura 2.9: Gadget Gy da instancia f(I) do TCP(r).

terminais w} e wy em H ¢é p;. Dessa forma, todos os demais vértices de qualquer
arvore de conexao 1" para W devem ser ou elos ou terminais, nunca roteadores, pois
caso contrario |R(7T")| > r. Por conseguinte, a argumentagao de I ser uma insténcia
SIM do CAMINHO HAMILTONIANO se, e somente, se f(/) ¢ uma instancia SIM do

TCP(r) segue de modo analogo ao que realizamos para o caso r = 0. ]

Embora o TCP(¢) e o TCP(r) sejam ambos NP-completos, Dourado et al. prova-
ram que o TCP({,r) é solucionavel em tempo polinomial [10]. O algoritmo proposto
por eles consiste numa busca exaustiva por uma arvore de conexao para o conjunto de
terminais dado na entrada do problema. Para tanto, sao avaliados todos conjuntos
possiveis de candidatos a elo e todos os conjuntos possiveis de candidatos a roteador,
juntamente com as vizinhancgas de tais vértices que os tornam, respectivamente, ou
elos ou roteadores. Algoritmo 2.1 descreve essa busca exaustiva.

Como, essencialmente, sao exploradas todas as possibilidades de existéncia de
uma arvore de conexao para o conjunto de terminais dado, permitindo-se utilizar
no maximo ¢ elos e r roteadores, a corretude do algoritmo é obtida. Quanto a
sua complexidade, observe que, nas linhas 1 e 2, sdo considerados O(n‘n") pares de
subconjuntos L e R de candidatos a elo e de candidatos a roteador, respectivamente,
onde n = |V (G")|. Note também que o conjunto de florestas F, descrita na linha 4,

pode ser determinado da seguinte forma:

(1) para cada vértice v € L, consideramos duas arestas de G’ incidentes a v (de
modo que a propriedade de todos os vértices em L possuirem grau 2 em 7' seja

sempre respeitada) em T
(2) para cada vértice v € R, consideramos trés arestas de G’ incidentes a v em T,

onde, a cada adi¢ao de arestas a T, verificamos se o grafo resultante é aciclico; e,
se esse nao for o caso, desconsideramos a aresta tomada inicialmente e adicionamos
uma nova aresta (que nao forme ciclo). Dessa forma, o conjunto F pode ser obtida
em tempo O(n*n®n), onde O(n) corresponde ao custo de verificar se T é aciclico e
O(n*n?") corresponde a cardinalidade de F. Consequentemente, o lago da linha 5
executa |F| = O(n*n?) iteragoes. Por fim, observe que, podemos verificar em

tempo O(n+m) se a floresta T' é conexa, onde m = |E(G")|. Logo, o custo total das
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Algoritmo 2.1: (Dourado et al. [10]) Algoritmo polinomial para o TCP(¢, )
Entrada: Um grafo conexo GG, um conjunto de terminais W C V(G) e dois inteiros
nao negativos £ e r.
Saida: Se G admite uma arvore de conexao estrita para W com no maximo £ elos e
com no méximo 7 roteadores, SIM; caso contrario, NAO.

1 para todo L C V(G)\ W tal que |L| < ¢ faga

2 para todo R C V(G) \ (LUW) tal que |R| <r faga
Seja G' .= G[W U L U R]

4 Seja F o conjunto de florestas geradoras T de G, tais que os vértices em L
possuem grau exatamente 2 em 1" e os vértices em R possuem grau ao
menos 3 em T’

5 para todo floresta T’ € F faca

6 se T ¢ conexo entao retorna SiM

7 senao

8 Seja E' .= E(G")\ (E(T)U EpL), onde Ey, == {uv € E(G') | u € L}

9 enquanto T for desconexo e E' + & faga

10 Selecione arbitrariamente uma aresta e € E’ e a remova de E’

/* T'+e & o grafo resultante da adig8o da aresta e em T */

11 se T + e € aciclico entao

12 L Adicione e a T

13 se T € conexo entao retorna SiM

14

15 retorna NAO

operagoes descritas nas linhas 6 a 14 ¢ de O(n? +nm), tendo em vista que |E’'| < n.

Portanto, a complexidade do algoritmo ¢ O(n3*4+2m).

2.2 Relagao com problemas classicos

Uma observacao relevante a se fazer é a de que o TCP se relaciona de forma
bem proxima a alguns problemas classicos de teoria dos grafos, dentre os quais
destacamos dois problemas de otimizacdo, a saber: ARVORE GERADORA MINIMA
e ARVORE DE STEINER. Consideramos entdo, neste momento, grafos ponderados,
onde cada aresta do grafo possui um peso associado. Descrevemos a seguir uma

definicao formal para ambos problemas.

ARVORE GERADORA MINIMA
Entrada: Um grafo conexo G e uma fungao de peso g : E(G) — Z .

Objetivo: Encontrar um subgrafo gerador 7' de G tal que T é uma arvore e

ZSGE(T) g(e) & minimo.
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ARVORE DE STEINER

Entrada: Um grafo conexo G, um subconjunto nao vazio W C V(G) e uma
fungao de peso g : E(G) — Z .
Objetivo: Encontrar um subgrafo 7' de G, denominado drvore de Steiner, tal

que T" & uma arvore, W C V(T) e >y g(€) é minimo.

Embora o TCP consista originalmente num problema de decisao, se considerar-
mos a sua versao de otimizacgao em grafos ponderados, na qual requer-se uma arvore
de conexao para o conjunto de terminais dado com peso total minimo e que res-
peite as restrigoes do ntimero maximo de elos e do nimero maximo de roteadores,
o mesmo pode ser visto como uma generalizacao desses dois problemas classicos,

conforme descrevemos abaixo:

e para W = V(G), a versao de minimizacao do TCP equivale ao problema da
ARVORE GERADORA MINIMA, independentemente dos valores assumidos por

¢ e r (visto que neste caso todos os vértices do grafo G sao terminais);

e para { = r > |V(G) \ W], a versao de minimiza¢do do TCP equivale ao
problema da ARVORE DE STEINER para o conjunto de terminais W .

Vale mencionar que o problema de encontrar uma arvore geradora minima ¢ um
dos mais famosos problemas de teoria dos grafos solucionével em tempo polinomial,
sendo o mesmo utilizado em muitos textos didaticos de algoritmo como exemplo de
problema combinatoério que admite algoritmo guloso 6timo (no sentido de sempre
retornar solugoes de custo minimo) de tempo polinomial [6, 8, 26]. Os algoritmos
de Kruskal [28] e de Prim [33] s@o exemplos de tais algoritmos polinomiais para
ARVORE GERADORA MINIMA. Em contrapartida, o problema de encontrar uma
arvore de Steiner de custo minimo para um conjunto de terminais é um dos 21
notéveis problemas de Karp, os quais foram provados ser NP-dificeis [23|. Inclusive,
ARVORE DE STEINER permanece NP-dificil mesmo para grafos ndo ponderados.

Além das relagoes descritas, para ambos problemas existem variantes que, de
forma semelhante ao TCP, limitam a quantidade méaxima de vértices com grau maior
ou igual a 3 na arvore buscada. Os problemas correspondentes a essas variantes sao
denominados ARVORE GERADORA COM NUMERO LIMITADO DE RAMIFICACOES e
ARVORE DE STEINER COM NUMERO LIMITADO DE RAMIFICACOES.

O primeiro desses problemas, isto é, o que se refere a arvore geradora, foi pro-
posto por Gargano et al. [20], sob motivagao de aplicagoes em redes Opticas, onde
deseja-se minimizar o nimero de switches do tipo WDM (do inglés, Wavelength
Division Multiplexing), devido ao alto custo de implementagao destes [1, 20]. A mo-

delagem em grafos correspondente a esse problema consiste justamente em buscar
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uma arvore geradora tal que o ntimero de vértices com grau maior ou igual a 3,
denominados ramificagées, ¢ minimo [1, 20]. Um caso notéavel da versao de decisao
desse problema é o de quando nao permite-se utilizar ramificagdes, o qual coin-
cide precisamente com CAMINHO HAMILTONIANO. Por conseguinte, e em contraste
com a complexidade polinomial do problema ARVORE GERADORA MINIMA origi-
nal, obtém-se, por restricdo, que ARVORE GERADORA COM NUMERO LIMITADO DE
RAMIFICAGOES pertence a classe de problemas NP-dificeis.

Por outro lado, ARVORE DE STEINER COM NUMERO LIMITADO DE RAMIFI-
CACOES é por definicao, conforme descrevemos a seguir, uma generalizacdo de seu
problema de origem, ARVORE DE STEINER, que propriamente ja pertence a classe
de problemas NP-dificeis. Assim, obtemos a sua NP-dificuldade de forma imedi-
ata. Apresentamos abaixo uma defini¢do formal para o referido problema, contudo
consideramo-lo em sua versio de decisdo. De modo anélogo ao definido para AR-
VORE GERADORA COM NUMERO LIMITADO DE RAMIFICAGOES, um vértice ¢ dito

ramificagao de uma arvore de Steiner T' se o seu grau em T é maior ou igual a 3 [42].

ARVORE DE STEINER COM NUMERO LIMITADO DE RAMIFICACOES

Entrada: Um grafo conexo GG, um subconjunto nao vazio W C V(G), uma
fungdo de peso g : E(G) — Z{ e dois inteiros nao negativos k e 7.

Questao: O grafo G contém como subgrafo uma arvore 7' com no maximo r
ramificacoes tal que W C V(T) e 3. pir) 9(e) < k7

Como pode-se observar, o problema em questao é muito semelhante ao TCP,
entretanto eles nao sao equivalentes. Uma das principais diferencas entre os dois
consiste na distingao dos conceitos de vértice ramificacao e de vértice roteador.
Por definicao, todo roteador é uma ramificacao, porém nao é verdade que toda
ramificacdo é um roteador: com efeito, se um terminal w € W é tal que dr(w) > 3,
onde 7' é uma arvore de conexao (ou uma arvore de Steiner) para W, entdo o mesmo
é tido como uma ramificagao de T', embora nao o seja um roteador de 7.

Em [42], foi estudada a complexidade de alguns casos particulares do problema
ARVORE DE STEINER COM NUMERO LIMITADO DE RAMIFICACOES. Mais especifi-
camente, foram considerados os casos em que |IW| ou r sdo limitados por constantes.
Além disso, também foi estudada a complexidade do problema para grafos com
treewdith limitado e para grafos planares. Para grafos com treewidth limitado foi
provado que o problema admite algoritmo de tempo polinomial se |W| e r sdo tam-
bém limitados por constantes. Contudo, se a0 menos um desses parametros |W| ou
r nao for limitado, entao desconhece-se a qual classe de complexidade o problema
pertence, isto é, se o mesmo é NP-completo ou se é solucionavel em tempo poli-

nomial. Uma consequéncia interessante desse resultado polinomial para grafos com
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treewidth limitado, é a de que podemos estendé-lo para o nosso problema, o TCP.
Assim sendo, embora de modo breve, retomaremos este assunto na Segao 3.1.2. Por
outro lado, para grafos planares, o problema foi provado ser NP-completo mesmo
quando r é limitado. E, se |W| e r sdo ambos limitados por constantes, entao nova-
mente desconhece-se a qual classe de complexidade o problema pertence. Para grafos
gerais, foi mostrado que o problema admite algoritmo de tempo polinomial caso seja
considerada sua versao relaxada na qual nao se héa restricao para o peso total da
arvore de Steiner e se, além disso, |IW| e r sdo limitados por constantes. Entretanto,
desconhece-se a complexidade do problema quando sao consideradas todas as suas
restri¢oes originais e |W| e r sdo limitados por constantes. Além destes resultados
listados, foram propostas também em [42] demonstragoes de inaproximabilidade,

como também foi estudada a complexidade do problema para grafos direcionados.

2.3 Versao estrita do TCP

Por defini¢ao, todas as folhas de uma arvore de conexao T" pertencem ao conjunto
de terminais W, para o qual T esta definido. No entanto, note que nao necessaria-
mente todos os vértices em W sao folhas de T. E, nestes casos, tais terminais cujos
graus sao maiores do que 1 em 7' simulam, consequentemente, a funcao de um elo ou
de um roteador, apesar de nao onerarem a contagem do nimero de elos e de roteado-
res em T', o que pode ser indesejado em algumas aplicagoes [11]. Além disso, existem
também aplicagoes nas quais, independentemente do nimero de elos e de roteadores,
exige-se que todos os terminais sejam folhas da arvore de conexao [11, 29].

Dessa forma, se faz necessario distinguir as arvores de conexao cujos terminais
sao necessariamente folhas, dentre aquelas nas quais os terminais podem ter grau
arbitrario (maior ou igual a 1). Dizemos que uma arvore de conexao T para um
conjunto de terminais W é uma drvore de conexdo estrita para W se folhas(T') = W.
Neste caso, os vértices em W sao chamados de vértices estritamente terminais ou,
alternativamente, nds estritamente terminais. Por outro lado, se T' é uma arvore de
conexao para W mas nao é uma arvore de conexao estrita para W, entao dizemos
que T' é uma drvore de conexao nao estrita para W. Com base neste conceito de
arvore de conexao estrita, Dourado et al. propuseram posteriormente em [11] o
PROBLEMA DE CONEXAO DE NOS ESTRITAMENTE TERMINAIS (S-TCP).

PROBLEMA DE CONEXAO DE NOS ESTRITAMENTE TERMINAIS (S-TCP)

Entrada: Um grafo conexo G, um subconjunto nao vazio W C V(G) e dois

inteiros nao negativos ¢ e r.

Questao: O grafo G admite uma arvore de conexao estrita 1" para W tal que
L(D)| < e [R(T)| < 17
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Observe que, nao necessariamente todo grafo que admite uma arvore de conexao
para um dado conjunto de terminais também admitird uma arvore de conexao estrita
para este mesmo conjunto de terminais. Temos, por exemplo, o grafo G e o conjunto
de terminais W ilustrados na Figura 2.1a. Embora GG admita uma arvore de conexao
para W conforme exemplificado nas Figuras 2.1b e 2.3, o0 mesmo nao admite uma
arvore de conexao estrita para W, visto que existe um terminal w € W tal que G—w
possui dois componentes conexos distintos, digamos G e G4, cada qual possuindo
alguns terminais de W, ou seja, V(G1) N W # @ e V(Gy) NW # &. Assim, w
necessariamente possui grau maior ou igual a 2 em toda arvore de conexao de G
para W: ao menos uma aresta incidente a w é utilizada para conectar os terminais
em V(G1)NW e ao menos uma outra aresta incidente a w ¢ utilizada para conectar
os terminais em V(G3) N W. Figura 2.10a ilustra o grafo G — w e os componentes
conexos G1 e G5. Todavia, note que o grafo G admite uma arvore de conexao estrita

para W\ {w}, conforme exemplificado nas Figuras 2.10b, 2.10c e 2.10d.

) Grafo G — w.
b) Grafo G e o conjunto de ) Arvore de conexdo es- ) Arvore de conexdo es-
termlnals WA {w}. trlta T; de G para W\{w}. trlta T de G para W\{w}.

Figura 2.10: Arvore de conexdo estrita de G para W \ {w}.

Uma outra possibilidade ¢ a de G possuir uma &arvore de conexao nao estrita
para W que utilize menos elos ou menos roteadores do que quaisquer uma de suas
arvores de conexao estrita para W. Por exemplo, nao é dificil ver que toda arvore de
conexao estrita do grafo G para o conjunto de terminais W’ = W \ {w}, ilustrados
na Figura 2.10b, possui ao menos seis vértices nao terminais. Consequentemente,
toda instancia I = (G, W’ ¢,r) é uma instancia NAO do S-TCP se { +r < 6. No
entanto, conforme exemplificado na Figura 2.11, G admite arvore de conexao (nao
estrita) para W’ com menos do que seis vértices nao terminais.

Por outro lado, nao é verdade que sempre existird uma arvore de conexao nao
estrita de um grafo G para um conjunto de terminais W que utilize menos (ou até

mesmo a mesma quantidade) de elos ou roteadores do que uma arvore de conexao
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DI I Ve

a) Arvore de conexdo para W’ com dois ) Arvore de conexdo para W’ com um
elos e um roteador. elo e trés roteadores.

Figura 2.11: Arvore de conexao (néo estrita) de G para W’ com menos do que seis
vértices nao terminais.

estrita de G para W. Considere como exemplo o grafo G e o conjunto de terminais
W ilustrados na Figura 2.12a. Nao ¢é dificil ver que toda éarvore de conexao 7" de G
para W possui ao menos um roteador, e que se 1" for nao estrita, entao ao menos um
elo ¢é utilizado, conforme exemplificado na Figura 2.12b; caso contrario (isto é, se T'

for estrita), entdo nenhum elo é utilizado, conforme exemplificado na Figura 2.12c.

AN AN

) Grafo G e conjunto de ) Arvore de conexao nao ) Arvore de conexdo es-
termmals w. estrlta de G para W. trlta de G para W.

Figura 2.12: Arvore de conexao estrita de G para W com menos vértices nao termi-
nais do que qualquer arvore de conexao nao estrita de G para W.

Embora, aparentemente, nao exista uma relacao muito clara entre um grafo
admitir uma arvore de conexao (nao estrita) para um conjunto de terminais W com
no maximo ¢ elos e com no maximo r roteadores e o grafo admitir uma arvore de
conexao estrita para W com também no maximo ¢ elos e r roteadores, ou vice-versa,

Dourado et al. provaram que o TCP () se reduz polinomialmente ao S-TCP(¢) [11].
Proposicao 2.3 (Dourado et al. [11]). TCP(¢) < S-TCP(().

Demonstragao. Seja I = (G, W, r) uma instancia do TCP. Construimos a partir de
I uma instancia f(I) = (G', W’ r") do S-TCP(¢) conforme segue:

e para cada terminal w; € W, criamos dois vértices w;} e w?, e adicionamos as

arestas w;w; e w;w?;

e por fim, definimos W' = {w},w? | w; € W} er = |W|+r.

Mostramos agora que I é uma instancia SIM do TCP(¢) se, e somente se, f(I) ¢é
uma instancia SIM do S-TCP (/).
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(=) Suponha que [ seja uma instancia SIM do TCP(¢). Logo, G contém uma
arvore de conexao T' para W tal que |L(T)| < £ e |[R(T)| < r. Definimos entao a
partir de 7" o subgrafo 7" de G’ conforme segue: V(T") = V(T)U W’ e E(T') =
E(T) U {w;w}, w;w? | w; € W}. Como o grau dos vértices w;},w? € W' é 1 até
mesmo no grafo G’, é facil ver que 7" é uma arvore de conexao estrita para W’
tal que L(T") = L(T) e R(T") = R(T) UW. Logo, T" possui no maximo ¢ elos e
r" = r 4 |W| roteadores.

(<) Por outro lado, suponha é f(I) seja uma instancia do S-TCP(¢). Logo, G’
admite uma arvore de conexao T" para W' tal que |L(T")| < £ e |R(T")| < 7’. Como
o tinico vizinho dos terminais w} e w? em G’ ¢ o vértice w; € W, w; necessariamente
pertence a V(71") e, além disso, o é um roteador de 7”. Portanto, o subgrafo T de
G, definido da forma V(T) = V(T")\ W' e E(T) = E(T') \ {w;w}, w;w? | w; € W},
¢ uma arvore de conexao de G para W tal que L(T) = L(T") e R(T) = R(T") \ W.

Logo, T' possui no méximo ¢ elos e r = 1’ — |WW| roteadores. O]

Uma consequéncia imediata desta proposigao é a de que, assim como o TCP(?),

o S-TCP(¢) é um problema NP-dificil. O teorema a seguir formaliza esse resultado.
Teorema 2.4 (Dourado et al. [11]). O S-TCP(t) é NP-completo.

Demonstra¢ao. De modo anéalogo ao TCP({), é facil ver que o S-TCP(¢) pertence
a classe de problemas NP. Ademais, segue da Proposi¢iao 2.3 que o S-TCP({) é
NP-dificil. Portanto, o S-TCP(¢) é NP-completo.

Uma prova alternativa para a NP-dificuldade do S-TCP(¥) segue diretamente da
redugao polinomial do 3-SAT para o TCP(¢) descrita no Teorema 2.1, pois, conforme
comentamos no final de sua demonstracao, todos os terminais nesta reducao sao
necessariamente folhas das arvores de conexao referentes as instancia SiM do 3-
SAT. Consequentemente, o Teorema 2.1 estabelece uma redugao polinomial a partir
do 3-SAT néao somente para o TCP(¢) como também para o S-TCP(?). O

Por outro lado, Dourado et al. [11] provaram que, assim como o TCP(¢,r),
o S-TCP(¢,r) é solucionavel em tempo polinomial. O algoritmo proposto por eles
consiste basicamente na mesma estragia adotada no Algoritmo 2.1 para o TCP(¢, ),
contendo apenas pequenas modificagoes justamente para contemplar o fato de que
buscamos agora uma arvore de conexao estrita, em vez de simplesmente uma arvore
de conexao. O teorema a seguir descreve essas modificagoes em um pouco mais de
detalhes.

Teorema 2.5. O S-TCP(l,r) € soluciondvel em tempo polinomial.

Demonstragao. Este resultado segue do Algoritmo 2.1 para o TCP(¢,r), visto que

podemos facilmente adapta-lo de modo que sejam consideradas apenas arvores de
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conexao estrita como possiveis solugoes (ou, mais formalmente, certificados para o
SIM) para as instancias fornecidas em sua entrada. Considere entao I = (G, W) uma
instancia do S-TCP(¢,r). A primeira modificagdo que realizamos no Algoritmo 2.1
¢ a de realizar, antes de qualquer um dos seus passos, um pré-processamento que
remova todas as arestas do grafo GG tais que seus dois extremos sao vértices em W,
isto é, implementamos a seguinte operagao E(G) = E(G) \ {ww; | w;,w; € W}.
Observe que, o grafo resultante dessa operacao admitird uma &arvore de conexao
estrita para W com no maximo ¢ elos e com no maximo r roteadores se, e somente
se, o grafo original G também o admitir, e que o mesmo pode ser obtido em tempo
O(m), onde m é o nimero de arestas do grafo original G. Por fim, a cada adigao de
aresta as florestas T' € JF, procedemos com a verificacao adicional de ratificar que
o grau dos vértices pertencentes a W nao excede a 1 em T'. Observe que, podemos
executar essa verificacdo em tempo O(n), onde n = |V(G)|. As demais operagoes
para computagao da instancia I do S-TCP(¢, r) sdo todas definidas de modo idéntico
aos seus respectivos passos descritos — em suas formas originais para resolucao do
TCP(¢,r) — no Algoritmo 2.1. E facil constatar que o presente algoritmo para o S-
TCP(4, 1), obtido dessas modificagoes do Algoritmo 2.1, avalia em tempo polinomial
essencialmente todas as possibilidades de existéncia de uma arvore de conexao estrita
de G para W e que, assim, o mesmo retorna SIM para uma dada entrada [ se, e

somente se, I for de fato uma instancia SM do S-TCP(/,r). O

Neste ponto, sabemos que: assim como o TCP(¢), o S-TCP(¢) é NP-completo;
e que, assim como o TCP(¢,r), o SS-TCP(¢,r) é solucionavel em tempo polinomial.
Entretanto, desconhecemos a qual classe de complexidade o S-TCP(r) pertence.

Embora saibamos que o TCP(r) é NP-completo, nao é claro que podemos adap-
tar a reducao polinomial utilizada para mostrar a sua NP-completude, descrita no
Teorema 2.2, para também provar que o S-TCP(r) é NP-completo. Além disso, note
que a reducao do TCP(¢) para o S-TCP(¥), descrita na Proposi¢ao 2.3, ndo preserva
a propriedade de r ser limitado por uma constante, logo nao podemos utiliza-la, ao
menos de forma direta, para determinar a complexidade do S-TCP(r).

Mais do que isso, até onde pudemos investigar, o S-TCP com niimero méximo de
roteadores limitado por uma constante nao havia sido até entao abordado na litera-
tura. Dessa forma, determinar a qual classe de complexidade o S-TCP(r) pertence
tornou-se uma questao interessante e desafiadora. Com o intuito de preencher essa
lacuna, apresentamos no préoximo capitulo desta dissertagao uma analise da comple-
xidade do S-TCP(r) e de algumas de suas variantes, apesar de ainda nao sabermos

a complexidade do S-TCP(r) para todos os valores constantes de r.
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Capitulo 3

Problema Estrito com Limitacao de

Roteadores

Neste capitulo, apresentamos uma das principais contribuicoes desta dissertacao,
que consiste na analise da complexidade computacional do S-TCP e de algumas de
suas variantes restritos ao caso em que o nimero maximo de roteadores é limitado
por uma constante. Na Segao 3.1, provamos que, para r € {0,1}, o S-TCP(r) ¢é
solucionavel em tempo polinomial, o que contrasta com a complexidade do TCP(r),
que é NP-completo para todo valor constante » > 0. Além disso, apresentamos
ainda nesta secao observacgoes e resultados parciais que obtivemos, os quais fornecem
informagoes uteis a respeito da complexidade do S-TCP(r) para r > 2 constante.
Na Segao 3.2, consideramos algumas variantes do S-TCP(r), para as quais propomos
algoritmos de tempo polinomial ou provas de NP-completude. Por fim, na Secao 3.3,
descrevemos os resultados de complexidade parametrizada conhecidos na literatura
para o S-TCP e provamos que o S-TCP(¢) é W|2|-dificil quando parametrizado por r,
o nimero maximo de roteadores. Parte dos resultados descritos neste capitulo foram
apresentados no VII Latin-American Workshop on Cliques in Graphs, sob o titulo

“The strict terminal connection problem with a bounded number of routers” [30].

3.1 Numero limitado de roteadores

Nesta secao, concentramo-nos particularmente no PROBLEMA DE CONEXAO DE
NOS ESTRITAMENTE TERMINAIS com nimero maximo de roteadores limitado por
uma constante, isto é, o S-TCP(r). Analisamos, primeiramente, sua complexidade
parar € {0,1}. Em seguida, apresentamos algumas observagoes e resultados parciais
que obtivemos para quando r > 2. Por exemplo, relacionamos casos particulares do
S-TCP(r > 2) com problemas de caminhos disjuntos, inclusive com problemas cuja

complexidade ainda nao foi determinada. Um outro exemplo de resultado parcial
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obtido ¢é o de que se 0 S-TCP(r = ¢) for NP-completo, para alguma constante ¢ > 1,
entdo o S-TCP(r = ¢ + 1) também sera NP-completo.

3.1.1 Caso com no maximo um roteador

Primeiramente, note que, se |IW| = 1, entdo o problema ¢é solucionavel facilmente:
(podemos assumir que) o grafo trivial T tal que V/(T') = W e E(T) = @ ¢ uma arvore
de conexao estrita para W (apesar de w € W nao ser uma folha de T" neste caso).
Dessa forma, supomos ao longo desta disserta¢ao que |W| > 2. O lema a seguir nos
fornece uma condi¢@o necesséria e suficiente para que uma instancia I = (G, W, /)

do S-TCP seja uma instancia SIM quando |W| = 2.

Lema 3.1. Seja I = (G, W,{,r) uma instincia do S-TCP tal que |W| = 2. Temos
que I € uma instincia SIM se, e somente se, a distincia em G entre os dois vértices

pertencentes a W € no mdximo £ + 1.

Demonstra¢ao. (=) Suponha que I seja uma instancia SIM do S-TCP. Logo, G
admite uma arvore de conexao estrita 7" para W tal que |[L(T)| < ¢ e |R(T)| < 7.
Como T é uma arvore, entre quaisquer dois de seus vértices existe exatamente um
caminho. Seja entao P o caminho em T entre os dois vértices que compoem W.
Como |L(T")| < ¢, o comprimento de P ¢ menor ou igual a /+1. Portanto, a distancia
em G entre os dois vértices pertencentes a W nao é maior do que ¢ + 1.

(<) Por outro lado, suponha que a distancia em G entre os dois vértices per-
tencentes a W seja no maximo ¢ + 1. Logo, G contém um caminho P entre os dois
vértices em W tal que o seu comprimento é no maximo ¢ 4+ 1. Portanto, [ é uma
instancia SIM do S-TCP, visto que o grafo associado a P é uma arvore de conexao

estrita para VW com no méaximo ¢ elos e que nao possui roteador. O
Lema 3.2. Seja T uma drvore. Se |folhas(T)| > 3, entao A(T') > 3.

Demonstragao. Suponha que A(T') < 2. Como T é uma arvore, e assim o é conexo e
aciclico, ou |[V(T')| = 1 ou T consiste num caminho contendo ao menos dois vértices.
Se |[V(T)| = 1, entao por defini¢ao |folhas(7)| = 0. Por outro lado, se T consiste
num caminho contendo ao menos dois vértices, entao |folhas(T")| = 2. Portanto, por
contrapositiva, temos que se |folhas(T")| > 3, entao A(T") > 3. ]

Corolario 3.3. O S-TCP(r =0) € soluciondvel em tempo polinomial.

Demonstracao. Seja I = (G, W, {) uma instancia do S-TCP(r = 0). Se |W| = 2,
entao obtemos pelo Lema 3.1 que o S-TCP(r = 0) pode ser solucionado em tempo
polinomial através de um algoritmo para o problema de encontrar um caminho

minimo entre os dois terminais pertencentes a W. O algoritmo de Dijkstra [9] é
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um exemplo de algoritmo polinomial para resolver este caso. Por outro lado, se
|IW| > 3, entao obtemos pelo Lema 3.2 que toda arvore de conexdo estrita para W
deve conter ao menos um vértice com grau maior ou igual a 3, ou seja, deve conter

um roteador. Portanto, I é neste caso uma instancia NAO do S-TCP(r = 0). ]

Analisamos agora a complexidade do S-TCP(r = 1), o qual mostramos pertencer
a classe de problemas solucionaveis em tempo polinomial. Para tanto, propomos
uma reducao de Turing do S-TCP(r = 1) para o problema MIN-SUM st—CAMINHOS
DISJUNTOS (MIN-SUM st-DP), que é definido conforme segue.

MIN-SUM $t—CAMINHOS DISJUNTOS (MIN-SUM st-DP)

Entrada: Um grafo G, dois vértices distintos s,t € V(G) e dois inteiros nao-
negativos k e x.

Questao: Existem k caminhos disjuntos em vértices entre s e t no grafo G

tais que a soma de seus comprimentos é no méaximo x?

O MIN-SUM st-DP é um problema classico de caminhos disjuntos, o qual foi
mostrado ser solucionével em tempo polinomial em 1974 por Suurballe [38]. O

teorema a seguir ¢ um enunciado desse resultado.
Teorema 3.4 (Suurballe [38]). MIN-SUM st-DP € soluciondvel em tempo polinomial.

O algoritmo proposto por Suurballe para o referido problema consiste, a grosso
modo, na estratégia de encontrar indutivamente k& caminhos disjuntos em vértices,
onde o k-ésimo desses caminho é obtido a partir dos k& — 1 primeiros caminhos
disjuntos 6timos (isto é, os caminhos cuja soma de seus comprimentos é minima),
aplicando-se a cada um desses k passos um algoritmo para o problema de caminho
minimo, como o algoritmo de Dijkstra [38, 39]. Observe que, o MIN-SUM st-DP
também pode ser interpretado como o problema de fluxo de custo minimo, onde a
capacidade e o custo de cada aresta sao iguais a 1, cada vértice v ¢ {s,t} possui
capacidade ¢(v) = 1 e a demanda de fluxo entre s e ¢ é igual a k |27, 38, 39|.

Antes de apresentarmos a redugao de Turing do S-TCP(r = 1) para o MIN-SUM
st-DP, observe que, como S-TCP(r = 0) admite um algoritmo de tempo polinomial,
podemos assumir sem perda de generalidade que uma instancia I do S-TCP(r =1) é
uma instancia NAO do S-TCP(r = 0), visto que uma primeira estratégia de resolucao
do S-TCP(r = 1) seria verificar (em tempo polinomial) se a instancia de entrada
admite uma arvore de conexao estrita que nao contenha roteadores e que respeite o
nimero maximo de elos permitidos. Além disso, note ainda que se [W| < 2e [ ¢
uma instancia SIM do S-TCP(r = 1), entdo necessariamente [ é uma instancia SIM
do S-TCP(r = 0). Desse modo, suponha também que |IW| > 3.
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Dada uma instancia I = (G, W, () do S-TCP(r = 1) e um vértice p € V(G) \ W
tal que dg(p) > |W]|, definimos uma instancia f(I,p) = (G',s,t, k,x) do MIN-SUM

st-DP conforme segue:
e V(G') =V(G) U{t}, onde ¢t é um vértice novo;
e F(G')=FE(G)U{wt | weW}
e s=p k=|W|lex=1{+2k.

Figura 3.1 ilustra o grafo G’ obtido pela construcao f.

W&U\ﬁo}/'%ww th&uij;}gw

Figura 3.1: Grafo G’ da instancia f(I, p) do MIN-SUM st-DP.

Lema 3.5. Uma instincia I = (G, W, {) € uma instancia SIM do S-TCP(r = 1) se,
e somente se, existe vértice p € V(G)\ W, com da(p) > |W|, tal que f(I,p) € uma
instancia SIM do MIN-SUM st-DP.

Demonstragao. (=) Suponha que I seja uma instancia SiM do S-TCP(r = 1). Logo,
G contém uma arvore de conexao estrita T para W com no maximo ¢ elos e com
exatamente um roteador, visto que estamos supondo que I é uma instancia NAO do
S-TCP(r = 0). Seja entdo p € V(G) \ W o roteador de T'. Como 7" é uma arvore,
para cada terminal w € W, existe um tnico caminho entre p e w em 7. Além disso,
segue do fato de que os vértices em V(T')\ {p} possuem grau no maximo 2 em 7', que
esses caminhos entre p e cada um dos terminais w € W sao disjuntos em vértices.
Logo, podemos construir uma solugdo (ou mais formalmente, um certificado para
o SIM) P para a instancia f(I,p) do MIN-SUM st-DP através da unido de tais
caminhos, juntamente com a adi¢ao das arestas wt € E(G'), para todo w € W.
Note que, P consiste em |IW| caminhos disjuntos em vértices entre p e ¢ no grafo
G’ tais que a soma de seus comprimentos ¢ no méaximo ¢ + 2k. Portanto, f(I,p) =
(G',s =p,t,k =|W|, & =+ 2k) é uma instancia SIM do MIN-SUM st-DP.

(<) Por outro lado, suponha que exista um vértice p € V(G) \ W, com dg(p) >
|[W|, tal que f(I,p) seja uma instancia SIM do MIN-SUM st-DP. Logo, existem

k = |W| caminhos disjuntos em vértices P!, P?, ..., P* entre p = s e t no grafo G’
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tais que Y ;| E(P")| < 2 = €+ 2k. Dessa forma, considere o subgrafo T' de G’
induzido pefo ;:onjunto de arestas E' = (|J ;o E(P" —t)). E imediato, por sua
propria defini¢ao, que 7' é um subgrafo de G_ e_ que, além disso, também o é uma
arvore. Observe ainda que, para 1 < i < k = |W|, os extremos dos caminhos P’ — ¢
formam exatamente o conjunto W U {s}. Logo, obtemos que folhas(T) = W e que
s ¢ o tnico vértice de T' com grau maior do que 2 (segue da suposi¢ao que |W| > 3
e do Lema 3.2). Por fim, como Y, ...|E(P")| < ¢+ 2k, T contém no maximo ¢
vértices com grau 2. Portanto, 1" é ur_ng arvore de conexao estrita de G para W com
no maximo ¢ elos e com exatamente um roteador, e assim temos que I = (G, W, /)
¢ de fato uma instancia SiM do S-TCP(r = 1). O

Figura 3.2 ilustra a ideia central utilizada na demonstracao do Lema 3.5.

w1 W2 w)w |

Figura 3.2: Rela¢ao do S-TCP(r = 1) com o MIN-SUM st-DP.

Corolario 3.6. O S-TCP(r = 1) € soluciondvel em tempo polinomial.

Demonstracao. Seja I = (G, W, ) uma instancia do S-TCP(r = 1). Para todo vér-
tice p € V(G)\ W tal que dg(p) > |W/|, construimos uma instancia f(I, p) do MIN-
SUM st-DP, conforme definimos anteriormente, e verificamos em tempo polinomial,
com base no Teorema 3.4, se f(I, p) ¢ uma instancia SIM do MIN-SUM st-DP. Caso
a resposta seja positiva para algum p, retornarmos que I é uma instancia SIM do
S-TCP(r = 1); caso contrario (isto é, se para todo p € V(G) \ W com dg(p) > |W],
f(I, p) € uma instancia NAO do MIN-SUM st-DP), retornamos que I é uma instancia
NAO do S-TCP(r = 1). A corretude desse algoritmo segue do Lema 3.5. Temos,

portanto, que o S-TCP(r = 1) é solucionavel em tempo polinomial. ]

O Algoritmo 3.1 consiste num pseudocoédigo da redugao de Turing que propomos
do S-TCP(r = 1) para o MIN-SUM st-DP. Neste pseudocodigo, incluimos algumas
passos adicionais para que o caso onde nao permite-se utilizar roteadores, isto é, o

S-TCP(r = 0), fosse também contemplado.
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Algoritmo 3.1: Algoritmo polinomial para o S-TCP(r < 1)

Entrada: Um grafo conexo G, um conjunto de terminais W C V(G), r € {0,1} e
um inteiro nao negativo £.
Saida: Se G admite uma arvore de conexao estrita para W com no maximo £ elos e
com no méaximo r roteadores, SIM; caso contrario, NAO.
se W = {wy,ws} e distg(wy,wy) < £+ 1 entao

2 L retorna SIM

[uny

w

senao se |IW| >3 er =1 entao

4 Seja G’ o grafo definido conforme segue: V(G') == V(G) U {t} e

E(G") = E(G)U{wt | w € W}, onde t & um vértice novo

para todo p € V(G) \ W com dg(p) > |W| faga
se existem |W| caminhos disjuntos em vértices entre p et em G’ cuja soma
de seus comprimentos € no mdximo £ + 2k entao

7 t retorna SIM

8 retorna NAO

3.1.2 Resultados parciais para o caso r > 2

Neste ponto, sabemos que, para r € {0,1}, o S-TCP(r) é solucionavel em tempo
polinomial. Contudo, desconhecemos a sua complexidade quando r assume valores
constantes maiores ou iguais a 2, e na verdade este ¢ um dos principais, senao o

principal, problemas que deixamos em aberto nesta dissertacao.

Problema em aberto 3.7. Para r > 2 constante, o S-TCP(r) é soluciondvel em

tempo polinomial?

Dessa forma, visando ganhar um pouco mais de intuicao sobre a complexidade
do S-TCP(r), para r > 2 constante, analisamos agora a sua rela¢cdo com outros
problemas. Considere entao, primeiramente, a variante do S-TCP(r) em que o
conjunto dos r roteadores a serem utilizados pela arvore de conexao ja é dado na

entrada do problema, a qual definimos formalmente a seguir.

S-TCP(R)

Entrada: Um grafo conexo G, um subconjunto nao vazio W C V(G), um
subconjunto nao vazio R C V(G) \ W e um inteiro nao negativo /.

Questao: O grafo G admite uma arvore de conexao estrita 1" para W tal que

IL(T)| < ¢ e R(T) = R?

Proposigao 3.8. Para r = |R| constante, S-TCP(r) «xr S-TCP(R).

Demonstracao. Seja I = (G, W, {) uma instancia do S-TCP(r). Primeiramente note

que, I é uma instancia SIM do S-TCP(r) se, e somente se, existe um subconjunto de
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roteadores R C V(G) \ W tal que (G, W, R, {) é uma instancia SIM do S-TCP(R).
Além disso, como r é limitado por uma constante, podemos enumerar todos os
possiveis r’-subconjuntos de V(G)\ W em tempo polinomial com relagao ao tamanho

de I, parar’ < r. Mais especificamente, podemos realizar essa enumeracao em tempo
S o () =0(n"), onde n = |V(G)|. O

Com base na Proposigao 3.8, podemos concluir que se o S-TCP(r) for NP-dificil,
para algum valor constante r > 2, entao, para |R| = r, o S-TCP(R) nao admitira
algoritmo de tempo polinomial, a menos que P = NP. Analogamente temos que, se
o S-TCP(R) for solucionével em tempo polinomial, entao o S-TCP(r) sera também
solucionavel em tempo polinomial. Dessa forma, uma potencial estratégia para
se atacar o S-TCP(r) consiste em realizar, a partir dele, uma redugao de Turing
para o S-TCP(R), aplicando-se de forma conjunta a essa redugao um algoritmo de
tempo polinomial para o S-TCP(R). Repare que, no Lema 3.5 adotamos justamente
essa estratégia para solucionarmos o S-TCP(r = 1). Entretanto, desconhecemos a
complexidade do S-TCP(R) quando consideramos |R| > 2.

Problema em aberto 3.9. Para |R| > 2, 0o S-TCP(R) € soluciondvel em tempo

polinomial?

Uma justificativa para esse desconhecimento, em contraste a sabermos solucionar
eficientemente o S-TCP(R) quando |R| = 1, pode ser dada pelo fato de que o S-
TCP(R) muda substancialmente seu comportamento quando |R| > 2 se comparado
ao caso em que |R| = 1. Com efeito, observe que, para |R| = 1, o SS-TCP(R) consiste
unicamente no problema de conectar os terminais em W ao vértice em R através de
caminhos disjuntos (em vértices), de modo que seja utilizado um numero limitado
de elos. Por outro lado, para |R| > 2, o SS-TCP(R) pode ser interpretado como uma

conjunc¢ao de dois problemas, a saber:

(i) similar ao caso |R| = 1, o problema de conectar os terminais em W aos vértices
em R através de caminhos disjuntos (em vértices), de modo que seja utilizado

um namero limitado de elos, conforme ilustrado na Figura 3.3a; e

(ii) o problema de conectar os vértices pertencentes a R uns aos outros através
de caminhos disjuntos (em vértices), de modo que seja também utilizado um

numero limitado de elos, conforme ilustrado na Figura 3.3b.

Observe que, a relagao de conjungao desses dois problemas para com o S-TCP(R)
equivale a garantir que a unido de uma solucao para (i) com uma solu¢ao para (ii)
resultarda numa arvore tal que o seu conjunto de roteadores é igual a R, ou seja,
todos os vértices em R devem, e tao somente eles podem, possuir grau maior ou

igual a 3 na arvore obtida. Dessa forma, nao necessariamente saber solucionar
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(a) Problema (i). (b) Problema (ii).

Figura 3.3: Interpretacdo do S-TCP(R) como uma conjung¢ao de dois problemas.

eficientemente os problemas (i) e (ii) implica em saber solucionar eficientemente o
S-TCP(R). Por outro lado, se ao menos um desses for NP-dificil, entdo obtemos,
por restrigdo, que o S-TCP(R) associado sera também NP-dificil. Uma observacao
interessante ¢ a de que a NP-dificuldade dos problemas (i) ou (ii) também implica
na NP-dificuldade do nosso problema original, o S-TCP(r). Por exemplo, podemos
realizar uma redugao polinomial a partir de (ii) para o S-TCP(r = |R|) conforme

ilustramos, informalmente, na Figura 3.4.

Figura 3.4: Reducao polinomial do problema (ii) para o S-TCP(r = |R|).

Todavia, o problema (i) se reduz polinomialmente ao MIN-SUM st-DP (conforme
mostramos em detalhes na Se¢ao 3.2.1), e portanto o é solucionavel em tempo polino-
mial, independentemente da cardinalidade de R. Quanto ao problema (ii), sabemos
solucioné-lo em tempo polinomial para qualquer conjunto R tal que |R| < 3, com
efeito: para |R| = 1, o problema ¢é trivial; para |R| = 2, o problema equivale a en-
contrar um caminho mais curto entre os dois vértices em R; e para |R| = 3, podemos
aplicar novamente um algoritmo para o MIN-SUM st-DP, adotando uma estratégia
muito similar & que utilizamos para solucionar o S-TCP(r = 1). Contudo, para
|R| > 4, ja ndo sabemos mais a qual classe de complexidade o problema (ii) per-
tence. E de modo ainda mais restrito, desconhecemos a complexidade do problema
de encontrar um caminho que contenha todos os vértices pertencentes a R e que
utilize uma quantidade limitada de elos, mesmo quando |R| = 4. A referéncia mais
proxima que encontramos na literatura sobre este caso restrito de (ii) remete-se ao
problema de encontrar um caminho de Steiner, ou seja, uma arvore de Steiner para
um dado conjunto de terminais que seja um caminho [31]. Contudo, os autores res-
tringiram a sua proposta apenas para grafos que sao drvores bindrias, para as quais

obtiveram um algoritmo de tempo linear [31]. Além deste artigo, nao encontramos
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quaisquer outras informacoes a respeito deste assunto, e assim, por mais simples
que sua formulacao seja, acreditamos que se trate de um problema em aberto para

grafos gerais.

Problema em aberto 3.10. Dado um grafo G, um subconjunto R C V(G) e
um inteiro nao negativo ¢, o problema de encontrar um caminho P em G tal que
R C V(P) e |[V(P)\ R| < (¢ ¢ soluciondvel em tempo polinomial quando |R| é

limitado por uma constante? E se |R| =47

Analisando de volta o caso geral do problema (ii), com |R| limitado por uma

constante, observamos que o mesmo equivale aos seguintes problemas:
e 0 TCP(r =0) onde R é o conjunto de terminais; e

e avariante (da versdo de decisdo) da ARVORE DE STEINER onde R é o conjunto
de terminais e exige-se que todos os vértices de Steiner (ou seja, os vértices

nao terminais da arvore) possuam grau exatamente 2.

Embora ARVORE DE STEINER tenha sido amplamente estudado, nido encontra-
mos qualquer referéncia na literatura relativa a essa sua variante em que os vértices
de Steiner devem ter grau exatamente 2 e a quantidade de terminais é limitado por
uma constante. Uma possivel razao para isso, deve-se ao fato de que, em vez de
em grafos, o problema da ARVORE DE STEINER foi originalmente definido como um
problema de geometria cf. [14] (onde deseja-se conectar um dado conjunto de pontos
no plano Euclidiano através de segmentos de retas cuja soma de seus comprimen-
tos seja minima, permitindo-se, para tanto, utilizar pontos adicionais, denominados
pontos de Steiner) e de que, para esta versao original do problema, existem pro-
priedades bem conhecidas que as solugdes 6timas (ou seja, as arvores de Steiner de
custo minimo) satisfazem, dentre as quais destacamos especialmente uma que diz
que todo vértice de Steiner (ou melhor, ponto de Steiner) possui grau exatamente
3 [17, 21]. Dessa forma, é possivel que essa variante da ARVORE DE STEINER de
fato nao tenha sido abordada anteriormente, tendo em vista que a mesma impoe
uma restricao que justamente segue a direcao oposta de uma famosa propriedade de

seu problema original. Logo, acreditamos que se trate de um problema em aberto.

Problema em aberto 3.11. A wvariante do ARVORE DE STEINER em que todos
vértices de Steiner devem possuir grau exatamente 2 € soluciondvel em tempo poli-

nomial se o nimero de terminais € limitado por uma constante?

Por outro lado, sabemos solucionar em tempo polinomial a versao relaxada dessa
variante da ARVORE DE STEINER na qual o custo total da arvore nao ¢ limitado.
Mais do que isso, podemos solucionar em tempo polinomial a variante do S-TCP(r)

na qual o nimero maximo de elos nao ¢é limitado, caso a cardinalidade do conjunto
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de terminais seja limitada por uma constante. Para tanto, realizamos uma reducao

de Turing para k-CAMINHOS DISJUNTOS (k-DP), que é definido conforme segue.

k-CAMINHOS DISJUNTOS (k-DP)

Entrada: Um grafo G e k pares nao ordenados {s1,t1}, {s2,ta}, ..., {Sk, tx}
de vértices de G.
Questdo: O grafo G contém k caminhos disjuntos em vértices P!, P2, ..., P*

tais que os extremos de P! sdo s; e t;?

O k-DP é um problema combinatoério classico, que foi provado por Karp em [24]
ser NP-completo se k faz parte de sua entrada cf. [15, 25, 27]. Em contrapartida, Ro-
bertson e Seymour provaram em seu trabalho seminal que se k é tido como parametro
fixo, entao o k-DP pertence a classe de problemas solucionaveis em tempo polino-
mial, mais especificamente a classe FPT [34]. Em adi¢ao ao algoritmo de Robertson
e Seymour, outros algoritmos FPT com melhores complexidades de tempo foram

posteriormente obtidos, um exemplo é o algoritmo de Kawarabayashi et al. [25].

Proposicao 3.12. A versao relarada do S-TCP(r) na qual nao se limita a quanti-
dade de elos nas drvores de conexao € soluciondvel em tempo polinomial se o numero

de terminais € tido como pardmetro fixo.

Demonstracao. O Algoritmo 3.2 é um pseudocddigo da reducao de Turing que pro-
pomos da versao relaxada do S-TCP(r) para o k-DP. A sua corretude segue do fato
de que sao analisadas todas as possiveis topologias T" € T de arvores de conexao
estrita do grafo G para o conjunto de terminais W (no que se refere a estrutura
de conexao dos roteadores uns para com os outros e a estrutura de conexao entre
roteadores e terminais), e de que I é uma instancia SiM do S-TCP(r) se, e somente,
existir uma topologia T tal que f(I,7T) é uma instancia SIM do k-DP. Uma observa-
¢ao adicional interessante é a de que, se f(I,7T') é uma instancia SIM do k-DP para
uma dada topologia T" € T, entao o grafo G admite uma &arvore de conexao estrita
para W cujo conjunto de roteadores ¢ R = V(T') \ W.

Quanto & complexidade do Algoritmo 3.2, temos que o lago da linha 2 executa
O(n") iteragoes. Ademais, sabemos pela formula Cayley [4] que um grafo completo
com ¢ vértices possui ¢?~2 arvores geradoras, e assim obtemos que o laco da linha 3
executa no total |T| = ¢772 iteragoes, onde ¢ = |W| + |R| neste caso. Observe
ainda, que a condi¢do da linha 4 pode ser facilmente verificada em tempo O(n).
Portanto, as operagoes descritas nas linhas 2 a 5 podem ser executadas em tempo
O(n" Y (|W |+r)WI+7=2) Por fim, como k = |E(T)| < |W|+r e o k-DP é solucionavel
em tempo polinomial quando k é tido como parametro fixo, obtemos que o algoritmo

em questao possui complexidade de tempo polinomial. O
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Algoritmo 3.2: Redugao de Turing para o k-DP

Entrada: Um grafo G, um conjunto nao vazio de terminais W C V(G) tal que |W/|
¢é limitado por uma constante e uma constante nao negativa r.
Saida: Se GG admite uma arvore de conexao estrita para W com no méaximo r
roteadores, SIM; caso contrario, NAO.
Seja T := 2
para cada subconjunto R C V(G)\ W tal que |R| < r faga
para cada drvore geradora T' do grafo completo H tal que V(H) = W U R faga

L se VweW,dp(w)=1eVpeR, dr(p) > 3 entao

(S} B W N

| T=TU{T}
para cada drvore T € T faga
7 Seja f(I,T) = (G',{s1,82},...,{Sk, tx}) uma instancia do k-DP tal que
G =Ge{sjti}=ej,ondee, € E(T)el<i<k=|ET)]
8 se f(I,T) € uma instancia SIM do k-DP entao

[

9 L retorna SIM

10 retorna NAO

A principio, poderfamos aplicar uma estratégia similar & utilizada na Proposi-
¢ao 3.12 para provar que o S-TCP(r) (agora com limitacao de elos) é também soluci-
onéavel em tempo polinomial quando || é limitado por uma constante. No entanto,
desconhecemos a complexidade do problema equivalente ao k-DP em que o compri-
mento total dos caminhos é limitado, o MIN-SUM k-DP. Na verdade, desconhece-se
a qual classe de complexidade o MIN-SUM k-DP pertence mesmo quando k = 2, o
que permanece em aberto por mais de vinte anos [15, 18, 27|. Descrevemos a seguir

uma defini¢ao formal para o referido problema.

MIN-SUM k-CAMINHOS DISJUNTOS (MIN-SUM k-DP)

Entrada: Um grafo G, k pares nao ordenados {si1,t1}, {s2,ta}, ..., {sk, tx} de
vértices de GG e um inteiro nao negativo x.

Questao: O grafo G contém k caminhos disjuntos em vértices P!, P2, ..., P*
tais que os extremos de P’ sdo s; e t; e Zf:1|E(Pz)| <z?

Apesar de nao se conhecer a complexidade do MIN-SUM k-DP para grafos gerais,
sabe-se que se restringi-lo para grafos com treewidth limitado, entao o mesmo pode
ser solucionado em tempo linear, independentemente de k ser tido como parame-
tro fixo [36]. Baseado neste resultado, podemos aplicar uma estratégia idéntica a
descrita na Proposicao 3.12, e assim obtermos um algoritmo de tempo polinomial
para o S-TCP(r) quando restrito para grafos com treewidth limitado e o namero de
terminais é limitado por uma constante (visto que enumeramos todas as topologias

de arvores de conexao estrita), conforme mostramos na proposi¢ao a seguir.
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Proposicao 3.13. O S-TCP(r) é soluciondvel em tempo polinomial se restrito aos
grafos com treewidth limitado e se, além disso, o nimero de terminais € limitado

por uma constante.

Demonstragao. Para provarmos este resultado aplicamos uma estratégia idéntica a
descrita na Proposicao 3.12, sendo a tnica excecao a condig¢ao descrita na linha 8
do Algoritmo 3.2, que agora em vez de verificarmos se f(I, k) é uma instancia SIM

do k-DP, verificamos se f(I, k) ¢ uma instancia SIM do MIN-SUM k-DP. O

Uma observagao interessante é que os resultados propostos nas Proposigoes 3.12
e 3.13 também sao vélidos para o TCP. A tinica modificagao em suas demonstragoes
que devemos realizar é a de remover a condi¢ao descrita na linha 4 do Algoritmo 3.2
que garante que todos os vértices terminais possuirao grau 1.

Em [14], Dreyfus e Wagner propuseram um algoritmo FPT de programacao dina-
mica para ARVORE DE STEINER, tendo como parametro fixo o niimero de terminais.
Apesar deste resultado e do S-TCP se relacionar de forma bem proxima a ARVORE
DE STEINER, nao é muito claro que possamos adaptar esse algoritmo com o objetivo
de solucionar o S-TCP. A maior dificuldade, para se obter essa adaptacao, consiste
em incorporar no algoritmo algum mecanismo que garanta que a restricao quanto
ao nimero maximo de roteadores seja respeitada, de modo que a quantidade de elos
utilizados (ou, alternativamente, o custo da arvore) ainda seja minimizada. Dessa
forma, de modo um pouco mais geral do que os demais problemas analisados nesta
subsec¢ao, enunciamos como um problema em aberto o de determinar a qual classe
de complexidade o S-TCP (ou até mesmo o TCP) pertence quando o namero de

terminais é fixo, para grafos quaisquer.

Problema em aberto 3.14. O S-TCP (ou o TCP) € soluciondvel em tempo poli-
nomial, mais especificamente em tempo FPT, quando o nimero de terminais € tido

como pardmetro firo? FE se £ ou r sao também tidos como pardmetros fixos?

Para finalizarmos essa subsecao, considere a seguinte proposicao, a qual nos

fornece uma certa relagdo de monotonicidade quanto a complexidade do S-TCP(r).
Proposicao 3.15. Para ¢ >0, S-TCP(r =c) < S-TCP(r =c+1).

Demonstragao. Seja I = (G, W, {) uma instancia do S-TCP(r = ¢), e seja w € W.
Construimos a partir de I e do terminal w uma instancia f(/,w) = (G', W', {') do

S-TCP(r = ¢+ 1) conforme segue:

e criamos dois vértices w! e w? e adicionamos as arestas w'w e w?w;

e para cada aresta e = vw € E(G) incidente a w, efetuamos ¢ subdivisoes de e,

obtendo assim o grafo G’ tal que
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- V(@) =V(G)U{w", w?}U{ul u uttt le=wvw € E(G)} e

— E(G)=E(G)\{vw|v e Ng(w)}
U {w'w, ww} U {oul, ulv?, . ulul e | e = vw € E(G));

e por fim, definimos W = W \ {w} U {w!, w?} e £/ =20 + 1.

Figura 3.5 ilustra a construgao da instancia f(I,w).

(I,w)
f

Figura 3.5: Reducao do S-TCP(r = ¢) para o S-TCP(r = ¢+ 1)

Mostramos agora que I é uma instancia SIM do S-TCP(r = ¢) se, e somente se,
f(I,w) é uma instancia SIM do S-TCP(r = ¢ + 1), para qualquer w € W.

(=) Suponha que [ seja uma instancia SIM do S-TCP(r = ¢). Logo, G admite
uma arvore de conexao estrita T para W tal que |[L(T')| < £ e |R(T)| < ¢. Como, por
hipotese, folhas(T') = W, existe uma tnica aresta incidente a w em 7', digamos que

tal seja a aresta e = vw € E(T). Considere entao o subgrafo 7" de G’ obtido a partir

de T e e da seguinte forma: V(T") = V(T)U{w", w?} U{ul, u2, ... ulfl} e E(T") =
E(M\{e}u{w'w, w?w}U{vul, ulu?, ... vtut vl tw}. Por construgao, TV é uma
arvore de conexao estrita de G’ para W’ tal que L(T") = L(T) U {ul,u2,... uf1} e

R(T") = R(T) U {w}. Assim, |L(T")] <2(+1e |R(T")| < ¢+ 1, e portanto f(],w)
uma instancia SIM do S-TCP(r = ¢+ 1).

(<) Suponha agora que f(I,w) seja uma instancia SIM do S-TCP(r = ¢+ 1).
Logo, G admite uma arvore de conexao estrita para W’ tal que |L(T")| < ¢/ =2(+1

Lw? e W em G’ é o vértice

e [R(T")| < ¢+ 1. Como o tnico vizinho dos terminais w
w, 0 mesmo necessariamente pertence a V(7") e, além disso, o é um roteador de T”.
Note ainda que, além dos vértices w' e w?, w possui um tnico vizinho em 7", pois
caso contrario |L(T")| > 2¢+1, o que seria um absurdo. Seja entdo u‘™! este vizinho
de w, onde e = vw para algum v € Ng(w). Considere o subgrafo 7" de G obtido a
partir de 7" e e da seguinte forma: V(T') = V(T") \ ({w', w?} U {ul, u2, ... ult'})

e BE(T) = E(T") \ ({w'w,w*w} U {vul,ulu?, ... ulu™ ufMw}). Novamente por

e) e er ? ee ’e

construgao, temos que 7' é uma arvore de conexao estrita de G para W tal que

L(T) = L(T") \ {ul,u? ..., "} e R(T) = R(T") \ {w}. Assim, |L(T)| < (e
IR(T")| < ¢, e portanto I é uma instancia SIM do S-TCP(r = ¢). O

Uma consequéncia imediata da Proposi¢ao 3.15 é a de que se, para algum ¢ > 2,

0 S-TCP(r = ¢) for NP-dificil, entdo o S-TCP(r = ¢/) serd também NP-dificil, para
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todo ¢ > ¢. Em contrapartida, observe que saber que o S-TCP(r = ¢) é solucionavel
em tempo polinomial para algum ¢ > 1 nao necessariamente implica em ser fato que
0 S-TCP(r = ¢+ 1) sera também solucionével em tempo polinomial. Por exemplo,
sabemos que o S-TCP(r = 1) admite algoritmo de tempo polinomial, mas com base
apenas nessa informacao nao conseguimos construir, ao menos de forma imediata,

um algoritmo polinomial para o S-TCP(r = 2).

3.2 Restricoes adicionais

Ainda com o objetivo de obtermos mais intuigdo sobre o S-TCP(r), especial-
mente quando r assume valores constantes maiores ou iguais a 2, realizamos neste
momento uma andlise da complexidade de algumas variantes do S-TCP(r), que con-
tém restri¢oes adicionais as restri¢oes ja presentes no problema original. Observamos
que, embora possa aparentar que tais restricoes se remetam a requerimentos muito
peculiares, com base nelas podemos inferir algumas caracteristicas das instancias
dificeis, caso existam, do S-TCP(r).

3.2.1 Subgrafo de roteadores conexo

A primeira destas variantes do S-TCP(r) que consideramos é a de quando exige-
se que o conjunto de roteadores de uma arvore de conexao estrita 7' induza um
subgrafo conexo de T, ou seja, para quaisquer dois vértices p, p’ € R(T'), os vértices
pertencentes ao caminho em 7" entre p e p’ devem todos pertencer a R(T"). Descre-
vemos a seguir uma defini¢ao formal para o referido problema, contudo enunciamos

0 seu caso mais geral no qual nao necessariamente r é limitado por uma constante.

SUBGRAFO DE ROTEADORES CONEXO S-TCP

Entrada: Um grafo conexo G, um subconjunto nao vazio W C V(G), um
inteiro nao negativo £ e um inteiro positivo 7.

Questao: O grafo G admite uma arvore de conexao estrita 1" para W tal que
IL(T)| < ¢, IR(T)| <reR(T) induz um subgrafo conexo de 17

Teorema 3.16 (Dourado et al. [10]). SUBGRAFO DE ROTEADORES CONEXO S-
TCP(¢) é NP-completo.

Demonstracao. Este resultado segue imediatamente da prova de NP-completude
proposta por Dourado et al. para o TCP(¢) [10], que é descrita no Teorema 2.1. Note
que, na reducao polinomial desta prova, todos os possiveis conjuntos de roteadores
das arvores de conexao T referentes as instancia SIM do 3-SAT necessariamente
induzem um subgrafo conexo de T. Além disso, conforme comentamos na propria

demonstracao do Teorema 2.1, todas estas arvores de conexao 1" sao estritas. Logo, o
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Teorema 2.1 estabelece uma reducao polinomial a partir do 3-SAT nao somente para
o TCP(¢) como também para SUBGRAFO DE ROTEADORES CONEXO S-TCP(¢) (e
para SUBGRAFO DE ROTEADORES CONEXO TCP(¢)). Portanto, SUBGRAFO DE
ROTEADORES CONEXO S-TCP(¢) é NP-completo, tendo em vista que o mesmo

pertence a classe NP. O

Em contraste ao teorema anterior, provamos a seguir que, para todo valor cons-
tante r > 1, SUBGRAFO DE ROTEADORES CONEXO S-TCP(r) é solucionavel em
tempo polinomial. Para tanto, realizamos uma redugao de Turing para o MIN-SUM
st-DP semelhante a que propomos no Lema 3.5 para solucionar o S-TCP(r = 1).
No entanto, antes de propriamente apresentarmos a referida reducao, descrevemos
algumas observacoes quanto ao problema SUBGRAFO DE ROTEADORES CONEXO
S-TCP(r).

Primeiramente, note que, a Proposicao 3.8 é também aplicivel ao problema SUB-
GRAFO DE ROTEADORES CONEXO S-TCP(r), no sentido de que existe uma redugao
de Turing de SUBGRAFO DE ROTEADORES CONEXO S-TCP(r) para SUBGRAFO DE
ROTEADORES CONEXO S-TCP(R). Dessa forma, como o nosso objetivo é propor
um algoritmo de tempo polinomial, podemos supor sem perda de generalidade que
os conjuntos de roteadores das &rvores de conexao sao previamente conhecidos na
entrada do problema.

Seja I = (G,W, R',{) uma instancia arbitraria de SUBGRAFO DE ROTEADO-
RES CONEXO S-TCP(R = R’). Como o S-TCP(R = R*) é solucionavel em tempo
polinomial quando |R*| = 1, uma estratégia natural que poderia-se tentar apli-
car a0 SUBGRAFO DE ROTEADORES CONEXO S-TCP(R = R') com o intuito de
solucioné-lo seria: para cada arvore geradora Tr de G[R'], obter a partir de G o
grafo Hr,, resultante da contracao de todas as arestas pertencentes a E(Tx ), tal que
V(Hr,) =V(G)\R'U{p*} e E(Hrp,,) = E(G)\ E(Tr ) U{vpx | v € Ng(R')}, onde
Ng(R') = Uuer Na(u) \ R'; e apos essa operagao aplicar um algoritmo de tempo
polinomial para o S-TCP(R = R*) sobre a instancia f(I,Tr) = (Hr,,,W,R* =
{p*},0). Se para alguma arvore geradora Tx, f(I,Tr) fosse uma instancia SIM do
S-TCP(R = R*), entao retornariamos que I que ¢ uma instancia SIM do SUBGRAFO
DE ROTEADORES CONEXO S-TCP(R = R'); caso contrario, retornariamos que I é
uma instancia NAO.

Contudo, esta estratégia nem sempre funciona, pois possivelmente, para alguma
arvore geradora Tr de G[R'|, f(I,Tr) ¢ uma instancia SIM do S-TCP(R = R*),
enquanto que I é uma instancia NAO de SUBGRAFO DE ROTEADORES CONEXO
S-TCP(R = R’). Com efeito, suponha que G[R'] contenha uma tnica arvore ge-
radora, digamos Txr. Além disso, suponha ainda que exista uma tnica arvore de
conexao estrita que certifique o SIM de f(I,Tg/), digamos T},. Note que, é possivel

que algum vértice pertencente a R’ se torne, inevitavelmente, um elo em todas as
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configuracoes de arvores de conexao estrita obtidas a partir de 7} pelo processo
inverso de contragao das arestas em E(Tg/). Assim, se |L(T})| = ¢, entdo qualquer
arvore de conexao estrita correspondente a I utilizara mais do que £ elos, e portanto
I sera neste caso uma instancia NAO de SUBGRAFO DE ROTEADORES CONEXO
S-TCP(R = R'). Para concretizar essa situagao hipotética, considere o exemplo
ilustrado na Figura 3.6, e assuma que R’ = {p1,p2} e o nimero méaximo de elos
permitidos seja ¢ = 2. Embora [ seja uma instincia NAO de SUBGRAFO DE ROTE-
ADORES CONEXO S-TCP(R = R') — visto que, em todas as suas configuracoes de
arvores de conexao estrita sao utilizados trés elos —, f(I,Tr/) ¢ uma instancia SIM
do S-TCP(R = R*) numa das configuragoes ilustradas. Note ainda que, mais do que
I, neste exemplo, ser uma instancia NAO de SUBGRAFO DE ROTEADORES CONEXO
S-TCP(R = R'), temos que, para qualquer r > 0, (G, W, ¢ = 2) é uma instancia
NAO do S-TCP(r). Assim, esta estratégia de contracao de arestas nao funciona
mesmo quando nao é requerido que o conjunto de roteadores seja precisamente R,

ou até mesmo quando o nimero maximo de roteadores nao é limitado.

Sim

NAo
I FI,Trr)
—>
P1 P2
E P1 P2
NAo

p*
— —
p1 P2 p* é »
<7

Figura 3.6: Estratégia de contracao de arestas.

NAo

Dessa forma, a prova de que SUBGRAFO DE ROTEADORES CONEXO S-TC(R)
é solucionével em tempo polinomial nao segue de forma tao imediata do fato que
o S-TCP(r = 1) pode ser solucionado em tempo polinomial. Descrevemos agora a
redugao de Turing que propomos do MIN-SUM st-DP para SUBGRAFO DE ROTEA-
DORES CONEXO S-TC(R).

Seja I = (G, W, R, {) uma instancia de SUBGRAFO DE ROTEADORES CONEXO S-
TC(R) e seja Tr uma arvore geradora de G|R]. Objetivamos encontrar uma arvore

de conexao estrita T que certifique o SIM de I, de modo que T[R] = Tr. Suponha

entao que
> (dalp) = dry(p)) > [W], e que (3.1)
pER
>0
> 83 dra(p) < W], onde Bz) = s (3:2)
Py 0, caso contrario.

Equacao (3.1) é uma condicao necesséaria para que, para cada terminal w € W, exista
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um caminho em 7" entre w e algum roteador p € R. Por outro lado, Equacgao (3.2)
¢ uma condigao necessaria para que todos os vértices pertencentes a R de fato
possuam grau maior ou igual a 3 em 7. Logo, se ao menos uma dessas condigoes
nao for satisfeita, entao certamente G nao admitira uma arvore de conexao estrita T’
para W tal que R(T) = R e T|R] = Tx. Suponha ainda, sem perda de generalidade,
que os vértices em R nao sejam adjacentes aos terminais em W. (Caso exista algum
vértice em R que seja adjacente a um terminal, basta subdividirmos a aresta entre
eles e definirmos ¢ := ¢ 4 1. Esta tltima suposi¢cao possui o intuito de tao somente
simplificar a demonstragao do proximo lema.)

Construimos a partir de I e Tr uma instancia f(I,Tgr) = (G', s, t, k,x) do MIN-

SUM st-DP conforme segue:

e criamos dois vértices s e t, e os adicionamos a G';

e adicionamos todos os vértices em V(G) \ R a G, juntamente com as arestas

em E(G)\{pv|p€ Reve Nalp)};

e para cada vértice p; € R tal que dr,(p;) = 1, criamos dois vértices p} e p?
e os adicionamos a G’, juntamente com as arestas piv, p?v, para todo v €

Ne(pi) \ R;

e para cada vértice p; € R tal que dr,(p;) = 2, criamos um vértice p! e o

adicionamos a G’, juntamente com as arestas p;v, para todo v € Ng(p;) \ R;

T .
R a (G', juntamente com as arestas

e adicionamos ainda os vértices pl, p2, ..., pi
plo, pu, ... pi™y, para todo v € U,er Na(p) \ R, onde gr,, = [W|— (21 + g2),
@ = Hpi | pi € Redr(pi) =1} e o = [{pi | pi € R e dry(pi) = 2} (segue

da Equagao (3.2) que gr,, > 0);

e para cada p; € R'UR?U R*, adicionamos a aresta sp; a G, sendo os conjuntos
R = {p},p? | pi € Redr,(pi) = 1}, R* = {p} | pi € Redr,(p;) = 2} e
Re={pl|1<j<an};

e para cada terminal w € W, adicionamos a aresta wt a G;

e por fim, definimos k = |W| e z = { + 3k.

Figura 3.7 ilustra a constru¢do da instancia f(I,Tr). Nesta ilustracdo, consi-
deramos o caso particular em que |R| = 2, para o qual Tk é necessariamente um
caminho entre os dois vértices em R e ¢ = qr, = |W| — 4.

Um conceito que nos seré 1til na demonstracao do lema a seguir, e de resultados
posteriores descritos nesta dissertacao, ¢ o de um roteador conectar um terminal

numa arvore de conexao estrita. Dada uma arvore de conexao estrita 7' para um
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P1 P2

—>
Ne(p)\ B (... ... Ne(p2) \ R Na(p1) \
oo

Figura 3.7: Construcao da instancia f(I,Tg) do MIN-sUM st-DP.

conjunto de terminais W, dizemos que o roteador p € R(T) conecta o terminal
w e W aT se, para todo p' € R(T) \ {p}, distr(p, w) < disty(p’, w). Neste caso,
dizemos ainda que w € conectado a T através de p. Observe que, cada terminal
de uma arvore de conexao estrita 7T é conectado a T através de exatamente um

roteador.

Lema 3.17. Uma instancia I = (G, W, R,{) de SUBGRAFO DE ROTEADORES CO-
NEXO S-TCP(R) € uma instancia SIM se, e somente se, existe uma drvore geradora
Tgr de G[R] tal que f(I,Tg) é uma instancia SIM do MIN-SUM st-DP.

Demonstrag¢ao. (=) Suponha que I seja uma instancia SIM de SUBGRAFO DE RO-
TEADORES CONEXO S-TCP(R). Logo, G contém uma arvore de conexao estrita 7'
para W com no méximo ¢ elos tal que o seu conjunto de roteadores é R, o qual induz
um subgrafo conexo de T'. Seja entao Tg esse subgrafo de T" induzido por R(T'), que
necessariamente ¢ uma arvore, ja que que 7' é aciclico. Construimos a partir de 7T,
e de Tg, uma solu¢ao P (ou mais formalmente, um certificado para o SIM) para a
instancia f(I,Txr) do MIN-SUM st-DP conforme descrevemos a seguir.

Como todos os vértices p; € R(T) possuem grau maior ou igual a 3 em T, se
dr,(pi) = 1, entdo ha ao menos dois terminais em W que sao conectados a T' por
p;. Dessa forma, considere P,, ., = (0i,Va,- .- Wa) € Py, = (Pi, Vb, ..., ws), dois
caminhos em 7" com origem em p;, tais que um destes possui como destino o termi-
nal w, € W e o outro possui como destino o terminal w, € W, onde w, e w, sao
conectados a 1" através de p; e w, # wy. Definimos a partir de P, ., € P,, w, 0s ca-
minhos P, = (s, PH Vg, W, t) € Py = (8 P2, Vg, -, Wy, t), € os adicionamos
a P. De modo anélogo, se dr,,(p;) = 2, entd@o ha ao menos um terminal em W que é
conectado a T' por p;. Considere, entdo, o caminho P,, ., = (i, Va, ..., w,) em T, tal
que w, € W é conectado a T" através de p;. Definimos a partir de P,, ,,, o caminho
P = (5 P} Vay -+, Wa, t), € 0 adicionamos a P. Seja W’ o conjunto formado pelos
terminais que estao presentes nos caminhos que adicionamos a P até o momento, e

seja W* = W \ W’. Observe que, por construcdo, |R*| = |W*|. Logo, existe uma
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correspondéncia biunivoca entre R* e W*. Seja entao a: W* — R* uma bijecao
qualquer entre tais conjuntos. Para cada terminal w* € W*, considere o caminho
P,w = {p,v,...,w*), onde p € R(T") é o roteador que conecta w* a T'. Definimos a
partir de P, .+ o caminho P} . = (s, a(w”),v,...,w*, 1), e o adicionamos a P.

Observe que, por construcao, todos os caminhos em P estao necessariamente
contidos em G’ e que, além disso, P consiste em |IW| caminhos disjuntos em vértices
entre s e t no grafo G'. A disjuncao desses caminhos segue do fato de que todos
os vértices internos dos caminhos em 7' entre os terminais pertencentes a W e os
roteadores que os conectam a T s@o elos. Por fim, como |L(T')| < ¢, o somatorio
dos comprimentos dos caminhos em P é no maximo ¢ + 3k. Portanto, f(I,Tg) =
(G’ s,t,k =|W|,x = ¢+ 3k) é uma instancia SIM do MIN-SUM st-DP.

(<) Suponha agora que exista uma arvore geradora T de G[R] tal que f(I,Tg)
seja uma instancia SIM do MIN-SUM st-DP. Logo, existem k = |IW| caminhos dis-
juntos em vértices entre s e ¢t no grafo G’ tais que o somatoério de seus comprimentos
é no maximo x = ¢ + 3k.

Seja P o conjunto formado por esses caminhos e seja S um conjunto inicialmente
vazio. Para cada P’ € P tal que P’ = (s, pi,v,...,w,t) ou P’ = (s,p2,v,...,w,t),
definimos o caminho P = (p;, v, ..., w) e o adicionamos a S, onde p; € R. Por outro
lado, se P’ € P é tal que P' = (s,pl,v,...,w,t), para algum j com 1 < j < gr,,
entdo definimos o caminho P = (p,v,...,w) e o adicionamos a S, onde p é um
vértice em R N Ng(v) arbitrario. Como os caminhos em P seguem um desses trés
formatos, obtemos que |S| = |P| = |W|. Ademais, note que cada vértice em W
pertence a nao mais do que um caminho em S, visto que os caminhos em P sao
disjuntos em vértices e que os vértices em W sao todos vértices internos desses
caminhos. Logo, existe uma bijecao entre S e W. Note ainda que, por construgao,
todos os caminhos em & estao necessariamente contidos em G.

Dessa forma, considere o grafo T' obtido a partir de T e de S da seguinte
forma: V(T) = RUUpes V(P) e E(T) = E(Tg) U Upeg E(P). E imediato, por
sua propria definicao e das observagoes que fizemos no parédgrafo anterior, que T
é um subgrafo de G e que, além disso, também o é uma arvore. Observe ainda
que, os extremos dos caminhos P € S formam exatamente o conjunto W U R.
Logo, obtemos que folhas(T) 2 W. Ademais, como |R' U R*> U R*| = k = |P|,
para cada vértice p’ € R' U R? U R*, ha um caminho P’ € P tal que p' € V(P).
Consequentemente, todos os vértices pertencentes a R possuem grau maior ou igual
a 3 em T. Dessa forma, temos que R(7') O R e, assim, folhas(7)) = W. Contudo,
como os caminhos em § sao disjuntos em vértices (ja que os caminhos em P s@o
disjuntos em vértices), todos os vértices em V(T') \ R possuem grau no maximo
2 em T. Logo, R(T) C R e, assim, obtemos que R(7) = R. Adicionalmente,
obtemos também que L(T) = V(T) \ (W U R). Por fim, decorre do fato de que
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YopeplE(P)| <043k = (4 3|W| que |[L(T)| < {. Portanto, I ¢ uma instancia Sim
de SUBGRAFO DE ROTEADORES CONEXO S-TCP(R). O

Corolario 3.18. SUBGRAFO DE ROTEADORES CONEXO S-TCP(R) € soluciondvel

em tempo polinomial se |R| € limitado por uma constante.

Demonstracao. Seja I = (G, W, R, () uma instancia de SUBGRAFO DE ROTEADO-
RES CONEXO S-TCP(R). Para toda arvore geradora Ty de G[R], construimos uma
instancia f(I,Tg) do MIN-SUM st-DP, conforme definimos anteriormente, e verifi-
camos em tempo polinomial, com base no Teorema 3.4, se f(I,Tr) ¢ uma instancia
SIM do MIN-SUM st-DP. Caso a resposta seja positiva para alguma arvore geradora
Tr de G[R], retornarmos que I ¢ uma instancia SIM de SUBGRAFO DE ROTEA-
DORES CONEXO S-TCP(R); caso contrario (isto é, se para toda arvore geradora
Tr de G[R], f(I,Tr) é uma instancia NAO do MIN-SUM st-DP), retornamos que
I ¢ uma instancia NAO de SUBGRAFO DE ROTEADORES CONEXO S-TCP(R). A
corretude desse algoritmo segue do Lema 3.17. Note que, com base na férmula
de Cayley [4], podemos enumerar todas as possiveis arvores geradoras de G|R| em
tempo O(|R|"™7?). Portanto, obtemos que o problema SUBGRAFO DE ROTEADO-
RES CONEXO S-TCP(R) é solucionavel em tempo polinomial se |R| é limitado por

uma constante. O

Corolario 3.19. Para todo r > 1 constante, SUBGRAFO DE ROTEADORES CONEXO

S-TCP(r) € soluciondvel em tempo polinomial.

Demonstragao. Segue imediatamente do Corolario 3.18 e do fato de que existe uma
reducao de Turing de SUBGRAFO DE ROTEADORES CONEXO S-TCP(r) para SUB-
GRAFO DE ROTEADORES CONEXO S-TCP(R). O

Uma observacao interessante quanto ao problema SUBGRAFO DE ROTEADORES
CONEXO S-TCP(R) é a de que, particularmente para o caso em que |R| = 2, ndo ha
perda de generalidade ao se relaxar a exigéncia do conjunto R induzir um subgrafo
conexo das arvores de conexao para a restrigdo na qual exige-se que apenas G[R]
seja conexo, no sentido de que uma instancia I serd uma instancia SIM do problema
original se, e somente, se I também for uma instancia SIM dessa versao relaxada do

problema. O lema a seguir formaliza essa observacao.

Lema 3.20. Para |R| = 2, uma instincia I = (G, W, R, () é uma instancia SIM de
SUBGRAFO DE ROTEADORES CONEXO S-TCP(R) se, e somente se, G[R] € conexo
e I é uma instancia SIM do S-TCP(R).

Demonstragao. (=) Se I é uma instancia SIM de SUBGRAFO DE ROTEADORES
CONEXO S-TCP(R), entao claramente G[R] ¢ conexo e I ¢ uma instancia SIM do
S-TCP(R).
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(<) Suponha agora que G[R] seja conexo e que G admita uma arvore de conexao
estrita T para W tal que |L(T)] < £ e R(T) = R. Seja P o caminho em T entre os
dois roteadores de T, e seja e a aresta em G entre eles. Considere o grafo 7" definido
do seguinte modo: V(T") = V(T)\ (V(P)\ R) e E(T") = E(T) U {e} \ E(P).
Claramente, 7" ¢ um arvore de conexao estrita de G para W tal que |L(T)| < ¢,
R(T) = R e T'[R] é conexo. Portanto, I ¢ uma instancia SIM de SUBGRAFO DE
ROTEADORES CONEXO S-TCP(R). O

No entanto, note que o resultado estabelecido pelo lema anterior nao é gene-
ralizavel para |R| > 2, o que é exemplificado na Figura 3.8. Apesar do grafo G
ilustrado na figura admitir uma arvore de conexao estrita para W (vértices desta-
cados em azul) com conjunto de roteadores R (vértices com preenchimento preto)
e que utilize apenas um elo, toda arvore de conexao estrita T" de G para W, tal
que T[R] é conexo, possui ao menos dois elos. Logo, G[R] é conexo e G admite
uma arvore de conexao estrita para W tal que |L(T)| = ¢ =1 ¢ R(T) = R, porém
(G,W,R,{ = 1) é uma instancia NAO de SUBGRAFO DE ROTEADORES CONEXO
S-TCP(R). Figura 3.9 consiste num outro exemplo, no qual I = (G,W,R,{ = 1)
¢ uma instancia SIM do S-TCP(R), porém, mesmo sendo G[R] conexo, I & uma
instancia NAO de SUBGRAFO DE ROTEADORES CONEXO S-TCP(R). Repare ainda
que, neste ultimo exemplo, I é uma instancia NAO de SUBGRAFO DE ROTEADORES
CONEXO S-TCP(R) mesmo quando tomamos como conjunto de roteadores qual-
quer subconjunto préprio R’ de R. Logo, o exemplo anterior nao consiste num caso
particular, em que I é uma instancia NAO pois requer-se utilizar uma quantidade

de roteadores além do necessério.

(a) Grafo G. (b) T[R] nao conexo. (¢) T[R] conexo.

Figura 3.8: Arvores de conexdo estrita, dado que G[R] é conexo.

Dessa forma, nos questionamos sobre o quanto possuir a informagao prévia de
que G[R] é conexo interfere na complexidade do S-TCP(R). Para |R| = 2, sabemos
que o problema admite algoritmo de tempo polinomial, contudo, para |R| > 3,
sabemos soluciona-lo em tempo polinomial somente quando requer-se que R induza
um subgrafo conexo das proprias arvores de conexao estrita. Deixamos, entao, este

questionamento como um problema em aberto, conforme descrevemos a seguir.

Problema em aberto 3.21. Para |R| > 3, 0 S-TCP(R) é soluciondvel em tempo

polinomial se G[R] € conexo?
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R BN

) Grafo G. (b) T[R] nao conexo. CONEXO.

T[R'] conexo, R’ C R. T[R'] conexo, R' C R.

Figura 3.9: Arvores de conexdo estrita, dado que G[R'] é conexo, onde R C R.

3.2.2 Conjunto de terminais particionado

Naturalmente em toda arvore de conexao estrita 1" para W, com conjunto de
roteadores R(T") = {p1,p2,...,pr}, existe uma particdo do conjunto de terminais
W em ' < r partes: Wiy UW,o U ---U W, tal que todos os terminais w € W; sao
conectados a T através do roteador p;, para 1 < i < r/. Figura 3.10 ilustra essa
particao do conjunto de terminais.

R(T)
P1 Pe  P3
o

T;...lﬁHﬁ...ﬁl d- gl

Wi Wa W3 Wy Ws

Figura 3.10: Particao W =W UWo U ---U W,

Dessa forma, é coerente questionar como o S-TCP(r) se comporta, no que con-
cerne & sua complexidade, quando é fornecido em sua entrada, além do conjunto
de terminais W, uma particao W = W, U Wy U --- U W, e é exigido que todos os
vértices pertencentes a uma mesma parte W; sejam conectados a arvore de conexao
por um mesmo roteador, para 1 < i < r’ < r. Descrevemos a seguir uma definicao
formal para o referido problema, contudo novamente enunciamos o seu caso mais

geral em que r nao necessariamente é limitado por uma constante.

CONJUNTO DE TERMINAIS PARTICIONADO S-TCP

Entrada: Um grafo conexo GG, um subconjunto nao vazio W C V(G), uma
particao W = Wi UW,o U - - - U W,,, um inteiro nao negativo ¢ e um
inteiro positivo r tal que ' < r.

Questao: O grafo G admite uma arvore de conexao estrita 1" para W tal que
IL(T)| < ¢, |R(T)| < r e todo terminal pertencente a W; é conectado
a T por um mesmo roteador p; € R(T), para 1 <1i < r'?
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Observe que, o problema CONJUNTO DE TERMINAIS PARTICIONADO S-TCP
apenas faz sentido quando r > 1 e que, para r = 1, o mesmo coincide precisamente
com o S-TCP(r = 1), o qual provamos pertencer a classe de problemas solucionéveis
em tempo polinomial. Por outro lado, diferenciando-se do problema SUBGRAFO
DE ROTEADORES CONEXO S-TCP(r), analisado na subsec¢do anterior, provamos
que, para todo valor constante r > 2, CONJUNTO DE TERMINAIS PARTICIONADO
S-TCP(r) é NP-completo. Para tanto, realizamos uma redugao polinomial a partir

do problema 3-SAT, a qual é descrita no teorema a seguir.

Teorema 3.22. CONJUNTO DE TERMINAIS PARTICIONADO S-TCP(r) é NP-

completo, para todo r > 2.

Demonstra¢ao. De modo anélogo, ao TCP(¢), é facil ver que CONJUNTO DE TER-
MINAIS PARTICIONADO S-TCP(r) pertence a classe de problemas NP. Assim, é
suficiente mostrarmos que 3-SAT se reduz polinomialmente para CONJUNTO DE
TERMINAIS PARTICIONADO S-TCP(r).

Seja I = (X, C) uma instancia do 3-SAT, onde X = {x,z3,...,x,} é 0 conjunto
de variaveis e C = {C4,C%,...,C,,} é um conjunto de clausulas. Construimos a
partir de I uma instancia f(I) = (G,W, W = Wy UWyU...UW,. {) de CONJUNTO
DE TERMINAIS PARTICIONADO S-TCP(r) conforme segue:

e primeiramente, criamos r vértices pi, pa, ... pr;

e para cada vértice p;, criamos os vértices w] e wj e adicionamos as arestas wjp;

e whp;, onde 1 <4 < r;

e conectamos os vértices p; uns aos outros em série, ou seja, adicionamos as

arestas p;p;+1, paral <1 <r —1;

e para cada variavel x; € X, criamos o gadget G,,, conforme ilustrado na Fi-

gura 3.11, tal que
— V(Ge,) = {vs,, v, ULl | 1 <G <p} U{T) |1 < j < g3}

- E(Gi) = {U +1|1<]<pz—1}U{UJU]+1|1§j§C]i—1}

U {vlvf, v}, vjo), vl b,

onde p; e ¢; denotam, respectivamente, o niimero de ocorréncias do literal
positivo e o numero de ocorréncias do literal negativo da varidvel x; € X nas

clausulas em C;

e conectamos os gadgets G, uns aos outros em série, ou seja, para 1 < i <n—1,

adicionamos as arestas v’v”l e adicionamos também a aresta pavs,;

e criamos o vértice w* e adicionamos a aresta v;w*;
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Figura 3.11: Gadget G, referente & variavel z; € X.

e para cada clausula C, € C, criamos dois vértices uc, e we, e adicionamos a

aresta pi1uc,;

e para cada clausula C, € C, se a j-ésima ocorréncia do literal positivo da variavel
x; € X nas clausulas em C é dada em C,, para 1 < j < p;, entao adicionamos

as arestas uc,v; € we,vj;

e por outro lado, se a j-ésima ocorréncia do literal negativo da variavel z; € X
nas clausulas em C é dada em C,, para 1 < j < ¢;, entao adicionamos as

arestas uc,U; € we,U3;

e por fim, definimos W = {w!,w} | 1 <i < r}U{w*} U{we, | C, € C}, onde
Wy = {w%ﬂ“lg} U {WCL | C, € C}7 Wy = {w%w%vwzh Wi = {wi7w§} (para
3<i<r'=r)el=|V(G)\W|—-r;

Figura 3.12 exemplifica o grafo GG, o conjunto de terminais W (vértices destacados
com contorno azul) e a particaio W = Wy U Wy U - - U W, obtidos a partir de uma
dada instancia I = (X,C) do 3-SAT, que neste caso corresponde ao conjunto de
variaveis X = {z1, 9,23} ¢ ao conjunto de clausulas C = {C} = {x1, 29, 23},Cy =

{Z1, 9, 23}, O3 = {21, T2, T3} }.

wey we, Wey

Figura 3.12: Grafo G, conjunto de terminais W e particao W = Wi UWoU---UW,,
obtidos a partir de uma dada instancia I = (X,C) do 3-SAT.
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Mostramos agora que I ¢ uma instancia SIM do 3-SAT se, e somente se, f(I) é
uma instancia SIM de CONJUNTO DE TERMINAIS PARTICIONADO S-TCP(r).

(=) Suponha que I seja satisfazivel. Logo, existe uma atribui¢ao de valor ver-
dade o : X — {verdadeiro, falso} para as varidveis em X que satisfaz todas as
clausulas em C. Com base em «, construimos uma arvore de conexao estrita 7" de

G para W conforme segue:

e para 1 < ¢ < r, adicionamos os vértices p; a T', juntamente com os vértices

wt, wh e as arestas p;wi, p;ws;
e ademais, para 1 <7 < r — 1, adicionamos as arestas p;p;+1 a T’

e para cada clausula C, € C, adicionamos os vértices w¢, e uc, a T', juntamente

com as arestas pjuc,;

e para cada variavel z; € X se a(x;) = verdadeiro, entao adicionamos o subgrafo
correspondente ao caminho P, = (v, v}, 05, ... ,th, vi) aT, o qual ¢ ilustrado

na Figura 3.13a;

e por outro lado, se a(z;) = falso, entao adicionamos o subgrafo correspondente

ao caminho P,, = (v}, v}, v5,..., v} ,v) aT, o qual é ilustrado na Figura 3.13b;
vi vl ol vy 1 U,
'Ui \ﬁi Ué 5?& ﬁfh—l th/ Uz 'U; vz
(a) Caminho Pg,: a(z;) = verdadeiro. (b) Caminho P,,: a(x;) = falso.

Figura 3.13: Caminhos referentes a atribuigao de valor verdade a(z;).

e para 1 <i < n — 1, adicionamos as arestas viv'"! a T’
e adicionamos também o vértice w? e as arestas pyv! e vi'w? a T

Como por hipdtese a é uma atribuicao de valor verdade que satisfaz todas as
clausulas em C, cada clausula C, € C possui ao menos um literal verdadeiro. Seja
entdo S = {y1,y2, ..., Ym} um conjunto formado ao se tomar arbitrariamente, para

cada clausula C, € C, (exatamente) um literal verdadeiro y, pertencente a C,.

e para cada y, € S, se y, corresponde & j-ésima ocorréncia do literal positivo da

varidvel z; € X, entao adicionamos as arestas uc,v; e vjwe, a T}

e por outro lado, se y, € S corresponde & j-ésima ocorréncia do literal negativo

da varidvel x; € X, entao adicionamos as arestas ucﬁé- e U§-w0L aT,
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Figura 3.14 exemplifica uma arvore de conexao estrita 7' para o conjunto de
terminais W = W1UW,U- - -UW,. concernente a instancia f(I) da Figura 3.12, obtida
a partir da atribuigao de valor verdade a(x;) = verdadeiro, a(xy) = verdadeiro e
a(x3) = falso. Neste exemplo, R(T) = {p1,p2,...,pr} € 0s terminais em W; sao
todos conectados a T através de p;, para 1 < ¢ < r. Além disso, formamos o
conjunto S = {y1,¥2,ys}, de literais verdadeiros das clausulas em C, tomando os

literais y; = 1, Yo = T2 € Y3 = T3.

wey, we, wey

Figura 3.14: Arvore de conex@o estrita de G para W = W, UW,U- - - UW,, referente
a uma atribuicao de valor verdade para as variaveis em X.

Por construgao, temos que 7' é uma arvore de conexao estrita de G para W. Note
ainda que, para 1 <1 < n, os vértices p; sao todos roteadores de T'; visto que estes sao
adjacentes aos terminais w! e w} e sao interconectados pelo caminho (py, pa, . .., pr).
Logo, como r > 2, cada vértice p; possui grau maior ou igual a trés em 7. Além disso,
¢ facil verificar que todos os vértices em V(T')\ (W U{p1, pa, ..., pr}) sdo elos de T.
Com efeito, é evidente que, para C, € C, todos os vértices u¢, sao elos, visto que estes
sao adjacentes a somente dois vértices em T ao vértice p; e a um vértice do gadget
Gy, para algum z; € X. Ademais, os vértices em V(G,,) NV(T) sao também elos,
pois (por construgao) 7' contém ou o caminho P,, ou o caminho in, e se T' contém
o caminho P,,, entdo sabemos que a(x;) = falso e, assim, os vértices ug, € we, nao
sao adjacentes em T a qualquer vértice pertencente a V(P,,); de modo analogo, se T

contém o caminho P,,, entdo sabemos que a(x;) = verdadeiro e, assim, os vértices

uc, € we, ndo sao adjacentes em 1" a qualquer vértice pertencente a V(P,,). Dessa

forma, temos que R(T) = {p1,p2,...,pr} €, por conseguinte, temos também que
IL(T)| <€ = |V(G)\ W|—r. Por fim, note que todo terminal pertencente a uma
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mesma parte W; é conectado a T" através do roteador p; € R(7T"). Portanto, f(I) é de
fato uma instancia SIM de CONJUNTO DE TERMINAIS PARTICIONADO S-TCP(r).

(<) Por outro lado, suponha que f(I) seja uma instancia SIM de CONJUNTO
DE TERMINAIS PARTICIONADO S-TCP(r). Logo, G admite uma arvore de conexao
estrita para W = W, UWLU---UW, tal que |[L(T)| < = |[V(G)\W|—r, |R(T)| <r
e todos os vértices pertencentes a uma mesma parte WW; sao conectados a T' através
de um mesmo roteador. Como, para todo i com 1 < i < r, os terminais w! e w}
sao adjacentes somente ao vértice p;, inclusive no grafo GG, temos que o conjunto de

roteadores de T' é dado por R(T') = {p1, p2, ..., pr}. Ademais, note que os terminais

em We = {we, | C, € C} C W sdo todos conectados a T através do roteador py,

tendo em vista que w} e wi sao necessariamente conectados a T através de p; e que
pertencem a mesma parte de W na qual We esta contido, a saber a parte W;. Logo,
o caminho em 7" entre p; e o terminal w¢, necessariamente contém os vértices uc,,

para todo C, € C. Analogamente, temos que o terminal w? € W, é conectado a
2

*

T através do roteador py, e assim o caminho em 7' entre p, e w. necessariamente

contém todos os vértices vl e v!, para 1 < i < n, pois caso contrario algum terminal

em W nao seria conectado a 1" através de p; ou T nao seria aciclico, o que seria
2

*

um absurdo. Consequentemente, para todo z; € X, o caminho em 7" entre p; e w

contém como subcaminho ou o caminho Py, = (v, 74,75, ...,7, ,v;) (ilustrado na
Figura 3.13a) ou o caminho P,, = (v, v}, v5, ..., v, ,vt) (ilustrado na Figura 3.13b) .

Dessa forma, definimos uma atribuigao de valor verdade ov: X — {werdadeiro, falso}

para as variaveis z; € X conforme segue:

e se T contém P, , entdao definimos a(x;) = verdadeiro;

e caso contrario, definimos «(z;) = falso.

Como Wy ¢ W C V(T), cada terminal we, € W é adjacente a (exatamente)
um vértice em T, sendo este ou v}, para algum j tal que 1 < j < p;, ou T}, para
algum k tal que 1 < k& < ¢;. Se wctvj- € E(T), entdao T contém o caminho P,,
(em vez de P,,), pois caso contrario o vértice vj possuiria grau maior ou igual a 3
em T, tendo em vista que, neste caso, v; pertence ao caminho entre p; e wg,. Por
conseguinte, obtemos que a clausula C, € C é satisfeita pela atribuicao «, ja que
(por construcdo) contém uma ocorréncia do literal positivo da variavel z; € X, e
definimos a(x;) = verdadeiro. Analogamente, se wc, i, € FE(T), entdao T contém o
caminho P,, (em vez de P,,), e assim a clausula C, € C é satisfeita pela atribuicdo
a, ja que (por constru¢ao) contém uma ocorréncia do literal negativo da variavel
z; € X, e definimos «(z;) = falso. Portanto, « satisfaz todas as clausulas em C, e

assim obtemos que I é de fato uma instancia SiM do 3-SAT. n

Note que a NP-completude do problema CONJUNTO DE TERMINAIS PARTICIO-

NADO S-TCP(r) nao depende da restrigao referente a limitagao do nimero maximo
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de elos. De fato, na reducao descrita no Teorema 3.22, definimos o limite do niimero
méaximo de elos tao grande quanto se possa, a saber: ¢ = |V (G)\ W/|—r. Portanto,
temos que CONJUNTO DE TERMINAIS PARTICIONADO S-TCP(r) é NP-completo
mesmo se considerarmos a sua versao relaxada na qual nao existe um limite para o

numero de elos nas arvores de conexao estrita.

3.2.3 Conexao entre roteadores semiestruturada

Motivados pela estratégia adotada no Algoritmo 3.2 de fixar uma topologia de
conexao entre os roteadores, analisamos neste momento a complexidade de uma ou-
tra variante do S-TCP(r), a qual denominamos SEMIESTRUTURADO S-TCP. Nesta
variante, é fornecido adicionalmente, na entrada do problema, um conjunto R de
candidatos a roteador — porém, permitindo-se que outros vértices que nao perten-
cem a R sejam também roteadores — e uma topologia de conexao para os vértices
em R (ou seja, um arvore geradora do grafo completo composto pelos vértices em
R), a qual deve ser adotada pelas arvores de conexao estrita que certificam o S1M
das instancias SIM do problema. Figura 3.15 exemplifica uma topologia de cone-
xao Tg para os vértices de um dado conjunto R de candidatos a roteador, que neste
caso corresponde ao conjunto R = {p1, pa, p3, pa, ps }, como também exemplifica uma
arvore de conexao estrita T que adota Txr. Note que, o caminho em T entre dois
roteadores p;, p; € V(1) tais que p;p; € E(Tr) possivelmente contém elos, contudo

nao contém (e, na verdade, nao pode conter) qualquer outro roteador.

P2 P4
P1 03

(a) Topologia de conexao Tg. (b) Arvore de conexdo estrita que adota Tg.

Figura 3.15: Topologia de conexao T e arvore de conexao estrita que adota Tg.

Descrevemos a seguir uma defini¢ao formal para SEMIESTRUTURADO S-TCP.

SEMIESTRUTURADO S-TCP

Entrada: Um grafo conexo G, um subconjunto nao vazio W C V(G), um
subconjunto R C V(G) \ W, uma topologia de conexao Tk para os

vértices em R, um inteiro ndo negativo ¢ e um inteiro r > |R)|.

Questao: O grafo G admite uma &arvore de conexao estrita 7" para W tal
que |[L(T)| < ¢, |R(T)] <7, R(T) 2 R e pip; € E(Tg) implica no

caminho em 7' entre p; e p; nao conter qualquer outro roteador?
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Observe que se R = &, entao SEMIESTRUTURADO S-TCP equivale ao problema
S-TCP original. Dessa forma, com base Teoremas 2.1 e 2.4, sabemos que se R = &
e r é arbitrario, entao o problema é NP-completo. Note que, temos ainda como con-
sequéncia do Teorema 2.1 que SEMIESTRUTURADO S-TCP permanece NP-completo
quando R # @, embora neste caso o problema nao equivalha mais ao S-TCP. O te-

orema a seguir formaliza esta tltima observagao.
Teorema 3.23. SEMIESTRUTURADO S-TCP (¢) é NP-completo mesmo se R # @.

Demonstragao. Este resultado segue da prova de NP-completude proposta por Dou-
rado et al. para o TCP(¢) [10], que é descrita no Teorema 2.1. Para adapté-la para
SEMIESTRUTURADO S-TCP(¥¢), basta definirmos R = {v;} U{v,, | z; € X} e a
r; € X}

Observe que, na reducao polinomial da prova do Teorema 2.1, todas as arvores de

topologia de conexao Tk como sendo: V(Tg) = R e E(Tr) = {vrvs,

conexao T, referentes as instancias SIM do 3-SAT, contém os vértices pertencentes
a R como roteadores e adotam a topologia de conexao Tx. Além disso, conforme jé
comentamos anteriormente, todas estas arvores de conexao 1’ sao estritas. Portanto,

obtemos que SEMIESTRUTURADO S-TCP(¢) é NP-completo, mesmo se R # &. [

Por outro lado, observe que se |R| € {1,2} e r = |R|, entdo SEMIESTRUTURADO
S-TCP equivale ao S-TCP(R). Assim, se |R| = r = 1, entdo o problema ¢é soluci-
onavel em tempo polinomial (vide Corolario 3.6); e se |R| = r = 2, temos 0 1n0osso
problema central em aberto, o S-TCP(r = 2). Provamos agora que SEMIESTRUTU-
RADO S-TCP(r) é NP-completo para todo |R| > 2 e r > 3, tais que r > |R|. Para
tanto, propomos uma reducao polinomial a partir do 3-SAT muito similar a que
realizamos para provar que CONJUNTO DE TERMINAIS PARTICIONADO S-TCP(r)
é NP-completo. A grosso modo, basta substituirmos o terminal w? pelos vértices p,
wi e wj e pelas arestas p, w7y, p.w; e v} p,, conforme ilustramos na Figura 3.16. Nao é
dificil verificar que através desta adaptagao (descrita sem grande rigor) pode-se pro-
var que 3-SAT se reduz polinomialmente para SEMIESTRUTURADO S-TCP(r). De

toda forma, descrevemos no teorema a seguir essa reducao de forma mais detalhada.

wy
w o —
n n
vy vy Px w3

Figura 3.16: Adaptagao da instancia f(/) para obtengdo de uma instancia equiva-
lente do problema SEMIESTRUTURADO S-TCP(r).

Teorema 3.24. SEMIESTRUTURADO S-TCP(r) é NP-completo, para todo |R| > 2
er >3, tais que r > |R)|.

Demonstragao. De modo analogo ao TCP(¢) e aos problemas de conex@o de termi-

nais anteriores, é facil ver que SEMIESTRUTURADO S-TCP(r) pertence a classe de

o8



problemas NP. Assim, é suficiente mostrarmos que 3-SAT se reduz polinomialmente
para SEMIESTRUTURADO S-TCP(r).

Seja I = (X, C) uma instancia do 3-SAT, onde X = {z1,22,...,2,} é o conjunto
de variaveis e C = {C4,C%,...,C,,} é um conjunto de clausulas. Construimos a
partir de / uma instancia f(I) = (G, W, R, Tk, {) de SEMIESTRUTURADO S-TCP(r),

com 1’ = |R| > 2, conforme segue:
e primeiramente, criamos r — 1 vértices py, pa, ... pr—1 € criamos um vértice p,;

e para cada vértice p;, criamos os vértices w} e wh e adicionamos as arestas w! p;
e whp;, onde 1 < ¢ < r — 1; analogamente, criamos os vértices w; e wj e

adicionamos as arestas wjp, € whps;

e conectamos os vértices p; uns aos outros em série, ou seja, adicionamos as

arestas p;p;+1, para 1 <1 <r —2;

e para cada variavel x; € X, criamos o gadget G,, (igual ao ilustrado na Fi-

gura 3.11) tal que
= V(Ga) ={vs v} U{v; [ 1< <p} U{T; [ 1<) < g}
= E(Gy) ={vja 1<) <pz_1}U{UU]+1|1<]<%_1}
U {v; Ul)vlvbvt Utv g2
onde p; e ¢; denotam, respectivamente, o niimero de ocorréncias do literal

positivo e o numero de ocorréncias do literal negativo da varidvel x; € X nas

clausulas em C;

e conectamos os gadgets G, uns aos outros em série, ou seja, para 1 < i <n—1,

adicionamos as arestas v’v”l e adicionamos também as arestas pavs, € v} ps;

e para cada clausula C, € C, criamos dois vértices uc, e we, e adicionamos a

aresta pi1uc,;

e para cada clausula C, € C, se a j-ésima ocorréncia do literal positivo da variavel
x; € X nas clausulas em C é dada em C,, para 1 < j < p;, entao adicionamos

as arestas uc,v; e we,vj;

e por outro lado, se a j-ésima ocorréncia do literal negativo da variavel x; € X
nas clausulas em C é dada em C,, para 1 < j < ¢;, entao adicionamos as

i i
arestas uc,v; € we,v5;

e definimos W = {wi, wi |1 <i<r—1}U{w;, wi} U {we,

e se ' = 2, entdo definimos R = {po, p*}; porém se v > 3, entdo definimos

R={p1,p2,. ., pr—1,p"};
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e se ' = 2, entdo definimos a topologia de conexdo Tr como sendo: V(Tg) =
{p2,p«} € E(Tg) = {p2p«} (veja Figura 3.17a); porém se 7’ > 3, entao de-
finimos V(Tr) = R e E(Tr) = {pipis1 | 1 < i < " =1} U {pap*} (veja
Figura 3.17b);

Px P
P2 pr P2 pP3 Pri—1
(a) ' = 2. (b) 7' > 3.

Figura 3.17: Topologia de conexao T.
e por fim, definimos ¢ = |V (G) \ W| —r;

Figura 3.18 exemplifica o grafo G, o conjunto de terminais W (vértices destacados
com contorno azul) e o subconjunto de roteadores R = {ps, p.} (neste exemplo
consideramos r’ = 2), obtidos a partir de uma dada instancia I = (X,C) do 3-SAT,
que neste caso corresponde ao conjunto de variaveis X = {x1, 22,23} e ao conjunto

de clausulas C = {Cl = {.171,1'2,2U3}, CQ = {Tl,fEQ,I‘g}, 03 = {xl,@,@}}.

wey wey, (Ve

Figura 3.18: Grafo GG, conjunto de terminais W e conjunto R, obtidos a partir de
uma dada instancia I = (X,C) do 3-SAT.

Mostramos agora que I é uma instancia SIM do 3-SAT se, e somente se, f(I) é
uma instancia SIM de SEMIESTRUTURADO S-TCP(r). Entretanto, ndo nos atamos
aos pormenores ja descritos na demonstracao do Teorema 3.22.

(=) Suponha que I seja satisfazivel. Logo, existe uma atribui¢ao de valor ver-
dade o : X — {verdadeiro, falso} para as varidveis em X que satisfaz todas as
clausulas em C. Com base em «, construimos uma arvore de conexao estrita 7" de

G para W conforme segue:
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e para 1 < ¢ <r—1, adicionamos os vértices p; a T, juntamente com os vértices

wt, wh e as arestas p;w!i, p;ws;
e ademais, para 1 <17 < r — 2, adicionamos as arestas p;p;+1 a T’
e adicionamos o vértice p, e as arestas p,w’ e p,w? a T

e para cada clausula C, € C, adicionamos os vértices w¢, e uc, a T', juntamente

com as arestas pjuc,;

e para cada variavel z; € X, se a(x;) = verdadeiro, entao adicionamos o subgrafo
ho P — (i 7 Y : :
correspondente ao caminho P,, = (v, 7,75, ...,7,,v) a T (igual ao ilustrado

na Figura 3.13a);

e por outro lado, se a(z;) = falso, entdo adicionamos o subgrafo correspon-
i

dente ao caminho P, = (vi,v},v},..., v} v}) a T (igual ao ilustrado na Fi-
gura 3.13b);

e para 1 < i <n — 1, adicionamos as arestas viv'™ a T}

adicionamos também as arestas povl e v'p, a T

Como por hipétese v é uma atribuicao de valor verdade que satisfaz todas as
clausulas em C, cada clausula C, € C possui ao menos um literal verdadeiro. Seja
entdo S = {y1,y2, ..., Ym} um conjunto formado ao se tomar arbitrariamente, para

cada clausula C, € C, (exatamente) um literal verdadeiro y, pertencente a C,.

e para cada y, € S, se y, corresponde & j-ésima ocorréncia do literal positivo da

varidvel x; € X, entao adicionamos as arestas uc,v; e viwe, a T}

e por outro lado, se y, € S corresponde a j-ésima ocorréncia do literal negativo

da varidvel z; € X, entao adicionamos as arestas uc,v; e Tywe, a T}

Figura 3.19 exemplifica uma arvore de conexao estrita 1" para W concernente
a instancia f(I) da Figura 3.18, obtida a partir da atribui¢do de valor verdade
a(zy) = verdadeiro, a(xy) = verdadeiro e o(x3) = falso. Neste exemplo, formamos
o conjunto S = {y1,ys2,y3}, de literais verdadeiros das clausulas em C, tomando os
literais y; = x1, Yo = T2 € Y3 = T3.

Por motivos analogos aos descritos no Teorema 3.22, obtemos que T é uma
arvore de conexao estrita de G para W tal que R(T) = {p1,p2, -, pr—1,0+} €
por conseguinte, |[L(T)| < |V(G) \ W| — r. Ademais, segue da propria defini¢ao
do subconjunto R que R(T) 2 {p1,p2,-..,pr—1,p«} 2 R. Por fim, temos pela

construcao do grafo 7" que, paratodozcom 1 < i < r—2,se P ¢é o caminho entre

i5Pi41

pi e piy1 em T, entao V(P,, ,... )OR(T)\{pi, pi+1} = @. De igual modo, temos que se
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Figura 3.19: Arvore de conexao estrita de G para W com topologia de conexao T,
referente a uma atribuicao de valor verdade para as variaveis em X.

P,, . € o caminho entre ps e p. em T', entao V(P,, ,.) NR(T) \{p2, p«} = @. Logo, a
topologia de conexao Tk para os vértices em R é adotada por 7', independentemente
de 7’ ser definido como igual a 2 ou como maior ou igual a 3. Portanto, f(I) é de
fato uma instancia SIM de SEMIESTRUTURADO S-TCP(r).

(<) Por outro lado, suponha que f(I) seja uma instancia SIM de CONJUNTO DE
TERMINAIS PARTICIONADO S-TCP(r). Logo, G admite uma arvore de conexao es-
trita para W tal que |L(T")| < £ = |V(G)\W|—r, |R(T)| <r,R(T) 2 R e que adote
a topologia de conexao Tx. Dessa forma, temos que, se P, ,,

ps« em T, entao V (P, ,.)NR(T)\ {p2, p«} = @. Como, para todo i com 1 <1i <r, os

terminais wj e w} sao adjacentes somente ao vértice p;, inclusive no grafo GG, assim

¢ o caminho entre ps e

como os terminais wj e w; sao adjacentes somente ao vértice p,, temos que o con-

junto de roteadores de T" necessariamente é dado por R(T') = {p1, p2, ..., pr—1, P« }-

1

Consequentemente, o caminho entre p; e p, em 1" contém os vértices v,

e vy, visto
que estes sao os tnicos vizinhos nao terminais de py e de p, que nao sao roteadores.
Dessa forma, temos que os terminais w, € W, para C, € C, sao todos conectados a T’
através do roteador p;, pois as outras (tinicas duas) possibilidades seriam que estes
terminais fossem conectados a 1" através de p, ou de p,, no entanto isso implicaria
em algum dos vértices dos gadgets G,,, para x; € X, ser um roteador, o que seria
um absurdo. Portanto, de forma anéloga & demonstra¢do do Teorema 3.22 (no que
concerne ao caminho entre py; e o terminal w?), temos que, para todo x; € X, o

caminho em 7T entre py e p, contém necessariamente como subcaminho ou o cami-

nho P,, = (vi,v},05,..., 7} ,v}) (igual ao ilustrado na Figura 3.13a) ou o caminho
P, = (vl vl s, ... ,v;i, v!) (igual ao ilustrado na Figura 3.13b). Assim, definimos
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uma atribuigao de valor verdade av: X — {wverdadeiro, falso} para as variaveis x; € X
seguindo a mesma regra que descrevemos para a atribuicao a do Teorema 3.22, a

saber:

e se T contém P, , entdo definimos a(x;) = verdadeiro;

e caso contrario, definimos «a(z;) = falso.

Assim, através de uma argumentacao idéntica a realizada no referido teorema,
obtemos que « satisfaz todas as clausulas em C, e portanto I é de fato uma instancia
SiM do 3-SAT. ]

De igual modo para CONJUNTO DE TERMINAIS PARTICIONADO S-TCP(r), note
que a prova de NP-completude que propomos para SEMIESTRUTURADO S-TCP(r)
nao depende da restri¢ao referente a limitacao do nimero maximo de elos. Portanto,
temos que SEMIESTRUTURADO S-TCP(r) é NP-completo, para todo |R| > 2 e
r > 3, tais que r > |R|, mesmo se considerarmos a sua versao relaxada na qual nao
existe um limite para o nimero de elos nas arvores de conexao estrita.

Por outro lado, desconhecemos a complexidade do problema SEMIESTRUTURADO
S-TCP(r) quando |R| < 2er = 2 ou, ainda, quando |R| < 1 er > 2. Note que estes

casos se assemelham muito ao nosso problema central em aberto, o SS-TCP(r > 2).

Problema em aberto 3.25. Para |R| < 2 er = 2, SEMIESTRUTURADO S-TCP(r)

¢ soluciondvel em tempo polinomial? E se |R| <1 er > 27

3.3 Complexidade parametrizada

Em [11], Dourado et al. estudaram a complexidade do S-TCP quando considera-
se A, £ e r como parametros fixos, onde A corresponde ao grau maximo do grafo de
entrada G. Mais especificamente, eles provaram que, com relacao a esses parametros,
o S-TCP pertence a classe de problemas tratéveis por parametro fixo, isto é, a classe
FPT. Para tanto, embasados na técnica denominada drvore de busca de altura
limitada, propuseram um algoritmo com complexidade de tempo O((2271) +1m),
onde m é o nimero de arestas de G.

Por outro lado, e em contraste ao resultado de Dourado et al. [11], provamos
nesta secao que se A nao é tido como parametro fixo, entdao o S-TCP, quando pa-
rametrizado apenas por ¢ e r, pertence a classe de problemas W|2]-dificeis, o que
implica em sua nao pertinéncia na classe de problemas FPT, a menos que a con-
jectura de que FPT # W[2| nao se verifique [13|. Na verdade, de maneira ainda

mais restritiva, provamos que o S-TCP(¢) é W|2]-dificil quando parametrizado por
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r, o nimero maximo de roteadores. Consequentemente, obtemos que, muito prova-
velmente, o S-TCP nao admite algoritmo com complexidade de tempo O(n‘*¢g(r)),
onde n denota o niimero de vértices de G, g é funcao computavel qualquer e ¢ é uma
constante nao negativa. Para provarmos o referido resultado, propomos uma redu-
¢ao FPT a partir do problema COBERTURA POR CONJUNTOS, que é um problema

W|2]-completo cléassico c.f. |7, 13|, cuja definigao ¢ dada conforme segue.

COBERTURA POR CONJUNTOS

Entrada: Um conjunto universo U, uma cole¢ao F = {S,...,S,} de conjun-
tos nao vazios sobre U e um inteiro positivo k.

Parametro: O inteiro k.

Questao: Existe uma subcolecao F' C F, com |F'| < k, tal que a unido de

todos os elementos pertencentes aos conjuntos S’ € F' ¢ igual a U?

Dado I = (U, F, k), uma instancia do problema COBERTURA POR CONJUNTOS,
definimos uma instéancia f(I) = (G, W, r) do S-TCP(¢) conforme segue:

e primeiramente, construimos o gadget G, tal que

- VI(Gp) ={p} U{w | 1 <i <L} U{we, wp, we},
— E(G,) = {pu, pwp, pwe} U{uwuigr | 1 <i <l —1} U{waus};

e criamos k vértices wgy, Wy, ..., Wsy;

e para cada conjunto S, € F, criamos um vértice vg, juntamente com a aresta

pus, € as arestas wg;vg,, para todo j com 1 < j < k;

Figura 3.20 ilustra a construgao do grafo GG até esta ultima etapa.

Gp Wy We
w
ALY ws;  ws, W Wsy
— 7 O 0O 0O 0
¢ ‘
X A/‘\
o o O -+ O O
U3, VS, Uss vs,_, Us,

Figura 3.20: Construcao parcial do grafo G.

e para cada elemento x; € U, criamos um vértice w;;

e para cada conjunto S, € F e para cada elemento x; € U, criamos a aresta

Vg, W; se xT; € S,;
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e por fim, definimos W' = {wq, wp, we} U{ws |1 < j < k}pU{w; |2, € Ul e
r=k+1;

Figura 3.18 exemplifica o grafo G e o conjunto de terminais W (vértices des-
tacados com contorno azul), obtidos a partir de uma dada instancia I = (U, F, k)
de COBERTURA POR CONJUNTOS, que neste caso corresponde ao conjunto uni-
verso U = {z1,xq, 3, T4, x5}, & colecio F = {S; = {x1, 29,23}, 52 = {22, 24}, 55 =

{3,274}, Ss = {x4,25}} e ao inteiro k = 2.

Wp We ws! Wsy,
By w7
€ . /
vs, Vs, VS, Vs,

w1 w2 w3 W4 W5

Figura 3.21: Grafo G e o conjunto de terminais W, obtidos a partir de uma dada
instancia I = (U, F, k) de COBERTURA POR CONJUNTOS.

Lema 3.26. I = (U, F,k) € uma instancia SIM de COBERTURA POR CONJUNTOS
se, e somente se, f(I) = (G, W,r) é uma instancia SIM do S-TCP(().

Demonstra¢ao. (=) Suponha que I seja uma instancia SIM de COBERTURA POR
CONJUNTOS. Logo F contém um subconjunto F' = {S},55,...,5)}, com p < k,
tal que Jgerm{z | * € S’} = U. Suponha, sem perda de generalidade, que F" ¢é
minimal com relacao a propriedade de cobrir todos elementos de U, ou seja, para
qualquer S" € F', F'\ {5’} nao cobre todos elementos de U. Com base em F’,

construimos uma arvore de conexao estrita T' de G para W conforme segue:
e adicionamos o gadget G, a T}
e adicionamos os vértices wgr, wgr, ..., wg a T,
1 2 k

e para cada conjunto Sj’- € F', adicionamos o vértice vy a T, juntamente com
J

as arestas pvg e vgrwgr;
J J J
e ademais, para cada j com p+1 < j <k, adicionamos a aresta vg wg: a T}
J

e por fim, para cada elemento x; € U, adicionamos o vértice w; a T, juntamente

com a aresta vgw; a T, onde j = min{l,...,p} tal que 7; € S} e Sj € F'.

Figura 3.22 exemplifica uma &arvore de conexao estrita 1" para W concernente &
instancia f (/) da Figura 3.21, obtida a partir da colecao F' = {S}, S5} = {S1, S4}.
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Wp We Ws! Wsy,

vs, vs,

w1 w2 w3 Wy Ws

Figura 3.22: Arvore de conexao estrita de G para W, referente a uma solucao F’
para a instancia I = (U, F, k) de COBERTURA POR CONJUNTOS.

Por construgao, T é um subgrafo de G, é uma arvore e contém todos os terminais
em W. Além disso, como cada um dos terminais pertencentes a W sao adjacentes
em T a somente um vértice, obtemos que 7' é uma arvore de conexao estrita para
W. Resta-nos entdo provar que |L(T)| < ¢ e que |[R(T)| < r = k+ 1. Segue
imediatamente da definicao de T' que todos os ¢ vértices uq, us, ... u, possuem grau
exatamente 2 em 7. Logo, L(T) O {uy,us,...,us}. Por outro lado, obtemos da
minimalidade de " que, para todo S% € F7, o vértice v € adjacente a pelo menos
um vértice w; € W em T', visto que S cobre algum elemento x; € U nao coberto
por qualquer outro conjunto em F'. Além disso, como p < k, cada vértice vgr €
adjacente a pelo menos um vértice wg; em T. Note ainda que, todos estes vértices
vs, correspondentes aos conjuntos S} € F’, sao adjacentes a p em T', logo possuem
grau maior ou igual a 3 em 7', e assim sao roteadores. Por fim, observe que p é
necessariamente um roteador de T, tendo em vista que (ao menos) o é adjacente aos
terminais wy, e w, e ao elo uy em T'. Dessa forma, temos que L(T) = {u; | 1 < i < ¢}
e R(T) = {p}tU{vs; | Sj € F'}, 0 que implica em [L(T)[ = L e [R(T)| =p+1 < k+1.
Portanto, f(I) ¢ de fato uma instancia SiM do S-TCP(?).

(<) Por outro lado, suponha que G' admita uma arvore de conexao T para W
tal que |L(T)| < e |R(T)| <r=k+ 1. Segue do fato que os vértices uy, ug, . .., uy
necessariamente pertencem ao caminho entre os terminais w, ¢ w € {w)", w?'},
que L(T) = {u; | 1 < i < ¢}. Logo, todos os demais vértices nao terminais de T
devem ter grau diferente de 2 em T, ou seja, nao podem ser elos, pois caso contrario
IL(T")| > ¢. Além disso, como {w; | ; € U} é um conjunto independente de G e
todos os vértices em W D {w; | z; € U} estao contidos na arvore T', temos que, para
todo z; € U, Nr(w;) 2 {vs,}, para algum S, € F. Logo, como tais vértices vg, nao
pertencem ao conjunto de terminais W, os mesmos devem ter grau ao menos 3 em
T, ou seja, devem ser roteadores. Dessa forma, temos que |{vg, | vs, € V(T)}| < k,
visto que |[R(T)] < k+ 1 e R(T) D {p}. Segue entdo da construcao do grafo G,
mais especificamente da definicao das vizinhangas dos vértices vg,, para S, € F, que
F' =A5, | vs, € V(T)} é um subconjunto de F, com |F'| < k, que cobre todos os

elementos pertencentes a U, ou seja, (Jg {2 | # € S’} = U. Portanto, I é de fato
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uma instancia SIM de COBERTURA POR CONJUNTOS. O]

Com consequéncia deste lema, obtemos que o S-TCP(¢) é um problema intratavel
por parametro fixo, quando parametrizado por r, o nimero maximo de roteadores,

conforme enunciado no teorema a seguir.

Teorema 3.27. O S-TCP(t) é W[2[-dificil quando parametrizado por r.

Demonstragao. Segue do Lema 3.26 e do fato que a construcao f pode ser realizada
em tempo FPT com relacao a k. Mais especificamente, note que, dada uma instan-
cia arbitraria I = (U, F, k) do problema COBERTURA POR CONJUNTOS, podemos
construir a instancia f(I) do S-TCP({) em tempo O(|F|k + |F||U]). O

Uma observacao adicional interessante é a de que, pela prépria construcao do
grafo GG, todos os possiveis conjuntos de roteadores de uma arvore de conexao estrita
T para o conjunto de terminais W induzem um subgrafo conexo de T'. Por conse-
guinte, obtemos que, além do S-TCP(¢), o problema SUBGRAFO DE ROTEADORES
CONEXO S-TCP(¢) é também W|2]-dificil quando parametrizado por 7.

Corolario 3.28. SUBGRAFO DE ROTEADORES CONEXO S-TCP(l) é W[2[-dificil

quando parametrizado por r.

Por fim, uma outra observagao interessante é a de que a construcao f e o
Lema 3.26 também se mantém validos para a versao nao estrita do problema, ou
seja, o TCP(¢). Como pode-se notar, em nenhum momento fizemos uso da hipotese
de que os terminais precisam ser ou sao folhas das arvores de conexao. Obtemos,
entdo, que o TCP(¢) é também W/|2|-dificil quando parametrizado por r, assim como

o problema SUBGRAFO DE ROTEADORES CONEXO TCP(¢).
Corolario 3.29. O TCP(t) é W[2]-dificil quando parametrizado por r.

Corolario 3.30. SUBGRAFO DE ROTEADORES CONEXO TCP(() é W[2]-dificil

quando parametrizado por r.
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Capitulo 4

Fluxo Integral de Dois Commodities

e k + 1 Caminhos Disjuntos

Conforme ja mencionamos, uma das principais questoes em aberto consideradas
neste trabalho corresponde a determinar a complexidade do S-TCP(r), parar = 2.
Entretanto, com base no que desenvolvemos nos capitulos anteriores, pode-se veri-
ficar que o S-TCP(r = 2) é redutivel ao problema denominado k + 1 CAMINHOS
DISJUNTOS EM VERTICES — cujo objetivo é responder se um grafo admite k& + 1
caminhos disjuntos em vértices tais que k desses caminhos sao entre um dado par
de vértices e o (k 4 1)-ésimo caminho é entre um outro dado par de vértices —
quando requer-se que o somatorio dos comprimentos dos caminhos seja limitado.
(Mais adiante, expomos a ideia dessa redugao.)

Um problema relacionado ao k+1 CAMINHOS DISJUNTOS EM VERTICES é 0 k+1
CAMINHOS DISJUNTOS EM ARESTAS, versao onde busca-se caminhos que sejam dis-
juntos em arestas (mas que podem compartilhar vértices). Este segundo problema
pode ser facilmente interpretado como o problema FLUXO INTEGRAL DE DOIS COM-
MODITIES EM GRAFOS NAO DIRECIONADOS, onde k itens devem ser transportados
entre um par de vértices e um outro item deve ser transportado entre um segundo
par de vértices e a capacidade das arestas é unitaria. Assim, com a finalidade de
obtermos um ferramental maior para proceder com a anéalise da complexidade do
S-TCP(r = 2), devido & proximidade para com o nosso problema alvo, revisitamos
ao longo do desenvolvimento desta dissertacao a complexidade desses problemas.

Curiosamente, até onde investigamos, a complexidade do k£ + 1 CAMINHOS DIS-
JUNTOS EM VERTICES e do FLUXO INTEGRAL DE DOIS COMMODITIES EM GRA-
FOS NAO DIRECIONADOS encontrava-se desconhecida para grafos nao direcionados.
Contudo, com base no conhecimento que adquirimos intentando solucionar o S-
TCP(r = 2), conseguimos provar que esses dois problemas de caminhos disjuntos
sao NP-completos. O restante desse capitulo se concentra nesses resultados. A de-

finicao formal dos problemas é dada a seguir, onde adotamos a notagao padrao de
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Garey e Johnson [19].

FLUXO INTEGRAL DE DOIS COMMODITIES EM GRAFOS NAO DIRECIONADOS

Entrada: Um grafo G, dois commodities {s1,t1} e {sa,12}, onde s1, t1, s2 €
ty sao vértices de G, e duas demandas Dy, Dy € 77T,
Questao: Existem duas fungoes de fluxo fi, fo: {ud, vl | wv € E(G)} — Z¢
tais que:
(a) para todo uv € E(G) e i € {1,2}, f;(ub) = 0 ou f(vd) = 0;

(b) para todo uwv € F(G), o fluxo total passando pela aresta uv

nao excede a sua capacidade unitéaria, ou seja,

max { f1 (@b), f1(0)} + max { fo(wd), fo(0)} < 1;
(c) para todo i € {1,2} e v € V' \ {s;,t;}, a fungdo de fluxo f; é

conservada em v, ou seja,
Y. @)= [@));e
zE€Ng (v) YyENG(v)
(d) para todo i € {1,2}, o fluxo F; emanando de s; para t; (com
relagdo a fungao de fluxo f;) é ao menos D;, ou seja,

F= Y f(ut)=D?

vENG (t:)

Para fins de simplificagao, denotamos FLUXO INTEGRAL DE DOIS COMMODITIES
EM GRAFOS NAO DIRECIONADOS simplesmente por U2CIF. Note que, o caso que
coincide com o k+1 CAMINHOS DISJUNTOS EM ARESTAS, sobre o qual comentamos

anteriormente, é o de quando define-se D1 =1 e Dy = k.

k + 1 CAMINHOS DISJUNTOS EM VERTICES (k+ 1 VDP)

Entrada: Um grafo G, dois pares nao ordenados {s1,t1} e {sq,%2} de vértices

de G e um inteiro nao negativo k.

Questao: O grafo G contém k + 1 caminhos disjuntos em vértices tais que k

caminhos sdo entre s; e t; e um caminho é entre s9 € 97

O S-TCP(r = 2) se reduz a variante do k + 1 VDP onde requer-se, adicional-
mente, que o somatorio dos comprimentos dos caminhos seja inferior a um dado
inteiro nao negativo, versao a qual denotamos por MIN-SUM k + 1 VDP. Através
de uma estratégia similar a que utilizamos para provar que SUBGRAFO DE ROTE-
ADORES CONEXO S-TCP(r) é solucionavel em tempo polinomial, pode-se provar
também que ha uma reduc¢do de Turing do S-TCP(r = 2) para o problema MIN-
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SUM k+1 VDP, que na verdade consiste numa redu¢ao de Turing para o S-TCP(R)
com |R| = 2, aplicando-se conjuntamente uma redugao polinomial para o0 MIN-SUM
k+1 VDP. Figura 4.1 ilustra informalmente a ideia dessa redugao polinomial, onde
Ne(pi) = Na(pr), Ner(p3) = Nalpz), Ner(pl) = Na(pr) U Ne(pa), 1 < i <3,
1<j<gq,q=|W|-2eG éo grafo de entrada do S-TCP(r = 2).

R P %

loaiiialiid o

I
i b Ak

Figura 4.1: Redugao polinomial do S-TCP(R) com |R| = 2 para o problema MIN-
suM k + 1 DP.

Quanto aos resultados conhecidos na literatura sobre o k +1 VDP e o U2CIF,
Even et al. provaram que ambos problemas sao NP-completos para grafos dire-
cionados, mesmo quando D; = 1 e Dy = k [16]. Complementarmente, eles tam-
bém analisaram a complexidade do problema U2CIF para grafos nao direcionados,
propondo inclusive uma prova de NP-completude. Contudo, a instancia dificil do
U2CIF construida por eles nao satisfaz a condicao de que uma das demandas seja
uma constante [16]. Assim, nossa contribuigao consiste em provar que os proble-
mas k + 1 VDP e U2CIF sao NP-completos para grafos nao direcionados mesmo
quando a demanda de um dos commodities (ou a quantidade de caminhos entre um
par de vértices) é unitaria. Por outro lado, observe que, se ambas demandas forem
constantes, entao tanto o k + 1 VDP quanto o U2CIF sao solucionaveis em tempo
polinomial. Um exemplo de algoritmo polinomial para tais problemas neste caso é
o algoritmo de Robertson e Seymour para o k-DP [34], sobre o qual comentamos
na Segao 3.1.2. Note ainda, que embora o S-TCP(r = 2) esteja mais relacionado ao
MIN-SUM k + 1 VDP do que ao k + 1 VDP, nao ha perda de generalidade (para k
arbitrario) ao nos concentrarmos no k + 1 VDP, visto que a NP-completude deste

caso particular implica na NP-completude do MIN-SUM k£ + 1 VDP.

Teorema 4.1. O U2CIF é NP-completo mesmo quando a demanda de um dos

commodities € unitdria.

Demonstracao. Realizamos a prova através de uma redugao polinomial a par-
tir do problema 3-SAT. Seja I = (X,C) uma instancia do 3-SAT, onde X =
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{z1,29,...,2,} € 0 conjunto de variaveis e C = {C,Cy,...,C),,} é o conjunto de
clausulas. Definimos a partir de I uma instancia g(I) = (G, {s1, 11}, {s2,t2}, D1, D2)
do U2CIF conforme segue.

e Primeiramente, criamos quatro vértices si, t1, So € to.

e Para cada variavel z; € X, construimos um gadget G,, definido da seguinte

forma:

= V(Ga,) = {ve, it U{v) [1 <5 < 2pt U{T; [ 1< j < 2} e
= B(G,) = {viv1, 0,0, vy,0;, Ty vi }
U{vjvi |1 <5 <2p =13 U{575,, | 1<) <2, — 1},
onde p; e ¢; denotam, respectivamente, o nimero de ocorréncias do literal po-
sitivo e o niimero de ocorréncias do literal negativo da variavel x; nas clausulas

em C. Figura 4.2 ilustra a construcao de G,.

Figura 4.2: Gadget G, referente a variavel x; € X.

e Conectamos os gadgets GG,, uns aos outros em série, ou seja: adicionamos as
arestas vivit! para todo i com 1 < ¢ < n—1. Adicionamos também as arestas

sjvl e vity.

e Para cada clausula C, € C, criamos os vértices v, e v, e adicionamos cinco
arestas paralelas (ou seja, arestas cujos extremos coincidem) entre s, € v,, €
cinco arestas paralelas entre v, e t5. Adicionamos também seis novos vértices:
vl UL, Ui, Vi, Yy, € Yy, tals que vy, vp, e vp, sao conectados a v, e vy, v,

L
e v,

sao conectados a v,.,. A interpretagao dos vértices v, e v, ¢ a de que
eles representam a clausula C,, e a interpretagao dos vértices v; e v; ¢ a de
que eles representam um dos trés literais presentes em C,, digamos o k-ésimo
literal em C,, para k € {1,2,3}. Figura 4.3 ilustra os vértices e as arestas

criados nesta etapa da construcao do grafo G da instancia g(7).

1.,1,,1 2.2 .2 m,,m,,m
S9 Vi Vi Vi Vi Vin Vi v v v

2

1,1,,1 2,2 2y,
Uhvlzq}l.’s Uhvlzvl.’s Vi, Y

m 1)77),
2 "l

Figura 4.3: Vértices s, ta, ve,, Ve, V], € v} € suas adjacéncias.
J J
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e Para cada clausula C, € C, adicionamos quatro novos vértices u}, u5, 2} e
zy € adicionamos também as arestas wjv; , ujvy,, uiVe, usv;,, UYL, Use,,
21V, 21V, 21Ve,s 23V}, Z5V[, € 23U, Esses vértices, com suas adjacéncias,
serao utilizados para manter um certo controle dos possiveis percursos a serem
seguidos pelo fluxo de cada um dos commodities. Figura 4.4 ilustra os vértices

e as arestas criados nesta etapa da construcao de G.

Figura 4.4: Vértices uj, us, 2} e z4 e suas adjacéncias.

e Para cada clausula C, € C, adicionamos as arestas vfﬁvéj_l e véjul: se 0 K-
ésimo literal em C, corresponde & j-ésima ocorréncia do literal positivo da
variavel x; € X nas clausulas em C, para k € {1,2,3} e 1 < j < p;. Por
outro lado, adicionamos as arestas vl‘ﬁéj_l e Eéjufn se 0 k-ésimo literal em C,
corresponde & j-ésima ocorréncia do literal negativo da variavel x; € X nas
clausulas em C, para k € {1,2,3} e 1 < j < ¢;. As arestas adicionadas nesta
etapa da construcao mapeiam as ocorréncias dos literais das variaveis em X

nas cldusulas em C.
e Por fim, definimos D; = 1 e Dy = 5m, onde m = |C].

Figura 4.5 exemplifica a constru¢ao do grafo G e os pares de vértices {s1,t;} e
{s2, 12}, obtidos a partir de uma dada instancia I = (X, C) do 3-SAT, que neste caso
corresponde ao conjunto de variaveis X = {1, x2, 23} e ao conjunto de clausulas C =
{C1 = {x1, 29,23}, Cy = {T1, 9,23}, C3 = {1, T2, 73} }. Para fins de simplificacao,
omitimos o rotulo de alguns vértices na figura.

Mostramos agora que a instancia g(I) do U2CIF é uma instancia SIM se, e
somente se, I é uma instancia SIM do 3-SAT.

(=) Suponha que existam fungoes de fluxo f; e fo que satisfagam as demandas
Dy = 1 e Dy = 5m, respectivamente. Como, por construgao, dg(se) = dg(t2) =
Dy = bm, todas as arestas incidentes a s e todas as arestas incidentes a t5 sao utiliza-

das pelo fluxo do segundo commodity, ou seja: para todo a € Ng(ss), fg(@) =1e,
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vértices {s1,t1} e {s2,f2} da instancia



_>
para todo b € Ng(ts2), fo(bts) = 1. Além disso, observe que Ng(sq2) = {v,
e Ng(t2) = {v.,
toda clausula C, € C, obtemos que todas as arestas incidentes ao vértice v., e to-

C,eC}
C, € C}. Dessa forma, como dg(v.,) = 10 e dg(v.,) = 10 para

das as arestas incidentes ao vértice v, sao necessariamente utilizadas pelo fluxo do
segundo commodity. Mais especificamente, temos que: para toda clausula C, € C,
fo(5200) = 1 e fo(Us§)) = 1 para todo y € Ne(ve,) \ {s2}; assim como, fg(m) =1
e fo(y've,) = 1 paratodoy/ € Ng(v., )\ {t2}. Figura 4.6a ilustra o uso de tais arestas
no fluxo do segundo commodity.

Por conseguinte, o fluxo do primeiro commodity, emanando de s; para tq, utiliza
apenas arestas cujos extremos pertencem aos gadgets G, para x; € X. Para
verificar a validade desta tltima afirmacao, observe que se o fluxo de s; para t;
utiliza outros tipos de arestas, entao o mesmo, obrigatoriamente, utiliza arestas
correspondentes ao mapeamento das ocorréncias dos literais das variaveis em X nas
clausulas em C, tendo em vista a definicao das adjacéncias dos vértices s; e t; e dos
vértices v]i- e Uz-,. Entretanto, conforme pode-se observar na Figura 4.6b, esta situacgao
acarretaria na obstrucao do fluxo de um dos commodities, o que implicaria na nao
conservacao de fluxo em um dos vértices de G ou no nao respeitar a capacidade
unitaria de alguma aresta de G. Logo, o fluxo de s; para t; de fato utiliza apenas

arestas cujos extremos pertencem aos gadgets G,,, para 1 <i < n.

acL € {UCL7VCL}

(a) Arestas utilizadas pelo fluxo de sy para to. (b) Obstrugao do fluxo.

Figura 4.6: Arestas necessariamente utilizadas pelo fluxo do segundo commodity e
obstrucao do fluxo de um dos commodities caso o fluxo de s; para t; utilize arestas
cujos extremos nao pertencem aos gadgets G,,, para x; € X.

Dessa forma, podemos definir uma atribuicao de valor verdade o : X —

{wverdadeiro, falso} conforme descrevemos a seguir:

e se o fluxo do primeiro commodity, emanando de s; para ty, utiliza as arestas

v§v§+l, para todo j com 1 < 5 < 2p;, — 1, ao passar pelo gadget G,,, entao
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definimos o valor verdade de x; como falso, ou seja: «(z;) = falso;

e por outro lado, se o fluxo do primeiro commodity, emanando de s; para ti,
utiliza as arestas U;QU;Q_D para todo 7' com 1 < j' < 2¢; — 1, ao passar pelo
gadget G,,, entao definimos o valor verdade de z; como verdadeiro, ou seja:

a(x;) = verdadeiro.

Como existe justamente uma aresta incidente a s; em G, o fluxo emanando de
s para t; (ao passar pelo gadget G,) ou utiliza as arestas v ’U]_H, para todo 7 com
1 < j < 2p; — 1, ou utiliza as arestas v" ,v 1, para todo j' com 1 < j' < 2¢; — 1,
nunca utiliza simultaneamente ambos tipos de arestas de GG,,. Logo, a atribuigao
de valor verdade a para as varidveis em X é consistente, ou seja, nunca ¢é atribuido
simultaneamente os valores verdadeiro e falso para uma mesma variavel.

Além disso, note que « satisfaz todas as clausulas em C'. Esta tultima afirmacao
decorre do fato de que, para cada clausula C, € C, o fluxo do segundo commodity
utiliza (exatamente) duas arestas correspondentes ao mapeamento das ocorréncias
dos literais das variaveis em X na clausula C,, sendo uma destas do tipo v; a' e a
outra do tipo b1} , onde k € {1,2,3}, a' € {v5; 1,01 |1<j<piel<j <g},
V' o€ {v%’j,Ugj, |1 <j<prel <j < gu}emx,zy € X, pois caso contrario
a demanda Ds; = 5m nao seria alcan(;ada Dessa forma, com relagao a clausula
C, € C, se a aresta vj vi (ou a aresta viyj ) ¢ utilizada pelo fluxo do segundo
commodity, para algum k € {1,2,3} e algum j com 1 < j < 2p;, entdo obtemos
das restrigoes de conservacao de fluxo e de capacidade unitaria das arestas de G
que o fluxo do primeiro commodity, ao passar pelo gadget G,,, nao podera utilizar
quaisquer vértices U’}, para 1l < j' < 2p;, visto que dg( t,) = 3. Logo, serao utilizados
(pelo fluxo do primeiro commodity) os vértices v" vy, para todo 1 < j < 2¢g;. Assim,
a atribuicdo a(z;) = verdadeiro satisfaz a clausula C, neste caso. Por outro lado,
segue de modo anélogo que, se a aresta U;j} (ou a aresta U vi.) ¢ utilizada pelo
fluxo do segundo commodity, para algum k € {1,2,3} e algum j com 1 < j < 2g;,
entao o fluxo do primeiro commodity, ao passar pelo gadget G,, nao podera utilizar
quaisquer vértices 77, para 1 < j' < 2¢;, visto que da(7%,) = 3. Logo, serao utilizados
(pelo fluxo do primeiro commodity) os vértices U;,, para todo 1 < j’ < 2p;. Assim,
a atribuicdo a(z;) = falso satisfaz a clausula C, neste caso.

(<) Por outro lado, suponha que a instancia I seja satisfativel. Seja entao
a 1 X — {werdadeiro, falso} uma atribuigao de valor verdade para as variaveis em
X que satisfaca todas as clausulas em C. Definimos uma fungao de fluxo f; para o

primeiro commodity, emanando de s; para t;, da seguinte forma:

e para z; € X, se a(x;) verdadezro entao o fluxo passard pelo gadget G,
0

. =] —q
percorrendo o caminho P = (v{,7},7}, ... ,v2qi_1, quivt% conforme 1lustrad0
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na Figura 4.7a; ou seja, fi(vivy) = 1, fi(@i0y) = 1, ..., fi(Th, 1Th,) = L e

—_—
fi(Ugg,v) = 1

e por outro lado, se a(z;) = falso, entao o fluxo passaré pelo gadget G, per-

correndo o caminho P* = (v}, v}, v}, ..., vk, 1, v5,,v;), conforme ilustrado na
1 . 3 Y R 5,0 R 7 7 J—
Figura 4.7b; ou seja, fi(vivi) = 1, fi(vivy) = 1, ..., fi(vy, 4v5,) = 1 e

—_—
fi(vyp ) =1

e por fim, o fluxo também percorrera as arestas s,vl, viv2, ..., v to" e vty

(a) Se a(x;) = verdadeiro. (b) Se a(x;) = falso.

Figura 4.7: Defini¢ao do fluxo do primeiro commodity.

Como por hipdtese « satisfaz todas as clausulas em C, cada clausula C, € C
possui ao menos um literal verdadeiro (em fungao de «). Seja entdao v, um destes
literais. Definimos, a partir desses literais verdadeiros 7,, uma funcao de fluxo f,

para o segundo commodity, emanando de s, para to, conforme segue:

e se 7, corresponde ao k-ésimo literal em C, e a j-ésima ocorréncia do literal
positivo da variavel x; € X nas clausulas em C, para 1 < j <p; ek € {1,2,3},

= : ’ : Lo i :
entao uma unidade do fluxo percorrerd o caminho (sg, ve,, v, V9; 1, Vsj; Ve, t2);

e por outro lado, se v, corresponde ao k-ésimo literal em C, e & j-ésima ocor-
réncia do literal negativo da variavel x; € X nas clausulas em C, para
1 <j<gqer € {123}, entdo uma unidade do fluxo percorrera o cami-

1] T
nho <82> Ve, Ul Vgj—15 V245 Veys t2>'

Observe que, até o momento, foram transmitidas m = |C| unidades de fluxo
de sy para t;. As demais 4m unidades sao transmitidas percorrendo-se, para
cada clausula C, € C, os caminhos: <32,UCL,vaL1,uL1,VCL,t2>, <82,UCL,UILK§,UL2,VCL,t2>,
<S27UCL7Zi7VlLKi7VCMt2> e <82,UCL,Z§,V;HL2,VCL,152>, onde r{, k4 € {1,2,3} \ {k}, v} < K}
e o k-ésimo literal em C, é 7,.

Figura 4.8 exemplifica a definicao das funcoes de fluxo f; e fo concernente a
instancia I da Figura 4.5, obtida a partir da atribuigao de valor verdade a(x;) =
verdadeiro, o(xy) = verdadeiro e a(x3) = falso. Neste exemplo, tomamos v; = x;
como literal verdadeiro da clausula C; = {x1, 23, x3}, 72 = x2 como literal verdadeiro
da clausula Cy = {Z1, 29,23} € 73 = T3 como literal verdadeiro da clausula C5 =

{x17f2753}'
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Obtemos, dessa forma, que as demandas D; = 1 e Dy = 5m sao alcancadas
pelas funcoes de fluxo f; e fo. Além disso, segue imediatamente da definicao da
funcao f;, que a restricao de conservacao de fluxo é respeitada por todo vértice
v e V(G)\ {si,t;}, para i € {1,2}. Por fim, observe que a capacidade unitaria
de todas as arestas de GG sao também respeitadas, visto que, por construcao, se o
fluxo do primeiro commodity passa pelo gadget G,, através do caminho P (cami-
nho P?), entdo o fluxo do segundo commodity nao utilizara quaisquer arestas desse
caminho: ou utilizara arestas do gadget G,, que pertencem ao caminho P’ (caminho
ﬁi, respectivamente), ou nao utilizard quaisquer vértices ou arestas de Gy, .

Portanto, como U2CIF pertence a NP e podemos realizar esta reducao em tempo

polinomial no tamanho de I, obtemos que U2CIF é NP-completo. O

Observamos que, o conceito de arestas paralelas foi utilizado na demonstracao
do Teorema 4.1 tendo como tnico propoésito simplificar a argumentacao desta de-
monstragao, visto que a subdivisao de tais arestas resultaria num grafo sem arestas
paralelas, e ainda assim teriamos a relacao de que I é uma instancia SIM do 3-SAT

se, e somente se, g(I) é uma instancia SIM do U2CIF.

Corolario 4.2. O problema k + 1 CAMINHOS DISJUNTOS EM ARESTAS é NP-

completo.
Demonstragao. Segue imediatamente do Teorema 4.1. O

Provamos agora que o problema k£ + 1 VDP é NP-completo. Da mesma forma
que para SEMIESTRUTURADO S-TCP(r), apresentado na Secao 3.2.3, a prova de
NP-completude que propomos para o k+1 VDP consiste numa redugao polinomial,
a partir do 3-SAT, muito similar & que realizamos para provar que CONJUNTO DE
TERMINAIS PARTICIONADO S-TCP(r) é NP-completo, descrita no Teorema 3.22.

Dessa forma, nao nos atamos aos pormenores ji descritos no referido teorema.
Teorema 4.3. O k+ 1 VDP é NP-completo.

Demonstragao. Pode-se verificar facilmente que £ + 1 VDP pertence a classe de
problemas NP. Assim, é suficiente mostrarmos que 3-SAT se reduz polinomialmente
para CONJUNTO DE TERMINAIS PARTICIONADO S-TCP(r).

Seja I = (X, C) uma instancia do 3-SAT, onde X = {x,z3,...,x,} é 0 conjunto
de variaveis e C = {C4,Cy, ..., C,,} é o conjunto de clausulas. Construimos a partir
de [ uma instancia f(I) = (G, {s1,t1},{s2,t2}, k) do k +1 VDP conforme segue:

e primeiramente, criamos quatro vértices sq, t1, So € t9;

e para cada variavel x; € X, criamos o gadget G,, (igual ao ilustrado na Fi-

gura 3.11) tal que
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= V(Ga,) = {vs, v, U{0j [1 <G <pif U5 [ 1< < qi}

7

— B(Gy,) ={vjpvl [1<j<p—1}U{tivl, |1<j<q—1}

k2
R e R A
U {U3U17 /Usvl7 Utvpi’ Utvqi}7
onde p; e ¢; denotam, respectivamente, o niimero de ocorréncias do literal

positivo e o numero de ocorréncias do literal negativo da varidvel x; € X nas

clausulas em C;

e conectamos os gadgets GG, uns aos outros em série, ou seja, para 1 <7 <n—1,

adicionamos as arestas viv’™!, e adicionamos também as arestas sjv,, e vI'ty;

e para cada cldusula C, € C, criamos dois vértices uc, e ug, e adicionamos as

arestas syuc, € Ug, to;

e para cada clausula C, € C, se a j-ésima ocorréncia do literal positivo da variavel
x; € X nas clausulas em C é dada em C,, para 1 < j < p;, entao adicionamos

% i, .
as arestas UCL’U]- € vjucb,

e por outro lado, se a j-ésima ocorréncia do literal negativo da variavel z; € X
nas clausulas em C é dada em C,, para 1 < 5 < ¢;, entao adicionamos as

TN S
arestas uc,v; € VU, ;
e por fim, definimos k& = m, onde m = |C]|.

Figura 4.9 exemplifica o grafo G e os pares de vértices {s1,t1} e {s2,t2}, obtidos
a partir de uma dada instancia I = (X,C) do 3-SAT, que neste caso corresponde
ao conjunto de variaveis X = {x, 29,23} e ao conjunto de clausulas C = {C} =
{1, 29,23}, Cy = {T1, 9, 23}, C3 = {21, T2, T3} }.

Mostramos agora que I ¢ uma instancia SIM do 3-SAT se, e somente se, f(I) é
uma instancia SiM do k£ + 1 VDP.

(=) Suponha que I seja satisfativel. Logo, existe uma atribuicao de valor verdade
a: X — {wverdadeiro, falso} para as variaveis em X que satisfaz todas as clausulas
em C. Seja entao S = {y1,¥2, ..., Ym} um conjunto formado ao se tomar arbitraria-
mente, para cada clausula C, € C, (exatamente) um literal verdadeiro y, pertencente
a C,. Com base em « e S, construimos uma solu¢ao P para I (ou mais formalmente,

um certificado para o SIM de I) conforme segue:

e para cada y, € 9, se y, corresponde & j-ésima ocorréncia do literal positivo de

x; € X, entdo adicionamos o caminho Pg, = (s, uc,, vé, ug, , ta) a P;

e por outro lado, se y, € S corresponde a j-ésima ocorréncia do literal negativo

de z; € X, entao adicionamos o caminho Pg, = (so, ucb,ﬁé, ug, ,ta) a P;
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Figura 4.9: Grafo G e os pares de vértices {s1,t1} e {s2, 12}, obtidos a partir de uma
dada instancia I = (X,C) do 3-SAT.

e para cada variavel r; € X, definimos o subcaminho P; como sendo

Pt (05,01, 0y, ..., 0, v;)  se a(w;) = verdadeiro,
T . . . . . o
' (U5, V1, V3, Upy, V) caso contrario;

e por fim, definimos F;, ;, como sendo o caminho obtido pela uniao dos subca-

1 * * * b
minhos P, , P; ..., P; , e o adicionamos a P.

Figura 4.10 exemplifica k£ + 1 caminhos disjuntos em vértices no grafo GG concer-
nente & instancia f(I) da Figura 4.9 (tais que k = m = 3 desses caminhos s@o entre
S €ty e um caminho é entre s; e t1), obtidos a partir da atribuigao de valor verdade
a(zy) = verdadeiro, a(zy) = verdadeiro e o(x3) = falso. Neste exemplo, formamos
o conjunto S = {y1,ys2,y3}, de literais verdadeiros das clausulas em C, tomando os
literais y; = x1, Yo = T2 € Y3 = T3.

Por construgao, temos que P consiste em k£ + 1 caminhos disjuntos em vértices,
tais que Pe,, Pey, - - ., Po,, sao k = m caminhos entre s, e t9, e Py, 4, ¢ um caminho
entre s; e t;. Portanto, f(I) é de fato uma instancia Sim do k£ + 1 VDP.

(<) Por outro lado, suponha que f(/) seja uma instancia SIM do k& + 1 VDP.
Seja entdo P um certificado para o SIM de f(I), isto é, P constitui-se de k + 1
caminhos disjuntos em vértices no grafo GG, tais que k destes caminhos sao entre s,
e ty e um destes é entre s; e t1. Observe que, como dg(s2) = dg(t2) = k, todos
os vizinhos de s, e todos os vizinhos de t; no grafo G devem necessariamente estar

contidos nos caminhos entre s, e to em P e, assim, nenhum destes pode pertencer
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Figura 4.10: k + 1 caminhos disjuntos em vértices referentes a uma atribuigao de
valor verdade para as variaveis em X.

ao caminho entre s; e t; que esta presente em P, pois caso contrario P nao certifi-
caria o SIM de f([), o que seria um absurdo. Logo, para todo z; € X, temos que
o caminho entre s; e t; em P deve necessariamente conter como subcaminho ou o
caminho P,, = (v}, %}, 05,..., 0} v}) (igual ao ilustrado na Figura 3.13a) ou o cami-
nho P, = (vi,v},v5,...,v5  v;) (igual ao ilustrado na Figura 3.13b). Dessa forma,
definimos uma atribuigao de valor verdade a: X — {werdadeiro, falso} para as va-
ridveis z; € X seguindo uma regra semelhante & que descrevemos para a atribuigao

a do Teorema 3.22, a saber:

e se o caminho entre s; e ¢; em P contém P,, como subcaminho, entao definimos

a(x;) = verdadeiro;
e caso contrério, definimos «a(x;) = falso.

Assim, como os vértices uc, e ug, , para C, € C, estao todos contidos nos caminhos
entre sy e ty que pertencem a P, obtemos pela definicao de suas adjacéncias que todas
as clausulas em C sao satisfeitas por a. Portanto, temos que I é uma instancia Sim

do 3-SAT. [l
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Capitulo 5
Grau Maximo Limitado

Diferenciando-se dos demais capitulos desta dissertacao, este capitulo nao possui
como foco principal o S-TCP ou suas variantes restritos aos casos em que sao im-
postas limitagoes aos roteadores. Analisamos neste momento a complexidade tanto
do S-TCP quanto do TCP quando o grau maximo do grafo de entrada G ¢ limi-
tado por uma constante. Observamos que Dourado et al. [10] na demonstragao do
Teorema 2.1, onde sdo estabelecidas as NP-completudes dos problemas TCP(¢) e
S-TCP(¢), constroem um grafo cujo grau maximo nao é constante. No entanto, pos-
teriormente, os mesmos autores provaram que o TCP({) e o S-TCP({) sdao ambos
NP-completos mesmo quando restritos aos grafos com grau maximo constante [11],
o que nos motivou a proceder com a anélise da complexidade destes dois proble-
mas em func¢ao do grau maximo de GG. Nossa principal contribui¢ao neste capitulo

consiste em provar os seguintes resultados:
e 0 TCP(¢), o TCP(r) e o S-TCP sao NP-completos mesmo quando A(G) = 3;
e 0 S-TCP(¢) ¢ NP-completo mesmo quando A(G) = 4;
e 0 S-TCP(¥) ¢é solucionével em tempo polinomial se A(G) = 3.

Observe que o TCP e 0 S-TCP sao claramente solucionaveis em tempo polinomial
quando A(G) = 2, visto que (com base no Lema 3.2) toda instancia SIM para ambos
problemas possui no maximo 2 terminais, e assim podemos solucioné-los através da
aplicacao de um algoritmo polinomial para o problema de encontrar um caminho
mais curto entre os (no méaximo dois) vértices terminais. Dessa forma, os resultados
por nos propostos estabelecem uma dicotomia quanto a complexidade do TCP e do
S-TCP no que concerne ao grau maximo do grafo de entrada.

E importante mencionar que a maior parte das demonstragoes que apresentamos
neste capitulo sdo inspiradas nas demonstragoes devidas a Dourado et al. [11]. Ade-

mais, embora nao declarado em [10, 11], um resultado obtido diretamente da prova
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de NP-completude do TCP(r), descrita no Teorema 2.2, é o de que o TCP(r) per-
manece NP-completo mesmo quando restrito aos grafos com grau méximo 7, tendo
em vista que CAMINHO HAMILTONIANO é NP-completo para grafos cibicos (isto é,
grafos cujos vértices possuem grau exatamente 3) cf. [19].

A seguir, apresentamos as nossas principais contribui¢oes deste capitulo: na Se-
¢ao 5.1 provamos os resultados referentes ao TCP e na Segao 5.2 provamos os resulta-
dos referentes ao S-TCP. Entretanto, apresentamos antes disso algumas proposigoes
mais gerais, relacionando a quantidade de roteadores em uma &arvore de conexao
com o grau méaximo e o nimero de terminais, que nos serao tuteis, por exemplo, para
provar que o S-TCP(¢) é solucionavel em tempo polinomial quando A(G) = 3, além
de possivelmente serem ferramentas tteis para a obtencao de resultados futuros.

Dada uma arvore de conexao T para W, denotamos por Ry (7") o conjunto
formado pelos vértices pertencentes a W com grau maior ou igual a 3 em T e
denotamos por Ly (7) o conjunto formado pelos vértices pertencentes a W com
grau exatamente 2 em 7'. Definimos ainda R*(7") = R(7") URw (T") e denotamos por
L'(T) o subconjunto de L(7") ULy (T") formado pelos vértices, com grau 2 em 7', que

pertencem a um caminho em 7" cujos (dois) extremos pertencem a R*(T).

Proposicao 5.1. Seja G um grafo e W C V(G) um conjunto de terminais. Se T é
uma drvore de conexdo de G para W, entao |R(T)| < |W| —2.

Demonstragao. Suponha que |[R(T)| > |W| — 2. Seja T* o subgrafo de T' induzido
por L'(T") U R*(T"). Por definigdo, T* é uma arvore. Ademais, pode-se verificar

facilmente que
folhas(T)| = > (dr(v) — dr(v)). (5.1)

Observe ainda que, veRr*(T)

Y dr(w)= Y dp(v)= > dp(v) = 2U(T)
)

vER*(T) VeV (T*)\L/(T) VeV (T
= 2|E(T")| = 2]L'(T)] (5.2)
=2(|L(T)| + IRY(T)| — 1) — 2|L"(T)|
— 9|R*(T))| — 2.

Dessa forma, substituindo a Equa¢ao (5.2) na Equagao (5.1) obtemos

folhas(T)| = > (dr(v) — 2[R*(T)| +2)

veR*(T)
> 3IR"(T)| = 2|R*(T)| +2=R*(T) + 2
= |R(T)| + [Rw(T)| + 2
> |W| + |Rw (T (por hipotese |R(T)| > |[W| —2).
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Entretanto, isso é um absurdo, pois como 7" é uma arvore de conexao para W,
folhas(T") C W, e assim [folhas(T)| < |[W]. Portanto, |R(T)| < |W| — 2. O

Corolario 5.2. Se T é uma drvore de conexdao de G para W, entao |[R(T)| +
[Rw (T)] < [folhas(T)| — 2 < [W] — 2.

Demonstracao. Segue imediatamente da demonstracao da Proposigao 5.1. [
Proposicao 5.3. Se T' é uma drvore de conexao estrita de G para W e A(G) > 3,

entao |[R(T)| > [%1

Demonstrag¢ao. De modo similar a demonstragao da Proposicao 5.1, temos que

|W| = |folhas(T")| = Z (dr(v) — dp«(v)) (visto que T' ¢é estrita),

veER*(T)

onde T* é novamente o subgrafo de T" induzido por L'(T") UR*(T). Além disso, como

Rw (T') = @, obtemos pela Equagao (5.2) que

> dpe(v) =2RY(T)| — 2 = 2R(T)| - 2

veER*(T)
= |W|= > (dr(v) = 2IR(T)| +2)
veER(T)
A(G)R(T)] = 2[R(T)[ +2
( (G) = 2) [R(T)] + 2.
Portanto, como |R(T")| é inteiro, |R(T)| > (AI?Q)*_QQW O

Corolario 5.4. Se T' é uma drvore de conexao estrita de G para W e A(G) > 3,

entio [atars] < R(T)| < (W] —2.

Demonstragao. Segue imediatamente das Proposicoes 5.1 e 5.3. O]

5.1 Problema nao estrito

Primeiramente, provamos que o TCP(¢) é NP-completo mesmo quando restrito
aos grafos com grau maximo 3. Para tanto, propomos uma redugao polinomial a
partir da variante do 3-SAT em que todas as clausulas possuem dois ou trés literais
e cada varidvel aparece exatamente duas vezes de forma positiva e uma vez de forma
negativa. Esta variante se trata de um problema NP-completo cf. [32], que definimos

formalmente conforme segue.
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3-SAT(3)

Entrada: Um conjunto de variaveis booleanas X e um conjunto C de clausulas

sobre X tal que: (1) toda clausula em C possui dois ou trés literais;
e (2) para cada variavel z € X, existem exatamente duas clausulas
em C que contém o literal positivo de x e exatamente uma clausula

em C que contém o literal negativo de x.

Questao: Existe uma atribuicao de valor verdade para as variaveis em X que

satisfaca todas as clausulas em C?

Teorema 5.5. O TCP(l) é NP-completo mesmo quando A(G) = 3.

Demonstragao. Dada uma instancia I = (X,C) do 3-SAT(3), com conjunto de varia-
veis X = {x1,%s,...,2,} e conjunto de clausulas C = {C, Cy, ..., C,,}, construimos
uma instancia f(I) = (G, W,r) do TCP({), tal que A(G) = 3, conforme segue:

e primeiramente, criamos ¢ vértices ui, us,...uy, juntamente com as arestas
u;uir1, para 1 < ¢ < ¢ — 1; ademais, criamos o vértice w; e a aresta wruq,
formando entdo o caminho P; = (wy, uy,ug, -+ ,ug), que é ilustrado na Fi-

gura 5.18a;

e para cada variavel x; € X, criamos os vértices w;i
wl v, e criamos o gadget G, ilustrado na Figura 5.1b, tal que

T

e v,,, adicionamos a aresta

= V(Ga,) = {wi, wy Y U{ty, 15, fo,} e

X Tx;

— E(G$) = {w2_t1 tl_t2 t2.w3i7w§if£ﬂi7f£ﬁiw2

T )

i x;'xy) Yoy Yy Yy P

/
—_—
wr up Uy
(a) Caminho Pj. (b) Gadget G,.

Figura 5.1: Gadgets da redugao do 3-SAT(3) para o TCP(¢) com A(G) = 3.

e criamos uma drvore bindria completa T enraizada num vértice vy, tal que as
folhas de T correspondem aos vértices recém criados vy, Us,, ..., 0, (para
definicao de drvore bindria completa enraizada, solicitamos que o leitor con-

sulte [40]); além disso, adicionamos a aresta wyvy;

e para cada clausula C, € C, criamos trés vértices w¢, , wg, e wg, e adicionamos
1,02 1,3 2 .03 ¢ aq 1 o AT
as arestas wg, wg, , we, we, € wg, we, se C, contém trés literais; caso contrario,

criamos dois vértices wk ., w2, e adicionamos a aresta wk w2 :
Cﬂ C/, C/, C/,’
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e para cada clausula C, € C, adicionamos a aresta tjz'iw& se 0 k-ésimo literal em
C, corresponde a j-ésima ocorréncia do literal positivo da variadvel x; € X nas

clausulas em C, para 1 < j<2e 1 <k <|C,;

e por outro lado, adicionamo a aresta f,,wg, se o x-ésimo literal em C, corres-
ponde & (tnica) ocorréncia do literal negativo da variavel z; € X nas clausulas
em C, para 1 <k < |C,|;

e por fim, definimos W = {w;} U {wl w2 wl | z; € X}U{wg |1 <k <
|IC,|,C, eCter=I|V(G)\W|-L.

Figura 5.2 exemplifica o grafo G e o conjunto de terminais W (vértices destacados
com contorno azul), obtidos a partir de uma dada instancia I = (X, C) do 3-SAT(3),
que neste caso corresponde ao conjunto de variaveis X = {xy,x2, 23} e ao conjunto

de clausulas C = {Cl = {.1’1,.1'2,1'3}, Cg = {Tl,mg,l'g}, Cg = {xl,fg,fg}}.

Figura 5.2: Grafo G, com A(G) = 3, e conjunto de terminais W, obtidos a partir
de uma instancia I = (X,C) do 3-SAT(3).

Nao é dificil verificar que o grau méximo de G é 3. Mostramos agora que I é uma
instancia SIM do 3-SAT(3) se, e somente se, f(I) é uma instancia SIM do TCP(¢).

(=) Suponha que I seja satisfativel. Logo, existe uma atribuicao de valor verdade
a : X — {verdadeiro, falso} para as variaveis em X que satisfaz todas as clausulas
em C. Com base em «, construimos uma arvore de conexao 7" de GG para W conforme

segue:

e adicionamos o caminho P; a T7;
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e adicionamos a arvore binaria completa 77 a T, juntamente com os vértices w;,l_

e as arestas w;ivxi, para todo x; € X; adicionamos também a aresta u,vy;

2 3

e para cada variavel z; € X, adicionamos os vértices w2 e w3 e a aresta v, w2,

aT;

7

e sc a(x;) = verdadeiro, entdo adicionamos os vértices tii e tii a T', juntamente

com todos os seus vizinhos e as arestas que os incidem em G

e por outro lado, se a(x;) = falso, entao adicionamos o vértice f,, a T, junta-

mente com todos os seus vizinhos e as arestas que o incide em G;

Como por hipotese « satisfaz todas as clausulas em C, temos que, para cada C, € C,
existe ao menos um vértice thi ou f;, que conecte um dos vértice wa, wa (ou wa,
se |C\| = 3) a T, para algum j € {1,2}. Seja entdo w¢, um vértice correspondente
a clausula C, € C que foi adicionado a T através de um dos dois ultimos passos.
Se existir algum vértice w('i’: que ainda nao pertence a 7', para 1 < ' < |C,], entao
podemos conecta-lo a T" através da adicao da aresta wg:wa. Finalizamos assim a
construgao do grafo T'.

Figura 5.3 exemplifica uma arvore de conexao 1" para W concernente & instancia
f(I) da Figura 5.2, obtida a partir da atribuicao de valor verdade a(x;) = verdadeiro,

a(xy) = verdadeiro e a(x3) = falso. Neste exemplo, |L(T)| = ¢ e |R(T)| = 10.

Figura 5.3: Arvore de conexao de G para W referente a uma atribuicao de valor
verdade para as variaveis em X.

Por construcao, temos que 7' é uma arvore de conexao de G para W, cujo con-

junto de elos é L(T) = {uj,ug,...,u} e cujo conjunto de roteadores é R(T) =
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V(Ty) Uity . t2, | a(x;) = verdadeiro,z; € X} U{f,, | a(z;) = falso, z; € X}. Logo,
IL(T)| = ¢ e, claramente, |R(T)| < |V(G) \ W| — £. Dessa forma, podemos concluir
que f(I) é de fato uma instancia SIM do TCP(¥).

(<) Por outro lado, suponha que f(I) seja uma instancia StM do TCP (/). Logo,
G admite uma arvore de conexao T para W tal que |L(T)| < £ e |[R(T)| < r =

|[V(G)\ W|—{. Note que, o caminho P; necessariamente esta contido em 7', ja que

todo caminho em G entre o terminal w; e qualquer outro terminal pertencente a
WA\{w;} contém todos os vértices de P;. Dessa forma, como os vértices uy, us, . . . , Uy
possuem grau 2 no proprio grafo G, estes sao elos de T'. Consequentemente, nenhum
outro vértice de T' pode ser um elo, pois caso contréario |L(7)| > ¢, o que seria um
absurdo. Assim, os demais vértices de T' sao ou terminais ou roteadores. No entanto,
como A(G) = 3, se p € R(T'), entao Nr(p) = Ng(p). Logo, se t, € V(T), entao
w2, t2 € Np(th) e, por conseguinte, w? € Nrp(t2). Analogamente, se t2 € V(T),

Ti) "X
3 tl

;) Xy

foi € V(T'), entdo w2 w3 € Nr(fs,). Dessa forma, como T & aciclico, se t} ou

entdao w € Np(t2) e, por conseguinte, w? € Ng(tl). Por outro lado, se

t2 pertencem a V(T), entdo f,, ¢ V(T); reciprocamente, se f,, € V(T), entdo
ty 2 & V(T).

Figura 5.4: Vizinhanga dos vértices tL | t2 e f,, em T.

0 Yz

Definimos entdo uma atribuigdo de valor verdade o : X — {wverdadeiro, falso}
para as variaveis em X como segue: «a(x;) = verdadeiro se, e somente se, f,, ¢ V(T).

Seja We, = {wg, | 1 < x <|C,|}, onde C, € C. Como por hipotese We, C W C
V(T) e todo caminho em G entre we, € W, e um outro terminal w € W\ W,
contém um dos vértices t;i, tii ou f,,, para algum z; € X, todas as clausulas
em C sao satisfeitas por . Com efeito, sabemos que, para toda clausula C, € C
existe um vértice wg, € {wg,,. .. ,w‘OCLLl} tal que wg, é adjacente em T a tl , 2
ou f,,, para algum z; € X. Se w*Cbtii ou w*cbtii pertencem a F(T'), entdo f,, nao
pertence a V(T'), e assim (por construcdo) a atribuigao «(z;) = verdadeiro satisfaz
C,. Semelhantemente, se wy, f2 € E(T), entao obviamente f,, € V(T), e assim
(por construgao) a atribuigao «(z;) = falso satisfaz C,. Portanto, I é de fato uma
instancia StM do 3-SAT(3). O

Uma consequéncia complementar ao enunciado no Teorema 5.5 é a de que a
NP-completude do TCP(¢) nao depende da restrigdo quanto a limitagao do ntimero
méaximo de roteadores. Conforme pode-se notar, na demonstracao do referido teo-

rema definimos o limite para o niimero maximo de roteadores tao grande quanto se
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possa, a saber: r = |[V(G)\ W|—¢, além disso ndo utilizamos em qualquer momento
o fato de existir tal limitagao. Portanto, temos que o TCP(¢) com A(G) = 3 ¢
NP-completo mesmo se considerarmos a sua versao relaxada na qual nao existe um
limite para o namero de roteadores nas arvores de conexao.

O problema que consideramos neste momento é o TCP(r) restrito aos grafos com
grau maximo 3, para o qual propomos uma prova de NP-completude. A demonstra-
¢ao que realizamos consiste numa reducao polinomial a partir de uma variante do
CAMINHO HAMILTONIANO, que também mostramos pertencer a classe de problemas

NP-completo, conforme segue.

CICLO HAMILTONIANO
Entrada: Um grafo G.

Questao: O grafo G é hamiltoniano?

Lema 5.6. O problema CICLO HAMILTONIANO € NP-completo mesmo quando res-
trito aos grafos com grau mdximo 3 que contém ao menos dois vértices de grau 2

adjacentes.

Demonstragao. Itai et al. provaram que CICLO HAMILTONIANO é NP-completo
mesmo em grafos com grau maximo 3 [22]. Com base na demonstragdo proposta
por estes autores (Lema 2.1 de [22]), podemos supor sem perda de generalidade que
o grafo de entrada GG contém ao menos um vértice de grau 2, digamos o vértice v €
V(G). Seja e = uv € E(G) uma aresta incidente a v arbitraria. Ao subdividirmos a
aresta e, conforme ilustramos na Figura 5.5, obtemos um grafo G’ com grau méximo
3 que contém dois vértices de grau 2 adjacentes. Note ainda que, G ¢ hamiltoniano se,
e somente se, G’ ¢ hamiltoniano. E facil verificar a validade desta tltima afirmacao,
pois: se C' é um ciclo hamiltoniano de G, entao necessariamente C' contém como
subcaminho o caminho (v, ), assim basta substituirmos (v, u) em C por (v, ve, u),
que entao teremos um ciclo hamiltoniano de G’; por outro lado, se C’ é um ciclo
hamiltoniano de G’, entao necessariamente C’ contém como subcaminho o caminho
(v, Ve, u), assim basta — de maneira inversa ao caso anterior — substituir (v, ve, u)

em C’ por (v,u), que entao teremos um ciclo hamiltoniano de G. O

v u V Ve U

Figura 5.5: Subdivisao da aresta e.

5t-CAMINHO HAMILTONIANO
Entrada: Um grafo G e dois vértices distintos s,t € V(G).

Questao: O grafo G admite um caminho hamiltoniano entre s e t7
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Lema 5.7. O problema st-CAMINHO HAMILTONIANO ¢ NP-completo mesmo quando

restrito aos grafos com grau mdzrimo 3 nos quais s e t possuem grau 1.

Demonstracao. Para provarmos este resultado realizamos uma redugao polinomial
a partir do problema descrito no lema anterior, o CICLO HAMILTONIANO restrito
aos grafos com grau maximo 3 que contém dois vértices de grau 2 adjacentes. Seja
entdo G um grafo com grau maximo 3 e sejam u,v € V(G) tais que uv € E(G) e
dg(u) = dg(v) = 2. A partir de G e de u e v, criamos um grafo G’ simplesmente
através da adicao dos vértices s e t e das arestas sv e ut, conforme ilustramos na

Figura 5.6. E facil verificar que G admite um ciclo hamiltoniano se, e somente se,

G’ admite um st-caminho hamiltoniano. O
t S
—0—o0— —> M
u v u v

Figura 5.6: Adicao dos vértices s e t e das arestas sv e ut.

Teorema 5.8. O TCP(r) é NP-completo mesmo quando A(G) = 3.

Demonstragao. Seja I = (G, s,t) uma instancia do st-CAMINHO HAMILTONIANO,
onde G é um grafo com grau maximo 3 e dg(s) = dg(t) = 1. Podemos supor, sem
perda de generalidade, que todos os vértices em V(G)\{s, t} possuem grau ao menos
2 em G, pois caso contrario I seria obviamente uma instancia NAO do st-CAMINHO
HAMILTONIANO. Definimos a partir de I uma instancia f(I) = (G', W, £) do TCP(r)

conforme segue:

e primeiramente, criamos um gadget G, conforme ilustrado na Figura 5.7, tal

que

— V(G)) ={p1.p2, oy U{w} w2 YU{w, [2<i<r}e
— E(G) ={pipi1 | 1 <i <r =1} U{w, pr,wl pi} U {piwy, |2 <i <1}

Figura 5.7: Gadget GY.

e adicionamos os vértices s e t a G', juntamente com a aresta p,s;
e para cada veértice v € V(G), adicionamos v a G;

e se dg(v) = 3, entdo criamos um gadget G, conforme ilustrado na Figura 5.8a,

tal que
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- V(GU) = {UaU%aU%,U%U%,U%} €

SRS RS IS RS UV T S B S
— E(G,) = {vvy, vus, v{ve, v309, {07, 305 };

e por outro lado, se dg(v) = 2, entao criamos um gadget G, conforme ilustrado

na Figura 5.8b, tal que

- V(Gv) = {U,U},U%,U%,U%} e

— E(Gy) = {vvy, 003, 107, 0303 15

i v3 h v3
v v
0 0
(a) dg(v) = 3. (b) dg(v) = 2.

Figura 5.8: Gadget G,,.

e sc uwv € E(G), dg(u) > 2 e dg(v) > 2, entdo selecionamos um vértice
u* € {u? uz,ui} (ou u* € {u? ui} se dg(u) = 2) tal que até entdao nao o
é adjacente em G’ a qualquer vértice que nao pertenga a V(G,) e, da mesma
forma, selecionamos um vértice v* € {v?, v9, v3} (ouv* € {v}, v3} se dg(v) = 2)
tal que até entao nao o é adjacente em G’ a qualquer vértice que nao pertenca

a V(G,); realizadas essas sele¢oes, adicionamos a aresta u*v* a G;

e sc uv € E(G) mas u (ou v) possui grau 1 em G, entdo definimos o vértice u*
(ou v*, respectivamente), do passo anterior, como sendo o proprio vértice u

(ou v, respectivamente);

e para facilitar a argumentacao a seguir, definimos um mapeamento o: E(G) —

E(G") conforme descrevemos nestes dois ultimos passos, ou seja, o(uv) = u*v*;

e por fim, definimos W = {v | v € V(G)} U {wi,w?} U{w; | 2 <i <r}e
¢ =4(n—2), onde n = |V(G)|.

Figura 5.9b exemplifica o grafo G’ e o conjunto de terminais W (vértices desta-
cados com contorno azul), obtidos a partir de uma dada instancia I = (G, s,t) do
st-CAMINHO HAMILTONIANO, que neste caso corresponde ao grafo G e aos vértices
s e t ilustrados na Figura 5.9a.

Nao é dificil verificar que o grau maximo de G’ é 3. Mostramos agora que [ é
uma instancia SIM do st-CAMINHO HAMILTONIANO se, e somente se, f(I) é uma
instancia StM do TCP(r).

(=) Suponha que [ seja uma instancia SIM do st-CAMINHO HAMILTONIANO.

Logo, G admite um caminho hamiltoniano P = (s = wuy,ug,...,u, = t), onde
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s=u; t=1u
@)

Uy Ug us uz

(a) Grafo G. (b) Grafo G'.

Figura 5.9: Grafo G’, com A(G’) = 3, e conjunto de terminais W, obtidos a partir
de uma instancia I = (G, s,t) do st-CAMINHO HAMILTONIANO.

n = |V(G)|. Com base em P, construimos uma arvore de conexao 1" para W

conforme segue:
e primeiramente, adicionamos o gadget G a T
e adicionamos o vértice s = u; e as arestas p,s e a(sug) a T}
e analogamente, adicionamos o vértice t = u,, e a aresta a(tu,_1) a T}

e para cada subsequéncia (u;_1, u;, u;+1) de P, adicionamos os vértices z} e y a

T, onde a(u;—1u;) = uj_ o] e a(uuipq) = y;uj; ademais,

— se dg(u;) = 2, entdo simplesmente adicionamos o gadget G, a T', o qual

ilustramos na Figura 5.10a;

— por outro lado, se dg(u;) = 3, entdo (a menos de simetria) adicionamos a
T um dos dois subgrafos de G, ilustrados na Figura 5.10b, dependendo

de quais vértices de G, os vértices x] e y; representam;

Figura 5.11b exemplifica a arvore de conexao T' de G’ para W obtida a partir do
caminho hamiltoniano P = (uy, ug, ug, ug, us, g, Uz, Us, Uy, U1g, Ui, U2) concernente
a instancia f(I) da Figura 5.9, que é ilustrado na Figura 5.11a. Neste exemplo,
temos que |L(T)| =4(12—-2) =40 ¢ |[R(T)| = .

Por construcao, temos que 7" é uma arvore de conexao de G’ para W, cujo
conjunto de elos é formado por precisamente quatro vértices de cada gadget G,
(correspondentes as arestas incidentes a u que estdo presentes no caminho hamil-

toniano P), para u € V(G) \ {s,t}, e cujo conjunto de roteadores ¢ dado por
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(a) dg(u;) = 2.

* *
Ly Ly
*
U X u1O<F
*
Yi

(b) de(us) = 3.

Figura 5.10: Construcao de T": casos possiveis para a subsequéncia (u;_1, u;, Uii1)-

Uz Uy t=u2 U1

Uy ug us u7

(a) Caminho P. (b) Arvore de conexao T

Figura 5.11: Arvore de conexao T para W obtida a partir de um caminho hamilto-
niano P.

R(T) = {p1,p2,---pr}- Logo, |L(T)| = 4(n —2) e |R(T)| = r. Portanto, f(I) é de
fato uma instancia Sim do TCP(r).

(<) Por outro lado, suponha que f(I) seja uma instancia Sim do TCP(r). Logo,
G’ admite uma arvore de arvore de conexao T para W tal que |L(T)| < ¢ =4(n—2) e
IR(T")| < r. Observe que, os vértices py, pa, . . ., p, Necessariamente estao contidos em
T e, mais do que isso, sao roteadores de T'. Assim, todos os demais vértices de T' sao
ou elos ou terminais, pois caso contrario |R(T")| > r, o que seria um absurdo. Dessa
forma, nos concentramos agora apenas no subgrafo 7" de T obtido pela remocao
do gadget G%. Seja W' = W \ (W NV (G})). E facil verificar que 7" é uma arvore
de conexdo de G’ para W' tal que |[L(T")] < ¢ =4(n —2) e |R(T)| = 0. Ademais,
segue da construgao de f(I) e da suposicao de que todos os vértices em V(G)\ {s, t}
possuem grau ao menos 2 em G, que todos os terminais w’ € W'\ {s,t} possuem
grau exatamente 2 em G’. Além disso, como o grau de sedet ¢ 1 em G' — V(GY),

temos que os terminais w' € W'\ {s,t} possuem grau exatamente 2 também em
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T e em 1", pois caso contrario T' seria desconexo ou W’ ¢ V(T"). Dessa forma, os
tnicos vértices de T” que possuem grau 1 sdo s e t e, assim, a arvore 1’ consiste
num caminho cujos extremos sao s e t e cujo conjunto de vértices internos contém
W'\ {s,t} = V(G) \ {s,t}. Consequentemente, para todo v € V(G) \ {s,t}, 7"
deve conter um dos subgrafos do gadget G, ilustrados na Figura 5.12a, pois caso
contrario: v ¢ V(T"), ou existiria um vértice diferente de s e de ¢ com grau 1 em 77,

ou T" conteria um roteador, conforme ilustramos na Figura 5.12b.

S S

) Possiveis subgrafos de G, em T".

Uo\o—o— Uo\o/o—oi
(b) Subgrafos de G, proibidos em T".

Figura 5.12: Possiveis subgrafos de G, em 7", para v € V(G) \ {s, t}.

Considere entdao a sequéncia S = (s = w/,w, ..., w,, = t), formada pelos ter-
minais em W', ordenados de acordo com as suas respectivas ordens de aparicao no
caminho 7", no sentido de que, u = w} e v = wj_, se, e somente se, o caminho P, ,
em 7" entre u e v é tal que V(P,,) N W'\ {u,v} = @, paral <7 <n—1. Com
base no que argumentamos no paragrafo anterior e na construgao de f(I), pode-se
verificar sem muita dificuldade que S é um caminho hamiltoniano entre s e ¢ no
grafo G. Portanto, I é uma instancia SIM do st-CAMINHO HAMILTONIANO. O]

De forma similar a NP-completude dos problemas CONJUNTO DE TERMINAIS
PARTICIONADO S-TCP(r) e SEMIESTRUTURADO S-TCP(r), a NP-completude do
S-TCP(r) com A(G) = 3 nao depende da restri¢io quanto ao nimero maximo de
elos permitidos nas arvores de conexao. Conforme pode-se observar, nao utilizamos
em qualquer momento na demonstracao do Teorema 5.8 o fato de existir um limite

superior para o numero de elos.

5.2 Problema estrito

Provamos agora que o S-TCP é NP-completo mesmo quando restrito aos grafos
com grau maximo 3. A demonstragao que realizamos consiste numa redugao polino-
mial a partir de uma versao restrita do problema UM-EM-TRES 3-SAT (do inglés,
one-in-three 3-SAT). A seguir, descrevemos uma definicdo formal para o referido
problema e, logo em seguida, definimos a sua variante que utilizamos para provar
que o S-TCP com A(G) = 3 é NP-completo.
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UM-EM-TRES 3-SAT

Entrada: Um conjunto de variaveis booleanas X e um conjunto C de clausulas

sobre X tal que cada clausula C' € C possui exatamente trés literais,
ou seja, |C| = 3.
Questao: Existe uma atribuicao de valor verdade para as variaveis em X tal

que toda clausula C' € C possui precisamente um literal verdadeiro?

O problema UM-EM-TRES 3-SAT ¢é NP-completo mesmo quando restrito ao
caso em que toda clausula C' € C possui apenas literais positivos cf. [19], sendo

denominado neste caso MONOTOMO UM-EM-TRES 3-SAT.

UM-EM-TRES 3-SAT(3)

Entrada: Um conjunto de variaveis booleanas X e um conjunto C de clausulas

sobre X tal que: (1) toda clausula em C possui dois ou trés literais;
e (2) para cada variavel z € X, existem exatamente duas clausulas
em C que contém o literal positivo de x e exatamente uma clausula

em C que contém o literal negativo de x.

Questao: Existe uma atribuicao de valor verdade para as variaveis em X tal

que toda clausula C' € C possui precisamente um literal verdadeiro?

Proposicao 5.9. O problema UM-EM-TRES 3-SAT(3) é NP-completo.

Demonstragao. Provamos este resultado através de uma redugao polinomial a partir
do problema MONOTOMO UM-EM-TRES 3-SAT. Seja entdo [ = (X, C) uma instan-
cia do referido problema, onde X = {z1,23,...,2,} é o conjunto de variaveis e
C ={C1,Cy,...,Cy} é o conjunto de clausulas. Construimos a partir de I uma
instancia f(I) = (X’,C") do UM-EM-TRES 3-SAT(3), conforme segue:

e definimos X' = X U {yf | 2 < j < p;}, onde p; denota o numero de ocorréncias
do literal positivo da variavel x; € X nas clausulas em C;

e para cada variavel z; € X tal que p; > 2, seja S; = (C},Cj,...,C} ) uma

ordenacao arbitraria das clausulas em C que contém o literal positivo de z;;
e para todo j com 2 < j < p;, substituimos o literal x; € C’} pelo literal yf ;

e apos realizar a operagao descrita no passo anterior para toda variavel x; € X,

com p; > 2, adicionamos todas as clausulas resultantes dessa operacao a C';

e para cada variavel x; € X tal que p; > 2, adicionamos as clausulas
= o i—1 —pi i o=
{x’myzl}a{yilay?}va{yz ’yzp }’{yzp ,.771} aC,?
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e por fim, para cada variavel x; € X tal que p; = 1, adicionamos a clausula
{JZZ‘,EZ‘} a CI.

Como por hipotese toda clausula C' € C possui apenas literais positivos, obtemos
que f(I) é de fato uma instancia do UM-EM-TRES 3-SAT(3), isto &, para toda
variavel z; € X', existem exatamente duas clausulas em C' que contém o literal
positivo de x; e exatamente uma clausula em C que contém o literal negativo de x;.
Além disso, pode-se verificar sem muita dificuldade que, a: X — {verdadeiro, falso}
é uma atribuicao de valor verdade que satisfaz todas as clausulas em C se, e somente
se, a atribuicdo o': X' — {werdadeiro, falso}, definida da forma:
o' (z;) = o),
{ / a(x;), para todo j com 2 < j < p;,
satisfaz todas as clausulas em C’. Portanto, temos que I é uma instancia SIM do
MONOTOMO UM-EM-TRES 3-SAT se, e somente se, f(/) é uma instancia SIM do
UM-EM-TRES 3-SAT(3). O

Teorema 5.10. O S-TCP é NP-completo mesmo quando A(G) = 3.

Demonstra¢ao. Dada uma instancia I = (X,C) do UM-EM-TRES 3-SAT(3), com
conjunto de variaveis X = {z,x9,...,2,} e com conjunto de clausulas C =
{C1,Cs, ..., Cp}, construimos uma instancia f(I) = (G, W, ¢, r) do S-TCP, tal que
A(G) = 3, conforme segue:

e primeiramente, criamos os vértices v; e wy, juntamente com a aresta vywr;

e para cada varidvel 7; € X, criamos os vértices w;, e U;:w adicionamos as arestas
1

Ty

w;, v, e criamos o gadget G, ilustrado na Figura 5.13, tal que

- V(Gwz) = {vfcl,uiz,ui} U {t:}%?tip f%} U {wxz} €

— B(Gy,) = {v2ug ub th th 12 2 wa,, W, fors fo,ur  ul v2 1}

7 T T ;T Z;

Xq

Figura 5.13: Gadget G, da redugdo do UM-EM-TRES 3-SAT(3) para o S-TCP com
A(G) =3.

e criamos uma arvore binaria completa T enraizada no vértice vy, tal que as

folhas de T correspondem aos vértices recém criados vl , vl ... vl ;

r1° Yx9) » Y
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e ademais, para cada um de tais vértices v, , adicionamos a aresta v v2 , onde
2 .
v € V(Gy,) e x; € X;

e para cada clausula C, € C, percorridas numa ordem arbitraria, se C, possui a
(tnica) ocorréncia do literal negativo da variavel z; € X, entao adicionamos
a aresta we, fr, a G; por outro lado, se C, possui uma (das duas) ocorréncias
do literal positivo de z; e o vértice tié ¢é até entao nao adjacente a qualquer
vértice que nao pertenca ao gadget G,,, entao adicionamos a aresta wth}ci a
G, porém se t;i ja for adjacente em G a algum vértice que nao pertenca a G,

entao adicionamos a aresta wcbtﬁi;

x; € X} UA{we,

e por fim, definimos W = {w;} U {w), ,w,, C,eCl,l=2ne

r=2n+ |V(17)|, onde n = | X|.

Figura 5.14 exemplifica o grafo G e o conjunto de terminais W (vértices desta-
cados com contorno azul), obtidos a partir de uma dada instancia I = (X,C) do
UM-EM-TRES 3-SAT(3), que neste caso corresponde ao conjunto de variaveis X =
{x1,29,...,29} € a0 conjunto de clausulas C = {C; = {x1, 29,23}, Co = {21,775},
Cs = {T1,25},Cy = {T3,28},C5 = {12,%6},C6 = {T2,26},Cr = {24, 25, 27},
Cs = {23, 77}, Cy = {27, 75}, Cro = {24, o}, C11 = {T4, 29}, C12 = {T6, Ts, To } }.

wy

O
vr,
O

V8,0
V20
O
@,
i
"
O @, @, @, @, O O
we, We, Wcs wey Wcy e we, e Wwey Wey wey, WC,

Figura 5.14: Grafo G, com A(G) = 3, e conjunto de terminais W, obtidos a partir
de uma instancia I = (X,C) do UM-EM-TRES 3-SAT(3).

Nao é dificil verificar que o grau méximo de G é 3. Mostramos agora que I é uma
instancia SIM do UM-EM-TRES 3-SAT(3) se, e somente se, f(I) é uma instancia
SIM do S-TCP.
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(=) Suponha que [ seja satisfativel. Logo, existe uma atribuigao de valor verdade
a : X — {verdadeiro, falso} para as variaveis em X que satisfaz todas as clausulas
em C. Com base em «, construimos uma arvore de conexao estrita 1" de G para W

conforme segue:

e adicionamos a arvore binéaria completa T a T', juntamente com os vértices wfti
e as arestas w/, v, , para todo z; € X; adicionamos também o vértice w; e a

aresta wrvr;

e para cada variavel x; € X, se a(x;) = verdadeiro, entao adicionamos o subgrafo
H,, de G, a T tal que

- V(sz) = {vil’u;}ﬂti‘z t2 wafz} S

) $i’

— E(H,,) ={v2u ulth th t2 1wy}

Ti T VXX T

além disso, adicionamos também a T os vértices we,, we,, € V(G) e as arestas
ty we,, 12 we, € E(G), conforme ilustrado na Figura 5.15a, onde C, e C,s sao

L) YTy

as duas (tnicas) clausulas em C que contém o literal positivo de z;;

e por outro lado, se a(x;) = falso, entdo adicionamos o subgrafo H, de G, a

T tal que

B V(sz) = {Uf:ivu?:iafxmwxi} €
além disso, adicionamos também a T o vértice we, € V(G) e a aresta f,,we, €

E(G), conforme ilustrado na Figura 5.15b, onde C, é a (tinica) clausula em C

que contém o literal negativo de x;;

wCL

(a) Subgrafo H,, com as arestas  (b) Subgrafo H,, com a aresta f,,wc,.
tiiwcb e t%iwcb,.

Figura 5.15: Subgrafos H,, e H,, do gadget G,,.

Figura 5.16 exemplifica uma arvore de conexao T para W concernente & instancia

f(I) da Figura 5.14, obtida a partir da atribuigao de valor verdade a(z1) = falso,
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a(xg) = falso, a(xs) = verdadeiro, a(xy) = falso, a(xs) = falso, a(xg) = falso,
a(x7) = verdadeiro, a(xg) = verdadeiro e a(xg) = falso. Neste exemplo, |L(T')| = 18
e [R(T)| = 29.
v2.Q v2.Q V2,0 v2,Q v2.Q V2.Q
Jd
ot o\ /ln o\ o) o

I:'/ E/ / ] |
w02 ’wo3 wc5 wCG

wC7 Cs e W Wey, WC,

Figura 5.16: Arvore de conexdo estrita de G para W referente a uma atribuicao de
valor verdade para as variaveis em X.

Como por hipdtese a satisfaz todas as clausulas em C, temos que todos os ter-
minais wg, € W estao presentes em 7', para C, € C. Ademais, temos que tais
terminais sao necessariamente folhas de T', visto que cada clausula C, € C possui
apenas um literal verdadeiro, em funcao de «. Dessa forma, obtemos por cons-
trugao que 7' é uma arvore de conexao estrita de GG para W. Note ainda que,
R(T) V(Tr) Uity . t2, | alz;) = verdadeiro, z; € X} U{ fa, | a(z;) = falso, z; € X}

L(T) = {v2 | @ € X}U{u), | a(z;) = verdadeiro,x; € X} U {u2 | afx;) =
falso, x; € X}, Logo, IL(T)| =¢=2ne |R(T)| <r=2n+V(T;). Portanto, f(I) é
de fato uma instancia SiM do S-TCP.

(<) Por outro lado, suponha que f(I) seja uma instancia Sim do S-TCP. Logo,
G admite uma arvore de conexao estrita 7' para W tal que |L(T)] < ¢ = 2n e
IR(T)| <r =2n+|V(Ts)|. Note que, o caminho em 7" entre os terminais Wy, € W,
necessariamente consiste numa das possibilidades P,, = (w,,,t2 , ¢} vZ vl wh )

w7z7wz’x7zz 5

ou P,, = (Wy,, fo,,u2 ,v2 vl wl ), para todo z; € X. Logo, para toda variével

x; € X, aarvore T' contém um dos subgrafos H,, ou H,, de GG;,. Consequentemente,
1 .42 1%

obtemos que f,, pertence a V(T') se, e somente se, t, e t; nao pertencem a V(T),

pois caso contréario |L(T")| > ¢ = 2n (veja Figura 5.17), o que seria um absurdo.
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Figura 5.17: Gadget GG, com mais do que dois elos na arvore 7', como consequéncia
de f,, et} (out: ) simultaneamente pertencerem a 7.

Definimos entdo uma atribuigdo de valor verdade o : X — {werdadeiro, falso}
para as variaveis em X como segue: a(x;) = verdadeiro se, e somente se, f,. ¢ V(T).

Seja We = {we, | C, € C}. Como por hipotese We C W C V(T') e todo caminho
em G entre we € We e um outro terminal w € W\ We contém um dos vértices t;i,
tii ou f,,, para algum z; € X, todas as clausulas em C sao satisfeitas por a. Com
efeito, se we, 1), ou we,t2, pertencem a E(T), entao f,, ndo pertence a V(7T'), e assim
(por construgdo) a atribuicao a(z;) = verdadeiro satisfaz C,. Semelhantemente, se
we, fz, € E(T), entdo obviamente f,, € V(T), e assim (por constru¢ao) a atribuicao
a(x;) = falso satisfaz C,. Por fim, observe que, cada clausula em C possui apenas
um literal verdadeiro, em funcao de «, visto que todos os terminais em W O W; sao
folhas de T' e que, para p,, € {t} ,t2 | fo, | zi € X}NV(T), Nr(pa,) = Ne(pa,), pois
caso contrario p,, ¢ R(T) e, assim, |L(T")| > ¢ = 2n ou folhas(T) € W, o que seria
um absurdo. Portanto, I é uma instancia SIM do UM-EM-TRES 3-SAT(3). O

Teorema 5.11. O S-TCP(t) é NP-completo mesmo quando A(G) = 4.

Demonstrag¢ao. Provamos este resultado através de uma redugao polinomial a partir
do problema 3-SAT(3), muito similar a redu¢do que realizamos no Teorema 5.5.
Seja entao I = (X,C) uma instancia do 3-SAT(3), com conjunto de variaveis X =
{z1,29,...,2,} e com conjunto de clausulas C = {C1,Cy,...,C,}. Construimos
uma instancia f(I) = (G, W,r) do S-TCP({), tal que A(G) = 4, conforme segue:

e primeiramente, criamos ¢ vértices ui, uso,...uy, juntamente com as arestas
uuir1, para 1 < ¢ < ¢ — 1; ademais, criamos o vértice w; e a aresta wjuq,
formando entdo o caminho P; = (wy, uy,ug, -+ ,u), que é ilustrado na Fi-

gura 5.18a;

e para cada variavel x; € X, criamos os vértices w;}i e v;i, adicionamos a aresta

w;iv;i e criamos o gadget G,,, ilustrado na Figura 5.18b, tal que

= V(Ga,) = {v, } U{wi wi Y UL, 10, fo} e

;) Xy
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e criamos uma arvore binaria completa T enraizada num vértice vy, tal que as

folhas de T} correspondem aos vértices recém criados vl vl ... vl ; além

x1? Y90 y Yy

disso, adicionamos a aresta u,vy;

e para cada clausula C, € C, com |C,| = 3, criamos o gadget G¢,, ilustrado na
Figura 5.18c, tal que
— V(Ge,) = {vg, , wi ,wl | k€ {1,2,3,4,6}} U {v2 , wd, }
- E(Gg,) = {vawa,vaw/& |k €{1,2,3,4,6}} U {vd wi }
U {06, 08, V6,08, VE V8, VEVE, VE V8,
e por outro lado, se |C,| = 2, entdao definimos o gadget G¢,, ilustrado na Fi-
gura 5.18d, da forma
= V(Ge,) = {vg, wg, wé | 1 < v < 4}

— B(Gc,) = {vg, wg, vg,wé | 1 < v < 4} U {vg, 0, vd, 08, vt 08, };

1 2 3
v UCL v 3
/
4 wé We “720 We We “703
//\ L v L
wr ux Uy

U4CL ’U%L ’U%L
' ) e
wé] wé ng w((’;l wé’l

(¢) Gadget G¢,, para |C,| = 3.

1 2
Ve, Ve,
1 o2 2
We We, W we,
3 '3 4 4
’LUCL wCL wCL wcL

(d) Gadget G¢,, para |C,| = 2.

Figura 5.18: Gadgets da redugao do 3-SAT(3) para o S-TCP(¢) com A(G) = 4.

e para cada clausula C, € C, adicionamos a aresta tJ, v¢, se o k-ésimo literal em
C, corresponde a j-ésima ocorréncia do literal positivo da variavel z; € X nas

clausulas em C, para 1 < j<2e 1 <k <|C,;

e por outro lado, adicionamos a aresta f;,v¢, se o k-ésimo literal em C, corres-
ponde & (tnica) ocorréncia do literal negativo da variavel z; € X nas clausulas
em C, para 1 <k < |C,|;
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e por fim, definimos W = {w;} U {w, ,w? ,w? | z; € X} U W, onde

we=J {we,  wg | k€ {1,2,3,4,6}}U{uwl} se|C|=3
‘ c.ec {wa,w/& kel <k< 4} se |C,] = 2,

er=|V(G)\W|-¢.

Figura 5.19 exemplifica o grafo G e o conjunto de terminais W (vértices desta-
cados com contorno azul), obtidos a partir de uma dada instancia I = (X,C) do
3-SAT(3), que neste caso corresponde ao conjunto de variaveis X = {xy,x2, 23} e ao

conjunto de clausulas C = {C = {x, z9, 23}, Cy = {T1, 29, 23}, C5 = {21, T2, T3} }.

14
—_—
wry ux Uy
O
vr U);
@ o’

() ()
O O O O
O O,
O O O O O O O O O O O O O O O
G01 GCQ GCB

Figura 5.19: Grafo G, com A(G) = 4, e conjunto de terminais W, obtidos a partir
de uma instancia I = (X, C) do 3-SAT(3).

Nao é dificil verificar que o grau maximo de G é 4. Mostramos agora que [
¢ uma instancia SIM do 3-SAT(3) se, e somente se, f(I) é uma instancia SIM do
S-TCP(¢). Entretanto, podemos realizar uma argumentacao praticamente idéntica
a apresentada no Teorema 5.5 para provar que: se f(I) é uma instancia SIM do
S-TCP(¢) (no caso do referido teorema, se f(I) ¢ uma instancia StM do TCP(¢)),
entdo / é uma instancia SIM do 3-SAT(3). Sendo assim, omitimos alguns detalhes
dessa argumentacao na presente demonstracao.

(=) Suponha que I seja satisfativel. Logo, existe uma atribuicao de valor verdade
a : X — {verdadeiro, falso} que satisfaz todas as clausulas em C. Com base em «,

construimos uma arvore de conexao T de G para W conforme segue:
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e adicionamos o caminho P; a T’

e adicionamos a arvore binaria completa 77 a T', juntamente com os vértices w;,i

e as arestas w;ivxi, para todo x; € X; adicionamos também a aresta u,vy;

3

e para cada varidvel z; € X, adicionamos os vértices w2 e w3 e as arestas v, v,

2,2 .
e vy w, al}

Zs

e se a(x;) = verdadeiro, entdo adicionamos os vértices tglci e tii a T, juntamente

com todos os seus vizinhos e as arestas que os incidem em G

e por outro lado, se a(z;) = falso, entdo adicionamos o vértice f,, a T, junta-

mente com todos os seus vizinhos e as arestas que o incide em G;

Por fim, como por hipotese « satisfaz todas as clausulas em C, temos que, para cada
C, € C, existe ao menos um vértice t/.ou f,, que conecte um dos vértice vy, , vg, (ou
vg,, se |C,] = 3) a T, para algum j € {1,2}. Dessa forma, conectamos os demais
vértices do gadget G¢, a T seguindo um dos padroes (ou os seus casos simétricos)

ilustrados na Figura 5.20.

hbd 2hd Adn
At A

Figura 5.20: Padroes para conexao dos vértices do gadget G, a T'.

Figura 5.21 exemplifica uma &arvore de conexao estrita 1" para W concernente
a instancia f(I) da Figura 5.19, obtida a partir da atribui¢ao de valor verdade
a(xy) = verdadeiro, a(xs) = verdadeiro e a(x3) = falso. Neste exemplo, temos que
IL(T)| = ¢ e |R(T)| = 31.

Por construcao, temos que T' é uma arvore de conexao estrita de G para W, cujo

conjunto de elos é L(T) = {uy,us,...,us} e cujo conjunto de roteadores é R(T") =
V(T)UV(Ge, ) \WeU{vZ | z; € X}U{t, . t2 | a(z;) = verdadeiro, x; € X}U{f,,

alx;) = falso,z; € X}. Logo, |L(T)| = ¢ e, claramente, |R(T)| < |[V(G) \ W| — ¢.
Dessa forma, podemos concluir que f(I) é de fato uma instancia Sim do S-TCP(¢).

(<) Por outro lado, suponha que f(I) seja uma instancia SiM do S-TCP(?).
Logo, G admite uma &arvore de conexao estrita T para W tal que |[L(T)| < £ e
IR(T)| < r =|V(G)\ W|—+¥. Como o caminho P; necessariamente esta contido
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vr 1

GCl GCQ GCS

Figura 5.21: Arvore de conexdo estrita de G para W referente a uma atribuicdo de
valor verdade para as variaveis em X.

em T, os vértices pertencentes a V(T') \ V(Pr) sdo ou terminais ou roteadores de T'.
Consequentemente, tendo em vista que dg(t},) = dg(t2,) = da(fz,) = 3 e que por
hipo6tese todos os terminais pertencentes a W sao folhas de 7', se t}ci ou tii pertencem
a V(T), entao f,, ¢ V(T); reciprocamente, se f,, € V(T), entéo t} ,t2 ¢ V(T).
Assim, podemos definir uma atribuigao de valor verdade ov: X — {werdadeiro, falso}
para as variaveis x; € X como segue: «(x;) = verdadeiro se, e somente se, f, ¢
V(T). Como por hipdtese, para toda clausula C, € C, V(G¢,) NWe Cc W C V(T)
e todo caminho em G entre we, € V(Gg,) N We e um outro terminal w € W\
(V(Ge,)NWe) contém um dos vértices ¢, , ¢ ou f,,, para algum z; € X, temos que

todas as clausulas em C sao satisfeitas por a. Portanto, I é de fato uma instancia
SiM do 3-SAT(3). O

De modo analogo ao TCP(¢) com A(G) = 3, a NP-completude do S-TCP(¥)
com A(G) = 4 nao depende da restricdo quanto ao nimero maximo de roteadores
permitidos nas arvores de conexao. Com efeito, observe que na demonstragao do
Teorema 5.11 nao utilizamos em qualquer momento o fato de existir o limite superior
(mesmo que frouxo) r = |V(G) \ W| — ¢ para o nimero de roteadores nas arvores
de conexao.

Apresentamos agora o ultimo resultado deste capitulo, que consiste na demons-
tragao de que o S-TCP(¢) com A(G) = 3 é solucionével em tempo polinomial. Ini-
cialmente, nos concentramos apenas no caso em que ¢ = 0, contudo generalizamos

posteriormente este resultado para todo ¢ > 0 constante. O algoritmo que propo-
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mos possui como base o uso de algoritmos de busca em grafos, como por exemplo o
algoritmo de busca em largura. Dessa forma, caso o leitor nao esteja familiarizado

com esse assunto, solicitamos que consulte uma das referéncias [6, 8, 26].

Lema 5.12. Se I = (G, W, r) € uma instancia SIM do S-TCP(() e A(G) = 3, entao
r=|W|-2.

Demonstragao. Segue imediatamente do Corolério 5.4. m

Com base no lema anterior, assumimos doravante que r = |W| — 2 e, assim,
omitimos o parametro r na descri¢do das instancias do S-TCP(¢) com A(G) = 3.
Note ainda que, podemos também assumir sem perda de generalidade que G nao
contém arestas cujos extremos sejam ambos terminais. Pois, como buscamos uma
arvore de conexao estrita, a remocao de tais arestas nao influenciara na instancia
considerada ser uma instancia SIM ou NAO do S-TCP(¢). Além disso, note que, caso

tais arestas existam em G, podemos remové-las em tempo O(m), onde m = |E(G)|.

Lema 5.13. Um grafo G com A(G) = 3 admite uma drvore de conexdo estrita T
para W com L(T) = & se, e somente se, existe V' C V(G) tal que T' = G[V'] €

uma drvore de conexao estrita para W com L(T") = &.

Demonstracao. (=) Como L(T') = @, todos os vértices em V(T')\ W sao roteadores.
Dessa forma, se p € V(T') \ W, entao Np(p) = Ng(p), visto que A(G) = 3. Por fim,
segue da suposi¢ao de que G nao contém arestas entre terminais que, G[V'] = T,
onde V' = V(T). Assim, obtemos que V' é um subconjunto de V(G) tal que
T" = G[V'] =T ¢é uma arvore de conexao estrita para W com L(T") = L(T) = @.
(«=) E imediato. O

Sejaw € W ewv € Ng(v). Seja ainda H, o componente conexo de G —W tal que
v € V(H,). Definimos G, como o subgrafo de G induzido por V(H,) U W, ou seja,
V(G,) =V (H,) UW e E(G,) = E(H,) U{wu | wu € E(G),u € V(H,),w e W}.

Lema 5.14. Seja G um grafo com A(G) = 3. Existe V' CV(G) tal que T = G[V']
¢ uma drvore de conexdo estrita para W com L(T") = @& se, e somente se, para
algum terminal w € W e algum vértice v € Ng(w), o grafo G, € uma drvore de

conezxao estrita para W com L(G,) = @.

Demonstragao. (=) Seja w' € W um terminal arbitrario e seja v' € Ny (w'). Segue
do fato de 7" ser estrita que, o vértice v’ estd bem definido e 7" — W = G[V' \ W]
¢ conexo. Consequentemente, todos os vértices p € V' \ W, inclusive v/, pertencem
a um mesmo componente conexo de G — W. Logo, V' \ W C V(H,/ ). Além disso,
como por hipotese A(G) = 3 e, assim, Np(p) = Ng(p) para todo p € V/'\ W,
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obtemos que V' \ W D V(H,). Portanto, G,y = G[V(H,) U W] = G[V'] é uma
arvore de conexao estrita para W com L(G,) = @.
(<) Basta definirmos V' = V(G,). Como por defini¢do G, = G[V (H,)

temos que 7" = G[V'] é uma arvore de conexao estrita para W com L(7")

u Wi,
. O
Teorema 5.15. Se A(G) = 3, entao o S-TCP({ = 0) é soluciondvel em tempo

polinomial.

Demonstragao. Seja I = (G, W) uma instancia do S-TCP(¢ = 0) tal que A(G) = 3.
Considere, entao, a seguinte estratégia para solucionar /.

Selecione um terminal w € W arbitrario e, para cada vértice v € Ng(w), execute
um algoritmo de busca — como por exemplo, busca em largura — sobre G e tendo
como vértice fonte v, de modo que os vizinhos dos vértices terminais nao sejam
explorados quando o algoritmo wvisitar tais terminais, (ou seja, quando o algoritmo
visitar um terminal w’ € W, o mesmo nao devera explorar os vizinhos de w').

Note que, para cada vértice v € Ng(w), o algoritmo retornard uma drvore de
busca T,, que é um subgrafo de G, tal que todos os terminais presentes em T,
possuem grau exatamente 1, isto é, W N V(T,) C folhas(T,). Além disso, com base
no funcionamento dos algoritmos de buscas em grafos, pode-se verificar facilmente
que, a arvore de busca T, é tal que L(T,,) = @ e folhas(T;,) = W se, e somente, o grafo
G, (conforme definimos anteriormente) ¢ uma arvore de conexao estrita para W com
L(G,) = @. Assim, obtemos pelos Lemas 5.13 e 5.14 que I é uma instancia SIM do
S-TCP(¢) se, e somente se, para algum v € Ng(w), a arvore de busca T, ¢ tal que
L(7,) = @ e folhas(T,) = W, onde w ¢ o terminal que selecionamos arbitrariamente.

Portanto, como a estratégia descrita no segundo pardgrafo pode ser executada em
tempo O(n+m) e, por hipotese, |[Ng(w)| < A(G) = 3, obtemos que o S-TCP(¢ = 0)

é solucionével em tempo polinomial. O

Proposicao 5.16. Se A(G) = 3, entdo S-TCP({ = c¢) <t S-TCP({ =0), para toda

constante ¢ > 0.

Demonstracao. Seja I = (G, W) uma instancia do S-TCP(¢ = ¢) tal que A(G) = 3,
e seja L a colegao formada por todos os subconjuntos de V/(G)\ W com cardinalidade
no maximo c¢. Para L € L, definimos G, como sendo o grafo obtido a partir de G
através de sucessivas remogoes de todos os vértices v € V(Gp) \ (W U L) tais que
dg, (v) = 2. Se, apds essa operagao, quaisquer dois terminais w, w’ € W pertencerem
a componentes conexos distintos de G, entao desconsideramos o conjunto L e o
removemos da colegdo L£. Ademais, para cada vértice u € L tal que dg, (u) = 2,
removemos u de GGy juntamente com as duas arestas que lhe incidem, digamos zu e
yu, e adicionamos a aresta ry a G, conforme ilustrado na Figura 5.22a. Removemos

também de G, todos os vértices nao terminais com grau 1. Assim, obtemos que G,
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é um grafo cujos vértices nao terminais possuem grau exatamente 3. Observe que,
para cada conjunto L € £, podemos obter G, em tempo O(n?), onde n = |[V(G).
Para fins de simplificagao, remova do conjunto L todos os vértices u € L tais
que dg(u) = 2. Além das operagoes descritas no paragrafo anterior, para cada
L € L, criamos um conjunto Gy formado por todas as combinagoes possiveis de
grafos obtidos a partir de G, ao se aplicar, para cada v € L, uma das trés operagoes
ilustradas na Figura 5.22b. Mais especificamente, construimos a partir de GG, todos
os possiveis grafos G’ tais que, para todo vértice u € L, removemos u de G’
juntamente com as arestas que lhe incidem, digamos xu, yu e zu, e realizamos uma
das trés operagoes: (i) adicione a aresta xy a G’ ; ou (ii) adicione a aresta xz a
'; ou (iii) adicione a aresta yz a G;. Aplicada uma das trés operagoes para todo
vértice u € L, adicionamos G, a Gr. Todavia, se G contém vértices ndo terminais
com grau 2 ou se existem dois terminais w,w’ € W tais que w e w’ pertencem a

componentes conexos distintos de G, entao descartamos este grafo, removendo-o
de gL.

O——O
T Y
z
(i)
0O o o) > O o) O——O
T U Y T Y v ! T z
Yy
(iii)
O——O
\v ?
(a) Caso em que d,(G) = 2. (b) Caso em que d,(G) = 3.

Figura 5.22: Operagoes para construgao do conjunto de grafos Gy, para L € L.

Por fim, para cada conjunto L € L e para cada grafo G € G, definimos a
instancia I’ = (G, W) e aplicamos sobre esta um algoritmo de tempo polinomial
para o S-TCP(¢ = 0), conforme descrevemos no Teorema 5.15. Se o algoritmo
retornar que I’ é uma instancia SIM do S-TCP(¢ = 0), entao retornamos que [
¢ uma instancia SIM do S-TCP(¢ = ¢). Entretanto, se, para todo L € L e todo
G € Gr, I' = (G, W) for uma instancia NAO do S-TCP(¢ = 0), entdo retornamos
que [ ¢ uma instancia NAO do S-TCP (¢ = c¢).

A corretude desse algoritmo segue do fato de que, analisamos todos os possiveis
conjuntos de elos de G e todos as possiveis ordens de conexao com relacao aos
candidatos a elos de tais conjuntos. Adicionalmente, repare que, se o algoritmo
retornar que I’ = (G%,W) é uma instancia SIM do S-TCP(¢ = 0) para algum
conjunto L € L e algum grafo G, € G;, entdo garantidamente, por construgio, G

admite uma arvore de conexao estrita T' para W tal que L(T') C L. Como também,
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pode-se verificar que, se G admite uma arvore de conexao estrita 1" para W, entao
existe um grafo G, € G, onde L = L(T), tal que I' = (G, W) é uma instancia SIM
do S-TCP(¢ = 0).

Quanto a complexidade do algoritmo, temos que [£] = Y7, (7) = O(n°).

Além disso, conforme ja comentamos, cada grafo GG pode ser construido em tempo
O(n?). Por fim, observe que |G| = O(3!F) = O(3¢) para todo L € L. Portanto,
como a complexidade do algoritmo descrito no Teorema 5.15 para o S-TCP(¢ = 0)

¢ O(n + m), obtemos que a complexidade total do presente algoritmo para o S-
TCP({ = ¢) ¢ O(n°™? 4 3°n“T + 3°n°m). O

Corolario 5.17. Se A(G) = 3, entdo o S-TCP({ = ¢) é soluciondvel em tempo

polinomial, para todo ¢ > 0.
Demonstragao. Segue imediatamente do Teorema 5.15 e da Proposicao 5.16. [

Embora o algoritmo que propomos para o S-TCP({), restrito aos grafos com grau
méximo 3, possua complexidade de tempo polinomial, 0 mesmo nao ¢ um algoritmo
FPT ao se considerar ¢ como parametro fixo. Dessa forma, nos questionamos se
o referido problema admite um algoritmo FPT quando parametrizado por ¢. Sa-
bemos que para A(G) > 4 a resposta para essa pergunta ¢ nao (vide Lema 1.3 e

Teorema 5.11), contudo para A(G) = 3 desconhecemos a resposta.

Problema em aberto 5.18. O S-TCP ¢ tratavel por pardmetro fizo quando para-
metrizado por { se A(G) = 37

Um outro questionamento natural se refere a complexidade do S-TCP(r), para
r > 2, quando A(G) = 3. Apesar de desconhecermos a complexidade deste problema
para grafos gerais, possivelmente seria mais facil determiné-la (se fosse o caso de ob-
tenc¢ao de um algoritmo de tempo polinomial) ao restringirmos o problema aos grafos
com grau maximo limitado. No entanto, ainda assim desconhecemos a complexidade
do S-TCP(r), mesmo quando A(G) = 3. Uma observacao adicional interessante, é
a de que neste caso, em que A(G) e r sao ambos limitados por constantes, o ntimero

de terminais é também limitado por uma constante, vide Corolario 5.4.

Problema em aberto 5.19. Para r > 2, o S-TCP(r) é soluciondvel em tempo
polinomial se A(G) =37
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Capitulo 6
Conclusao

Neste trabalho, consideramos o PROBLEMA DE CONEXAO DE TERMINAIS
(TCP), o qual fora proposto por Dourado et al. [10], tendo como motivag¢ao apli-
cagoes em seguranca da informagao, projetos de redes de transporte e politicas de
roteamento para o trafego multicast na internet. O nosso estudo neste trabalho
se concentrou, sobretudo, na analise da complexidade computacional da variante
estrita do TCP, denominada PROBLEMA DE CONEXAO DE NOS ESTRITAMENTE
TERMINAIS (S-TCP). De modo ainda mais especifico, focamos no caso em que o
parametro r, ou seja, o nimero méaximo de roteadores permitidos nas arvores de
conexao, é limitado por uma constante. Com a finalidade de obtermos mais intui-
¢ao sobre a complexidade deste caso particular do S-TCP, consideramos também a
analise de algumas de suas variantes e a analise de problemas de caminhos disjuntos.
A seguir resumimos o contetido de cada capitulo desta dissertacao.

No Capitulo 2, apresentamos de maneira formal a definicao do TCP, além de
expormos detalhadamente os principais resultados conhecidos na literatura para
este problema. Pontuamos sobre a relacao do TCP com problemas classicos de
teoria dos grafos, tais como ARVORE GERADORA MINIMA, ARVORE DE STEINER
e o problema ARVORE DE STEINER COM NUMERO LIMITADO DE RAMIFICACOES.
Por fim, definimos formalmente o S-TCP e apresentamos os resultados conhecidos
na literatura para esta versao estrita do problema.

No Capitulo 3, apresentamos algumas das principais contribuicoes desta disserta-
¢ao. Provamos que, para r € {0,1}, o S-TCP é solucionavel em tempo polinomial,
o que destoa com a complexidade do TCP, que é NP-completo para todo r > 0.
Para r = 0, mostramos que o S-TCP é equivalente ao problema de encontrar um
caminho mais curto entre os vértices terminais; e, para r = 1, propomos uma redu-
¢ao de Turing para o problema MIN-SUM st—CAMINHOS DISJUNTOS. Além disso,
na Segao 3.1.2, descrevemos resultados parciais que obtivemos para o caso em que
r > 2. Na Segao 3.2, consideramos as seguintes variantes do S-TCP: SUBGRAFO
DE ROTEADORES CONEXO S-TCP, CONJUNTO DE TERMINAIS PARTICIONADO S-
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TCP e SEMIESTRUTURADO S-TCP(R). Primeiramente, através de uma redugao
de Turing para o MIN-SUM st—CAMINHOS DISJUNTOS, provamos que SUBGRAFO
DE ROTEADORES CONEXO S-T'CP é solucionavel em tempo polinomial para todo
r > 1 constante. Por outro lado, através de reducoes polinomiais a partir do pro-
blema 3-SAT, provamos que CONJUNTO DE TERMINAIS PARTICIONADO S-TCP é
NP-completo para todo r > 2 e que SEMIESTRUTURADO S-TCP(R) é NP-completo
para todo |R| > 2 e r > 3 com r > |R|. Por fim, na Se¢ao 3.3, provamos que o
S-TCP e o TCP, tendo r como parametro fixo, sdo problemas W|2]-dificeis, mesmo
quando ¢, o nimero maximo de elos, é limitado por uma constante.

No Capitulo 4, investigamos a complexidade do k + 1 CAMINHOS DISJUNTOS
EM VERTICES e do caso particular do FLUXO INTEGRAL DE DOIS COMMODITIES
EM GRAFOS NAO DIRECIONADOS em que a demanda de um dos commodities é uni-
taria, o qual coincide com o problema k& + 1 CAMINHOS DISJUNTOS EM ARESTAS.
A motivagao para proceder com essa anélise surgiu do fato de existir uma redugao
de Turing do S-TCP com r = 2 para o MIN-SUM k + 1 CAMINHOS DISJUNTOS
EM VERTICES, versao do k 4+ 1 CAMINHOS DISJUNTOS EM VERTICES onde requer-
se, adicionalmente, que o somatorio dos comprimentos dos caminhos seja limitado.
No entanto, a complexidade de tais problemas, curiosamente, nao havia sido deter-
minada até entdao. Assim, com base no conhecimento que adquirimos intentando
solucionar o S-TCP com r = 2, conseguimos provar que estes problemas, o k + 1
CAMINHOS DISJUNTOS EM VERTICES ¢ 0 FLUXO INTEGRAL DE DOIS COMMODITIES
EM GRAFOS NAO DIRECIONADOS com uma demanda unitéaria, sdo NP-completos.

Por fim, no Capitulo 5, analisamos a complexidade do TCP e do S-TCP quando
restritos aos grafos com grau méximo constante. Mais especificamente, prova-
mos que, mesmo quando A(G) = 3, o TCP(¢), o TCP(r) e o S-TCP sao NP-
completos. Além disso, provamos que o S-TCP(¢) é solucionavel em tempo polino-
mial se A(G) = 3 e que, no entanto, o mesmo é NP-completo se A(G) = 4. Desta
forma, estabelecemos uma dicotomia quanto a complexidade do TCP e do S-TCP,
no que concerne ao grau maximo do grafo de entrada G, visto que ambos problemas
sao facilmente solucionaveis em tempo polinomial quando A(G) = 2.

Como possibilidade de trabalhos futuros, temos por objetivo abordar os proble-
mas que deixamos em aberto ao longo desta dissertagao, especialmente o questiona-
mento sobre a complexidade do S-TCP(r) para r > 2 constante, que é a pergunta
em aberto central deste trabalho. O nosso intuito é determinar a complexidade
computacional do S-TCP(r) para todos os valores constantes r > 2. Além disso,
objetivamos estudar as variantes do S-TCP propostas no Capitulo 3 quando A(G)
ou |W/| sao limitados por constantes, o que até entao nao foi considerado.

Uma outra possibilidade de abordagem tanto do S-TCP quanto do TCP ¢ a de

analisar a complexidade de tais problemas quando estes sao restritos a certas classes
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de grafos, como por exemplo a classe de grafos planares. Uma motivacao para
proceder com essa abordagem deve-se ao fato de que alguns problemas de caminhos
disjuntos admitem solug¢ao de tempo polinomial quando restritos a subclasses de
grafos planares, embora sejam NP-completos ou possuam complexidade ainda nao
determinada para grafos gerais [27].

Quanto & complexidade parametrizada, existem diversas questoes a serem res-
pondidas. Por exemplo, sabemos que o S-TCP admite um algoritmo FPT quando
parametrizado por A, £ e r [11], o que implica na existéncia de um nicleo, contudo
desconhecemos se este problema admite um nicleo polinomial (para saber mais sobre
nicleo e nicleo polinomial, veja |7, 35]). Além disso, desconhecemos também a com-
plexidade parametrizada do S-TCP quando apenas A e r (e, por conseguinte, |W/|,
vide Corolario 5.4) sdo tidos como parametros fixos. Observe que, exceto por este
caso, garantidamente (a menos que P = NP ou FPT = W|2|) qualquer composicao
propria dos parametros A, £, r nao acarretara no S-TCP ser tratavel por parametro
fixo. Isso deve-se aos resultados de NP-completude para o S-TCP restrito aos grafos
com grau méaximo constante e ao resultado de W|2|-dificuldade que propomos na Se-
¢ao 3.3. Ja para o TCP, obtemos pelos mesmos motivos que este, “garantidamente”,
nao admite algoritmo FPT quando parametrizado por qualquer composigao propria
dos parametros A, ¢ e r, inclusive o caso A,r que é desconhecido para o S-TCP
(vide Teorema 5.8). Finalmente, quando A, ¢ e r sdo todos tidos como parametro
fixo, é possivel que o TCP admita um algoritmo FPT, no entanto, nao é claro que,
com relacao a estes parametros, exista uma adaptagao do algoritmo FPT do S-TCP
para o TCP. Dessa forma, consideramos como um possivel trabalho futuro analisar
a complexidade parametrizada do TCP com A, ¢ e » como parametros fixos.

Tabela 6.1 retine de forma expositiva algumas das principais contribuigoes desta
dissertacao, bem como o estado da arte do PROBLEMA DE CONEXAO DE TERMINAIS

e de suas variantes que consideramos neste estudo.
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¢ll

Parametro limitado por constante

r A [W|,r
Problema
— 14 lr - ¢ r
r=0|r=1|r=21| r>3 - r* tw(QG)
A=2| A=3 | A=3 | A=4 | A=3

TCP NP-c NP-c NP-c NP-c NP-c NP-c P p NP-c NP-c NP-c | NP-c P P
Teo. 2.1 | Teo. 2.1 | Teo. 2.2 | Teo. 2.2 | Teo. 2.2 | Teo. 2.2 | Alg. 2.1 Teo. 5.5 | Teo. 5.5 | Teo. 5.5 | Teo. 5.8 Prop. 3.12|Prop. 3.13

S-TCP NP-c NP-c P P P p NP-c P NP-c P P
Teo. 2.4 | Teo. 2.4 | Cor. 3.3 | Cor. 3.6 Teo. 2.5 Teo. 5.10 | Cor. 5.17 | Teo. 5.11 Prop. 3.12|Prop. 3.13

. P
TI[R(T)] cONEXO | NP-c | NP-c P P P P NP-c | P P P P
- - anélogo ao
S-TCP Teo. 3.16 | Teo. 3.16 Cor. 3.19|Cor. 3.19|Cor. 3.19| Cor. 3.19 Gor. 517 Teo. 5.11 |Cor. 3.19|Cor. 3.19| Cor. 3.19 | Cor. 3.19
or. 5.

P P NP-c P P
W PARTICIONADO | NP-c P NP-c | NP-c " " " loso loso
S-TCP Teo. 3.22 Cor. 3.6 | Teo. 3.22|Teo. 3.22|*7 °82 8¢ Analogo a0 andlogo 4o Analogo 4 | analogo &
Teo. 2.5 Cor. 5.17 | Teo. 5.11 Prop. 3.12|Prop. 3.13

SEMIESTRUTURADO| . P NP-c P NP-c P P

NP-c NP-c NP-c
S-TCP com - - anélogo ao - analogo ao|anélogo ao|analogo ao analogo a | anélogo a
Teo. 3.23|Teo. 3.23 Teo. 3.24

|R| > 2 Teo. 2.5 Teo. 5.10 | Cor. 5.17 | Teo. 5.11 Prop. 3.12|Prop. 3.13

Tabela 6.1: Estado da arte do TCP, do S-TCP e de algumas de suas variantes. Células sombreadas e em negrito representam contribuicoes
desta dissertacao, P denota que o problema é solucionavel em tempo polinomial, NP-c¢ denota que o problema é NP-completo, ‘?’ denota
que a complexidade do problema é desconhecida, ¢* denota que a restrigdo quanto ao numero maximo de elos nao é considerada e tw(G)
denota o parametro treewidth do grafo G.
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