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Capitulo 1

Introducao

Estamos interessados em estudar o problema de equilibrio (PE) no espago euclidiano:
dado um conjunto aberto, convexo e nao vazio C C IR" e f : C' x C — IR, encontrar
z € C de tal modo que

f(z,y) >0, VyeC, (1.1)

onde C é o fecho de C. O problema de equilibrio generaliza o problema de mini-
mizacdo restrito sobre um conjunto C'. De fato, o problema de minimizacio de uma

funcao ¢ : IR" — IR consiste em encontrar um ponto = tal que

#(z) < ¢(y), ¥y € C.

Definindo
f(z,y) = ¢(y) — (),

temos que o problema de minimizacao pode ser expressado na forma .
O problema de equilibrio também generaliza o problema de Desigualdade Variacio-
nal. De fato, dado uma conjunto fechado C' C IR" e um operador F : IR" — IR",
o problema de desigualdade variacional de Stampacchia consiste em encontrar um
ponto z* € C tal que

(F(z*),y —2*) >0,Vy € C.

Definindo
f(:c,y) = <F($)>y - $>7

temos que resolver este problema é equivalente a resolver o problema (|1.1)), ver, por
exemplo Flores-Bazan [45], Blum e Oettli [12] e Bigi et al. [19].

O problema (PE) também generaliza o Problema de Ponto Fixo. De fato, dado um
conjunto fechado C' C IR™, um ponto fixo de um operador F : C' — C é qualquer

x* € C de tal modo que z* = F(x*). Encontrar um ponto fixo equivale a resolver



com
f(x,y) = <JZ—F(ZL’),y—ZL‘>.

Um outro problema que generaliza o (PE) é o problema de Equilibrio de Nash em
Jogos Nao Cooperativos. De fato, consideremos I = {1,...,n} um conjunto de
jogadores, cada jogador ¢ € I tem um conjunto de estratégias K; C IR™, onde
K; # () é um conjunto fechado e convexo. Seja K = [[;_, K;, o conjunto de todas as
estratégias dos jogadores. Para cada jogador ¢ € I, considerar uma fungao continua
fi : K — IR, a qual é convexa no i-ésimo argumento e que associa o ganho, f;, do
i-ésimo jogador a cada estratégia z € K.

Em seguida, = (71, ..., Z,) € K é uma solugao de equilibrio de Nash, se para todo
iel

fi(@) < fi(@',y), Viel, Yy € K,

Z ¢ chamado de equilibrio de Nash, também é denotado como se segue
fl(j) < fi(i‘17 EaS) ji_lay%f“—la "'7jn)7 V?Jz € KZ

Isto significa o seguinte: nenhum jogador tem qualquer ganho por mudar apenas
suas estratégias, ver Nash [87].

Agora, se f: K x K — IR definido como se segue

flz,y) = Z(fi(3717$27 Ty et e = fix),
iel

entao, r é um ponto de equilibrio de Nash, se e somente se, £ é uma solucao do
problema . Finalmente o (PE) também generaliza os problemas de complemen-
taridade linear, como também problemas de minimizacao vetorial, ver Flores-Bazan
[45]. Devido a esta razao que o (PE) é muito atraente, tanto na teoria quanto nas
aplicacoes, ver Aoyama et al. [5], Quoc e Muu [9§], Crouzeix e Ocana [37], Nasri
e Sosa [88], Castellani e Giuli [28], Santos e Scheimberg [104], Blum e Oettli [12],
Flores-Bézan [44], Flores-Bazan e Sosa [43], Oliveira et al. [61], Iusem e Nasri [53],
Bianchi e Pini [I5], Chadli et al. [27], Bianchi et al. [16], Iusem e Sosa [55], Jafari
et al. [59] e Tusem et al. [56].

O problema de equilibrio foi estudado em espacos mais gerais, por exemplo,
em espacos de Banach, ver Burachik [I8], Tusem e Narsi [53], em variedades de
Hadamard, veja Cruz Neto et al. [35] e Colao et al. [33], e em espagos vetoriais, ver
Balaj [9], Flores-Bazan et al. [46] e Bianchi et al. [I3].

Em trabalhos anteriores, a bifungdo f em (|1.1)) era mondtona ou pseudomono-
tona, ver Flores-Bazan [45], Chadli et al. [24], Konnov e Schaible [67], Bianchi e
Schaible [I4], Bianchi e Pini [I5] e Van [I11].



Os (PE) também podem ser resolvidos por métodos diferentes: métodos proxi-
mais splitting, veja Moudafi [83]; métodos splitting Douglas-Rachford, veja Briceno-
Arias [20]; método bundle, veja Nguyen et al. [90]; métodos de proyecion relajada,
veja Scheimberg e Santos [105]; métodos extragradient hybrid, veja Anh [2]; métodos
extragradient, veja Nguyen et al. [89] e Da Cruz Neto et al. [35]; método de doble
projecao, veja Quoc and Muu [99] e algoritmo de ponto proximal (lembrar que o
método proximal foi introducido por Martinet [77] e desenvolvido por Rockafellar
[102]), veja Khatibzadeh et al. [66].

Em espagos euclidianos alguns métodos proximais para resolver (PE) tem sido
considerada, por exemplo Konnov [68] utilizando a norma euclidiana; Mashreghi
e Nasri [80], Iusem e Sosa [53], Langenberg [72] com distancias Bregman; Nguyen
et al. [89] com distancias g—divergentes; da Cruz Neto et al. [34] com distancias
homogéneas de segunda ordem. Em todos eles foram considerados tanto a caso
mondtono como caso pseudomonotono. Contudo, o caso quase-mondtona nao foi
considerado, isso o que estamos interessados em desenvolver nesta dissertacao, um
método proximal inexato para resolver (PE) considerando a quase-monotonicidade
da funcao f.

Neste trabalho, propomos a seguinte iteracdo: dado z*~! € C, encontrar
zF e O,

de tal modo que:
g%+ NeVid(zF 2m ) = eF

onde d é uma distancia proximal, veja Subsection , g* € 0o f (2%, 2%), é o subdi-
ferencial diagonal, veja Secao , ek é um erro de aproximacao e \; é um parametro
positivo de regularizagao. Para assegurar a convergencia do algoritmo proposto,
vamos considerar algumas condicdes apropriadas para e*, que serao introduzidas na
Secao 3.1}

Notamos que outros tipos de regularizacao para o problema foram intro-
duzidos, por exemplo considere {v;} C (a,b], Vk € IN, 0 < a < b e defina outra
bifunc¢ao

kaéXC(%R

dada por
fk(:v,y):f(x,y)—i-fyk(x—:ck,y—x}, Vx,yEC_’, (12>

dizemos que fj é uma bifungao regularizada para ((1.1)), pois se acrescenta o termo
Ylz — 2% y — x). Note-se que este tipo de regularizagao nao considera um erro
de aproximacgao. A regularizagao ([1.2)), foi proposto em Tusem e Sosa [55], para

uma bifun¢ao pseudo-mondtona, nés também podemos observar que o artigo [55]



usa a distancia euclidiana para assegurar a convergéncia da sequéncia gerada pelo
algoritmo.

Outros tipos de regularizagao para o problema podem ser vistos em Konnov
[68]. Seja z° € C, b > 0, e seja {ex} uma sequéncia de nimeros positivos. Encontrar
¢l € C tal que

||j;k+1 . l’k+1|| S €hils

onde

" e Gy ={reC: flz,y) +=(r—7"y—2) >0 VyeC}.

SN

Observe que cada iteracao zFT! gerada por este algoritmo é uma aproximacao da

*1 com precisao €41. Notemos que este algoritmo utiliza a norma

solucao exata x*
euclidiana, por outro lado, em nosso algoritmo proposto, utilizamos uma distancia
proximal.

Outros tipos de regularizacao para o problema , podem ser vistos em Mou-
dafi [82]. Consideremos o seguinte método proximal que gera, a partir de um ponto
arbitrdrio 2o € C, uma sequéncia {x,} definida por

1 _
f(zpr1,y) + T—(y — Tpa1, Ty — Ti) > 0,Vy € C, (1.3)

n

onde {r;} é uma sequéncia de parametros positivos que satisfazem

liminfr, >0 1.4
fmntr >0, .
este algoritmo proposto por Moudafi [82], exige duas condigbes sobre o parametro
rr. N6s apenas precisamos que 7 seja um parametro positivo (usamos apenas uma
condigao).

Outros tipos de regularizagao para o problema ([1.1)) podem ser vistos em Moudafi
[81]. Ele considera o seguinte esquema: encontrar x;,; € C tal que

1

f(iUkH, 5U) + )\_<33k+1 — Yk, T — 9€k+1> > —€p, VT € éa
k

onde
Yr = T + ap(T) — Tpp), (1.5)
Ak, (i, € SA0 NUMeros reais nao negativos. Eles impuseram os seguintes critérios de

tolerancia no termo ¢, que é padrao na literatura

“+o00

Z Ak€r < +00,

k=1



e que € tipicamente necessario para estabelecer a convergéncia global. Note-se que
este algoritmo requer ([1.5)) para garantir a convergéncia para uma solugdo. Nés sé
precisamos de uma regularizacao.

Por outro lado, nosso algoritmo proposto é motivado por nosso recente trabalho
[96] onde introduzimos um método proximal inexato para resolver problemas de
desigualdade variacional e também ¢é motivado pelo artigo de Da Cruz Neto et
al. [34] que resolve (PE), quando f(x,.) é quase-convexa, utilizando um método
proximal exato com distancias homogéneas de segunda ordem.

As principais contribuicoes deste trabalho sao as seguintes:

i) Propomos um algoritmo ponto proximal inexato para resolver o PE quando f
em (|1.1)) é quase-mondétono, observa-se que esta condigdo nao foi considerada

em trabalhos anteriores.

ii) Introduzimos no nosso algoritmo a distancia proximal do Auslender e Teboulle
[8], por esta razao nés cobrimos uma grande classe de distancias na literatura,
por exemplo, Bregman, p—divergencias e distancias homogeéneas de segunda

ordem.

iii) Também propomos na iteracao do algoritmo proposto, um erro de aproximagao
ek, apds o teste sob algumas suposicoes naturais sobre o erro de aproximacao,

nos garantimos a convergéncia da sequéncia gerada pelo algoritmo proposto.

Este trabalho estd organizado da seguinte forma: Secdo [2, d4 alguns resultados
basicos utilizados em todo o trabalho. Na se¢ao [3, introduzimos o método proposto
e estudamos a convergéncia da sequéncia gerada pelo método, analisando o caso
quase-monétono.  Na secao [, mostramos resultados numéricos do algoritmo

proposto. Na se¢do [5] damos conclusoes e trabalhos futuros.



Capitulo 2
Preliminares

Ao longo deste trabalho IR" é o espago euclidiano munido com o produto interno
(,) separado norma de z dado por ||z|| = (x,2)'/2, e bd(C), C denota o limite e
fechamento do subconjunto C' C IR", respetivamente e também definimos os se-
guintes conjuntos, R = {z € R" : z; > 0,Vj}, R}, = {z € R" : z; > 0,Vj}.
Dada uma funcéo h : IR" — IR U {+o0}, nés definimos, o dominio efetivo de h por
dom(h) = {x € R" : h(x) < +00}.

Uma fun¢ao h : R" — IR U {—o0,+00} é chamado prépria se dom(h) # 0 e
h(xz) > —o0, Vo € dom(f).

Definicao 2.0.1 Um conjunto L C IR" € dito convexo se, para quaisquer x,y € L
eX€(0,1), tem-se que Ax + (1 — \)y € L.

Definigao 2.0.2 O conjunto de nivel de uma funcao g : IR" — IR em rela¢do a v,

¢ denotado e definido da sequinte forma
Ly(v) = {r € R": g(x) < v}.

Defini¢ao 2.0.3 Uma funcao g : IR" — IR U {400} € dita semicontinua inferi-
ormente (denotado por sci) no ponto x* € IR", quando para qualquer sequéncia
{2'} € R tal que lim;_,o, 2' = 2*, tem-se
liminf g(z') > g(z%).
=00
Sob as mesmas condigoes, g € dita semicontinua superiormente (denotado por scs)

em x* € IR" quando

limsup g(z') < g(a).

l—0o0

Definicao 2.0.4 Seja L C IR" um conjunto convexo nao vazio e seja x € L. O cone

normal L em x, denotado por N (x), é definido como seque

Np(z)={g9e€ R":(g,y—x) <0,Vy € L}.

6



Exemplo 2.0.1 Np(x) é um conjunto convexo. De fato, firemos g1,92 € Np(x) e

consideramos t € (0,1), sendo assim

<gl7y_x> S Ovvy € L7

<g27y_$> S 07vy € L7

entao
(tgr + (1 =1)g2,y — ) = t{gr,y — ) + (1 = t){g2,y — ),

agora, nos temos
(tgr + (1= t)g2,y — ) = g1,y — x) + (1 = t)(g2,y — ) <0,

(tgr + (1 —1t)ge,y — x) <0,

agora, por defini¢ao,
tgr + (1 —t)g2 € Ni(),

entao Np(x) € um conjunto convezo.

Definicao 2.0.5 Seja C' um conjunto convexo nio vazio. A funcio f: C xC — IR

diz-se ser

(i) Mondtona em C' se

flz,y)+ fly,z) <0, Va,y € C.

A funcao f € chamada estritamente mondtona se por qualquer x,y € C, e

x #£y, temos
f(@y) + fly,x) <0

f € chamada fortemente mondtona com maodulo v > 0, se para todos os x,y €

C,

fa,y) + [y, x) < —vllz —y|*
Notemos que, para v = 0, a desigualdade acima torna-se uma func¢dao
monaotona.

(ii) Pseudo-mondtona em C' se



ou de modo equivalente, se para algum .y € C,

flz,y) > 0= f(y,z) <0.

A funcao f € chamada estritamente pseudo-mondtona, se para qualquer x,y €

Cex#y,
flz,y) 2 0= f(y,z) <0,

¢ chamada fortemente pseudo-mondtona em C com o mddulo 3 > 0, se

flz,y) =2 0= f(y, ) < =Bz -yl

Notemos que, se f = 0, em sequida, a desigualdade acima torna-se ama fungao

pseudo-mondtona.

(iii) Quase-mondtona em C se para todos os x,y € C,

flay) > 0= f(y,x) <0,Ve,yeC.

Notamos que (i) = (ii) = (ii7).

Exemplo 2.0.2 Defina f : [0,1]x[0,1] — IR, tal que f(x,y) = (y1—y2)? — (1 —x2)*

para cada v = (x1,22) € y = (Y1,Yy2). Entdio f é mondtona.

De fato, da Definicio [2.0.5, (i), tem-se
flxy) + fly,2) = (11— 92)? — (21 — 22)* + (21 — 22)* — (1 — 42)* = 0,

em sequida
flx.y)+ fly,z) <0,

ver, Nguyen et al. [9]1].

Exemplo 2.0.3 Defina g : [1,+00) x [1,+00) — IR, tal que g(x,y) = —32%y +

xy? + 2y® para cada z,y € [1,+00). Entao g é pseudo-mondtona.

De fato, da Deﬁm’g&o (ii), tem-se

g(z,y) = =32y + 2y + 2y° = y(3z + 2y)(y — 2) > 0,
com Yy > x, assim entao

gy, x) = =3y’r +ya® + 22° = x(3y + 22)(z — y) <0,

ver, Chen et al. [31].



Exemplo 2.0.4 Defina f : [0,1] x [0,1] — IR, como seque f(x,y) = (y1 —x1)(2y; —
x1) para cada x = (x1,22) ey = (y1,y2). Entao [ é pseudo-mondtona.

De fato, da Definicdo [2.0.5, (i), tem-se
flz,y) = (y1 — 21)(2y1 +21) > 0.
tem-se y; — x1 > 0, por outro lado,
fly,z) = (z1 —y1)(2z1 + 1) <0,
desde que y; — x1 > 0, ver, Nguyen et al. [91).
Exemplo 2.0.5 Seja K = [%, 1} C IR e defina f : K x K — IR como
flz,y) = x(z —y),
entdo f € pseudo-mondtona.

2
entao temos que, 0 < x — 1y, por outro lado, considerando agora y > % ex—y >0

De fato, desde que f(x,y) > 0,Vx,y € [L,1], em particular, notamos que v > %,

obtém-se
fly,2) =yly —x) <0.

Por Definicao (i), notemos o sequinte:
fla,y) + fly, ) = z(z —y) +yly —2) = (x = y)* 2 0,
entao f nao é mondtono. ver, Iusem e Sosa [5]].

Exemplo 2.0.6 Considere a bifuncao

flxy) =y (y — =),

em IR x IR, assim f € quase-mondtono.

De fato, desde que f(x,y) > 0 implica y > x, y # 0, em sequida
fly,z) =2*(x —y) <0, com z—y<O0,
assim, f € quase-monctona. Além disso, f nao € pseudo-mondtona, desde que
f(1,0)=0 e f(0,1)=1>0.

Ver, Bianchi e Schaible [1])].



Exemplo 2.0.7 Suponha que b > 0, K = [-3,400] e f : K x K — IR, com

f(z,y) = 3(*+2)(y — z), f € pseudo-mondtona mas nao é mondtona.

De fato, por Definicao [2.0.5, (ii),
L s
fle.y) = 4" +2)(y —2) 2 0

comy—x >0, entao x —y < 0. Agora

f(.2) = 37 + 2w —y) <0

verifica-se que f € pseudo-mondtona. Também, podemos verificar que f nao €

mondotona. De fato

1 1
f@,9) + [y, 2) = 3 (@ +2)(y —2) + 5 (" + 2)(z —y) > 0,
comx = —3 ey =0, ver Hung e Muu [51)].

Defini¢ao 2.0.6 Uma bifungio f(x,.) : L C R" — IR ¢ dita conveza para cada

v,w € L, e para cada X € [0, 1] se a sequinte desigualdade se cumpre:
flz, (1 =XNv+ dw) < (1 =X f(x,v) + Af(z,w).

Exemplo 2.0.8 A bifuncio f(z,y) = y* — zy, definido em IR x IR é convexa, com

relacao a sequnda varidvel y. Desde que

L) =17 = (=1)(1) =2,

FA =1 =(=1)*=()(-1) =2,

f nao € pseudo-mondtona. Ver Castellani e Giuli em [29].

Exemplo 2.0.9 Seja C' = IR. Defina a fungio f: C x C' — IR por

4

yt—azt _
=2

x, = 65 ’ !

f(z,y) {y4_x47$7£2'

Para verificar que f é convexa em sua sequnda varidvel, deize x € C fizo, entao:

yi—16
65

Se x = 2, entao f(2,y) = y46;16 para cada y € C, logo, a fun¢io y —

é convexa em C.
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Se x # 2, entdo f(x,y) = y* — 2* para cada y € C, logo, a fungio y — y* — a* é
conveza em C. Ver, Alleche [])].

Lema 2.0.1 Seja {vi}, {7}, e {Br} sequéncias nao-negativas de nimeros reais sa-
tisfazendo vy < (14 ) v + Br e tal que Y o) B < 00, Y poy Tk < 00. Entdo, a

sequéncia {v,} converge.

Proof. Ver, Lema 2, pp. 44, em Polyak [97]. n

Definicao 2.0.7 Seja f : C x C — IR uma bifuncdo. Para cada z € C fizo, a
diagonal do subdiferencial de f(z,.) no ponto x € C, denotado O2f (2, ), € definida

e denotada por

Oof(z,) ={g € R": f(2,y) > f(z,2) + (9,y — x) ,Vy € C}.

Além disso, se f(x,z) =0, entdo

82](.(3:7:6) = {geRn : f(xay) 2 (g,y—x>,Vy€C}

Observacgao 2.0.1 Notemos que a subdiferencial diagonal foi amplamente estudada
em diversos artigos tais como: Iusem [57], Iusem e Svaiter [58]. Além disso, Cas-

tellani e Giuli [28] utilizam um subdiferencial diagonal pseudo-mondtono.

Exemplo 2.0.10 Seja C = [3,1] C R e defina f : C x C — IR como f(z,y) =
z(x —y). Agora vamos calcular o Oy f (x, ).
De fato, assuma que g € O f(x, x), entdo, por Defini¢do[2.0.7

com 1sso, tem-se

(g+z)(x—y) >0, VyeC, (2.1)
agora, considere os sequintes casos:

i) Sex € (1,1) = int(C), entdo, nds temos —3 <x—y < 1, por s <y <1. Ede
, temos 0s sequintes casos: g < —x e g > —x, assim obtém-se g = —x,
entao )

Oof(x,x) =—x, Yye€ [5, 1].

it) Sex =1, e de (M), e (9+3)(3—y) >0, entao com § —y < 0, porque,
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% <y <1, deste modo obtemos o sequinte resultado

1 1

82f(33,517> = <—OO, _5]7 Vy € [57 1]‘

Analogamente para o0s sequintes casos.
iii) Sex =1, e de (2.1), obtém-se (g+ 1)(1 —y) > 0, entio

1 1
agf($,l‘> = [_17 §>7 vy € [57 1]
Observagao 2.0.2 Sejae > 0 e seja f : CxC — IR uma bifuncao com as sequintes
propriedades: f(z,x) =0 e f(z,.) é convera para cada v € C. O e—subdiferencial

de f(x,.) em z, denotado 05 f(x,x), € definido por

K f(z,x)={g€ R": f(z,y) > f(z,x) + {9,y —x) —&,Vy € C}.

Observacao 2.0.3 O subdifferential acima foi usado por Iusem [57], Vuong et al.
[113] e Bello et al. [10]. Observe também que se x € C' e f(x,.) é conveza em C e
f(x,x) =0, entdo Daf (x,x) # 0.

Observagao 2.0.4 Suponha que f(x,z) =0 e f(z,.) € convexo em IR" para cada
x € IR". Entao, para cada T € S(f,K), existe g € Oof(Z,Z) tal que (g,z — ) >0
para cada z € K, onde K # 0 é convezxa e fechada e S(f, K) conjunto solugao do
problema .

De fato, seja z € S(f,K). Entio T € K e f(z,y) > 0 para cada y € K assim T é

um minimo da fun¢ao convera f(Z,.) e pela condi¢io de otimalidade,
0€0xf(2,2) + Nk(2),

onde Nk (z) denota o cone de K em Z. Por consequinte, utilizando-se a defini¢do
de cone, eriste g € Oof(Z, ) tal que (g,z — T > 0 para cada z € K, entdo assim

Oof(Z,Z) # 0. Ver Vuong et al. [I135].

2.1 Resultados de Existencia

Nesta parte do trabalho, estamos interessados em estudar a existéncia de solugoes
para o problema de equilibrio, para o caso pseudo-monétono (porque no Capitulo 3
da presente dissertacao, nés garantimos a convergéncia do nosso algoritmo proposto
para um problema de equilibrio com a bifungao pseudo-monotona) . Nés também
apresentamos alguns resultados de existéncia, para problemas de equilibrio, obtido

por diferentes pesquisadores.
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Nesta primeira parte, somos guiados pelo trabalho de Tusem et al. [50].

O problema de equilibrio, consiste em encontrar um ponto Z € C' tal que

PE(f,C) f(z,y) >0,Vy € C, (2.2)

onde, f : C x C — IR é uma bifuncdo satisfazendo f(z,z) = 0, Vo € C, C é
subconjunto nao vazio, fechado e convexo de IR". Por outro lado, o conjunto solugao

de PE(f,C) é denotado por
S(f.C)={zeC: f(z,y) >0,Vy e C}.

Agora considere, o problema de viabilidade convexa, que consiste em encontrar,
T € C tal que

#e () L),

yGC’

onde
Li(y) ={z € C: f(y,x) <0},

para cada y € C, observamos que, L (y) é diferente de vazio, convexo e fechado
pois f(y,y) = 0, para cada y € C, o conjunto solugao do problema de viabilidade

convexa sera denotado por
M(f,C)={2€C, f(y,2) <0,¥y € C}.

Vamos considerar as seguintes condigoes:

V0. f(z,x) =0 para cada x € C.

V1. f(x,.) é convexa e semicontinua inferior para cada = € C.
V2. f(.,y) é semicontinua superior para cada y € C.

V3. f é pseudo-mondtona.

V4. Para qualquer sequéncia {z*} C C tal que limy_ |[2¥|| = oo, existe
u € C eky€ IN tal que f(2* u) <0 para todo k > k.

13



Lema 2.1.1 Sob as sequintes condicoes VO, V1 e V2, obtemos M(f,C) C
S(f,0).

Prova. De fato, seja z € M(f,C) e y € C, por VO, V1 obtém-se

0= f(ve,ve) = flog, 1 =t)r +ty) < (1 —1)f(ve, @) + tf (v, ), (2.3)

onde, v; = (1 — t)x + ty, para cada t € ]0,1[, porque C é convexo. Agora de ([2.3))

temos
0< (1—1¢)f(v,2) +tf(v,y),

desde que z € M(f,C) (f(vs, z) <0) logo

0 S tf(”tv!/)»

desta forma temos 0 < f(v;,y), para cada t € |0, 1], tomando ¢, = % com k > 1

e por V2, tem-se 0 < limsup,_, . f(vi,,y) < f(z,y),Yy € C, entido temos que
x € S(f,C). Ver Tusem et al. [56]. "

Lema 2.1.2 Se f satisfaz V3, obtemos S(f,C) C M(f,C).

Prova. Seja z € S(f,C), entdo, temos que f(z,y) > 0,Vy € C, por V3, obtém-se

diretamente o resultado. Ver Iusem et al. [56]. "

Proposigao 2.1.1 Se f satisfaz VO, V1, V2 e V3 entdo S(f,C) = M(f,C)

Prova. Obtido diretamente do Lema e Lema [2.1.2] Ver, Iusem et al. [56]. m

Teorema 2.1.1 Se f satisfaz as condi¢ies VO, V1, V2 e V3. Entio PE(f,C)

tem solucao se, e somente se, V4 € vdlida.

Prova. Ver, lusem et al. [56]. =

Agora, apresentamos outros resultados de existéncia, propostas por diferentes

artigos.

Observagao 2.1.1 Em Muu e Quy, [853], Proposi¢ao 1, propéem um resultado

existéncia do problema de equilibrio, considerando as sequintes condigoes.

ti. f é B—fortemente pseudomonotone em C
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t2. Para cada x € C a funcao f(x,.) é semicontinua inferior, convera (ndo ne-
cessariamente diferencidvel em todos os lugares), e para cada y € C' a fungao

f(.,y) € hemicontinua em C.

Teorema 2.1.2 Seja V' um nao vazio fechado e subconjunto convexo de IR", h :
V xV — IR uma bifuncao de equilibrio e supondo que as sequintes premissas sejam

validas:
jl. h(z,z) =0, para cada x € V.
j2. h € quase-convexa em sua sequnda varidvel sobre V.

J3. existe um subconjunto compacto U de V' e yo € U de tal modo que

h(z,y0) < 0,Vz € VNU.

J4. h € semicontinua superior em sua primeira variavel sobre U no que diz respeito

a V. Entao, o problema de equilibrio

encontrar & € 'V de tal modo que h(z,y) > 0,Vy € V,

tem uma solugdo. Ver Teorema 1, em Alleche [J)].

Antes de fazer a prova do Teorema Primeiro, vamos enunciar alguns resultados
propostos no artigo de Alleche [4].

Seja V' um subconjunto fechado convexo e nao vazio de IR".
Lema 2.1.3 Seja h: V — IR uma fungao, W um subconjunto de V e a € IR.

1. Se h € uma funcao semicontinua superior em W em relagao a V', entao

{reV:ihz)>a}nW={xeW:h(z)>a}.

2. Se h € uma fungao semicontinua inferior em W em relacao a V', entao

{reV:ihz)<a}nW={xeW:h(z)<a}.
Prova. Ver Alleche [4], Lema 1.

Agora, seguindo o artigo de Alleche [4], definimos os seguintes conjuntos.

Seja, 0:V xV — IR ey €V, nés definimos os seguintes conjuntos:

0" (y) ={x €V :0(x,y) >0},
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0 (y) ={zx eV :0(y,z) <0}.

Claramente, z* € V é uma solugao do problema de equilibrio, EP(V,0) : encontrar

z* € V tal que 6(z*,y) > 0,Vy € V, se e somente se

TS ﬂ 0% (y).

yev

Prova. (Teoremal2.1.2). Por quasiconvexidade de # na sua segunda varidvel e uma
vez que 07 (o) estd contido no compacto U, entao as condigoes del Lema de Ky Fan
sao satisfeitas para a familia (9+—(y)> - Isto é, para cada y € V, 0+—(y) Sa0 nao
vazios e fechados, note que o conjunto z+(y) é fechada, seja z¥ — z, com 2% € 67 (y),

agora por j4, obtemos,

0 < limsupd(z*,y) < 0(z,y),

k——+o0

assim 0+ (y) é compacto e o casco convexo de cada subconjunto finito {yi, ..., y,} de

V estd contida em |J_, 0+ (y). Entao, temos

N7 £0.

yev
Por outro lado, temos

EOE <ﬂ9+—(y,)>ﬂU:ﬂ(0+—(g/)ﬂU>.

yeVv yeVv yev

Pelo Lema [2.1.3], temos

O+(y)NU =0%(y)NU, Yy e V.

Assim,

o0 W) =)0 #9,

yev yev
que completa a prova. Ver Alleche [4].
Observagao 2.1.2 Qutro resultado da existéncia de solugoes para o problema de
equilibrio € a sequinte. Fste resultado para conjuntos compactos foi proposta em
Bianchi et al. [16], Proposi¢ao 3.2, eles consideram, D C IR" um subconjunto

compacto (nao necessariamente convexo) e f : D x D — IR satisfaz as sequintes

condicoes:

l1. f(x,.) € semicontinua inferior, para cada x € D.
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12. f(t,t) =0, para cada t € D.
13. f(z,z) < f(z,y) + f(y,x), para cada x,y,z € D
4. f(.,y) € semicontinua superior, para cada y € D.

Em sequida, o conjunto de solugoes para o problema de equilibrio nao é vazio.

Observacao 2.1.3 FEste resultado da existéncia de equilibrio em conjuntos com-
pactos foi proposta em Farkas e Molndr [{1|]. Eles consideram C C IR" um sub-
conjunto compacto (nao necessariamente convero) e f : C x C — IR satisfaz as

sequintes condigoes:
l1. f(x,.) € delimitada inferior e semicontinua inferior, para cada x € C.
2. f(t,t) =0, para cada t € C.
13. f(z,z) < f(z,y) + f(y,x), para cada x, z,y € C.
4. f(.,y) € semicontinua superior, para cada y € C.

Em sequida, o conjunto de solugoes para o problema de equilibrio nao € vazio.

Observacao 2.1.4 Qutros trabalhos onde wvocé pode encontrar resultados de
existéncia de solugoes para os problemas de equilibrio sio: Chadli et al. [25], Bi-
anchi e Schaible [T}, [13], Fakhar e Zafarani [{0], Flores-Bazin [44)], Kassay e
Miholca [65)], Tusem et al. [54)], Ldszlo e Viorel [7])], Konnov [69] e Castellani et al.
[29].

2.2 Distancia Proximal

Agora vamos apresentar as defini¢oes de distancia proximal e a distancia proximal
induzida, propostos inicialmente por Auslender e Teboulle [§]. Esta abordagem tem
sido utilizada nos trabalhos de Villacorta e Oliveira [I12], Papa Quiroz e Oliveira
[94], Papa Quiroz et al. [95] e Papa Quiroz et al. [96], também é utilizada em cones

simétricos, ver Lopez e Papa Quiroz [75].

Defini¢ao 2.2.1 Uma fun¢io d : R" x R" — IR, U {+0o0} é chamada distincia
prozimal em relagao a um conjunto convexo nao vazio aberto C' se para cada y € C

se satisfaz as sequintes propriedades:

i. d(-,y) € propria, semicontinua inferior, convera continuamente diferencidvel

em C;
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ii. dom (d(-,y)) € C e dom(0.d(-,y)) = C, onde d1d(-,y) denota o operador

subgradiente cldssico da func¢do d(-,y) no que diz respeito a primeira varidvel;
iii. d(-,y) € coerciva em IR" (isto €, lim|y||—oc d(u,y) = +00);

iv. d(y,y) =0.

Denotamos por D(C') a familia de funcdes que satisfazem a defini¢do anterior.

A propriedade i. da Definicao anterior é necessaria para preservar a convexidade de
d(-,y), a propriedade ii forgard a iteragao do método proximal para permanecer em
C, e a propriedade iii é util para garantir a existéncia das iteragoes proximais. Para
cada y € C, Vid(-,y) denota o gradiente da funcao d(-,y) com respeito a primeira
variavel. Note-se que, por Defini¢ao d(-,-) > 0 e de iv. o minimo global de d(-,y) é

obtido em y, que mostra que Vd(y,y) = 0.

Defini¢ao 2.2.2 Dado d € D(C), uma fungao H : R" x R" — IR, U {400}
denomina-se distancia proximal induzida com respeito a d se H é uma func¢ao de

valor finita em C x C' e para cada a,b € C temos:
(Ii) H(a,a) =0.
(TIii) (¢ —0b,Vid(b,a)) < H(c,a) — H(¢c,b), VYceC.

Denotaremos por (d, H) € F(C) para a distancia proximal que satisfaz as condi¢oes
da Definigao [2.2.2]
Nés também denotamos por (d, H) € F(C) Se existe H de tal modo que:

(Tiii) H ¢é de valor finito em C x C e satisfaz (Ii) e (Iii), para cada c € C

(Tiv) Para cada ¢ € C, H(c,-) tem conjuntos de nivel limitados em C.

Finalmente, denotamos por (d, H) € F(C) se

(Iv) (d,H) € F(C).
(Ivi) Vy € C eV {y*} C C limitada com limy_, ;o H(y,%") = 0, entao limy_, ;o y* =
Y.

(Ivii) Yy € C, e V{y*} C C de tal modo que limy ;0o y® = y, entdo
limg 400 H(y, y*) = 0.

O principal resultado do método de ponto proximal serd quando (d, H) € F,(C).
Vérios exemplos de distancias proximais que satisfazem as definigoes acima, por
exemplo distancias Bregman, distancias baseadas em ¢—divergéncias e as distancias
proximais homogeéneas de segunda ordem, foram dadas por Auslender e Teboulle [§],

Secao 3. Temos os seguintes exemplos de distancia proximal:
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Exemplo 2.2.1 (Distancia Prozimal de Bregman)
Seja W # (), um subconjunto convexo e aberto do IR", e h : W — IR uma funcdo
convexa e diferencidvel. Seja Dy : W x W — IR tal que

Dy(x,y) = h(z) — h(y) — (Vh(y), z — y), (2.4)

onde C denota o encerramento de C.
Definigao 2.2.3 A funcao h é chamada uma funcao de Bregman com zona W se:

(t1) h € estritamente convera e continua sobre W.
(t2) h é continuamente diferencidvel sobre W.

(t3) Dados quaisquer x+ € W e M € IR, o conjunto de nivel parcial a direita
Lp,(z,M)={y e W : Dy(z,y) < M} € limitado.
(t4) Se {y*} C W converge para y, entio Dy (y,y*) converge a 0.
A propriedade a sequir seque de e das condigoes (t1) — (t4).
Proposi¢ao 2.2.1 Seja h uma funcdo de Bregman com zona K, entdo
a’) Dh<x’y) - Dh(l',Z) - Dh<z7y) = <Vh<y> - Vh(Z),Z - .T>, para todo x € K7 €
z,y € K.
b) ViDy(z,y) = Vh(x) — Vh(y), para todo x,y € K.

¢) Dy(.,y) € estritamente convexa para todo y € K.

Observacao 2.2.1 Notamos que a distancia proximal induzida de Auslender e Te-
boulle [8] coincide com a fun¢ao Dy, como se seque H = Dy,. Alguns exemplos onde
¢ amplamente utilizada a distancia de Bregman, sdo as sequintes artigos, Chuang
e Lin [32], Ceng et al. [23], Mashreghi e Nasri [80], Hadjisavvas e Schaible [[§],
Eckstein [38], Chen e Teboulle [30] e Resmerita [101).

Exemplo 2.2.2 Seja C = IR", com h: R" — IR, definida por h(z) = 1||z||?, entdo
Dy, é definida por
1
Dular.0) = glle — vl

De fato.

Dy(2,y) = h(z) — h(y) — (Vh(y), z —y),
lembrar que h ¢é diferencidvel
ly+tz—yl* _ llul?

1 1 )
Di(w.y) = 5llall* = S lyl> = lim 2

t—0+ t ’
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IR 2ty ) + Rl — gl [yl
—0t 2t ’

1 1

Dp(x,y) = §<$,w> - §<y,y> —(y,x — ),

1 1
Di(a,y) = 5l = 5 lull* —

1 1
Dh(ﬂf,?j) = 5(.27 - y7$> - 5(%’ - yay>7

em sequida, obtemos o resultado.

Observacao 2.2.2

Em efeito, seja x € W ey € W, e sabendo que h é uma fungdo conveza
h(z) = h(y) + (Vh(y),z —y),
em sequida, obtemos
h(z) = h(y) = (Vh(y),z —y) 2 0,

assim, entdo Dy(x,y) > 0.

p2) Dp(z,y) =0&z=y.
De fato, seja x € W ey € W, com x # vy, entdo

h(z) = h(y) > (Vh(y),z —y),
da desigualdade acima, notamos o sequinte

Logo, temos uma contradi¢do, entio Dy(x,y) =0 = x =y. é verdadeiro.

Agora, se x =y, obtemos a sequinte
Dy(z,z) = h(z) — h(z) — (Vh(x),x —x) = 0.

Outro exemplo é o seguinte.

.
n o QT —I;

Seja C' = IR, . Para 0 < o < 1, considere a familia de fungoes ho(x) = > .,

Entao

l-a -~

n . o 1 N
Dha(Ivy):Zyi 1<yz‘+1_al’i)—1_a$i-
=1
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Agora, no caso de o = 3, que resulta em h(z) = > 1, x; — 2,/7; e a distancia

Difay) =3 VI

V(z,y) € R} x R ..
Seja, C = R", g(z) = Z;L:l(xj‘ — xf), com« > 1,0 < 8 <1, note que para a = 2,
£ = % obtemos

Dy(z,y) = ||$—y||+z 7))

eparaa=1, = % obtemos

n

Dyfe) = - 5= (VB = Vi)

j=1

Ver, Burachik et al. [17].

Exemplo 2.2.3 (Distancia ¢— Divergéncia)
Seja ¢ : IR — IRU{+00} uma fungdo conveza, propria e fechada com dom(¢p) C IR,
e dom(0¢) = IR,y que satisfaz o sequinte.

(a) ¢ € duas vezes continuamente diferencidvel no int(dom(¢)) = (0, +00).
(b) ¢ € estritamente convexa sobre seu dominio.
(c) limy_g+ ¢ (1) = —o0.

(d) $(1) =¢'(1) =0 e ¢'(1) >0

Seja ® a classe das funcoes satisfazendo (a) — (d) e por ®1 a subclasse:

1

Pr={pe®: ¢ (1)1—) <o (t) < ¢ (1)log(t),vt > 0}

Agora, para ¢ € ®q, a distancia prorimal ¢p—divergéncia é definida por

(2

Note-se que a fungio ¢ : IR — IR U {400}, definido como ¢(t) =t —In(t) — 1, se
t >0 e p(t)=+oo, caso contrdrio; pertencem a ®y, ver Teboulle [109].

Podemos ver também que a fung¢io ¢ : IR — IR U {400}, definido como ¢(t) =
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tin(t) —t+1, set >0 e p(t) = +00, caso contrdrio; pertencem a ®q, ver Teboulle
[109].

Além disso, dada ¢ a distancia proximal induzida H, associada a distancia dy, ¢

definido como

H(LC y) - dd> T y lelog + Y; — Ty,

Vo € IR, Vy € IR! ,, para mais detalhes ver, Auslender e Teboulle [§].

Exemplo 2.2.4 (Distancia prozimal homogénea de sequndo ordem)

Seja ¢ : IR — IRU{+o00} uma fungao propria, convexa e fechada, tal que dom(0yp) =
IR, . Suponhamos que  seja estritamente conveza em seu dominio, e ¢ seja C*
em IRy, com (1) = ¢ (1) = 0. A classe ®y (subclasse de ®) consiste em kernels
p € ® que satisfazem

v (1-7) <50 <50, 25)

Vt > 0. Dado p € ®, a distancia prorimal ¢-divergente é definida por

y) = Zy?so (Zj—j) , (2.6)
onde dy € D(IR"} ), p € $y e
o(t) = Lp(t) + g(t - 1) (2.7)

com 0 < £p" (1) < v tem-se

v+ 0p'(1) 2 2 v—Ip'(1) 2
o= 0.Vady(t.a)) < L (e aff = e op? = (L) 1o - al?)

Va,b € IR}, Vc € IR, portanto, com

) = (“E Y oy

seque-se que (dy, H) é um par prozimal compativel associado com C = R, ou
seja, (dg, H) € F(IR) para mais detalhes, ver Auslender [6]-[7]. Em particular,
p(t) = —log(t) +t — 1, entdo temos

ZE( lOQ( )+xzyz y?>+g($i_yi)2avxvyER++'

Observagao 2.2.3 As condigoes (Ivi) e (Ivii) irao assequrar a convergéncia glo-
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bal da sequéncia gerada pelo algoritmo proposto neste trabalho. Como veremos na

Proposi¢ao m a condigdo (Ivii) pode ser substituida pela sequinte:

(Iviii) H(.,.) é continua em C x C e se {y*} C C, de tal modo que limy_, ., y* =
y € bd(C) ey #y € outro ponto em bd(C), entdo limy_, o H(y,y") = +o0.

De acordo com Langenberg e Tichatschke [70], pdgina 643, que € baseado nos tra-
balhos de Kaplan e Tichatschke [63] e Kaplan e Tichatschke [64)], a condi¢ao acima
cumpre para distancias Bregman induzidas quando as restricoes nao-lineares sao
ativas em y = limy_,, o y*, enquanto a condi¢io (Ivii) cumpre quando somente as

restricoes afins sao ativas em y.

Definicao 2.2.4 Seja (d, H) € F(C). Dizemos que a sequéncia {z'} C C e H-

quase-Fejér converge para um conjunto U C C se para cada v € U existe uma
+00

sequéncia {€}, com e >0 e Y e < +oo de tal modo que
=1

H(u,2") < H(u, 27" + €.

Proposigao 2.2.2 Seja (d, H) € F,(C) e {z'} C C uma sequéncia H-quase-Fejér
convergente para U C C entdo {2'} ¢ limitada. Além disso, se existir um ponto de
acumulagio z de {z'}, pertencente a U, em sequida, toda a sequéncia {z'} converge

para z.
Prova. Seja u € U, da hipotese de H-quase-Fejér convergéncia obtemos

400
H(u, ") < H(u,2°) + Zel,

=1

assim,
e Ly(ua)={yeC: H(uy) <a},

onde o = H (u, 2°) + Z;;of ¢;. Da Definicao , Iiv, Ly (u, @) é limitado e, assim
{zl} é uma sequéncia limitada.

Seja z e z* dois pontos de acumulacdo de {2} onde 24 — Z e 2! — z* com z € U,
em seguida, pela Definicao Ivii,

H(z,24) =0,

H(z*,2") =0,

como H (z,2') é convergente, ver Lema [2.0.1} e a sequéncia H(Z, 2'7) converge para
zero, obtemos que
H(z,2Y — 0,
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e em particular
H(z,2%) — 0,

da Definicao Ivi, obtemos 2'* — Z e devido a unicidade do limite temos

z* = z. Assim, {2'} converge a z. o

A seguinte proposi¢ao enfraquece o resultado anterior e serda importante para
estabelecer a convergéncia global do algoritmo proposto, quando substituimos a

condi¢ao (Iviii) em vez de (Ivii) na Defini¢ao [2.2.2]

Proposicao 2.2.3 Seja (d, H) € F(C) satisfazendo a condigdo (Iviii) em vez de
(Ivii) e {z'} € C uma sequéncia H-quase-Fejér convergente a U C C' entdo {z'} é
limitada. Além deisso, se qualquer ponto de acumulacio de {z'} pertence a U, em

sequida toda a sequéncia {2'} converge.

Prova. A limitacdo de {z'} é imediata. Seja z e z* dois pontos de acumulacio
de {z'} onde 2% — z e 2'* — 2* em seguida da condigdo Z,z* € U temos que

{H(z,2Y)} e {H(2*,2')} convergem. Analisamos trés possibilidades:

i. Se z* e Z pertencem a bd(C) e suponha que zZ # 2* da condigao (Iviii),
H(z*,2%) — +00 que contradiz a convergéncia de {H(z*,2!)}, entdo devemos ter

*

=Z.

[

it. Se z* e Z pertencem a C a partir da continuidade H(.,,) em C temos
H(z*,2%) — 0. Como {H(z*,z)} converge, consequentemente H(z*, 25) — 0.

Usando a condigio (Ivi) temos 24 — z* assim z = 2*.

iti. Sem perda de generalidade podemos supor que z* € C e z € bd(C). As-
sim, utilizando o mesmo argumento do item anterior temos que z = z*, que é uma
contradicao de modo que este caso nao é possivel . Ver Proposicao 2.3 em Papa et
al. [96]. n
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Capitulo 3

Método Proximal Inexato para o

Problema de Equilibrio

O problema de equilibrio, EP(f, (), consiste em encontrar um ponto z € C, de tal

modo que

EP(f,C) f(z,y)>0,Vy € C, (3.1)

onde C' é um conjunto convexo nao-vazio aberto e f : C'x C' — IR é uma bifuncao
de equilibrio, isto ¢, satisfaz f(x,z) = 0 para cada z € C.

Em particular, o problema acima é motivado a partir da teoria da demanda do
consumidor nao transitivo na economia. De fato, considere uma economia com um
nimero finito n de produtos bésicos e seja x = (x1,x2,...,7,) € IR" a cesta de
consumo, onde para cada ¢ = 1,2, ...n; x; é interpretado como o consumo de z; de
mercadoria i. Observa-se que z; > 0 representa entradas (e.g. bens de consumo) e
x; < 0 representa saidas (e.g. servigos de trabalho). Nés assumimos que os consumos
viaveis sao dados por um conjunto convexo X C IR" chamado conjunto consumo
do consumidor. O objetivo do consumidor é descrever uma relagao binaria R em X
onde xRy ¢ interpretado como “x é pelo menos tao bom quanto y”, ou como “x é
(fracamente) preferido em relacao a y”.

Se R é completa e continua, mas néo transitiva, Shafer [I110] provou que R pode ser

representada por uma funcao continua r : X x X — IR de tal modo que

{ TRy <= r(x,y) >0
T(.CE,y) = —T(y,l’).

Assim, para encontrar o melhor pacote consumo X, podemos resolver o problema

(3.1) considerando f =r.

Por outro lado, observa-se que se R ¢ uma preferéncia transitiva, entao, R pode ser
representada por uma funcao de utilidade continua u(x), de tal modo que xRy se é
apenas u(z) > u(y), ver Reinhard [100], pp 299.
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O conjunto de solucoes do EP(f,C), é denominado S(f,C). A seguir, apre-

sentamos as seguintes primeiras e naturais condigoes para a bifuncao de equilibrio

f:
Hipétese H1. f(.,y) : C — IR é semicontinua superior para todo y € C.

Hipétese H2. f(x,.) : C' — IR é convexa para todo x € C.

Observacao 3.0.1 Observe que as hipoteses H1 e H2 sdo padroes para o estudo
dos problemas de equilibrio, ver [53]. A hipdtese H1, € usado em Bianchi et al.

[15/.

Agora, propomos uma extensao do método de ponto proximal utilizando uma

distancia proximal para resolvermos o problema (3.1]).

Algoritmo Inexacto

Inicializagao: Seja {\;} uma sequéncia de parametros positivos e um ponto de

partida:
2’ e C. (3.2)
Passo Principal: Para k = 1,2,..., e 27! € C, encontrar ¥ € C e ¢* €
Do f (2%, 2%) de forma que
g%+ N Vid(zF 2F ) = ek (3.3)

onde d é uma distancia proximal de tal modo que (d, H) € F(C) e ¥ é um erro

de aproximacao que satisfaz algumas condicoes especificadas mais adiante.

Critério de Parada: Se z* = 27! ou ¢ € O, f(2*,2%), entdo, terminar. Caso

contrario, fazer k — 1 <— k e retornar ao Passo Principal.
Também assumimos as seguintes hipéteses:
Hipétese H3. f é quase-mondtono.

Hipétese H4. Para cada k € IN, existe um z* € C.

Observacao 3.0.2 A hipdtese H4 estd satisfeita, por exemplo, quando f(z,.) €
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limitada inferiormente e a hipdtese H2. De fato, seja z € IR" (arbitrdrio) e consi-

derando o problema.
min{ f(z,r) + Md(z, 2" ")z € R"}.
De (d, H) € F(C) obtém-se T = 7(z) € C tal que
0€ 0of(2,7) + N Vid(z, 2571).
Considerando, em particular, z = T temos
0€ hf(Z,z)+ \NVid(z,z" ).
Definindo z* = T, obtemos que existe g* € Oy f (2*, 2%) de tal forma que

0= g" 4+ \Vid(z" 2" 1).

3.1 Resultados de Convergéncia

Nesta seccdo, estamos interessados em analisar as iteracoes quando x* # 2*~! para

cada k = 1,2,..., j& que, se ¥ = 2F1 para algum k, entdo Vid(z*,z*"!) = 0,

assim, obtém-se
gF=ece 52f<95k795k)7

por conseguinte, o algoritmo termina.

Agora, nés definimos o seguinte conjunto solucio particular de S(f,C).
S*(f,C)={x € S(f,C): f(x,w) >0,Yw € C}. (3.4)

A defini¢do do conjunto acima é uma variante de Bianchi e Schaible, ver pp.41 de
[14] e que serd muito importante para obter a convergéncia do algoritmo proposto.

Usaremos a seguinte hipétese adicional.

Hipétese H5. S*(f,C) # ().

Proposicao 3.1.1 Assumindo que sao verdadeiras as hipoteses H2, H3, H4, H5

e (d,H) € F(C), temos
H(z*, 2" < H(z*, 2" 1) + )\i (eF 2" —a*), (3.5)
k

para todo x* € S*(f,C).
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Prova. Dado z* € S*(f,C) entao
f(z*,w) >0, YweC,

e como z* € O, obtemos
f(z*, 2%) > 0.

Como f é quase-mondtono, por H3, temos
f(z® %) <o.
Desde que g* € 0y f (2%, 2*), temos de H2 e da Definicao
(g" a* —2¥) < f(a¥,2") <0,

e assim
<gk7x* - xk> S 07 (36)

substituindo em obtemos
(eF — \eVid(2F, 2" 1), 2" — 2*) <0,
que resulta em
(eF a* —a®) — (N Vd(a", 271), 2" — 2F) <0, (3.7)

que implica
/\i <ek, xt — :z:k> < <x* — zF, Vld(xk,xk_l» ,
k

agora, usando a propriedade (Iii) da Defini¢ao 3.2 obtemos
1
" (e, a* —a®) < (2" — 2%, Vid(2*, 2" ")) < H(a*,2"") — H(2*, 2"),
k

assim temos )
N (e, 2" — 2*) < H(z*, 2" ") — H(a*,2"),

entao nés conseguimos o que queremos.
1
H(z* 2" < H(z*, 2" 1) + = (eF a" —a*).
k
u

Proposicao 3.1.2 Suponha que as sequintes hipoteses H2, H3, H4, H5 sdo ver-
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dadeiras e (d, H) € F(C). Se as sequintes condi¢oes adicionais também se cumprem

< 400 (3.8)

Z|e Sl (3.9)

entao
a). {2*} € H-quase-Fejér convergente ao conjunto S*(f,C).
b). {H(z*,2%)} converge para todo x* € S*(f,C).
c). {z*} € limitado.

Prova.
a). De (3.5) temos que

1
H(z* 2" < H(z*, 2" 1) + )\—(<ek,xk> — (", z*)),
k
por outro lado, lembre que

—[le" Izl < (e, 2™) < flef[llla])

(¥, 2") < [(e*, 2],

entdo temos para todo z* € C':
Hia',a) < H' ) b o (1] + b)), (310)
seja, ¢ = 2 (e[| + (%, a4)]) , entdo
H (w*,:ck) <H (x*,xkil) + €,
e de e temos > €F < oo,
b). E imediato de a) do Lema m
¢). E também imediatamente a partir de a) e Proposicao [2.2.2] =

As condigoes (3.8) e (3.9) foram introduzidas por Eckstein [38] e usadas por

muitos pesquisadores, por exemplo, ver Tusem e Nasri [52], Xu et al. [I14],
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Auslender et al. [6], Solodov e Svaiter [106], Han [49], Tang e Wang [108], Kaplan
e Tichatschke [62]. E possivel se livrar da condicdo 1) na Proposigao ,
para obter {H (x, %)} convergente e {2*} limitada, para uma classe de distancias
proximais induzidas que inclui distancias Bregman, distancias ¢—divergencia e
distancias homogéneas de segunda ordem, veja Kaplan e Tichatsche, [? ]. Nos

provamos este fato na seguinte proposicao.

Observacao 3.1.1 Se (0 <r < %, entao

1<(1-r)'<1+2r<2. (3.11)

Proposicao 3.1.3 Suponha que as hipdteses H2, H3, H4, H5 e (d, H) € F(C),
sao satisfeitas. Se apenas a condicao (3.8|) € satisfeita e supondo que a distancia

proximal induzida H(.,.) satisfaz as sequintes propriedades adicionais:

(Iix) Para cada x € C ezistem a(z) > 0 e c(z) > 0 de tal modo que:
H(z,v)+ c(x) > a(x)||z —v||,Vv € C;
entao
a. Para todo x* € S*(f,C), temos

- [l o iy, olleflle@)
H(z",2%) < <1+2)\ka($*) H(z*,z" ) +2 a(z?)

para k suficientemente grande e, portanto, { H(x*,2*)} converge.

b. {z*} € limitado.

Prova. Seja z* € S*(f,C), de (3.5)) temos

(3.12)

Y

H(z*, o) < H(z*, 2" + )\i e ||=* — =*
k

¥ em (Tix)

por outro lado, tomando z =z2* e v =2
H(z",z") + e(z”) = a(a”)|la” — 2",

entao

* k c * k
_ <
ot =M < SO ),
da desigualdade acima, obtemos

el H (2, 2*)  c(z™)]e”]]

az*) az*)

el — =*|| <

I
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em seguida, como A\, > 0

Lokt ok o N IHH (@, 2)c(a®)||e”]|
il — < d
el =t < Kt ) SEREL (313)
de (3.12)) e (3.13)) obtemos
Il H (2", 2") (x|
H(zr* k < H(z* k—1 ”6 ” )
(z%,2%) < H(z",2") + Aear(z%) + Aear(z¥) )
e assim,
*|H (2, 2) c(z*)]l €|
gt ohy - Nl @2 o ey clad)ller]]
(.27 y L ) )\k&($*) = (33 y L )+ )\kOé<£IZ'*) )
logo obtemos
"] c@”) [|e*]
1— ) H(z*, 2% < H(x*, 2F 1 _ . 3.14

ek
De 1) existe kg = ko(z*) tal que /\}Ua(z’*) < %, para todo k > ky e também de
(3.11) temos

k ! k
1<(1- le*]] <142 l*]] <2, Vk > kg (3.15)
- Apa(z*) - - - '

De (51)

Je*]

H(x*,$k> < (1 — )\l‘(j(ﬂ*)) H(x*’xkfl) 4 <1 — Alt(ﬂ*)) ngz(x*) , (3.16)

de (3.16) e (3.15)) finalmente

(Gl

k *
Ha",a*) < <1+2—) H (a2 1 2l

k> k.
Apa(x*) vk 2 ko

Ara(z*)

Assim, do Lema , {H(x*, xk)} é convergente e da Definicao (Liv), {mk}

¢é limitada. m

Observacao 3.1.2 A condi¢ao (1ix) é amplamente utilizada no trabalho de Hueb-
ner e Tichatschke [50], Papa Quiroz et al. [96], [95)], Mallma Ramirez et al. [76] e
Kaplan e Tichatschke [62)].
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Denotamos Acc(x¥) como o conjunto de todos os pontos de acumulagio de {z*}

Acc(z®) = {z € C : 3{a™} C {a*} with 2™ — 2}.

Teorema 3.1.1 Assumindo que as hipoteses H1, H2, H3, H4 e H5 sao satisfeitos.
Se (d,H) € F.(C), 0 < A\ < A, para algun X > 0, uma das sequintes condi¢oes sao

satisfeitas:

i) As condigoes - sao satisfeitas,

it) (d, H) satisfaz (Iix) e somente a condi¢do ¢ satisfeita,
entao,

(a) {z*} converge fracamente para um elemento de S(f,C), isto é, Acc(x®) #0 e
cada elemento de Acc(z®) e cada elemento de S(f,C).

(b) Se Acc(x®)NS*(f,C) # 0 entio {x*} converge para um elemento de S*(f,C).

Prova. Considere verdade o primeiro caso i).

Da Proposicao , c, {z*} ¢ limitada, e portanto, existe uma subsequéncia con-
vergente e assim Acc(z¥) # (). Definimos L = {ki, ks, ..., kj, ...}, entao do resultado
precedente obtém-se {z*} — 2* e de e g' € Oof (!, 2!) temos que

f(l'l,[E) Z <glax - :Bl> )
a partir de (3.3))
fla2) > (g x—al) = (' a— 2"y — N (Vid(a! 2" 1), 2 — 2t}

entao

faz) > (' x—a) = N (Vid(a!,2"),z — '), (3.17)

para todo | € L e para cada v € C. Tendo em vista (3.8) e que {)\} ¢ limitada
superiormente temos que

lle']| — 0.

Entdo, como {z'} ¢ limitada, obtém-se
<el,x — xl> — 0.
Assim, somente é necessario analisar a convergéncia da sequéncia
—N(Vid(a!, 2",z — ') .
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De Definicao (Iii), temos
(x — 2, Vid(z', 2')) < H(x,2"™Y) — H(x, 2",
em seguida
N (Vid(2!, 2",z —2')y > N [H(z,2") — H(z,2"")] .

Fixando x € (', analisamos dois casos:

Se {H(x, ")} converge, entao
N [H(z,2') — H(z,2'™")] = 0.
Desde que {\;} seja limitada, a partir de (3.17)) e H1, temos

f(z*,z) > limsup f(2', 2) > limsup[(e’, z — z') — X\ (Vid(2!, 2" 1), 2 — 2')],

l—o0 l—o0

entao

f(z*, z) > limsup f(2', 2) > limsup[(e’, z — 2') + N (H(z,2") — H(z,2"™"))],

l—00 l—o00

assim

f(z*,z) > limsup f(2,2) > limsup(e', 2 — 2') + limsup \, (H (z,2') — H(z,2"")),

l—oc0 l—00 l—oc0

a desigualdade acima, pode ser reescrita da seguinte forma

fla®,x) > limsup f(2', @) > lim (e, — ') + lim N, (H (z,2) — H(z,2'™))
—00

l—00 —00

entao
f(z*,z) > limsup f(z',2) > 0+0,
l—o0
logo temos
f(z*,x) > 0.

Se {H(x,z')} ndo é convergente, entdo, a sequéncia nao ¢ monotonamente decres-

cente e por isso existe infinito [ € L de tal modo que

H(z,2") > H(xz, 2.
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Seja {l;} C L de tal forma que
H(z,2%) > H(z,2%),
para todo 5 € IN, entao, a partir de H1 nés obtemos

f(z*, 2) > limsup f(2%, ) > limsup A, [H(x,xlj) — H(x,xlj_l)} >0,

j—o0 Jj—00

assim,
f(x*J ‘/L‘) Z 07

logo, em ambos os casos, obtém-se
f(x*7 x) Z 07

o que implica que z* € S(f,C). Assuma que z* € S*(f,C).

Se a condicao i) estd satisfeita e usando a Proposic¢ao , a) e Proposigao m,
temos que {z*} converge para z*.

Agora vamos considerar verdadeiro o segundo caso i1).

Da Proposicio [3.1.3} b., {z*} é limitada, assim Acc(z*) # 0. Tome uma sub-

sequéncia {z%} de tal modo que z* — Z, entdo

zeS(f,0),

e da Definicao [2.2.2] (Ivii),

H(z,z") — 0.
Como H(z,z"*) é convergente, ver Proposicdo [3.1.3] a., e a sequéncia H(Z,x")
converge para zero, entao obtém-se que

H(z,2%) — 0.

Da Definigao [2.2.2] (Ivi), obtemos 2% — 7 e, devido & unicidade do limite temos

¥ = 1T.

Assim, {z*} converge para x*. "

Teorema 3.1.2 Suponha-se que as hipoteses H1, H2, H3, H4 e H5 sao satisfeitas.
Se (d,H) € F(C) satisfazendo a condi¢io (Iviii) em vez de (Ivii), 0 < \x < A,

para algum X > 0, e uma das sequintes condigoes ¢ satisfeita:
i. As condigoes (3.8))-(3.9) sdo satisfeitas;
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it. (d, H) satisfaz (Iix) e a condi¢do (3.8) € satisfeita;
entao

al) {z*} converge fracamente a um elemento de S(f,C), isto é, Acc(z¥) # 0 e
cada elemento de Acc(z®) é um ponto de S(f,C).

a2) Se Acc(z®) C S*(f,C) entao {x*} converge para um elemento de S*(f,C).

Prova. Considere verdade o primeiro caso i).

Da Proposicao , c), {z*} ¢ limitada, e portanto Acc(z¥) # 0. Tome uma sub-
sequéncia {z%}, de tal modo que % — Z. Da prova do Teorema obtemos
que T € S(f,C). Da Proposicao a, {2*} é H—quasi-Féjer convergente para
S*(f,C) e se Acc(z*) € S*(f,C), a partir de Proposigao obtemos o resultado.
Agora vamos considerar verdadeiro as hipdteses do segundo caso 7).

Da Proposicao , b, {z*} é limitada, Acc(z*) # ). Tome uma subsequéncia
{x%i}, tal que 2% — Z, exigindo os mesmos passos da prova do Teorema obte-
mos que z € S(f,C). Se Acc(x*) € S*(f,C), seja T e x* dois pontos de acumulacio

de {z*} com

Como z,z* € S*(f,C),

{H(z,2")} converge,

{H(z*,2%)} converge.

Analizamos as seguintes trés possibilidades.

Se x* e T pertencem a bd(C) e suponha que T # z*, em seguida, a partir da su-
posicao (Iviii), H(xz*,2%) — +oo, que contradiz a convergéncia de {H (z*,z"*)},
entao devemos ter r = x*.

.) em C temos H(z*,z%) — 0.

Se x* e T pertencem a C, da continuidade de H(.,
ki) — 0. Usando a condicao (Ivi)

Como {H(z*,z%)} converge, em seguida H (z*, z"i
) ) )

temos 2% — z*, assim T = z*.

Agora vamos supor que z* € C' e € bd(C). Entdo, usando o mesmo argumento

que o ultimo caso, temos que T = x*, que é uma contradi¢cao, portanto, este caso,

nao é possivel. [
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3.2 Caso Pseudo-Monétono

Nesta secao substituindo a condicao de quase mondtonicidade de f, veja H3, pela
pseudomonotonicidade obteremos a convergéncia da sequéncia sem a hipétese H5
mas assumindo que o conjunto S(f,C) é nao vazio. Ao longo desta secdo, vamos

substituir as hipéteses H3 e H5, da secao anterior, pelas seguintes condicoes:
Hipétese H3’. f ¢é pseudo-mondtono.

Hipétese H5’. S(f,C) # 0.

Observacao 3.2.1 Note-se que a condicao H3’ é amplamente utilizado nos traba-
lhos de Vuong et al. [113], Tusem et al. [55], Iusem e Sosa [56], Tang e Wang [108],
Tusem e Nasri [53], Santos e Scheimberg [103], Konnov [68], Mashreghi e Nasri [80],
Hung e Muu [51)], Anh e Kim [1], Oliveira et al. [61], Da Cruz Neto et al. [35],
Nguyen et al. [89] e Noor [93].

Observagao 3.2.2 Alguns trabalhos utilizando uma bifuncdo mondtona, para resol-
ver o problema do equilibrio sao, Briceno-Arias [20], Bello Cruz et al. [10], Moudafi
[81] e Eslamian [39] e, finalmente, observar que o trabalho de Muu e Quoc utilizan

f fortemente monotona como condi¢ao para resolver o problema. .

Proposicao 3.2.1 Sob as hipdteses H2, H3’, H4 e H5’ com (d,H) € F(C), e
para todos z* € S(f,C) temos

1
H(z*,2") < H(x*,a:k_l)+)\—<ek,mk—x*>. (3.18)
k

Prova. Dado z* € S(f,C) entao f(z*,w) > 0,Vw € C. Consideremos agora w = x*

e como f é pseudomonotona obtemos

f(2* 2*) <0.
Imitando a prova da proposicao nés temos (3.18)). n

Proposicao 3.2.2 Seja (d, H) € F(C), e suponha que as hipdteses H2, H3’, H4,

and H5’ sao satisfeitas. Se as sequintes condigoes adicionais sao satisfeitas:

< +00 (3.19)

> S <t (3.20)



entao
a). {2*} é H-quasi-Fejér convergente para o conjunto S(f,C), e
H (w*,mk) <H (x*,mk_l) + €~

para cada k € IN e todo x* € S(f,C), onde € = i ([le*llz*|l + (e, z*)])

com S €f < +oo.
b). {H(z*,2*)} converge para todo x* € S(f,C).
c). {z*} € limitado.
Prova. E semelhante a Proposicao 4.2, mas considerando S(f,C) em vez de

S*(f,C).

Proposicao 3.2.3 Seja (d, H) € F (C), e suponha que as hipdteses H2, H3’, H4
e H5’ sao satisfeitos. Se apenas a condicao (3.19) esta satisfeita e suponha que a

distancia proximal induzida H(.,.) satisfaz a sequinte propriedade adicional:

(Tix) Para cada x € C existem a(x) > 0 e c(z) > 0 tal que:
H(z,v) + c(x) > a(z)||z — v|],Yv € C;

entao

a. Para todo x* € S(f,C), temos

para k suficientemente grande e, portanto, { H(x*,2%)} converge.
b. {z*} € limitada.

Prova. E semelhante & Proposicao 4.3. [

O seguinte resultado é motivado pelo Teorema 9 de Langenberg e Tichatschke [70].

Teorema 3.2.1 Suponha que as hipoteses H1, H2, H3’, H4 e H5’ sao satisfeitas.
Se (d,H) € F(C), 0 < M\ < A, para algum X > 0, e uma das sequintes condicdes é
satisfeita:

i). As condigoes (3.19)-(3.20]) sdo satisfeitas.
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it). (d, H) satisfaz (Iix) e apenas a condicdo (3.19) € satisfeita.
Entao, {xk} converge para um ponto de S(f,C).

Prova. Desde que a Proposicao (para a condigao de i)) e Proposicao (para
a condicdo ii)) garantem que {z*} ¢é limitada, seja 2* um ponto de acumulagao de
{xk} e {xkﬂ} uma subsequéncia que converge para x*. Defina L := {ky, ks, ..., kj, ...},

em seguida, obtém-se {z'};c; — x*. De (3.3) e u! € D f (2!, 2!) temos
fl! ) > <ul,:1: — xl> = <el, x— .CEl> -\ <V1d(xl, e N :El> , (3.21)

para todo [ € L e para cada z € C. Em vista de (3.19)) e que {\;} é limitada superior-

mente, temos que ||e!|| — 0. Entao, como {'} é limitada, obtém-se (¢',z — z') — 0.

Assim, é apenas necessario analisar a convergéncia da sequéncia
111 1
—N(Vid(z' 2,z — 2.

De Definicao (Iii), temos
N (Vad(e! 2w = at) > N [H(z,2!) = H(z, 2" )]

Fixando x € C, analisamos dois casos:

Se {H(x, ")} converge, entao
N [H(z,2') — H(z, 2] =0,
desde que {\;} seja limitada, e a partir de (3.21)) e assumindo H1,

f(z*,z) > limsup f(z',2) >0

=00 o

Se {H(z,2')} ndo é convergente, a sequéncia nao é monotonamente decrescente e

por isso existem infinitos [ € L tal que
H(z,2") > H(xz, 2.

Seja {l;} C L tal que H(x,2%) > H(z,2%~'), para todo j € IN, utilizando H1,

temos

f(z*, z) > limsup f(u, ) > limsup A, [H(m, 2h) — H(x, xlj*l)} >0,

Jj—o0 Jj—o0

assim,

f(l‘*,x) Z 07
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o que implica que * € S(f,C). Se a condicdo i) é satisfeita e, entdo é
verdadeiro e usando a Proposicao , a) e Proposigao temos que {z*}
converge para r*.

Agora, se a condigao i) é satisfeita, entao (d, H) cumpre a condi¢ao (Iix). Seja
T um outro ponto de acumulacao de {z*} onde z* — z, entdao z € S(f,C), e da
Definicio 2.2.2) (Ivii), H(z,2") — 0. Como H(z,z*) é convergente, veja Proposicio
, a, e a sequéncia H (7, z") converge para zero, obtemos que H(z,z%) — 0. Da
Definicao (Ivi), obtemos que 2% — 7 e, devido & unicidade do limite temos

¥ =1Z.

Assim, {2*} converge para z*. n

Teorema 3.2.2 Suponha que as hipoteses H1, H2, H3’, H4 e H5’ sao satisfeitas.
Se (d, H) € F(C) satisfazendo a condi¢io (Iviii) em vez de (Ivii), 0 < A\ < A,

para algun X > 0, e uma das sequintes condi¢des é satisfeita:

i. as condigoes (3.19))-(3.20) sdo satisfeitas;
it (d, H) satisfaz (1ix) e a condicao (3.19) € satisfeita
entao, {xk} converge para um ponto de S(f,C).

Prova. i. Se as condicoes — sao satisfeitas, em seguida, a partir da
Proposicao , a), {2*} é H-quasi-Fejérconverge para S(f,C). Como qualquer
ponto de acumulacio de {z*} pertence a S(f,C), ver a primeira parte da prova do
Teorema |3.2.1] em seguida, usando a Proposi¢ao obtém-se o resultado.

12. Da Proposition m, b, {z*} é limitada, imitando a prova do Teorema m
qualquer ponto de acumulacio pertence a S(f,C). Seja Z e z* dois pontos de
acumulacdo de {2*} com 2% — 7 e 2% — 2*, como 7, 2* € S(f,C), de a Proposicio
m, a, ambos {H(Z,2*)} e {H(z*,2%)} convergem. Nos analisamos as trés
possibilidades.

Se x* e T pertencem a bd(C') e suponha que T # z*, em seguida, a partir da su-
posigao (Iviii), H(x*, z%) — +o00, que contradizem a convergéncia de {H (z*,z*)},
entao temos T = z*.

Se x* e = pertencem a C, a partir de continuidade H(.,,) em C tem-se
H(z*, 2") — 0. Como {H (x*,2*)} converge, em seguida H(z*, z%) — 0. Usando a
condigao (Ivi) temos 2% — z*, assim 7 = z*.

Sem perda de generalidade podemos supor que z* € C e = € bd(C'). Entao, usando
0 mesmo argumento que o ultimo caso, temos que & = z*, que é uma contradicao,

portanto, neste caso, também nao é possivel.. [
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Capitulo 4
Resultados Numéricos

Nesta se¢ao, vamos mostrar uma implementacao do nosso algoritmo.

Antes de mostrar os resultados numéricos, damos algumas caracteristicas do com-
putador e software utilizados respectivamente: Windows, versao 7, Matlab R2010a,
Para resolver os subproblemas gerados pela distancia regularizada, usaremos

fmincon, que é uma funcao da toolbox de otimizacao do Matlab.

A fungdo a seguir foi estudado por Nguyen et al. [89], eles usan a norma
euclidiana para resolver o problema de regularizacao, nds usaremos a distancia

proximal.

Seja f : K x K — IR definida como segue

flz,y) = (Pr+Qy +q)"(y — ), (4.1)

supomos que as matrizes P e () sao escolhidas de tal forma que () é simetrica
semidefinida positiva e () — P é semidefinida negativa, onde P e () sao matrizes

nxn,q€IR", K CIR", K= IR . Assim, f possui as seguintes propriedades:

f é mondtona

flx,y) + fly,2) =(Pr+Qy+qy—2x) +(Py+Qr+q,2—y),

assim, desde P — () seja semidefinida negativa, temos que

fl@,y) + fly,z) =((Q— P)(y —x),y —x) <0,
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para cada z,y € K. Note que f(z,.) é diferenciavel (assim f(z,.) é semicontinua

superior) e convexa,
Oy f(2,7) = V, f(w,7) = (P+2Q)z +q.

Agora, considere as seguintes matrizes

. 0

2 36 0 0 O
P=10 3.5 0
0O 0 2 330

o o0 0 0 3

16 1 0 0 O

1 1.6 0 0 O
Q=10 1.5 0
0 1.5 0

0 0 0 2

T
qg= (1, 9, 1, 2, —1)

T
- (1,3, 1, 1,2) ,
Ar, = 0.05, € = 10~3. Também considere a seguinte distancia proximal:

5

Ly
d(z,y) = Z(IJOQJ + yi — Ti).

i=1 v

A seguir, apresentamos no quadro os resultados obtidos com o nosso algoritmo pro-

posto.

Tabela 4.1: Tempo (seg.)
Algoritmo Al IPE | IPLE
Iteracao 8 19 1305
Tempo 1.6117 | 1.078 | 26.89

AT é nosso algoritmo proposto, IPE é o Interior Proximal Extragradient Algorithm,
ver Nguyen et al. [89] e IPLE é o Interior Proximal Linesearch Extragradient Algo-
rithm, ver Nguyen et al. [89].
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Tabela 4.2: Iteracao

y [a* — =
(0.0108, 0.0256, 0.0196, 0.0196, 0.0247) 3.9560
(0.0058, 0.0126, 0.0099, 0.0099, 0.0124) 0.0231
(0.0040, 0.0083, 0.0066, 0.0066, 0.0083) 0.0078
(0.0031, 0.0062, 0.0050, 0.0050, 0.0062) 0.0039
(0.0025, 0.0049, 0.0040, 0.0040, 0.0050) 0.0023
( )
( )
( )

k71||

0.0022, 0.0041, 0.0033, 0.0033, 0.0042 0.0016
0.0019, 0.0035, 0.0028, 0.0028, 0.0036 0.0011
0.0017, 0.0030, 0.0025. 0.0025, 0.0031 8.3365e-004

QO || T x| W DN = =

Nesta tabela, podemos ver que as iteragoes obtidas pelo nosso algoritmo, também
mostrado na tabela, o erro em cada iteragao estd a diminuir.
A funcao a seguir é estudado por Bianchi e Schaible [14], Seja f : R, X R, —

IR definida como segue
f(l‘, y) = yQ(y - LL‘), (42)

Assim, f possui as seguintes propriedades:

f é quase-mondétono, note que f(x,.) é diferencidvel (assim f(z,.) é semicontinua
superior)
2% =10,

Ar = 0.05, € = 1073, Também considere a seguinte distancia proximal:

5
X
d(z,y) = Z(xilog; + Y — xi).

i=1 t

A seguir, apresentamos no quadro os resultados obtidos com o nosso algoritmo

proposto.

Tabela 4.3: Iteracao
v [l —a 1]
6.6679 3.3321
4.4472 2.2208
2.9676 1.4796
1.9826 0.9850

NG NJCIN NG I

32 | 0.0386 0.0012
33 | 0.0375 0.0011
34 | 0.0364 0.0011
35 | 0.0355 | 8.4615e-004

Nesta tabela, podemos ver que as iteragoes obtidas pelo nosso algoritmo, também

mostrado na tabela, o erro em cada iteracao esta a diminuir.
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Capitulo 5

Conclusoes e Trabalhos Futuros

T1.

T2.

T3.

T4.

Podemos concluir que esta dissertacao mostra um progresso na resolucao e
estudo dos problemas de equilibrio para o caso quase-mondétono. Também
pode-se concluir que a técnica desenvolvida neste trabalho para tratar com

bifungoes quase-mondtonas estendido em outros algoritmos.

Tomando em consideracao as aplicacoes de algoritmos de ponto proximal no
espaco de variedades Riemmanianas para resolver problemas de minimizacao,
ver Ferreira e Oliveira [42], Bento et al. [I1] e Da Cruz Neto et al. [36], um tra-
balho futuro seria entao propor um algoritmo inexato de ponto proximal para

resolver o problema de equilibrio no ambito das variedades Riemmanianas.

No artigo de Oliveira et al. [61], se apresenta a regularizagao do tipo Tikhonov

para resolver (3.1)), dada por f, : C x C — IR,

Iz,y) = flo,y) — Ag(w,y), (5.1)

onde f : C x C'— IR é mondtona, g : C' x C' — IR é fortemente monétona, e
A > 0.

Por outro lado, no artigo de Chadli et al. [26], os autores apresentam a seguinte
regularizacao. Para { > 0, ¢, definido em K x K dependendo de &, encontrar

ze € K (K nao vazio, conjunto convexo e fechado)

f(ze,y) + e(xe,y) > 0,Vy € K, (5.2)

onde f: K X K = IRe ¢ : K x K = IR sao pseudo-monétonas. Em seguida

um trabalho futuro seria comparar computacionalmente a nossa regularizacao

proposta em ({3.3) com as regularizagoes (5.1)) e (5.2), para saber qual das

atualizacoes é mais eficiente computacionalmente.

Um trabalho futuro seria estudar o artigo de Shafer [110], com o objectivo de
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propor novas propriedades para bifuncoes quase-monétonas e depois encontrar

novas aplicagoes em teoria econdmica.
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