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1. Método proximal inexato. 2. Distâncias proximais.
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Neste trabalho propomos um método de ponto proximal inexato para resolver o

problema de equiĺıbrio quase-monótono utilizando distâncias proximais e o subdi-

ferencial diagonal. Considerando algumas condições naturais sobre o problema e a

condição de quase-monotonicidade para bifunções, provamos que a sequência gerada

pelo método converge para um ponto solução do problema.

vi



Abstract of Dissertation presented to COPPE/UFRJ as a partial fulfillment of the

requirements for the degree of Master of Science (M.Sc.)

AN INEXACT PROXIMAL METHOD WITH PROXIMAL DISTANCES FOR

QUASIMONOTONE EQUILIBRIUM PROBLEMS

Lennin Mallma Ramirez

February/2017

Advisors: Paulo Roberto Oliveira

Erik Alex Papa Quiroz

Department: Systems Engineering and Computer Science
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Caṕıtulo 1

Introdução

Estamos interessados em estudar o problema de equiĺıbrio (PE) no espaço euclidiano:

dado um conjunto aberto, convexo e não vazio C ⊂ IRn e f : C̄× C̄ → IR, encontrar

x̄ ∈ C̄ de tal modo que

f(x̄, y) ≥ 0, ∀y ∈ C̄, (1.1)

onde C̄ é o fecho de C. O problema de equiĺıbrio generaliza o problema de mini-

mização restrito sobre um conjunto C̄. De fato, o problema de minimização de uma

função φ : IRn → IR consiste em encontrar um ponto x̄ tal que

φ(x̄) ≤ φ(y),∀y ∈ C̄.

Definindo

f(x, y) = φ(y)− φ(x),

temos que o problema de minimização pode ser expressado na forma (1.1).

O problema de equiĺıbrio também generaliza o problema de Desigualdade Variacio-

nal. De fato, dado uma conjunto fechado C̄ ⊆ IRn e um operador F : IRn → IRn,

o problema de desigualdade variacional de Stampacchia consiste em encontrar um

ponto x∗ ∈ C̄ tal que

〈F (x∗), y − x∗〉 ≥ 0, ∀y ∈ C̄.

Definindo

f(x, y) = 〈F (x), y − x〉,

temos que resolver este problema é equivalente a resolver o problema (1.1), ver, por

exemplo Flores-Bazán [45], Blum e Oettli [12] e Bigi et al. [19].

O problema (PE) também generaliza o Problema de Ponto Fixo. De fato, dado um

conjunto fechado C̄ ⊆ IRn, um ponto fixo de um operador F : C̄ → C̄ é qualquer

x∗ ∈ C̄ de tal modo que x∗ = F (x∗). Encontrar um ponto fixo equivale a resolver
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(1.1) com

f(x, y) = 〈x− F (x), y − x〉.

Um outro problema que generaliza o (PE) é o problema de Equiĺıbrio de Nash em

Jogos Não Cooperativos. De fato, consideremos I = {1, ..., n} um conjunto de

jogadores, cada jogador i ∈ I tem um conjunto de estratégias Ki ⊂ IRmi , onde

Ki 6= ∅ é um conjunto fechado e convexo. Seja K =
∏n

i=1Ki, o conjunto de todas as

estratégias dos jogadores. Para cada jogador i ∈ I, considerar uma função cont́ınua

fi : K → IR, a qual é convexa no i-ésimo argumento e que associa o ganho, fi, do

i-ésimo jogador a cada estratégia x ∈ K.
Em seguida, x̄ = (x̄1, ..., x̄n) ∈ K é uma solução de equiĺıbrio de Nash, se para todo

i ∈ I
fi(x̄) ≤ fi(x̄

i, yi), ∀i ∈ I, ∀yi ∈ Ki,

x̄ é chamado de equiĺıbrio de Nash, também é denotado como se segue

fi(x̄) ≤ fi(x̄
1, ..., x̄i−1, yi, x̄

i+1, ..., x̄n), ∀yi ∈ Ki.

Isto significa o seguinte: nenhum jogador tem qualquer ganho por mudar apenas

suas estratégias, ver Nash [87].

Agora, se f : K ×K → IR definido como se segue

f(x, y) =
∑
i∈I

(fi(x
1, x2, ...xi−1, yi, x

i+1, ..., xn)− fi(x)),

então, x̄ é um ponto de equiĺıbrio de Nash, se e somente se, x̄ é uma solução do

problema (1.1). Finalmente o (PE) também generaliza os problemas de complemen-

taridade linear, como também problemas de minimização vetorial, ver Flores-Bazán

[45]. Devido a esta razão que o (PE) é muito atraente, tanto na teoria quanto nas

aplicações, ver Aoyama et al. [5], Quoc e Muu [98], Crouzeix e Ocaña [37], Nasri

e Sosa [88], Castellani e Giuli [28], Santos e Scheimberg [104], Blum e Oettli [12],

Flores-Bázan [44], Flores-Bázan e Sosa [43], Oliveira et al. [61], Iusem e Nasri [53],

Bianchi e Pini [15], Chadli et al. [27], Bianchi et al. [16], Iusem e Sosa [55], Jafari

et al. [59] e Iusem et al. [56].

O problema de equiĺıbrio foi estudado em espaços mais gerais, por exemplo,

em espaços de Banach, ver Burachik [18], Iusem e Narsi [53], em variedades de

Hadamard, veja Cruz Neto et al. [35] e Colao et al. [33], e em espaços vetoriais, ver

Balaj [9], Flores-Bazán et al. [46] e Bianchi et al. [13].

Em trabalhos anteriores, a bifunção f em (1.1) era monótona ou pseudomono-

tona, ver Flores-Bazán [45], Chadli et al. [24], Konnov e Schaible [67], Bianchi e

Schaible [14], Bianchi e Pini [15] e Van [111].
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Os (PE) também podem ser resolvidos por métodos diferentes: métodos proxi-

mais splitting, veja Moudafi [83]; métodos splitting Douglas-Rachford, veja Briceño-

Arias [20]; método bundle, veja Nguyen et al. [90]; métodos de proyecion relajada,

veja Scheimberg e Santos [105]; métodos extragradient hybrid, veja Anh [2]; métodos

extragradient, veja Nguyen et al. [89] e Da Cruz Neto et al. [35]; método de doble

projeção, veja Quoc and Muu [99] e algoritmo de ponto proximal (lembrar que o

método proximal foi introducido por Martinet [77] e desenvolvido por Rockafellar

[102]), veja Khatibzadeh et al. [66].

Em espaços euclidianos alguns métodos proximais para resolver (PE) tem sido

considerada, por exemplo Konnov [68] utilizando a norma euclidiana; Mashreghi

e Nasri [80], Iusem e Sosa [53], Langenberg [72] com distâncias Bregman; Nguyen

et al. [89] com distâncias ϕ−divergentes; da Cruz Neto et al. [34] com distâncias

homogêneas de segunda ordem. Em todos eles foram considerados tanto a caso

monótono como caso pseudomonotono. Contudo, o caso quase-monótona não foi

considerado, isso o que estamos interessados em desenvolver nesta dissertação, um

método proximal inexato para resolver (PE) considerando a quase-monotonicidade

da função f .

Neste trabalho, propomos a seguinte iteração: dado xk−1 ∈ C, encontrar

xk ∈ C,

de tal modo que:

gk + λk∇1d(xk, xk−1) = ek,

onde d é uma distância proximal, veja Subsection 2.2, gk ∈ ∂2f(xk, xk), é o subdi-

ferencial diagonal, veja Seção 2, ek é um erro de aproximação e λk é um parâmetro

positivo de regularização. Para assegurar a convergência do algoritmo proposto,

vamos considerar algumas condições apropriadas para ek, que serão introduzidas na

Seção 3.1.

Notamos que outros tipos de regularização para o problema (1.1) foram intro-

duzidos, por exemplo considere {γk} ⊂ (a, b], ∀k ∈ IN, 0 ≤ a < b e defina outra

bifunção

fk : C̄ × C̄ → IR

dada por

fk(x, y) = f(x, y) + γk〈x− xk, y − x〉, ∀x, y ∈ C̄, (1.2)

dizemos que fk é uma bifunção regularizada para (1.1), pois se acrescenta o termo

γk〈x − xk, y − x〉. Note-se que este tipo de regularização não considera um erro

de aproximação. A regularização (1.2), foi proposto em Iusem e Sosa [55], para

uma bifunção pseudo-monótona, nós também podemos observar que o artigo [55]
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usa a distância euclidiana para assegurar a convergência da sequência gerada pelo

algoritmo.

Outros tipos de regularização para o problema (1.1) podem ser vistos em Konnov

[68]. Seja x̄0 ∈ C̄, b̄ > 0, e seja {εk} uma sequência de números positivos. Encontrar

x̄k+1 ∈ C̄ tal que

‖x̄k+1 − xk+1‖ ≤ εk+1,

onde

xk+1 ∈ C̄k+1 = {x ∈ C̄ : f(x, y) +
1

b̄
〈x− x̄k, y − x〉 ≥ 0 ∀y ∈ C̄}.

Observe que cada iteração x̄k+1 gerada por este algoritmo é uma aproximação da

solução exata xk+1 com precisão εk+1. Notemos que este algoritmo utiliza a norma

euclidiana, por outro lado, em nosso algoritmo proposto, utilizamos uma distância

proximal.

Outros tipos de regularização para o problema (1.1), podem ser vistos em Mou-

dafi [82]. Consideremos o seguinte método proximal que gera, a partir de um ponto

arbitrário x0 ∈ C̄, uma sequência {xn} definida por

f(xk+1, y) +
1

rn
〈y − xk+1, xk+1 − xk〉 ≥ 0,∀y ∈ C̄, (1.3)

onde {rk} é uma sequência de parâmetros positivos que satisfazem

lim inf
k→+∞

rk > 0, (1.4)

este algoritmo proposto por Moudafi [82], exige duas condições sobre o parâmetro

rk. Nós apenas precisamos que rk seja um parâmetro positivo (usamos apenas uma

condição).

Outros tipos de regularização para o problema (1.1) podem ser vistos em Moudafi

[81]. Ele considera o seguinte esquema: encontrar xk+1 ∈ C̄ tal que

f(xk+1, x) +
1

λk
〈xk+1 − yk, x− xk+1〉 ≥ −εk,∀x ∈ C̄,

onde

yk = xk + αk(xk − xk+1), (1.5)

λk, αk, εk são números reais não negativos. Eles impuseram os seguintes critérios de

tolerância no termo εk que é padrão na literatura

+∞∑
k=1

λkεk < +∞,
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e que é tipicamente necessário para estabelecer a convergência global. Note-se que

este algoritmo requer (1.5) para garantir a convergência para uma solução. Nós só

precisamos de uma regularização.

Por outro lado, nosso algoritmo proposto é motivado por nosso recente trabalho

[96] onde introduzimos um método proximal inexato para resolver problemas de

desigualdade variacional e também é motivado pelo artigo de Da Cruz Neto et

al. [34] que resolve (PE), quando f(x, .) é quase-convexa, utilizando um método

proximal exato com distâncias homogéneas de segunda ordem.

As principais contribuições deste trabalho são as seguintes:

i) Propomos um algoritmo ponto proximal inexato para resolver o PE quando f

em (1.1) é quase-monótono, observa-se que esta condição não foi considerada

em trabalhos anteriores.

ii) Introduzimos no nosso algoritmo a distância proximal do Auslender e Teboulle

[8], por esta razão nós cobrimos uma grande classe de distâncias na literatura,

por exemplo, Bregman, ϕ−divergencias e distâncias homogêneas de segunda

ordem.

iii) Também propomos na iteração do algoritmo proposto, um erro de aproximação

ek, após o teste sob algumas suposições naturais sobre o erro de aproximação,

nós garantimos a convergência da sequência gerada pelo algoritmo proposto.

Este trabalho está organizado da seguinte forma: Seção 2, dá alguns resultados

básicos utilizados em todo o trabalho. Na seção 3, introduzimos o método proposto

e estudamos a convergência da sequência gerada pelo método, analisando o caso

quase-monótono. Na seção 4, mostramos resultados numéricos do algoritmo

proposto. Na seção 5, damos conclusões e trabalhos futuros.
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Caṕıtulo 2

Preliminares

Ao longo deste trabalho IRn é o espaço euclidiano munido com o produto interno

〈, 〉 separado norma de x dado por ‖x‖ = 〈x, x〉1/2, e bd(C), C̄ denota o limite e

fechamento do subconjunto C ⊂ IRn, respetivamente e também definimos os se-

guintes conjuntos, IRn
+ = {x ∈ IRn : xj ≥ 0, ∀j}, IRn

++ = {x ∈ IRn : xj > 0,∀j}.
Dada uma função h : IRn → IR ∪ {+∞}, nós definimos, o domı́nio efetivo de h por

dom(h) = {x ∈ IRn : h(x) < +∞}.
Uma função h : IRn → IR ∪ {−∞,+∞} é chamado própria se dom(h) 6= ∅ e

h(x) > −∞, ∀x ∈ dom(f).

Definição 2.0.1 Um conjunto L ⊂ IRn é dito convexo se, para quaisquer x, y ∈ L
e λ ∈ (0, 1), tem-se que λx+ (1− λ)y ∈ L.

Definição 2.0.2 O conjunto de ńıvel de uma função g : IRn → IR em relação a ν,

é denotado e definido da seguinte forma

Lg(ν) = {x ∈ IRn : g(x) ≤ ν}.

Definição 2.0.3 Uma função g : IRn → IR ∪ {+∞} é dita semicont́ınua inferi-

ormente (denotado por sci) no ponto x∗ ∈ IRn, quando para qualquer sequência

{xl} ⊂ IRn tal que liml→∞ x
l = x∗, tem-se

lim inf
l→∞

g(xl) ≥ g(x∗).

Sob as mesmas condições, g é dita semicont́ınua superiormente (denotado por scs)

em x∗ ∈ IRn quando

lim sup
l→∞

g(xl) ≤ g(x∗).

Definição 2.0.4 Seja L ⊆ IRn um conjunto convexo não vazio e seja x ∈ L. O cone

normal L em x, denotado por NL(x), é definido como segue

NL(x) = {g ∈ IRn : 〈g, y − x〉 ≤ 0,∀y ∈ L} .

6



Exemplo 2.0.1 NL(x) é um conjunto convexo. De fato, fixemos g1, g2 ∈ NL(x) e

consideramos t ∈ (0, 1), sendo assim

〈g1, y − x〉 ≤ 0,∀y ∈ L,

e

〈g2, y − x〉 ≤ 0,∀y ∈ L,

então

〈tg1 + (1− t)g2, y − x〉 = t〈g1, y − x〉+ (1− t)〈g2, y − x〉,

agora, nós temos

〈tg1 + (1− t)g2, y − x〉 = t〈g1, y − x〉+ (1− t)〈g2, y − x〉 ≤ 0,

〈tg1 + (1− t)g2, y − x〉 ≤ 0,

agora, por definição,

tg1 + (1− t)g2 ∈ NL(x),

então NL(x) é um conjunto convexo.

Definição 2.0.5 Seja C̄ um conjunto convexo não vazio. A função f : C̄× C̄ → IR

diz-se ser

(i) Monótona em C̄ se

f(x, y) + f(y, x) ≤ 0, ∀x, y ∈ C̄.

A função f é chamada estritamente monótona se por qualquer x, y ∈ C̄, e

x 6= y, temos

f(x, y) + f(y, x) < 0.

f é chamada fortemente monótona com módulo ν > 0, se para todos os x, y ∈
C̄,

f(x, y) + f(y, x) ≤ −ν‖x− y‖2.

Notemos que, para ν = 0, a desigualdade acima torna-se uma função

monótona.

(ii) Pseudo-monótona em C̄ se

f(x, y) ≥ 0⇒ f(y, x) ≤ 0, ∀x, y ∈ C̄,

7



ou de modo equivalente, se para algum x, y ∈ C̄,

f(x, y) > 0⇒ f(y, x) < 0.

A função f é chamada estritamente pseudo-monótona, se para qualquer x, y ∈
C̄ e x 6= y,

f(x, y) ≥ 0⇒ f(y, x) < 0,

é chamada fortemente pseudo-monótona em C̄ com o módulo β > 0, se

f(x, y) ≥ 0⇒ f(y, x) ≤ −β‖x− y‖2.

Notemos que, se β = 0, em seguida, a desigualdade acima torna-se ama função

pseudo-monótona.

(iii) Quase-monótona em C̄ se para todos os x, y ∈ C̄,

f(x, y) > 0⇒ f(y, x) ≤ 0, ∀x, y ∈ C̄.

Notamos que (i)⇒ (ii)⇒ (iii).

Exemplo 2.0.2 Defina f : [0, 1]×[0, 1]→ IR, tal que f(x, y) = (y1−y2)2−(x1−x2)2

para cada x = (x1, x2) e y = (y1, y2). Então f é monótona.

De fato, da Definição 2.0.5, (i), tem-se

f(x, y) + f(y, x) = (y1 − y2)2 − (x1 − x2)2 + (x1 − x2)2 − (y1 − y2)2 = 0,

em seguida

f(x, y) + f(y, x) ≤ 0,

ver, Nguyen et al. [91].

Exemplo 2.0.3 Defina g : [1,+∞) × [1,+∞) → IR, tal que g(x, y) = −3x2y +

xy2 + 2y3 para cada x, y ∈ [1,+∞). Então g é pseudo-monótona.

De fato, da Definição 2.0.5, (ii), tem-se

g(x, y) = −3x2y + xy2 + 2y3 = y(3x+ 2y)(y − x) ≥ 0,

com y ≥ x, assim então

g(y, x) = −3y2x+ yx2 + 2x3 = x(3y + 2x)(x− y) ≤ 0,

ver, Chen et al. [31].
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Exemplo 2.0.4 Defina f : [0, 1]× [0, 1]→ IR, como segue f(x, y) = (y1−x1)(2y1−
x1) para cada x = (x1, x2) e y = (y1, y2). Então f é pseudo-monótona.

De fato, da Definição 2.0.5, (ii), tem-se

f(x, y) = (y1 − x1)(2y1 + x1) ≥ 0.

tem-se y1 − x1 ≥ 0, por outro lado,

f(y, x) = (x1 − y1)(2x1 + y1) ≤ 0,

desde que y1 − x1 ≥ 0, ver, Nguyen et al. [91].

Exemplo 2.0.5 Seja K =
[

1
2
, 1
]
⊂ IR e defina f : K ×K → IR como

f(x, y) = x(x− y),

então f é pseudo-monótona.

De fato, desde que f(x, y) ≥ 0,∀x, y ∈ [1
2
, 1], em particular, notamos que x ≥ 1

2
,

então temos que, 0 ≤ x − y, por outro lado, considerando agora y ≥ 1
2

e x − y ≥ 0

obtém-se

f(y, x) = y(y − x) ≤ 0.

Por Definição 2.0.5, (i), notemos o seguinte:

f(x, y) + f(y, x) = x(x− y) + y(y − x) = (x− y)2 ≥ 0,

então f não é monótono. ver, Iusem e Sosa [55].

Exemplo 2.0.6 Considere a bifunção

f(x, y) = y2(y − x),

em IR× IR, assim f é quase-monótono.

De fato, desde que f(x, y) > 0 implica y > x, y 6= 0, em seguida

f(y, x) = x2(x− y) ≤ 0, com x− y < 0,

assim, f é quase-monótona. Além disso, f não é pseudo-monótona, desde que

f(1, 0) = 0 e f(0, 1) = 1 > 0.

Ver, Bianchi e Schaible [14].
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Exemplo 2.0.7 Suponha que b > 0, K = [−3,+∞] e f : K × K → IR, com

f(x, y) = 1
b
(x2 + 2)(y − x), f é pseudo-monótona mas não é monótona.

De fato, por Definição 2.0.5, (ii),

f(x, y) =
1

b
(x2 + 2)(y − x) ≥ 0,

com y − x ≥ 0, então x− y ≤ 0. Agora

f(y, x) =
1

b
(y2 + 2)(x− y) ≤ 0.

verifica-se que f é pseudo-monótona. Também, podemos verificar que f não é

monótona. De fato

f(x, y) + f(y, x) =
1

b
(x2 + 2)(y − x) +

1

b
(y2 + 2)(x− y) > 0,

com x = −3 e y = 0, ver Hung e Muu [51].

Definição 2.0.6 Uma bifunção f(x, .) : L ⊂ IRn → IR é dita convexa para cada

v, w ∈ L, e para cada λ ∈ [0, 1] se a seguinte desigualdade se cumpre:

f(x, (1− λ)v + λw) ≤ (1− λ)f(x, v) + λf(x,w).

Exemplo 2.0.8 A bifunção f(x, y) = y2 − xy, definido em IR× IR é convexa, com

relação a segunda variável y. Desde que

f(−1, 1) = 12 − (−1)(1) = 2,

e

f(1,−1) = (−1)2 − (1)(−1) = 2,

f não é pseudo-monótona. Ver Castellani e Giuli em [29].

Exemplo 2.0.9 Seja C = IR. Defina a função f : C × C → IR por

f(x, y) =

{
y4−x4

65
, x = 2,

y4 − x4, x 6= 2.

Para verificar que f é convexa em sua segunda variável, deixe x ∈ C fixo, então:

Se x = 2, então f(2, y) = y4−16
65

para cada y ∈ C, logo, a função y → y4−16
65

é convexa em C.
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Se x 6= 2, então f(x, y) = y4 − x4 para cada y ∈ C, logo, a função y → y4 − x4 é

convexa em C. Ver, Alleche [4].

Lema 2.0.1 Seja {vk},{γk}, e {βk} sequências não-negativas de números reais sa-

tisfazendo vk+1 ≤ (1 + γk) vk + βk e tal que
∑∞

k=1 βk < ∞,
∑∞

k=1 γk < ∞. Então, a

sequência {vk} converge.

Proof. Ver, Lema 2, pp. 44, em Polyak [97].

Definição 2.0.7 Seja f : C̄ × C̄ → IR uma bifunção. Para cada z ∈ C̄ fixo, a

diagonal do subdiferencial de f(z, .) no ponto x ∈ C̄, denotado ∂2f(z, x), é definida

e denotada por

∂2f(z, x) = {g ∈ IRn : f(z, y) ≥ f(z, x) + 〈g, y − x〉 ,∀y ∈ C̄}.

Além disso, se f(x, x) = 0, então

∂2f(x, x) = {g ∈ IRn : f(x, y) ≥ 〈g, y − x〉 ,∀y ∈ C̄}.

Observação 2.0.1 Notemos que a subdiferencial diagonal foi amplamente estudada

em diversos artigos tais como: Iusem [57], Iusem e Svaiter [58]. Além disso, Cas-

tellani e Giuli [28] utilizam um subdiferencial diagonal pseudo-monótono.

Exemplo 2.0.10 Seja C̄ = [1
2
, 1] ⊂ IR e defina f : C̄ × C̄ → IR como f(x, y) =

x(x− y). Agora vamos calcular o ∂2f(x, x).

De fato, assuma que g ∈ ∂2f(x, x), então, por Definição 2.0.7

x(x− y) ≥ g(y − x), ∀y ∈ C̄,

com isso, tem-se

(g + x)(x− y) ≥ 0, ∀y ∈ C̄, (2.1)

agora, considere os seguintes casos:

i) Se x ∈ (1
2
, 1) = int(C̄), então, nós temos −1

2
≤ x−y ≤ 1

2
, por 1

2
≤ y ≤ 1. E de

(2.1), temos os seguintes casos: g ≤ −x e g ≥ −x, assim obtém-se g = −x,
então

∂2f(x, x) = −x, ∀y ∈ [
1

2
, 1].

ii) Se x = 1
2
, e de (2.1), e (g + 1

2
)(1

2
− y) ≥ 0, então com 1

2
− y ≤ 0, porque,
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1
2
≤ y ≤ 1, deste modo obtemos o seguinte resultado

∂2f(x, x) = 〈−∞,−1

2
], ∀y ∈ [

1

2
, 1].

Analogamente para os seguintes casos.

iii) Se x = 1, e de (2.1), obtém-se (g + 1)(1− y) ≥ 0, então

∂2f(x, x) = [−1,
1

2
〉, ∀y ∈ [

1

2
, 1].

Observação 2.0.2 Seja ε > 0 e seja f : C̄×C̄ → IR uma bifunção com as seguintes

propriedades: f(x, x) = 0 e f(x, .) é convexa para cada x ∈ C̄. O ε−subdiferencial

de f(x, .) em x, denotado ∂ε2f(x, x), é definido por

∂ε2f(z, x) = {g ∈ IRn : f(z, y) ≥ f(z, x) + 〈g, y − x〉 − ε,∀y ∈ C̄}.

Observação 2.0.3 O subdifferential acima foi usado por Iusem [57], Vuong et al.

[113] e Bello et al. [10]. Observe também que se x ∈ C e f(x, .) é convexa em C̄ e

f(x, x) = 0, então ∂2f(x, x) 6= ∅.

Observação 2.0.4 Suponha que f(x, x) = 0 e f(x, .) é convexo em IRn para cada

x ∈ IRn. Então, para cada x̄ ∈ S(f,K), existe ḡ ∈ ∂2f(x̄, x̄) tal que 〈ḡ, z − x̄〉 ≥ 0

para cada z ∈ K, onde K 6= ∅ é convexa e fechada e S(f,K) conjunto solução do

problema (1.1).

De fato, seja x̄ ∈ S(f,K). Então x̄ ∈ K e f(x̄, y) ≥ 0 para cada y ∈ K assim x̄ é

um mı́nimo da função convexa f(x̄, .) e pela condição de otimalidade,

0 ∈ ∂2f(x̄, x̄) +NK(x̄),

onde NK(x̄) denota o cone de K em x̄. Por conseguinte, utilizando-se a definição

de cone, existe ḡ ∈ ∂2f(x̄, x̄) tal que 〈ḡ, z − x̄ ≥ 0 para cada z ∈ K, então assim

∂2f(x̄, x̄) 6= ∅. Ver Vuong et al. [113].

2.1 Resultados de Existencia

Nesta parte do trabalho, estamos interessados em estudar a existência de soluções

para o problema de equiĺıbrio, para o caso pseudo-monótono (porque no Caṕıtulo 3

da presente dissertação, nós garantimos a convergência do nosso algoritmo proposto

para um problema de equiĺıbrio com a bifunção pseudo-monotona) . Nós também

apresentamos alguns resultados de existência, para problemas de equiĺıbrio, obtido

por diferentes pesquisadores.
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Nesta primeira parte, somos guiados pelo trabalho de Iusem et al. [56].

O problema de equiĺıbrio, consiste em encontrar um ponto x̄ ∈ C̄ tal que

PE(f, C̄) f(x̄, y) ≥ 0,∀y ∈ C̄, (2.2)

onde, f : C̄ × C̄ → IR é uma bifunção satisfazendo f(x, x) = 0, ∀x ∈ C̄, C̄ é

subconjunto não vazio, fechado e convexo de IRn. Por outro lado, o conjunto solução

de PE(f, C̄) é denotado por

S(f, C̄) = {x̄ ∈ C̄ : f(x̄, y) ≥ 0,∀y ∈ C̄}.

Agora considere, o problema de viabilidade convexa, que consiste em encontrar,

x̌ ∈ C̄ tal que

x̌ ∈
⋂
y∈C̄

Lf (y),

onde

Lf (y) = {x ∈ C̄ : f(y, x) ≤ 0},

para cada y ∈ C̄, observamos que, Lf (y) é diferente de vazio, convexo e fechado

pois f(y, y) = 0, para cada y ∈ C̄, o conjunto solução do problema de viabilidade

convexa será denotado por

M(f, C̄) = {z ∈ C̄, f(y, z) ≤ 0,∀y ∈ C̄}.

Vamos considerar as seguintes condições:

V0. f(x, x) = 0 para cada x ∈ C̄.

V1. f(x, .) é convexa e semicont́ınua inferior para cada x ∈ C̄.

V2. f(., y) é semicont́ınua superior para cada y ∈ C̄.

V3. f é pseudo-monótona.

V4. Para qualquer sequência {zk} ⊂ C̄ tal que limk→∞ ‖zk‖ = ∞, existe

u ∈ C̄ e k0 ∈ IN tal que f(zk, u) ≤ 0 para todo k ≥ k0.
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Lema 2.1.1 Sob as seguintes condições V0, V1 e V2, obtemos M(f, C̄) ⊂
S(f, C̄).

Prova. De fato, seja x ∈M(f, C̄) e y ∈ C̄, por V0, V1 obtém-se

0 = f(vt, vt) = f(vt, (1− t)x+ ty) ≤ (1− t)f(vt, x) + tf(vt, y), (2.3)

onde, vt = (1 − t)x + ty, para cada t ∈ ]0, 1[, porque C̄ é convexo. Agora de (2.3)

temos

0 ≤ (1− t)f(vt, x) + tf(vt, y),

desde que x ∈M(f, C̄) (f(vt, x) ≤ 0) logo

0 ≤ tf(vt, y),

desta forma temos 0 ≤ f(vt, y), para cada t ∈ ]0, 1[, tomando tk = 1
k

com k > 1

e por V2, tem-se 0 ≤ lim supk→∞ f(vtk , y) ≤ f(x, y), ∀y ∈ C̄, então temos que

x ∈ S(f, C̄). Ver Iusem et al. [56].

Lema 2.1.2 Se f satisfaz V3, obtemos S(f, C̄) ⊂M(f, C̄).

Prova. Seja x ∈ S(f, C̄), então, temos que f(x, y) ≥ 0,∀y ∈ C̄, por V3, obtém-se

diretamente o resultado. Ver Iusem et al. [56].

Proposição 2.1.1 Se f satisfaz V0, V1, V2 e V3 então S(f, C̄) = M(f, C̄)

Prova. Obtido diretamente do Lema 2.1.1 e Lema 2.1.2. Ver, Iusem et al. [56].

Teorema 2.1.1 Se f satisfaz as condições V0, V1, V2 e V3. Então PE(f, C̄)

tem solução se, e somente se, V4 é válida.

Prova. Ver, Iusem et al. [56].

Agora, apresentamos outros resultados de existência, propostas por diferentes

artigos.

Observação 2.1.1 Em Muu e Quy, [85], Proposição 1, propõem um resultado

existência do problema de equiĺıbrio, considerando as seguintes condições.

t1. f é β−fortemente pseudomonotone em C̄
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t2. Para cada x ∈ C̄ a função f(x, .) é semicont́ınua inferior, convexa (não ne-

cessariamente diferenciável em todos os lugares), e para cada y ∈ C̄ a função

f(., y) é hemicontinua em C̄.

Teorema 2.1.2 Seja V um não vazio fechado e subconjunto convexo de IRn, h :

V ×V → IR uma bifunção de equiĺıbrio e supondo que as seguintes premissas sejam

válidas:

j1. h(x, x) = 0, para cada x ∈ V.

j2. h é quase-convexa em sua segunda variável sobre V.

j3. existe um subconjunto compacto U de V e y0 ∈ U de tal modo que

h(x, y0) < 0,∀x ∈ V�U.

j4. h é semicont́ınua superior em sua primeira variável sobre U no que diz respeito

a V. Então, o problema de equiĺıbrio

encontrar x̄ ∈ V de tal modo que h(x̄, y) ≥ 0,∀y ∈ V,

tem uma solução. Ver Teorema 1, em Alleche [4].

Antes de fazer a prova do Teorema 2.1.2. Primeiro, vamos enunciar alguns resultados

propostos no artigo de Alleche [4].

Seja V um subconjunto fechado convexo e não vazio de IRn.

Lema 2.1.3 Seja h : V → IR uma função, W um subconjunto de V e a ∈ IR.

1. Se h é uma função semicontinua superior em W em relação a V , então

{x ∈ V : h(x) ≥ a} ∩W = {x ∈ W : h(x) ≥ a} .

2. Se h é uma função semicontinua inferior em W em relação a V , então

{x ∈ V : h(x) ≤ a} ∩W = {x ∈ W : h(x) ≤ a} .

Prova. Ver Alleche [4], Lema 1.

Agora, seguindo o artigo de Alleche [4], definimos os seguintes conjuntos.

Seja, θ : V × V → IR e y ∈ V, nós definimos os seguintes conjuntos:

θ+(y) = {x ∈ V : θ(x, y) ≥ 0} ,
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e

θ−(y) = {x ∈ V : θ(y, x) ≤ 0} .

Claramente, x∗ ∈ V é uma solução do problema de equiĺıbrio, EP (V, θ) : encontrar

x∗ ∈ V tal que θ(x∗, y) ≥ 0,∀y ∈ V, se e somente se

x∗ ∈
⋂
y∈V

θ+(y).

Prova. (Teorema 2.1.2). Por quasiconvexidade de θ na sua segunda variável e uma

vez que θ+(y0) está contido no compacto U , então as condições del Lema de Ky Fan

são satisfeitas para a famı́lia
(
θ+(y)

)
y∈V

. Isto é, para cada y ∈ V , θ+(y) são não

vazios e fechados, note que o conjunto θ+(y) é fechada, seja xk → x̄, com xk ∈ θ+(y),

agora por j4, obtemos,

0 ≤ lim sup
k→+∞

θ(xk, y) ≤ θ(x̄, y),

assim θ+(y) é compacto e o casco convexo de cada subconjunto finito {y1, ..., yn} de

V está contida em
⋃n
n=1 θ

+(y). Então, temos⋂
y∈V

θ+(y) 6= ∅.

Por outro lado, temos

⋂
y∈V

θ+(y) =

(⋂
y∈V

θ+(y)

)
∩ U =

⋂
y∈V

(
θ+(y) ∩ U

)
.

Pelo Lema 2.1.3, temos

θ+(y) ∩ U = θ+(y) ∩ U, ∀y ∈ V.

Assim, ⋂
y∈V

θ+(y) =
⋂
y∈V

θ+(y) 6= ∅,

que completa a prova. Ver Alleche [4].

Observação 2.1.2 Outro resultado da existência de soluções para o problema de

equiĺıbrio é a seguinte. Este resultado para conjuntos compactos foi proposta em

Bianchi et al. [16], Proposição 3.2, eles consideram, D ⊂ IRn um subconjunto

compacto (não necessariamente convexo) e f : D × D → IR satisfaz as seguintes

condições:

l1. f(x, .) é semicont́ınua inferior, para cada x ∈ D.
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l2. f(t, t) = 0, para cada t ∈ D.

l3. f(z, x) ≤ f(z, y) + f(y, x), para cada x, y, z ∈ D

l4. f(., y) é semicont́ınua superior, para cada y ∈ D.

Em seguida, o conjunto de soluções para o problema de equiĺıbrio não é vazio.

Observação 2.1.3 Este resultado da existência de equiĺıbrio em conjuntos com-

pactos foi proposta em Farkas e Molnár [41]. Eles consideram C ⊂ IRn um sub-

conjunto compacto (não necessariamente convexo) e f : C × C → IR satisfaz as

seguintes condições:

l1. f(x, .) é delimitada inferior e semicont́ınua inferior, para cada x ∈ C.

l2. f(t, t) = 0, para cada t ∈ C.

l3. f(z, x) ≤ f(z, y) + f(y, x), para cada x, z, y ∈ C.

l4. f(., y) é semicont́ınua superior, para cada y ∈ C.

Em seguida, o conjunto de soluções para o problema de equiĺıbrio não é vazio.

Observação 2.1.4 Outros trabalhos onde você pode encontrar resultados de

existência de soluções para os problemas de equiĺıbrio são: Chadli et al. [25], Bi-

anchi e Schaible [14], [13], Fakhar e Zafarani [40], Flores-Bazán [44], Kassay e

Miholca [65], Iusem et al. [54], László e Viorel [74], Konnov [69] e Castellani et al.

[29].

2.2 Distância Proximal

Agora vamos apresentar as definições de distância proximal e a distância proximal

induzida, propostos inicialmente por Auslender e Teboulle [8]. Esta abordagem tem

sido utilizada nos trabalhos de Villacorta e Oliveira [112], Papa Quiroz e Oliveira

[94], Papa Quiroz et al. [95] e Papa Quiroz et al. [96], também é utilizada em cones

simétricos, ver López e Papa Quiroz [75].

Definição 2.2.1 Uma função d : IRn × IRn → IR+ ∪ {+∞} é chamada distância

proximal em relação a um conjunto convexo não vazio aberto C se para cada y ∈ C
se satisfaz as seguintes propriedades:

i. d(·, y) é própria, semicont́ınua inferior, convexa continuamente diferenciável

em C;
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ii. dom (d(·, y)) ⊂ C̄ e dom( ∂1d(·, y)) = C, onde ∂1d(·, y) denota o operador

subgradiente clássico da função d(·, y) no que diz respeito à primeira variável;

iii. d(·, y) é coerciva em IRn (isto é, lim||u||→∞ d(u, y) = +∞);

iv. d(y, y) = 0.

Denotamos por D(C) a famı́lia de funções que satisfazem a definição anterior.

A propriedade i. da Definição anterior é necessária para preservar a convexidade de

d(·, y), a propriedade ii forçará a iteração do método proximal para permanecer em

C, e a propriedade iii é útil para garantir a existência das iterações proximais. Para

cada y ∈ C, ∇1d(·, y) denota o gradiente da função d(·, y) com respeito à primeira

variável. Note-se que, por Definição d(·, ·) ≥ 0 e de iv. o mı́nimo global de d(·, y) é

obtido em y, que mostra que ∇1d(y, y) = 0.

Definição 2.2.2 Dado d ∈ D(C), uma função H : IRn × IRn → IR+ ∪ {+∞}
denomina-se distância proximal induzida com respeito a d se H é uma função de

valor finita em C × C e para cada a, b ∈ C temos:

(Ii) H(a, a) = 0.

(Iii) 〈c− b,∇1d(b, a)〉 ≤ H(c, a)−H(c, b), ∀ c ∈ C.

Denotaremos por (d,H) ∈ F(C) para a distância proximal que satisfaz as condições

da Definição 2.2.2.

Nós também denotamos por (d,H) ∈ F(C̄) Se existe H de tal modo que:

(Iiii) H é de valor finito em C̄ × C e satisfaz (Ii) e (Iii), para cada c ∈ C̄.

(Iiv) Para cada c ∈ C̄, H(c, ·) tem conjuntos de ńıvel limitados em C.

Finalmente, denotamos por (d,H) ∈ F+(C̄) se

(Iv) (d,H) ∈ F(C̄).

(Ivi) ∀ y ∈ C̄ e ∀ {yk} ⊂ C limitada com limk→+∞H(y, yk) = 0, então limk→+∞ y
k =

y.

(Ivii) ∀ y ∈ C̄, e ∀ {yk} ⊂ C de tal modo que limk→+∞ y
k = y, então

limk→+∞H(y, yk) = 0.

O principal resultado do método de ponto proximal será quando (d,H) ∈ F+(C̄).

Vários exemplos de distâncias proximais que satisfazem as definições acima, por

exemplo distâncias Bregman, distancias baseadas em ϕ−divergências e as distâncias

proximais homogêneas de segunda ordem, foram dadas por Auslender e Teboulle [8],

Seção 3. Temos os seguintes exemplos de distância proximal:
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Exemplo 2.2.1 (Distância Proximal de Bregman)

Seja W 6= ∅, um subconjunto convexo e aberto do IRn, e h : W̄ → IR uma função

convexa e diferenciável. Seja Dh : W̄ ×W → IR tal que

Dh(x, y) = h(x)− h(y)− 〈∇h(y), x− y〉, (2.4)

onde C̄ denota o encerramento de C.

Definição 2.2.3 A função h é chamada uma função de Bregman com zona W se:

(t1) h é estritamente convexa e cont́ınua sobre W̄ .

(t2) h é continuamente diferenciável sobre W.

(t3) Dados quaisquer x ∈ W̄ e M ∈ IR, o conjunto de ńıvel parcial à direita

LDh(x,M) = {y ∈ W : Dh(x, y) ≤M} é limitado.

(t4) Se {yk} ⊂ W converge para y, então Dh(y, y
k) converge a 0.

A propriedade a seguir segue de (2.4) e das condições (t1)− (t4).

Proposição 2.2.1 Seja h uma função de Bregman com zona K, então

a) Dh(x, y)−Dh(x, z)−Dh(z, y) = 〈∇h(y)−∇h(z), z − x〉, para todo x ∈ K̄, e

z, y ∈ K.

b) ∇1Dh(x, y) = ∇h(x)−∇h(y), para todo x, y ∈ K.

c) Dh(., y) é estritamente convexa para todo y ∈ K.

Observação 2.2.1 Notamos que a distância proximal induzida de Auslender e Te-

boulle [8] coincide com a função Dh, como se segue H ≡ Dh. Alguns exemplos onde

é amplamente utilizada a distância de Bregman, são as seguintes artigos, Chuang

e Lin [32], Ceng et al. [23], Mashreghi e Nasri [80], Hadjisavvas e Schaible [48],

Eckstein [38], Chen e Teboulle [30] e Resmerita [101].

Exemplo 2.2.2 Seja C = IRn, com h : IRn → IR, definida por h(x) = 1
2
‖x‖2, então

Dh é definida por

Dh(x, y) =
1

2
‖x− y‖2.

De fato.

Dh(x, y) = h(x)− h(y)− 〈∇h(y), x− y〉,

lembrar que h é diferenciável

Dh(x, y) =
1

2
‖x‖2 − 1

2
‖y‖2 − lim

t→0+

‖y+t(x−y)‖2
2

− ‖y‖
2

2

t
,
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Dh(x, y) =
1

2
‖x‖2 − 1

2
‖y‖2 − lim

t→0+

‖y‖2 + 2t〈y, x− y〉+ t2‖x− y‖2 − ‖y‖2

2t
,

Dh(x, y) =
1

2
〈x, x〉 − 1

2
〈y, y〉 − 〈y, x− y〉,

Dh(x, y) =
1

2
〈x− y, x〉 − 1

2
〈x− y, y〉,

em seguida, obtemos o resultado.

Observação 2.2.2

p1) Dh(x, y) ≥ 0.

Em efeito, seja x ∈ W̄ e y ∈ W, e sabendo que h é uma função convexa

h(x) ≥ h(y) + 〈∇h(y), x− y〉,

em seguida, obtemos

h(x)− h(y)− 〈∇h(y), x− y〉 ≥ 0,

assim, então Dh(x, y) ≥ 0.

p2) Dh(x, y) = 0⇔ x = y.

De fato, seja x ∈ W̄ e y ∈ W, com x 6= y, então

h(x)− h(y) > 〈∇h(y), x− y〉,

da desigualdade acima, notamos o seguinte

0 = Dh(x, y) = h(x)− h(y)− 〈∇h(y), x− y〉 > 0,

Logo, temos uma contradição, então Dh(x, y) = 0⇒ x = y. é verdadeiro.

Agora, se x = y, obtemos a seguinte

Dh(x, x) = h(x)− h(x)− 〈∇h(x), x− x〉 = 0.

Outro exemplo é o seguinte.

Seja C = IRn
++. Para 0 < α < 1, considere a famı́lia de funções hα(x) =

∑n
i=1

αxi−xαi
1−α .

Então

Dhα(x, y) =
n∑
i=1

yα−1
i

(
yi +

α

1− α
xi

)
− 1

1− α
xαi .
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Agora, no caso de α = 1
2
, que resulta em h(x) =

∑n
i=1 xi − 2

√
xi e a distância

Dh(x, y) =
n∑
i=1

(
√
xi −

√
yi)

2

√
yi

,

∀(x, y) ∈ IRn
+ × IRn

++.

Seja, C = IRn
+, g(x) =

∑n
j=1(xαj − x

β
j ), com α ≥ 1, 0 < β < 1, note que para α = 2,

β = 1
2

obtemos

Dg(x, y) = ‖x− y‖2 +
n∑
j=1

1

2
√
yj

(√
xj −

√
yj
)2
,

e para α = 1, β = 1
2

obtemos

Dg(x, y) =
n∑
j=1

1

2
√
yj

(√
xj −

√
yj
)2
.

Ver, Burachik et al. [17].

Exemplo 2.2.3 (Distância φ−Divergência)

Seja φ : IR→ IR∪{+∞} uma função convexa, própria e fechada com dom(φ) ⊆ IR+

e dom(∂φ) = IR++ que satisfaz o seguinte.

(a) φ é duas vezes continuamente diferenciável no int(dom(φ)) = (0,+∞).

(b) φ é estritamente convexa sobre seu domı́nio.

(c) limt→0+ φ
′
(t) = −∞.

(d) φ(1) = φ
′
(1) = 0 e φ

′′
(1) > 0.

Seja Φ a classe das funções satisfazendo (a)− (d) e por Φ1 a subclasse:

Φ1 = {φ ∈ Φ : φ
′′
(1)(1− 1

t
) ≤ φ

′
(t) ≤ φ

′′
(1) log(t),∀t > 0}.

Agora, para φ ∈ Φ1, a distância proximal φ−divergência é definida por

dφ(x, y) =
n∑
i=1

yiφ(
xi
yi

).

Note-se que a função ϕ : IR → IR ∪ {+∞}, definido como ϕ(t) = t − ln(t) − 1, se

t > 0 e ϕ(t) = +∞, caso contrário; pertencem a Φ1, ver Teboulle [109].

Podemos ver também que a função ϕ : IR → IR ∪ {+∞}, definido como ϕ(t) =
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tln(t)− t + 1, se t > 0 e ϕ(t) = +∞, caso contrário; pertencem a Φ1, ver Teboulle

[109].

Além disso, dada φ a distância proximal induzida H, associada a distância dφ, é

definido como

H(x, y) = dφ(x, y) =
n∑
i=1

xilog(
xi
yi

) + yi − xi,

∀x ∈ IRn
+, ∀y ∈ IRn

++, para mais detalhes ver, Auslender e Teboulle [8].

Exemplo 2.2.4 (Distância proximal homogênea de segundo ordem)

Seja ϕ : IR→ IR∪{+∞} uma função própria, convexa e fechada, tal que dom(∂ϕ) =

IR++. Suponhamos que ϕ seja estritamente convexa em seu domı́nio, e ϕ seja C2

em IR++ com ϕ(1) = ϕ
′
(1) = 0. A classe Φ2 (subclasse de Φ) consiste em kernels

p ∈ Φ que satisfazem

p
′′
(1)

(
1− 1

t

)
≤ p

′
(t) ≤ p

′′
(1)(t− 1), (2.5)

∀t > 0. Dado ϕ ∈ Φ, a distância proximal φ-divergente é definida por

dϕ(x, y) =
2∑
j=1

y2
jϕ

(
xj
yj

)
, (2.6)

onde dφ ∈ D(IRn
++), p ∈ Φ2 e

φ(t) = `p(t) +
ν

2
(t− 1)2, (2.7)

com 0 < `p
′′
(1) ≤ ν tem-se

〈c− b,∇1dφ(b, a)〉 ≤ ν + `p
′′
(1)

2

(
‖c− a‖2 − ‖c− b‖2 −

(
ν − `p′′(1)

ν + `p′′(1)

)
‖b− a‖2

)
∀a, b ∈ IRn

++, ∀c ∈ IRn
+, portanto, com

H(x, y) =

(
ν + `p

′′
(1)

2

)
‖x− y‖2

segue-se que (dφ, H) é um par proximal compat́ıvel associado com C̄ = IRn
+, ou

seja, (dφ, H) ∈ F(IRn
+) para mais detalhes, ver Auslender [6]-[7]. Em particular,

p(t) = −log(t) + t− 1, então temos

dφ(x, y) =
n∑
i=1

`

(
y2
i log

(
yi
xi

)
+ xiyi − y2

i

)
+
ν

2
(xi − yi)2,∀x, y ∈ IR++.

Observação 2.2.3 As condições (Ivi) e (Ivii) irão assegurar a convergência glo-
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bal da sequência gerada pelo algoritmo proposto neste trabalho. Como veremos na

Proposição 2.2.3, a condição (Ivii) pode ser substitúıda pela seguinte:

(Iviii) H(., .) é cont́ınua em C × C e se {yk} ⊂ C, de tal modo que limk→+∞ y
k =

y ∈ bd(C) e ȳ 6= y é outro ponto em bd(C), então limk→+∞H(ȳ, yk) = +∞.

De acordo com Langenberg e Tichatschke [70], página 643, que é baseado nos tra-

balhos de Kaplan e Tichatschke [63] e Kaplan e Tichatschke [64], a condição acima

cumpre para distâncias Bregman induzidas quando as restrições não-lineares são

ativas em y = limk→+∞ y
k, enquanto a condição (Ivii) cumpre quando somente as

restrições afins são ativas em y.

Definição 2.2.4 Seja (d,H) ∈ F(C̄). Dizemos que a sequência {zl} ⊂ C e H-

quase-Fejér converge para um conjunto U ⊂ C̄ se para cada u ∈ U existe uma

sequência {εl}, com εl ≥ 0 e
+∞∑
l=1

εl < +∞ de tal modo que

H(u, zl) ≤ H(u, zl−1) + εl.

Proposição 2.2.2 Seja (d,H) ∈ F+(C̄) e {zl} ⊂ C uma sequência H-quase-Fejér

convergente para U ⊂ C̄ então {zl} é limitada. Além disso, se existir um ponto de

acumulação z̄ de {zl}, pertencente a U, em seguida, toda a sequência {zl} converge

para z̄.

Prova. Seja u ∈ U, da hipótese de H-quase-Fejér convergência obtemos

H(u, zl) ≤ H(u, z0) +
+∞∑
l=1

εl,

assim,

zl ∈ LH (u, α) = {y ∈ C : H (u, y) ≤ α} ,

onde α = H (u, z0) +
∑+∞

l=1 εl. Da Definição 2.2.2, Iiv, LH (u, α) é limitado e, assim{
zl
}

é uma sequência limitada.

Seja z̄ e z∗ dois pontos de acumulação de {zl} onde zlj → z̄ e zlk → z∗ com z̄ ∈ U,
em seguida, pela Definição 2.2.2 Ivii,

H(z̄, zlj)→ 0,

e

H(z∗, zlk)→ 0,

como H(z̄, zl) é convergente, ver Lema 2.0.1, e a sequência H(z̄, zlj) converge para

zero, obtemos que

H(z̄, zl)→ 0,
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e em particular

H(z̄, zlk)→ 0,

da Definição 2.2.2, Ivi, obtemos zlk → z̄ e devido à unicidade do limite temos

z∗ = z̄. Assim, {zl} converge a z̄.

A seguinte proposição enfraquece o resultado anterior e será importante para

estabelecer a convergência global do algoritmo proposto, quando substitúımos a

condição (Iviii) em vez de (Ivii) na Definição 2.2.2.

Proposição 2.2.3 Seja (d,H) ∈ F+(C̄) satisfazendo a condição (Iviii) em vez de

(Ivii) e {zl} ⊂ C uma sequência H-quase-Fejér convergente a U ⊂ C̄ então {zl} é

limitada. Além deisso, se qualquer ponto de acumulação de {zl} pertence a U, em

seguida toda a sequência {zl} converge.

Prova. A limitação de {zl} é imediata. Seja z̄ e z∗ dois pontos de acumulação

de {zl} onde zlj → z̄ e zlk → z∗, em seguida da condição x̄, x∗ ∈ U temos que

{H(z̄, zl)} e {H(z∗, zl)} convergem. Analisamos três possibilidades:

i. Se z∗ e z̄ pertencem a bd(C) e suponha que z̄ 6= z∗ da condição (Iviii),

H(z∗, zlj) → +∞ que contradiz a convergência de {H(z∗, zl)}, então devemos ter

z̄ = z∗.

ii. Se z∗ e z̄ pertencem a C a partir da continuidade H(., , ) em C temos

H(z∗, zlk) → 0. Como {H(z∗, zl)} converge, consequentemente H(z∗, zlj) → 0.

Usando a condição (Ivi) temos zlj → z∗, assim z̄ = z∗.

iii. Sem perda de generalidade podemos supor que z∗ ∈ C e z̄ ∈ bd(C). As-

sim, utilizando o mesmo argumento do item anterior temos que z̄ = z∗, que é uma

contradição de modo que este caso não é posśıvel . Ver Proposição 2.3 em Papa et

al. [96].
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Caṕıtulo 3

Método Proximal Inexato para o

Problema de Equiĺıbrio

O problema de equiĺıbrio, EP (f, C̄), consiste em encontrar um ponto x̄ ∈ C̄, de tal

modo que

EP (f, C̄) f(x̄, y) ≥ 0,∀y ∈ C̄, (3.1)

onde C é um conjunto convexo não-vazio aberto e f : C̄ × C̄ → IR é uma bifunção

de equiĺıbrio, isto é, satisfaz f(x, x) = 0 para cada x ∈ C̄.
Em particular, o problema acima é motivado a partir da teoria da demanda do

consumidor não transitivo na economia. De fato, considere uma economia com um

número finito n de produtos básicos e seja x = (x1, x2, ..., xn) ∈ IRn a cesta de

consumo, onde para cada i = 1, 2, ...n; xi é interpretado como o consumo de xi de

mercadoria i. Observa-se que xi ≥ 0 representa entradas (e.g. bens de consumo) e

xi < 0 representa sáıdas (e.g. serviços de trabalho). Nós assumimos que os consumos

viáveis são dados por um conjunto convexo X ⊂ IRn chamado conjunto consumo

do consumidor. O objetivo do consumidor é descrever uma relação binária R em X

onde xRy é interpretado como “x é pelo menos tão bom quanto y”, ou como “x é

(fracamente) preferido em relação a y”.

Se R é completa e cont́ınua, mas não transitiva, Shafer [110] provou que R pode ser

representada por uma função cont́ınua r : X ×X → IR de tal modo que{
xRy ⇐⇒ r(x, y) ≥ 0

r(x, y) = −r(y, x).

Assim, para encontrar o melhor pacote consumo X, podemos resolver o problema

(3.1) considerando f = r.

Por outro lado, observa-se que se R é uma preferência transitiva, então, R pode ser

representada por uma função de utilidade cont́ınua u(x), de tal modo que xRy se é

apenas u(x) ≥ u(y), ver Reinhard [100], pp 299.
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O conjunto de soluções do EP (f, C̄), é denominado S(f, C̄). A seguir, apre-

sentamos as seguintes primeiras e naturais condições para a bifunção de equiĺıbrio

f :

Hipótese H1. f(., y) : C̄ → IR é semicont́ınua superior para todo y ∈ C̄.

Hipótese H2. f(x, .) : C̄ → IR é convexa para todo x ∈ C̄.

Observação 3.0.1 Observe que as hipóteses H1 e H2 são padrões para o estudo

dos problemas de equiĺıbrio, ver [53]. A hipótese H1, é usado em Bianchi et al.

[15].

Agora, propomos uma extensão do método de ponto proximal utilizando uma

distância proximal para resolvermos o problema (3.1).

Algoritmo Inexacto

Inicialização: Seja {λk} uma sequência de parâmetros positivos e um ponto de

partida:

x0 ∈ C. (3.2)

Passo Principal: Para k = 1, 2, . . . , e xk−1 ∈ C, encontrar xk ∈ C e gk ∈
∂2f(xk, xk) de forma que

gk + λk∇1d(xk, xk−1) = ek, (3.3)

onde d é uma distância proximal de tal modo que (d,H) ∈ F+(C̄) e ek é um erro

de aproximação que satisfaz algumas condições especificadas mais adiante.

Critério de Parada: Se xk = xk−1 ou ek ∈ ∂2f(xk, xk), então, terminar. Caso

contrario, fazer k − 1← k e retornar ao Passo Principal.

Também assumimos as seguintes hipóteses:

Hipótese H3. f é quase-monótono.

Hipótese H4. Para cada k ∈ IN, existe um xk ∈ C.

Observação 3.0.2 A hipótese H4 está satisfeita, por exemplo, quando f(z, .) é
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limitada inferiormente e a hipótese H2. De fato, seja z ∈ IRn (arbitrário) e consi-

derando o problema.

min{f(z, x) + λkd(x, xk−1) : x ∈ IRn}.

De (d,H) ∈ F(C̄) obtém-se x̄ = x̄(z) ∈ C tal que

0 ∈ ∂2f(z, x̄) + λk∇1d(x̄, xk−1).

Considerando, em particular, z = x̄ temos

0 ∈ ∂2f(x̄, x̄) + λk∇1d(x̄, xk−1).

Definindo xk = x̄, obtemos que existe gk ∈ ∂2f(xk, xk) de tal forma que

0 = gk + λk∇1d(xk, xk−1).

3.1 Resultados de Convergência

Nesta secção, estamos interessados em analisar as iterações quando xk 6= xk−1 para

cada k = 1, 2, ..., já que, se xk = xk−1, para algum k, então ∇1d(xk, xk−1) = 0,

assim, obtém-se

gk = ek ∈ ∂2f(xk, xk),

por conseguinte, o algoritmo termina.

Agora, nós definimos o seguinte conjunto solução particular de S(f, C̄).

S∗(f, C̄) = {x ∈ S(f, C̄) : f(x,w) > 0, ∀w ∈ C}. (3.4)

A definição do conjunto acima é uma variante de Bianchi e Schaible, ver pp.41 de

[14] e que será muito importante para obter a convergência do algoritmo proposto.

Usaremos a seguinte hipótese adicional.

Hipótese H5. S∗(f, C̄) 6= ∅.

Proposição 3.1.1 Assumindo que são verdadeiras as hipóteses H2, H3, H4, H5

e (d,H) ∈ F(C̄), temos

H(x∗, xk) ≤ H(x∗, xk−1) +
1

λk

〈
ek, xk − x∗

〉
, (3.5)

para todo x∗ ∈ S∗(f, C̄).
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Prova. Dado x∗ ∈ S∗(f, C̄) então

f(x∗, w) > 0, ∀w ∈ C,

e como xk ∈ C, obtemos

f(x∗, xk) > 0.

Como f é quase-monótono, por H3, temos

f(xk, x∗) ≤ 0.

Desde que gk ∈ ∂2f(xk, xk), temos de H2 e da Definição 2.0.7

〈
gk, x∗ − xk

〉
≤ f(xk, x∗) ≤ 0,

e assim 〈
gk, x∗ − xk

〉
≤ 0, (3.6)

substituindo (3.3) em (3.6) obtemos

〈
ek − λk∇1d(xk, xk−1), x∗ − xk

〉
≤ 0,

que resulta em

〈
ek, x∗ − xk

〉
−
〈
λk∇1d(xk, xk−1), x∗ − xk

〉
≤ 0, (3.7)

que implica
1

λk

〈
ek, x∗ − xk

〉
≤
〈
x∗ − xk,∇1d(xk, xk−1)

〉
,

agora, usando a propriedade (Iii) da Definição 3.2 obtemos

1

λk

〈
ek, x∗ − xk

〉
≤
〈
x∗ − xk,∇1d(xk, xk−1)

〉
≤ H(x∗, xk−1)−H(x∗, xk),

assim temos
1

λk

〈
ek, x∗ − xk

〉
≤ H(x∗, xk−1)−H(x∗, xk),

então nós conseguimos o que queremos.

H(x∗, xk) ≤ H(x∗, xk−1) +
1

λk

〈
ek, xk − x∗

〉
.

Proposição 3.1.2 Suponha que as seguintes hipóteses H2, H3, H4, H5 são ver-
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dadeiras e (d,H) ∈ F(C̄). Se as seguintes condições adicionais também se cumprem

+∞∑
k=1

∥∥ek∥∥
λk

< +∞ (3.8)

+∞∑
k=1

∣∣〈ek, xk〉∣∣
λk

< +∞ (3.9)

então

a). {xk} é H-quase-Fejér convergente ao conjunto S∗(f, C̄).

b). {H(x∗, xk)} converge para todo x∗ ∈ S∗(f, C̄).

c). {xk} é limitado.

Prova.

a). De (3.5) temos que

H(x∗, xk) ≤ H(x∗, xk−1) +
1

λk
(
〈
ek, xk

〉
−
〈
ek, x∗

〉
),

por outro lado, lembre que

−‖ek‖‖x∗‖ ≤
〈
ek, x∗

〉
≤ ‖ek‖‖x∗‖,

e 〈
ek, xk

〉
≤ |〈ek, xk〉|,

então temos para todo x∗ ∈ C̄ :

H(x∗, xk) ≤ H(x∗, xk−1) +
1

λk

(
‖ek‖‖x∗‖+ |〈ek, xk〉|

)
, (3.10)

seja, εk = 1
λk

(
‖ek‖‖x∗‖+ |〈ek, xk〉|

)
, então

H
(
x∗, xk

)
≤ H

(
x∗, xk−1

)
+ εk,

e de (3.8) e (3.9) temos
∑+∞

k=1 ε
k <∞.

b). É imediato de a) do Lema 2.0.1.

c). É também imediatamente a partir de a) e Proposição 2.2.2.

As condições (3.8) e (3.9) foram introduzidas por Eckstein [38] e usadas por

muitos pesquisadores, por exemplo, ver Iusem e Nasri [52], Xu et al. [114],

29



Auslender et al. [6], Solodov e Svaiter [106], Han [49], Tang e Wang [108], Kaplan

e Tichatschke [62]. É posśıvel se livrar da condição (3.9) na Proposição 3.1.2,

para obter {H(x, xk)} convergente e {xk} limitada, para uma classe de distâncias

proximais induzidas que inclui distâncias Bregman, distâncias φ−divergência e

distâncias homogêneas de segunda ordem, veja Kaplan e Tichatsche, [? ]. Nós

provamos este fato na seguinte proposição.

Observação 3.1.1 Se 0 ≤ r ≤ 1
2
, então

1 ≤ (1− r)−1 ≤ 1 + 2r ≤ 2. (3.11)

Proposição 3.1.3 Suponha que as hipóteses H2, H3, H4, H5 e (d,H) ∈ F(C̄),

são satisfeitas. Se apenas a condição (3.8) é satisfeita e supondo que a distância

proximal induzida H(., .) satisfaz as seguintes propriedades adicionais:

(Iix) Para cada x ∈ C̄ existem α(x) > 0 e c(x) > 0 de tal modo que:

H(x, v) + c(x) ≥ α(x)||x− v||,∀v ∈ C;

então

a. Para todo x∗ ∈ S∗(f, C̄), temos

H(x∗, xk) ≤

(
1 + 2

∥∥ek∥∥
λkα(x∗)

)
H(x∗, xk−1) + 2

∥∥ek∥∥ c(x∗)
λkα(x∗)

,

para k suficientemente grande e, portanto, {H(x∗, xk)} converge.

b. {xk} é limitado.

Prova. Seja x∗ ∈ S∗(f, C̄), de (3.5) temos

H(x∗, xk) ≤ H(x∗, xk−1) +
1

λk

∥∥ek∥∥∥∥xk − x∗∥∥ , (3.12)

por outro lado, tomando x = x∗ e v = xk em (Iix)

H(x∗, xk) + c(x∗) ≥ α(x∗)‖x∗ − xk‖,

então

‖x∗ − xk‖ ≤ c(x∗)

α(x∗)
+

1

α(x∗)
H(x∗, xk),

da desigualdade acima, obtemos

‖ek‖‖x∗ − xk‖ ≤ ‖e
k‖H(x∗, xk)

α(x∗)
+
c(x∗)‖ek‖
α(x∗)

,

30



em seguida, como λk > 0

1

λk
‖ek‖‖x∗ − xk‖ ≤ ‖e

k‖H(x∗, xk)

λkα(x∗)
+
c(x∗)‖ek‖
λkα(x∗)

, (3.13)

de (3.12) e (3.13) obtemos

H(x∗, xk) ≤ H(x∗, xk−1) +
‖ek‖H(x∗, xk)

λkα(x∗)
+
c(x∗)‖ek‖
λkα(x∗)

,

e assim,

H(x∗, xk)− ‖e
k‖H(x∗, xk)

λkα(x∗)
≤ H(x∗, xk−1) +

c(x∗)‖ek‖
λkα(x∗)

,

logo obtemos (
1−

∥∥ek∥∥
λkα(x∗)

)
H(x∗, xk) ≤ H(x∗, xk−1) +

c(x∗)
∥∥ek∥∥

λkα(x∗)
. (3.14)

De (3.8), existe k0 ≡ k0(x∗) tal que
‖ek‖
λkα(x∗)

≤ 1
2
, para todo k ≥ k0 e também de

(3.11) temos

1 ≤

(
1−

∥∥ek∥∥
λkα(x∗)

)−1

≤ 1 + 2

∥∥ek∥∥
λkα(x∗)

≤ 2, ∀k ≥ k0. (3.15)

De (3.14)

H(x∗, xk) ≤

(
1−

∥∥ek∥∥
λkα(x∗)

)−1

H(x∗, xk−1) +

(
1−

∥∥ek∥∥
λkα(x∗)

)−1
c(x∗)

∥∥ek∥∥
λkα(x∗)

, (3.16)

de (3.16) e (3.15) finalmente

H(x∗, xk) ≤

(
1 + 2

∥∥ek∥∥
λkα(x∗)

)
H(x∗, xk−1) + 2

∥∥ek∥∥ c(x∗)
λkα(x∗)

,∀k ≥ k0.

Assim, do Lema 2.0.1,
{
H(x∗, xk)

}
é convergente e da Definição 2.2.2, (Iiv),

{
xk
}

é limitada.

Observação 3.1.2 A condição (Iix) é amplamente utilizada no trabalho de Hueb-

ner e Tichatschke [50], Papa Quiroz et al. [96], [95], Mallma Ramirez et al. [76] e

Kaplan e Tichatschke [62].
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Denotamos Acc(xk) como o conjunto de todos os pontos de acumulação de {xk}

Acc(xk) = {z ∈ C̄ : ∃{xkl} ⊆ {xk} with xkl → z}.

Teorema 3.1.1 Assumindo que as hipóteses H1, H2, H3, H4 e H5 são satisfeitos.

Se (d,H) ∈ F+(C̄), 0 < λk < λ̄, para algun λ̄ > 0, uma das seguintes condições são

satisfeitas:

i) As condições (3.8)-(3.9) são satisfeitas,

ii) (d,H) satisfaz (Iix) e somente a condição (3.8) é satisfeita,

então,

(a) {xk} converge fracamente para um elemento de S(f, C̄), isto é, Acc(xk) 6= ∅ e

cada elemento de Acc(xk) e cada elemento de S(f, C̄).

(b) Se Acc(xk)∩S∗(f, C̄) 6= ∅ então {xk} converge para um elemento de S∗(f, C̄).

Prova. Considere verdade o primeiro caso i).

Da Proposição 3.1.2, c, {xk} é limitada, e portanto, existe uma subsequência con-

vergente e assim Acc(xk) 6= ∅. Definimos L = {k1, k2, ..., kj, ...}, então do resultado

precedente obtém-se {xkl} → x∗ e de (3.3) e gl ∈ ∂2f(xl, xl) temos que

f(xl, x) ≥
〈
gl, x− xl

〉
,

a partir de (3.3)

f(xl, x) ≥
〈
gl, x− xl

〉
=
〈
el, x− xl

〉
− λl

〈
∇1d(xl, xl−1), x− xl

〉
,

então

f(xl, x) ≥
〈
el, x− xl

〉
− λl

〈
∇1d(xl, xl−1), x− xl

〉
, (3.17)

para todo l ∈ L e para cada x ∈ C̄. Tendo em vista (3.8) e que {λl} é limitada

superiormente temos que

||el|| → 0.

Então, como {xl} é limitada, obtém-se

〈
el, x− xl

〉
→ 0.

Assim, somente é necessário analisar a convergência da sequência

−λl
〈
∇1d(xl, xl−1), x− xl

〉
.
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De Definição 2.2.2, (Iii), temos

〈x− xl,∇1d(xl, xl−1)〉 ≤ H(x, xl−1)−H(x, xl),

em seguida

−λl
〈
∇1d(xl, xl−1), x− xl

〉
≥ λl

[
H(x, xl)−H(x, xl−1)

]
.

Fixando x ∈ C̄, analisamos dois casos:

Se {H(x, xl)} converge, então

λl
[
H(x, xl)−H(x, xl−1)

]
→ 0.

Desde que {λl} seja limitada, a partir de (3.17) e H1, temos

f(x∗, x) ≥ lim sup
l→∞

f(xl, x) ≥ lim sup
l→∞

[〈el, x− xl〉 − λl
〈
∇1d(xl, xl−1), x− xl

〉
],

então

f(x∗, x) ≥ lim sup
l→∞

f(xl, x) ≥ lim sup
l→∞

[〈el, x− xl〉+ λl
(
H(x, xl)−H(x, xl−1)

)
],

assim

f(x∗, x) ≥ lim sup
l→∞

f(xl, x) ≥ lim sup
l→∞

〈el, x− xl〉+ lim sup
l→∞

λl
(
H(x, xl)−H(x, xl−1)

)
,

a desigualdade acima, pode ser reescrita da seguinte forma

f(x∗, x) ≥ lim sup
l→∞

f(xl, x) ≥ lim
l→∞
〈el, x− xl〉+ lim

l→∞
λl
(
H(x, xl)−H(x, xl−1)

)
,

então

f(x∗, x) ≥ lim sup
l→∞

f(xl, x) ≥ 0 + 0,

logo temos

f(x∗, x) ≥ 0.

Se {H(x, xl)} não é convergente, então, a sequência não é monotonamente decres-

cente e por isso existe infinito l ∈ L de tal modo que

H(x, xl) ≥ H(x, xl−1).
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Seja {lj} ⊂ L de tal forma que

H(x, xlj) ≥ H(x, xlj−1),

para todo j ∈ IN, então, a partir de H1 nós obtemos

f(x∗, x) ≥ lim sup
j→∞

f(xlj , x) ≥ lim sup
j→∞

λlj
[
H(x, xlj)−H(x, xlj−1)

]
≥ 0,

assim,

f(x∗, x) ≥ 0,

logo, em ambos os casos, obtém-se

f(x∗, x) ≥ 0,

o que implica que x∗ ∈ S(f, C̄). Assuma que x∗ ∈ S∗(f, C̄).

Se a condição i) está satisfeita e usando a Proposição 3.1.2, a) e Proposição 2.2.2,

temos que {xk} converge para x∗.

Agora vamos considerar verdadeiro o segundo caso ii).

Da Proposição 3.1.3, b., {xk} é limitada, assim Acc(xk) 6= ∅. Tome uma sub-

sequência {xkj} de tal modo que xkj → x̄, então

x̄ ∈ S(f, C̄),

e da Definição 2.2.2 (Ivii),

H(x̄, xkl)→ 0.

Como H(x̄, xk) é convergente, ver Proposição 3.1.3, a., e a sequência H(x̄, xkl)

converge para zero, então obtém-se que

H(x̄, xkj)→ 0.

Da Definição 2.2.2, (Ivi), obtemos xkj → x̄ e, devido à unicidade do limite temos

x∗ = x̄.

Assim, {xk} converge para x∗.

Teorema 3.1.2 Suponha-se que as hipóteses H1, H2, H3, H4 e H5 são satisfeitas.

Se (d,H) ∈ F+(C̄) satisfazendo a condição (Iviii) em vez de (Ivii), 0 < λk < λ̄,

para algum λ̄ > 0, e uma das seguintes condições é satisfeita:

i. As condições (3.8)-(3.9) são satisfeitas;
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ii. (d,H) satisfaz (Iix) e a condição (3.8) é satisfeita;

então

a1) {xk} converge fracamente a um elemento de S(f, C̄), isto é, Acc(xk) 6= ∅ e

cada elemento de Acc(xk) é um ponto de S(f, C̄).

a2) Se Acc(xk) ⊂ S∗(f, C̄) então {xk} converge para um elemento de S∗(f, C̄).

Prova. Considere verdade o primeiro caso i).

Da Proposição 3.1.2, c), {xk} é limitada, e portanto Acc(xk) 6= ∅. Tome uma sub-

sequência {xkj}, de tal modo que xkj → x̄. Da prova do Teorema 3.1.1 obtemos

que x̄ ∈ S(f, C̄). Da Proposição 3.1.2, a, {xk} é H−quasi-Féjer convergente para

S∗(f, C̄) e se Acc(xk) ⊂ S∗(f, C̄), a partir de Proposição 2.2.3 obtemos o resultado.

Agora vamos considerar verdadeiro as hipóteses do segundo caso ii).

Da Proposição 3.1.3, b, {xk} é limitada, Acc(xk) 6= ∅. Tome uma subsequência

{xkj}, tal que xkj → x̄, exigindo os mesmos passos da prova do Teorema 3.1.1 obte-

mos que x̄ ∈ S(f, C̄). Se Acc(xk) ⊂ S∗(f, C̄), seja x̄ e x∗ dois pontos de acumulação

de {xk} com

xkj → x̄,

e

xkl → x∗.

Como x̄, x∗ ∈ S∗(f, C̄),

{H(x̄, xk)} converge,

e

{H(x∗, xk)} converge.

Analizamos as seguintes três possibilidades.

Se x∗ e x̄ pertencem a bd(C) e suponha que x̄ 6= x∗, em seguida, a partir da su-

posição (Iviii), H(x∗, xkj) → +∞, que contradiz a convergência de {H(x∗, xk)},
então devemos ter x̄ = x∗.

Se x∗ e x̄ pertencem a C, da continuidade de H(., .) em C temos H(x∗, xkl) → 0.

Como {H(x∗, xk)} converge, em seguida H(x∗, xkj) → 0. Usando a condição (Ivi)

temos xkj → x∗, assim x̄ = x∗.

Agora vamos supor que x∗ ∈ C e x̄ ∈ bd(C). Então, usando o mesmo argumento

que o último caso, temos que x̄ = x∗, que é uma contradição, portanto, este caso,

não é posśıvel.
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3.2 Caso Pseudo-Monótono

Nesta seção substituindo a condição de quase monótonicidade de f , veja H3, pela

pseudomonotonicidade obteremos a convergência da sequência sem a hipótese H5

mas assumindo que o conjunto S(f, C̄) é não vazio. Ao longo desta seção, vamos

substituir as hipóteses H3 e H5, da seção anterior, pelas seguintes condições:

Hipótese H3’. f é pseudo-monótono.

Hipótese H5’. S(f, C̄) 6= ∅.

Observação 3.2.1 Note-se que a condição H3’ é amplamente utilizado nos traba-

lhos de Vuong et al. [113], Iusem et al. [55], Iusem e Sosa [56], Tang e Wang [108],

Iusem e Nasri [53], Santos e Scheimberg [103], Konnov [68], Mashreghi e Nasri [80],

Hung e Muu [51], Anh e Kim [1], Oliveira et al. [61], Da Cruz Neto et al. [35],

Nguyen et al. [89] e Noor [93].

Observação 3.2.2 Alguns trabalhos utilizando uma bifunção monótona, para resol-

ver o problema do equilibrio são, Briceño-Arias [20], Bello Cruz et al. [10], Moudafi

[81] e Eslamian [39] e, finalmente, observar que o trabalho de Muu e Quoc utilizan

f fortemente monotona como condição para resolver o problema. (3.1).

Proposição 3.2.1 Sob as hipóteses H2, H3’, H4 e H5’ com (d,H) ∈ F(C̄), e

para todos x∗ ∈ S(f, C̄) temos

H(x∗, xk) ≤ H(x∗, xk−1) +
1

λk

〈
ek, xk − x∗

〉
. (3.18)

Prova. Dado x∗ ∈ S(f, C̄) então f(x∗, w) ≥ 0,∀w ∈ C. Consideremos agora w = xk

e como f é pseudomonotona obtemos

f(xk, x∗) ≤ 0.

Imitando a prova da proposição 3.1.1 nós temos (3.18).

Proposição 3.2.2 Seja (d,H) ∈ F(C̄), e suponha que as hipóteses H2, H3’, H4,

and H5’ são satisfeitas. Se as seguintes condições adicionais são satisfeitas:

+∞∑
k=1

∥∥ek∥∥
λk

< +∞ (3.19)

+∞∑
k=1

∣∣〈ek, xk〉∣∣
λk

< +∞ (3.20)
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então

a). {xk} é H-quasi-Fejér convergente para o conjunto S(f, C̄), e

H
(
x∗, xk

)
≤ H

(
x∗, xk−1

)
+ εk,

para cada k ∈ IN e todo x∗ ∈ S(f, C̄), onde εk = 1
λk

(
‖ek‖‖x∗‖+ |〈ek, xk〉|

)
com

∑+∞
k=1 ε

k < +∞.

b). {H(x∗, xk)} converge para todo x∗ ∈ S(f, C̄).

c). {xk} é limitado.

Prova. É semelhante à Proposição 4.2, mas considerando S(f, C̄) em vez de

S∗(f, C̄).

Proposição 3.2.3 Seja (d,H) ∈ F (C̄), e suponha que as hipóteses H2, H3’, H4

e H5’ são satisfeitos. Se apenas a condição (3.19) está satisfeita e suponha que a

distância proximal induzida H(., .) satisfaz a seguinte propriedade adicional:

(Iix) Para cada x ∈ C̄ existem α(x) > 0 e c(x) > 0 tal que:

H(x, v) + c(x) ≥ α(x)||x− v||,∀v ∈ C;

então

a. Para todo x∗ ∈ S(f, C̄), temos

H(x∗, xk) ≤

(
1 + 2

∥∥ek∥∥
λkα(x∗)

)
H(x∗, xk−1) + 2

∥∥ek∥∥ c(x∗)
λkα(x∗)

,

para k suficientemente grande e, portanto, {H(x∗, xk)} converge.

b. {xk} é limitada.

Prova. É semelhante à Proposição 4.3.

O seguinte resultado é motivado pelo Teorema 9 de Langenberg e Tichatschke [70].

Teorema 3.2.1 Suponha que as hipóteses H1, H2, H3’, H4 e H5’ são satisfeitas.

Se (d,H) ∈ F+(C̄), 0 < λk < λ̄, para algum λ̄ > 0, e uma das seguintes condições é

satisfeita:

i). As condições (3.19)-(3.20) são satisfeitas.
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ii). (d,H) satisfaz (Iix) e apenas a condição (3.19) é satisfeita.

Então,
{
xk
}

converge para um ponto de S(f, C̄).

Prova. Desde que a Proposição 3.2.2 (para a condição de i)) e Proposição 3.2.3 (para

a condição ii)) garantem que {xk} é limitada, seja x∗ um ponto de acumulação de{
xk
}

e
{
xkj
}

uma subsequência que converge para x∗. Defina L := {k1, k2, ..., kj, ...},
em seguida, obtém-se {xl}l∈L → x∗. De (3.3) e ul ∈ ∂2f(xl, xl) temos

f(xl, x) ≥
〈
ul, x− xl

〉
=
〈
el, x− xl

〉
− λl

〈
∇1d(xl, xl−1), x− xl

〉
, (3.21)

para todo l ∈ L e para cada x ∈ C̄. Em vista de (3.19) e que {λl} é limitada superior-

mente, temos que ||el|| → 0. Então, como {xl} é limitada, obtém-se
〈
el, x− xl

〉
→ 0.

Assim, é apenas necessário analisar a convergência da sequência

−λl
〈
∇1d(xl, xl−1), x− xl

〉
.

De Definição 2.2.2 (Iii), temos

−λl
〈
∇1d(xl, xl−1), x− xl

〉
≥ λl

[
H(x, xl)−H(x, xl−1)

]
.

Fixando x ∈ C̄, analisamos dois casos:

Se {H(x, xl)} converge, então

λl
[
H(x, xl)−H(x, xl−1)

]
→ 0,

desde que {λl} seja limitada, e a partir de (3.21) e assumindo H1,

f(x∗, x) ≥ lim sup
l→∞

f(xl, x) ≥ 0.

Se {H(x, xl)} não é convergente, a sequência não é monotonamente decrescente e

por isso existem infinitos l ∈ L tal que

H(x, xl) ≥ H(x, xl−1).

Seja {lj} ⊂ L tal que H(x, xlj) ≥ H(x, xlj−1), para todo j ∈ IN, utilizando H1,

temos

f(x∗, x) ≥ lim sup
j→∞

f(ulj , x) ≥ lim sup
j→∞

λlj
[
H(x, xlj)−H(x, xlj−1)

]
≥ 0,

assim,

f(x∗, x) ≥ 0,
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o que implica que x∗ ∈ S(f, C̄). Se a condição i) é satisfeita e, então (3.20) é

verdadeiro e usando a Proposição 3.2.2, a) e Proposição 2.2.2, temos que {xk}
converge para x∗.

Agora, se a condição ii) é satisfeita, então (d,H) cumpre a condição (Iix). Seja

x̄ um outro ponto de acumulação de {xk} onde xkl → x̄, então x̄ ∈ S(f, C̄), e da

Definição 2.2.2 (Ivii), H(x̄, xkl)→ 0. Como H(x̄, xk) é convergente, veja Proposição

3.2.3, a, e a sequência H(x̄, xkl) converge para zero, obtemos que H(x̄, xkj)→ 0. Da

Definição 2.2.2, (Ivi), obtemos que xkj → x̄ e, devido à unicidade do limite temos

x∗ = x̄.

Assim, {xk} converge para x∗.

Teorema 3.2.2 Suponha que as hipóteses H1, H2, H3’, H4 e H5’ são satisfeitas.

Se (d,H) ∈ F+(C̄) satisfazendo a condição (Iviii) em vez de (Ivii), 0 < λk < λ̄,

para algun λ̄ > 0, e uma das seguintes condições é satisfeita:

i. as condições (3.19)-(3.20) são satisfeitas;

ii (d,H) satisfaz (Iix) e a condição (3.19) é satisfeita

então,
{
xk
}

converge para um ponto de S(f, C̄).

Prova. i. Se as condições (3.19)-(3.20) são satisfeitas, em seguida, a partir da

Proposição 3.2.2, a), {xk} é H-quasi-Fejérconverge para S(f, C̄). Como qualquer

ponto de acumulação de {xk} pertence a S(f, C̄), ver a primeira parte da prova do

Teorema 3.2.1, em seguida, usando a Proposição 2.2.3 obtém-se o resultado.

ii. Da Proposition 3.2.3, b, {xk} é limitada, imitando a prova do Teorema 3.2.1

qualquer ponto de acumulação pertence a S(f, C̄). Seja x̄ e x∗ dois pontos de

acumulação de {xk} com xkj → x̄ e xkl → x∗, como x̄, x∗ ∈ S(f, C̄), de a Proposição

3.2.3, a, ambos {H(x̄, xk)} e {H(x∗, xk)} convergem. Nós analisamos as três

possibilidades.

Se x∗ e x̄ pertencem a bd(C) e suponha que x̄ 6= x∗, em seguida, a partir da su-

posição (Iviii), H(x∗, xkj)→ +∞, que contradizem a convergência de {H(x∗, xk)},
então temos x̄ = x∗.

Se x∗ e x̄ pertencem a C, a partir de continuidade H(., , ) em C tem-se

H(x∗, xkl)→ 0. Como {H(x∗, xk)} converge, em seguida H(x∗, xkj)→ 0. Usando a

condição (Ivi) temos xkj → x∗, assim x̄ = x∗.

Sem perda de generalidade podemos supor que x∗ ∈ C e x̄ ∈ bd(C). Então, usando

o mesmo argumento que o último caso, temos que x̄ = x∗, que é uma contradição,

portanto, neste caso, também não é posśıvel..
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Caṕıtulo 4

Resultados Numéricos

Nesta seção, vamos mostrar uma implementação do nosso algoritmo.

Antes de mostrar os resultados numéricos, damos algumas caracteŕısticas do com-

putador e software utilizados respectivamente: Windows, versão 7, Matlab R2010a,

Para resolver os subproblemas gerados pela distância regularizada, usaremos

fmincon, que é uma função da toolbox de otimização do Matlab.

A função a seguir foi estudado por Nguyen et al. [89], eles usan a norma

euclidiana para resolver o problema de regularização, nós usaremos a distância

proximal.

Seja f : K ×K → IR definida como segue

f(x, y) = (Px+Qy + q)T (y − x), (4.1)

supomos que as matrizes P e Q são escolhidas de tal forma que Q é simetrica

semidefinida positiva e Q − P é semidefinida negativa, onde P e Q são matrizes

n× n, q ∈ IRn, K ⊂ IRn, K = IRn
++. Assim, f possui as seguintes propriedades:

f é monótona

f(x, y) + f(y, x) = 〈Px+Qy + q, y − x〉+ 〈Py +Qx+ q, x− y〉,

assim, desde P −Q seja semidefinida negativa, temos que

f(x, y) + f(y, x) = 〈(Q− P )(y − x), y − x〉 ≤ 0,
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para cada x, y ∈ K. Note que f(x, .) é diferenciável (asśım f(x, .) é semicont́ınua

superior) e convexa,

∂yf(x, x) = ∇yf(x, x) = (P + 2Q)x+ q.

Agora, considere as seguintes matrizes

P =


3.1 2 0 0 0

2 3.6 0 0 0

0 0 3.5 2 0

0 0 2 3.3 0

0 0 0 0 3



Q =


1.6 1 0 0 0

1 1.6 0 0 0

0 0 1.5 1 0

0 0 1 1.5 0

0 0 0 0 2



q =
(

1, −2, −1, 2, −1
)T

x0 =
(

1, 3, 1, 1, 2
)T
,

λk = 0.05, ε = 10−3. Também considere a seguinte distância proximal:

d(x, y) =
5∑
i=1

(xilog
xi
yi

+ yi − xi).

A seguir, apresentamos no quadro os resultados obtidos com o nosso algoritmo pro-

posto.

Tabela 4.1: Tempo (seg.)
Algoritmo AI IPE IPLE
Iteração 8 19 1305
Tempo 1.6117 1.078 26.89

AI é nosso algoritmo proposto, IPE é o Interior Proximal Extragradient Algorithm,

ver Nguyen et al. [89] e IPLE é o Interior Proximal Linesearch Extragradient Algo-

rithm, ver Nguyen et al. [89].

41



Tabela 4.2: Iteração
k y ‖xk − xk−1‖
1 (0.0108, 0.0256, 0.0196, 0.0196, 0.0247) 3.9560
2 (0.0058, 0.0126, 0.0099, 0.0099, 0.0124) 0.0231
3 (0.0040, 0.0083, 0.0066, 0.0066, 0.0083) 0.0078
4 (0.0031, 0.0062, 0.0050, 0.0050, 0.0062) 0.0039
5 (0.0025, 0.0049, 0.0040, 0.0040, 0.0050) 0.0023
6 (0.0022, 0.0041, 0.0033, 0.0033, 0.0042) 0.0016
7 (0.0019, 0.0035, 0.0028, 0.0028, 0.0036) 0.0011
8 (0.0017, 0.0030, 0.0025. 0.0025, 0.0031) 8.3365e-004

Nesta tabela, podemos ver que as iterações obtidas pelo nosso algoritmo, também

mostrado na tabela, o erro em cada iteração está a diminuir.

A função a seguir é estudado por Bianchi e Schaible [14], Seja f : IR++×IR++ →
IR definida como segue

f(x, y) = y2(y − x), (4.2)

Assim, f possui as seguintes propriedades:

f é quase-monótono, note que f(x, .) é diferenciável (asśım f(x, .) é semicont́ınua

superior)

x0 = 10,

λk = 0.05, ε = 10−3. Também considere a seguinte distância proximal:

d(x, y) =
5∑
i=1

(xilog
xi
yi

+ yi − xi).

A seguir, apresentamos no quadro os resultados obtidos com o nosso algoritmo

proposto.

Tabela 4.3: Iteração
k y ‖xk − xk−1‖
1 6.6679 3.3321
2 4.4472 2.2208
3 2.9676 1.4796
4 1.9826 0.9850
... ... ...
32 0.0386 0.0012
33 0.0375 0.0011
34 0.0364 0.0011
35 0.0355 8.4615e-004

Nesta tabela, podemos ver que as iterações obtidas pelo nosso algoritmo, também

mostrado na tabela, o erro em cada iteração está a diminuir.
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Caṕıtulo 5

Conclusões e Trabalhos Futuros

T1. Podemos concluir que esta dissertação mostra um progresso na resolução e

estudo dos problemas de equiĺıbrio para o caso quase-monótono. Também

pode-se concluir que a técnica desenvolvida neste trabalho para tratar com

bifunções quase-monótonas estendido em outros algoritmos.

T2. Tomando em consideração as aplicações de algoritmos de ponto proximal no

espaço de variedades Riemmanianas para resolver problemas de minimização,

ver Ferreira e Oliveira [42], Bento et al. [11] e Da Cruz Neto et al. [36], um tra-

balho futuro seria então propor um algoritmo inexato de ponto proximal para

resolver o problema de equiĺıbrio no âmbito das variedades Riemmanianas.

T3. No artigo de Oliveira et al. [61], se apresenta a regularização do tipo Tikhonov

para resolver (3.1), dada por fλ : C̄ × C̄ → IR,

fλ(x, y) = f(x, y)− λg(x, y), (5.1)

onde f : C̄ × C̄ → IR é monótona, g : C̄ × C̄ → IR é fortemente monótona e

λ > 0.

Por outro lado, no artigo de Chadli et al. [26], os autores apresentam a seguinte

regularização. Para ξ > 0, ϕξ definido em K ×K dependendo de ξ, encontrar

xξ ∈ K (K não vazio, conjunto convexo e fechado)

f(xξ, y) + ϕξ(xξ, y) ≥ 0, ∀y ∈ K, (5.2)

onde f : K ×K → IR e ϕξ : K ×K → IR são pseudo-monótonas. Em seguida

um trabalho futuro seria comparar computacionalmente a nossa regularização

proposta em (3.3) com as regularizações (5.1) e (5.2), para saber qual das

atualizações é mais eficiente computacionalmente.

T4. Um trabalho futuro seria estudar o artigo de Shafer [110], com o objectivo de
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propor novas propriedades para bifunções quase-monótonas e depois encontrar

novas aplicações em teoria económica.
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