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Um mgtedg de andl i sa  Be~eade numa re lagh  entre  eperadoxes 

6 desenvolvids, para siatemas lineares variantes n@ tempe que admitam e me- 

dêle  apresentads. ~ ~ l i c a ~ õ e s  dêste metodo E& apresentadas, cemo exemplo,pk 

ra ampli f iwdores  com ganho digitalmente c o n t m l a d ~ ,  e amplificadores t i p e  

chepper, 



1.1 - Sistoma a ser estudado 

- iapreseiitaçio do modolo 
m r 

Seja  o sistema S (representado na F ig  1 (a)  , w j o s  estsgLos 

Li - 5-1 E; r1 'i 
Gi *i (N 

f Y Fig Iel 
Li 

i= 1, 2, ..., n sgo pass1veis de d-ccomponigao em subsistcmas, como indicado 

na Pig 1 (b) , onda : 
P 

(a) Gi e subs i s tem,  cuja entrada íI. (t) e cuja saida i-1 

onde! 

sendo o s  c constantes r e a i s  f i n i t a s .  
Lk 

(b) Hi ó um subsistcma l i nea r ,  invsriiinto no tempo, caracteri-  

zado por sua resposta ao impulso h i ( t )  , de maneira que sua entrada E! ( t )  c sua 
I 

Z salda ~ ~ ( t )  se encontrem relacionadas por : 

sendo 

+@ 

Ei(t) = j hi(t - t ' )  E! 1 ( v )  d t '  
-a3 



(a) ~ a r a c t r r r í s t i c a s  de S 

(i) Consideremos como entrada do sistema S ,  a função , en- 

f trada deL1 ,  e, como suas saidas, a s  s a ldasda  seus e s t á g i o s L  i = 1 ,  2, ... n 
i ') 

e, dessa maneira, teremos n odddas : E1 , E2 , E3 , ..., E . Por extensão, e s c r c  n 

veremos s 

E. O= (5) 

( i i )  ResSringiremos a s  funeÕes da entrada do sistema, &pelas 

fungÕes lirnitsdas no intervalo ( - a) , t ] , ou seja ,  exiéiremos : 

( - a  9 t - J  

( i i i )  Das definiç&s anteriores,  se deprcsnde s e r  l i n e a r  o 

sistema Si, j l  que o &o o s  seu. elementos conectados em cascata, Gi e Hi S 4, e2 

t ra tanto,  variante no t a p o ,  já que o s io  os  subsistemas O e i 

(b) ~ a r a c t e r i s t i c a s  de Gi 

( i )  Uma forma al ternat iva de se  expressar g . ( t )  4 a seguinte: 
1 

_r' 

onde 

* O caso ara que um ganho constante ex is te  no sistema, para todo t an te r ior  a to- 
- *  

dos o s  outros considerados, pode s e r  tratado, fazendo-se, formalmente, r. =-a? 



( i i )  Gi poda se r  intsrprerado, como veremos nas aplicações, 

como m sistema cujo ganho sa l t a  bruscamente, em cada ins tan te  3 , do valor 

k-1 para o m l o r  c ik , dando portanto um sal to  de - da = c& - c i k-1 * 

(c)  ~ a r a c t e r i s t i c a s  de Hi . J: que, como f o i  indicado anteriormente, hi( t )  = O 

F t C O , o sistema Hi , adm de l inear ,  á causal. Podemos escrever tsmbgm : 
t 

= h. ( t - t '  ) E! ( t ' )  d t '  
-a 1 1 (9) 

o que decorre da 

hi ( t - t ' )  = O  V t ' 7  t (10) 

equivalente a (4). 

1.3 - Oporadpres associados a Gi c Hi . 
Para sS1ipIificar a notação, vamos inlkroduzár agora dois ope- 

radoras, Qd i s %i , como aqu$lss que, operando sóbrc a s  furqeos de entrada dos 
,.. 

i "  blocos Gi e Ri , nos fornecem a s  respectivas saldas, ou seja,  a q u ~ l e s  operadores 

t a i s  que a s  equagÕes 

sejam, pela definição, equivalentes às equepÕes (2) s (3) . 
Assim, 

+i Ei-l = gi 
t 

Xi *i = hi ( t - t i )  E; ( t ' )  d t '  
-&I 

- ~xprassão  das saldas Ei , de Li . 

Ei = 8[ $i r,] = % $i E&, 

** - Por convani$ncie, a depsnd&cia funcional em t , ( t )  , ser: omitida. Assim, 
- S"  " 

g i = gi (t) , Ei = I ( t )  , ctc. ~ s ~ e n d g n c i a s  funcionais wn outras v a r i ~ v e i s  se- 
- 

rão assinalada S. 



Portanto, aplicando i v&es a cquapão (15), e observando que fizemos E. = s 

teremos : 

ou ainda, -7 I i 7 

se convencionamnos represant& por 
i 

j 

o operador correspondente à aplicação sucessiva e ordenada dos operadores M2? 
..., vi ? OU seja, o miil ... ml 

. - 
- APlicaç~o sucessiva dos operadores 

n 

(a)  operador 
O 

da que 

(i) Def inamo s: 
i 

(ii) Apliquemos, nessa ordem, a uma funçzo , os operadores 

, T2 , ...fi . O resultado dessa aplica :o será : 

= k g j \ q  3 =g!q - (22) 

em virtude das definições de 
. - 

(b) operador %j4 Definiremos simplesmente, como o resultado da aplica$o su- 

cessiva dos operadores ib , j = l, 2, . . . , i sobre a função de entmda O 

j 



1.4 - Plano gera l  do tsarbalho 

O presente trabalho s e  encontra dividido em culco cap i t t i h s ,  

a saber : 

I - ~ n t r o d u ç ~ o  e daf jniçÕcs : introduz, como .foi v is to ,  o 

sistema S ,  suas equapÕcs fundamentais, além d.os operadores que caracterizam o s  

blocos de S .  

II - em que a resposta de S é obtida para o cnso geral. 

I11 o I V  - onde a t eo r i a  v i s ta  a aplicada a do i s  t i p o s  essen- 

cialmsn0a d i s t i n t o s  de aplicsçÕes : sistomas 0nd.e se desja ob te r  m a  saida multipla 
* 

da entrada, por um f a t o r  variavol com o tempo, de in tervalo  p r a  in tervalo ,  e si8 

temas onde, em oposiçso, se deseja apenas amplificar (por um f a t o r  constante)  a 

entrada do sistema. Representa o primeiro t ipo,  o chamado amplificador de ganho 

digitalmente controlado, e o segundo, o amplificador do tip choppcr, que u t i l i z a  

w;i amplificedor a c  de maneiro a ob t e r  ariiplificai;ão numa fsixa d i s t i n t a  do frequ&- 
P " 

tias, incluindo mesmo o zero, Para ambos o s  casos, problemas t ip icoç  siniplea sao 

examinado S. 

n 

V - Conclusoeç, onde se f a z  uma r ev i s t a  @ara1 dos resultados, 

e se mencionam a s  possibilidades de a p l i c a ç ~ o  o extensa0 dgste trabalho. 



~ g s t e  capitulo, uti l izando o s  elementos bntrodusidos no cs- 
* 

pi tulo anterior,  chegamos inicialmente a um resultado válido para qualquer siste- 

f ma S ,  expresso na forna. de um teorema, com auxzlio do qual a r ó s p s t a  do sistema 

6 obtida como a soma de duas parcelas ossenciahcnte d i s t i n t a s ,  cujas  prlnèi-pais 

propriedades são analisa.das, 

11.2 - Lema 

Sejam os  operadores % e 4 , definidos por t 

$ f = g f , sendo g = - dmk uk 

onda os  d sao constantes r e a i s  f i n i t a s ,  fissss operadores satisfazem a relac$o .k 

abaixo t 

Temos, por substi tuipão d i r e t a  : 

em viktude da l inearidade de %. Rn conssqu&cie de (1), 

f u = o -v t L 5  

ou ainda, 

e assim, 

usando novamente a l inearidade do e Aplicando (5) em (8), obteremos (4). 



 orol lá rio 1 : Se considerarmos (ver nota s, caap I ) zo = -@!I , uo = 1 e portanto, 
6 

v. = O . Naste caço, a relação (4) sa escreve t 
n 

onde definimos - 

poderemos escrever t 

11.3 Teorema t O s  operadores qj 5 , e a fun$o satisfazem a rslação 

onde 

(a) para i=l, a relação (12) sa escreve : 

o que ; um caso par t icular  de ( lo) ,  quando se f a z  j=L 

(b) suponhamos que (12) seja &lida para um dado i. Pmvars- 

m s  que ela  4 sn t jo  válida para i+l. (12) poda ser  e sc r i t a  : 

Aplicando 9 i+l , ou seja, i~..+~ 9 

-- 
X 7 + + i i+lgi . i  2 j=S E . .  1J  



Examinaremos agora, de per si, a s  duas parcelas do segundo membro. Em v is ta  de (41, 

chegaremos a : 
P 

." 7 "  

16 'H[ ':+I vi) = gz+1 vi +r  I~=O -, %Uki+l [ v i  V*] = 

Substi-tuindo agora (18) e (17) em (16), obteremos : 

(c) Dessa forma, v i s tos  (o) s (b) , o mÉtodo da indução fini- 

t a  mostra a validade de (12) para qualcluer i. 

11.4 - Expressão f i n a l  das respostas de S - Ei 
Como v i s t o  rm ~ s ~ i t u l o  I (~q.1.22), 

Combinando a equação acima com o teoroma anter ior  (E~. f5), temos t 

onde 



Dessa forma, a resposta f i c a  decompos'ta em duas parcelas, 

I cuj  a s  c a r a c t e r ~ s t i c a  s e propriededes p r inc ipa i s  relacionamos abaixo : - 2 

(a) R primeira parcela, 61 Vi9 ou soja,  j? j=l %e 3-1 h ; 
a safda do sistema representado na B i g  11.4, a i g u ~ , l a  o produto dc uma funçaG do 

tempo, g i  , pela resposta (Pi de um sistema invarianta no tempo. 

Fig  PI.4 
(b) E . . pode s e r  decomposto em uma soma de fzmçÕes que s e  

J J  

anulam id&ticamcnte an tes  dos ins tan tes  zk e Cada uma dessas  fmçÕes depende 

sxclusiva&nta do s a l t o  djlc s e la  associado , independsndo das outras  t ransiç&s 

que o sistema sofreu ou a h d e  v a i  sofrer ,  

(c], Se aplicarmos o s  resultados do ~ h ~ & d i c c  IIA ao c&culo 
., 

de Eij  a p a r t i r  de E. . , veremos que a propriedade da dccompsiç~o do t iyo  con- 
J J  

siderado ainda permanece, sendo que agore, entretanto,  cada uma das parcelas, que 

v a i  mul t ip l icar  ã conter: nzo apenas o f a t o r  d s  , como anteriormente, s sim t a 2  
j k 

bgm o s  valores de todos o s  s a l t o s  ocorxidos para t 5 zk , nos es tágios  que o si- 

na l  atravessou, ou se ja ,  Gij va i  sei fimpGo de d* e dos s s l t o s  dmk , j+l< m < i. 
jk . * 

A itnport&cia das propriedades l i s t a d e  s acima esto' diretamen- 
* 

t e  relacionada com a ut i l izaçgo desta t eor ia ,  como se pode ver : - 
.L 

(a) Si = n& c a resposta do ssittem c o q o s t o  pelos suk 
j =l 

sistemas invariantos no tempo,-s podo portanto, s e r  calculada por mátodos mais sim 

ples,  mátodos operacionais, por exemplo a s  transformadas de Laplace (simples ou bi- 

l a t e r a l ) ,  acrescendo ainda que e o s  s ; ~  certamente i'mçÕes mais simples do 7s 

(b) Sabemos que para usar a trclnsfornada do Lapl-ace ( s ~ i i ~ l e s ) ,  

dovemos t e r  como funçÕcs de entrada (e de sazda) funpÕes id&ticamentc nulas para 
- 

t 4 O, ou, u t i i iaando wi doslocamanto no tempo, para t L e,, sendo r posi i ivo ou no- 



g a t i w  . Dessa forma, podemos c s l cu l a r  por interm:dio d3s transformados do Lsplacs, 

o s  E . . depois de  obtidos o s  E . .  . 
2 3  3 J 

0 
O& racional  de s, osda e c uma combinnç~o l i n e a r  das funço"es do s i s t e m ,  

j j 
0 

em cada in tervalo  [zk , c ~ + ~ )  , enquanto E . .  e ums combinaçno l i n e a r  das funç&s 
1 J  

pr6prios do sistcmii H .  (s) IIj+L(s) . .. H ~ ( s )  no mesmo intcrvulo. &.tos f a t o s  de- 
;L 

Y 
correm de que uk \f vk ] una combin8& l i n e a r  das  funçÕos propr5as de H .  (8) , 

J 
A 

uma vcz que não h: te^wo forçado para t z í ;  Dor ser f vk = O nesse intervalo.  
C* 

C 
$%r ou tm lado, a resposta de ~ ~ ( s )  a "ms da3 fluipo"es própr ias  de H . ( s )  C mii fun- 

J 
$0 pr8pria do ~ ~ ( s )  H .  (s )  para quaisquer i e j , ou então m a  co~fibina~& l i n e a r  

3 
dela s 4 

h l &  de s e r  usada nas siqil if iccçÕos d c s c r i t . : ~  aciiiio, n dccom- 

Ii h 
posiçco e ie tmda  nss  saldos do sistema , Ei , pode ser usada maue les  casos cm que 

h. 

m dos t&mos pode s c r  identif icedo com a resposta doscjadn do sistema (ver Cap 111) 
a 

ou ant& s e r  ilulo, ou oiniia d ~ s ~ r e z I v e 1  am saiagoo aos outros  -termos (Cap IV) 

11.5 - Um Énico i n s t an t e  de transipão ( p=l ) 

Vams agora exsrnhar wu caso pnrticu-lar em que s:mente é nec- 

N 

sá r io  uma t ransipgo nas funçoes gi . Usaremos a mesmn notu&o que anteriormonta, o- 

mitindo entroatanto o &&ice 

f priedades cara c t e r l s t i c a  s do 

Assim, 

onde u - ul 
= u ( t -  ? ) =  

~ l ó m  disso,  agora, 

v = l -  

k=l, quando dcsnccessário, para ob te r  a l g m a s  das  pro- 
n 

sistema, nes te  caso. 

- - -e 

Reescrevendo os  resul tados  da 11.4 , 



onde 

Como = O  P t c ~ e  - 
j 3 %-cml P t > z 9  t e rmos  Eij = 0 T t ~ z ,  

onda 

A 

Dessa maneira, neste caso particular,  podemos decompor cada G . . , em um produ- 
1 J  

t o  liij 'zij , onde : 

(b) 5. . depondo da função de entrada s dos sistemas H1 , H2, 
1 J  ... Hi , e do instante  em que se real iza a transição. 

I 
O caso liij = 1 , am que E . .  = , o um caso part icular  

i J  
muito imprtante .  Ê l a  pode ser  alcançado fazendo-se, por exemplo, 

s pode ser  usado como base teórica para detcrminagão experimental de Zij do vez. 



e ,  se t ivemos  wnn ;nica transição em um &ioo estágio j , a obtivermos sxperimen- 

E a p a r t i r  das t ransig&s sofCTdas pelo sistema. i j 



11-8 - ~ ~ & d . i c e  ao- 

Temos : 
P P P P 

IT.B.2 - ~ e m o n s t r a ~ ã o  : Se x admite a decompsiç& então2 ad 9 x 

admite decomp sj@o da mesma forma. 

Temos : 
P 

k=O 

em virtude da causalidade de o 



Capftule I11 - Primeiro  t i po  de  ap l icações  ( ACCD ) 

O ampl i i iosdar  de ganhe dig i ta lmente  c sn tmlade ,  ( tâmb61~1 

eháunade m g l i f i ~ a d e r  c m  centriSle autsmbtico de ganhe d i g i t a l  - AGCD) 6 wn 

sistema em que a saída pede i n f l u i r  sobre e seu ganhe t e t a l ,  de maneira a 

manter ca seu n íve l  de s e ida  e n t r a  n i v é i  i;t prè f  ixades, submetiàe. aeíicienalmoy 

te  è r e s t r i ç b  de sbmente v a r i a r  e ganhe per p e t h c i a s  de  dstis, E'um ease 

p a r t i c u l a r  de uma siris d e  s i s t e m o ~  ( amplif ioaderaa) cujo g e n h ~  6 brusca- 
mente variads, de uma namieira dependenb,  conf~rms e sistema, da saida eu 

de  um comando e x t e ~ n o ,  Ta i s  sistemas.  têm em comum e fate de  que mudan~as  de 

aanhe devem s e r  txanmi t ida ta  è safda,  e ps r tan to ,  de  que, as a iudaqas  d e  ga- 

nhe em seus es t4g io s  amp2ificadorecs &e essenc ia i s ,  sendo o s  f e t e r e s  que d= 

vem compor a mudança de  ganhe t a t a l  aparen te  & saida, A variedade à e  siste- 

mas aeeim oonst i tufdos ,  tem uma c ~ n s t a n t e :  a p r e c i ~ ã s  de ganha poda eer  ob- 

t i d a  bossa maneira d bas t an t e  supe r io r  aquela  q U 8  poda s e r  e b t i d a  cem ganhoe 

continuamente variadoe,  p rec i sãe  e s t a  d i f í c i l  &e ser obt iaa .  

A a n i l i s e  de um sistema dêssé t i pe ,  pxedetade cem é, papa 

a sb%enç& de  um sinal detexminad0, deve i n c l u i r  a de f in igã s  de um ê r ~ o ,  e& 

paz de madir,nÔste easo, a- i nab i l i dade  do s a lda  &e a t i n g i r  imedia.tsmente a- 

p68 cada t ransig&,  o va lor  da aafdâ correspendente aa nove ganhe instalado 

na sistema, mcdiniie po r  t a n t e  e d i f e r ença  e n t r e  a sefda a t u a l  do sistema, e 

uma saida. desejada,  que deve s e r  d e f i n i d a  incluindo as v a r i q z e s  de ganhe , 
que se desejam a;larentes ssfda, e também aquelas  deformaçõecà que o s i s t r  

m a  in t rodu5  ho s i n a l ,  ntams quando não hd nenhuma t r a n s i g b .  llbte sefinde 

aspecto  pode ser  a c e i t o ,  em consequênciã da f a t o  de que nenhum aisterna físL 

eo, a ganhe, constante ,  que se ja ,  é aapas de r e p r o d u ~ i r  fielmente uma entra- 

da ap l icada  a ê la .  Xo nosse sistema, ta is  daformqões  a inda v& e x i s t i r ,  e 

c s n t i n u a r k  aparentes ,  meame quando d a s  t r ans igões  sofridas, mas nzs devem 

ser  i n c l u i d a s  em um ê r so  cuja f i n a l i d a d e  d a n a l i s a r  o efe i to  de uma mudanga 

de  ganho no sistema, e assim na saida dose jada. 

O s is tema S estudado anteriormente,  pode r e p r e s e n t a r  e si2 



tama de que t ra tamos noimo, e nêsm caso, em geral, o s  bleoes Oi r epresen ta r& 

o t i n u a d e r s s  v a r i á v e i s  que se e l t a r n e r n o  com est8gies arepl i f ioadorss  Si, caraw 

teriziado s p e r  ma8 funpÕe8 de t r a n s f e r ê n c i a  H ~ (  s )  . 
D e  acorde coni as c e n s i d s r q ~ e s  acima, a saída desejada pode * ser e;=q& , p a r e  o e s t á g i o  Li, e e,,,,= qu a $- vai r e p r e s e n t a r  e saída tc ta l  das= 

jadat Observamos que r 
% (a) qi c a r a o t e r i e a  as  mudanpaa as ganho s o f r i d a s  s n t r e  os  

estggios 1 e i. 

( 3 )  vi i n c l u i  as d e f e m q ~ e s  que 08 est&ioa ampl i f i cadores  

H ~ ( B )  introdusem no sinal, mesmo quando gi= constante .  

Dessa maneira, 9 Srre ser8 ü e f i n i d c  cem 4 r r;- .q, sende Q 

I )  e r r o  devide a s  mulaqas de ganho s o f r i d a s  pele caistema. A ~iepzo s e g u i n t e  6 de- 

cada hs &efinir$ss, e h enprsss& àe ,gi , obtida a t r a v g s  dos  rsmltados de oapt 

tulo a n t e r i o r .  A s  demais segões exatntnan exemplos dêste tipo de a p l i c a ç b ,  

D e f i n i m ~ s  o êrro E; ,  devide &a t r a n s i g z e s  sofridas pelo si2 

tsaa 3, 8 salda de Li , como sendo igual h diferença e n t r e  a aafde atual Bi e 

a salda desejada ei, 

De acôrdo com 

sendo E; como 
j 

, Gi = - q, 
( 1 . 2 0 ,  6; se escreve:  r 

L 

% - z 6 . .  q = C;- ei = F;- % ql - 
j= i 'J 

d e f i n i a s  o n b r i o m a n t s  (cape 11). 

aagda d e  Li; e-* 6 o êrro i n t m d u z i d o  pelo  est1g8.6 jl observado salda da L JJ j ' 
e €5 Q o r e s u l t a d o  da propaga9& do ê r r o  atb o e s t á g i o  Li, onde 6 observado, 

sendo p o r t a n t o  o Grro &arado psr L ,observado em Li 
j 

0 :  %rro tetal, P. aaída da 23 (eu de Ln ) 6 E,; Z Lj , igual 
i = i  

s o m  dos grros geradoa nos esfágise a n t e r i o r e s ,  observados h ,&ida do siste- 

111.3 - Erro d e  um sistema composto p o r  estágios de  p r i m e i r a  ordem, i d ê n t i c e s .  

Ssja, em p a r t i c u l a r ,  o s is tema 3 mpresentado na pdgina 

seguinte .  



ende o s  e s t á g i o s  Ai ( i d ê n t i c o s )  são earraoteriziadoe por ma função d e  txóznair 

rânoie  ccmm, ~ ( s )  , e as funpões gi safrem m o  dnica transiç&a em t- r . 
De aeGrdo com o encontrado na sepão 11.5 , 

4, 
Pj = LC kj [vj-, r ]  = a J-, C -d 8 --+'I CP j-I ( y ) & ( +' ) &' = 

r i  (+-=I 
= $(c '>  b u. (L- 2) ( 3 )  

Para ea lcu lar  qj, podems empregar RB i n t e g r a i s  &e def ini -  

g& de Xj  , mas, n t r t  6 ma%s sim~lss uanr as transformadas d e  Laplace, 

como sugerido ~ i o  capítuled anterior, f agenda- sa oorrespondor, por simplicidade, 

e, portanto, [d~t-GjliJ - M l & - c >  

!q = V+) -7 L u 
I-{ ) . - 

sande o êrre total  I . . , (mL-J j I*-3 
[ Z  j=\ A,Y;(GI Lt (61 

aomo foi notado antes ,  uma oombinap"e daea f iapões próprias d e  H ~ ( S )  A ~ ( S )  ... 
q d  - (&)L 54-o( 

Cumpre notar, aqui, que, como a f ina l idade  do sistenia 6 r e  

p m d u s i r  (amplificllda) a fung"oó , devemos t e r  v. 2 iQ , o que nos dá, aproxi- 
J 

madament e, i y13[z L= i &! [W(+-J]'-'] c~( ' -~ '  LL 
(71 

A aegao seguinte  relaciona algumas das  concluuEes que se pg  

dem deduz-ir da express& de  C e d a  aproximqão acima. 

111.4 - An&lise dos resultados obt idos ,  

Consideremos o amplificador de ganho bruscamente variado d a  



(ou 5;) 6 uma f'ungão decrescente da x (ou de t ) ,  para x 70, passando p o r  um; 
-" 

máximo em r=O (qj = qlt) ) na i n s t a n t e  da t rans ig80.  Aldm disso, gj ( i # j )  se 

anula para a 0  , possa por  um máxime (ou mínimo:,, c o n i ~ m e  o sinal de qj/z)), 
e decai exponencial~aentes para oero, quande IC+ W . Observando 

que se a n u l a  para m i - 3  , vemos que o . ~áxitno, . nêase i n s t a n t e ,  8 

, - 
198 condiçÕetl da aproximap& f e i t a  na seç& a n t e r i o r  ( gjz ), 6 fungão a- 

penas de i-3 , ou seja, de nihero  de e s t k i o s  que o $ r r o  a t r a v e s s a ,  desde que 

6 gerado, ate o e s t b g i o  em que Q observadoe 

Vamos agora c o n ~ i d e r a r  o caso em que o sistema, e m  t-E, sk 
-- * * * fre uma niudanga de ganho, passando de upi ganho Cmo p a r a  um ganhe L, = VC,, , e em 

que se ~ u p õ e : ~ ~ u e  apenas o e e t k i o  k sofre uma t rans ig&,  paasmdo de ganho &, 
p a r a  o ganho v+, . Consideraremos a i n d a  v b l i d a  a aproximag% ~..L$I , vista a n t e  

J 

A s s i m ,  
Rij 

R;; = 
Dessa maneira, 

In. 

-+ (181 
C,, = %O r j 2 k  (19)  

V ou, - z  L 
E,= ( c , - C $ ) ' ~ ( C )  6 2)-0 J! (21 

o que mostra que t a n t o  maior serã, e m  v a l o r  abso lu to ,  p a r a  qualquer  x, ( e u  t), 

o valor  de  L, quanto menor for k,  d e  maneira que a melhor aituagoo ser& quan- 

do tivemos k,m&imo, igual a n. Uma t r ans ição ,  dessa forma, oondus ao menos 
A e r r o ,  quando se r s a l i e a ,  in tegra lmente ,  no Último esteágio, 

Podamos provar,  nGste caso, que o s  máximos de  nzo tcan 
co r responden te  em : 



Brro relativo. Um êrro r e l a t i v o  poder ia  ser d e f i n i d o  como /(C, i p , ~ )  , di- 
vidindo o ê r r o  ( a b s o l u t o )  encontrado, pe lo  valor d a  safda desejada no ins tan-  

t a  oonaidarade. Xsis c8iodo, e n t r e t a n t o ,  6 usar para r e p r e s e n t a r  (P_(+) o valor 

d e  $I) e d e f i n i r  um 8 r r o  r e l a t i v o  

P a r a  o caso p a r t i c u l a r  acima, 

P, 

E; = 

depende de um f a t o r  = l;t! sendo v 

Quando se l e v a  e, cabo uma diminuipão da ganho, p o r  um fa- 

t o r  k, O ê r r o  r e l a t i v o  6 bem maior que quando o ganho aumenta, p e l a  mesma 

f a t o r .  Dessa maneira, como uma n o m a  p a r a  a esco lha  &e uma r o t i n a  das mudan- 

ças de ganho de  um s i s t ema  r e a l ,  deveremos e s c o l h e r  p a r a  as dirninuigzes de 

ganho, o s  e s t á g i o s  mais prbximos do Último. Além disso, notemos apenas  que 

como .&, 6 proporcional  a $6) ( ~ ~ m r i m a d a m e n t s )  se e i n s t s n t e  C 6 esco lh ido  de  

maneira a a n u l a r  ou minimizar , o mesmo acontecer&, (aproximadamente), a 

L, 
Evidentemente, uma a n d l i s e  bem mais de ta lhada  pode ser  fe& 

ta, mas i s s o  nzo 6 o desejado aqui, onde ela $penas f i g u r a  como um exemple d e  

ap l i cag& d a  teoria vista. 



f t u l o  IV - Segundo t i p o  d e  a p l i c a ç ~ e s :  chopper 

P V . l  - ~ n t r o d u ç &  

O a m ~ l f f i c a d o r  d . c .  a v ib rador  sfncrono pode t e r  d e s c r i t o  

o seu funcionamento, disendo- çe que a l e  ampl i f i ca  s i n a i s  de baixa i r equ8nc ia  

(d. c.) usando-os p a r a  modular um s i n a l  em forma d e  onda quadrada, que 6 en- 

tão amplif icado p o r  um ampl i f i cador  &.c. ( c u j a  f a i x a  do passagem não i n c l u i ,  

em g e r a l ,  as f requênoios  da  ent rada) .  Um e ~ t á g i o  p o s t e r i o r  faz a demodulqão 

e a f i l t r a g e m  do s i n a l ,  d.e maneira que a sa fda  reproduz a e n t r a d a  iuriplificct- 

da. Hão nos  cabe aqu i  d i s c u t i r  ou demonstrar  as q u a l i d a d e s  s desvantagens do 

aiatarna, nem sequer a sua  r e a l i z q ã o  p r k t i c a .  In teressa-nos  apenas mostras 

que s teoria desenvolvida  an te r io rmente  permite a n a l i s a r  o seu comportamento, 

sendo a p l i c a d a  aqu i  de  maneira i n t e i r a m e n t e  d i v e r s a  da encontrada no c a p í t u l o  

a n t e r i o r ,  

P o r  s impl ic idade,  %ste c a p f t u l o  se d i v i d e  em qua t ro  selizos, 

a saber:  

I V . 1  - e s t a  in t rodu& 

IV,2 - g e n e r a l i d a d e s  sabre  a ap l i6agzo  d a  t e o r i a  ao t i p o  de  

sistema aqui estudado 

I V . 3  - uma a n i l i s e  s u c i n t a  da um modglo extremamente simplL 

f i c a d o  

IV.4 - coment&rioe d o s  r e s u l t a d o s  de SV. 3, e m  que se estu- 

d a  as c a r a c t e r i s t i c a s  p r i n c i p a i  a do si atema em estado permanente ou t r a n s i  tb- 

r i o  

PV. 2 - General idades  

Um si sterna. como o ampl i f icador  ohopper sumbriamente descrA 

te em IV.1, pode s e r  representado p e l o  s is tema S estuciads anter iormente ,  como 

abaixo, ( faeando-se, naturalmente, n=2) 

G1 G2 representam es e s t & i o s  modulador o demodulador. 

As fuqõan Ol(t) e C p ( t )  que o s  definem, em geral, ser& semelhantes ou i- 

guais .  Exemplos p a r a  81es são o s  choppers, s imkt r i co  e asa imétr ico:  



(b)  chopper sim6 t r i c o  : - &-r L t L L2W)T 

%i=-+, (4) 
h centinuap%, liI e H;, reprsaentam o e s t k i o  unp l i f i c ado r  

(a. O.) e O f i l t m .  De foma geral, Bl será U B ~  eistema passabanda ou pansaal to ,  

e H2 ser& um sistema passabitixo,destinãdo a e l iminar  as fraquêneias mais altas 

introdusidaa no processo. 

PCQ caso pri i t ico,  o f u n ç ~ o  de entrada ser6 a s n s t i t u f d a  de  

f r squênc ias  in te i ramente  fora Pa f a i x a  de  passagani de H1, a, nessas  condigÕen, 

podersmss tomar : 

% , q  (5) 
esmo zrma aproximagão su f i c i en t e .  Pío coso em que = constante,  a aproximç& 

s e  t o rna r8  em igualdade, i s t o  6, teremos realmente %, q= O r 

Nessas eondiçÕes, escrevesemos : 

e portanto ,  

Como vemos, aqui r e s i d e  o d i s t i n ç ã o  essenoial e n t r e  i s t o  

t i p o  de aplieaçõos e o a n t e r i o r ,  de  vez que nequêle, s t 6 m o  m a i ~  importanto 

da  resposta 6 aqui nulo ou deaprssfv'tsl, e a r s s p o s t a  desejada do s is tema de- 

ve ser  procurada no t ê m ~  EL,, que naquele caso era apenas uma paxcslhi, d e  êrre. 

Observemos apenas, para conc lu i r ,  que s e  não t ivermos 

L,@ 0 poderemos oemprs l e v a r  avanto o odlculo, e o b t e r  o s  têrmoe et s 66, 

da r e s p e s t ~ .  Pn tmtan to ,  realmente, r spe t ines ,  o v a l o r  da%l&,p poder&, em po 

pa1, s e r  d ~ a p r e z a d e ,  f r e n t e  a &, , e a.~e~poeta se r& dada Sor 6,, . 
IV.3 - An6lt~e de um caso extremamente s impl i f icado 

Censideraremes n e s t a  segão, e na s e w i n t e ,  um caso par t icu-  

l a r  e- tsemamenta s i m p l i f ~ P o d o  doquêle encontrado em 18.2 , Paremo s, oom efei-  
/ 

to ,  do primeiro grau as funções de  t r a n n f s r b c i a  de  H1 e Hp , quaia s s j m ,  

s com que as finiões g ( t )  e 02(t) sejam i g u a i s  : 
1 



Pcdemcs exprimir tambb pOl( t)sL2( t )  na formo já us8.d.de anteriormente ; 
00 w 

k - 2: - k (.e- 1 4  += - 21 d',L% - 
\1=6 k=0 

(11) 

o que n e s  permite escrever  

Para que ~e tenha realmente Ib, i p d ,  tomaremos para a a- 

n t l i s e ,  v= % =constante,  come f'unç& de entrada. A resposta  a tp=csarb @-- 

presentada nes ta  seg%, e suas proprisdades pr inc ipa i s ,  na ~ e ~ ã o  ae$uinte, 

Ternos : 

r ,  = q, %, Lp 4 Q,, = e<, 
já que, eni v irtude d a  definição do ~ ~ ( s )  

Portanto, 

- 
De aoardo com o apêndioe IV-A, temp.8, para qT t c ( t ~ + l ) ~  

onde, conforme a. par i lade  de q, ( q  a 2p 8.4 2p+l )  , 

- Ifbts Caso, uo # O , er~ porisec,  o pomatbrio se artendo desde zero, me* 

mo para 0 c l i o u i o  ds EG (no caao, E,,  9. 
- A s o m  indioada ( at6 i n f i n i t o  ) represento apenas a soma até q , aande 

o in terva le  C qT , ( q - ~ . l ) ~  ) o i n t e r v a l o  que cent6m e poeto Y, considerado. 



IV.4 - An$lisa dos resultados  ebtidoa.  

?&a vista d a s  exprssa~es sncentradas no f i n a l  àil seç& an- 

t e r i o r ,  ~odemos d i z e r  que 

( a )  k r o n t e  o in terva lo  em que E 2 # ~  ( i n t e r v a l o s  onde q 6 
par) a r e s p o ~ t a  do sistema 6 uma S U ~ ~ ~ ~ O S I ~ %  da. exponenciais caracterf  sti- 

7 
caa do ~ m p l i f i o e d e r  ( E P  ), e de f i l t r o  passabaixo ( 6 

- oc-7- , e nee int- 

valos em que q d fnipar, (onde g2=0), apenas a segunda expancnoia1 se apres- 

ta, em virtude do desacsplabnsnto efetuada por %,=O . 
L 

(b) Pede-se v e r i f i c a r  que a saída B2 6 uma funç% continua 

do tempo, observando que - 

e que 

o que j6 era, naturalmente, esperade. 

( c )  b medido que q cresce, A e B têm dois pentes  de acu- 
9 9 

mlog%o,  e ~ d a  um. XP realidade, podemos observar que 1 



e, em estade pemanente, li2 pede ser esorito : 
Ir; = R * &  -a to . B+ a' Bta nes intervalos pares (29) 

E, = A- a 
-C& nes inttrvalss  fmpetres ( 30) 

sende to e tempe, oontado a partir do f nicio de intervalo. 

(d)  o vala d d i a  de B2 pode ser oalculado, come sendo, em 

de  maneiro que K ser8 o efetivo ganhe do nisteme. Bum sistema real,  deverfa- 

mos ainda aerescantar a Ôste fator K, s ganhe do amplificador a.C., que, ne 

nossis exemplo, foi ternado uni.t;krio, e, portari-to, terf amea um ganho ef ativo 

KICO , chamando da Ko &se outro fatero 



Como ponto d e  partida, tsmoe ; 

onde G+ 63 k-k \ 
q =  Q, d , k  = (- O - -7 (-1) - c;o 

glc 
come - pit-V, 

h L i a ~ ~ q u i j  = Ur W - ~ I  - P 6 u(h+?)\ i pLk1 )4 ,  (4-9 di' = 
- p+-t')[,. I+L,fljJ &L 

= q L  Ip, \h, - % % 
e p i ( ~ ~ - t ' )  . p C+-IL~) - 14- ILT) 

= - u.1~ qo c2 k &- = - U k V , ~  

fdrmula demsnstreda no apêndice 11-A), ebteremos : 

Ora, como 
li k 

- 1  - c-;> 'Z & b  = - - 
%=O h"0 2 

e, al6m disso, usando a transformada de Laplace ( - ut i l iaande  como tampo t-kT ) 



Se supusemsa t contido no intervalo [ qT , ) , escreveremes : 

V w m n  agora calcular o s  fatores que multiplicam E e 6 ' na exprees% acima, 

calculands as somas indicadas abaixe : - 

Com auxflio d&mes  resultado^, poderemos escrever : 

ende 

3s levarmos sai conta a paridkde (ou não) &e q, ou seja, fazendo q-2p (q=2p+l) , 
conseguirertles fdrmulas mais s i m p l a ~  para o s  coef ic ientes  

- 6 \ +  &&PT 
OU 

e, para B 
a 



V.- ~ o n c l u s õ e s  

Como f o i  v i s t o  a n t e r i e m e n t e ,  o ponto fundamental &osta  

t raba lho  é o estczbelesiaento de uma re lap% e n t r e  o s  operadores c a r a c t e r f s ~  

cos do ~ i n t s m a  estudado. 

Euta relagão,  apresentada na forma &e um teorema, & v&li- 

d a  pa ra  O S  aistemas pa s s fve i s  da decomposig"ao em b locos  apresentada no Cape 

1 . Hessa ocasi& foram f e i t a s  v á r i a s  hipbteses ,  p a r a  assegurar  a va l idada  

do teorema, como posaamos a d i s c u t i r  : 

O tooseme 6 vblfdo, de  acordo com as hip6 teses  f e i t a s ,  p= 

ra os o ~ e r a d o r e s  oorrsspondsntea a aiatemo l i n e a r e s ,  causais ,  i n v a r i a n t e s  

no tempo. As duas p r imei ras  r a s t r i g ã e s ,  n e c e s s ~ r i a a  h dsmons%raçno, f o i ,  por  

cemodidade, acrescentada a Ú l t i m a ,  que não é es senc i a l  pa ra  a demonstraç& do 

teorema, 

As r e s t r i g c e s  f e i t a s  a , ou à sua funçzo c a r a c t e r í s t i c a  06- 
gi ( t )  (cont inuidade e cons t l nc l a  po r  i n t e rva lo s ) ,  foram f e i t a s  d e  maneira a 

i n c l u i r  o s  casos em que tranaigÕes sgo levadas  a. e f e i t o ,  em um ou em v&r ios  

e s t ág io  a, sim1 t&neomente ou nzs, e a par t icu1er izaç"z  para  um único i n s t a n t e  

de  tsansi9& permite  a n a l i s a r  não apenas êssa caso espsc i f i co ,  mas também o 

caso em que as t r ans igges  S&J suf ic ientemente  afastadas e n t r e  si no ternps, de 

maneira que uma i n f l u i  desprezivelmente sôbre s out ra .  

Da maneira como fsram apresentaaas ,  e s  i n s t a n t e s  de traria 
t~ão sõa s u p o a t o ~  conhecidos, mas na r ea l i dade  b a s t a  que o l e s  sejam funçãe de 

um s i n a l  externo qualquer, que pode a t é  mesmo s e r  a en t rada  ou ~ u t r o  s i n a l  Q 

penden-te dela.  Detaaa maneira, escolhendo: se convsnienteiilente o s  instantes de 

t&anai9%, podemos a n a l i s a r  aqui3les s is temas n% l i n e a r e s ,  que sejam pessf - 
v a i a  d e  equivalência  a um siatema v a r i a n t e  no tempo, como e considerado* 

Q u ~ n t ~  is aplioaÇ.Ões apresentadas  nora Caps, I I T  e IT, m a  

a n á l i s e  f i g u r e  apenas como exemplo d e  u t i l i s a ç &  da decompoeiG&s do s i n a l  pey 

mi t i da  ~ 4 1 0  teorema estixdatlo. 

A s s i m ,  no Cape 111, uma saída dese jada  e um ê r r o  são def& 

nidos, e e últ imo ealoulado, pa r a  uma nmplifi<rador de  ganho brusoarnente (*u 

disereternente) var iads ,  e, por  ou t ro  lado,  no Cape IV, a safda 6 ca lcu leda  , 
pa ra  um inúdêlo simples de  ampli f icador  ehepper, em estada permanente e esta- 

&o t r a n s i t S r i o ,  e seu ganho e f e t i v o  6 determinade. 

O t raba lho  v i s t e ,  pode s e r  general izado e (ou) extendide, 

a nosso ver, nas seguin tes  d i r e ç õ e s  p r inc ipa i s :  

(e) extensão a s is temas n& l i n e a r e s  pa s s íve i s  de  aquiva- 

l ê n c i a  a sistema l i n e a r e s  v a r i a n t e s  no tempo, eemo o sistema aqui  estudado. 



(b )  extensão aos sistemas variantes no tompe, e m  que 

,gi(t) se transforme e m  unia fuap& continua. 

( c )  exime case em que as comutaç~es  de  ganhe szo fe& 

tas em ins tantes  e (em) valeres é m o l h i d o s  aleatbria~nente. 

(13)  anbl i se  de  mrfãs no caso de t rans ições  oonhecidas. 
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