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S I N O P S E  

iii. 

Esta  t e s e  ap re sen ta  um novo método pa ra  o desacoplamento d e  sis- 

temas l i n e a r e s  mult i v a r i á v e i s  , i n v a r i a n t e s  no tempo. O mét'odo u t i l i z a  os  

conce i tos  d e  Fa to re s  I n v a r i a n t e s  e Forma ~ a n o n i c a  Racional d e  uma ma t r i z .  

são dadas cond.içÕes n e c e s s á r i a s  e s u f i c i e n t e s  para  o desacoplamento do si2 

tema, e estuda-se a c o n t r o l a b i l i d a d e  e observabi l idade  do s i s tema desaco- 

plado . 
Embora se tenha estudado o problema sob o ponto d e  v i s t a  da teo-  

r ia  d e  c o n t r o l e  continuo, o método também pode s e r  empregado pa ra  s i s temas  

l i n e a r e s  d i s c r e t o s .  

F o i  desenvolvido um programa d e  computador que c a l c u l a  o s  f a t o -  

res i n v a r i a n t e s  de  uma ma t r i z ,  a .tr.ansformação de  s i m i l a r i d a d e  que l e v a  
, 

uma ma t r i z  2 sua correspondente forma canônica r a c i o n a l ,  e que determina 

s e  o s is tema pode ser desacoplado. 



A B S T R A C T  

I n  t h i s  t h e s i s  a new method i s  presented f o r  the  decoupling of 

multivarLable, time-invariant,  l i n e a r  systems. The method u t i l i z e s  t h e  
9 

1nvar ian t .Fac to r s  and t h e  Rational  Canonical Form of a matrix.  Necessary 

and s u f f i c i e n t  c o n d i t i o n , ~  a r e  given f o r  t h e  input-state-output decoupling 

of t h e  system. System c o n t r o l l a b i l i t y  and observabi l i ty  a r e  s tudied i n  

t h i s  framework. 

Although t h e  decoupling scheme is developed f o r  continuous con t ro l  

systems, it is  a lço  v a l i d  f o r  discrete-t ime . l inear  systems. 

A For t ran  computer program i s  presented which ca lcu la tes  t h e  

invar iant  f a c t o r s  of a matrix,  t h e  s i m i l a r i t y  transformation t h a t  maps a 

matrix t o  t h e  r a t i o n a l  canonical  form, and determines whether t h e  system 

can be decoupled. 
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C A P Í T U L O  I 

1. - OBJETIVO DA PESQUISA 

O o b j e t i v o  d e s t a  pesquisa  é o desenvolvimento de um metodo de 

desacoplamento de  s i s temas  l i n e a r e s  mu l t iva r i áve i s .  O método su rge  natu-  

ralmente,  a p a r t i r  dos conce i tos  de " f a to re s  i n v a r i a n t e s  de uma mat r iz"  

1 2 , 3  
e sua "forma canonica r ac iona l "  ' . 

O desacoplamento d e  s i s temas  l i n e a r e s  mu l t iva r i&e i s  , t e m  s i d o  

5,6 profundamente estudado por  ~ i l b e r t ~ ,  Fa lb ,  Wolovich . 
O desacoplamento a q u i  estudado s e r á  d i f e r e n t e  do desenvolvido 

L - 0 

pelos  a u t o r e s  acima c i t a d o s  p o i s ,  enquanto l a  a preocupaçao e apenas com 

as en t r adas  e s a i d a s ,  nós nos preocuparemos também com o s  e s t ados ,  decor- 

rendo d a i  duas def in ições  d i f e r e n t e s  pa ra  desacoplamento: "desacoplamento en - 
t r a d a  -saída1' e "desacoplamento entrada-estado-saida".  A d i f e rença  e n t r e  

ê s t e s  d o i s  conce i tos ,  s e r á  v i s t a  no decorrer  da t e s e  e s e  v e r á  também, 

que o segundo conce i to  é mais f o r t e  que o pr imeiro.  

\ 

O r e s t o  d ê s t e  capFtuío é dedicado à notação e terminologia  alem 



de uma apresentação s u c i n t a  do desacoplamento entrada-saída.  

No ~ a ~ l t u l o  I1 é desenvolvido um método d e  desacoplamento e n t r s  

da-estado-saida, que u t i l i z a  o s  conce i tos  de ~ a t Ô r e s  ~ n v a r i a n t e s  e Forma 

Canonica Racional de uma mat r iz .  Chega-se ao teorema que fornece  condições 

n e c e s s á r i a s  e s u f i c i e n t e s  p a r a  & t e  desacoplamento. Estuda-se a con t ro l a -  

b i l i d a d e  e observabi l idade  do s i s tema desacoplado além de sua  função de  

t r a n s f e r ê n c i a .  

O ~ a ~ í t u l o  111 ap resen ta  d o i s  programas p a r a  computador, que são  

fundamentais p a r a  o emprêgo do método apresentado no capitulo 11. 

No capitulo I V  e s t ã o  as c o n c l u s ~ e s  da t e s e .  

O ~ ~ ê n d i c e  apresenta  um resumo da t e o r i a  dos f a t o r e s  i nva r i an -  

tes e a forma canonica r a c i o n a l  de  uma ma t r i z ,  n e c e s s á r i a  p a r a  a compre- 

ensão do t r aba lho  desenvolvido. 

A tese ap resen ta  um método novo de desacoplamento de s i s t emas  

- 
l i n e a r e s  mu l t íva r i áve i s .  Êle é b a s t a n t e  s imples  e g e r a l ,  p o i s  s ao  empregg 

das apenas t r a n s f  ormações de coordenadas nas  en t r adas ,  es tados  e s a i d a s  . 
A transformação dos e s t ados  conduz à Forma Canonica Racional que é v á l i -  

da pa ra  qualquer  campo sobre  o q u a l  s e  t r a b a l h e  (os  auto-valores  podem ser 

r e a i s  ou complexos, s imples  ou r e p e t i d o s ) .  O teorema que fo rnece  condições 

n e c e s s á r i a s  e s u f i c i e n t e s  pa ra  & t e  desacoplamento é encontrado, e s ã o  d g  



senvolvidos programas que auxi l iam b a s t a n t e  a r ea l i zação  do desacoplamento. 

O s  capFtulos da t e s e  s ão  denotados por algar ismos romanos e d i -  

. - C  

v id idos  em seções ,  sendo que, cada seçao e numerada consecutivamente.  Ca- 

da seção contem de£ i n i ç õ e s ,  teoremas e lemas. Dentro d e  um determinado c 2  

pxtu lo ,  a j-;sima proposição (de£ i n i ç ã o ,  teorema ou lema) da l-kha seção 

& denotada por  p r o p o s i ç ~ o  ( i .  j) . Quando nos re fer imos ,  f o r a  de um cap l t2  

10, a uma p r o p o s i ç ~ o  d ê s t e  c a p ~ t u l o ,  usamos o algarismo romano do cap l tu -  

10. A s s i m ,  a proposição 3 . 2  do c a p ~ t u l o  I1 será r e f e r i d a  por  (11.3.2) , 

quando esta r e f e r ê n c i a  f o r  f e i t a  e m  ou t ro  capztulo.  Se e s t a  f o r  do Ap&- 

d i ce  s e r á  r e f e r i d a  por  (A.3.2). Quando a r e f e r ê n c i a  f o r  f e i t a  no mesmo c 2  

p l t u l o ,  usaremos apenas (3 .2)  . 
Equac$es são numeradas consecutivamente e m  cada capFtuio com o 

algarismo romano r e f e r e n t e  

décima equação numerada do 

do Apêndice será (A. 10) . 
O s  sxmbolos mais 

m x n  - 

matr izes  

dimensão 

ao c a p ~ t u l o  precedendo a numeração. A s s i m ,  a 

c a p l t u l o  I1 é denotada por  (11.10). Se e s t a  f o r  

- 
f r equen te s  que aparecem n a  t e s e ,  sao:  

cons tan tes .  

de uma ma t r i z  (m l i n h a s ,  n colunas)  

ma t r i z  t r anspos t a  d e  A 

matr iz  i nve r sa  d e  A 



@M - forma canonica r a c i o n a l  

I I - b a r r a s  que delimitam uma mat r iz  quando e s t a  f o r  represen- 

da  por  alguns de seus  elementos 

C * - mat r i z  de  con t ro l ab i l i dade  

O * - mat r i z  de observabi l idade  

I - mat r i z  i den t idade  

min 

r ank 

d e t  

- s i s t ema .  determinado p e l a s  mat r izes  A ,  B, C.  

R] - s i s tema desacoplado entrada-estado-saída. 

- v a r i á v e l  de Laplace 

- função de  t r a n s f e r ê n c i a  do sistema desacoplado 

- v a r i á v e l  independente dos f a t o r e s  i n v a r i a n t e s  

- mat r i z  pol inomial  

- i-;simo f a t o r  i n v a r i a n t e  

- derivada do v e r o r  e s t ado  em re l ação  ao tempo 

- m h m o  

- rank de uma ma t r i z  

- determinante 

r tempo 



5. - O DESACOPLAMENTO ENTRADA-SAIDA E SUA SOLUÇÃO 

Seja o sistema linear din&ico multivariável invariante no tern- 

po S(A,B,C) representado por: 

onde : 

u= u(t) - vetor-entrada real m-dimensional 

y= y(t) - vetor-saida real m-dimensional 

x= x(t) - vetor-estado real n-dimensional 

t - tempo 

A - matriz constante, real (nxn) 

B - matriz constante, real (nxm) 

C - matriz constante, real (mxn) 

Um assunto largamente estudado é o desacoplamento entrada-saida 

de S (A,B, C) que consiste em se determinar uma lei de controle que faça com 

que tenhamos entradas controlando saidas independentemente, ou seja, cada 

componente do vetor-entrada influenciando uma componente do vetor-saida. 

É &te, em termos heurFsticos, o problema do desacoplamento entrada-saida. 

Gilbert, Falb e Wolovich estudaram &te problema usando a lei de 

controle : 



onde : 

- 
u= Ü(t) - novo vetor-entrada real m-dimensional 

F - matriz real constante (mxn) 
G - matriz real constante não-singular . (mxm) 

Seja S(F, G) o sistema S (A,B, C) com a lei de controle (I; 2) . 
5 

Falb-Wolovich determinaeam condições necessgrias e suficientes 

para o desacoplamento entrada-saida e determinaram uma classe de matrizes 

4 
(F ,G) que desacopla S (A, B, C) . Gilbert extendeu os resultados obtidos em 

5 

generalizando o problema do desacoplamento. ~l&m disso, o seu trabalho é 

apresentado de uma forma mais clara. 

A função de transferência de S(A,B,C) 6 dada por: 

H(S) = c(I~-A)-~ B 

onde : 

I - matriz identidade (nxn) 

s - variável da transformada de Laplace 

A função de transferência de S(F,G) 6 dada por: 

-1 H(s,F,G) = C(Is - A - BF) BG 

4 De acordo com Gilbert , temos: 



Dizemos que há desacoplamento entrada-saida em S (F ,G) se H(. ,F,G) 

é diagonal e não singular. 

O teorema que resolve o problema do desacoplamento entrada-sai- 

da e que devido a Gilbert está enunciado resumidamente abaixo: 

(i) Para todo sistema S (A,B,C) existe uma matriz D (*) de dimensão 

(mxm) Gnicamente determinada. É poss?vel desacoplar S (F, G) se e sòmente 
C .r 

se D e nao-singular. 

(ii) Se D é não singular, pode-se determinar a partir de S(A,B,C) 

os seguintes resultados: inteiros p.>O, i=l, ..., m; inteiros r >O, i=l , 
1 i' 

r 
A r i i-1 

polinomios u (s) = s - uils - i . . . - u , i-1 , . . . ,m+2 (se r =O ,ai (s) -1) ; ir, i 

matrizes Gi(mxm), i=l, ..., m; matrizes J (mxn), i=l,~~~,m,k=l,~~~,pi; ma- 
ik 

* - 
trizes K (mxn),i=l, ...,m,k=l,...,rm+2 ik (as K~~ na0 sao definidas se re2=0; 

* 
uma matriz A (mxn). A classe de matrizes (F,G) que desacoplam o sistema é 

dada por: 



onde : - L 

rik=aik , k=~,...,ri,71ik=0,k=1:.+1,~ o - y ~ i y  e Ai, aik, pik sao  numeros 
1 , 

r e a i s  a r b i t r á r i o s  (hi#O, i=l, . . . ,m) . O h t i m  termo- e m  (I. 5) é nulo s e  

( i i i )  Sejam hi(s,F,G), i = l . . , m ,  o s  elementos da matriz  diago- 

'i pi-l 
$ i ( s y ~ i )  = - a iis -. ..- (I 3 "i c ( a i l y = - * y  0 ) 

i p i  ipi  

onde h .  e ai, i=l, . . . ,m, podem ser escolhidos arb i t ràr iamente .  Uma vez 
1 

que h e a i=l,. . . ,m, sejam escolhidos,  {E,G) 6 dada por (1.5) .  i i ' 



( i v )  A equaSão c a r a c t e r l s t i c a  do s is tema em malha fechada é da- 

da por: 

m 
q(s ,F)  = d e t  (1s-A-BF) = %+l(s) ccm+2(~) ii #i(s,oi) 

i= 1 

A ma t r i z  D é t a l  que: 

onde di Di = Ci A B i = 1, 2, ..., m 

sendo 

'i 
- i-ésirna l i n h a  d e  C .  

= min {j I Ci A~ B # 0, j = O ,  1, .-.. , n- l ]  

.i 1 
= n-1 s e  ci A~ B = O para  todo j 

O teorema 5.2 r e s o l v e  o problema do desacoplamento entrada-sal-  

da ,  p o i s  (1.6) fo rnece  a s  c a r a c t e r F s t i c a s  em malha fechada  que o s i s tema 
I 

pode ter e ,  uma vez que H(s,F,G) é esco lh ida ,  (1.5) fo rnece  a l e i  d e  con- 

Para  maiores  d e t a l h e s  sob re  o teorema 5.2, podem s e r  u t i l i z a d a s  

4 ,7  a s  r e f e r ê n c i a s  . 



C A P Í T U L O  I 1  

Seja S (A, B,C, ) um sistema linear dinâmico multivariável invarian- 

- 
te no tempo como em I.1), com a diferença que, aqui, o sistema nao possui- 

rá ~bri~atòriamente o mesmo nGmero de entradas e saldas. Assim, podemos rg 

presentar S(A,B,C) por: 

onde : 

u e u(t) - vetor-entrada real m-dimensional 

y f y(t) - vetor-salda real p-dimensional 

x 2 x(t) - vetor-estado real n-dimensional 

t - tempo 

A - matriz constante, real (n x n) 
B - matriz constante, real (n x m) 
C - matriz constante, real (p x n) 

ser; desenvolvido, neste capitulo, um método de desacoplamento p& 

ra S (A, B, C). Êste método, entretanto, não utilizará o desacoplamento entra- 

da-salda (I. 1.1) e sim o desacoplamento entrada-es tado-salda2* que será defl 



I 

nido adiante. 

Representaremos os vetores x, u, y, respectivamente por: 

Seja X o conjunto de componentes xl, x2, ..., x do vetor-estado n 

x de S(A,B,C). Seja X1, X2, . . . , X uma de X. k 

Dizemos que há desacoplamento entrada-estado em S (A, B, C) se cada 

conjunto X & influenciado por apenas uma componente de entrada u e cada 
i j ' 

u influencia, no máximo, um conjunto X 
j i ' 

Dizemos que há desacoplamento estado-salda em S (A,B,C) , se cada 

conjunto X influencia apenas uma componente de saka yL, e cada yL 6 in- 
i 

fluenciado, no máximo, por um conjunto X i ' 

Dizemos que há desacoplamento entrada-estado-saída em S(A,B,C), 

se cada conjunto Xi é influenciado por apenas por u e influencia apenas 
j ' 

um y , e cada u influencia, no máximo, um conjunto X e cada y é influen L , j i ' L 



c iado ,  no máximo, por  um conjunto X ( i  + 1, 2 ¶  . . . , 5 k ) ,  ( j  = 1, 2,  ..., i' 

m), (R = 1, 2 ¶  . .., p ) .  

Quando se d i z ,  na d e f i n i ç ã o  (1.1) , que Xi é i n f luenc iado  por  u 
j ' 

i s t o  s i g n i f i c a  d i z e r  que, pe lo  menos, um x E X .  é in f luenc iado  por  u 
i 1 j ' 

Quando s e  d i z  que X i n f l u e n c i a  um yl, i s t o  s i g n i f i c a  d i z e r  que, p e l o  me- 
i 

nos,  um x E: X .  i n f l u e n c i a  y Por tan to ,  é possFvei que, após o desacop la  
i 1 R ' 

mento, o s i s tema não s e j a  c o n t r o l á v e l  nem observável  (2.3, 2.4, 3.3, 3.4).  

Comparando-se as de£ i n i ç õ e s  (1.1) e (I. 1.1)  , ver i f icamos  que em 

(1.1.1) não há preocupação com o s  e s t a d o s  do s is tema que poderão e s t a r  a c c  

plados,  enquanto que e m  (1 . l )  há também desacoplamento e n t r e  o s  es tados .  

Na d e f i n i ç ã o  (1.1) f o i  d i t o  que uma componente d e  en t r ada  in f lue=  

c i a  um conjunto de componentes d e  es tado  que, por  sua  vez ,  i n f l u e n c i a  uma 

componente de saxda. A de f in i ção  f o i  f e i t a  d e s t a  forma para  t o r n a r  o es tu-  

do s i s t emá t i co .  É ev iden te  que s e  t ivéssemos,  por exemplo, duas en t r adas ,  

in f luenc iando um conjunto de e s t ados ,  e apenas & t e  conjunto de  e s t ados ,  

também terFamos desacoplamento entrada-estado-salda. Casos como &te não 

foram incluFdos na  de£ i n i ç ã o  (1 . l )  para  e v i t a r  que o excesso de  genera l iza-  

ção a c a r r e t a s s e  r e s u l t a d o s  pouco praticas. 

Verificamos , p e l a  def in iSão  (1.1) , que, ap& o desacoplament o en- 

t rada-salda,  (m - k)  componentes de  en t r ada ,  e (p - k) componentes d e  sazda 

.., 
d e  S(A,B,C) e s t a r ã o  i s o l a d a s  do s i s tema,  p o i s  não i n f  l u e n c i a r ~ o ,  nem se rao  



influenciadas por nenhuma componente de estado.  

O método u t i l i z a d o  nes te  trabalho usará a s  noções de f a t o r e s  in-  

v a r i a n t e s  da matriz A (A.l . l )  e sua forma canônica rac iona l  (A.8), que fo-  

ram resumidas no ~ ~ ê n d i c e  da t e se .  Segundo &te, e x i s t e  uma matriz não-sig 

gular  T ,  t a l  que: 

onde @ M é a f orna canônica rac iona l  de A. 

Admitindo-se que A possui  k f a t o r e s  invar iantes  com grau pos i t ivo  

.... f l (h ) ,  f 2  (h) ,  f k ( h ) ,  a matriz @ M terá a forma: 

onde 



sendo que cada matriz M. (i = 1,2, . . . , k) corresponde 2 matriz "companion" 
1 

do fator invariante fi(A), (i = 1, 2, ..., k), de A. Portanto, o sistema 

S(A,B,C) pode ser transformado no sistema S(A,B,C,T) abaixo 

onde 

Para o desacoplamento são propostas transformações de coordenadas 

para a entrada e a sazda. Para a entrada, usamos a transf armação: 

- 
U = G U  (11.6) 

onde Ü é um vetor real m-dimensional, correspondente às novas entradas e G 

é uma matriz real (m x m). 

Para a salda, usamos a transformação: 



onde 3: é um vetor real p-dimensional correspondente às novas saldas e H é 

uma matriz real (p x p) . 
Portanto, o sistema S(A,B,C,T) transforma-se no sistema 

S(A,B,C,T,G,H) abaixo: 

-1 ou ainda, fazendo-se T BG = Q e HCT = R 

- e -  

Sejam x, u, y representados, respectivamente por: 



Representemos o sistema S(A,B,C,T,G,H) pela forma abreviada 

s (  O M,Q,R) .  

O sistema S(A,B,C)  pode ser representado por: 

O sistema s ( @ M , Q , R )  pode ser representado por: 



2 - DESACOPLAMENTO ENTRADA-ESTADO 

- - 
Seja  X o conjunto  d e  componentes X x2, ...' x do ve tor -es tado  n 

- 
2 d e  S(  @ M,Q,R) e s e j a  X1, X2, . . . , 2 a d e  X determinada pe los  k 

blocos Mi d e  @ M . 
Nesta seção será desenvolvido o desacoplamento entrada-estado,  

que corresponde a f a z e r  (ve j a  de f in i ção  1.1) com que cada um dos conjuntos  

X. determinados por @ M s e j a  i n f luenc iado  por  uma componente d e  en t r ada  
1 - 

uj  
m a s  d e  forma t a l  que cada Ü i n f l u e n c i e ,  no máximo, um 2 . .  

1 

Seja  d o grau  d e  f i ( h ) ,  ( i  = 1, 2, ..., k). 
i 

É f á c i l  v e r i f i c a r  que a d e f i n i ç ã o  de  desacoplamento en t rada-es ta -  

do de  s(@M,Q,R) é equ iva l en te  a que se tenha a ma t r i z  Q com a s e g u i n t e  

forma : 



o........ O 

o ....... O 

- 
onde q (i = 1, 2 ,  ..., n) sao constantes,  e pe lo  menos um q de  cada uma 

i i 

das k primeiras colunas não deve ser nulo. 



Sejam: 

Vejamos e m  que condições e x i s t e  G t a l  que T - ~ B G  t e m  a forma ind i -  

cada em (11.10). 

Para que a i-ésima coluna d e  T - ~ B G  t enha  a forma ind icada  e m  (11.10) 

será neces sá r io  e s u f i c i e n t e  que o s i s tema d e  equafÕes abaixo tenha  solupão.  



Notamos que (n - d.) equações do sistema de equações lineares 
1 

(11.11) são homogêneas, enquanto que d equações não são obrigatòriamente 
i 

homogêneas. ~ l é m  disso, temos apenas k sistemas de equações para serem re- 

solvidas pois os (m - k) sistemas restantes são triviais (basta escolher as 



Ú l t i m a s  (m - k )  co lunas  d e  G n u l a s )  

Podemos ter três h i p ó t e s e s  : 

1 )  Se t ivermos m < k (mais b locos  de  e s t ados  Xi do que componentes d e  e n t r z  

da Ü.) não será p o s s ~ v e l  o desacoplamento entrada-estado,  p o i s  teremos 
J 

(k - m) b locos  Xi que não poderão s e r  comandados p e l a s  componentes d e  e= 

t r a d a  . 

2) Se t ivermos m = k (mesmo número de  blocos d e  e s t ados  e de  componentes d e  

e n t r a d a ) ,  s e r á  neces sá r io  que o s  k s i s temas  d e  equações l i n e a r e s  (11.11) 

tenham solução para  que o desacoplamento entrada-estado seja poss$vel .  

3 )  Se t ivermos m > k (menos b locos  d e  e s t ados  do que componentes d e  en t r a -  

da)  será p rec i so  que o s  k s i s temas  do t i p o  (11.11) tenham s o l q ã o .  D e -  

ve-se n o t a r ,  n e s t e  ca so ,  que (m - k)  co lunas  d e  Q s e rão  nu la s ,  o que  si^ 

n i f  i c a  d i z e r  que (m - k)  e n t r a d a s  não inf luenciam o s i s tema,  ou s e j a ,  

que a s  Glt imas (m - k)  co lunas  de  G s ão  nu la s .  

Podemos, po r t an to ,  enunciar  o lema: 

2 .1  - LEMA 

Uma condisão n e c e s s á r i a  pa ra  o desacoplamento entrada-estado é 



que m > k,  onde m é o número de ent radas  e k o número de f a t o r e s  invarian- 

tes da matr iz  A com grau pos i t ivo .  

Em vez de estudarmos os  k sis temas de equações do t i p o  (11.11) , 

estudaremos o s  k sis temas de equações homogêneas derivadas,  ou s e j a ,  o s  k 

s is temas de equações' obt idas  quando r e t i r a d a s  as di ( i  = 1, 2, . . . , k) equz 

çÕes não-homogêneas. A s s i m ,  ficamos com k sis temas de equações homogêneas, 

sendo que cada um possui  (n - di) equações e m incógni tas ,  ( i  = 1, 2, . . . , k) . 
A s s i m :  



Para cada um dos sistemas (I.12), podemos ter duas hipóteses: 

i?) m > n - di 

a 
2.) m ,< n - di 

1:) Se m > n - d. (mais incógnitas do que equações) então, de acordo com a 
1 

teoria elementar de sistemas de equações lineares1, o i-ésimo sistema 

(11.12) terá solução. 

a .. C 

2.) Se m ,< n - d (número de incognitas menor ou igual ao numero de equa- 
i 

c$es) então, para que o sistema (11.12) tenha solução não-trivial (pe- 

1 
10 menos algum g # O) será preciso que rank G m , onde Õi 6 a ma- 

j i i 

triz dos coeficientes do sistema (I1.12), ou seja, a matriz obtida a 

partir de quando retiramos as d linhas convenientes. Neste caso, i 

(m - rank G.) incógnitas são arbitradas. 
1 

2.2 - TEOREMA 

Uma condição necessária para o desacoplamento entrada-estado de 

um sistema S(A,B,C) , usando-se a forma canÕnicaeracional de A e a trans- 

formação u = GÜ é que m 3 k e que se existir i (i = 1, 2, . . . , k) tal que 
ia 6 n - di, então rankz < m. i 

Prova : 

Se m < k, então, (k - m) blocos de estados E, não terão componen- 
1 



tes de entrada que os influenciem o que contraria a hipótese de desacopla- 

mento entrada-estado. 

Se existir i tal que m d n - di e rank Gi = m, então, de acÔr- 

1 
do com a teoria elementar de sistemas de equações lineares , o i-&imo si2 

tema de equações homogêneas (11.12) terá apenas a solução trivial (g = 0, ji 

j = 1, 2, . . . , m) o que significa dizer que uma coluna de G é nula e, por- 

tanto, o bloco %. não será influenciado pela entrada Ü o que contraria a 
1 i ' 

hipótese de desacoplamento entrada-estado. 

C.Q.D. 

O teorema 2.2 é uma condição necessária para o desacoplamento en- 

trada-estado, pois se êle for satisfeito, existirá uma matriz G que anula 

os (n - d ) elementos convenientes da i-ésima coluna de Q, (i = 1, 2, . . . , k) . 
i 

Entretanto, nada sabemos ainda sobre os d. elementos restantes da i-ésirna 
1 

coluna de Q e, para que haja desacoplamento entrada-estado, será preciso 

que, pelo menos, um elemento dos d elementos da i-ésima coluna de Q não se- i 

ja nulo. 

A ~ Ó S  o desacoplamento entrada-estado, podemos passar ao estudo da 

controlabilidade de s(@M,Q,R). 

Para facilitar êste estudo, são dados, a seguir, dois teoremas. 

- 
Uma condição suficiente para que o sistema S( @ M,Q,R) nao seja 



' ron t ro láve l  é que q - - ... - - = O para algum i 
q ~ i  

( i  = 1, 2, . e . ,  k ) .  

Prova : 

Basta v e r i f i c a r  que para a hipótese acima, teremos rank C* < n, 

onde 

Desenvolvendo-se a s  matr izes  Q,  @ MQ, . . . , ( @ M)"-' Q, v e r i f  i- 

mos que, e m  v i r t u d e  da h ipótese  do teorema, a s  d l i n h a s  de C* de m e s m a  or-  
i 

dem que os d elementos nulos de Q são nulas.  Portanto,  i 

rank C* 4 n - di < n 

C.Q.D. 

2.4 - TEOREMA 

Uma condicão s u f i c i e n t e  para  que o sis tema S (  @M,Q,R) não s e j a  

con t ro láve l  é que q = O  e a = O para algum i ( i  = 1 ,2 ,  ..., k) 
pim1+1 p iWl+l 

C 

onde a é o elemento do can to  super ior  d i r e i t o  de M 
i e qpi-l+l e o ~ ~ , ~ + l  

primeiro elemento não obrigatÒriamente nulo da i-ésima coluna de Q. 



Prova : 

Desenvolvendo-se as matrizes Q, @ MQ, . . . , ( @ M)"-' Q, verifica- 

se que a (pi 1)-ésima linha de C* se anula para q - = O  e 
pi-l+l 

a = O. Portanto, rank C* 6 n - 1 < n. 
piv1+1 

C.Q.D. 

Nesta seção, será desenvolvido o desacoplamento estado-saida que 

corresponde a fazer com que cada um dos conjuntos X determinados por @ M 
i 

influencie uma componente de saída yL, mas de tal forma que cada seja 

L - 
influenciado, no maximo,por um X.. 

1 

Para &te desacoplamento, foi introduzida na seção 1 a transfow 

Sejam: 

É fácil verificar que a definição de desacoplamento estado-sazda 



de S( @ M,Q,R) é equivalente a que se tenha a matriz R com a seguinte for- 

ma : 

onde, pelo menos, um r de cada uma das k primeiras linhas não deve ser nulo. i 

Vejamos em que condições existe H tal que HCT tem a forma indica- 

da em (11.15). 

O desenvolvimento do desacoplamento estado-salda é bastante seme- 

lhante ao entrada-estado . Por isso, não entraremos em muitos detalhes. 



será preciso resolver k sistemas de equações lineares do tipo: 

Y h . .  
jpi+1 ZJ 

Y h . .  - - 
jn ZJ 



A discussão das 3 hipóteses p < k, p = k, p > k é análoga à já 

feita na seção 2 para o desacoplamento entrada-estado. 

Assim, chegamos ao lema 3.1. 

3.1 - LEMA - 

Uma condipão necessária para o desacoplamento estado-saida 6 que 

p 3 k, onde p é o número de saldas do sistema e k o número de fatores inva- 

riantes da matriz A com grau positivo. 

Aqui também será estudado o sistema de equações lineares homogê- 

neas abaixo derivado de (11.16). 

P 
C Y h.. = O 
j=1 . j2 LJ 

C Y h.. = O 
j =i jn 11 



A s  duas h ipó teses  d i s c u t i d a s  no desacoplamento entrada-estado 

são s u b s t i t u l d a s  pe las  h ipóteses  p n - di e p d n - d i .  

A s  conclusÕes t i r a d a s  são análogas e chegamos ao teorema: 

3 . 2  - TEOREMA 

Uma condicão necessár ia  para o desacoplamento estado-salda de  um 

sistema S(A,B,C), usando-se a forma canÔnica rac iona l  de A e a transforma- 

- 
y = Hy é que p 3 k e que se e x i s t i r  i ( i  = 1, 2,  . . . , k) t a l  que 

p 6 n - di, 
- 

entao,  rank r < m, onde r é a matr iz  obt ida  a p a r t i r  de  r ,  
i i 

quando são r e t i r a d a s  as d colunas que aparecem em (11.16) e não aparecem 
i 

Prova : 

A demonstra& é análoga à do teorema 2.2. 

C.Q.D. 

O teorema 3 .2  nos garante  a ex i s t ênc ia  de uma matriz  H que possui  

zeros ,  onde deve p o s s u ~ - l o s ,  mas não dá informa$Ões sobre os  elementos não 

nulos.  Esta é a razão p e l a  qual  &te teorema não é uma condição necessá r i a  

e s u f i c i e n t e  . 
A seguir ,  são dados 2  teoremas para f a c i l i t a r  o estudo da observa  

b i l idade  de s (@M,Q,R) .  



- 
Uma condição s u f i c i e n t e  para  que o sistema S( @ M,Q,R) nao s e j a  

observável é que r = r - - . .. = r = O para  algum i 
~ ~ , ~ + l  ~ ~ , ~ + 2  F' i 

( i  = 1, 2 ,  . . . , k). 

Prova : 

Basta v e r i f i c a r  que para  a h ipótese  acima, teremos rank O* < n, 

onde 

sendo R '  e @ M '  respectivamente a s  t r anspos tas  de R e @ M .  

Desenvolvendo-se a s  matr izes  R ' ,  OM'R ' ,  ..., ( 8  M ' ) " - ~  R ' ,  ver& 

ficamos que, em v i r t u d e  da h ipótese  do teorema, d .  l i n h a s  de O* são nulas .  
1 

Portanto,  

3 . 4  - TEORENA 

Uma condiSão s u f i c i e n t e  para que o sistema S ( @ M,Q,R) não seja 



observável  6 que a = O  e q u e  r = -  a r - 
P ~ - ~ + ~  Pi ~ ~ - ~ + 2  p i p  

cc r . . . -  a r p a r a  algum i ( i  = 1, 2, ..., k ) .  - 
~ ~ - ~ + 3  P ~ - ~ ~ ~  pi pi-l 

Prova : 

Desenvolvendo-se R', @I 'R '  , . . . , ( @ M')"-' R , v e r i f i c a - s e  que 

pa ra  a hip&ese acima, a l i n h a  d e  O* correspondente 2 Ú l t i m a  l i n h a  do i-&& 

i 
mo bloco  M ou s e j a  a ( Z d )-;sima l i n h a  é combinação l i n e a r  das  outras '  

i ' k=l  k 

(di - 1 )  l i n h a s  de O* correspondentes  ao  i-ésimo bloco M Por tan to ,  
i 

C.Q.D. 

D e  acordo com a d e f i n i ç ã o  1.1 haverá desacoplamento entrada-esta-  

do-sarda, quando houver desacoplamento entrada-estado e estado-salda.  Por- 

t a n t o ,  podemos enunciar  o teorema: 

4 .1  - TEOREMA 

A condisão neces sá r i a  e s u f i c i e n t e  para  o desacoplamento en t rada-  

estado-salda de  um s i s tema S(A,B,C) , usando-se a forma canônica r a c i o n a l  d e  



A e as transformações u = GÜ e = Hy 6 que 

($i) Se existir i E i1, 2, . . . , k} tal que m C n - di(p d n - di) 
- 

entao , rank 2 i m (rank ri < p ) 

(iii) Para nenhum i E {O, 1, . . . , k-1) 

onde p = 0. 
O 

onde : 

n - número de componentes do vetor-estado 

m - número de componentes do vetor-entrada 

P - número de componentes do vetor-saida 

k - número de fatores invariantes com grau positivo 

di 
- grau do fator invariante fi(X) 

ti (ri) - matrizes definidas por 11.12 (11.17) 

qils - elementos de Q (11.10) 

r 's - elementos de R (I1 .l5) i 

Prova : 

A condição é necessária : 

(i) e (ii) decorrem dos teoremas 2.2 e 3 . 2 ,  respectivamente. 



( i i i )  decorre da def in ição  1.1, pois  se ( i i i )  não f o r  s a t i s f e i t o  para a l -  

gum i, então, X não será influenciado por nenhuma entrada (não i n f l u e n c i g  
i 

rá nenhuma sa lda)  o que con t ra r i a  a h ipótese  de desacoplamento. 

A condição é s u f i c i e n t e :  

O desacoplamento entrada-estado-saida é equivalente a ter-se Q e 

R com a s  formas apresentadas em (11.10) e ( I I .15) ,  respectivamente. 

( i )  Implica na ex i s t ênc ia  do número mlnimo de colunas ( l inhas )  de  Q(R). 

($i) implica que Q(R) possui  zeros, onde deve possu~- los .  

( i i i )  implica que, pe lo  menos, um elemento de cada uma das  k primeiras li- 

nhas (colunas) de Q(R) não é nulo. 

Portanto,  Q e R têm a s  f ormas apresentadas e m  (11.10) e (11.15) e a condi- 

ção é suf ic ien te .  

C.Q.D. 

O teorema 4.1 resolve  o problema do desacoplamento entrada-esta- 

Nesta seção, são desenvolvidas duas formas de se determinar a f u n  

ção de t ransferência  H(s, @ M) do sistema desacoplado S( @ M,Q,R) . 
De (11.9) segue imediatamente que: 

H(S, M) = R(s1 - M)-l  Q 

onde I é a matriz identidade (n x n) . Mas, de acordo com (A.1.4) 



......... f,(s) o.. o I 
= P1 (s) (SI - @ $1) P2 (s) 

onde P (s) e P (s) são produtos de matrizes elementares, Tomando-se a in- 
1 2 

versa, vem: 

..... l/f (s). .O 
n-1 

-1 -1 = P2 (s) (SI - @ M)-I P1 (8) (11.21) 

- 1 -1 onde Pl (s) e P2 (s) existem e também são produtos de matrizes elementa- 

res (vide ~~êndice). 

Tirando-se (SI - @ M)-' de (1121) e levando em (1119) vem: 

./f (s) ...... .O 
n-1 



A r e l ação  (11.22) é de  grande v a l o r  pa ra  o c á l c u l o  de  H(s , @ M) , 

p o i s  as ma t r i ze s  P ( s )  e P ( s )  e s t ã o  pr&icamente determinadas, quando se 
1 2 

c a l c u l a  a ma t r i z  d e  s i m i l a r i d a d e  T t a l  que @ M  = T-L AT (v ide  ~ ~ ê n d i c e ) .  

Vejamos o u t r a  forma d e  se c a l c u l a r  H(s, @ M) . 
Como ( S I  - @ M) é uma ma t r i z  formada por  b locos  na d iagonal ,  a 

- 
sua inve r sa  também será. Podemos, en tao  , esc reve r  : 

-1 
onde H*(s, Mi) = (sIdi - Mil 

- mat r i z  i den t idade  (d. x d ) 
1 I 

É f á c i l  v e r i f i c a r  que: 



onde Ri - i-ésima l i n h a  d e  R 

Qi 
- i-ésima coluna de  Q 

ou, a inda ,  fazendo-se 

Se ja :  

levando-se em considerapão que d e t  H* ( s  ,M. ) = f i ( s )  (v ide  ~ ~ ê n d i -  
1 

c e )  e e m  v i r t u d e  da r e f e r ê n c i a  
1 (pg.82-85) 

onde : 



Portanto, de (II.26), (II.27), (11.28) e (11.29), calculamos 

H(s, O M )  

Assim, temos duas formas para o cálculo de H(S, @ M), sendo que 

a primeira é mais direta que a segunda, pois no cálculo da matriz de simi- 

laridade T temos meios de determinar P (s) e P (s) diretamente. 1 2 

6 - UM EXEMPLO 

Seja o sistema S(A,B,C) abaixo: 

onde A = 
8 -4 3 -4 



Calculando-se os  f a t o r e s  invar ian tes  de A, obtemos: 

fl(A) = (A + 1 )  3 

f2(A) = (A + 1 )  

f3(X) = 1 

\(A) = 1 

Portanto,  a forma canÔnica rac iona l  de A é: 

A t ransf  armação de similaridade é : 



E a sua inversa  : 

Usando-se a s  transformação 

obtemos : 

Para o nosso exemplo, temos : 

Usando-se o teorema.4.1, vemos que pa ra  que o desacoplamento s e j a  



p o s s ~ v e l ,  precisamos : 

Vejamos se e s t a s  condições s ã o  s a t i s f e i t a s :  

r ank  2 = 1 < 2 2 

O desacoplamento é p o s s ~ v e l .  

r ank  r2 = 1 < 2 



Determinemos G e Q 

Arbitrando-se gll = 1 e g22 - - - 1, obtemos 

Determinemos H e 



Arbitrando-se hll = 1 e h22 = 1, obtemos 

O sistema desacoplado fica 

com 



44 .  

Para o c á l c u l o  d e  H(s, @ M) , podemos u s a r ,  por  exemplo, (11.22).  

A s s i m ,  calculamos : 

Levando-se e m  ( I I . 2 2 ) ,  chegamos a :  

Finalmente,  podemos r e p r e s e n t a r  S (  @ M,Q,R) por  : 



Podemos representar S ( @ M, Q ,R)  Por : 



C A P Í T U L O  1 1 1  

DOIS PROGRAMAS DE COMPUTADOR PARA O DESACOPLAMENTO 

Neste capz tu lo  são  desenvolvidos d o i s  programas p a r a  computador. 

O pr imei ro  determina o s  f a t o r e s  i n v a r i a n t e s  da mat r iz  A de S(A,B ,C),  as- 

s i m  como a ma t r i z  de  s imi l a r idade  T t a l  que @ M = T-IA T. O segundo de- 

termina p a r a  uma ma t r i z  r e t angu la r  (n x m), se o "rank" é i g u a l  ou menor 

que min (n,m) p o i s  é i s t o  que queremos sabe r  quando aplicamos o teorema 

(11.4.1) que fornece  a condição n e c e s s á r i a  e s u f i c i e n t e  p a r a  o desacopla- 

mento entrada-es  tado7sazda-  

O computador u t i l i z a d o  f o i  um IBM-1130 e o s  programas foram de- 

senvolvidos e m  FORTRAN. 

O progra,ma que c a l c u l a  o s  f a t o r e s  i n v a r i a n t e s  e a forma canonica 

r a c i o n a l  de A, f o i  desenvolvido u t i l i zando- se  a s  ~ e f e r ê n c i a s  l e 2  

Pa ra  o cá l cu lo  dos f a t o r e s  i n v a r i a n t e s ,  empregou-se o método 

2 
apresentado po r  G i l 1  , e p a r a  a ma t r i z  de  s imi l a r idade ,  o método d e s c r i t o  



Queremos c a l c u l a r  os  f a t o r e s  i n v a r i a n t e s  de  A. D e  acordo com 

(A. 1 .7 ) ,  o s  f a t o r e s  i n v a r i a n t e s  de A, s ão  f a t o r e s  i n v a r i a n t e s  da ma t r i z  

c a r a c t e r l s t i c a  (AI-A) . 
Sejam a s  operações elementares  de l i n h a  (coluna) que foram de- 

f i n i d a s  e m  (A.2) ( ( A . 3 ) ) ,  e que s e r ã o  representadas  por  OEL (OEC). Sabemos 

que ma t r i ze s  equ iva l en te s  (A. 1.3) t ê m  o s  mesmos f a t o r e s  i n v a r i a n t e s  - 

(A. 1.5)  e ,  po r t an to ,  podemos a p l i c a r  as operações elementares  em (AI-A) , 

que não mudaremos seus  f a t o r e s  i n v a r i a n t e s .  A*& uma s é r i e  de operagões 

elementares ,  transformaremos (AI-A) numa ma t r i z  d iagonal ,  cu jos  elementos 

da d iagonal  s ão  os  f a t o r e s  i n v a r i a n t e s  de  A(A.l.4) . 
S e j a  a (A) um elemento d e  ( A I - A ) ~ ~  dequa lque r  o u t r a  ),-matriz e m  i k  

* 
que (AI-A) s e  t ransformará,  não-nulo e de grau minimo. Se aik(A) não d i v i -  

de todos o s  ou t ros  elementos,  seja a (A) um elemento de (AI-A) não d iv i -  
jk 

s í v e l  por  aik(A). Suponhamos que a (A) e ajk(A) pertencem à mesma  coluna.  
i k  

k L 

.a (A). . a j e ( ~ ) .  ........ ....... ........ 
j k 



onde 

grau (a' (h)) grau (ajk(h)) 
j k 

Portanto, por OEL(2) (segunda operação elementar de linha), podemos somar 

2 j-:sima linha a i-;sima linha multiplicada por (-q (h)). Assim, o e12 
j k 

mento a (A) fica substituido por a' (h) que possui grau menor.Uma opera- 
jk jk 

ção similar pode ser aplicada quando os dois elementos pertencem a mesma 
linha. Se a (A) divide todos os elementos de sua linha e de sua coluna, 

ik - 
mas não divide um elemento a (h) de outra posiçao, a operação pode ser 

jR 

efetuada através de um elemento que pertença à i-ésima linha e L-ésima co- 

luna (ou j-ésirna linha e k-ésima coluna). Assim: 

a h = qiL(h) aik(h) iR 

a j ~  (h) = qjt(h) aik(h) + $L(.\) 

 ai tiramos : 



Por tan to ,  por  0EL(2), podemos somar à j-ésima l i n h a  a i-ésima 

l i n h a  mul t ip l i cada  por  (-q . (h ) /qu (h ) ) .  A s s i m  a (h) f i c a  s u b s t i t u i d o  por  J& j& 

a; 1 (A) que possu i  grau menor. 

O processo é continuado até que s e j a  encontrado um elemento que 

d i v i d a  todos o s  elementos da ma t r i z  ( i s t o  é garant ido ,  p o i s  na  p i o r  das  

h ipó te ses  ês tese lemento  s e r á  uma cons t an te ) .  Por OEL(3) e  OEC(3) &te ele- 

mento pode ser levado ao canto s u p e r i o r  esquerdo da ma t r i z .  Como &te e l e -  

mento d i v i d e  toda a  ma t r i z  poderemos por  meio de OEC(2) 's e OEL(2) 's anu- 

l a r  todos o s  ou t ros  elementos da  p r ime i r a  l i n h a  e p r ime i r a  coluna da  ma- 

t r i z ,  c u j a  forma será: 

fn (h )  O . .  ................ .O 

Podemos agora r e p e t i r  o  processo p a r a  Al(h). Chegaremos a uma 

mat r iz  da forma: 

O I o.. .o ...... 
I 
I 

I 



Continuando-se o processo, chegaremos a: 

o.. ....... .f;(A) 

.. onde f i(A) (i=1,2,. ,n) são os fatores invariantes de A. 

OBSERVAÇÃO : 

Para o caso em que o elemento a (A) divide toda linha e to- ik 

da coluna mas não divide um elemento de outra posição, podemos usar 

como elemento intermediário au(A) ou a (A). Foi escolhido, para o pro- 
j k 

grama, a (A) pois como se verá adiante, -isto economizará operações quan- 
iR 

do for feito o cálculo de T(matriz de similaridade). 

* 
Quando a (A) e nulo, não podemos usá-lo para esta operação. N ~ E  

iL 

te caso somamos à i-&ima linha a j-ésima linha e recomeçamos o processo. 

2.2 - MATRIZ DE SIMILARIDADE 

A ~ &  o cálculo dos fatores invariantes, deseja-se calcular a ma- 

triz de similaridade T tal que @ M = T-'A T. Uma das formas de se calcular 



T está desenvolvida no ~ ~ ê n d i c e .  

Deve-se no ta r  que o cá lculo  da matriz de s imi lar idade,  depende do 

conhecimento das OEC's efetuadas e m  (AI-A) quando se calculam os  f a t o r e s  

invar iantes .  Esta é a razão pela  qual  o programa desenvolvido determina 

simultâneamente os  f a t o r e s  invar iantes  e a matriz de similaridade.  

O programa desenvolvido pode s e r  empregado para matrizes quadra- 

das  A com dimensão máxima (10 x 10) .  Com pequenas modificações, podere- 

mos u t i l i z á - l o  para  matrizes com dimensão maior. 

Foram u t i l i z a d a s  2 subrot inas  c i e n t l f i c a s  IBM: 

PMPY - mult ip l ica  p o l i n ~ m i o s  

P D I V  - divide  polinomios 

Foram também desenvolvidas 2 subrot inas  : 

GRAPO - cá lcu la  os graus dos polinomios de umakh-matriz 

PROMA - mul t ip l i ca  duas matrizes quadradas, 

A u t i l i zasão  do programa é muito simples. Para uma matriz A(nxn) 

utilizam-se (n+l) car tões  de entrada.  O primeiro fornece n no formato 12. 

O s  outros ca r tões  fornecem a s  n l inhas  da matriz e m  ordem crescente de li- 

nha. Cada ca r t ão  fornece os n elementos de uma l i n h a  e m  ordem crescente de 

coluna, sendo que, cada elemento, está representado no formato F 7 . 3 .  



C C 

Nas proxbmas pagbnas temos a listagem do programa, assim como, o 

resultado para duas matrizes. 
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2 3 5  

2.32 
2 3 3  
fl -3 0 

2 3 1  
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160 

3 6 9 
3C5  

C 
3 li, 
3 1 1  

312 

713 
3 3 3  

C 

714 
C 

3 1  5 

C 

3 16 

3 i5lt 
3 8 1  

3 8 5  
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fh4+\1St-L:;E;.3ZfA L I l l l H A  
I F (  f i . l I N - I J ) + ; ~ 1 ~ 4 C 5 ~ 4 0 1  
0 u  404 J = i J * M  
D U  404  k=l,l$ 
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MATRIZ A 



M A T R I Z  D t  S E M I L A R T D A D E  



3 .  - O PROBLEMA DO "RANK" DE UMA MATRIZ RETANGULAR 

3.1 - A ESCOLHA DAS LINHAS 

Quando fazemos o desacoplamento entrada-estado-saida de S(A,B,C) 

r 
e usamos o teorema 4.1 (condição neceksaria  e s u f i c i e n t e )  , eventualmente, 

precisaremos saber  se "rank"Gi(ri) e menor do que - n. Êste  cá lculo  é mui- 

t o  t rabalhoso,  principalmente quando e .  (I'.) são matrizes re tangulares  
1 1  

com dimensões elevadas. Para o c ~ l c u l o  do "rank" de matrizes quadradas , 
1 

podemos u t i l i z a r  o algoritmo de GAUSS . Portanto e preciso  que se encontre 

uma forma s i s t emat ica  de s e  escolher  a s  l inhas  (colunas) da matr iz ,  de mo- 

do que, encontremos todas a s  matrizes quadradas de ordem maxima obt idas  a 

p a r t i r  de uma matriz  re tangular .  

Seja a matr iz  re tangular  abaixo: 

onde p + m 



Queremos s i s t emat iza r  a escolha de 

* * * 
Sejam i i2, ..., i a s  ordens das m ' 

das l inhas .  

l inhas  escolhidas.  

Uma forma de s e  escolher a s  m l inhas ,  será variando os xndices 

como s e  vê  abaixo: 

A s s i m ,  obtemos a s  2:- combinações p o s s ~ v e i s  de l inhas .  m! (p-m)! 

Vamos exemplif i c a r  : 

Sejam p=4 e m=3 

~n t ão  

E a s  quatro combinações possxveis serão:  



O programa desenvolvido, pode s e r  empregado pa ra  ma t r i ze s  r e t an -  

gulares  com dimensão máxima (10x10) . Pode ser modificado f àci lmente p a r a  

dimensões maiores.  

A u t i l i z a ç ã o  'do programa é muito s imples .  Pa ra  uma ma t r i z  B(pxm) , 

são  u t i l i z a d o s  ( p i l )  c a r t õ e s  de en t r ada .  O pr imei ro  c a r t ã o  fornece  fi e E , 

n e s t a  ordem e no formato 2 1 . 2 .  O s  ou t ros  p c a r t õ e s ,  fornecem as l i n h a s  

da mat r iz ,  da m e s m a  forma que o programa a n t e r i o r .  

O programa f o i  t e s t a d o  v á r i a s  vezes com sucesso ,  obtendo-se, i n -  

c l u s i v e ,  todas a s  combinações possEveis de  l i n h a s .  

C C 

Nas proximas paginas,  temos a l i s t agem do programa, assim como, 

o r e su l t ado  p a r a  duas mat r izes .  





P A G E  

Ljf;ait;\:SIT1? U ( 1 0 t l O f  , D ( l U , l C t I  
Rt41;(8 ,  I í I I H i i ' 4  
FU%RAT(CTII 
RrACfH~12)ifAIItJ3,J=lflifftf=1tF53 
~ C I R F ~ T (  ZOF7,31 
WdIfE(S*f6f 
F C K F ? A T [  ' 1' 1 
%RITE ( 9 , 1 3 1  
F ú 8 M A T ( $  M A T R I Z  A 'i1111 
TijLZK=O.OOQL 
DO 15 I=l, i \f  
k13If  E(5rl4ifA[I,J1?J=1gF:f 
FUKRùT(lOF10.3) 
Ct!:W I NU!_ 
LS 1=4-M+ 1 
tS%=N-M+2 
1 5  3=1q-M+3 
LS4=%-blt4 
Lh?=N-M+ 5 
Cs&=hj-I \1+G 
L S  7=N-M+7 
L C  .>h-N-M.i-3 - -  

LS1)=:~-P1+9 
t51i-r=rJ-Ivt+lG 
no ro  rl=i,Lsi 
IF ( ~ J i - l I 3 0  3*17 2 0  
L11=11.+1 
DO 7 1  IL=LI2tLS2 
fF(N-2) $ 0 9  3 0 t 2 1  
L13=12+1 
Ub 72 13=LI39LS3 
IFIM-3)?0?3~,ZS 
LI4=13+1 
DG 73 1 4 = L I r 7 L S 4  
Ef (fi-4)30,30723 
L15-.14+1 
U11 74 I ~ = L  l'5,LS-j . 
If(M-5130,30,24 
LIb=I5+1 
00 75 I b = t f h r i S ó  
f F ( i Y - 6 )  30,30 ,25  

7=ffl+l 
DO 7 k  I7=Lf7,157 
Ik(M-7)30,30926 
L I S =  I7+f 
DG / 7  Id=Ll3,LS8 
f F f  k - 3 ) 3 0 , 3 0 9 2 7  
L I q =  l G + 1  
Ou 78 13=LI31LS3 
i F ( F - 9 ) 3 i ? r 3 f ? , 2 8  
111G=I9+1 





t0!Tf I t\lUt: 
fFI=- tBS(M(&78;)  ~ - T O L E R 1 6 5 ~ 6 5 ~ 9 5  
G i l  7U(7C,71,72,7?,74,75t7b~7ft78t791tM 
cuiai I N U C  
L ÚdT IQU t 
tO'4T-I  ' U t  
tU.if I N U E  
&O% I I N U k  
LOrilf T1\SUk 
Ct1:dT f r 4 U k  
t Ü ~ \ j J I r J U F  
CO;JT f N U t  
ÇUiu'T I NU5 
GC Tf) 100 
kk i T E  ( 5 ,  <31 1 f-2 
F l i S F t & T ( / / / r *  R A V K  A = ' ; , f S f  
Gf.' f c1 1 C j 1  
k t < f f E I ~ , 3 2 ) M  
FD&C:AT( / I / ,  ' RAMK Dk A i4ENffE DO Q U E  ' 3 1 2 1  
C B L L  t X I T  
EidD 



~ b s e r v a c ã o  : 

É f á c i l  v e r i f i c a r  que a  4a. coluna é i g u a l  2 soma das duas pr imei ras  

colunas.  





C A P Í T U L O  I V  

CONCLUS~ES E SUGEST~ES 

O método é b a s t a n t e  g e r a l ,  v i s t o  que o s  f a t o r e s  i n v a r i a n t e s  podem 

ser ca lcu lados  sobre  qualquer campo. Foram usados o s  r e a i s  devido à sua  1% 

gação com a t e o r i a  de  c o n t r o l e .  Por tan to ,  e s t a  decomposiç~o também pode 

s e r  usada para  a Teor ia  da ~ o d i f i c a ç ã o ,  ~ s ~ u i n a s  Sequenciais  Lineares  e ou- 

t r a s  á r e a s  da Teor ia  de  Sistemas. 

O desacoplamento tem a vantagem d e  u t i l i z a r  a e s t r u t u r a  i n e r e n t e  

a A .  O número de  b locos  em que o s i s tema é desacoplado depende exc lus iva-  

mente dos f a t o r e s  i n v a r i a n t e s  de  A .  Se levarmos em consideração a r e f  erên- 

c i a  8 , ver i f icamos  que o método desenvolvido u t i l i z a  o n;mero mFnimo d e  

en t r adas  e s a í d a s  n e c e s s á r i a s  (pa ra  a completa con t ro l ab i l i dade  e observabi-  

l i dade  do s i s tema desacoplado. 

O método u t i l i z a d o  por G i l b e r t  permi te  que se escolham o s  polos  d e  

função d e  t r a n s f e r ê n c i a  em malha fechada do s is tema desacoplado . O nosso m< 

todo não permi te  i s t o ,  p o i s  o s  polos e s t a r ã o  determinados p e l o s  f a t o r e s  i n v a  

r i a n t e s  de  A .  Ent re t an to ,  temos algum c o n t r o l e  sobre o s  ze ros  da função d e  

- - 
t r a n s f e r ê n c i a ,  p o i s ,  e m  g e r a l ,  a s  m a t r i z e s  Q e R não sao unicamente determi-  

nadas.  I s t o  s i g n i f i c a  que o s  zeros  da função de  t r a n s f e r ê n c i a  e m  malha f e -  

- .  
chada não sao  unicamente determinados (v ide  11.28) . J; no desacoplamento 



entrada-saida empregado por Gilbert, os zeros são fixos. 

É fácil verificar porque se afirma que o desacoplamento entrada- 

estado-salda é mais forte que o desacoplamento entrada-salda. Imaginemos 

um sistema não controlável (observável) e que esteja desacoplado segundo 

entrada-salda. Então, é posslvel que &te sistema possua uma componente do 

vetor-estado que influencie (seja influenciada por) mais de uma componente 

de salda (entrada)? Neste caso, apesar de haver desacoplamento entrada-sa& 

da, não haverá desacoplamento entrada-estado-salda. 

A grande vantagem do método desenvolvido para o desacoplamento eE 

trada-estado-salda é a sua simplicidade e generalidade. Simplicidade, pois 

são feitas apenas transf armações de coordenadas. Generalidade, pois a For- 

ma ~anÔnica Racional sempre existe e é Gnica. 

Para o sistema desacoplado, poderemos estudar o efeito da reali- 

mentação de estados sobre a resposta do sistema. Como o sistema está desa- 

coplado, isto se reduz ao estudo de cada subsistema separadamente. 

Um problema mais interessante é ver se a realimentação de estados 

pode transformar um sistema que não tenha satisfeito a condição do "rank" 

para o desacoplamento num sistema desacoplável. Isto talvez possa ser con- 

seguido, modificando-se os fatores invariantes da matriz A. 

É sabido que os fatores invariantes podem ser fatorados em "divi- 



1 sores elementares", os quais dependem do campo sobre o qual se opera . Is- 

to reduzirá as dimensões dos blocos de variáveis de estado. Portanto, pode 

ser desenvolvida uma teoria para desacoplamento, utilizando-se os divisores 

elementares da matriz A. 



A P Ê N D I C E  

Neste apêndice serão apresentadas noções básicas sobre os "fat; 

res invariantes" e af'f orma canonica racional" de matrizes quadradas. As 

1 
provas dos teoremas podem ser encontradas na referência . 

Uma matriz polinomial, ou h - matriz, é uma matriz A(A) cujos 

elementos são polinomios em h. 

Seja A(h) uma matriz polinomial de dimensão n x n e "rank" n. 

Seja D. (h) o máximo divisor comum de todos os menores de A(h) de ordem 
3 

j (j = 1,2,. . . ,n) . É fácil verificar que na série 

(h), Dn l(h), . a * ,  D1("s Do(A) 
n - 

cada polinomio divide o imediatamente anterior. Os correspondentes quoci- 

entes serão denotados por f (A), fg (h) , . . . , fn (h) : 



- 
O s  p o l i n ~ m i o s  fl(A) , f2(A) , . . . , fn(A) def in idos  e m  (A.l) ,  sao 

chamados f a t o r e s  invar i an tes  da matriz  A(A) . 
serão apresentadas a segu i r ,  três t i p o s  de operações elementa- 

r e s  nas 18nhas de uma matriz  polinomial A (A). Estas operações são chama- 

das operações elementares : esquerda. 

1 - Mult ip l icar  uma l i n h a ,  por exemplo, a i-ésíma, por uma cons- 

t a n t e  c f o.  

2 - Somar a uma l i n h a ,  por exemplo, a i-&sima; o u t r a  l i n h a ,  por 

L 

exemplo, a j-esíma, mul t ip l icada  por um polin%io a r b i t r á r i o  

b(A) 
C C 

3 - Permutar duas l i n h a s ,  por exemplo, i-esima e j-esíma. 

É f &i1 v e r i f i c a r  que a s  operações 1, 2,  3 ,  são equivalentes ,  

respectivamente, a m u l t i p l í c a ç ~ o  2 esquerda da matriz  A(h) pe las  seguintes  

matrizes quadradas de ordem n. 



............................. o................ :.1 
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As matrizes (SI, S", SI", TI, T", TI") são chamadas matrizes 

elementares. 

É £&i1 verificar que as matrizes elementares possuem determi- 

nante constante não-nulo, e que a inversa de uma matriz elementar é uma 

1 matriz elementar. ~ l é m  disso, pode-se provar que toda matriz polinomial, 

cujo determinante é constante e diferente de zero, pode ser expressa como 

um produto de matrizes elementares. Assim: 

Duas matrizes polinomiais A(h) e B (A) são chamadas: 1) equiva- 

lente a esquerda; 2) equivalentes 2 direita; 3) equivalentes se 

respectivamente, onde P(X) e Q(X) são matrizes polinomiais com  determina^ 

te constante não-nulo . 



1 
Pode-se provar  que toda  mat r iz  po l inomia l  pode ser l evada  a t r a  

v& d e  operações elementares  d e  l i n h a  e d e  coluna s forma abaixo. 

onde todos o s  elementos da ma t r i z  com exceção d a  d iagonal  p r i n c i p a l  são 

nulos  ; al ( h )  , a, ( h )  ...., a ( h )  são  p o l i n ~ m í o s  monicos , e cada p o l i n ~ m i o  n 
C 

da sequ&ia acima e d i v i s i v e l  pe lo  precedente.  

1.4 - TEOREMA 

~ o d a  ma t r i z  po l inomia l  A(X) é equ iva l en te  à matr iz  canônica d i a  

gonal abaixo 



onde (fl(A), f2(A) ,  . . . , £,(A)) são o s  f a t o r e s  i n v a r i a n t e s  de A(A)  . 

Ê s t e  teorema decorre  do f a t o  que fi(A) = a (A) , ( i  =1,2,. . . ,n) n-i+l 

e de (A.4). 

Comparando-se (A. 4) e (A.  5) concluimos que os  f a t o r e s  i n v a r i a n t e s  

de  uma mat r iz  pol inomial  A(A), podem s e r  ob t idos  a t r a v é s  de operações e l e -  

mentares d e  l i n h a  e de coluna e m  A(A). 

Duas ma t r i ze s  pol inomia is  quadradas A(A) e ~ ' ( h )  , são equivalen-  

t e s  se, e sòmente, s e  e l a s  t ê m  o s  mesmos f a t o r e s  i n v a r i a n t e s .  

~s sequência de f a t o r e s  i n v a r i a n t e s  f l(A) , f 2  (A) , , f n(A) , 

cada polinomio d iv ide  o precedente.  

 atores i n v a r i a n t e s  de uma ma t r i z  cons t an te  A s ão  f a t o r e s  invari- 

a n t e s  de s u a  ma t r i z  c a r a c t e r x s t i c a  (AI-A), onde I é a mat r iz  i den t idade  

com a mesma dimensão que A.  

1 
Pode-se provar  que p a r a  toda mat r iz  cons tan te  A d e  dimensão 

n x n são v á l i d a s  a s  igualdades abaixo: 



onde : 

fi(A) ( i  = 1, 2,  . . . , n) sao f a t o r e s  invar ian tes  de A. 

1 .8  - TEOREMA 

S e  os binômios (Aoh + AI) e (BOA + B1), onde Ao, A1, Bo, B, sào 

matrizes constantes e A B são  não-singulares, são equivalentes,  ou s e j a ,  
O '  o 

se 

BOA + B1 = P ( A )  (AoA + AI) Q(A) 

então ê l e s  são es t r i tamente  equivalentes,  ou s e j a ,  

B h + B1 = t (AoA + AI) Q 
O 

onde P e Q são matrizes constantes são-singulares. 



1.9 - TEOREMA 

-1 Duas matrizes A e B são similares (B = T A T)se e sòmente se 

possuem os mesmos fatores invariantes. 

Valor 2 direita G(B)(eçquerda G(B)) de G(A) em B, onde G(A) = 

A m ~ o  + Am-l~l + . . . + G e Gi (i = O,l,. .. ,m) são matrizes é definido por m 

1.11 - TEOREMA 

-1 Se A e B são similares (B = T A T), pode-se tomar como matriz 

de similaridade: 

onde P(A) e Q(A) são matrizes polinomiais definidas pela identidade. 

AI - B = P(A) (AI-A) Q(A) 

que relaciona as matrizes caracterlsticas (AI-A) e (AI-B); e onde Q(B) 

(i?@)) representa o valor à direita (esquerda) de Q(A) (P(A)X,quando o ar- 

gumento : substituido por B. 
- - 



Consideremos a ma t r i z  quadrada M de  dimensão m x m. 

É f & i l  v e r i f i c a r  que g ( ~ )  é o poiinÔmio c a r a c t e r F s t i c o  de M. 

Tambzm é f á c i l  v e r i f i c a r  que 

M é denominada ma t r i z  companion do polinÔmio g(X) . 

S e j a  A uma ma t r i z  n x n com f a t o r e s  i n v a r i a n t e s  



têm graus positivos. Sejam M M2, .... Mt, as matrizes companion corres- 
pondentes a êstes polinÔmios. 

A forma canonica racional de A é dada por: 

É fácil verificar que os fatores invariantes de A e de @ M 
- 
sao os mesmos e, portanto, usando o teorema 1 . 9 ,  segue que A e @ M são 

similares ( @ M = T-IA T) . 



Seja A uma matriz quadrada n x n.Veremos agora, como obter uma 

matriz de similaridade T, tal que: 

De acordo com o teorema 1.11, podemos escolher como matriz de 

similaridade 

onde 

AI - @ M = P(A) (AI-A) Q(h) (A. 11) 

Para determinarmos Q(A), transformamos (AI-A) e (AI-@M) em 

F(A) (veja teorema 1.4). Assim: 

onde 

(A. 12) 

(A. 13) 



* * 
e onde T1, T2, . . . , T , T1, . . . , T são matrizes elementares correspon- 

p1 p2 

dentes 2s operações elementares de colunas nas matrizes (AI-A) e (AI- 8 M) . 
De (A. 12) e (A. 13) , vem: 

-1 -1 *-1 *-1 
Q(A) = Q#) Q2 (A) = T1 T2 . .. T T* . .. T2 T1 (A. 1 4 )  

P1 p2 

Finalmente, de acordo com (A.10), basta substituir A em ( ~ ~ 1 4 )  

por @M para se obter a matriz de similaridade. 

- C *  

OBSERVAÇÃO : Deve-se notar que a matriz de similaridade T nao e unica, 

pois sua forma geral é: 

onde 

'E1 
é uma das matrizes de similaridade 

U é permut&el com A, ou seja, UA = AU. 

(A. 15) 



B I B L I O G R A F I A  

1. - GANTMACHER, F.R., The Theory of Matr ices  , Chelsea P u b l i s t i n g  Compa- 

ny, New York, 1960. 

2. - GILL, A., "Linear Modular Systems", System Theory, Zadeh, L.A., and 

Polak, E., e d i t o r e s ,  McGraw-Hill, New York,p .179-231,1969. 

* 

3. - KERSCHBERG, L., An Algebraic  aproach t o  Linear  and Muãt i l inear  Sys- 

tems Theory, t e s e  de  doutorado, Case Western Reserve UnL 

v e r s i t y ,  1969. 

4. - GILBERT, E.G., "The Decoupling of Mul t iva r i ab l e  Systems by S t a r e  Feed- 

backl',,SIAM J o u r n a l - o f  Control ,  vo1.7, no 1, Feb. 1969. 

5. - FALB, P.L., WOLOVICH, W.A., "Decoupling i n  t h e  Design and Synthes is  

of Mul t iva r i ab l e  Control  Systems", IEEE Transac t ions  on 

Automatic Control ,  Vol.AC-12, n9 6, Dec. 1967. 

6. - WOLOVICH, W.A., FALB, P.L., "0n t h e  S t r u c t u r e  of Mul t iva r i ab l e  ~ y s t e m s " ,  

SIAM Journa l  of Cont ro l ,  vo1.7, nQ 3 ,  Aug. 1969. 

7. - GILBERT, E.G., PIVNICHNY, J . R . ,  "A Computer Program f o r  t h e  Syn thes i s  

of Decoupled Mul t iva r i ab l e  Feedback ~ y s t e m s " ,  P r e p r i n t s  , 

JACC (Boulder, Colorado, 1969),  p.677-684. 

8. - VOGT, W.G., CULLEN, C.G.,  " ~ h e  Mininum Number of Inpu t s  Required f o r  

t h e  Complete C o n t r o l l a b i l i t y  of a L inea r  S t a t i o n a r y  Dyna- 

mica l  SystemW, IEEE Transac t ions  on Automatic Control ,  

June 1967. 



9. - GILBERT, E.G., " ~ o n t r o l l a b i l i t y  and O b s e w a b i l i t y  i n  Mul t iva r i ab l e  

Control  Systems", SIAM Jou rna l  o£ Control ,  Ser .  A, v o l .  




