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SINOPSE

Esta tese apresenta um novo método pafa o desacoplamento de sis-
temas lineares multivariéveis,.invariantes no tempo. O método utiliza os
conceitos de Fatores Invariantes e Forma Canonica Racional de uma maﬁriz.
Sao dadas condigaes neceésérias e suficientes para o desacoplamento do sis
tema, e estuda-se a controlabilidade e observabilidade do sistema desaco-

plado.

Embora se tenha estudado o problema sob o ponto de vista da teo-
ria de contrSle continuo, o método também pode ser empregado para sistemas

lineares discretos,

Foi desenvolvido um programa de computador que calcula os fato-
res invariantes de uma matriz, a transformagao de similaridade que leva

uma matriz a sua correspondente forma canonica racional, e que determina

se o sistema pode ser desacoplado.
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iv.

ABSTRACT

In this thesis a new method is présented for the decoupling of
multiva:éablé, time-invariant, linear systems. The method utilizes'the
Invariant -Factors and the Rational Canonical Form of a matrix. Necessary
and sufficient conditions are given for the input-state-output decoupling

of the system. System controllability and observability are studied in

this framework.

Although the decoupling scheme is developed for continuous control

systems, it is also valid for discrete-time linear systems.

A Fortran computer program is presented which calculates the
invariant factors of a matrix, the similarity transformation that maps a
matrix to the rational canonical form, and determines whether the system

can be decoupled.
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CAPITULO I

INTRODUCAO E PRELIMINARES

1. - OBJETIVO DA PESQUISA

- -
0 objetivo desta pesquisa e o desenvolvimento de um metodo de
desacoplamento de sistemas lineares multivariaveis. O metodo surge natu-
’ ~
ralmente, a partir dos conceitos de "fatores invariantes de uma matriz'

~ . 1,2,3
e sua "forma canonica racional' ?"?’",

k -
0 desacoplamento de sistemas lineares multivariaveis, tem sido

profundamente estudado por Gilbert4, Falb, Wolovichs’ﬁ.

0 desacoplamento aqui estudado sera diferente do desenvolvido
pelos autores acima citados pois, enquanto la a preocupagao e apenas com
as entradas e saidas, nos nos preocuparemos tambem com os estados, decor
rendo dai duas definigaes diferentes para desacoplamento: ''desacoplamento en
trada -saida" e "desacoplamento entrada-estado-saida". A diferenca entre
éstes doié conceitos, sera vista no decorrer da tese e se vera também,

que o segundo conceito e mais forte que o primeiro.

2. — SUMARIO DO CONTEUDO DA TESE

0 resto deste capitulo e dedicado 2 notagao e terminologia além



de uma apresentacao. sucinta do desacoplamento entrada-saida.

No Gapitulo IT & desenvolvido um método de desacoplamento entra
da-estado-saida, que utiliza os conceitos de Fatores Invariantes e Forma
Canonica Racional de uma matriz. Chega-se ao teorema que fornece condigSes,
necessarias e suficientes para este desacoplamento, Estuda-se a controla—
bilidade e observabilidade do sistema desacoplado alem de sua fungao de

transferencia.

0 Cap{tuloIII.apresenta dois programas para computador, que 530

fundamentais para o emprago do metodo apresentado no capftulo I1.
No Capitulo IV estao as conclusoces da tese.

-~ ~
O Apendice apresenta um resumo da teoria dos fatores invarian-
”~ -
tes e a forma canonica racional de uma matriz, necessaria para a compre-

ensao do trabalho desenvolvido.

3. - CONTRIBUICOES DA TESE

A tese apresenta um método novo de desacoplamento de sistemas
lineares multivariaveis. fle & bastante simples e geral, pois sao emprega
das apenas transformagoes de coordenadas nas entradas, estados e saidas.

A transformagao dos estados. conduz a Forma Canonica Racional que e vali-
da para qualquer camp0‘sabre o qual se trabalhe (os auto-valores podem ser
reais ou complexos, simples ou repetidos). O teoréma que fornece condigSes

- ~ - ~
necessarias e suficientes para este desacoplamento e encontrado, e sao de



senvolvidos programas que auxiliam bastante a realizaggo.do desacoplamento.

4, - NOTACAO E TERMINOLOGIA

Os capitulos da tese sao denotados por algarismos romanos e di-
vididos em segoes, sendo que, cada segao e numerada consecutivamente. Ca-
da seggo contem definigaes, teoremas e lemas. Dentro de um determinado ca
pitulo, a j—ésima proposigﬁo (definigao, teorema ou lema) da i-esima segao
& denotada por proposigao (i.j). Quando nos referimos, fora de um éapiqi
lo, a uma proposiggo deste capftuio, usamos o algarismo romano do cap{tu—
lo. Assim, a proposigao.S.Z do capftulo 1I sera referida pbr (11.3.2) ,
quando esta referencia for feita em outro cap{tulo. Se esta for do Apgn—
dice sera referida por (A.3.2). Quando a referencia for feita no mesmo ca

pitulo, usaremos apenas (3.2).

Equagges sao numeradas consecutivamente em cada capitulo com o
algarismo romano referente ao capitulo precedendo a numeragao. Assim, a
decima equacao numerada do capitulo II & denotada por (II.10). Se esta for

do Apéndice sera (A.10).

- ~
Os simbolos mais frequentes que aparecem na tese, sao:

e
=
(@]
v

!

matrizes constantes.

dimensao de uma matriz (m linhas, n colunas)

B
L]
=]

|

A' - matriz transposta de A

A - matriz inversa de A



S(A, B, ©)
S(@Y, Q, R
s

H(s, @ M)

A

A ()

f_fi()\)

X

min

rank

det

1

forma canonica racional

barras que delimitam uma matriz quando esta for represent§ 
da por alguns de seus elementos |
matriz de controlabilidade

matriz de observabilidade

matriz identidade

sistema determinado pelas matrizes A, B, C.
sistema desacoplado entrada-estado-saida.
variavel de Laplace

fungao de transferencia do sistema desacoplado
variavel independente dos fatores invariantes
matriz polinomial

ifésimo fator invariante

derivada do vetor estado em relaggo ao tempo
minimo

rank de uma matriz.

determinante

tempo



5. - 0 DESACOPLAMENTO ENTRADA-SAIDA E SUA SOLUGAO

Seja o sistema linear dingmico multivariavel invariante no tem-

po S(A,B,C) representado por:

X = Ax + Bu
y = Cx . ' (1.1)
onde:
u= u(t) - vetor-entrada real m—dimenéional
y= y(t) - vetor-saida real m—-dimensional
x= x(t) -~ vetor-estado real n-dimensional
t - tLempo
A - matriz eonstante, real (nxn)
B - matriz constante, real (nxm)
c . — matriz constante, real (m) T

Um assunto largamente estudado e o‘desacoplamento entrada-saida
de S(A,B,C) que consiste em se determinar uma lei de controle que faca com
que tenhamos entradas controlando saidas indepgndentemente, ou seja, cada -
componente do vetor-entrada influenciando uma componente do vetor-saida.

-

f este, em termos heuristicos, o problema do desacoplamento entrada-saida.

Gilbert, Falb e Wolovich estudaram este problema usando a lei de
controle:

u = Fx + Gu , (1.2)



onde:
u= u(t) - ndvo vetor-entrada real m-dimensional
F ~ matriz real constante (mxn)

G - matriz real constante nao-singular -(mxm)

Seja S(F,G) o sistema S(A,B,C) com a lei de controle (I:2).

_ Falb--Wolovich5 determinatam condigoes necessarias e suficientes
para o desacoplamento entrada-saida e determinaram uma classe de matrizes
(F,G) que desacopla S(A,B,C). Gilbert4 extendeu os resultados obtidos em5
generalizando o problema do desacoplamento. Alem disso, o seu trabalho &

apresentado de uma forma mais clara.

A fungao de transferencia de S(A,B,C) & dada por:

H(s) = C(Is-A)"T B . (1.3)
onde:
I - matriz identidade (nxn)
s - variavel da transformada de Laplace

A funggo de transferencia de S(F,G) e dada por:

H(s,F,G) = C(Is ~ A - BF)_l BG (1.4)

De acordo com Gilbert4, temos:



5.1 - DEFINIGAO

Dizemos que.ha desacoplamento entrada-saida em S(F,G) se H(.,F,G)

e diagonal e nao singular,

0O teorema que resolve o problema do desacoplamento entrada-sai-

- -
da e que e devido a Gilbert esta enunciado resumidamente abaixo:

5.2 ~ TEOREMA

(i) Para todo sistema S(A,B,C) existe uma matriz D (*) de dimensao
(mxm) Unicamente determinada. E poss{vel desacoplar S(F,G) se e somente

se D e nao-singular.

(ii) Se D é nao singular, pode-se determinar a partir de S(A,B,C)
os seguintes resultados: inteiros p,>0, i=l, ..., m; inteiros r,20, i=1 ,
i . i

eeay mH2 (ri<pi, i=l,...,m e r # 0 se e somente se S e nao-controlavel);

+2

r :
.~ i i-1 .
polinomios ai(s) =s = -o0ys ——ee = airi’ i=l,...,m+2 (se ri=0,ai($)=1);

!

matrizes Gi(mxm), i=l,...,m; matrizes Jik(mxn), i=l,...,m,k=l,...,pi; ma-

trizes 1(ik(mxn),1=l,...,m,k=1,...,1:m+2 (as K, Dao sao definidas se rm+2=0;
* ' -

uma matriz A (mxn). A classe de matrizes {F,G} que desacoplam o sistema e

dada por:

(*) - Vide pagina 9.



m
G = iil Ai Gi e
_ % m P ) m
F=-D1a"+ 1 It (o ) Ty tOE p 2 01X (1.5)
i=1 k=1 i=1 k=1

onde:

k=l"’"ri’ﬂik=0’k=ri+l"f"pi’ e Ai’ Ok Py Sao numeros

’

Tik %k °

reais arbitrarios (Ai#O, i=l,...,m). O ultimo termosem (I.5) & nulo se

(iii) Sejam hi(s,F,G), i=1l,...,m, os elementos da matriz diago-

nal H(s,F,G). Entao:

( Ai ai(s) (
h. (s,F,G) = ——F——r I1.6)
wi(s,oi) =8 -0.8 —e— GiPi > 0y = (oil,..., cipi)

: : <
onde Ai e o, i=l,...,m, podem ser escolhidos arbitrariamente. Uma vez

que Xi e 9y i=1,...,m, sejam escolhidos, {E,G} e dada por (I1.5).



(iv) A equagao caracteristica do sistema em malha fechada e da-

da por:
m -
q(s,F) = det (Is-A-BF) = am+l(s) am+2(s) 121 wi(s,ci) (1.7)
A matriz D e tal que:
Dy
D= )
D
m
onde D,=C, A "B 4i=1,2, ..., m
i i -
sendo
Ci ~ i-ésima linha de C.
=min {j / C; AdB#0, j=0,1, i.., n-1}
d,
i
= n-1 se Ci A B=0 para todo j

O teorema 5.2 resolve o problema do desacoplamento entrada-sai-
da, pois (I.6) fornece as caracter{sticas em malha fechada que o sistema
pode ter e, uma vez que H(s,F,G) e escolhida, (I.5) fornece a lei de con-
trole {F,G}.

Para maiores detalhes sobre o teorema 5.2, podem ser utilizadas

~ 4,7
as referencias .
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CAPITULO TIT1I

0 DESAGCOPLAMENTO ENTRADA-ESTADO-SATDA

1 ~ INTRODUGAO

3 I 3 ~ 3 3 . - ]
Seja S(A,B,C,) um sistema linear dinamico multivariavel invarian-
te no tempo como em I.1), com a diferenca que, aqui, o sistema nao possui-
- -~ - -
ra obrigatoriamente o mesmo numero de entradas e saidas. Assim, podemos re

presentar S(A,B,C) por:

Ax + Bu

He
"

(I1.1)

onde:

np

u & u(t) - vetor-entrada real m-dimensional
y & y(t) - vetor-saida real p—dimensionai
x & x(t) - vetor-estado real n-dimensional
t - tempo

A - matriz constante, real (n x n)

B - matriz constante, real (n x m)

C - matriz constante, real (p x n)

Sera desenvolvido, neste capitulo, um metodo de desacoplamento pa

ra S(A,B,C). fBste método, entretanto, nao utilizara o desacoplamento entra-

da-saida (I.1.1) e sim o desacoplamento entrada-estado—sa{da, que sera defi
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nido adiante.

Representaremos os vetores x, u, y, respectivamente por:

X1 Y1 71

% bt kL)
X = u = y =

X, u yp

1.1 - DEFINICAO

Seja X o conjunto de componentes Xy Xgs eoey X do vetor-estado

x de S(A,B,C). Seja Xl’ X2, caes Xk uma particao de X.

Dizemos que ha desacoplamento entrada-estado em S(A,B,C) se cada

conjunto Xi e influenciado por apenas uma componente de entrada uj, e cada

uj influencia, no maximo, um conjunto Xi'

Dizemos que ha desacoplamento estado-salda em S(A,B,C), se cada

conjunto Xi influencia apenas uma componente de saida Yps © cada Yp e in-

fluenciado, no maximo, por um conjunto Xi'

Dizemos que ha desacoplamento entrada~estadb—sa{da em S(A,B,C),

se cada conjunto Xi e influenciado por apenas por uj, e influencia apenas

um y,, e cada uj influencia, no maximo, um conjunto Xi’ e cada Yp © influen

s
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ciado, no maximo, por um conjunto Xi’ (i1=21, 2, ...,.k), 3G=1, 2, ...,

m), L=1,2, ..., p).

Observaggo

Quando se diz, na definiggo (1.1), que Xi e influenciado por uj,

isto significa dizer que, pelo menos, um x

i€ X, e influenciado por u,.
1 J

Quando se diz que Xi influencia um Yps isto significa dizer que, pelo me-
nos, um X, € Xi influencia X Portanto, e poss{vel que, apSs o desacopla

mento, o sistema nao seja controlavel nem observavel (2.3, 2.4, 3.3, 3.4).

Comparando-se as definigaes (1.1) e (1.1.1), verificamos que em
(1.1.1) nao ha preocupacao com os estados do sistema que poderao estar aco

plados, enquanto que em (1.l) ha tambem desacoplamento entre os estados.

Na definiggo (1.1) foi dito que uma componente de entrada influen
cia um conjunto de componentes de estado que, por sua vez, influencia uma
componente de safda. A definicao foi feita desta forma para tornar o estu-
do sistematico. & evidente que se tivessemos, por exemplo, duas entradas,
influenciando um conjunto de estados, e apenas este conjunto de estados,
também teriamos desacoplamento entrada-estado-saida. Casos como este nao
foram incluidos na definigao (1.1) para evitar que o excesso de generaliza-

~ -
¢ao acarretasse resultados pouco praticos.

Verificamos, pela definiggo (1.1), que, apos o desacoplamento en-
trada—safda, (m - k) componentes de entrada, e (p - k) componentes de saida

de S(A,B,C) estarao isoladas do sistema, pois nao influenciarao, nem serao
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w

influenciadas por nenhuma componente de estado.

0 método utilizado neste trabalho usara as nogoes de fatores in-
variantes da matriz A (A.1.1) e sua forma canonica racional (A.8), que fo-
ram resumidas no Apéndice da tese. Segundo este, existe uma matriz nao-sin

gular T, tal que:

®M = L AT | (11.2)

onde @M e a forma canonica racional de A,

Admitindo-se que A possui k fatores invariantes com grau positivo

fl(A), fz(k), cees fk(A), a matriz @M tera a forma:

M O

1
? MZ."""""" 9
@PM = . . . onde
. Mk—l 0
O P ¢ Mk
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0 O Pe s s s —(OL )
Pi-—l+l
1 L T (1 )
: :P1+2
M, = . o

l . .
. 1 .
0 0 1 -(a_ )

: pi v

sendo que cada matriz Mi(i =1,2, ...,.k) corresponde a matriz 'companion"
do fator invariante fi(X), (i=1, 2, ..., k), de A, Portanto, o sistema

S(A,B,C) pode ser transformado no sistema S(A,B,C,T) abaixo

s=TLlarz+ 77! Bu
(I1.4)
y = CT x
-1

onde x=T  x (I1.5)

Para o desacoplamento sao propostas transformagoes de coordenadas

para a entrada e a saida. Para a entrada, usamos a transformagao:
u=Gu . (II1.6)

onde u e um vetor real m—dimensional, correspondente as novas entradas e G

e uma matriz real (m x m).

Para a saida, usamos a transformagao:
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y=Hy (11.7)

—_— . -~ - -
onde vy e um vetor real p~dimensional correspondente as novas saidas e H e

uma matriz real (p x p).

Portanto, o sistema S(A,B,C,T) transforma~se no sistema

s$(4,B,C,T,G,H) abaixo:

x=TYarz + TV B a
(11.8)
y = HCT x
ou ainda, fazendo-se ! Be = Q e HCT =R
x= ®Mx+Qu
(11.9)
y=Rx

Sejam §, G, § representados, respectivamente por:

X U1 Y1

) ) Vg
3 = . 3 = . 3 = .

X u yp
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Representemos o sistema S(A4,B,C,T,G,H) pela forma abreviada
s(® M,Q,R).

0 sistema S(A,B,C) pode ser representado por:

He

u + X
B " : I c y
+

0 sistema S(® M,Q,R) pode ser representado por:

l:
M1
<
<
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2 -~ DESACOPLAMENTO ENTRADA-ESTADO

Seja X o conjunto de componentes §1, ;(2’ ey in do vetor—estado

x de S(® M,Q,R) e seja il’ }_(2, cees X o2 particao de X determinada pelos

blocos Mi de @M.

Nesta segao sera desenvolvido o desacoplamento entrada-estado,
que corresponde a fazer (veja definigz;o 1.1) com que ecada um dos conjuntos

Xi determinados por @M seja influenciado por uma componente de entrada

Gj,'mas de forma tal que cada 1_1j‘ influencie, no maximo, um )-(i.
Seja di o grau de fi()\), (i=1, 2, ..., k).

E facil verificar que a definicao de desacoplamento entrada-esta-
do de S(®M,Q,R) e equivalente a que se tenha a matriz Q com a seguinte

forma:
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seees O

.

reres e O

. o

.

.

ODseseees O
-

O rereeed
.O
(@]
(]

s s s es e

Q= - m - m s mm e e s e e e e m e e e o oo e o (11.10)

? ? ?p2+1.. ? ? ? LR B L (:)
0 0 0 «.0vens 0 0 .eveove O

QO erevees O
(=1

0 0 0'.‘...00 q O‘.ll...

onde 9 (i=1, 2, ..., n) sao constantes, e pelo menos um qy de cada uma

das k primeiras colunas nao deve ser nulo.
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Sejam:

Tll le R EEREE R ses e Tlm
T21 T22 L B BN NE R IR N N N BN AN sz

-6 = T_lB = . . :
Tnl Tnz ® 0.2 5 9 58 00 e Tnm
811 Bpg srreeeerreness By
%21 g22 ..... sess s gzm

G = . . .
gml gmz L B I B N B I B B BN ) gmm

Vejamos em que condigaes existe G tal que T—lsG tem a forma indi-

cada em (II.10).

Para que a i-esima coluna de T—lBG tenha a forma indicada em (II.10)

sera necessario e suficiente que o sistema de equagoes abaixo tenha solugao.
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il
r t,,g.. =0
j=1 13 =jd

m

z T,, .. =20

=1 27 =ji

m

I T - =
j=1  Py-p3 731

m

T g.. =q N (II.11)
j=1 pi—l+l’j ji p1_1+l
m

z T . 8 = q
j=1 P43 731 1

m

I T . B =0
je1 P43 73

m

z . g.. =0
=1 nj °ji

Notamos que (n - di) equagoes do sistema de equagoes lineares
~ ~ ~ - -
(I1.11) sao homogeneas, enquanto que di equacgoes nao sao obrigatoriamente
~ - . . ] ~
homogeneas. Alem disso, temos apenas k sistemas de equagoes para serem re-

solvidas pois os (m - k) sistemas restantes sao triviais (basta escolher as

-
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ultimas (m - k) colunas de G nulas)

1

2)

3).

Podemos ter tres hipateses:

1) m<k
2) m=k
3) m>k

Se tivermos m < k (mais blocos de estados ii do que componentes de entra
da u,) nao sera possivel o desacoplamento entrada-estado, pois teremos

(k -~ m) blocos Xi que nao poderao ser comandados pelas componentes de en

trada.

Se tivermos m = k (mesmo numero de blocos de estados e de componentes de
entrada), sera necessario que os k sistemas de equagoes lineares (II.11)

tenham solugao para que o desacoplamento entrada-estado seja possivel.

Se tivermos m > k»(menos blocos de estados do que componentes de entra-
da) sera preciso que oS k sistemas do tipo (II.11l) tenham soluggb. De-
ve—sé notar, neste caso, que (m - k) colunas de Q serao nulas, o que sig
nifica dizer que (m - k) entradas nao influenciam o sistema, ou seja,

que as Ultimas (m - k) colunas de G sao nulas.

Podemos, portanto, enunciar o lema:

2.1 - LEMA

Uma condicao necessaria para o desacoplamento entrada-estado e
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que m > k, onde m e o numero de entradas e k o numero de fatores invarian-

tes da matriz A com grau positivo.

Em vez de estudarmos os k sistemas de equagoes do tipo (II.1l),
estudaremos os k sistemas de equagSes homoggneas derivadas, ou seja, os k
sistemas de equagoes obtidas quando retiradas as di i=1, 2, ..., k) equa
gaes ngo—homogéneas. Assim, ficamos com k sistemas de equagges homogeneas,

sendo que cada um possui (n - di) equacoes e m incognitas, (i =1, 2, ...,k).

Assim:

m

I T,.8.. = 0
=1 13 ®ji

m

I T1,. B, = 0
j=1 2j ®jd

m :
I T . g.. = 0 (11.12)
j=1  Pi-pd IF

m

z T - = 0
j=1 p;+l,3 i

m .

z g =

Tn' ji
1 J )
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Para cada um dos sistemas (I.12), podemos ter duas hipateses:
1a.’)m>n_—d.
i

2?) m<n-d,
i

a T S ~ ~ a L
17) Sem > n - d, (mais incognitas do que equagoes) entao, de acordo com a
: i
. . ~ . 1 . = .
teoria elementar de sistemas de equagoes lineares™, o i-esimo sistema

(I1.12) tera solugao.

a - i 2. -
27) Sem & n - d, (numero de incognitas menor ou igual ao numero de equa-

i

coes) entao, para que o sistema (II.12) tenha solugao nao-trivial (pe-
- . 1 -

lo menos algum gji # 0) sera preciso que rank Gi <m ~, onde Gi e a ma-

triz dos coeficientes do sistema (II.12), ou seja, a matriz obtida a

partir de Z; quando retiramos as di linhas convenientes. Neste caso,

(m - raﬁkzgi) inc5gnitas sao arbitradas.
2.2 - TEOREMA

Uma condicao necessaria para o desacoplamento entrada-estado de
um sistema S(A,B,C), usando-se a forma canonica racional de A e a  trans-
formagao u = Gu e que m » k e que se existir i(i=1,2, ..., k) tal que

mg<&n ~-d,, entao rankz, < m.,
i? i

Prova:

Se m < k, entao, (k - m) blocos de estados ii nao terao componen-—
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tes de entrada que os influenciem o que contraria a hipotese de desacopla-

mento entrada-—estado.

Se existir i tal que m £ n - di e raﬁkzsi = m, entao, de acor-

R ~ . 1 . 2o .
do com a teoria elementar de sistemas de equacoes lineares , o i-esimo sis
tema de equacoes homogeneas (II.12) tera apenas a solucao trivial (gji = 0,

j=1,2, ..., m) o que significa dizer que uma coluna de G e nula e, por-

tanto, o bloco Xi nao sera influenciado pela entrada u,, o que contraria a

i

hipotese de desacoplamento entrada-estado.
C.Q.D.

0 teorema 2.2 & uma condiggo necessaria para o desacoplamento en-
trada-estado, pois se ele for satisfeito, existira uma matriz G que anula
os (n - di) elementos convenientes da i-ésima coluna de Q, (1 =1, 2, ...,k).
Entretanto, nada sabemos ainda sobre os di elementos restantes da i-ésima
coluna de Q e, para que haja desacoplamento entrada-estado, sera preciso
que, pelo menos, um elemento dos direlementos da i-eésima coluna de Q nao se

ja nulo.

ApSs o desacoplamento entrada-estado, podemos passar ao estudo da

controlabilidade de S( @ M,Q,R) .

Para facilitar este estudo, sao dadoé, a seguir, dois teoremas.
2.3 — TEOREMA

Uma condicao suficiente para que o sistema S( @ M,Q,R) nao seja
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= =q =0 para algum i

" controlavel & que ¢q = qp +2 . D

Pj1
(i=1, 2, ..., k).
Prova:

Basta verificar que para a hipotese acima, teremos rank C* < n,

onde
ct= o l@®uql ... | (®@m"q] (11.13)

' -1
Desenvolvendo-se as matrizes Q, ®@MQ, ..., (A M" Q, verifica
mos que, em virtude da hipotese do teorema, as di linhas de C* de mesma or-—

dem que os di elementos nulos de Q sao nulas. Portanto,

rank C* ¢ n - di <n

C.Q.D.

2.4 - TEOREMA

Uma condicao suficiente para que o sistema S( @ M,Q,R) nao seja

controlavel e que qp 4 - 0 e ap 41 = 0 para algum i (i = 1,2,.,.,k)
i-1 i-1-
onde api—l+1 e o elemento do canto superior direito de Mi e qpi~l+l eo

primeiro elemento nao obrigatoriamente nulo da i-ésima coluna de Q.
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Prova:
Desenvolvendo-se as matrizes Q, ® MQ, ..., (@ M)nml Q, verifica-
se que a (p, .+ 1)-ésima linha de C* se anula para q =0 e
i-1 i—1+l
= % -
api—l+l 0. Portanto, rank C* ¢ n - 1 < n,

C.qQ.D.

3 ~ DESACOPLAMENTO ESTADOQ-SAIDA

Nesta secao, sera desenvolvido o desacoplamento estado-saida que
corresponde a fazer com que cada um dos conjuntos ii determinados por B M
influencie uma componente de saida §£’ mas de tal forma que cada §Z seja

- —
influenciado, no maximo,por um Xi'

Para este desacoplamento, foi introduzida na segao 1 a transforma

Sejam:
Y1 Y12 vt Vi Bpp Byp eeeeee By
.Y21 Y22 LI R B B A ) an th h22 *® e 50 80 th
I'=CT = . . H=|": . (11.14)
Y * 8 6 8290 h h e 8 8 9 02 h
Tp1 p2 Yon pl  p2 pp

E facil verificar que a definicao de desacoplamento estado~saida
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de S(@® M,Q,R) é equivalente a que se tenha a matriz R com a seguinte for-

ma:
dy dy dye
ry Ty eevens rpl 1 0 coeese O y 0 o.vvea O i 0 ceeees O
! i i
0 0 0 I ! 0 0 ’ 0 0
cesene 1 T ees L { R { s e e
! pytl P2, i
| l i
9 0 veees 9 i 9 ceesen 9 | %p2+l°" 9 { 9 csrens 9
. : e . tos . s .
: con Lo R :
. . P . Po. . .. .
z IR
: L S R :
- . . [ . Jooe . | e .
R0 0 eeiei 0 10 eeeeei 0 {0 eenn L0 eeeeas O (I1.15)
I | Pr-1
0 l 0 0 ' 0 0 I
0 D ¢ | EEEEE i seasen 1 T 'y
! I 1 Pyt
i I I
0 0 tee.0e O 1 0 «vosvea O 1 0 vueee. O i 0 cveeee O
. . . [ . . Po. . .. .
. s . [ . . [ . . 1 . .
. . . | . . P . . 1. .
. . . .. . | . . v - .
. . . - : | . . .. .
. . . | . . - . [ . .
0 0 veveee 0 {0 veveee0 ;0 vuuunn O 10 veeras O

onde, pelo menos, um ri de cada uma das k primeiras linhas nao deve ser nulo.

Vejamos em que condigaes existe H tal que HCT tem a forma indica-

da em (II.15).

0 desenvolvimento do desacoplamento estado-saida e bastante seme-

lhante ao entrada-estado, Por isso, nao entraremos em muitos detalhes.
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Sera preciso resolver k sistemas de equagoes lineares do tipo:

[ e
<
]
o

n -
<
[
o]

. h,.
i in—l+1 ij pi_1+1 (11.16)

[ e e
<
[}
(o]

1 jn hij
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A discussao das 3 hipoteses p < k, p = k, p > k & analoga a ja

feita na segao 2 para o desacoplamento entrada-estado.

Assim, chegamos ao lema 3.1.
3.1 - LEMA

-~ - - -
Uma condigao necessaria para o desacoplamento estado-saida e que
p > k, onde p e o numero de saidas do sistema e k o numero de fatores inva-

riantes da matriz A com grau positivo.

Aqui tambem sera estudado o sistema de equagges lineares homoge-

neas abaixo derivado de (II.16).

Py 0
T, =
j=1 3L 43

P

oY, = 0
=1 42 1

P

o, h,, = 0 (II1.17)
j=1 P M

LN .
oY, h,, =
j=1 Jpgtt Al

P

% Y h = 0
j=1 m i3



30.

As duas hipoteses discutidas no desacoplamento entrada-estado

sao substituidas pelas hip5teses P>n - di e p&n -~ di'

~ —~ -t
As conclusoes tiradas sao analogas e chegamos ao teorema:

3.2 ~ TEOREMA

Uma condigao necessaria para o desacoplamento estado-saida de um
sistema S(A,B,C), usando-se a forma canonica racional de A e a transforma-
ggo § = Hy & que P > k e que se existir 1 (1 =1, 2, ..., k) tal que
p<n -~ di’ entao, rank Pi < m, onde Pi e a matriz obtida a partir de T,

quando sao retiradas as di colunas que aparecem em (II.16) e nao aparecem

em (II.17).

Prova:

A demonstracao e analoga a do teorema 2.2.

C.Q.D,

0 teorema 3.2 nos garante a existencia de uma matriz H que possui
- ~ - ~ ~ . ~
zeros, onde deve possui-los, mas nao da informacoes sobre os elementos nao
- ~ ~ -~ . ~ -
nulos. Esta e a razao pela qual este teorema nao e uma condigao necessaria

e suficiente,

A seguir, sao dados 2 teoremas para facilitar o estudo da observa

bilidade de S( @ M,Q,R).
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3.3 - TEOREMA

Uma condigao suficiente para que o sistema S( @ M,Q,R) nao seja

observavel & que r =r = .,..=1 =0 paraalgum i
Pj1tl Py g*2 Py

Prova:
Basta verificar que para a hipotese acima, teremos rank 0% < n,
onde

0% = l R' |@®M'R' | . . . ] (@)™ g (11.18)

sendo R' e @ M' respectivamente as transpostas de R e B M.

Desenvolvendo-se as matrizes R', @ M'R', ..., (® M')n—l R', veri
ficamos que, em virtude da hipotese do teorema, di linhas de O* sao nulas.

Portanto,

rank 0% < n - di <n

C.Q.D.
3.4 - TEOREMA

Uma condiggo suficiente para que o sistema S(@® M,Q,R) nao seja
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observavel & que o« =0 eque r =-uqg r -
Pyg*t Py Pit2 Pyt

o T -+ .-0r o paraalgumi (i=1, 2, ..., k).

Pj1*3 Py g*2 Py Pyml

Prova:

Desenvolvendo-se R',@M'R', ..., (()Bf)n—l R', verifica~se que

para a hipotese acima, a linha de O% correspondente a ultima linha do i—éqi

i
mo bloco Mi’ ou sejaa (I dk)—ésima linha e combinaggb linear das outras
k=1

(di ~ 1) linhas de 0% correspondentes ao i-ésimo bloco Miu Portanto,

rank 0% £ n -1 <n

C.Q.D,

4 - DESACOPLAMENTO ENTRADA-ESTADO-SAIDA

De acordo com a definicao 1.1 havera desacoplamento entrada-esta-
do-saida, quando houver desacoplamento entrada-estado e estado-saida. Por-

tanto, podemos enunciar o teorema:

4.1 - TEQREMA

A condigao necessaria e suficiente para o desacoplamento entrada-

estado-saida de um sistema S(A,B,C), usando-se a forma canonica racional de
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A e as transformagaes u=Gu ey=Hy e que

(1) m2k, p2k

(ii) Se existir i ¢ {1, 2, ..., k} tal quem £ n - di(p £n- di)

entao, rankCi < m (rank I‘i <p)

(iii) Para nenhum i € {0, 1, ..., k-1}

q =q = ... =q =0 (r =r
pi+l P i+2 Pii1 Pi+l Pi+2 p
= .. =T = 0) onde p = 0,
Pin1 ©
onde:
n - numero de componentes do vetor-estado
m - numero de componentes do vetor-entrada
P - numero de componentes do vetor-saida
k - numero de fatores invariantes com grau positivo
di - grau do fator invariante fi(l)
E;i(ri)— matrizes definidas por IT.12 (II.17)
qi's - elementos de Q (II.10)
ri's - alementos de R (IT.15)
Prova:

A condicao e necessaria:

(i) e (ii) decorrem dos teoremas 2.2 e 3,2, respectivamente.
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(iii) decorre da definigio 1.1, pois se (iii) nao for satisfeito para al-

—

gum i, entao, X, nao sera influenciado por nenhuma entrada (mao influencia

i
ra nenhuma saida) o que contraria a hipotese de desacoplamento.

A condigao e suficiente:

0 desacoplamento entrada-estado-saida & equivalente a ter-se Q e
R com as formas apresentadas em (II.10) e (II.15), respectivamente.
(1) implica na existencia do numero minimo de colunas (linhas) de Q(R).
(ii) implica que Q(R) possui zeros, onde deve possui—los.
(iii) implica que, pelo menos, um elemento de cada uma das k primeiras 1li-
nhas (colunas) de Q(R) nao e nulo.
Portanto, Q e R tem as formas apresentadas em (II.10) e (II.15) e a condi=+
cao e suficiente.

C.Q.D.

O teorema 4.1 resolve o problema do desacoplamento entrada-esta-

-
do~saida.

5 —~ A FUNCAO DE TRANSFERENCIA DO SISTEMA DESACOPLADO

Nesta segao, sao desenvolvidas duas formas de se determinar a fun

cao de transferéncia H(s, ® M) do sistema desacoplado S( @ M,Q,R).

De (I1.9) segue imediatamente que:
H(s, ®M) = R(sI —@M)'1 Q (II.19)

onde I é a matriz identidade (n x n). Mas, de acordo com (A.1l.4)
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0 0 ...

£,(8)  O.oeeinnnn,

onde Pl(s) e PZ(S) sao

versa, vem:

l/fn(s) S

¢ Y
0 0

f1 (s)
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. = Pl(s) (sI -@ M) Pz(s) (1I1.20)

produtos de matrizes elementaress Tomando-se a in-

1

: - P2_l(s)(sI -GL)M)“1 Pl‘ (s) (11.21)

.
= eeoes

. /fl(s)

onde Pl-l(s) e Pz—l(s) existem e tambem sao produtos de matrizes elementa-

res (vide Apendice)

Tirando-se (sI -QM)"1 de (II.21), e levando em (II.19), vem:

H(s, ®M) = R Pz(s)

1

s s e e e

[£ (8) Oiveeenrensnes.0
n -

l/f (S).......O
» n-l, .

Pl(s) Q (11.22)

ceentL/E (8

O eees
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A relacao (II.22) é de grande valor para o calculo de H(s, @ M),

pois as matrizes Pl(s) e Pz(s) estao praticamente determinadas, quando se

calcula a matriz de similaridade T tal que M = T—l AT (vide Apéndice).

Vejamos outra forma de se calcular H(s, ® M).

Como (sI - @ M) é uma matriz formada por blocos na diagonal, a

sua inversa tambem sera.

Podemos, entao, escrever:

g*(s,Mz).......q

.......ﬁ*(s,Mk)

-1

- matriz identidade (di x di)

H*(s, Ml) 0
0
H(s, @M =R .
0 0
% = -
onde H¥(s, Mi) (sIdi Mi)
I
di

E facil verificar que:

H(s, @M) =

!
R Hk(s,M,)Q; " .+

ees e v e

O e

Q (11.23)

(I1.24)

es e OO
L]
.
.
.
seee D

(II1.25)
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onde Ri - i-ésima 1linha de R

Q£ - i-esima coluna de Q i=1, 2, ,,., k

ou, ainda, fazendo-se H(S,Mi) = R, H*(s,Mi) Qi'

H(S’Ml) 0 P ¢ Oievonessal
0 H(S,Mz).......O [ R
H(s, ®M) =| 0 0 .o ..IH(s,Mk) 0ueveees. (I1.26)
0 0 cresessl 0.eeveeee.0
0 0 veesssl 0 R | |
Sej‘a:
d, d,-1
fi(s) =g + adi—l,i s + ...+ ul,i s + ao,i (I1.27)

Levando-se em consideracao que det H*(s,Mi) = fi(s) (vide Apendi-

ce) e em virtude da referéncial(Pg‘Sz_ss):

1 di—l di~2 -
o —— 1 1 1]
H(s,M,) = ) R,P,Q," s +RPQ" s + ... RiPdi-lQi (1I.28)
onde: Pj = @M P, g toy oy I, j=1, 2, ..., di—l (11.29)
J 1 15 i
Po= 14
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Portanto, de (II.26), (II.27), (IL.28) e (II.29), calculamos

H(s, ®M).

Assim, temos duas formas para o calculo de H(s, @ M), sendo que
a primeira e mais direta que a segunda, pois no calculo da matriz de simi-

laridade T temos meios de determinar Pl(s) e Pz(s) diretamente.

6 - UM EXEMPLO

Seja o sistema S(A,B,C) abaixo:

%X = Ax + Bu

y = Cx

1 -1 1 -1 1 2
-3 3 -5 4 1 1

onde A= B =

8 ~4 3 -4 1 0

15 -10 11 -11 1 -1
1 1 1 1
C =



Calculando~se os fatores invariantes de A, obtemos:

£,00

£,00 =

£,0)

£,0

Portanto, a forma canonica racional de A e:

O+ 1)°

O+ 1)

1
0 0 -1 , 0
f
!
1 0 -3 , 0
= T lar = '
|
0 1 -3 , 0
- e e |
!
-0 0 o , -1
A transformagao de similaridade &
0 1 -2 1
0 -5 11 -5
T =
1 3 =7 5
0 11 -23 12

39.
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E a sua inversa:

14 -1 1 -2
17 1 0 -1
Tl =
5 1 0 0
-6 1 0 1
Usando-se as transformagao" u(t) = G u(t) e y(t) = H y(t),

obtemos:

1

= @M x +G ea (v)

y (t) =HT x

Para o nosso exemplo, temos:

d1 = 3
d2 = 1
k = 2
n = 2
n = 4
p = 2

Usando-se o teorema 4.1, vemos que para que o desacoplamento seja
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possivel, precisamos:
rank 232 < 2

rank P2 < 2

Vejamos se estas condigoes sao satisfeitas:

0 0
1 0 30 2 1 -2
Z= r =
2 0 0 0 0 1
0 -1
0 0
30 2 1
Cz= 1 0 I"2=
0 0 0
2 0
rank 632 =1 < 2 : rank Pz =1 <2

0 desacoplamento e possivel.
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Determinemos G e Q

0 0 0 0 4 0
!
, 1 0 g11 B2 g g 4,. ! 0
qQ = G G= - 11 12 _ 2 |
|
20 821 822 2817 28y 3 ¢ O
-y -
o -1 “Ba1 By o g,
Arbitrando-se 811 = 1 e 8gg = = 1, obtemos
o ! 0
{
I
1 0 1 0
1
G = Q= i
0 -1 2 1 0
!
- — -
o 1
Determinemos H e R
hll h12 30 2 1 -2
R=HT= =
h21 h22 0 0 0 1
30hll 2h11 hll —2hll+h12 Ty r, r, : 0
= Tl e e o mm v ar m em e e e I____
30h 2h h -2h, +h 0 0 0 I r

21 21 21 21 722 4
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Arbitrando-se hll =1 e h22 = 1, obtemos

1 2 30 2 1 : 0
H= R = .__._...._._....._._:_..
0 1 0 0 0 1 1
0 sistema desacoplado fica
x= @Mx + Qu
y= Rx
com
0 0 -1 : 0
I
I
1 0 -3 1 0
i
®OM = '
0 1 -3 : 0
i
I TRy
0 0 0 1 -1
0 : 0
]
I P
1 1 0 30 2 1,0
|
Q = | R = __-_-.___..__:.__
2 : 0 0 0 0 1 1
R
[}
0 1 1
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Para o calculo de H(s, ® M), podemos usar, por exemplo, (II.22).

Assim, calculamos:

0 -1 0 0

0 0 -1 0
P (s) =

0 0 0 1

1 s s2 0

2

i - s 0 s +3s+3

0 1 0 s+3
P, (s) =

0 0 0 1

0 0 1 0

Levando-se em (II.22), chegamos a:
452—655—34 0
~ 3
(s+l)
H(s, @ M) =
1
0 s+1

Finalmente, podemos representar S( @ M,Q,R) por:
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Podemos representar S( @ M,Q,R) por:

g x - ;
\@_ 2 r Xz L‘ @ + yl
@ I~
D
}l{ -
R 3 (\ *3
a . X, %, A
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CAPITULO ITIT1I

DOIS PROGRAMAS DE COMPUTADOR PARA O DESACOPLAMENTO

1. - INTRODUCAQ

Neste cap{tulo sao desenvolvidos dois programas para computador.
O primeiro determina os fatores invariantes da matriz.A de S(A,B,C), as-
sim como a matriz de similaridade T tal que @M = T_lA T. O segundo de-
termina para uma matriz retangular (n x m), se o "rank" & igual ou menor
que min (n,m) pois e isto que queremos saber quando aplicamos o teorema

(I1.4.1) que fornece a condigao necessaria e suficiente para o desacopla-

mento entrada-estado~saidax

0 computador utilizado foi um IBM-1130 e os programas foram de-

senvolvidos em FORTRAN.

2. - FATORES INVARIANTES E MATRIZ DE SIMILARIDADE

. ~ ~
O programa que calcula os fatores invariantes e a forma canonica

. . , . ~ . le?2
racional de A, foil desenvolvido utilizando~se as referencias .

Para o calculo dos fatores invariantes, empregou-se o metodo
c112 . -
apresentado por Gill , e para a matriz de similaridade, o metodo descrito

no Apgndice.
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2.1 - FATORES INVARIANTES

Queremos calcular os fatores invariantes de A. De acordo com
”~ Rad ~~
(A.1.7), os fatores invariantes de A, sao fatores invariantes da matriz

caracteristica (AI-A).

Sejam as operagges elementares de linha (coluna) que foram de-
finidas em (A.2)((A.3)), e que serao representadas poxr OEL (OEC). Sabemos
que matrizes equivalentes (A.1.3) tem os mesmos fatores invariantes -
(A.1.5) e, portanto, podemos aplicar as operagaes elementares em (AI-A),
que nao mudaremos seus fatores invariantes. Apas uma serie de operagaes
elementares, transformaremos (AI-A) numa matriz diagonal, cujos elementos

da diagonal sao os fatores invariantes de A(A.1.4).

Seja aik(A) um elemento de ()I-A)oy de qualquer outra )-matriz em
que (AI-A) se transformara, nao-nulo e de grau minimo. Se aik(A) nao divi-
de todos os outros elementos, seja ajk(A) um elemento de (AI-A) nao divi-
sivel por aik(A). Suponhamos que aik(k) e ajk(A) pertencem a mesma coluna.

k

&~

i .........aik(A).........a 0 IS

.

te st s e Ve esa DO sesesan

j .........ajé(k).........a () eeeennnn.

?

s e ensna
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Pelo algor{tmo da divisao:

ajk(x) = qjk(x) aik(x) + aik(x)

onde

grau (aak(k)) < grau (ajk(k))

Portanto, por OEL(2) (segunda 0pera§50 elementar de linha), podemos somar

a j-ésima linha a i-ésima linha multiplicada por (—qjk(x)). Aésim, o ele
mento ajk(k) fica substituido por agk(l) que possui grau menor.Uma opera-
ggo similar pode ser aplicada quando os dois elementos pertencem a mesma
linhaf Se aik(k) divide todos os elementos de sua linha e de sua coluna,
mas nao divide um elemento ajE(A) de outra posigao, a operagao pode ser
efetuada atraves de um elemento que pertenga a i-ésima linha e {-ésima co-

- -
luna (ou j-esima linha e k-esima coluna). Assim:

a0 = a, (0 a5, ()

ajz(k) = qu(l) aik(k) + agﬂ(k)

Dai tiramos:

q.,(0)
2 S '
31,0 agp(M) + al, (V)

ajz(l)
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Portanto, por OEL(2), podemos somar a j-ésima linha a i-ésima
linha multiplicada por (—qu(x)/qiﬂ(x)). Assim ajz(x) fica substituido por

aﬁﬁ(x) que possui grau menor.

0 processo & continuado ateé que seja encontrado um elemento que
divida todos os elementos da matriz (isto & garantido, pois na pior das
hipateses esteselemento sera uma constante). Por OEL(3) e OEC(3) este ele-
mento pode ser levado ao canto superior esquerdo da matriz. Como este ele-
mento divide toda a matriz poderemos por meio de OEC(2)'s e OEL(2)'s anu-
lar todos os outros elementos da primeira linha e primeira coiuna da ma-

-
triz, cuja forma sera:

£ (\) O ¢

ALO)

O rerearseO (18

Podemos agora repetir o processo para_Al(A). Chegaremos a uma

matriz da forma:

fn(A) 0 0.........0

o
Fh
i
|._l
~
>
~r

0.........0

A, ()

S oesvsr e D
Oesssesed
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Continuando-se o processo, chegaremos a:

£ Ovevvvnneesl0

peg W) eeesl 0

D N R R

Ottnill.l.lf

O resecsesase ™

’_A..l...itnl..

W)

onde fi(h)(i=l,2,...,n) sao os fatores invariantes de A.

OBSERVACAQ:

Para o caso em que o elemento aik(x) divide toda linha e to-
da coluna mas nao divide um elemento de outra posig;o, podemos usar

como elemento intermediario aiz(k) ou ajk(x). Foi escolhido, para o pro-
grama, aiz(k) pois como se veré—adiante, 4isto-economizara operagaes~quan-

do for feito o calculo de T(matriz de similaridade).

Quando aiﬂ(k) e nulo, nao podemos usa-lo para esta operagao. Nes

- -
te caso somamos a i-esima linha a j-esima linha e recomegamos o processo.

2.2 - MATRIZ DE SIMILARIDADE

- - -~
Apos o calculo dos fatores invariantes, deseja-se calcular a ma-

1

triz de similaridade T tal que @M = T A T. Uma das formas de se calcular
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T esta desenvolvida no Apgndice.

Deve-se notar que o calculo da matriz de similaridade, depende do
conhecimento das OEC's efetuadas em (AI-A) quando se calculam os fatores
invariantes. Esta & a razao pela qual o programa desenvolvido determina

simultaneamente os fatores invariantes e a matriz de similaridade.

2.3 - O_PROGRAMA

0 programa desenvolvido pode ser empregado para matrizes quadra-
das A com dimensao maxima (10 x 10). Com pequenas modificagSes, podere-

mos utiliza-lo para matrizes com dimensao maior.

Foram utilizadas 2 subrotinas cientificas IBM:

PMPY - multiplica polinamios

PDIV - divide polinomios
Foram tambem desenvolvidas 2 subrotinas:

GRAPO - calcula os graus dos polinamios de umaid-matriz

PROMA - multiplica duas matrizes quadradas.

A utilizagao do programa e muito simples. Para uma matriz A(nxn)
utilizam-se (n+l) cartoes de entrada. O primeiro fornece n no formato I2.
Os outros cartoes fornecem as n linhas da matriz em ordem crescente de li-
nha. Cada cartao fornece os n elementos de uma linha em ordem crescente de

coluna, sendo que, cada elemento, esta representado no formato ¥7.3.
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- el
Nas proximas paginas temos a listagem do programa, assim como, ©O

resultado para duas matrizes.
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// JoB OUFF 10FF P 163044
LOG DRIVE  CART SPEC  CART AVAIL PHY DRIVE

0000 OOFF OOFF 0000

0001 LGFF 10FF 0001

2013 0007

V2 MOS  ACTUAL 32K CONEIG 32K
// FORTRAN

¥ LIST SGURCE PROGRAM

* ONE WORD INTEGERS
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W)

SUBR GUT{NL znAPﬂ{MATRX,u%AUaM TOL)
C GRAU DOS ELEMENTOS DE UMA MATRIZ POLINOMIAL
INTEGER GRAUL10,10)
REAL MATRX{10,10,10)
N=pM+1
Do 5 1=1,M
DO % Jd=1,4M
00 4 K=1,4N
K1=N+1-K
IF(ABSIMATRA{T,J4K1))=-T0L)25251

1 GRAU(TI,J)=K1~-1
GO 10 5

2 IF(E-N)4,3,3

3 GRAU(I,J)=0

4 CONT INUE

5 CUNT INUE
RETURN
END

FEATURES SUPPORTED
OME WORD INTEGERS

CORE REQUIREMENTS FOR GRAPD
COMMON U VARIABLES 6 PROGRAM 126

END UF CUMPILATIOHN
/7 Dup
*S5TORE WS UA GRAPO
D 06 ENTRY PUINT NAME ALREADY IN LET/FLET

/7 FORTRAN

S

% LIST SOURCE PRUGRAM
* ONE WORD INTEGERS
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JBROUTINE PROMA{A,ByR,M)
JUTO DE DUAS MATRIZES QUADRADAS
DIMENSION A(10,10),8(10,10),R(10,10)
DU 10 I=1,M
DU L0 J=1,M
SOMA=0.
DO 10 K=1,M
RULyJ)=SOMA+ALT K *B(KyJ)
SOMA=R(1,J)
10 CUNTINUE
RETURN
END

FEATURES SUPPORTED
ONE WORD INTLGERS

CORE REQUIREMENTS FOR PROMA
COMMUN O VARIABLES 8 PROGRAM

END OF COMPILATION
/7 DUP

*STURE W5 Ua  PROMA
D 06 ENTRY POINT NAME ALREADY IN LET/FLET

/7 FORTRAN

e

¥ T0CS{2501 READER,1403 PRINTER)
% LIST SOURCE PRUOGRAM

#* [ONE WORD INTEGLHES

104



leNalel

[Nl

40

2
E

33
30
31
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INICIO DO PROGRAMA PRINCIPAL

REAL MATRX(10,10,10),MATR{1G,10)

INTEGER GRAU(10,10),CONTALCOL1(100),C0L2{100},DIMFI(10)
DIMENSION X{10),Y{10),P{10),72{20},0{10),5(10}

) {SION ITI(100),POL{100,10),I0P0OL(100),ICONT{2)},RO0L(10)
UIMENSION AA{10410510),R(10,10),A(10,10},8(10,10)

PRIMEIRA PARTELMATRIZ{XI-A)
ESCULHA DO CLEMENTO DE MENOR GRAU DA MATRIZ PULINOMIAL
REAULB,40) M

FORMAT (12}

DO 38 I=1,10¢

DO 38 Jd=1,10

oo 38 K=1,10

READ(B4 1LV {IMATRX{T 3 J4135J=1,10),1=14M)
FL ATLLOFT.3)

WRITE(S5:42)

FORMAT( 1Y, // /4 MATRIZ A Y, //)
DO 23 I=1,H
WRITE(S5443){MATRX{IsJs1)9d=1,M)
FORMAT(10FB8.2)

DU 44 I=1,M

DO 44 J=14HM
MATERX{I:Jdy 1 Y=—MATRX{I+J,11}

DO 45 I=1,H

MATRX(Is1,2)=1.

TOL=0.001

iJ=1

N=M+1

CUNTA=0

TJK=1

MINGR=N

DU 31 I=1Jd.M

DU 21 Jd=1d.+#4

DO 30 K=1yN

Kl=nN+1-K
IF(ABSIMATRA(I»J,K1))}-TOL)32,32510
GRAU(T,Jd)=Klil-1
IFIGRAU(IZJ)Y-MINGR)11,11431
MINGR=GRAU{I )

IMIn=1

JMIN=J

GO T0 31

IF{K-8)30,33,33

GRAU(I,J)=0

CONTINUE

CONTINUE

IFI(MINGRILIB0,150G,100

TESTE DA LINHA
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100 DO 113 J=T1J,M
IF{IMIN-J)110,113,110

116 DO 111 I1l=1.NH

111 X(IL)=MATRX{IMIN,J,I1)
D0 112 1Z2=1yH

112 Y{IZ2)=MATRX{IMIN,JMIN,12)
IOIMX=GRAU(IMIN,J}+1
IDIMY=MINGR+1L
CALL PDIVIP,IDIMP,X,IDIMX,Y,IDIMY,TOL,IER)
IDIP=IDIMP+1 :
DO 137 K2=101IP,10

137 P(KZ2)1=0.

- C INICIO U0 TESTE PARA SABER S5E HA RESTO

DO 108 13=1,101MX
IF{ABSIXA(I3)1-TOLY108,108,114
108 CUONTINUE
113  CONTINUE

C NAD HA RESTO
GO TO 201
C HA RiESTU. INICIU DO PRODUTO DA COLUNA MINIMA PELDO QUOCIENTE

114 CUNTA=CONTA+1
TIT{CONTA)=~1
DO 166 I=1J,M
IF(GRAULT,JMIN) 1168,168,167
168 IF(ABS{MATRX{I,JMIN,1))-TDOL}166,166,167
167 DU 115 K=1,N
115 Y(K)=MATRX{I1sJMIN,K)
TOIMY=GRAUCT, JMIN)+1
CALL PMPY(Z,IDIMZ,P,IDIMP,Y,IDIMY)
IDIZ=1DIMZ+1
DO 140 K2=1D17,20
140 72(K2)=0.
DO 116 K2=1,°
116 MATRX{I,J,K2)=MATRX{I,J,K2)-7{K2)
166  CONTINUE
COLL(CONTA)=J
COL2 (CONTA)=JMIN
DO 601 N1=1,IDIMP
601  POL{CONTA,N1)=P{(N1)
IDPOLICONTAY=1DIMP
1DP=1DIMP+1 '
DU 651 N1=1DP, 10
651 PUL{CONTA,N1)=0. ,
C TESTE DO GRAU DO NOVO PDLINOMIO { HOUVE RESTD )
DG 120 K3=1,IDIMX
K4=IDIMX+1-K3
IF(ABS (MATRX(IMIN, JsK4))-T0OL)1204120,117
117 GRAUCIMIN,J)=K4-1
IFIGRAUCIMIN,J)) 125,118,125
120  CONTINUE
C NOVO GRAU E ZERD
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214
268
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215

220
218
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NOV( GRAU DIFERENTE DE ZERD
JMIN=J

MINGR=GRAU(IMIN,J)

CALCULO DU GRAU DA NOVA COLUNA
DO 131 I=1J4M

DO 130 K=1,N

K1=N+1-K
TF{ABS(MATRX{T,JMIN,K1))-T0OL)132,132,135
GRAUL T, JdMIN)=K1-1

GO TO 131

[F(K-N)130,133,133
GRAUT T, JMIN)=0

CONT INUE

CONTINUE

G0 TO 100

TESTE DA COLUNA

U0 213 I=1J.M
TF(IMIN-1)2104213,210

DO 211 Jl=1,N
XK{JL)=MATRX(I,JdMIN,J1)

DO 212 J2=1,4N
Y{JZ)=MATRX{IMIN, JMIN,J2)
[OIMX=GRAU(TI,JMIN)+1
IDIMY=MINGR+]

CALL PDIV(P,IDIMP,X,IDIMX,Y,1DIMY,TOL,IER)

DG 208 J3=1,101IMX
IFCABS{X{J3))-TOL)208,208,214
CONTINUE

CONTINUE

GU 10O 160

DO 266 J=1J,¥
ITF{GRAU{IMINSJ)]1268,268,267
IFCABS{MATRX{IMINGZJ 1) )-TOLY266,266,267
DO 215 K=1,N

Y{KI=MATRX{IMIN,JsK)
IDIMY=GRAU(IMIN,J)+1

CALL PMPY (Z41IDIMZ,P,IDIMP,Y,IDIMY)
DO 216 K2=14N
MATRX(I3J,K2)=MATRX{1,J,K2)-2{K2)}
CONTINUE

DO 220 K3=1,IDI#MX

K4=IDIMX+1-K3

IF{ABS(MATRXII yJMIN,K4))-TOL)Y220,2204217
GRAU(TI JIMINI=K4-1

IF{GRAULT,JIMINDY 225,218,225
CONTINUE

IMIN=1

58.



7 P 14630644

MINGR=0

GO 10 150

IMIn=1

MINGR=GRAU(I,JMIN)

CALLULO DU GRAU DA NOVA LINHA
DO 231 J=1d,M

DU 230 K=1l,N

Kl=H+1-K
IF{ABSIMATRX(IMIN,J,K1})-TOL)232,232,235
GRAU(IMIN,JI=K1-1

GO TO 231

IF(K-N)230,233,233
GRAUUIMIN,J)=0

CUNTINUE

CONTINUE

GU 10 100

TESTE LINHA-COLUNA

DO 333 1=1J+M

DU 313 J=1J,HM
IF{IMIN-T1309,4333,309
IF{IMIN-J)305,313,305
IDIMX=06RAU{LI,J)+1
IDTHY=MINGR+1
IF{IDIMX-1)313,313,310
INICIO DA PRIMEIRA DIVISAD
BG 311 L=1,W
X{LI=MATRX(I4d41)

DO 312 L=1,H
YILI=MATRX{IMIN,JMIN,L)
CALL PDIVIP,IDIMP, X, IDIMX,Y,IDIMY,TOL,1ER)
TDIMR=TDIMX

BO 313 L=1,1IDIMX
IF(ABSIA{L)I-TDL)313,313,314
CORTINUE

CUONTINUL

HA RESTO

GG 10 150

L0 315 L=1,1IDIMP

PRIMELIRG QUUCIENTE EM Q
giL)=P(L)

IDIMU=TDIMP

INICIO DA SEGUNDA DIVISAD
DU 316 L=1,H
XTL)I=MATRX(IMIN,J, L)
10IMX=CRAULIMIN,J}+1
IFUIDIMX-1)380,+4380,370

CIF(ABSIMATRACIMINGG, 1)) -TOL)Y381,381,370

U0 385 Jl=1J,M
DO 385 K=1,H

MATRX(CIMINGJL,K)=MATRX{IMIN,J1,K}+MATRX{I4J14K)

59.
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TG 20

CALL PDIVIP,1IDIMP, X;iDIﬁX;Y IDIMY,TOL,IER)

50

317 L= 1,1 IMp

SEGUNDUO QUULTIENTE EM 5
S{L¥=P(L)

ini
00
DO

MS=101MP
320 Ji=1J,.M
318 L=1,N

Y{L}=MATRX{IMIN,J1l,L)

IDI

MY=GRAU{IMIN,J1)+1

CALL PMPY (Z,1DIMZ,Q,IDINMQ,Y,IDINMY)
CALL PDIV (P,IDIMP,Z,IDIMZ,5,IDIMS,TOL,IER)

101
DO

P=IDIMP+1
319 L=1IDIP, 10

P{L)=0.

Do

320 L=1,H

MATRX{T,J1,L)=MATRX{I,J1,L)-P{L}

TES

(R

Ké=

i

TE DO GRAU DO NOVO POLINDMIO { HOUVE RESTO )
330 K3=1,1DIMR

IDIMR+1-K3
ABS{MATRA{I,J,K4))-TOL1I330,330,327

GRAU{T s J¥=Ks—-1

iF{

d?

GO

SﬁﬂU(i,d))BZ%yBZ%,BZﬁ

N=J

MINGR=0

0 150

O NOVO POLINOMIO TEM GRAU ZERO

JMIn
iMi
MING
CAL
Do
$o

Kl=

IF

N=J

N=1

SR=GRAULINJ)

LULO DO GRAU DA NOVA LINHA

331 J=14sM

340 }(\Ilyl‘j

N+1-
ABSIMATRX(IMINSJLK1))-TOLY332,43324335

GRAULIMIN,J)=K1-1

GU
IF{

TO 331
K-N)340,4338,338

GRAULIMIN,JI=D

CONTINUE

CONTINUE

YOLTA AD TESTE DE LINHA

GU

70 100

RANSFERENCTA DO POLINOMIO MINIMO PARA SUA POSICAQ
TRANSFERENCIA LINHA

IF(
2o
Da

IMIN-TJ)401,405,401
404 J=1Jd:+M
404 K=1,4H

60.
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PAT=MATRX(IMIN,JsK)
MATERX{UIMINS JK)I=MATRX{1JyJaK)
MATRX{IJ,d+K)I=PAT
TRANSFERERNCIA COLUNA
IF{JIMIN-1J)606,3,410,606
CONTA=CONTA+]

TIT{CONTA)=1

COLL(CONTA)=1J
COLZUICONTA)Y=JMIN

DO 607 N1=1,10
POL{CONTAGNL)=0,
TUOPOL(CONTA)=0

DO 409 I=1J4M

DO 409 K=14N
PAT=MATRX{ Iy JMIN,K)

MATRX{ T s JMINYK)=MATRX{I,1.J,4K)
MATRX{I,IJ3K)=PAT ‘
CALCULG DO GRAU DOS POLINOMIDS DA MATRIZ TRANSFORMADA
CALL GRAPGIMATRX,GRAU,SM,TOL)

TRANSFORMACAD DOS ELEMENTOS DA LINHA EM ZEROS
idl=1d+1

DO 425 J=1J1,#

00 420 K1=1,N

XAKL)=MATRX{IJyJ, K1}

PO 421 Ki=1,N
Y{K1)=MATRA{IJy1J,K1)
IDIMX=GRAULIJ,J)+1
IDIMY=GRAU(IJ,1J)+1 _
CALL PDIVI(P,IDIMPyX,IDINX,YsIDIMY,TOL,IER)
I0IP=IDIMP+1

DU 422 K2=101IP,410

P(K2)Y=0,

CONTA=CUNTA+]

III{CONTA)=-1

COLL{CONTA)=J

COLZ(CUNTAY=T1J

DO 602 Nl=1,IDIMP
POL{CONTA,NI}=P{N1)
IDPOL{CONTA)=IDIMP

I0P=IDIMP+1

D0 652 N1=1DP,10

POL{CONTA,N1LY=0.

DO 424 1=1J.M

DO 427 Ki=1.8

Y{KL)=MATRX{I,IJ:K1)
IDIMY=GRAU{I,1J)+1

CALL PMPY(Z+IDIMZ4P,IDIMP,Y,IDIMY)
IDIZz=IDIMZ+1

D0 423 Ke=101724510

2IK2)=0.

61.
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DD 424 K=1HN
MATRX(IL s JHyKI=MATRX{I+J9K}I-2{K)
CONTINUE

TRANSFURMACAG DUS ELEMENTOS DA COLUNA EM ZEROS
DO 4206 1=1J1,+H
DO 426 K=14H
MATRX{TI,1d5K)1=0.
DO 428 Kl=1,3N
Y{KI)=MATRX{IJ,1Jd,K1)
IDIMY=GRAU{TIJ,TJ)+1
X{1)=1. /Y(IJIFY)
IDIMX=1
CALL PMPY({Z,IDIMZ,XIDIMX,Y:IDINMY)
IDIZ=1DIMZI+1
DO 430 Ki1=1IDIZ,10
Z{K1)=0.
DO 437 K2=143N

MATRX{IJ,1J,K2)=2{K2)

CALLULO DO GRAU DOS POLINOMIOS DA NOVA MATRIZ
CALL GRAPOIMATRX,GRAU,M,TOL}
IF{{IJ-MI+1)431,4325432

1d=1d+1

GU TU 20

P0M= XJHAU(My )+1

DU 434 K=1,1DM

MATEX{My MoK )=MATRX{M MK} /MATRX{M,M, IDM)
TFLIUK-1)429,429,435

WHRITE(9;5433)

FORMATI(///)

DU 461 I=1.M

DO 461 K=1,10
MATRIUIZKI=MATRX{I,1,K)

DO 462 1=1,H

D0 464 K=1,10
IF{MATRITK) )1 483,462,4064

MATRUT K YI=MATR(I,K1~-0.0005%

GO 1O 462
MATH(I,K)=MATR(I,K}+0.0005

CUNT INUE

WRITE(545440)

FORMAT(Y FATORES INVARIANTES '4,//)
WRITE(bLy441)

FORMAT (' GRAUO 1,3Xy" 1 1,3%,' 2 1,3X51 3 1,3XyY 4 1,3%,47
13X, Y 6 43X 7 T 33Xt B '43Xy* 9 ,/7)

WRITE(D,436) IMATRIIWK)4K=1410),1I=1,M)
FORMAT(10F6.2)

ICORT(IJK)=CONTA .

TJdK=1JK+1

IF{1JK=-21608,608,700

CARREGAMENTO DOS FATORES INVARIANTES EM MATR

5
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608 DO 610 JJ=1,t
DU 610 K=1,N
Ml=M-JdJ+1
610 MATRIMLI,K)=MATRX{JJsJJsK)
CALCULO DAS DIMENSOES DOS FATORES INVARIANTES
O 611 I=1.M
MZ=M—-1+1
511 DIMFI{M2)=GRAULL,I}+1
CALCULD DO NUMERO DE F. 1. COM GRAYU DIFERENTE DE ZERQO
NFI=0
DU 612 I=1,M
NEI=NFI+DIMFI(I)-1
IF(NFI-®)1612+613,613
613 NFIDZ=1
GO 10 614
612 CONTINUE
NFIOZ=M

SEGUNDA PARTELMATRIZA(XI-(+)8)
614 DG 615 1=1,10

b0 615 Jd=1,10

PO 615 K=1,106

15 MATRX{I,4J,K})=0.
DU 620 1=1,HM
620 MATHX{(IyI92)=1.

iC=0
DU 630 JJd=14NFIDZ
IDFI=DIMFI{JI)~1
DO 625 I=1,1DF1
I11=1+1C
I2=1DFI+1IC :
625 MATEX{TILl,12:1)=MATR{JI+ 1)
IF{IDFI-1)6293629,626
626 DU 627 1=2,1DFI
[1=1+1C
{2=1-1+1IC
627 MATEX(11,12,1)=-1
629 IC=I1CH+IDFI
630 CONTINUE
iJ=1
60 TO 20

CALCULG DE Q1(X)

OPERACOES ELEMENTARLES DA PRIMEIRA PARTE
7006 DG 710 1=1,10

bo 710 J4=1,10

DO 710 K=1,10
710 MATRX{(IsJsK)=D.

DU 715 I=1,¥
715 MATEX{I,Is1)=1.

IC=ICONT(1)
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DO 800 L=1,1C

CALL GRAPO(MATRX,GRAUM, TOL)

IF{ITI(L)) 720,720,730

OPERALCAD TIPO 1 { TROCA DE COLUNAS )
ICOLI=CUL1I(L)

IcoL2z=CoL2(L)

IDROL=10DPOLA(L)

Do 721 I=1,1IDROL

ROL{II=POL(L,T)

00 725 1=1,M

DO 723 K=1,8

X{K)=MATRX(1,ICOL2,K)

IDIMX=GRAU(I, [COL2)+1

CALL PMPY(Z,1DIMZ,X, [DIMX,R0OL,IDROL)
ID1Z=1DIMZ+1

DU 722 K1=IDI17,20

Z{K1)=0.

DO 724 K1=1,N
MATRX(I1,ICOL1,K1)=MATRX{I,IC0L1,K1)-2Z (K1)
CONT INUE

60 TO 800

OPERACAD TIPO 2 ( COLUNA1-POLINOMIO%*COLUNAZ)
ICOL1=COLLIL)

1COL2=C0L2(L)

DO 731 1=1,M

DO 731 K=1,N

PAT=MATRX{I,1COL1,K)

MATRX (1, 1COLL,K)=MATRX(I,ICOL2,K)
MATRXUL,1C0L2,K)=PAT

CONT INUE

CALCULU DE U(X). UPERACUOES FLEMENTARES DA SEGUNDA PARTE
IC=1CONT(2)-ICONTI( L) '
ID=ICONT(2)+1

GO 500 L=1,y1IC

IDl=1D-L

CALL GRAPOIMATRX,GRAU,M,TOL}

IF(III(ID1))B820,820,830

ICOL1=COL1(IDL)

1ICOL2=COL2(1ID1)

IDROL=10POL(IDY1)

DO 821 1=1,IDROL

ROL{1)=POLIIDL,I)

DO 825 I=14M

DU 823 K=1,8

X{KY=MATRX(I,1C0OL2,4K)

IDIMX=GRAUL I, ICUL2)+1

CALL PMPY(Z,IDIMZ,X,IDIMX,R0L,IDROL)

IDIZ=IDIMZ+1

DO 822 K1=1D1Z,20

Z(K1)=0.
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DO 824 K1l=1,4N

MATRX( I, ICOLLI,KL)=MATRX{I,ICOLL,K1}+Z(K1)}
CORNT INUE

GO 7O 900

ICOL1I=COLL{IDL)

ICOLZ2=CO0L2(ID1)

DU 831 I=1,.M

O 831 K=14H

PAT=MATRX(I,IC0OL1,K)

MATRX{T, ICOLL,KI=MATRX({1,ICOL2,4K)
MATRX{1,ICOLZ,K)=PAT

CONTINUE

CALCULDO DO SRAU MAXIMO DE Q(X)
CALL GRAPU{MATRX,GRAUM,TOL)
MAXGR=0

DO 1115 I=1,.M

DO 1115 J=1,M

IFIGRAULTL  J)-MAXGR)1115,1110,1110
MAXGR=GRAU(1,J)

CONT INUE

IFIMAXGRYILZ210,.1210,5,1120

DU 1105 I=1.10

DO 110% J=1,10

DU 1105 K=1,10

Aal{lydsyK)=0.

CARKEGAMENTO DE {+M) EM AA{I,J,1)}
IC=u

PO 1130 JJd=1,NFIDYZ
IDFI=0IMFI{Jd)-1

D0 1125 I=1,1DF1

I1a=1+1C

iB=1DFI1+1IC
AB{IA,IB,1)=-MATRIJI, 1)
IF{IDFI-1)1129,1129,1126

g0 1127 1=2,1DF1

1A=1+1C

iB=i-1+1IC

AR(TIA,IEs1)=1.

IC=1C+IDF1

CONT INUE

CALCULO DAS POTENCIAS DE (+M) EM AA{I,J4+K)
00 1150 I=1,M

DO 1150 J=1.M

R{lyJ)¥=AA(14J,1)

MAX=MAXGR-1

DO 1180 L=1,MAX

Li=L+1

DO 1160 I=14M

DO 1160 J=1.M

3{{;J)=*§(11j)
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CALL PROMA{A,ByR,M)

00 1170 I=1,.M

DO 1170 Jd=1,HM

31[1({’\}’1.1):*{.(1,\})

LONT INUE

DO 1200 L=1,MAXGR

Li=1+1

GU 1190 I=1,.M

DO 1190 J=1+M

AT, J)=MATRX(I4d5L1)
B{IsJd)=aA{1I,d,L)

CALL PROMALAB,R M)

DU 1195 I=lsM

DO 1195 J=1.M
MATHEX(T,Ja L)=MATRX Ly J51)+R{1,J)
CONT INUE

DO 1205 I=1,M

DU 1205 J=1.#
IFIMATRALT»d41)131206,5,120741207
MATRAX(T 0y 1) =MATRX{1,J,1)-0,0005
GO TO 12065
MATRXL1,J513=MATRX{1+J,1)+0.0005
CONTINUE

WRITE{5,1212)

FUORMATI(///y* MATRIZ DE SIMILARIDADE
DO 1213 I=1sM

WRITE(S5, 121 1) {MATRXITsJdy1)sd=1,M)
FORMAT(10F8.2)

CUNTINUE

CALL EXIT

END

RES SUPPORTED
WORD INTEGERS

REQUIREMENTS FOR
ON 0 VARIABLES 7532 PROGRAM

UF COMPILATION

G

'y /7))

4978

66.



MATRIZ A

8.00  —4.00 3.00
15,00 =10.00  11.00

FATORES INVARIANTES

GRAUQ 1 2z 3

1,00 0.00 0 0.00  0.00
1.00 G.00 (G.00 G.00
1.00 1.00 0G.006 0.00
1.00 3.80 3.00 1.00

MATRIZ O& SIMILARIDADE

-5.00 1.00 3.60

~1.00
4,00
"lf-o(}ﬁ
-11.00

_F:\

G.G0

0.00
(.00
0,00

1.6G0
-4.00
5.0G0
11.00

0.00
0.00
000
0.00

.00
0.00
0.00
.00

Q.00
0.00
0.00
0. 00

0.00
0.00
.00
4.00

0.00
0.00
0.00
0,00
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MATRIY

-3.00
5.00
0.060
0.00
0.00
0.00
0.00

FATORES

GRAUD

1.00
1.00
1.00
1.G0
1.00
000

MATRIZ

0,00
0.00
0.00
D.60
2,80
~0.60

_7.‘\%!@

1.00
0.060
0a.00
(.00
0,00
0,00
0.00

0.00
0.00
=-3.00
6.060
3.00

{).{:}‘_

TNVARTANTES

1

0.00
0.00
0.006
C.G0
J0.00
3.00

5.00

Z

0.00
0,00
.00
0,00
.00
1.00

-3.00

3

0.00
0.00
0.00
0.C0
0.00
0.00
-6.00

DE SIMILARIDADE

.00
0.00
0260
Z2.80
0e60
1.80
U.00

0,00
0.00
}.-‘GO
3.00
-6.00
-3.00
0.40

0.00
0.00
1.00
0.00
0.00
0.00
0.00

.00
.00
(.00
U000
0.00
0.00
3,00

0.00
0.00
0. 00
0.00
0.00
~-5.00
G.00

0,00
0,00
0.00
0.00
0.00
0.00
1.00

0.00
0.006
0.00
1.00
0.00
0.00
0.00

.00
0.00
0.00
0.00
0.00
0.00
0.00

0.00
0.00
0.00
0.00
5.00

0.00

0,00

0.00
O"QG
0.00
0,00
1.00
0.00
0.00

0.00
0.00
0.00
0.00
0.00
0.00
0.00

0.00
1.00
0.00
0.00
0.00
0.00
0.00

0.00
0.00
0.00
0.00
0. 00
1.00
0.00

0.00
.00
0.00
.00
0.00
0.00
0.00

1.00
0.00
0.00
0,00
0.00
0.00

0.00

.00
0.00
0.00
0.00
0.00

68.
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3. - 0 PROBLEMA DO "RANK" DE UMA MATRIZ RETANGULAR

3.1 - A ESCOLHA DAS LINHAS

" Quando fazemos o desacoplamento entrada-estado-saida de S(A,B,C)
e usamos o teorema 4.1 (condigao nece'ssaria e suficiente), eventualmente,
precisaremos‘saber se "rank"ZQi(Fi) ¢ menor do que m. Este calculo e mui-
to trabalhoso, principalmente quando ZSi(Pi) sao matrizes retangulares
com dimensoes elevadas. Para o calculo do "rank" de matrizes quadradas ,
podemos utilizar o algor{tmo de GAUSSl. Portanto e preciso que se encontre
uma forma sistematica de se escolher as linhas (colunas) da matriz, de mo-
do que, encontremos todas as matrizes quadradas de ordem maxima obtidas a

partir de uma matriz retangular.

Seja'a matriz retangular abaixo:

j1 j2 jm
m g Mygeeccoceneneeedly il
?21 Tzz.............?zm i2
M= § g g onde p > m
?ml ﬁmZ""""'“"'?mn im
épl mpz.............ﬁpm ip
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Queremos sistematizar a escolha de m das P linhas.

% %
Sejam il’ iz, eay im’ as ordens das linhas escolhidas.

- -
Uma forma de se escolher as m linhas, sera variando os indices

”~
como se ve abaixo:

%

il =1, 2, ..., p—mtl

* *
?2 = il+l, essy p-mt2

‘% K

im = 1m_1+1, ceey P

H

Assim, obtemos as _;F—%é—m)' combinagoes possiveis de linhas.

Vamos exemplificar:

Sejam p=4 e m=3

Entgo
=12
1
* *
12 = il+l’3
* *
i3 = iz+l,4

~ p ~
E as quatro combinagoes possiveis serao:
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12 228 32 4,8
*
il 1 1 1 2
%
iz 2 2 3 i3
*
i, |3 |4 |4 |4

3.2 - 0 PROGRAMA

0 programa desenvolvido, pode ser empregado para matrizes retan-
gulares com dimensao maxima (10x10). Pode ser modificado facilmente para

dimensoes maiores.

A utilizacao do programa e muito simples. Para uma matriz B(pxm),
sao utilizados (p+l) cartoes de entrada. O primeiro cartao fornece me p ,
nesta ordem e no formato 2 I.2. Os outros p cartoes, fornecem as linhas

da matriz, da mesma forma que o programa anterior.

’ -
0 programa foi testado varias vezes com sucesso, obtendo-se, in-

-~ ~ -
clusive, todas as combinagoes possiveis de linhas.

: - -
Nas proximas paginas, temos a listagem do programa, assim como,

o resultado para duas matrizes.
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// JGB OGFF 10QFF
LOG DRIVE CART SPEC CART AVAIL
6000 O0FF O0FF
0001 16FF 10FF
2013

vz MOE ACTUAL 32K CONFIG 32K

// FORTRAN

% I0CS5{2501 READERs 1403 PRINTER)
% LIST SOURCE PROGRAM

* ONE WURD INTEGERS

PHY DRIVE
6000
0001
G002

P 163044

72,
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DIMENSION A(10,10),8{(10,10)
READ(B8,y10)M,yN
10 FORMATI(212)
hLﬁb(8 12V {{A{1,J}yJ=14,10)41I=1,N)}
12 FORMAT(10F7.3)
WRITE(S5,:16}
ié FORMAT(Y1Y)
WRITE (5,413)
i3 FORMAT(* MATRIZ A ',///7)
TOLER=0,0001
D0 15 I=1,N )
WRITE(S,143{A{1,J)yJ=1,8)
i4 FORMAT(10F10.3)
i5 CONT INUE
LS1=N-M+1
L52=N-M+2
LS3=N-M+3
LS4=N-M+4
LS55=N-M+5
LS5&=N~-M+6
LST=N-M+7
LS8=N-M+3
LS9=N-M+9
LS1U=N-M+10
DO 70 T1i=1,LS1
IF{¥M~-1)304,30,20
20 LiZ2=11+1
DO 71 Iz2=L1Z4LS52
IF{M=2)30,430,21
21 Li3d=12+1
00 72 13=LI3,LS83
IF(M=-3)130,30,22
22 Li4=13+1
DG 73 l4=L14,4,L54
IF{M~4)30,30423
23 LiIs=14+1
DO 74 I5=LI%,LS55-
IF{M=-5)30,30,24
24 Lie=I%+1
DO 75 16=L164LS6
IF({M=-86)30,30,25
25 LI7T=16+1
DO 76 I7=L17T,4L57
IF{M=T)30430426
26 LI8=17+1
DO 77 18=L15,LS8
_ IF{M-8)30430G427
27 LIF9=18+1
' DU 78 19=L19,L59
IF{M—-9)30,30,28
28 LI1G=19+1
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DO 79 110=LI10,L510

30 D0 80 J=1,.M

G BllyJd)=A(1144)
IF{(M—-1)150,50,40

4{) DO Bl J=1,M

81 B{2+sJ)=A012,4)
IF(M=-2)50,50,41

41 DO 82 J=1,M

82 B{3,J)=A(13,4)
IF{M-3)50,50442

42 DG 83 J=14M

83 S(lly\j)zg(llfyd)
IFIM=-4)50,50,43

43 DO 84 J=14+M

84 BibyJd)I=A(1544)
IFIM=-5%)50,50,44

44 DO 85 Jd=1,M

85 BloeJ)=a{164+4)
IF{HM-06)50,5G445

45 DO 26 J=1,¥

86 BLT7:J)=A017+J)
IF{IM-T7T)50,50,46

46 DO 87 J=1,¥M

87 B{8,J)=A(18,4)
IF{M-8)50450;47

47 DO 88 J=1,M

B8 Bli9,J)=a(19,)
1?(%‘9)59,5@,48

48 00 89 J=1.M

89 B{1lUyJ)=A(110,4J])
ELIMINACAD DOS ELEMENTOS ABAIXO DA DIAGONAL

50 Ml=M-1
DO 49 I=1,M1
TESTE PARA SABER SE B{I,I} E DIFERENTE DE ZERQ
DO 51 [I=1,#
IF1aBS(B(IT,1))~-TOLER)IBL,51,+55

51 CONTINUE
NOVO TESTE ( COLUNA NULA )
GU 70 7C

55 IF(1I-1360460,456
TROCA DE LINHAS =% B({I,1I) = 0O

56 DO 57 J=1,M
TRANS=8{1,J)
BIIsJI=B{11,J)

57 B{I1,J)=TRANS
CONTINUACAO DO * DO ¢

50 Ii=i+1
DO 69 J=11,#
BARMA=B(J,1}
DU 69 K=1,M
BlJaKI=BLJyK)-{BARMA/BLI I} )1%B{1,K)
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CONT INUE
IFIABRS(B(MyM))I-TOLER)65,65,95
GU TOUTCs T, 72973374475+ 769774785791+ M
CONT INUE

CONTINUL

CONTINUE

CUNTINUE

CONTINUE

CONTINUE

CONTINUE

CONTINUE

CONT INUE

CONT INUE

G0 TO 100

WRITE(5,91)H

FORMATI/Z//,Y RANK A = 1,12}
GITO0 101 .

WRITE(9,92)M

FORMAT(///+' RANK DE A MENOR DD QUE ',12)
CALL EXIT

END

RES SUPPURTED

ONE WORD INTLEGERS

1aces

CORE REGQUIREMENTS FOR
COMMUN G VARIABLES 446  PROGRAM 1092

END OF COMPILATION

/7 XEW
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MATRIZ A

1.000 -2.
0.0600 le
2.000 -6,
4,000 4y
-1.000 2
0.000 2
5.000 l.

RANK DE A MENGR

Observaggo:

- - - -
E facil verificar que a 4a. coluna e igual a soma das duas primeiras

colunas.

0G0 —-2.500
GO0 4,000
000 ~10.000
000 -3.000
040 0.000
oan -1.000
0ao 5.000

DO QUE 4

-1.000
1.060
-4.,000
8.000
1.000
2.000
5.000

76.



MATRIZ A

1.000
5.CG00
0.000
4,000
2.000
0.000

RANK A =

4

-2.000
1.0G0
2.000
4. 000
2. 000

—-6.000
1.000

-2.500
5.000
-1.000
-3.000
0,000
~10.000
4.000

1.000
7000
9. 000
8.000
2,000
—4.,000
3.000

77.



78.

CAPITULO IV

CONCLUSOES E SUGESTOES

1 -~ CONCLUSOES

0 método e bastante geral, visto que os fatdres invariantes podem
ser calculados sobre qualquer campo. Foram usados os reais devido a sua i
gaggo com a teoria de controle. Portanto, esta decomposiggo também pode
ser usada para a Teoria da Codificaggo, Méquinas Sequenciais Lineares e ou-

tras areas da Teoria de Sistemas.

0 desacoplamento tem a vantagem de utilizar a estrutura inerente
aA. O nﬁmero~de blocos em que o sistema é desacoplado depende exclusiva-
mente dos fatdres invariantes de A. Se levarmos em consideracao a referen-
cia 8 , verificamos que o método desenvolvido utiliza o nimero minimo de
entradas e saidas necessarias para a completa controlabilidade e observabi-

lidade do sistema desacoplado.

0 método utilizado por Gilbert permite que se escolham os polos de
funggo de transferancia em malha fechada do sistema desacoplado. O nosso mé
todé nao permite isto, pois os polos estarao determinados pelos fatores inva
riantes de A, Entretanto, temos algum controle sobre os zeros da funcao de
transferéncia, pois, em geral, as matrizes Q e R nao sao unicamente determi-
nadas. Isto significa que os zeros da funggo de transferencia em malha fe-

chada nao sao unicamente determinados (vide II.28). Ja no desacoplamento
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entrada-saida empregado por Gilbert, os zeros sao fixos.

£ facil verificar porque se afirma que o desacoplamentoc entrada-
estado-saida é mais forte que o desacoplamento entrada-saida. Imaginemos
um sistema néo controlavel (observavel) e que esteja desacoplado segundo
. entrada-saida. Entgd, e possivel que este sistema possua uma componente do
vetor—-estado que influencie (seja influenciada por) mais de uma componente
de saida (entrada)? Neste caso, apesar de haver desacoplamento entrada—sqi

~ - -
da, nao havera desacoplamento entrada-estado-saida.

A grande vantagem do metodo desenvolvido para o desacoplamento en
trada—estado-saida é a sua simplicidade e generalidade. Simplicidade, pois
sao feitas apenas transformagaes de coordenadas. Generalidade, pois a For-

ma Canonica Racional sempre existe e e unica.

2 - SUGESTOES PARA FUTUROS ESTUDOS

Para o sistema desacoplado, poderemos estudar o efeito da reali-
~ ~ ] ) -
mentacao de estados sobre a resposta do sistema. Como o sistema esta desa-

coplado, isto se reduz ao estudo de cada subsistema separadamente.

Um problema mais interessante e ver se a realimentagao de estados
pode transformar um sistema que nao tenha satisfeito a condicao do 'rank"
para o desacoplamento num sistema desacoplavel. Isto talvez possa ser con-

seguido, modificando-se os fatdres invariantes da matriz A.

£ sabido que os fatdéres invariantes podem ser fatorados em 'divi-
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. ~ 1
sores elementares', os quais dependem do campo sobre o qual se opera . Is-
to reduzira as dimensoes dos blocos de variaveis de estado. Portanto, pode
ser desenvolvida uma teoria para desacoplamento, utilizando-se os divisores

elementares da matriz A.
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APENDICE

TEORIA DOS FATORES INVARIANTES E FORMA CANONICA RACIONAL

~ ~ ~ - -~ ~
Neste apendice serao apresentadas nogoes basicas sobre os "fato
res invariantes" e a''forma canonica racional" de matrizes quadradas. As

~ . l
provas dos teoremas podem ser encontradas na referencia .

1. - FATORES INVARIANTES

1.1 - DEFINICAO

Uma matriz polinomial, ou A - matriz, e uma matriz A()) cujos

-~ ”~
elementos sao polinomios em A.

Seja A(A) uma matriz polinomial de dimensao n x n e "rank" n.
Seja Dj(A) o maximo divisor comum de todos os menores de A()) de ordem

j( = 1,2,...,n). £ facil verificar que na serie

D), D _ (), ..., DA, D) =1

cada polinomio divide o imediatamente anterior. Os correspondentes quoci-

entes serao denotados por fl(A), fz(k), cees fn(A) :
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D_(A) DN D, (M)

fl(k) = —ngzzxy . fz(k) = —nggzxy— s sees fn(k) ='—5;zxy- (A.1)

1.2 - DEFINICAO

Os polinSmios fl(k), fz(A), oy fn(A) definidos em (A.1l), sao

chamados fatores invariantes da matriz A(X).

Serao apresentadas a seguir, tres tipos de Operag5es elementa-
res nas linhas de uma matriz polinomial A (}). Estas operagSes sao chama—

~ -
das operacoes elementares a esquerda.

1 - Multiplicar uma linha, por exemplo, a i-esima, pPoOTr uma cons-—
tante ¢ # o.

2 - Somar a uma linha, por exemplo, a,i—ésima; outra linha, por
exemplo, a j-ésima, multiplicada por um polinamio arbitrario
b(2).

- -
3 - Permutar duas linhas, por exemplo, i-esima e j-esima.

f facil verificar que as operagSes 1, 2, 3, sao equivalentes,
respectivamente, a multiplicagao a esquerda da matriz A()) pelas seguintes

matrizes quadradas de ordem n.
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1. ® 28 ® 0" s s 800 0 . 0.0
s' = : "¢ :

: T b()\)

S" = l"..l'..:o.l.'ll..'l.' lllllll

1 (A.2)
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onde todos os elementos que nao aparecem sao- 1 quando na diagonal princi-

pal, e zero quando em outra posigao.

Da mesma forma podemos definir operagoes elementares nas colunas

de A()). Elas sao chamadas operaqaes elementares a direita, e correspondem

a multiplicagao a direita de A()\), respectivamente, pelas seguintes matri-

zes quadradas.

e e s s s s e st s s

ae
.
.
.
.
.
.
.

"Crivonccons

T' = . (1)

.
Ft s s svavavcevesesasseD

O sssssscsesssesesssas pd

s s s s e e s s es e

.
.
.
.

l.....-........-..--......---....-..0

: * l-uo-aoo-ouuon-lolu.a---: (i)
T" = : : ' . :

E b(l).......:-...--.......5 (j)

0 1

.
9 92 % € 06 0 PP RSP T OO SEBEOT OSBRSS RSN
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10
; I 9.:........}............; (i)
: i

. (A.3)

42 8 5800080000000 08000ss0s0es00P0e

As matrizes (s', s", s"', T', T", T"') sao chamadas matrizes

elementares.

- - '
E facil verificar que as matrizes elementares possuem determi-
_~ -
nante constante nao-nulo, e que a inversa de uma matriz elementar e uma
. - . 1 -~ . .
matriz elementar. Alem disso, pode-se provar™ que toda matriz polinomial,
-

cujo determinante e constante e diferente de zero, pode ser expressa como

um produto de matrizes elementares. Assim:

1.3 - DEFINIGAO

Duas matrizes polinomiais A(A) e B (}) sao chamadas: 1) equiva-

lente a esquerda; 2) equivalentes a direita; 3) equivalentes se

1) B(A) =P(x) A(})
2) BCA) =A(x) QM)
3) B(A) =kP(A) A(A) Q(V),

respectivamente, onde P()1) e Q(A) sao matrizes polinomiais com determinan

te constante nao—nulo.



86.

l ~
Pode-se provar que toda matriz polinomial pode ser levada atra

- ~ -~
ves de operacoes elementares de linha e de coluna a forma abaixo.

aI(A) 0 I ¢

9 a2(§).............9

) [P 0 an(A) (A.&)
onde todos os elementos da matriz com excegao da diagonal principal 8a0
nulos; al(A), az(A), ey an(k) 530 polinamios monicos, e cada polinamio
da sequgncia acima ¢ divisivel pelo precedente.

1.4 - TEOREMA

Toda matriz polinomial A(})) e equivalente a matriz canonica dia

gonal abaixo

FOY =| - -

Ofl(A) (A.5)
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onde (fl(A), fz(A), ey fn(A)) sao os fatores invariantes de A(N).

Este teorema decorre do fato que fi(l) = a (A, =1,2,...,n)

n—i+l
e de (A.4).

Comparando-se (A.4) e(A.5) concluimos que os fatores invariantes
de uma matriz polinomial A()), podem ser obtidos atraves de operagges ele-

mentares de linha e de coluna em A(}).
1.5 - COROLARIO

Duas matrizes polinomiais quadradas A(A) e B(A), sao equivalen-

tes se, e sSmente, se elas tem os mesmos fatores invariantes.
1.6 - COROLARIO

Na sequencia de fatores invariantes fl(k), fZ(A),.~., fn(k),

cada polinomio divide o precedente.

1.7 - DEFINICAO

Fatores invariantes de uma matriz constante A sao fatores invari

antes de sua matriz caracteristica (MI-A), onde I € a matriz identidade

com a mesma dimensao que A,

l ~ i N ~
Pode-se provar  que para toda matriz constante A de dimensao

n x n sao validas as igualdades abaixo:



88.

n
g(A) =1 £,

p(A) = (A.6)

1
'—h
=
~
>
g

onde:

g(\) e o polinomio caracteristico de A.
p(1) & o polinomio minimo de A

fi(x)(i =1, 2, ..., n) sao fatores invariantes de A.

1.8 - TEQREMA

Se os binom;os (AoA + Al) e (BOA + Bl), onde Ao, A Bo’ B, -sao

1’

matrizes constantes e Ao’ Bo sao nao-singulares, sao equivalentes, ou seja,

se

= 20 (A2 + A Q)

BOA + Bl

entao eles sao estritamente equivalentes, ou seja,

BA+ B =P (AX+4) Q

1

onde P e Q sao matrizes constantes sao-singulares.
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1.9 - TEOREMA

1

Duas matrizes A e B sao similares (B = T A T)se e somente se

possuem os mesmos fatores invariantes.

1.10 - DEFINICAO
Valor a direita G(B) (égquerda G(B)) de G(A) em B, onde G(}) =
AmGo + Am—lGl S R Gm e Gi (i=0,1,...,m) sao matrizes e definido por
m m-1 - m m-1
G(B) = GoB + GlB + ... + Gm (G(B) =B Go + B Gl + aes + Gm).
1.11 - TEQOREMA

Se A e B sao similares (B = T—lA T), pode-se tomar como matriz

de similaridade:

n

T = Q(B) = (B(B)) "t

onde P(}) e Q(A) sao matrizes polinomiais definidas pela identidade.

AL - B = P(A)I(AI—A) Q(A)

que relaciona as matrizes caracteristicas (AI-A) e (MI-B); e onde Q(B)
(B(B)) representa o valor a direita (esquerda) de Q(A) (P(A)),quando o ar-

gumento & substituido por B.



2. - FORMA CANONICA RACIONAL DE UMA MATRIZ

m

geja  g(d) =2 st At

0 Olo * . ooO - 0
[0}
1 O..... ..9 - al
M= 0 1 . .
0 Oieennnns 1 -& 4 A.7)

E facil verificar que g(A) e o polinamio caracteristico de M.

Tambem & facil verificar que

fl(A) g(2)

fz(A) = ..

M é denominada matriz companion do polinomio g(A).

Seja A uma matriz n x n com fatores invariantes

90.
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L), £, weey 5, £ () =1, c, £ () =1

onde os polinomios

fl(}\)’ f2(>\), ces fk(x)

tem graus positivos. Sejam Ml’ M2, cony Mt’ as matrizes companion corres-

pondentes a eéstes polinomios.

o~ -
A forma canonica racional de A e dada por:

My Ournerreernni0
0 ) :
®M = : o :
- (A.8)

f facil verificar que os fatores invariantes de A e de @ M

sao os mesmos e, portanto, usando o teorema 1.9, segue que A e @ M sao

similares (P M = T_lA T) .
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3. - METODO DE CONSTRUCAO. DA MATRIZ DE SIMILARIDADE

Seja A uma matriz quadrada n x n.Veremos agora, como obter uma

matriz de similaridade T, tal que:

1

@M=T AT (A.9)

S —_ :
De acordo com o teorema 1.11, podemos escolher como matriz de

similaridade

3

=@M (A.10)

onde

1]

AL - @M = P(A) (AI-A) QM) _ (A.11)

Para determinarmos Q(A); transformamos (AI-A) e (AI- @ M) em

F()A) (veja teorema 1.4). Assim:

F(A) = 2;00) (AI-4) Q; ()

FO) = 2,(0) OI-®W Q,(0) (4.12)

onde

Ql(A) =T; Ty, «vo, T

Qz()\) = T13T25'°°s.T (A.13)
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* % ~
e onde Tl’ TZ’ ey TP , Tl’ oo Tp sao matrizes elementares correspon-

1 2

dentes as operagSes elementares de colunas nas matrizes (AI-A) e (AI-@M).

De (A.12) e (A.13), vem:

-1

- -1 -
Q) = () Q, () = Ty Ty oee Tpl sz vee T, Ty (A.14)

Finalmente, de acordo com (A.10), basta substituir X em (A.14)

por @D M para se obter a matriz de similaridade.

OBSERVAQKO : Deve-se notar que a matriz de similaridade T nao € unica,

pois sua forma geral e:

T=UT (A.15)

onde .
uma das matrizes de similaridade

H .
®

permutavel com A, ou seja, UA = AU.

e
[N
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