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O uso de passeios aleatérios na computacao classica tem resultado em boas
solucoes para problemas em diversas areas. Seu correspondente quantico tem sido
uma ferramenta eficiente no desenvolvimento de algoritmos quanticos. Um exem-
plo de grande importancia tedrica usando tal artificio é o algoritmo de Ambainis
para o problema de FElement k-Distinctness, que responde se em uma lista de N
elementos existem k elementos de mesmo valor. A abordagem de Ambainis reduz
o problema a encontrar um vértice marcado em um grafo de Johnson, bipartido,
requerendo O(N*/¥+1) passos e sendo melhor do que qualquer abordagem classica
ja desenvolvida. Esse procedimento foi mais tarde generalizado por Szegedy em um
novo modelo de passeios quanticos que consiste em executar um passeio através das
arestas de um grafo bipartido. Recentemente, Portugal et al. desenvolveram o mo-
delo Escalonado, que inclui o modelo de Szegedy como um caso particular. Junto a
este modelo, surgiu o conceito de tesselagoes em grafos, importante para a geragao
dos operadores de evolucao unitarios para o modelo Escalonado. Portugal ainda
mostrou que todos os grafos 2-tesselaveis possuem grafos clique 2-coloriveis. Nao
é possivel afirmar que um grafo cuja cobertura minima por tesselagoes T'(G) > 2
possui um grafo clique cujo nimero cromdtico seja igual a T(G). Neste trabalho
apresentamos o limite superior para o problema de cobertura minima por tesselacoes,
além de familias de grafos cujo nimero de tesselacao é menor ou igual a este limite.
Apresentamos também uma reformulacao do algoritmo para o problema de Element

k-Distinctness, utilizando o modelo Escalonado.
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The usage of random walks in classical computing has resulted in good solutions
to problems in many areas. Its quantum counterpart has been an efficient tool in the
development of quantum algorithms. An example of great theoretical importance
using this approach is Ambainis’ algorithm for the Element k-Distinctness problem,
which answers if in a list of IV elements there are k elements of same value. Ambainis’
approach reduces the problem to finding a marked vertex in a bipartite Johnson
graph, requiring O(N k/k+1) steps, which is better than any known classical approach.
This procedure was later generalized by Szegedy in a new model of quantum walks
consisting on a walk through the edges of a bipartite graph. Recently, Portugal et al.
developed the Staggered model, which includes the Szegedy’s model as a particular
case. The Staggered model introduced the concept of graph tessellations, which is
important for the definition of the unitary evolution operators. Portugal also proved
that all 2-tessellable graphs have a 2-colorable clique graph. It is not possible to
state that a graph whose the minimum cover by tessellations T(G) > 2 has a clique
graph whose chromatic number is equal T(G). In this work we present the upper
bound for the problem of tessellation cover, in addition to families of graphs whose
tessellation number is less or equal than this bound. We also present a reformulation

of the algorithm for the Element k-Distinctness problem using the Staggered model.
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Capitulo 1

Introducao

A caminhada cléssica, ou passeio aleatério (random walk), consiste em modelar
matematicamente o passeio de uma particula, que chamamos de caminhante, através
de sucessivos passos aleatérios sobre os vértices de um grafo. Esse conceito tem sido
muito importante no desenvolvimento de algoritmos na computagao classica, sendo
aplicada para solucionar problemas em diversas areas, como por exemplo Ciéncia
da Computacao [22], Fisica [26] 40], Psicologia [33] e Biologia [14].

Em um passeio cldssico em tempo discreto temos um operador estocastico que
é aplicado a cada unidade de tempo ao estado do caminhante, fazendo com que a
distribuicao de probabilidade da posicao do caminhante seja alterada a cada passo.
De modo geral, temos um operador que atua de modo similar ao langcamento de uma
moeda, cujo resultado ird indicar qual direcao o caminhante iré tomar.

Feynman [20] foi pioneiro a mostrar que sistemas fisicos quanticos poderiam ser
usados para implementar um novo paradigma computacional, possivelmente mais
eficiente que o modelo cldssico. De fato, antes mesmo de os primeiros hardwa-
res quanticos terem sido criados, algoritmos quanticos mais eficientes que seus cor-
respondentes classicos ja haviam sido desenvolvidos. Podemos elencar algoritmos
quanticos notdveis, como o algoritmo de Grover [23], que encontra um elemento
marcado em uma lista com N elementos em O(\/N ) passos, alcancando um speed
up quadratico em relacao ao tempo requerido pela melhor abordagem classica. Ou-
tro algoritmo importante historicamente é o algoritmo para fatoracao de inteiros
em nimeros primos apresentado por Shor [42], que soluciona o problema em tempo
polinomial, enquanto que na computacao classica nao se conhece ainda solucao efi-
ciente.

Os conceitos basicos para a compreensao da computacao quantica sao a algebra
linear, que define toda a base matematica deste paradigma, e os quatro postulados
da mecanica quantica, que definem o sistema fisico, a evolugao temporal do sistema,
a composi¢ao do sistema e a obtengao de respostas das computacoes executadas.

Aharonov et al. [7] definiram um conceito andlogo ao passeio aleatério, conhe-



cido como passeio quantico, sendo amplamente utilizado no desenvolvimento de
algoritmos quanticos [10]. Além das aplicagoes diretamente ao desenvolvimento de
algoritmos quanticos, um resultado importante apresentado por Childs et al. [17]
revela que o passeio quantico é um modelo universal para a computacao quantica.
Este resultado implica que a implementacao de passeios quanticos pode também
contribuir para o desenvolvimento de hardwares quanticos em geral. A definicao
de passeio quantico é similar ao seu correspondente classico, no entanto, o estado
que representa o caminhante, bem como os operadores de evolugao do passeio, de-
vem estar embasados nos quatro postulados da mecanica quantica. Em passeios de
tempo discreto, um dos modelos mais conhecidos ¢ o passeio quantico com moeda
(coined model), no qual o operador de evolugao divide-se em operador moeda, que
indica a direcao que sera tomada pelo caminhante, e o operador deslocamento, que
efetivamente movimenta o caminhante pelo grafo. Historicamente podemos citar
ainda o modelo de Szegedy [43], que executa um passeio quantico sem moeda, e
mais recentemente o modelo Escalonado (Staggered Model) [35, 37, 138], que gene-
raliza todo o modelo de Szegedy e uma grande parte do modelo com moeda. H&
indicios de que o modelo Escalonado ainda pode ser mais adequado que os demais
para implementacoes fisicas [36].

Devido a sua crescente importancia para a computacao quantica, o estudo de
passeios quanticos tem se tornado alvo de pesquisa desde abordagens mais tedricas e
desenvolvimento de algoritmos [6, [8, 9, 11H13| 15, 19, 25| [30, [34] [41] até abordagens
que involvem o desenvolvimento de ferramentas classicas de simulacao [4, [18] 28],
31]. Um exemplo de uma abordagem bem sucedida na utilizagdo do conceito de
passeios quanticos é o algoritmo para o problema de Element k-Distinctness [8].
Esta abordagem, como serd visto ao longo deste trabalho, resolve tal problema em
tempo O(N*/*¥+1) (onde k representa o ntimero de repeticdes de algum elemento da
lista) sendo 6timo para o caso em que k = 2, como provado por Aaronson & Shi [I].

Neste trabalho, apresentamos uma nova abordagem para o problema de Element
k-istinctness [2], utilizando o modelo Escalonado. Ainda apresentamos resultados
em Teoria de Grafos para o novo parametro de grafos que surgiu junto ao modelo
Escalonado, conhecido como ntimero de tesselagao. Uma tesselagao representa uma
particao de vértices do grafo em cliques disjuntas, enquanto uma cobertura por
tesselacoes representa um conjunto de tesselagoes cuja uniao cobre todas as ares-
tas do grafo. Neste contexto, propomos o limite superior justo para o problema
de cobertura minima por tesselacoes, que consiste em encontrar o menor nimero
de tesselacoes possiveis cuja uniao cubra todas as arestas do grafo. Além disso,
apresentamos duas familias de grafos onde cada uma delas possui o tamanho da
cobertura minima de forma bem definida, sendo que uma delas possui o tamanho

de sua cobertura minima exatamente igual ao limite superior. Apresentamos ainda



algumas conjecturas, sendo duas delas em relagao ao niimero de tesselagao para os
grafos livres de tridngulos e para os grafos da familia de triangulos de Sierpinski [27]
para qualquer geragao fractal finita ¢ > 1, enquanto a outra conjectura trata da
NP-completude do problema.

O trabalho ¢é dividido como segue. No Capitulo [2] apresentamos os conceitos
preliminares que sao necessarios para o entendimento do trabalho, como o conceito
de tesselagoes em grafos e computacao quantica. No Capitulo |3 apresentamos os
resultados obtidos na area de Teoria de Grafos para o problema de tesselagoes,
como o limite superior do problema, além de duas classes de grafos cujo ntimero de
tesselagao estd bem definido. Também apresentamos conjecturas que estao sendo
analisadas nos trabalhos em andamento. No Capitulo {4] apresentamos o algoritmo
que foi desenvolvido para o problema de Element Distinctness utilizando o modelo

Escalonado. Finalmente, no Capitulo [5| apresentamos as consideragoes finais.



Capitulo 2

Nocoes Preliminares

2.1 Tesselacoes em Grafos

O conceito de tesselagoes em grafos surgiu recentemente junto a apresentacao de
um novo modelo de passeio quantico, conhecido como modelo Escalonado [35] 37, 38],
apresentado na Segao. 2.4}

Uma tesselacao em um grafo G' é uma familia de cliques de G' de forma que tais
cliques sejam disjuntas e a uniao das mesmas cubra todos os vértices do grafo. Neste

contexto, cada clique disjunta que compoe tal tesselagao é chamada de poligono.

Defini¢ao 2.1 Seja C = {cy,...,c7} um conjunto de cliques disjuntas duas a duas
de G. Se a unido das cliques de C cobrir todos os vértices de G, dizemos que C €
uma tesselagcao do grafo G. No contexto do modelo Escalonado de passeio quantico,

chamamos cada clique de C' de poligono.

Como definido acima, uma tesselagao cobre todos os vértices do grafo G, no
entanto, tal tesselacao nao necessariamente ird cobrir todas as arestas de GG. Neste
contexto, dizemos que uma aresta e estd coberta por uma tesselacao se o par de

vértices incidentes a e estd dentro de algum poligono presente em tal tesselacao.

Definicao 2.2 Uma cobertura por tesselagoes é um conjunto de tesselagoes

cuja uniao cobre todas as arestas do grafo.

O conceito de cobertura é usado habitualmente para cobertura de um grafo por
vértice, mas como nao iremos tratar de cobertura por vértices neste trabalho, para
nao carregar muito as defini¢oes, chamaremos cobertura por tesselagoes simples-

mente como cobertura.

Definicao 2.3 Sejam tq,ts,...,t7 tesselagoes de G. Dizemos que G possui seu
numero de tesselacdo T(G) = T se e somente se {ti,to,....,t7} € um menor

conjunto de tesselagoes em G tal que t; Uty U ... Uty cobre todas as arestas de G.
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Definigao 2.4 Dizemos que um grafo G é T -tesseldvel, se T(G) < T.

Exemplo 2.5 Na Figura apresentamos algumas tesselagoes em um mesmo
grafo. As cliques coloridas representam as cliques disjuntas, isto €, os poligonos de
suas respectivas tesselacoes. Pode-se notar que nao hd intersegoes entre poligonos

de mesma cor e que os mesmos cobrem todos os vértices do grafo em questao.

e

(a) (b) (c)

Figura 2.1: Exemplos de tesselagoes em um mesmo grafo. Cada poligono é uma
clique disjunta e a uniao destes poligonos contém todos os vértices do grafo.

Para cada grafo podemos ter mais de uma tesselagao possivel, formada por dife-

rentes poligonos, como visto na Figura[2.1]

Exemplo 2.6 Na Figura[2.9 apresentamos a unido das tesselagoes apresentadas na
Figura|2.1. Pode-se notar que tal uniao cobre todo o grafo G. Note que a remog¢ao
de qualquer uma das tesselacoes utilizadas faz com que pelo menos uma aresta de G
fique descoberta. Este conjunto de tesselagoes formam uma cobertura minima visto
que nao € possivel tesselar este grafo com um niumero menor de tesselagoes. Sendo

assim, o numero de tesselagao para este grafo € 3.

Figura 2.2: Cobertura formada pela uniao das trées tesselagoes apresentadas na Fi-
gura [2.1] Esta uniao cobre todo o grafo GG e nao é possivel cobrir todas as arestas
com duas tesselacoes, portanto o nimero de tesselacao deste grafo é 3.

Definicao 2.7 Uma clique em um grafo G € todo subgrafo H tal que H é completo.



Definicao 2.8 Seja o grafo G com o conjunto de cliques maximais C =
{c1,¢2,...,ck}. Dizemos que K(G) € o grafo clique de G se existe um mapeamento
U:c¢ — v,V € C eV, € V(K(G)) para i € {1,...,k}. Euzistird a aresta
(vi,v;) € E(K(G)) se e somente se as cliques ¢; e ¢; possuirem vértices em comum

no grafo G.

Exemplo 2.9 O grafo da Figura possui o grafo clique representado pela Fi-
gura[2.3, que € um grafo completo de tamanho 3, jd que o grafo que o gerou possui
3 cliqgues maximais, todas elas possuindo vértices em comum uma com as outras.

Portanto, cada vértice do grafo clique possuird uma aresta para os demais vértices.

Figura 2.3: Grafo clique do grafo apresentado pela Figura [2.2] Este grafo é um
grafo completo de tamanho 3, visto que todas as 3 cliques do grafo que o originou
possuem intersecao de vértices nao nula uma com as outras.

No Capitulo |3 veremos que uma cobertura minima, i.e., o nimero de tesselacao
T(G) de um grafo, estd sempre limitada superiormente pelo nimero cromziticoﬂ de
seu grafo clique. Um grafo clique de G, chamado K(G), é um grafo cujos vértices
representam cliques maximais de G, enquanto as arestas representam intersecoes
entre tais cliques em G [44].

O conceito de tesselacoes em grafos estd intimamente relacionado com o con-
ceito de coloragao de vértices em grafos. Portugal [38] mostrou que todo grafo G
2-tesselavel possuiu um grafo clique K(G) que é 2-colorivel, ou seja, bipartido. De
fato, toda clique maximal do grafo G sera representada por um vértice no grafo
clique K(G). Desse modo, dois vértices adjacentes no grafo clique indicam que, no
grafo original, as cliques representadas por eles possuem intersecao entre si, por-
tanto, estando cada uma em tesselagoes distintas. Pelo fato de que cliques em uma
mesma tesselacao sao disjuntas, todas as cliques maximais presentes em uma mesma
tesselagao serao representadas, no grafo clique, por vértices que compoem um con-
junto independenteﬂ Como K (G) é 2-colorivel e, portanto, bipartido, cada partigao
do grafo clique representa cliques maximais —nesse caso, também disjuntas— de

uma mesma tesselagao em G.

INtmero cromético representa a quantidade de cores minima para colorir os vértices de algum
grafo sem que vértices adjacentes tenham a mesma cor.
2Conjunto independente em um grafo G é um conjunto de vértices nao-adjacentes do grafo.



Proposicao 2.10 [38]/ Um grafo é 2-tesseldvel se e somente se seu grafo clique é

2-colorivel.

A Proposicao prova que se um grafo possui seu niumero de tesselagao T'(G) =
2, entao seu grafo clique K(G) ¢ bipartido. Por outro lado, se G possui seu nimero
de tesselagao T'(G) = T, tal que T > 2, nao se pode afirmar que seu grafo clique
possui um ndmero cromético x(K(G)) = T. A seguir, temos dois exemplos que
ilustram o que foi dito acima. Primeiro temos o grafo G que é 2-tesselavel cujo
grafo clique associado é bipartido. Em seguida, temos o grafo de Hajos, que possui

nimero de tesselacao T'(G) = 3, porém seu grafo clique nao é 3-colorivel.

Exemplo 2.11 A Figura exemplifica um grafo A, 2-tesseldvel, e seu grafo clique
K (A), 2-colorivel. Na Fz'gum temos um grafo B, conhecido como grafo de Hajos.
Tal grafo possui um nimero de tesselagao igual a 3, no entanto, seu grafo clique
K(B) nao é 3-colorivel.

(a) Grafo A. (b) Grafo K(A).

Figura 2.4: Grafo A, 2-tesseldvel, e seu grafo clique K(A), 2-colorivel, ou seja,
bipartido. Cada cor em K(A) representa uma tesselacao em A.

(a) Grafo B. A (b) Grafo K(B).

Figura 2.5: Grafo B, conhecido como Hajos Graph, que possui nimero de tesselagao
T(G) = 3, e seu grafo clique K(B) que é 4-colorivel, e que ndo pode ser colorido com
menos que 4 cores. Esta figura exemplifica um caso em que o niimero de tesselagao
é inferior ao nimero cromético do grafo clique.



2.2 Computacao Quantica

A computacao quantica faz uso dos conceitos de Algebra Linear [29] e da
Mecanica Quantica [32], que juntas regem o funcionamento de um sistema quantico.
Cada estado da computacao é definido por um vetor unitario no espaco Vetoria]ﬂ
complexo de Hilbert H que evolui apds sucessivas aplicacoes de operadores matriciais
que também devem ser unitarios.

Antes de introduzirmos de fato os conceitos utilizados na computacao quantica,
é conveniente que apresentemos a notacao de Dirac, que é de uso comum entre os
estudiosos da area. Nesta notacao, todo vetor coluna 6 representado por |v),
enquanto todo vetor linha U é representado por (u|. Logo, sempre que desejamos
escrever um produto escalar, também conhecido como produto interno [29], entre os
vetores v e u escrevemos como (v|u), ao passo que todo produto vetorial, também
conhecido como produto externo, entre dois vetores v e u escrevemos como |v)(ul.

O estado quantico mais trivial que podemos enunciar é o bit quantico, ou qubitlz_f].
Tal estado é representado por um vetor unitdrio no espaco de Hilbert H? tendo

representacao na base computacional como

1

=1, (2.1)
0

1) = s (2.2)

Uma forma de visualizar um tnico qubit é através da esfera de raio unitario
conhecida como esfera de Bloch, apresentada pela Figura 2.6 Nesta representacgao
temos que qualquer vetor partindo do centro da esfera e tocando a casca da mesma
representa um estado quantico possivel para um tnico qubit.

Os quatro postulados da mecanica quantica definem o funcionamento do sistema,
bem como as condi¢oes para o mesmo. O primeiro postulado descreve o espaco
de estados do sistema. Todo sistema fisico isolado tem associado a ele um espaco
vetorial complexo, conhecido como espaco de estados do sistema. Tomando como

exemplo o nosso qubit, podemos escreve-lo de maneira genérica como
a|0) + B[1) (2.3)

onde «, 8 € C representam as amplitudes quanticas dos estados |0) e |1), respec-

tivamente. Tais amplitudes devem respeitar a propriedade de |o|? + |B]? = 1,

3Um espaco vetorial é um conjunto de vetores onde define-se operacdes de adicdo e multiplicacdo
entre tais vetores.
4Na literatura também podemos encontrar o termo g-bit para nomear o bit quantico.



1)

Figura 2.6: Esfera de Bloch, usada para representar o estado de um tnico qubit.
Nesta representacao, qualquer vetor que parta do centro da esfera e toque a casca
da mesma representa um estado quantico para um qubit.

pois 0 médulo ao quadrado de cada amplitude representa a probabilidade do es-
tado quantico colapsar para um determinado estado (como veremos mais adiante no
quarto postulado).

O segundo postulado descreve a evolucao do sistema, que é dada através de
sucessivas aplicagoes de operadores unitarios em um estado inicial. Tais operadores
devem ser unitdrios, isto é, UUT = UTU = I, onde I representa a matriz Identidade,
dessa forma sao reversiveis e deterministicos. Ser reversivel significa que dado um
estado |¥1), podemos obter o estado imediatamente anterior apenas aplicando o
transposto conjugado do operador de evolugio, sendo assim temos |¥q) = UT|¥;).
Ser deterministico significa que sabendo o estado atual e o operador de evolucao
do sistema, somos capazes de descrever estados futuros, sendo assim, temos que
(W) = UT[Wo).

O terceiro postulado aborda a composicao de estados, isto é, quando o sistema
quantico possui mais de um qubit em seu estado corrente. Para abordar este assunto
precisamos primeiro descrever o produto de Kronecker, ou produto tensorial. Tal
produto consiste em multiplicar cada elemento do primeiro fator por cada elemento

do segundo fator, como exemplificado na Equacao (2.4), sendo assim uma operagao



nao comutativa.

1101
¢1 91 ¢19m
[W0) = [0, 0) =[)If) =Ly @) = = |©| ¢ | =] (2.4)
wn em wnel
L Vnbm |

Estados quanticos compostos por mais de um qubit, mas que nao podem ser
escritos na forma de um produto de Kronecker de dois ou mais estados (ou seja,
nao podem ser fatorados), sao chamados de estados emaranhados. No paradigma
quantico este conceito é importante pois toda acao que ocorre com um dos subsis-
temas tem efeito direto nos demais. Duas particulas quanticas podem estar a uma
distancia tao grande quanto se desejar, mas se estiverem emaranhadas toda acao que
uma particula sofrer a outra também sofrera efeitos da mesma acao. Na Equacgao

(2.5) temos um exemplo de estado emaranhado composto por dois qubits.

B 10,0) + |1, 1)
Y.

O quarto postulado descreve o processo de medicao. Este processo faz com

V) (2:5)

que o sistema quantico deixe de estar isolado, resultando assim no colapso do estado
corrente para algum dos vetores da base. A medi¢ao é um processo comum em
algoritmos quanticos visto que os algoritmos buscam maximizar a amplitude de
algum estado almejado fazendo com que o mesmo tenha alta probabilidade de se

tornar o estado colapsado ao final de um processo de medicao.

0) +[1)
V2

Na Equacao (2.6)), o estado |¥) apés um processo de medigao poderd colapsar

W) = (2.6)

para o estado |0) com probabilidade p; = |\/i§|2 = 1 = 50%, assim como a probabi-

lidade de |¥) colapsar para o estado [1) é py = ]\%F =1 =50%.

2.3 Passeio Quantico no modelo de Szegedy

O modelo de Szegedy sera abordado neste trabalho por motivos didaticos ja que
seu conceito é importante para o melhor entendimento de um modelo mais geral,

conhecido como modelo Escalonado.
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Classicamente existe o conceito de passeios aleatérios, ou random walks. Este
conceito formula matematicamente o deslocamento de uma particula, chamada de
caminhante, através de sucessivos passos aleatorios em um grafo qualquer.

Pode-se descrever tais passos fazendo uso de operadores, por exemplo, como
operador moeda e operador deslocamento. O primeiro ird funcionar de fato como
o ato de “lancar uma moeda”, condicionando o movimento do caminhante, que é
dado pelo operador deslocamento.

No paradigma quantico existe um conceito analogo que chamamos de passeios
quanticos, ou quantum walks [7]. Assim como seu correspondente cldssico, os pas-
seios quanticos modelam o movimento de uma particula através dos nés de um grafo.
A principal diferenga entre os passeios citados estd no fato de o segundo fazer uso do
paralelismo quantico, além do mais, o passeio quantico também esta sob as regras
definidas pelos postulados da mecanica quantica, sendo assim, os operadores que
condicionam este passeio sao unitarios.

Podemos enunciar alguns modelos de caminhada em tempo discreto tais como
o modelo com Moeda (Coined model), que é semelhante ao modelo cldssico ante-
riormente descrito, o modelo de Szegedy [43], e o mais recente de todos, o modelo
Escalonado (Staggered model) [35], 137, [38].

O modelo de passeio quantico de Szegedy ¢é descrito por operadores de reﬂexé(ﬂ
em um grafo bipartido. Denotamos por S e T' as particoes de vértices em um grafo
bipartido, onde v, e v; sao vértices genéricos destas partigoes, respectivamente. Se-
jam P e () matrizes estocasticas cujos valores representam as probabilidades de
movimentos de S para T e de T para S, respectivamente. Descrevemos suas com-

ponentes como

S pa=1¥v,€8

v €T

Z Gs = 1,V € T.
VsES
E associado a este grafo bipartido um espago de Hilbert H"$"T em que ng = |S|
e nr = |T|, cuja base computacional é b = {|vs,v;) : vs € S,v; € T'}. Definimos os

operadores A : H"S — H"S™T como

A=Y o) (vsl,

vsES

®Operador de reflexao é um operador da forma U = 203, |pi){pi]) = I (ou U = I —
2037 lwi)(wil)), que faz uma reflexao em torno dos estados |¢;), sendo I a matriz Identidade.

11



onde
|ps) = |vs) @ (Z \/pst|Ut>>
veeT
e B:H"T — H"™S ™ como

B = Z |the) (vl

v €T
onde
[¥e) = (Z @M)) ® |ve).
vs€S

O estado quantico |¢s) representa a superposicao de todas as arestas que sao
originadas em vy, enquanto |1;) representa a superposicao de todas as arestas origi-
nadas em v;.

Definimos entao os operadores de reflexao R4 e Rp, onde R, reflete um vetor
genérico de H™™T em torno do subespago H 4, que é gerado pelos vetores |¢g), e

analogamente ocorre com Rp. Estes operadores sao definidos como

RA =2 Z |¢s><¢s| - ]ns~nT

vsES

Rp =2 Z [9e) (Vi] = Tngng

v €T
e juntos definem o operador de evolugao do sistema, que é dado por Upg = RpRa4.
A interpretacao que se tem em relacao aos operadores R4 e Rp é que o primeiro
faz uma reflexao de um vetor genérico do espaco H"S™" em torno do subespaco
gerado pelos vetores de |¢s), enquanto o segundo faz uma reflexdo de um vetor

genérico do espago H"$"T em torno do subespago gerado pelos vetores de |v)
S T

1 @ 1

Figura 2.7: Grafo bipartido onde S = {1,2,3} e T' = {1, 2, 3}.

Exemplo 2.12 Tomando como exemplo o grafo da Figura[2.7, tem-se as matrizes

12



de probabilidade

1 0 0
P=11/2 0 1/2
1/3 1/3 1/3
€
1/3 1/3 1/3
Q=] 0 o0 1
0 1/2 1/2

No caso apresentado, temos os estados da base computacional no espaco de Hil-

bert, que sao dados por
{|1? 1>7 |1’ 2>7 |173>’ |27 1>’ |2’ 2>7 |273>7 |37 1>’ |3’ 2>7 |373>}

Como |ps) € a superposicao de todas arestas que se originam a partir de v,

temos a descrigao dos estados que compoem |¢ps) como

’¢1> = |17 1)7

) = 3.1 + 223

e
1 1 1
=4/=/3,1 —13,2 — .
o =[5+ B2+ e
O mesmo vale para o caso de |iy), que € formado pela superposi¢io dos estados
1 1 1
=4/=|1,1 —12,1 3,1
o) =\ 3L+ )+ B
‘¢2> = |372>’
e

|ths) = \EIZ,& + \g|3,3>.

A diferenga entre a caminhada de Szegedy [43] e a caminhada quéantica, introdu-
zida por Aharonov et al. [7] estd no fato de a segunda utilizar um operador Moeda,
cuja acao ¢ similar ao lancamento de uma moeda, como visto no passeio classico,
enquanto a primeira pode ser interpretada como uma caminhada através das ares-
tas do grafo, onde definimos um estado |a)|b) como sendo uma aresta (a,b), que
representa que o caminhante saiu de b e chegou em a, diferentemente da proposta

de Aharonov et al., onde os estados representam os vértices em que se encontra o
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caminhante.

Através de um processo de duplicacao podemos transformar todo grafo em um
grafo bipartido, como visto na Figura [2.8] Tal processo consiste em duplicar cada
vértice de modo que cada aresta (a;,a;) do grafo original é convertida em duas

arestas (a;,b;) e (b;,a;) no grafo bipartido.

4 4

(a) Grafo G. (b) Grafo bipartido ge-
rado a partir do grafo G.

Figura 2.8: Exemplo de um grafo de 4 vértices e seu grafo bipartido gerado a partir
do processo de duplicagao.

2.4 Passeio Quantico no modelo Escalonado

Para definirmos um passeio quantico no modelo Escalonado sobre um grafo GG
com N vértices, precisamos definir duas ou mais tesselacoes sobre (G. Como descrito
na Se¢ao[2.1], poligonos que compdem uma mesma tesselagao no grafo serao disjuntos,
enquanto que poligonos de tesselagoes distintas poderao possuir intersecao nao-nula
entre si.

Cada poligono é associado a um vetor unitario no espaco de Hilbert H”". Tais
vetores possuem componentes nao-nulas que representam os vértices que compoem
o poligono, enquanto que as componentes nulas representam os demais vértices do
grafo.

Uma tesselacao representa neste modelo um operador ortogona]ﬁ, reflexivo e
unitério da forma

m;—1
Ui = 2( > |90k><90k|) —1, (2.7)

k=0
onde, m; é o numero de poligonos pertencentes a tesselacao C;, que gera o operador

UZ‘, e
lox) = Z Vrld), (2.8)
JEPK

corresponde a um poligono ¢, com vértices indexados por j, da tesselacao C;, onde

Yy, ; sdo as amplitudes ndo-nulas complexas do vetor unitério |¢y,).

60 operador ortogonal é todo aquele cuja matriz inversa é igual a matriz transposta.

14



Exemplo 2.13 Considere a tesselagao da Figura[2.9. Nesta tesselagio temos trés

poligonos, que possuem intersecao vazia, respeitando a Defini¢ao |2.1.

F

2
D

Figura 2.9: Uma tesselacao no grafo G com poligonos disjuntos e que cobre todos
os nos do grafo, como definido pela Definicao [2.1]

Dessa maneira, podemos representar seus poligonos através dos vetores unitdarios

1) = —=(14) +1B) + ) =

para o poligono 1,

|p2) = D)

para o poligono 2, e

1
’@3) =

Sl

2

para o poligono 3.

o O = O O O

(1E) +1F) =

Sl
w
O O O = o=

Sl
[\
= = O O O O

(2.10)

(2.11)

Assim, definimos o operador unitdrio gerado por esta tesselagao, na sua forma
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matricial, como sendo

B
335000
U0:2§§§000
000100
000041
(00005 4

W=

O O O win wiv

W

W=

S O O win

wWN wWiNy
Wl

o O O

o O = O O O

_— o O O O O

o = O O O O

(2.12)

Tal operador, quando aplicado ao estado do caminhante, fard com que o mesmo

possa passear pelas arestas cobertas por poligonos que compoem a tesselagcao asso-

ciada a este operador. Neste exemplo, o caminhante estard apto a passear pelas

arestas AB, AC, BC e EF.

Exemplo 2.14 Considere a tesselagio da Figura[2.10. Nesta tesselagio temos trés

poligonos disjuntos, respeitando a Definicao (2.1,

2

F

Figura 2.10: Uma tesselagao no grafo GG, que cobre todos os vértices do grafo e seus

poligonos tém intersecao vazia entre si.

Dessa maneira, representamos os poligonos desta tesselacao através dos vetores

unitdrios

1)

|4)

16

o O O O O =

(2.13)



para o poligono 1,

[e2) = 5(1B) +10) + D) +1B)) = 3 (214)

SO = == = O

para o poligono 2, e

|ip3) = | F) (2.15)

_ o O O O O

para o poligono 3.
Assim definimos o operador unitdrio gerado por esta tesselagao, em sua forma

matricial, como sendo

100000 1 0 0 0 0 0
EREEN R A
EREEEN 0 F -b b

e I T S T T E el IS S R SR T (2.16)
4 4 4 4 2 2 2 2
EEERN 01 Lt b
(00000 1| (000 0 0 0 1]

Tal operador, quando aplicado ao estado do caminhante, fard com que o mesmo
possa passear pelas arestas cobertas por poligonos que compoem a tesselagao asso-
ciada a este operador. Neste exemplo, o caminhante estard apto a passear pelas
arestas BC, BD, BE,CD,CFE e DE.

Definimos entao o operador de evolucao em um grafo G T-tesselavel como U =
Ur_1...U Uy, onde T é a quantidade de tesselagdes do grafo G. Portugal et al. [35]
e Portugal [37, 38 mostraram que todo passeio no modelo de Szegedy ¢é também
um passeio no modelo Escalonado, visto que o primeiro é um caso particular do
segundo. Sendo assim, todo passeio de Szegedy corresponde a um passeio no modelo
Escalonado, que ocorre em um grafo 2-tesselavel com no maximo um tnico vértice

na intersecao de dois poligonos de tesselagoes distintas.
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Capitulo 3

Resultados em Teoria de Grafos

3.1 Limite Superior para o Problema de Cober-

tura Minima de Grafos por Tesselacoes

O problema de cobertura por tesselagoes em grafos ainda possui varias questoes
em aberto. Como visto no capitulo anterior, Portugal [38] provou que todo grafo
2-tesselavel possui seu grafo clique como sendo um grafo bipartido, ou seja, um grafo
2-colorivel. Porém ainda é uma questao em aberto caracterizar grafos cujo nimero
de tesselagao seja T'(G) = T, T > 2, visto que nao podemos afirmar que se um grafo
possui nimero de tesselacdo T'(G) = T, ele possuird um grafo clique cujo nimero
cromatico seja 7T .

Neste contexto, estabelecemos um limite superior para o niimero de tesselacao de
grafos em geral, apresentado pelo Lema [3.1], fazendo com que o ntimero de tesselagao

T(G) de um grafo G esteja sempre limitado superiormente por
T(G) < x(K(G)),

em que K (G) representa o grafo clique do grafo G e x(K(G)) representa o ntimero
cromatico do grafo K(G).

Lema 3.1 [3, [J] Sejam G um grafo e K(G) seu grafo clique. Temos que T(G) <
X(K(G)), onde T(G) indica o nimero de tesselag¢io de G.
Demonstracao. Sabe-se que cada vértice do grafo clique K(G) representa uma

clique mazimal no grafo G. Fagamos entao o sequinte:

e Para cada cor ¢; € {c1,ca,...,cx} que colore o grafo K(G) faremos uma tes-

selacao Ty para o grafo G;

e Cada clique maximal em G relacionada com um vértice da cor ¢; em K(Q)

serd englobada por um poligono na tesselacao T, e;
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e Os demais vértices restantes em G que nao foram tesselados, serao tesselados

por poligonos quaisquer.

Como cada clique mazximal obrigatoriamente serd englobada por algum poligono
de alguma tesselacao, temos que a uniao das tesselagoes cobrird todas as arestas
de G. Como cada tesselagdo gerada por este procedimento cobre todos os vértices
sem que haja intersecao entre poligonos desta mesma tesselagao, temos que todas as
propriedades que definem as tesselacoes sao atendidas, logo este procedimento cobre
todo o grafo G, logo nao € necessario mais que x(K(G)) tesselag¢des para cobrir G.
Logo T(G) < x(K(G)). O

Com o Lema [3.1] temos que todo grafo G possui o nimero de tesselagdo que nao

necessitara ser superior ao numero cromético do grafo clique.

3.2 Classes de Grafos com Numero de Tesselacao
Definido

Podemos enunciar duas familias de grafos que possuem seus respectivos niimeros
de tesselacao bem definido, sendo uma delas exatamente igual ao limite superior
proposto, revelando assim que o mesmo € justo. A primeira familia é composta
pelos grafos roda w-wheel, onde w > 4, como exemplificado pela Figura 3.1, em que
o grafo roda 6-wheel é 3-tesselavel enquanto seu grafo clique, representado por um
Kg, é 6-colorivel. A segunda familia, que atinge o limite superior, é composta por
grafos do tipo Moinho-de-vento generalizado (Generalized Windmill Graph) onde
cada uma das cliques maximais do mesmo compartilham com todas as demais cliques
maximais um unico vértice v, sendo v um vértice de articulacao e universal, como
mostrado pela Figura [3.2] em que temos 3 grafos K3 onde todos eles compartilham
um unico vértice, sendo entao um grafo cujo ntimero de tesselacao é 3, e possuindo

o grafo clique K3, que é 3-colorivel. Os resultados sao apresentados a seguir.

Teorema 3.2 [3, [5] Seja G um grafo roda w-wheel onde w > 4, e seja K(G) seu
grafo clique. Temos entao que T(G) = [X(KT(G))] = [5], onde K(G) € o grafo clique
de G e T(G) € o numero de tesselagdo de G.

Demonstracao. Todo grafo w-wheel possui w grafos Ks, compartilhando um
vértice universal v e compartilhando uma aresta com cada um de seus vizinhos (es-
querdo e direito).

Cada poligono que cobre alguma clique maximal so € capaz de cobrir duas arestas
incidentes a v.

Tomando poligonos que cobrem cliques maximais de maneira alternada, temos

que necessitamos de [ 5| poligonos, cada qual em uma tesselagao.
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(a) Grafo roda 6-wheel. (b) Grafo clique do grafo
(a), representado por um
Ke.

Figura 3.1: Grafo roda 6-wheel, que possui ntimero de tesselacao igual a 3, e seu
grafo clique representado por um Kg, que é 6-colorivel.

(a) Grafo cuja tnica in- (b) Grafo clique do grafo
tersecao entre as cliques (a), representado por um
é dado apenas por um Ks.

vértice central.

Figura 3.2: Grafo cujo nimero de tesselagao é 3, e seu grafo clique representado por
um K3, que é 3-colorivel.

Para cobrir as demais arestas da borda que nao foram cobertas desta maneira,

colocamos poligonos como for conveniente. Logo T(G) < [X(KT(G))} Por outro lado

a retirada de qualquer uma das tesselacoes utilizadas torna impossivel que se cubra

w

o grafo G com [§] — 1 tesselagdes, visto que todas as tesselagoes contém o vértice

v. Logo T(G) = [5].
U

Teorema 3.3 [3,[5] Seja G um grafo Moinho-de-vento generalizado. Entao T(G) =
X(K(G)), onde K(G) € o grafo clique de G e T(G) € o nimero de tesselagio de G.

Demonstracao. Como G é um grafo cujas cliques possuem interse¢ao entre si
dada apenas por um vértice v, que € uma articulacdo e um vértice universal no grafo,
temos que K(G) é um grafo completo. Suponha que G possua ¢ cliques. Sendo as-
sim K(G) € um grafo K., que por sua vez é c-colorivel. Usando a mesma estratégia
apresentada na resolucao do Lema|3.1] € possivel encontrar uma cobertura de G com
c tesselacoes. No entanto, a retirada de qualquer uma das tesselacoes T; utilizadas
na cobertura fard com que as c— 1 tesselacoes restantes nao sejam capazes de cobrir

todas as arestas do grafo. Isso ocorre devido ao fato de que as demais tesselagoes jd
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contém o vértice v, impossibilitando assim de que as arestas incidentes a v que fica-
ram descobertas pela retirada da tesselagao T; possam ser cobertas por algum poligono
de alguma das tesselagoes remanescentes, visto que se isto ocorresse, poligonos de

uma mesma tesselagdo nao seriam disjuntos. Logo T'(G) = ¢ = x(K(G)). O

Outro resultado, de certo modo ja esperado, vem imediatamente do resultado
apresentado por Portugal [38] ao caracterizar grafos 2-tesseldveis, em conjunto com
o resultado demonstrado pelo Lema (3.1, Deste resultado podemos deduzir que se
o numero cromatico do grafo clique for exatamente 3, imediatamente entao temos
que o grafo original é 3-tesseldvel por uma cobertura minima, i.e., o nimero de

tesselagao para tal grafo sera igual a 3.

Proposicao 3.4 Se x(K(G)) =3, ou seja, K(G) € 3-colorivel, entao T(G) = 3,
onde T(G) é o nimero de tesselagao do grafo G e K(G) € o grafo clique de G.
Demonstracao. Pelo Lema vem que T(G) < 3. Pela Proposi¢ao vem
que 2 < T(G) wvisto que G nao € 2-tesseldvel devido ao fato de seu grafo clique nao
ser 2-colorivel.
Sendo assim temos que 2 < T(G) < 3. Como T(G) € inteiro, temos 3 < T(G) <
3. Logo T(G) = 3. O

E importante ressaltar que o resultado anterior é valido apenas quando o grafo
clique de G é 3-colorivel, porém o contrario nao é verdade, i.e., nem sempre quando
um grafo G for 3-tesselavel, seu grafo clique sera 3-colorivel, como é o caso do grafo

de Hajos, visto no capitulo anterior.

3.3 Algumas Conjecturas

Alguns enunciados a seguir serao formulados como conjecturas por que, apesar
de termos algumas ideias de demonstracao, estas nao receberam ainda uma revisao
mais ampla até o momento de escrita da dissertagao. No caso da Conjectura ,
temos uma prova mais rigorosa, que serd apresentada na Ref.[3], a ser submetida
para o IX Latin and American Algorithms, Graphs and Optimization Symposium
(LAGOS). Conjecturamosﬂ que a familia de grafos livres de triangulos possuam um
nimero de tesselagao T'(G) = x'(G), onde x'(G) representa o indice cromatico da
coloracao de arestas do grafo (G. A analise que nos aponta nesta direcao esta na
ideia de que cada cor utilizada na coloracao das aresta de GG possa ser convertida
em poligonos para tesselagoes associadas as respectivas cores, ja que arestas de

mesma cor sao disjuntas, com isso podemos coloca-las em uma mesma tesselagao.

'Esta conjectura teve contribuigao de C. M. H. de Figueiredo [21] e D. Posner [39].
2Esta conjectura teve contribuicao de C. M. H. de Figueiredo [21] e D. Posner [39].
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O caminho inverso é analogo. Convertemos cada poligono em uma cor para colorir
a aresta coberta por tal poligono, associada as suas respectivas tesselacoes. Como
poligonos de uma mesma cor sao disjuntos, a coloracao de arestas de mesma cor

sera disjunta também.

Conjectura 3.5 Se G um grafo livre de triangulos, entio T(G) = X'(G), onde
X'(G) € o indice cromdtico para coloragao de arestas de G.

Justificativa. Seja C' = {cy,¢a,...,ck} 0 conjunto de cores utilizados na colora¢ao
propria das arestas do grafo G, que é livre de triangulos. Cada cor pode ser visto
como um conjunto de arestas disjuntas. Sendo assim, convertemos cada cor c; em
uma tesselacao T;, onde cada aresta colorida com a cor c; serd tesselada por um
poligono da tesselagao T;. Como as arestas sao disjuntas, os poligonos gerados
também serao disjuntos, e como o conjunto de cores C' colore todas as arestas de
G, temos que a unido das tesselacoes geradas também ird cobrir todas as arestas de
G. Além do mais, o fato de o grafo ser livre de triangulos faz com que tesselar tal
grafo seja reduzido a cobrir arestas com tesselagoes, possuindo assim, exatamente
as mesmas restricoes da coloracao de arestas. Concluimos cada tesselagao tomando
0s vértices restantes por poligonos de tamanho unitdrio.

Por outro lado, como a colora¢ao de arestas de G € propria, temos que nao é
possivel que se possa diminuir a quantidade de cores utilizadas. FEsse fato faz com
que também nao seja possivel reduzir o numero de tesselagoes utilizadas, visto que as
intersecoes entre arestas que impedem a reducdo do indice cromdtico sao as mesmas

que impedem a redugao no nimero de tesselagoes. Portanto, T(G) = X' (G).

O

Essa conjectura faz com que tenhamos fortes indicios de que o problema de
cobertura por tesselagoes seja NP-completo, visto que Koreas [24] mostrou que o
problema de coloracao de arestas em grafos livres de triangulos cujo grau méaximo
seja 3 é NP-completo. Deste modo, teriamos uma reducao polinomial entre tal

problema com o problema de tesselagdes em grafos [3].
Conjectura 3.6 [3] Decidir se um grafo é 3-tesseldvel é NP-completo.

Outra questao interessante pode ser analisar grafos que possuem uma geracao
fractal finita. Uma familia de grafos bem conhecida que atende esta definicao é a
familia de triangulos de Sierpinski [27], onde temos como exemplo o grafo de Hajds,
apresentado anteriormente neste trabalho, cuja geragao finita é g = 1. Conjectura-
mos que para qualquer grafo S, da familia de triangulos de Sierpinski para qualquer
geracao finita g > 1 possui T'(S,) = 3. O caso em que g = 0 é um caso degenerado

ja que o grafo Sy é um Kj3. A conjectura é como segue.
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Conjectura 3.7 Todo grafo S, presente na familia de triangulos de Sierpinski
através de uma geracao fractal finita g > 1 possui numero de tesselacao igual a
3.
Justificativa. Vamos demonstrar a ideia por inducdo em g, tomando como base
g=1.

Base (i = 1): Esse caso nos dd o préprio Grafo de Héjos, que como mostrado
anteriormente possut numero de tesselacao igual a 3.

Hipdtese: Sy possui niumero de tesselagio T'(Sk) = 3.

Passo: Dado que Sy é um triangulo de Sierpinski, temos que o prozimo triangulo
da familia, chamado de Syi1, € construido pela jungdo de trés grafos Sy (chamados
de Sk, Sk, € Sk,). A Figura[3.9 ilustra esta construgao.

(c) Ss

Figura 3.3: Exemplos de grafos da familia de triangulos de Sierpinski criados a partir
de uma geracao fractal. Todos possuem numero de tesselacao igual a 3. Nestas
figuras foram representados apenas os poligonos que cobrem cliques maximais do
grafo por questoes de legibilidade.

Note que nesta construcao nunca € possivel a existéncia de uma intersecao entre
poligonos de uma mesma tesselagao visto que o vértice extremo esquerdo de Sk, passa
a ser o mesmo vértice do topo de Si,, ambos em tesselacoes distintas. O mesmo
ocorre com o vértice do extremo direito de Sk, que passa a ser o mesmo vértice
do topo de Si,, também ambos em tesselagoes distintas. Ainda temos o vértice do
extremo direito de Sk,, que passa a ser o mesmo vértice do extremo esquerdo de Sk,
e estes também estao em tesselacoes distintas.

Nao € possivel reduzir o numero de tesselacoes visto que o grafo clique dos grafos
da familia de triangulos de Sierpinski ndo sao 2-coloriveis.

O
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Capitulo 4

Resultados em Computacao

Quantica

4.1 O problema de FElement k-Distinciness e a

abordagem de Ambainis

Dada uma lista de elementos (x1,...,2y), ndo necessariamente ordenados, tal
que z1,...,xy € {1,..., M}, o problema de Element Distinctness consiste em des-
cobrir se nesta lista existem dois indices i,7 € [N] (sendo [N] = {1,2,3,--- N},
ou seja, o conjunto de indices da lista), com ¢ # j, tal que z; = z;. De modo
geral, podemos estar interessados em descobrir se nesta lista existem £k elementos
x;, = --- = x;, tais que iy # --- # i, obtendo entao um problema mais genérico
conhecido como Element k-Distinctness. Buhrman et al. [16] construiram um algo-
ritmo para resolver o problema de Element Distinctness em O(N®/*), no entanto,
Aaronson & Shi [I] mostraram que o lower bound para este problema é O(N?/3).
Sendo um dos pioneiros no desenvolvimento de algoritmos quanticos que utilizassem
passeios quanticos e busca em grafos, Ambainis [8] apresentou um algoritmo para
resolver o problema utilizando um grafo de JohnsonE] bipartido, cuja complexidade
é O(N k/ k1) sendo k o ntimero de repeticoes de elementos na lista, portanto, 6timo
para o caso em que k = 2, e necessitando de O(r(log N +log M)) qubits de memoria,
onde r = | NF/F+1],

Posteriormente surgiram novas abordagens quanticas para resolver o mesmo pro-
blema. Belovs [12] apresentou um algoritmo que é baseado no conceito de Learning-
Graphs, cuja complexidade de query é O(lezk_z/mfl))7 sendo assim melhor assin-

toticamente do que a proposta apresentada por Ambainis para k > 3.

1Os vértices de um grafo de Johnson J(n,p) representam p particoes de elementos do conjunto
{1,2,...,n} onde dois vértices serdo adjacentes se e somente se a intersecdo entre eles possuir
tamanho p — 1.

24



Apesar do algoritmo apresentado por Belovs [12] possuir uma melhor comple-
xidade assintética, a abordagem de Ambainis [§] possui uma grande importancia
tedrica no paradigma quantico, e o passeio quantico executado pelo mesmo possui
relagao com o modelo Escalonado de passeio quantico, introduzido no Capitulo 2]

O algoritmo de Ambainis consiste em fazer uma busca por um vértice mar-
cado em um grafo de Johnson bipartido. Definimos duas particoes, A e A’, em
rfl) vértices. Seja
r = |N¥/*1| e seja S o conjunto de todos os possiveis subconjuntos de indices

. . . /N s . .
que a primeilra possul (r) vertices enquanto a Segunda possul (

S C [N], tal que |S| = r. Seja também um elemento y € [N],y ¢ S. Os vértices
de A correspondem a estados quanticos da forma |S)|y)|z), onde |S) representa as
informagoes dos indices armazenados no subconjunto S € S, |y) representa um ele-
mento y, e |z) representa o subconjunto de tamanho r, tal que se S = {iy, i, i, },
entao |r) = |z, Xy, -+ ,x;). Tal particio necessita de um espago de Hilbert H de
dimensao (]: ) M7"(N — r) para armazenar todos os estados quanticos da mesma. A
segunda particao A’ possui vértices que correspondem estados quanticos da forma
|S)y)|«"), onde |S’) representa as informacoes dos indices armazenados em um
subconjunto S" C [N], cuja cardinalidade é |S’| = r+1, |¢/) representa um elemento
y' tal que y' € S, e |2') representa o subconjunto de tamanho r + 1 que contém os
elementos cujos indices estao presentes em S’; tal que se S = {iy, g, - - i,41}, €ntao
|&") = |24, @iy, -+ ,24,,,). Para armazenar estes vetores é necessario o espaco de
Hilbert H' de dimensao (Ti\[l)M "1(r 4+ 1). Um vértice serd marcado na particao A
se tal vértice possuir k£ elementos iguais em seu subconjunto z. Nao havera vértices
marcados na particao A’. Um vértice v, presente na particdo A, serd adjacente a
um vértice v, presente na particao A’, se e somente se v’ representar um subcon-
junto de indices que contenha o subconjunto de indices representado por v, ou seja,
SN S = S. Vale ressaltar que na representacao do grafo utilizado pelo algoritmo
de Ambainis cada um dos vértices de A é representado apenas pelo valor em |S),
enquanto que cada um dos vértices de A’ é representado apenas pelo valor de |S').
A Figura[f.1]exemplifica um grafo de Johnson bipartido para um conjunto [N] =
{1,2,3,4} e um valor de k = 2. Para tal, temos que a lista de elementos é ¢ =
{1,2,1,4}, fazendo com que o vértice que representa o estado |13) seja marcado.
As primeiras duas etapas do algoritmo de Ambainis (ver Algoritmo |If) geram
uma superposicao uniforme de todos os vértices que se encontram na particao A.
Posteriormente na terceira etapa, que é repetida O((%)g) vezes, primeiro o algoritmo
aplica um operador condicional conhecido como phase flip, cujo efeito ¢ mudar a fase
da amplitude quantica de todos os vértices que possuem k elementos iguais em seus
respectivos subconjuntos x, marcando assim, tais vértices. Em seguida ainda na
terceira etapa, o algoritmo de fato executa os passos do passeio quantico O(+/T)

vezes. Finalmente, na quarta etapa, devemos efetuar a medicao.

25



12)
[13) [123)
14) [124)
[23) 134)
[24) 234)
[34)

Figura 4.1: Grafo de Johnson bipartido para um conjunto [N] = {1,2,3,4} e um
valor de k = 2. Para tal, temos que a lista de elementos é ¢ = {1,2,1,4}

As etapas do algoritmo de passeio quantico podem ser divididas em duas partes
(ver Algoritmo . A primeira parte, composta por trés etapas, tem por objetivo
movimentar o caminhante da particao A para a particao A’. Isso é feito através de
um mapeamento que aponta o caminhante para seus vizinhos presentes na particao
A’. Ap6s tal mapeamento as duas operagdes seguintes fazem com que o caminhante
passe do espaco ‘H para o espaco H' através do aumento dos conjuntos representados
por |S) e |z), fazendo com que estes passem a ser, respectivamente |S’) e |z’), onde
1Sy = |SU{y}) e |2/) = |z U {x,}). A segunda parte, também composta por trés
etapas, tem por objetivo mover o caminhante de A’ para A. Isto é feito através
de um novo mapeamento que aponta o caminhante para seus vizinhos em A. Apds
isso, as duas operacoes seguintes se encarregam de reduzir o tamanho dos conjuntos
representados por |S’) e |2’) fazendo com que estes passem a ser, respectivamente,
|5) e |z}, onde |S) = [S"\{y'}) = [SU{y}\{y'}) e |z) = [a"\{zy }) = |20{z, \{zy }).
Caso o leitor almeje o estudo de tal algoritmo, podera fazer uso da ferramenta QFEDS:
Quantum Element Distinctness Simulator que executa e detalha passo-a-passo o
algoritmo de Ambainis para o caso em que k = 2 [4].

Ambainis também propos um algoritmo para resolver o problema de Multiple
FElement k-Distinctness(Multiplos Element k-Distinctness). Nesta abordagem, o al-
goritmo ird retornar todos os elementos da lista que possuam pelo menos k repeticoes
do mesmo elemento [§].

Como mostrado no Algoritmo 3], o procedimento consiste na aplicagao de alguns
passos classicos, o que faz com que o Algoritmo [I| seja aplicado sucessivas vezes com
o objetivo de obter todos os elementos que possuam pelo menos k repeticoes na lista

de entrada.
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Algoritmo 1: Algoritmo de Ambainis para o problema de FElement k-
Distinctness

1. Gere a superposicao uniforme

ZZ|5 )y)-

o ) (N — 1) 5e5 ygs

2. Consulte todos os x; para i € S. Isto faz com que o estado se transforme em

(T)(N—r SES y¢S zES

3. Repita t; = O((X)*/?) vezes:

(a) Aplique o operador condicional phase flip (Transforma
1S)|y)|x) — —|S) |ly) |z)) para todo S € S, tal que x;, = x4, = ... = x4,
i1yl €8, 01 Flg # - F i
(b) Realize ty = Of/r) passos do passeio quantico (Algoritmo [2)).
4. Efetue a medigao do estado final. Verifique se S contém uma k-colisao e

responda “Existe uma k-colisao” ou “nao existe k-colisao”, de acordo com o
resultado.

O algoritmo de Ambainis para Element k-Distinctness, além de possuir grande
importancia tedrica e ser alvo de estudo de pesquisadores da area, também con-
tribuiu como inspiracao o desenvolvimento do modelo de caminhada quantica de
Szegedy [43]@, sendo tal modelo uma generalizacao da caminhada executada pelo

procedimento de Ambainis.

4.2 Algoritmo Quantico para o Problema de Fle-

ment k-Distinctness no Modelo Escalonado

A definicao do problema, bem como as variaveis, é exatamente a mesma vista
na secio anterior. Relembrando, definimos r = |N*¥/**!| sendo k o nimero de
repeticoes buscadas na lista de entrada. Temos o conjunto S de todos os possiveis
subconjuntos S C [N], tal que |S| = r, e um elemento y, tal que y € [N]\S,
fazendo com que tenhamos N — r valores de y associados a cada subconjunto S.

Construiremos um grafo G 2-tesselavel, onde cada vértice deste grafo representara

2A primeira versdo do trabalho de Ambainis foi divulgada em 2002 no repositério do arXiv,
sendo posteriormente publicado pela SIAM Journal of Computing, em 2007, enquanto que o tra-
balho de Szegedy foi publicado em 2004.
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Algoritmo 2: Seis subpassos que descrevem um unico passo de passeio
quantico

1. Aplique a transformagao mapeando |S) |y) para
2 2
S (— | —) L. N,
|>< tv )Wt 2 W)
Y'ESy'#y

onde S € S ey ¢ S sao registradores do espago H. (Essa transformagao é
uma variagao da “transformacao de difusao” em [23].)

2. Mapeie o estado de H para H’', adicionando y ao S e alterando x para um
vetor de k + 1 posicoes, introduzindo 0 no local correspondente ao y.

3. Busque por z, e insira-o no local de x correspondente ao y.
4. Aplique a transformagao mapeando |S) |y) para

'S><<‘”%)'y>ﬂi1 > |y'>)

y'ESY #y

emque SeSey €85.

5. Reverta para zero o elemento de x correspondente ao novo y usando a
entrada para consultar z, (Lembre-se que a etapa 2 é uma operacao
reversivel).

6. Mapeie o estado de volta para H removendo o componente 0 correspondente
ao y de x e removendo y de S.

um par (S,y).

Definicao 4.1 Definimos um grafo G com (]:) (N — 1) vértices. Um vértice v cor-
responde a um par (S,y), em que S € S ey € [N]\S. Dois vértices v e v' serao
adjacentes, para v = (S,y) e v’ = (S',y'), se e somente se ou (i) "' =5 ey # v,
ou (i) S" = S U{yI\{y'}.

Um fato importante a ser mencionado é que o grafo construido pela Definicao |4.1

é grafo linha do grafo utilizado por Ambainis em sua abordagem, como mostra a

Proposicao (4.3
Defini¢ao 4.2 Dado um grafo G, seu grafo linha L(G) € tal que:
e Cada vértice em L(G) corresponde a uma aresta em G

o Um par de vértices em L(G) sao adjacentes se e somente se as arestas corres-

pondentes possuem um vértice em comum em G.

28



Algoritmo 3: Multiple Element k-Distinctness
1. Seja Fy =[N]ej=1.

2. Enquanto |Fj| > maz(r, V' N) repita:

(a) Execute o Algoritmo [l| sobre z;,7 € F};, usando uma memoria de
F -
tamanho r; = T‘N”. Faca a medicao do estado final, obtendo um
conjunto S, pare se encontrar uma k-colisao;

(b) Seja ¢; um expoente par de um primo com |Fj| < ¢; < (1 + 5)|F}].
Selecione uma permutagao aleatéria 7; sobre ¢;, de uma %-aproximagéo
de uma familia 2k log N -wise independent de permutacoes;

(c) Seja
2% .
Rri?|| [

3. Se |F};| < r, pesquise por todos os x;,i € Fj classicamente, e pare se
encontrar uma k—colisao;

(d) Seja j =j+1.

4. Se |Fj| < VN, execute a busca de Grover([23]) sobre o conjunto de no
maximo N*/2k-tuplas (i — 1,...,4)) de um par distinto i, ..., i, € Fj,
procurando por uma tupla (iq,...,7) tal que x;, = ... = x;, e verifique se ha
uma k—colisao.

Proposicao 4.3 Seja G o grafo bipartido construido para o algoritmo de Ambainis.
O grafo linha de G € exatamente o grafo H construido sequndo a Defini¢ao [4.1]

Demonstracao. Seja G o grafo bipartido construido para o algoritmo de Ambai-
nis, cujas particoes chamaremos aqui de A e B. Os vértices v € A correspondem a
subconguntos S, C [N], tal que |S,| = r, e os vértices u € B correspondem a sub-
conjuntos S, C [N] tal que |S,| =7+ 1 e S, NSy, = S,. Portanto, Sp\S, possui um
unico elemento. Seja uma rotulacao das arestas de G tal que cada aresta receba um
rétulo (Sq, Sy), indicando que a aresta € incidente ao vértice de A correspondente ao
subconjunto S,, e incidente ao vértice de B correspondente ao subconjunto Sy,. Desse
modo, duas arestas sao incidentes ao mesmo vértice da particao A se possuirem em
seus rotulos o mesmo valor em S,, e serao incidentes ao mesmo vértice em B se
possuirem em seus rotulos o mesmo valor de Sp.

Vamos mostrar que (i) cada vértice em H corresponde a uma aresta em G, e que
(ii) dois vértices em H sao adjacentes se e somente se as arestas de G associadas a
esses vértices incidem a um mesmo vértice em G.

(i) Pela Definicao temos que um vértices arbitrario de H € rotulado por
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(S,y), tal que S C [N], |S| =r, ey € [N\S. Seja S, = S e S, = SU{y}.
Entao um vértice (S,y) de H € mapeado na aresta (S,,Sp) de G. Analogamente,
seja (Sq, Sp) uma aresta arbitraria de G. Seja S = S,, e seja y o unico elemento do
conjunto Sp\Sa. Entdo uma aresta (S,,Sy) de G € mapeada no vértice (S,y) de H.
Além disso, |V(H)| = |E(G)| = (]Z)(N — ). Portanto, mostramos que existe uma
bijecdo entre o conjunto de vértices de H e o conjunto de arestas de G.

(i) A demonstracao deste item serd dividida em duas partes.

(—) Sejam v,v" dois vértices adjacentes em H, tal que v possui rétulo (S,y) e v’
possui rotulo (S',y'). O vértice v é mapeado na aresta de G rotulada por (Sa, Sp),
em que S, = S e Sy, = SU{y}. Analogamente, o vértice v’ é mapeado na aresta de G
rotulada por (S.,S;), em que S!, = S" e S; = S"U{y'}. Pela Defini¢ao sabemos
que v, v’ sao adjacentes se uma das sequintes condigoes for satisfeita: ou (a) S =S,
ou (b) 8" = SU{y}\{y'}. Sev,v" forem adjacentes pelo caso (a), entio v € mapeado
na aresta (S, S U{y}) de G, e v' é mapeado na aresta (S,S U{y'}) de G, que sao
arestas incidentes ao mesmo vértice em G. Se v,v' forem adjacentes pelo caso (b),
entdo v é mapeado na aresta (S, S U {y}) e v' é mapeado na aresta (S U {y}\{v'},
(SULID ULy'D) = (SU LN}, SU{gh), pois em (S Uy y'h U '},
o conjunto dado por {S U {y}} terd o elemento y' retirado (a partir da operagao de
subtrag¢ao) e novamente inserido (a partir da opera¢ao de unido), que sio arestas
incidentes ao mesmo vértice em G.

Portanto, demonstramos que se dois vértices em H sdao adjacentes, entdao as
arestas de G associadas a esses vértices incidem a um mesmo vértice em G.

(<) Sejam (S,, Sp) € (51, S}) duas arestas em G incidentes a wm mesmo vértice.
A aresta (S,,Sy) € mapeada no vértice (S,,y) de H, em que y € Sp\S,. Analoga-
mente, a aresta (S, Sy,) € mapeada no vértice (S!,y') de H, em quey’ € S;\S.,. Para
as arestas de G serem incidentes ao mesmo vértice, uma das sequintes condi¢oes
precisa ser satisfeita: ou (a) S, = S, se o vértice em comum estiver na parti¢ao
A, ou (b) S, = S}, se o vértice em comum estiver na particio B. Se as arestas
de G forem incidentes pelo caso (a), entdo a aresta (S,,Sy) € mapeada no vértice
(Sa,y) de H, em que y € Sp\Sa, € a aresta (S),S}) € mapeada no vértice (S,,y')
de H, em que y' € S;\S,. Os vértices rotulados por (Sa,y) € (Sa,y’) sao adjacentes
em H. Se as arestas de G forem incidentes pelo caso (b), entao S, = S;. Temos
entao que, como definido pela Defini¢ao So= S, U{yI\{v'}, que resulta em
Sl = 5, U{Sp\Sa}\{Sp\S.}, que nos leva em S, = Sp\{S,\ 5.}, que por sua vez
resulta em S! = S!. Logo, os vértices rotulados por (S,,y) e (S,,y') sao adjacentes
em H.

Portanto, mostramos que se duas arestas em G incidem a um mesmo vértice,

entao os vértices correspondentes em H sao adjacentes.

O
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Exemplo 4.4 Seja o conjunto de indices [N] = {1,2,3,4}, onde temos r = 2 e
k = 2. Seja entao o grafo G bipartido utilizado por Ambainis em sua abordagem.
Temos que seu grafo linha € dado por L(G), que € exatamente o grafo construido
sequndo a Definicdo como mostra a Figura[4.2.

[12)

[13)

[14)

[23)

124)

BA)1) BA)2)

34)
G L(G)

Figura 4.2: Grafo de Johnson bipartido G, utilizado por Ambainis em sua aborda-
gem, e seu grafo linha L(G), que é exatamente o grafo construido pela Definigao ,
ambos para [N] = {1,2,3,4}, onde temos r =2 e k = 2.

Apés construirmos este grafo, para executarmos um passeio quantico no modelo
Escalonado, precisamos definir pelo menos duas tesselagoes para que assim, possa-
mos gerar os operadores de evolugao para a caminhada. Antes vamos provar que o

grafo G construido pela Definicao [4.1| é 2-tesselavel.

Proposicao 4.5 [38] Um grafo é 2-tesseldvel se e somente se seu grafo clique €

2-colorivel.

Proposicao 4.6 O grafo G construido pela Definicao possui um grafo clique
K(G) bipartido.

Demonstracao. A Defini¢cao descreve duas possibilidades de ocorréncia de
arestas (v,v") no grafo G, em que v = (S,y) e v' = (S',y), que sio as sequintes: (i)
S'=Sey#y,talque SeS ey, y ¢85, ou (i) S =SU{y}\{y'}, tal que S € S
ey, & S,y €8S.

No caso (i) todos os vértices que possuem o mesmo valor S em seu par (S,y) irao
formar uma clique, visto que tais vértices estao conectados entre si, por definicdo.
O mesmo vale para o caso (i), onde 8" =S U{y}\{y'}.

Suponha por contradicdo que duas cliques a, com p vértices, e b, com q vértices,
geradas pelo caso (i) possuam o vértice v = (S,,y,) em comum. Como v pertence
a clique a, entao S, = Sy, 1 < i < p,a; #r e como v pertence a clique b, entao
Sp = Sy, 1 <5 < q,bj #r. Com isso temos que Sy, = Sp;, Vi, j,1 <1 < pe
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1 < 5 < q, indicando que todos os demais vértices de a possuem adjacéncia com
todos os demais vértices de b. Logo a e b na verdade sao uma unica clique, um
absurdo. Logo as cliques geradas no caso (i) nao possuem vértices em comum. A
demonstracao € andloga para as cliques geradas pelo caso (ii).

Sendo assim, ao gerarmos o grafo clique K(G) teremos vértices que podem ser
colocados em uma particao A (cliques geradas pelo caso (1)) e na particio A" (cliques
geradas pelo caso (ii)). Sendo assim, temos que o grafo clique K(G) € bipartido e

portanto, 2-colorivel. U

Corolario 4.7 O grafo G gerado pela Defini¢ao é 2-tesseldvel.
Demonstragdo. Segue diretamente da Proposi¢ao[{.5 e da Proposi¢io[{.6. O

Sendo assim, definimos duas tesselagoes para o grafo GG, como segue.

Definicao 4.8 Podemos definir duas tesselagoes no grafo G. A primeira tesselagao,
chamada de o, é definida por poligonos que cobrem cliques onde para todo o par de
vértices (v,v') tal que v = (S,y) e v’ = (S',y), temos S = 5" ey £y, ondey ¢ S
ey ¢ S'. A sequnda tesselagao, chamada de 3, € definida por poligonos que cobrem
cliques onde todo o par de vértices (v,v'), tal que v = (S,y) e v = (S',y), temos
S'=SU{y}\{y'}, ondey ¢ S ey €5.

A partir destas duas tesselagoes, iremos extrair os dois operadores de evolucao
que juntos irao evoluir o estado quantico que representa o caminhante ao longo da ca-
minhada. Como cada vértice representa um par (S, y), representamos o caminhante
como sendo o estado quantico |S)|y) no espago de Hilbert (]7\,[) (N —r).

Definimos entao os operadores de evolucao Uy e Uy. O operador Uy, que é gerado
pela tesselagdo a (Defini¢ao .), cobre arestas onde o par de vértices incidentes
sao da forma S = S, enquanto o operador U, que é gerado pela tesselagao
(Definigao .), cobre arestas cujo par de vértices incidentes possuam valores S e S’
da forma S’ = S U {y}\{y'}. Como existem (") valores possiveis para S, ambos os
operadores de evolucao irao percorrer todo o conjunto S, cuja cardinalidade é (]X )
Iremos mostrar que os operadores Uy e U; do modelo Escalonado, para as tesselagoes

aqui descritas, podem ser escritos como

[ZZ<|52/ (Sl + > 18,y) Sy|> — 1, (4.1)
SES y¢S T
Y7y’
e -
ZZ (|5 Syl + > 1SS, y|> — 1, (4.2)
SeS y¢s y'es |
Y7y’
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onde |S") = |SU{y}\{v'}). Note que, no caso do operador Uy, os valores de y,
assim como os valores de 3/, pertencem ao conjunto de indices [IN], no entanto nao
pertencem ao conjunto .S, enquanto que no caso do operador Uy, os valores de y sao
mantidos como definidos anteriormente, porém nesse caso, os valores de ¢ além de
pertencerem ao conjunto [N], devem ainda pertencer ao conjunto S.

Apesar do aspecto um pouco diferente, os operadores descritos pelas Equagoes
e sao como os operadores de tesselagoes descritos no Capitulo 2. Relem-
brando de maneira breve, vimos que uma tesselacao define no modelo Escalonado

um operador ortogonal, reflexivo e unitario da forma

Ui = 2( 3 |sok><sok|) -1 (1.3

onde, m; é o numero de poligonos pertencentes a tesselacao C;, que gera o operador
U, e
or) = > tnjli), (4.4)
JEPr
onde 1, ; sao as amplitudes ndo-nulas complexas do vetor unitario |¢y), que repre-
senta o poligono ¢, em G com vértices indexados por j.
Vamos entao mostrar que pela Equagao [4.3], tomando amplitudes uniformes para

os poligonos na Equacgao , os operadores descritos pelas Equacoes (4.1) e (4.2)
sao operadores do tipo descrito de maneira genérica pela Equacao (4.3)).

Proposicao 4.9 O operador descrito pela Equagao ¢ um operador do mesmo
tipo do operador descrito pela Equacao , sendo deste modo um operador refle-
xivo, ortogonal e unitdrio.

Demonstracao. Substituindo a Equagao na Equacgao temos

Uy = 2( Z > Zwk,ywzm’)m) -1 (4.5)

k=0 j'cpr j€vr

Temos que o operador Uy atua sobre poligonos da tesselacao o, portanto atua
sobre poligonos que cobrem cliques onde para todo par de vértices (v,v'), tal que
v=(Sy) ev =(5Y), temos S =S ey £y, comy,y ¢ S. Sendo assim,
possuimos (N — 1) vértices em cada poligono, pois para cada possivel valor de S
existem (N — r) possiveis valores para y. Tomando os poligonos com amplitudes

uniformes, temos Vy ; = \/% Logo, temos nosso operador como sendo

Uo = N2_r< DI \j’><j|) — 1. (4.6)

k=0 j'€pk j€PK
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Cada vértice j corresponde a um par |S,y). Como temos S C S, e nesse caso

S =5', podemos reescrever nosso operador como

Uy = %(ZZZ |s,y’><s,y|) -1 (4.7)

SeS y¢S y'¢S

Podemos reescrever os somatorios em y ey de tal maneira que explicitemos os

casos em que y =y'e y #y'. Sendo assim, temos

SeS y¢S y'¢s
y#y'
que € exatamente a equacao descrita pela Equacao . 0

Proposicao 4.10 O operador descrito pela Equacao € um operador do mesmo
tipo do operador descrito pela Equacao .
Demonstracao. Substituindo a Fquagao na Fquagao temos

U, = 2( Z > Zwk,j/wz,jlj’><j\> -1 (4.9)

k=0 j'€r JECK

Temos que o operador Uy atua sobre poligonos da tesselagcao [, portanto atua
sobre poligonos que cobrem cliques onde todo par de vértices (v,v') tal que v = (S, y)
ev' = (5,9, temos S" = SU{y}\{y'}(S = S"U{y'}\{y}). Sendo assim, possuimos
(r+41) vértices em cada poligono. Tomando os poligonos com amplitudes uniformes,

temos Yy, ; = \/:Tl Logo, temos nosso operador como sendo

(mi_:l > |J"><J'|> — 1. (4.10)

k=0 j'€pr JEPK

U, =

2
r+1
Cada vértice j corresponde a um par |S,y). Como temos S C S, podemos

reescrever nosso opemdor como

2
- (ST S s -1 ()
SES y¢S y'eS
onde, neste caso, 8" =S U{y}\{y'}.
Podemos reescrever os somatorios em y ey de tal maneira que explicitemos os

casos em que y =y'e y #y'. Sendo assim, temos

> (IS, DSyl + \S’,y’>(5,y|>] ~ 1, (4.12)

SeS y¢S y'es
Y7y’

2

U, =
! r+1
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onde |5") = [SUL{y\{y'}).
A equacgao descrita acima € exatamente a equacdo descrita pela Equacao .

O

Note que o operador U, permite que o caminhante se mova por arestas cujos

vértices incidentes possuem o mesmo valor no registrador |S), enquanto o operador

U, faz com que o caminhante se movimente por arestas cujos vértices incidentes

possuam valores no registrador |S) = |S" U {y'}\{y}).

O Algoritmo [4] apresenta o algoritmo para resolver o problema de Element Dis-

tinctness no modelo Escalonado.

Algoritmo 4: Algoritmo no modelo Escalonado para Element k-Distinctness

1. Gere a superposicao uniforme

N Z 1S, ).

(M) (N = r) 1515res

r

2. Consulte todos os z; para i € S. Isto faz com que o estado se transforme em

SIS @

(V) (N =) ses ygs i€

3. Repita t; = O((N/r)*?) vezes:

(a) Aplique o operador condicional phase flip (Transforma
1S)y)|x) = —|S) |y) |z)) para todo S de tal modo que

[Eil

=, = ... = x;, para k distintos iy, ...,7; € S.

(b) Execute to = O(y/T):

i

il.

iil.

1v.

Aplique o operador Uy;

Altere o registrador |z) para um vetor de tamanho r + 1, colocando
0 na posicao correspondente a y. Procure por z, e insira-o em x no
local correspondente a y;

Aplique o operador Uy;

Apague de x o elemento correspondente ao novo y usando-o como
entrada para procurar x,. Remova o valor 0 do registrador |z),
transformando-o novamente em um vetor de tamanho 7.

4. Efetue a medigao do estado final. Verifique se S contém uma k-colisoes e
responda “Existe uma k-colisao” ou “nao existe k-colisao”, de acordo com o
resultado.

O algoritmo para encontrar a resposta para o problema de Multiple Element

k-Distinctness ¢ semelhante ao apesentado no Algoritmo [3, no entanto, no passo
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em que ¢ chamado o algoritmo quantico de Ambainis, é chamado na verdade o
Algoritmo [4]

Exemplo 4.11 Vamos demonstrar a execugao do operadores do algoritmo apresen-
tado. Para simplificar, ao invés de analisarmos o estado inicial do caminhante como
uma superposi¢ao, tomaremos o caminhante em um unico vértice a fim de que fique
vistvel como a amplitude do estado quantico € modificada e espalhada ao longo das
aplicagoes dos operadores Uy e U;.

Seja o grafo construido sequndo a Defini¢ao e tesselado sequndo a De-
finicao para N = 4 tal que [N] = {1,2,3,4} e k = 2. Seja entio o estado
inicial do caminhante |¥o) = [12)|3), como mostra a Figura[4.5

[12)[3) 12)14)

4
13) B ) "

|| hl
1l

V.
113)1 a)13) 23)14) H13)

[34) |1 4)|2)

Figura 4.3: Grafo construido segundo a Definicao [4.1| e tesselado segundo a De-
fini¢do [4.8 para N =4 tal que [N] ={1,2,3,4} e k = 2.

Ao aplicarmos o operador Uy, descrito na Equacao o caminhante passard a
estar em uma superposi¢ao entre os vértices |12)|3) e |12)|4), resultando no estado
|Wy) = «|12)]3) + 5]12)|4), onde «, 5 € C representam amplitudes qudnticas, como
mostrado na Figura[.4).

Apds isso, aplica-se o operador Uy, descrito pela Equagao , levando-nos ao
estado |Ws) = a1]12)|3) + aa|13)|2) + a3]23)[1) + B1|12)[4) + Ba]14)|2) + B3]24)[1),
como mostrado pela Figura[4.5.

Dessa forma a amplitude quantica do estado inicial do caminhante ird se espalhar
pelos vértices do grafo. Como o estado inicial do caminhante originalmente € uma
superposicao de todos os vértices, temos que ao marcarmos um vértice utilizando
a operacao de phase flip para realizarmos a busca por ele, a medida que 0s passos
quanticos forem executados, ocorrerd uma convergéncia das amplitudes no vértice
que fot marcado devido a soma e subtracao das amplitudes dos estados que compoem

a SUPerposicao.
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[12)[3) 12)14)

4
1) B ) "

-
[13)] 4)13) |23)]4) 413)

|34)[1 4)2)

Figura 4.4: Grafo construido segundo a Definicao e tesselado segundo a De-
finicao apods a aplicagao do operador Uy sobre o estado quantico |Wg).

[12)[3) 12)14)

4
113)] 3)11) 1412 &

va
[13)] 4)|3) |23)|4) 413)

|34)[1 4)2)

Figura 4.5: Grafo construido segundo as Defini¢ao e Definicao apds a
aplicagao do operador U; no estado quantico |W¥y)

4.2.1 Corretude e Complexidade do Algoritmo de Element

k-Distinctness

Vamos mostrar que nosso algoritmo é equivalente ao algoritmo de Ambainis
através das proposicoes a seguir. Com isso, mostraremos a corretude e a complexi-
dade do Algoritmo [4]

Proposicao 4.12 O estado inicial do algoritmo de Ambainis (Algoritmo € o
estado inicial do Algoritmo [f] apresentado sio equivalentes.

Demonstracao. As duas primeiras etapas de ambos os algoritmos sao exatamente
as mesmas, com isso para uma mesma entrada, ambos os algoritmos terdao uma

mesma Superposicao inicial. 0
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Proposicao 4.13 A aplicacao das etapas de passeio quantico do algoritmo apre-
sentado € equivalente a aplicagao das etapas de passeio quantico apresentados no
Algoritmo [

Demonstracao. Como descrito anteriormente, as trés primeiras etapas do Al-
goritmo @ fazem o caminhante se mover da particao A para a particio A'. En-
quanto isso, as trés ultimas etapas do mesmo algoritmo movimentam o caminhante
da particio A’ para a particio A. (i) Vamos mostrar que o mapeamento executado
na etapa 1 do Algoritmo @ ¢ equivalente a aplicagdo do operador Uy, e (ii) vamos
mostrar que as 5 etapas sequintes do Algoritmo [ sao equivalentes a aplicacao das
trés ultimas etapas do algoritmo proposto.

Vamos mostrar primeiro a equivaléncia em (i) aplicando primeiro o mapeamento
da etapa 1 do Algoritmo |4 sobre um estado genérico |Vo) = |S;, yi, ;) e posterior-
mente comparar com a aplicagio do operador Uy sobre o mesmo estado |Wy). O

mapeamento da etapa 1 do Algoritmo ] faz

2 2 ,
1S)y) — |S><<_1+N——r)|y>+]\f——rz|y>>’ (4.13)
y'Es
Y'#y
para todo S € S ey ¢ S. Dado um estado genérico |Vo) = |S;,vi, i) € H, a

aplicagao do mapeamento em |Vo) leva ao estado

<<—1+%>|Sﬁyu$i>+% Z |Sz‘,y§a$i>>- (4.14)

Y¢S
yi?ﬁyi

Aplicando o operador Uy sobre o mesmo estado genérico |¥qo) temos a operagdao

SeS y¢ S y'es
y' Ay

que nos leva ao estado

2 2

—1 —> Si7 iy L9 N Si7 /'a A 9 4.16
(( IS + = D | yzx>> (4.16)

YiES;

yﬁéyi
que € exatamente o estado descrito pela Fquacgao . Portanto, o mapeamento
presente na etapa 1 do Algoritmo[d possui efeito equivalente a aplicagao do operador

Uy.

Vamos agora mostrar a equivaléncia descrita em (ii), aplicando sobre um estado

|U1) =[S, vs, %) as 5 etapas restantes presentes no Algoritmo|d, e comparar com o
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resultado da aplicacdo das trés ultimas etapas do algoritmo proposto sobre o mesmo
estado |Wy).

No Algoritmo @ a sequnda etapa adiciona o valor presente no registrador |y) no
registrador |S), ou seja, o valor de y; serd adicionado ao conjunto representado por

S;, levando-nos ao estado
|Sz U {y2}7 Yi, x1>

A terceira etapa modifica o estado |x) a partir da inser¢ao do valor x,. Isto nos leva

ao estado
1Si U{wit, i 2 U {xy, }).

Na etapa 4 aplicamos o mapeamento

1S)|y) — !5><( 1+%) y>+ri1%!y’>>, (4.17)

y'#y

que sobre o estado descrito anteriormente, nos leva ao estado

Z |SU{yi},y£,ZL’iU{CL’yi}>. (418)

Y;€S;
y;#yi

2
(—1-}-—+ 1)|SiU{yi},yi,ZEiU{:):yi}>+m

A quinta etapa ird apagar do registrador |x) o valor de x,, sendo y o valor no

registrador |y). Isto leva-nos ao estado

( 1+L> 1S Ui}, yir i) + Z 1S U{yi}, yl’xlu{xyl}\{l'y 1. (4.19)

T 1 yZES

YiFYi

A sexta etapa ird remover os respectivos valores de y que foram inseridos nos
respectivos registradores |S), presente em cada uma das componentes que compoem

o estado corrente. Com isso obtemos o estado

( 1+%> SO s+ — SISO om0 N ),

yZES
yﬂéyi
(4.20)

que resulta em

2
1 7 Si7 iy L Z ) 4.21
< + +1)| Y Z| Y ) (4.21)

yZGS
YiAYi
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onde S = S; U{yit\{yi} e wj = 2 U {wy, P\ {ay }.
Enquanto isso, sobre um mesmo estado genérico |V1), ao aplicarmos a etapa 2

do algoritmo proposto temos o estado
1S, yi, v U {xy, ). (4.22)

Apds isso, a aplicagdo do operador Uy sobre o estado descrito anteriormente faz

com que tenhamos a operacao
( > <|s ) (S,yl+ > 15 )(S, m)] - 1) 1S5, i s U {2y, }), (4.23)

SES y¢s yes
onde S" = SU{y}\{v'}, que faz com que tenhamos o estado

y'#y

2 2 /
(— 1+?>|Sﬁylaxl> +T Z ’ yz,$1U{$yz}>, (424)

yZES
YiFYi
onde S, = S; U{y;}\{y.}. Finalmente, a aplicacio da etapa 4 do passeio quantico

do algoritmo proposto faz com que tenhamos o estado

2
<_ 1+?)|S'L?yzaxz Z | yz? z (425)

yZGS
Y FYs
onde x; = x; U{xy, }\{7y }, que € exatamente o estado descrito pela Equagdo.
Logo a aplicagao do operador Uy e a aplicagdo das 5 iltimas etapas do Algoritmo [3
sao também equivalentes.
Com 1isso, mostramos que aplicar as etapas de passeio quantico do algoritmo

proposto € equivalente & aplicar as etapas descritas pelo Algoritmo [3

O

Proposicao 4.14 [37] Toda instincia de caminhada quantica no modelo Escalo-
nado com duas tesselagoes que possua apenas um unico vértice em comum em cada
intersecao de poligonos de tesselagoes distintas pode ser convertida em uma cami-

nhada quantica no modelo de Szegedy.

Proposicao 4.15 Um grafo G construido pela Defini¢ao e tesselado segundo
a Definigao [4.8 sempre tem no mdximo um tnico vértice na interse¢io de dois
poligonos de tesselacoes distintas.

Demonstracao. Suponha por contradi¢ao que G tenha pelo menos dois vértices v

e v', em uma intersegdao de dois poligonos, chamados de o; na tesselagcio o e B na
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tesselagao 3.

Entao, v e v' possuem a mesma vizinhanc¢a dentro do poligono o; e do poligono
B;. Sejav = (S,y) ev' = (5",y). Pela Defini¢aol{.1 e Defini¢io[4.8, sev e v’ estio
no mesmo poligono «;, entdo temos que (i)S = S’. Pela Deﬁm’g:do temos também
que se v e v’ estao no mesmo poligono [3;, entao temos que (i1)S" = SU{y}\{y'} ou

S =S"U{y\{y}, levando-nos a uma contradicao com (i). O

Corolario 4.16 O passeio quantico executado sobre o grafo G construido pela De-
finicao e tesselado sequndo a Definigio [4.8 pode ser convertido em um passeio
quantico no modelo de Szegedy.

Demonstragao. Pelo Coroldrio [{.7 e pela Proposigdo [{.6 temos que o grafo G
construido pela Defini¢io[4.1] e tesselado sequndo a Defini¢ao[.8 pode ser convertido
em um grafo bipartido. Pela Proposi¢ao temos que o grafo G possui apenas um
unico vértice na intersecao de dois poligonos de tesselacoes distintas. Logo pela
Proposicao temos que o passeio quantico executado sobre o grafo G pode ser

convertido em um passeio quantico no modelo de Szegedy. U

Teorema 4.17 Algoritmo |4 precisa de O(N*/*+V) passos de passeio qudantico para
encontrar uma k-colisao, caso exista.

Demonstracao. Pelo Coroldrio podemos converter o passeio quantico no
modelo FEscalonado sobre o grafo G em um passeio quantico no modelo de Szegedy
sobre um grafo bipartido. Pela Proposicdo temos que o algoritmo de Ambainis
e o Algoritmo [ possuem estados iniciais equivalentes, e pela Proposigdo temos
que as operagoes unitarias de evolucao de ambos os algoritmos sao equivalentes.
Com isso, os estados finais de ambos os algoritmos serao também equivalentes.

Logo, se o algoritmo de Ambainis necessita de O(N*/*+1) passos, o Algoritmo

também necessita de O(N*/F+1)) passos. O

Pelas proposicoes acima, vemos que o algoritmo apresentado neste trabalho pos-
sui a mesma complexidade assintética da abordagem de Ambainis, no entanto a
proposta tras um resultado tedérico importante para a computacao quantica visto

que utilizamos um modelo de passeio quantico mais geral.
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Capitulo 5
Conclusao

Neste trabalho abordamos assuntos em dois paradigmas distintos: classico e
quantico. No paradigma classico, abordamos o problema de cobertura por tes-
selacoes em grafos, enquanto no paradigma quantico propomos uma reformulagao
do algoritmo quantico para o problema de FElement k-Distinctness, utilizando um
novo modelo de passeios quanticos, conhecido como modelo escalonado [35], 37, 38].

O problema de cobertura por tesselagcoes em grafos consiste em cobrir todas as
arestas de um grafo utilizando tesselagoes, em que cada tesselacao é um conjunto
de cliques disjuntas cuja uniao cobre todos os vértices do grafo. Portugal [38] mos-
trou que os grafos 2-tesselaveis sao aqueles cujo grafo clique é bipartido, isto é,
2-colorivel. No entanto, nao podemos afirmar que se um grafo possuir um nimero
de tessselacao T'(G) > 2, o nimero cromdtico de seu grafo clique serd igual a T'(G).
Neste contexto propusemos um limite superior justo para o problema, sendo assim
temos que o numero de tesselagdo de qualquer grafo é tal que T(G) < x(K(G)).
Além disso apresentamos duas familias de grafos que possuem o nimero de tes-
selacao bem definido em relacao ao nimero cromatico de seus respectivos grafos
clique. A primeira familia é a dos grafos Moinho-de-vento, que possui um nimero
de tesselacao T'(G) = x(K(G)). A segunda familia de grafos apresentada foi a dos
grafos roda w-wheel, para w > 5, cujo nimero de tesselagao é T(G) = [ww
Também foi mostrado que se o niimero cromatico do grafo clique for exatamente 3
entao o grafo original é 3-tesselavel.

Para o paradigma quantico, propusemos uma reformulagao do algoritmo para
o problema de FElement k-Distinctness, utilizando o modelo Escalonado de passeio
quantico. Este problema foi abordado por Ambainis com a proposta de executar
um passeio quantico em um grafo bipartido de Johnson, reduzindo o problema de
Element k-Distinctness a encontrar um vértice marcado no grafo em O(N®/F+1)
passos. Em nossa abordagem utilizamos um grafo 2-tesselavel para executar a busca
pelo vértice marcado. Em nossa proposta, conseguimos uma complexidade de tempo

equivalente a complexidade obtida pela abordagem de Ambainis. Pelo fato de o
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grafo utilizado em nosso algoritmo ser 2-tesselavel, além de que o mesmo possui
apenas um unico vértice na intersecao entre poligonos de tesselagoes distintas, faz
com que seja possivel converte-lo em um grafo bipartido, que é exatamente o grafo
utilizado pelo algoritmo de Ambainis. Além do mais, os estados iniciais, bem como
os operadores quanticos de evolucgao utilizados por ambas as propostas torna possivel
a equivaléncia entre os dois algoritmos.

Ainda existem diversas questoes em aberto a serem abordadas a partir deste tra-
balho. Alguns problemas em que a comunidade cientifica possui interesse podem,
talvez, possuir alguma relacao com o problema de tesselacoes em grafos, como por
exemplo, os conhecidos problemas de cobertura de conjuntos (set cover) e o pro-
blema de cobertura por cliques (clique cover). Devido a isso, em trabalhos futuros
desejamos abordar problemas que possam ter relagao com o problema de cobertura
por tesselacbes em grafos, e também buscar novos parametros, além do nimero
cromatico do grafo clique, que possam ter relacao com o numero de tesselacao de
um grafo. Um trabalho que se encontra em andamento é demonstrar que grafos
livres de triangulos possuem um nimero de tesselagao igual ao indice cromético do
proprio grafo, como conjecturado neste trabalho, além de mostrar que todo grafo
da familia de triangulos de Sierpinski, gerado através de uma geracao finita g > 1,
¢é 3-tesselavel. Outra conjectura em que estamos trabalhando é que o problema de
tesselagoes em grafos é NP-completo. Sendo assim, desejamos propor um algoritmo
aproximativo eficiente para o problema de tesselagoes. Outra questao importante
¢é responder se existe um limite inferior nao trivial para o nimero de tesselacao de
grafos em geral em funcao de algum parametro conhecido de grafos. Quanto a parte
deste trabalho referente ao paradigma quantico, a abordagem apresentada abre mar-
gem para novas abordagens aplicando o modelo Escalonado em outros algoritmos
quanticos conhecidos baseados em passeios quanticos, como por exemplo o algoritmo

para encontrar triangulos em grafos.
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