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O Problema Euclidiano de Steiner (PES) tem como objetivo determinar uma
rede de comprimento minimo que conecte um conjunto finito de pontos do R™ pre-
viamente escolhidos. A norma utilizada é a euclidiana e é permitido o uso de pontos
extras que possam contribuir para a reducao do comprimento final da rede. Pro-
blemas desta natureza sao frequentemente encontrados em diversas areas da ma-
tematica, engenharia, etc.

Neste trabalho, estudamos as origens do PES, suas propriedades, complexidade
e métodos de resolugao. Encerramos analisando uma conjectura proposta em 1992
por Warren Smith sobre a aplicacao desse problema aos vértices de um hipercubo

n-dimensional, a qual esta em aberto desde sua publicacgao.
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The Euclidean Steiner Problem (ESP) asks for a network of minimum length
interconnecting a finite set of given points in R™. The distances considered are
Euclidean and it’s allowed to add additional points to decrease the overall length of
the network. Problems of this nature are often found in several areas of mathematics,
engineering, etc.

In this work, we study the origins of ESP, their properties, complexity, and
resolution methods. We conclude by analyzing a conjecture proposed in 1992 by
Warren Smith on the application of this problem to the vertices of an n-dimensional

hypercube, which has remained open since its publication.
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Capitulo 1

Introducao

Com um grande nimero de aplicagoes, o problema euclidiano de Steiner (PES) tem
sido, nas ultimas décadas, alvo de um intenso esfor¢o de pesquisa. Seu enunciado
simples e de facil compreensao, esconde uma grande complexidade que combina
aspectos de geometria, otimizagao combinatoria e otimizacao continua.

Em sua configuracao mais simples, no plano euclidiano, é possivel obter solucgoes
exatas de grandes instancias do mesmo em tempo aceitavel. Porém, a partir do R?,
os métodos atuais somente encontram solugoes exatas em casos particulares ou em
instancias muito pequenas. Além disso, o calculo de solugoes aproximadas também
apresenta dificuldades: os algoritmos de aproximacao ja desenvolvidos ainda sao
ineficientes, restando apenas a possibilidade do uso de heuristicas, as quais, para
dimensoes maiores que 2, se constituem na unica abordagem do problema que esta
num bom estagio de desenvolvimento.

Esses e outros aspectos do PES serao discutidos a partir da préxima secao.
Neste capitulo o apresentaremos numa perspectiva histérica. No capitulo 2 veremos
suas propriedades mais relevantes. As diferentes estratégias de resolucao que tém
sido utilizadas serao abordadas no capitulo 3 e, no capitulo 4, discutiremos uma

conjectura proposta por W. Smith ha 25 anos.

1.1 O Problema de Fermat

A primeira versao conhecida do PES foi proposta como um desafio por Pierre de
Fermat [1], na primeira metade do século XVII. Certamente, Fermat nao imaginava
que estava iniciando o que, cerca de 400 anos depois, se tornaria num vasto campo
de pesquisas com aplicacoes que vao da matematica e da engenharia até a biologia
e a linguistica. O desafio, hoje conhecido como problema de Fermat ou problema de

Fermat-Torricelli, tinha o seguinte enunciado:



Dados trés pontos, encontre um quarto ponto cuja soma de Ssuas

distancias aos pontos dados € minima.

Poucos anos depois, cerca de 1640, Torricelli ja tinha resolvido o desafio [2]. A
Figura 1.1 reproduz um desenho do trabalho original de Torricelli. Nela A, B e C' sao
os pontos dados e I’ é o ponto procurado por Fermat. No desenho, Torricelli indicava
que F' pode ser obtido por meio da intersecao de circuferéncias e de segmentos de

retas, o que possibilita encontrar a solucao por meio de trés construgoes diferentes.

Figura 1.1: Reproducao de desenho do texto original de Torricelli mostrando como
resolver o problema de Fermat.

Um ponto F', solugao do problema de Fermat, é chamado de ponto de Fermat,
ponto de Torricelli ou ponto de Fermat-Torricelli. Cada uma das circunferéncias
da figura acima, é circunscrita a um triangulo equilatero construido sobre um dos
lados do triangulo ABC, e exterior a esse triangulo. Circunferéncias como essas sao
chamadas de circunferéncias de Torricelli.

Ainda na Figura 1.1, o vértice E do triangulo equildtero BC'E (exterior ao
triangulo ABC') é chamado de ponto equilditero de B e C. Analogamente, D é o
ponto equilatero de A e B. Também poderia ter sido construido um ponto equilatero
correspondendo a A e C.

Cavaliere, em 1647 [3], mostrou que a solugao de Torricelli s6 é valida se todos os
angulos do triangulo ABC' forem < 120°. Cavalieri mostrou também que, quando
algum dos angulos de ABC' é maior que 120°, o ponto de Fermat coincide com o
vértice desse angulo.

Um segmento unido um vértice de um triangulo ao ponto equilatero de seu lado
oposto (como AFE na Fig. 1.1) é denominado diagonal de Simpson. Esta deno-
minacao, se deve a redescoberta desses segmentos por Simpson em 1750 [4], mais
de um século depois da publicacao da solucao de Torricelli. E possivel que Simpson
tenha redescoberto nao sé a solugao, como também o proprio problema de Fermat,

o qual, nessa época, parecia estar esquecido.



A Figura 1.2 reproduz um desenho da publicacao original de Simpson sobre o
problema de Fermat. Nele vé-se que as construgoes de Torricelli e de Simpson sao
essencialmente as mesmas, embora a de Simpson seja um pouco mais resumida.
Por outro lado, as demonstracoes apresentadas eram diferentes. Torricelli utilizou
apenas fatos geométricos, enquanto que Simpson, numa época em que a matematica
estava mais desenvolvida, usou elementos de geometria, trigonometria e cinematica.
Ambos porém, se basearam em um mesmo principio: a soma das distancias do ponto
de Fermat aos trés pontos dados é minima quando os segmentos unindo esses pontos

ao ponto de Fermat formam entre si angulos iguais.

Q

Figura 1.2: Reproducao de desenho do texto original de Simpson sobre o problema
de Fermat. A, B e C sao os pontos dados. () é o ponto equilatero de B e C', e P o
ponto de Fermat.

Finalmente, em 1834, Heinen completou a solucao do desafio de Fermat ao de-
monstrar que os comprimentos das diagonais de Simpson sao todos iguais a soma
das distancias do ponto de Fermat aos trés pontos dados [5].

O conhecimento acumulado sobre o problema de Fermat a partir dos trabalhos

desses e de outros matematicos esta resumido na proposi¢ao abaixo.

Proposicao 1.1. Dados trés pontos distintos e nao colineares A, B e C' no plano,
a solucao do problema de Fermat para esses pontos existe, € unica e pode ser encon-

trada da sequinte maneira:

(i) Se algum dos angulos do triangulo ABC' € maior ou igual a 120° o ponto F

de Fermat coincide com o vértice desse angulo.

(ii) Se todos os angulos de ABC' sao menores que 120°, F estd no interior do
triangulo ABC, os segmentos que unem F aos vértices A, B e C' formam, dois
a dots, angulos de 120° e F' coincide com a interse¢ao unica das circunferéncias

de Torricelli e das diagonais de Simpson. Além disso, as diagonais de Simpson



tém todas o mesmo comprimento, o qual € igual a soma das distancias de F

aos pontos A, B e C.

As demonstragoes originais destes fatos sao encontradas nas referéncias citadas
acima. Além dessas, varias outras demonstracoes, utilizando diferentes areas da
matematica, podem ser vistas em [6-8].

Infelizmente, o manuscrito original de Fermat se perdeu, e nao ha certeza sobre
a data em que foi escrito. Estima-se que foi em 1629 [9, 10]. Restou uma cépia que
foi publicada apds seu falecimento. Mais detalhes sobre a histéoria do problema de
Fermat e a publicagao de suas obras sdo dados em [9-11].

Desde sua divulgacao, o problema de Fermat tem atraido a atencao de ma-
tematicos importantes. Além dos ja citados, também fazem parte desta lista nomes
como Steiner, Gauss, Napoleon, Bertrand, Gergonne e outros. Das diversas gene-
ralizagoes que surgiram ao longo dos anos, uma consiste justamente no problema
euclidiano de Steiner, o qual sera objeto de nosso estudo a partir da préxima segao.

Além de ter sido o ponto de partida que deu origem a novos problemas e muitas
variacoes, o problema de Fermat é também considerado como o problema primal
da primeira ocorréncia de dualidade em otimizagao nao linear. Nesse contexto,
considerando o problema de Fermat definido para os vértices de um triangulo ABC,
seu dual se constitui no problema de determinar um triangulo equilatero DEF' de
area maxima, no qual o triangulo ABC' esteja inscrito.

Como mostra a Figura 1.3, DEF pode ser obtido observando-se que suas alturas
sao paralelas as diagonais de Simpson de ABC' e tém o mesmo comprimento que
elas [12].

Figura 1.3: Um par primal-dual. AA" e BB’ sao diagonais de Simpson do triangulo
ABC' e P é seu ponto de Fermat. hy e hy sao alturas do triangulo DEF', respecti-
vamente paralelas a AA" e BB’ e com mesmo comprimento que estas.



1.2 O Problema euclidiano de Steiner

Neste trabalho utilizaremos apenas grafos nao orientados. O termo drvore desig-
nard um grafo (nao orientado, conexo e aciclico) imerso no espa¢o R”. O mesmo se
aplicara aos vértices e as arestas de uma arvore. A imersao considerada associara
as arestas do grafo a segmentos de reta do R"™. Assim, quando falarmos em angulos
entre arestas ou comprimento de uma arvore, estara implicito que estamos nos refe-
rindo a uma arvore imersa no R"™. A norma utilizada sera a euclidiana. Quando, em
algum momento, desejarmos nos referir ao grafo usualmente denominado arvore, se

isso nao for claro pelo contexto, faremos alguma observacao.

Dado um conjunto finito P < R", um problema bem conhecido é o de determinar
uma arvore A de comprimento minimo, cujo conjunto de vértices seja P. A é a
imersao no R™ da drvore (grafo) geradora minima do grafo completo cujo conjunto
de vértices corresponde a P. Representaremos essa arvore minima por AGM ou
AGM(P) e vamos chamé-la de drvore geradora minima para o conjunto P ou do
conjunto P.

A determinacao de uma arvore geradora minima é um problema simples, para o
qual sdo conhecidos diversos algoritmos eficientes e de facil implementagao [13, 14].
Em muitos casos, porém, é possivel encontrar uma arvore com comprimento ainda
menor que o da AGM. Isto é conseguindo utilizando-se vértices adicionais ao se

conectar os pontos de P. A Figura 1.4 mostra essa situacao.

(a) L =1 (b) L ~ 0,91

Figura 1.4: (a) Arvore geradora minima. (b) Arvore utilizando pontos extras. Em
cada caso, L é o comprimento da arvore representada.

Supondo que os pontos estao no R?, temos em (a) uma 4rvore geradora minima
de comprimento 1. Em (b), usando trés vértices extras, obtivemos uma arvore com
comprimento cerca de 10 % menor.

Outro exemplo é dado na Figura 1.5, onde consideramos o conjunto de vértices

de um cubo. Como no caso anterior, arbitramos em uma unidade o comprimento da



AGM interligando aqueles vértices. Na figura estd representada uma arvore que uti-
liza 6 pontos extras para conectar o mesmo conjunto de pontos e cujo comprimento

¢, aproximadamente, 0,885. Uma reducao de 11,5 %.

Figura 1.5: Arvore interligando os vértices de um cubo usando pontos extras.

No capitulo 3 desta tese, discutiremos as técnicas que sao utilizadas para en-
contrar pontos extras como os que aparecem nos dois dois exemplos acima. Em
particular, as coordenadas dos pontos adicionais usados na arvore da Figura 1.5

estao listadas na Tabela A.2 do apéndice.

Definicao 1. O Problema Euclidiano de Steiner no R". Dados p pontos no
R", encontre uma arvore interligando esses pontos que tenha o menor comprimento

possivel. E permitida a utilizacao de pontos extras.

Os pontos dados sao chamados de vértices terminais e os pontos extras de pontos
de Steiner. Uma arvore de comprimento minimo conectando os vértices terminais é
dita uma drvore minima de Steiner (AMS).

Se P for o conjunto de vértices terminais, entao a arvore de comprimento minimo
sera também chamada de drvore minima de Steiner do conjunto P e representada
por AMS(P).

Em sua definicao o PES se restringe a uma arvore por um motivo 6bvio. Nas
condicoes do problema, uma interligacao de comprimento minimo necessariamente
nao conteria ciclos. Pois, havendo algum, bastaria remover dele uma de sua arestas

para encontrarmos uma interligacdo (ainda conexa) com comprimento menor.

O PES também pode ser definido da seguinte maneira:

Definicao 2. Dado um conjunto P < R"”, encontre um conjunto ) < R", possivel-
mente vazio, tal que a arvore geradora minima de Pu (@ tenha o menor comprimento

possivel.



No caso em que ha apenas 3 vértices terminais, é facil observar que o PES se torna
equivalente ao problema de Fermat. O primeiro estudo conhecido do PES utilizando
mais que 3 terminais, é o de Gergonne, publicado em 1811 [11, 15]. Ainda no século
XIX, Gauss [11], Bopp [16] e Hoffmann [17] também analisaram exemplos do PES
com 4 ou mais terminais [11].

J& no século XX, em 1934, Jarnik e Kossler [18] publicaram a que é conside-
rada como a primeira abordagem moderna do PES. Mas, foi somente a partir da
década de 1940, com a publicagao do livro “What is Mathematics?” de Courant e
Robbins [19], que o PES ganhou grande visibilidade na comunidade cientifica. A
partir dai, centenas de trabalhos e varios livros foram publicados, embora muitas
questoes ainda permanecam nao resolvidas. Além de todo esse movimento, a grande
popularidade do livro de Courant e Robbins criou também um equivoco histérico
ao atribuir a Steiner o problema que até hoje leva seu nome. Steiner trabalhou
com outra generaliza¢ao do problema de Fermat [20] nao tendo, aparentemente, se
envolvido com o PES.

Uma excelente narrativa da histéria do problema de Steiner pode ser encontrada
em [11]. De tudo o que se tem escrito sobre o PES, sdo referéncias bésicas os
surveys [21, 22] e o livro [6]. Como referéncias avancadas destacamos [23-26].

Como resultado do intenso esforco de pesquisa que tem sido feito surgiram, nas
ultimas décadas, dezenas de variacoes e generalizacoes do PES. Muitas delas estao
listadas em [6, 22, 23, 25, 27-33].

Quanto as aplicagoes do PES e de suas variagoes, a quantidade e a diversidade
impressionam: engenharia de minas, civil, elétrica, eletronica e de telecomunicagoes.
Internet, quimica, biologia, botanica e até modelos em linguistica. Varias destas

estao descritas em [24, 34-44].



Capitulo 2

Definicoes e propriedades da

arvore minima de Steiner

Em todo este trabalho, vamos supor que o ntimero de vértices terminais é > 1 e
que o grau de um ponto de Steiner é > 3, sem que seja necessario fazer qualquer
observacao adicional a esse respeito. Um ponto de Steiner com grau 1 aumentaria
desnecessariamente o comprimento da arvore devido a aresta que lhe é incidente.
Um ponto de Steiner com grau dois pode sempre ser excluido sem que isso aumente
o comprimento da arvore. Basta, apods exclui-lo, inserir uma aresta conctando os

dois vértices que lhe eram adjacentes.

2.1 Topologias, arvores de Steiner e Aarvores

minimas relativas

Dados p pontos no R”, a resolucao do PES consiste em determinar:
(i) O numero de pontos de Steiner que serdo utilizados.

(ii) A estrutura combinatdéria da drvore procurada, isto ¢, uma descrigao de todas

as ligagOes entre seus vértices (terminais e pontos de Steiner).
(iii) As coordenadas dos pontos de Steiner.

Os dois primeiros itens acima, serdo descritos por um grafo (nao imerso no R")
correspondente aquela estrutura combinatéria. Este grafo é usualmente denominado
topologia. Uma descricao similar poderia ser feita, por exemplo, através de uma

matriz de adjacéncia. O importante aqui é observar que a topologia (um grafo, no



nosso texto) ndo especifica posigoes para os pontos de Steiner. No entanto, considera-
se que no conjunto de vértices da topologia esta claro quais vértices correspondem
aos terminais e quais representam os pontos de Steiner.

Na Figura 2.1 vemos trés arvores, que correspondem a diferentes topologias,

interligando um conjunto de pontos do R2.

(a) (b) (c)

Figura 2.1: Trés topologias diferentes para um mesmo conjunto de pontos.

Na literatura sobre o PES, os itens da proposicao abaixo tém sido frequentemente
demonstrados. Por exemplo, em [6, 21].

Proposicao 2.1. Em uma drvore minima de Steiner:

(i) Todo ponto de Steiner tem grau trés, as arestas que nele incidem formam,

duas a duas, angulos de 120° e estao todas contidas em um plano.

(ii) O grau de todo vértice terminal é < 3. Arestas que incidem em um vértice

\VARW/N

terminal formam entre si angulos = 120°. Quando houver trés arestas inci-
dentes, a configuracdo serd idéntica a que ocorre nos pontos de Steiner: as

arestas serao coplanares e formarao entre si angulos de 120°.

(111) Se p for o nimero de vértices terminais e s o de pontos de Steiner, entdo

s<p—2.

(iv) Os pontos de Steiner estao todos contidos no fecho convexo dos vértices ter-

minais.

Do item (i) resulta que, em uma AMS, todo ponto de Steiner é o ponto de Fermat
correspondente aos trés vértices (terminais ou de Steiner) que lhe sdo adjacentes.

Uma &arvore que verifique as condigdes descritas nos itens (i) e (ii) acima é dita
uma darvore de Steiner. Sua topologia é chamada de topologia de Steiner. Ou seja,
uma topologia de Steiner é aquela em que todo ponto de Steiner tem grau 3 e todo
vértice terminal tem grau < 3.

Como uma aplicacao imediata da proposicao acima, vemos que a arvore da Fi-

gura 2.1(a) nao ¢ uma AMS para os pontos dados.
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Na condigao (iii) acima, quando s = p — 2, a arvore e sua topologia sao di-
tas cheias. Numa drvore de Steiner cheia todo vértice terminal tem grau 1 [21].
Consequentemente, se o numero de vértices terminais for maior que 2, todo vértice

terminal serd adjacente a um tnico ponto de Steiner (Fig. 2.1(b)(c)).

Fixada uma topologia de Steiner, o comprimento de uma arvore A com essa
topologia ¢

L(A) = ) o = vy, (2.1)

i<<j

onde v;v; é uma aresta de A e | - || representa a norma euclidiana. L é uma fungao
convexa cujas variaveis correspondem aos pontos de Steiner listados na topologia.
Em [21, 22| mostra-se que, para cada topologia de Steiner 7', L admite um valor
minimo que corresponde a uma Unica arvore A,, que pode, ou nao, ser uma arvore de
Steiner. Chamaremos essa arvore de drvore minima relativa (AMR) correspondente
a topologia T

Em alguns casos, uma ou mais das arestas da AMR tem comprimento nulo.
Quando isso ocorre, a AMR e sua topologia sao ditas degeneradas. Um exemplo dessa
situacao é visto na Figura 2.2. Nela, estao representadas (em preto) duas diferentes
topologias para arvores conectando quatro pontos do R?. Cada topologia possui dois
pontos de Steiner (em verde). Abaixo delas, em vermelho, estd a correspondente
arvore minima relativa. A drvore minima exibida em (b) é degenerada, pois a aresta

que une os pontos de Steiner teve seu comprimento reduzido a zero.

P4 P3 P4 P3
Pl PQ P1 P2
Py P; Py Ps
Pl PQ Pl PQ

(a) (b)

Figura 2.2: Arvores minimas relativas (em vermelho) correspondentes as topologias
de Steiner representadas acima delas. A drvore minima em (b) é degenerada e nao
¢ uma arvore de Steiner.
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Um outro exemplo é visto na Figura 2.3. Nela, vemos duas topologias de Steiner
(em preto) interligando 6 vértices no plano. Abaixo das topologias estao as corres-
pondentes drvores minimas relativas. Em (a), a AMR nao é uma arvore de Steiner,
pois ha duas arestas formando um angulo menor que 120°. Logo, essa arvore nao
pode ser uma AMS. Em (b), a topologia dada degenerou para outra que também
é de Steiner. A correspondente arvore degenerada é, neste caso, a AMS para os

pontos dados.

SNIRG
A

Figura 2.3: Em (a), uma AMR que nao é de Steiner, embora sua topologia seja de
Steiner. Em (b), a AMR degenerada é uma &arvore de Steiner a qual, de fato, é a
AMS para os pontos dados.

As Figuras 2.2 e 2.3 mostram que a degeneracao de uma arvore (topologia) de
Steiner pode, ou nao, ser de Steiner. A préxima proposigao [21, 22] formaliza alguns

dos comentarios que fizemos acima:

Proposicao 2.2. Dada uma topologia de Steiner, existe e é unica a drvore minima
relativa que corresponde a essa topologia. Esta AMR serd uma drvore de Steiner ou

uma degeneracao de uma drvore de Steiner.
Em [21, 22] mostra-se também a reciproca:

Proposicao 2.3. Uma drvore de Steiner é sempre a drvore minima relativa corres-

pondente a sua topologia (a qual, naturalmente, é também de Steiner).
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Abaixo, faremos alguns comentdrios e citaremos duas propriedades que mostram
a importancia das topologias cheias no estudo e na resolucao do PES.

Numa qualquer topologia, o grau de um vértice (terminal ou ponto de Steiner)
pode ser reduzido mediante a insercao de pontos de Steiner. Para reduzir de uma
unidade o grau de um vértice v, desconectamos duas arestas incidentes em v e as
conectamos a um novo ponto de Steiner s, o qual serd também conectado a v pela
insercao de uma nova aresta. Se desejado, esse procedimento pode ser repetido
varias vezes.

O procedimento inverso também ser aplicado. O grau de um vértice v pode
ser aumentado excluindo-se um ponto de Steiner s que esteja conectado a v e, em
seguida, conectando-se v as arestas que estavam ligadas a s. Em esséncia, esse
mecanismo inverso ¢ o que ocorre quando uma topologia degenera ao se minimizar
o comprimento de alguma arvore.

A Figura 2.4 mostra uma arvore (topologia), inicialmente sem nenhum ponto
de Steiner, sendo gradualmente modificada pela insercao de pontos de Steiner, até
tornar-se uma arvore (topologia) de Steiner cheia. No ultimo passo, a arvore é
otimizada, resultando numa &rvore (topologia) de Steiner degenerada. Toda essa

sequencia pode ser realizada em sentido inverso.

Figura 2.4: Uma topologia que nao é de Steiner sendo gradualmente transformada

até se tornar uma topologia de Steiner cheia. Ao final a arvore correspondente é
otimizada, obtendo-se uma topologia de Steiner degenerada.

As ideias acima nos levam a seguinte proposigao [21, 22]:
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Proposicao 2.4. Toda drvore minima relativa ou é cheia ou € uma degeneragao de

uma drvore cheia (nao necessdriamente unica).

Por essa razao alguns algoritmos e heuristicas utilizam somente arvores cheias,
pois qualquer que seja a AMS, ela é uma arvore minima relativa correspondente a
sua topologia. Logo, podera ser obtida como uma degeneragao de uma arvore cheia.

Alguns algoritmos usam também a

Proposicao 2.5. Toda drvore de Steiner que ndo € cheia pode ser decomposta como

uma uniao de arvores cheias.

As arvores cheias cuja uniao forma uma arvore de Steiner A, sao ditas as compo-

nentes cheias de A. A Figura 2.5 mostra um exemplo desse tipo de decomposicao.

Q\.

Figura 2.5: A decomposicao de uma arvore de Steiner em componentes cheias.

2.2 Numero de topologias de Steiner

A principal dificuldade encontrada pelos algoritmos exatos para o PES, estda no
imenso nimero de possiveis topologias, o qual aumenta superexponencialmente [21]
com o nimero de vértices terminais. Calculado em [21, 22], o ndmero total de

topologias de Steiner para arvores conectando p vértices terminais é

[(p—2)/2] (p—2i-2) -
22 (65
= ) 1) \i+7+2

Se, como fazem alguns algoritmos, nos restringirmos apenas a topologias cheias,
encontraremos um numero bem menor, mas que ainda apresenta crescimento super-

exponencial:

%@fT__ZL)Q!)! =2p—-5)!l=(2p—5).2p—7)...5.3.1. (2.2)

A Tabela 2.1 compara, para alguns valores de p, o nimero de topologias cheias

para p vértices terminais com os valores de 2P.
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D 2r Numero de topologias cheias
3 8 1
4 16 3
5 32 15
6 64 105
7 128 945
8 256 10.395
9 512 135.135
10 1.024 2.027.025
11 2.048 34.459.425
12 4.096 654.729.075
13 8.192 13.749.310.575
14 16.384 316.234.143.225
15 32.768 7.905.853.580.625
16 65.536 213.458.046.676.875
17 131.072 6.190.283.353.629.375
18 262.144 191.898.783.962.510.625
19 524.288 6.332.659.870.762.850.625
20 1.048.576 221.643.095.476.699.761.875
50 1,13 E+15 2,84 E4+74
100 1,27 E430 1,70 E4+182
150 1,43 E+45 4,23 E4+301

Tabela 2.1: Numero de topologias cheias para p vértices terminais.

2.3 A razao de Steiner

Devido a complexidade do problema de Steiner e as diversas dificuldades que tém
sido encontradas na busca de suas solucoes, é de grande utilidade a determinacao de
cotas superiores e inferiores para o comprimento de uma AMS. Por outro lado, como
j& comentamos, encontrar uma arvore geradora minima ¢ um problema simples.
Assim, é natural utilizar AGMs para tentar obter informagoes sobre o problema de
Steiner. Por exemplo, como uma AMS de um conjunto P < R"™ pertence a um

universo que inclui o conjunto das arvores geradoras de P, temos a cota superior

trivial

L(AMS(P)) < L(AGM(P)),
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onde L(A) representa o comprimento da arvore A.
Na determinacao de cotas inferiores pode-se utilizar o parametro que definimos

a seguir.
Definicao 3. Fixado n, a razao de Steiner do espaco euclidiano R"™ é dada por

L(AMS(P))

p:pn:lnf{m,PCR ,|P|>1},

onde |P| representa o nimero de elementos do conjunto P.

Para P < R", teremos
)

L(AMS(P))

Pn = L(AGM(P))’
Portanto, p,, - LLAGM(P)) é uma cota inferior para o comprimento de AMS(P). Em
espacos onde o valor de p,, seja conhecido, esta cota pode, por exemplo, ser utilizada
em algoritmos de resolu¢ao do PES (como nos métodos citados na Segao 3.1). p,
também poderia ser utilizada para estimar a qualidade de uma solucao obtida por
uma heuristica (Se¢ao 3.1) ou o desempenho médio de um algoritmo de aproximagao
(Segao 3.3).

A simplicidade do célculo da AGM sugere que ela possa ser usada como uma
heuristica para a AMS. Neste caso, a razao de Steiner fornece uma estimativa do
erro cometido. Em outras palavras, p, é uma estimativa da reduc¢ao maxima que
se pode obter no comprimento de uma AGM de um conjunto P < R", quando se

utilizam pontos de Steiner para interligar os pontos de P.

Abaixo, uma variacao da definicao de razao de Steiner, util em vérias situagoes.

Defini¢ao 4. Dado um conjunto P < R", com |P| > 1, a razao de Steiner de P ou

dos pontos de P é o quociente

Por exemplo, a razdo de Steiner para os vértices de um quadrado é (1 +/3)/3
e a de um cubo (tridimensional) é (1 + 3+/3)/7.
Se P < R™, teremos p, < p(P). Além disso, p,+1 < pn, para todo n.

Infelizmente, o valor exato da razao de Steiner do R"™ ainda é desconhecido
para todos os valores de n. Varias conjecturas e aproximacoes tém sido feitas e,
aparentemente, algumas delas estao corretas ou, pelo menos, muito proximas do
valor real. Cotas superiores e inferiores também foram calculadas. A seguir veremos

alguns destes casos.
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2.3.1 A razao de Steiner no plano euclidiano

Um grande esforco tem sido investido na determinagao da razao de Steiner do plano
euclidiano. Uma famosa conjectura publicada em 1968 por Gilbert e Pollak [21]
afirma que py = v/3/2. Este é o valor de p(P) = % quando P é o conjunto
de vértices de um triangulo equilétero.

Na tentativa de provar esta conjectura dois diferentes caminhos foram seguidos.
Num deles a razao de Steiner é calculada considerando-se apenas conjuntos com
um determinado niimero de pontos. Com esta abordagem, mostrou-se que o valor
conjecturado é verdadeiro para conjuntos com 3 pontos, Gilbert e Pollak [21], 4
pontos, Pollak [45] e Du, Yao e Hwang [46], 5 pontos, Du, Yao e Hwang [47], 6
pontos, Rubinstein [48], 7 pontos, Wet [49] e 8 pontos, Kirszenblat [50].

A outra abordagem procura obter cotas inferiores para a razao de Steiner.
Seguindo este caminho, Graham e Hwang [51], Chung e Hwang [52] e Du e
Hwang [53] obtiveram gradualmente cotas inferiores cada vez maiores, até que Chung
e Graham [54] encontraram a cota 0,824168. .., razoavelmente préxima do valor
conjecturado v/3/2 = 0,866025... Chung e Graham, num procedimento bastante

técnico, calcularam aquele valor ao mostrar que a unica raiz real do polindmio
o' — 4 — 22" + 4027 — 312° — 722" +1162° + 162° — 1512 + 802° + 562 — 64z + 16

contida no intervalo (0, 8;1) é uma cota inferior para o valor de ps.

Em 1990, Du e Hwang [55, 56] apresentaram uma demonstragao que seria uma
comprovacao da conjectura. A repercussao foi tao grande que chegou a ser noticiada
no New York Times. No entanto, cerca de 10 anos depois, a demonstracao de Du
e Hwang foi contestada por Innami et al. [57] e por Ivanov e Tuzhilin [58, 59] que

identificaram nela alguns erros. Assim, a antiga conjectura continua em aberto.

2.3.2 O caso geral

Quando Gilbert e Pollak [21] publicaram sua conjectura sobre o valor de ps, con-
sideraram também uma generalizacao desse caso, na qual suponham que p, seria
igual a razao de Steiner dos vértices de um n-simplex regular.

Em 1992, Smith [60] mostrou que a conjectura generalizada é falsa para 3 <
n < 9. Em seguida, Du e Smith [61] provaram, com trés demonstragoes diferentes,
que a conjectura é falsa para todo n > 2. Na segunda demonstracao, Du e Smith
utilizaram o conceito de sausage.

Uma n-sausage é o conjunto formado pelos centros de esferas n-dimensionais

dispostas no R™ da seguinte maneira:
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(i) Inicie posicionando no R™ uma esfera n-dimensional de diametro unitério.

(ii) Sucessivamente, acrescente esferas idénticas a primeira, de modo que a p-ésima

esfera tangencie as k = min{n, p — 1} esferas anteriores.

A menos de uma movimento rigido, este procedimento define, de maneira tinica, um
conjunto infinito de esferas cujos interiores sao disjuntos. Os centros dessas esferas
formam o conjunto chamado de n-sausage.

A n-sausage é formada pelos vértices de um complexo simplicial composto por
uma sequéncia de simplexes regulares n-dimensionais, adjacentes em faces comuns
de dimensao (n — 1). Por exemplo, no R3, a 3-sausage é formada pelos vértices de

tetraedos dois a dois adjacentes. Alguns destes sao vistos na Figura 2.6.

k+8 k+9

Figura 2.6: Uma sequéncia de tetraedros, dois a dois adjacentes, cujos vértices
k,...,k+ 9 sao pontos consecutivos da 3-sausage.

Também podemos observar que os pontos da n-sausage estao distribuidos, de
forma igualmente espacada, ao longo de uma hélice n-dimensional. A Figura 2.7
representa a construcao de uma 3-sausage. Nela, vemos uma sequéncia de esferas
uniformemente distribuidas ao longo de uma hélice tripla do R3, cujos centros sao
pontos consecutivos da sausage.

Du e Smith [61] mostraram que a razao de Steiner para os p primeiros pontos de
uma sausage diminui a medida que p aumenta, convergindo para um limite finito
quando p — co. Conjecturaram entao que, pelo menos para dimensoes nao muito
elevadas, o valor desse limite seria igual a razao de Steiner do espago considerado.

Utilizando a sausage, Du e Smith calcularam cotas superiores para p,, em varias

dimensoes. A tabela 2.2 mostra esses resultados.
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Figura 2.7: Uma sequéncia de esferas distribuidas em uma hélice tripla do R3. Seus
centros sao pontos consecutivos da 3-sausage.

n Cota superior para p,
3 0,78419. ..
4 0,74398. ..
) 0,72181. ..
6 0,70853. ..
7 0,70012. ..
8 0,69455. ..
9 0,69076. . .
10 0,68812. ..
11 0,68624. ..

Tabela 2.2: Cotas superiores para p, obtidas por Du e Smith utilizando a sausage.

W. Smith e M. Smith [62], também com base na sausage, conjecturaram que,

3
para o R”,

283  34/21 N 94/11 — 4/214/2

P3 = \'700 ~ 700 140

0, 78419037 . ..

&

Acredita-se que mesmo que este valor nao seja correto, ele é, pelo menos, uma boa

aproximacao para ps.
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Usando outros métodos, Graham e Hwang [51] calcularam uma cota inferior para

a razao de Steiner no R". Eles mostraram que, para todo n,

0,577350. .. = \/; < pn.

Partindo da constatagao que os valores de p,, formam uma sequéncia decrescente e

limitada (portanto convergente), Cieslik [24] comenta o caso especial em que n — o0:

2
0,577350...=?< lim pn<§=0,707106....
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Capitulo 3

Estratégias de resolucao para o

problema euclidiano de Steiner

Em 1977, Garey, Graham e Johnson [63] mostraram que o PES é N P-dificil. Como
esta classificacao ¢ feita a partir de uma anélise do pior caso, mesmo que P # NP ela
nao significa que nao possam ser desenvolvidos bons algoritmos para casos praticos,
oriundos de aplicagoes, por exemplo. Uma situagao desse tipo ocorre com o PES no
R? (Secao 3.2.1).

Nas préximas segoes veremos as principais abordagens utilizadas para o PES.
A despeito do caso no R? citado acima, algumas dessas estratégias tém encontrado
grandes dificuldades. Daremos maior destaque ao uso de modelos de programagao
matematica, pois esta ¢ uma abordagem recente, sobre a qual ainda h&a muito poucas

referéncias na literatura.

3.1 Modelos de programacao matematica

A formulagao de modelos de programagao matematica para o PES se constitui numa
abordagem relativamente nova e pouco explorada. Embora apresente um grande
potencial de desenvolvimento, o nimero de trabalhos publicados nesta area é ainda
muito pequeno.

Na literatura especializada sao encontrados apenas dois destes modelos. O pri-
meiro deles foi apresentado em 2000 por Maculan, Michelon e Xavier [64]. Nele o
PES ¢ formulado como um problema de programacao inteira mista nao linear e nao
convexo.

Considerando que uma instancia arbitraria do PES tenha p vértices terminais
ai,...,a, e que a correspondente AMS (degenerada ou nao) tenha p — 2 pontos de
Steiner ,1, ..., %2, 2, 0 modelo é formulado a partir do grafo G definido abaixo.

O conjunto de vértices de G é V = P u S, onde P = {1,...,p} corresponde
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aos vértices terminais e S = {p + 1,...,2p — 2} corresponde aos pontos de Steiner.
Cada aresta de G é representada por [i,j], i,7 € V, com i < j, e o conjunto de
arestas do grafo é definido por E = {[i, j];4,j € V,j > p}. A Figura 3.1 mostra uma
representacao de GG para p = 6.

Finalmente, define-se uma varidvel bindria y;; € {0, 1}, associada a cada aresta
de G, interpretada da seguinte maneira: y;; = 1 significard que {7, j} estd na AMS

e ¥;; = 0 indicard o caso contrario. A seguir, descrevemos o modelo:

Minimizar Z la; — xj|yi; + Z lzi — 2 yi;,

i€P, jes 4,J€5,1<]
sujeito a x,eR" 1€,
yije{071}7 [i7j]€E7
Dlyy=1, ieP, (3.1)
JES
Z?sz + Z Ykj + Z Yk =3, JENS, (3.2)
iEP k<j, keS k>j,keS
Z yij =1, jeS—{p+1}, (33
1<j,1€S
onde | - || representa a norma euclidiana. A restri¢ao 3.1 assegura que todo vértice

terminal tem grau 1, 3.2 garante que o grau de cada ponto de Steiner ¢é 3, e 3.3 evita
a formacao de ciclos. Uma solucao 6tima desta formulacao tera uma topologia de

Steiner (uma &rvore) geradora do grafo G.

Figura 3.1: O grafo G para um problema com 6 vértices terminais e 4 pontos de
Steiner.
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A resolucao do problema nao linear e nao convexo proposto neste modelo tem
apresentado grandes dificuldades. Na pratica, o uso de técnicas de branch-and-
bound como as descritas em [65-67] ndo produziu bons resultados nas primeiras
experiéncias.

Em [68] estdao relacionados alguns impecilhos identificados nessas imple-

mentacoes. Destacam-se,
e a nao convexidade da relaxacao continua do modelo,

e a ma qualidade das cotas inferiores utilizadas nos procedimentos de branch-

and-bound,

e a nao diferenciabilidade da funcao objetivo nos pontos onde as topologias

cheias degeneram e

e o grande numero de topologias isomorfas dentre as solugoes viaveis do modelo.
Estas topologias levam os algoritmos a resolver subproblemas equivalentes di-

versas vezes, aumentando demasiadamente os tempos de processamento.

D’Ambrosio, Fampa, Lee e Vigerske [69] estudaram diversas dificuldades ine-
rentes ao modelo, sugerindo algumas ideias para contorné-las. Incorporando estas
ideias, realizaram novas implementagcoes, atingindo resultados significativamente su-
periores aos que tinham sido obtidos nas primeiras experiéncias. Estes resultados
nao sao superiores aos que podem ser obtidos com os algoritmos exatos que discu-
tiremos na proxima secao. No entanto, em nosso entendimento, eles evidenciam a
capacidade de evolucao desta abordagem, a qual, como dissemos anteriormente, é

recente e pouco explorada.

Em 2004, Fampa e Maculan [70], apresentaram um novo modelo, derivado do
primeiro, mas que admite uma relaxagao continua convexa. A partir desse, foi
possivel obter melhores solucoes. Nessa nova formulacao a convexidade foi atingida
introduzindo-se uma constante “big-M” definida como uma cota superior para as
distancias entre os vértices de uma AMS do problema.

Descrevemos abaixo o novo modelo. Sao utilizados as mesmas notagoes e o
mesmo grafo G' do modelo anterior. E definida uma varidvel adicional d;; represen-

tando o comprimento da aresta |4, j].
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Minimizar Z d;j,

[i,j]eE
sujeito a: dij = |a; — xj| = M(1 —y;;), ieP, jeS, (3.4)
dij = | — x| = M(1 —yy), 4,j€5, (3.5)
dZ]ZOa [ivj]EEa
r,eR", i€,
yije{oa]-}a [i,j]EE,
D=1, ieP, (3.6)
JeS
Zyij + Z Ykj + Z Yk =3, JES, (3.7)
€eP k<j,keS k>j,keS
doy=1, jeS—{p+1}. (38)
i<j,i€S

Como no caso anterior, as restrigoes 3.6, 3.7 e 3.8 configuram uma arvore com
topologia de Steiner. As restricbes 3.4 e 3.5 asseguram que uma aresta sé serd
considerada na funcgao objetivo se estiver nessa arvore.

O valor de M que sera utilizado deve ser escolhido com cautela, pois pode in-
terferir na qualidade das solugoes. Grandes valores de M aumentam o nimero
de iteragoes nos métodos de resolucao, causando uma maior propagacao de erros.
Em [70], os autores sugerem que se use M =  max |a; — a;||. Esta escolha se justi-
fica a partir da propriedade 2.1, segundo a qugtl 0s pontos de Steiner de uma AMS
estao contidos no interior do fecho convexo dos vértices terminais.

As primeiras experiéncias com este novo modelo encontraram algumas dificul-
dades semelhantes as do caso anterior. Notadamente, a ma qualidade das cotas
inferiores utilizadas nos algoritmos de branch-and-bound e o grande nimero de to-
pologias isomorfas dentre as solugoes viaveis do modelo.

Em [71], Fampa, Lee e Melo analisaram as dificuldades encontradas propondo e
implementamdo algumas solucoes. Dentre elas destaca-se a utilizacao da ideia de
classes de subproblemas isomoérficos desenvolvida por Margot [72]. Ainda em [71],
os autores compararam os resultados obtidos com e sem as modificagoes propostas,
revelando melhorias significativas. Tal como no caso do primeiro modelo, embora a
performance atingida até a presente data ainda seja inferior a dos algoritmos exatos
(que veremos na proxima segao) os resultados ja conseguidos apontam numa diregao
promissora.

Resumindo, utilizando o segundo modelo ja foi possivel obter solugoes do PES
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para conjuntos com até 15 vértices terminais dispostos aleatoriamente. Para con-
figuracoes com muitas simetrias como, por exemplo, os vértices de um poliedro ou
de um hiperpoliedro regular, a situacao se modifica. A dificuldade criada por um
nimero elevado de simetrias no conjunto das solugoes viaveis de um problema de
programacao inteira [73], causa uma forte queda na performance dos algoritmos de
branch-and-bound que tem sido utilizados na resolucao do modelo. Com isso, nessas
configuragoes, o nimero de vértices terminais para os quais se consegue obter uma

solugao pode ficar muito reduzido.

3.2 Algoritmos exatos

3.2.1 Algoritmos exatos para o problema euclidiano de Stei-

ner no plano

Em 1961, Melzak [74] apresentou um algoritmo que foi, na época, considerado como
o primeiro método capaz de obter solugoes exatas para o PES em tempo finito. Na
verdade, em 1810 Gergonne [15] j4 havia publicado um algoritmo semelhante ao de
Melzak, mas isso, apds tantos anos, estava esquecido.’

Dado um conjunto de vértices terminais, o algoritmo proposto por Melzak con-
siderava todas as possiveis topologias para uma arvore que conectasse tais pontos
(utilizando pontos de Steiner). Para cada topologia, o algoritmo usava um engenhoso
procedimento para determinar a correspondente arvore de comprimento minimo.

Devido a dois aspectos que geravam ineficiéncia o algoritmo de Melzak exigia
tempo superexponencial. O primeiro e principal aspecto, estava no imenso nimero
de topologias que precisavam ser construidas. O segundo consistia num passo do
procedimento de minimizacao que necessitava de tempo exponencial. Este segundo
problema foi eliminado por Hwang [75] que apresentou um procedimento de tempo
linear para substituir aquele passo. Varias outras modificagoes foram propostas pro-
curando identificar e desconsiderar topologias que nao levariam a uma soluc¢ao do
problema [21, 22, 76]. No entanto, resultados realmente significativos sé foram ob-
tidos quando, ainda baseados nas idéias geométricas do algoritmo de Melzak, novos
algoritmos foram desenvolvidos [22]. Dentre eles destaca-se o algoritmo GeoSteiner
desenvovido por Winter [77] em 1985 e aperfeicoado posteriormente por Warme,
Winter e Zachariasen [78]. Com ele foi possivel resolver o problema de Steiner,

em tempo razoavel, para conjuntos com algumas dezenas de milhares de vértices

L Aparentemente, estavam também esquecidos os estudos de Gauss [11], Bopp [16] e Hoff-
mann [17] realizados no século XIX e o de Jarnik e Késsler [18] da primeira metade do século XX,
que citamos na segao 1.2.
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terminais.

3.2.2 Algoritmos exatos para o PES em espacos com di-

mensao maior que dois

Apesar de sua eficacia, infelizmente o algoritmo Geosteiner nao pode ser adaptado
para dimensoes maiores que 2. As ideias geométricas nele utilizadas, nao podem
ser generalizadas ou tornam-se demasiadamente complexas quando consideradas em
espacos de maior dimensao, inviabilizando sua implementacao. Devido a isso, du-
rante varios anos sé havia algoritmos exatos para o R?.

Essa lacuna s6 foi preenchida em 1992, quando Smith [60] propos um algoritmo
exato para o PES no R"™. Trata-se de uma algoritmo de for¢a bruta que analisa
somente topologias cheias. Essa analise utiliza um sistema de enumeracao implicita,
juntamente com um método de branch-and-bound. E um algoritmo muito rapido
para problemas com um nuimero pequeno de vértices terminais. Porém, torna-se
muito lento quando o nimero de terminais aumenta.

Nos tultimos anos, trés artigos apresentaram melhorias significativas para o algo-
ritmo de Smith. Fampa e Anstreicher [79] propuseram o chamado algoritmo Smith+,
uma modificagao do algoritmo original. No Smith+, o esquema de branch-and-bound
¢ acelerado através do calculo de melhores cotas inferiores e de uma modificagao na
ordem segundo a qual os terminais sao acessados pelo algoritmo.

Van Laarhoven [80] e VanLaarhoven e Anstreicher [81] propuseram outras mo-
dificacoes. Desta vez baseados exclusivamente em critérios geométricos como, por
exemplo, o diagrama de Voronoi. Esses critérios possibilitam descartar varias topo-
logias que seriam processadas pelo algoritmo original. Implementacoes posteriores
indicaram, no entanto, que parte do ganho obtido é perdido pelo tempo extra exigido
pelos calculos geométricos adicionais.

Recentemente, Fonseca et al. [82] com novas modificagoes, conseguiram reduzir
o numero de nodos na arvore de branch-and-bound, de modo a torna-lo o menor
dentre todas as implementagoes citadas acima. Os autores mostraram também que
o menor nimero de topologias processadas é atingido pelo algoritmo Smith+-.

Atualmente, um algoritmo baseado no de Smith, que incorpore modificacoes
como as descritas acima, pode resolver instancias do PES com até 17 terminais em
dimensoes maiores que dois. Esse nimero pode aumentar ou diminuir um pouco, de-
pendendo de fatores como a dimensao do espaco, o posicionamento dos vértices ter-
minais, as maqinas diponiveis, etc. Com o algoritmo original de Smith, esse niimero
cai para cerca de 12, variando de acordo com os mesmos fatores. Em qualquer dos

casos, o tamanho das instancias é extremamente pequeno quando comparado com
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o que se pode obter para o PES no plano.

Em [82], Fonseca et al. além das propostas para o algoritmo de Smith, apresen-
taram também um novo algoritmo exato. Bem diferente do algoritmo de Smith, este
novo método consiste em enumerar, processar e concatenar subarvores cheias obti-
das a partir de subconjuntos dos vértices terminais. Essa ¢ uma das idéias bésicas
do bem sucedido GeoSteiner, utilizado para o PES no R2. Os autores afirmam que
com este novo algoritmo é possivel resolver instancias do PES com até 16 terminais.
Um numero que, acreditamos, podera ser ampliado em futuras implementagoes.

Além dos artigos originais citados acima, uma interessante analise critica e com-
parativa dos diversos métodos exatos para o PES no R™ é feita por Fampa, Lee e

Maculan em [71].

3.3 Algoritmos de aproximacao

Comentamos acima sobre a baixa performance dos algoritmos exatos para o PES
em dimensoes maiores que 2. Uma alternativa, que tem obtido bons resultados em
outras areas, consiste no desenvolvimento de algoritmos de aproximacao. Estes, ao
invés de procurar a solucao 6étima do problema determinam, para qualquer instancia
do mesmo, uma solucao aproximada que tenha um valor que se afaste do 6timo por,
no maximo, um percentual previamente conhecido. Embora solugoes assim obtidas
sejam apenas aproximadas, na pratica frequentemente nao é necessario encontrar a
solugao exata e uma boa aproximacao pode ser plenamente aceitavel.

Formalmente: seja II um problema de minimizacao tal que, em todas as suas
instancias, o custo (ou valor) de qualquer uma de suas solugoes viaveis seja > 0.2
Seja Otimo([ ) o valor 6timo do problema II para uma instancia I. Diz-se que um
algoritmo A é uma a-aprozimacdo para Il se, para qualquer instancia I de II, A
determina uma solucao wvidvel de II cujo custo é, no méaximo, « - Otimo([ ), onde
a = 1. a é chamado de fator ou razao de aproximacdo do algoritmo A. Em alguns
casos, o valor de a pode depender da instancia I [83].

Ou seja, se Val(I) é o valor aproximado obtido pelo algoritmo para uma instancia
1, entao

Otimo(I) < Val(I) < a - Otimo(T).

Um esquema de aprozimacgao para um problema de minimizacdo é um algoritmo,
(ou melhor, uma sequéncia de algoritmos) que para cada instancia I do problema e

para cada racional € > 0, obtém uma solucao vidvel do problema cujo erro relativo

2Como ocorre, por exemplo, com o PES.
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maximo ¢é €. Assim, se Val(e, I) é o valor da solugao obtida,
Otimo(I) < Val(e, I) < (1 + €) - Otimo(1).

Se, para cada €, o algoritmo for polinomial, entao o esquema é chamado de esquema

de aproximagao polinomial (PTAS), (polynomial-time approzimation scheme) [84].

Arora [84, 85] desenvolveu o primeiro esquema de aproximagao polinomial co-
nhecido para o PES. Em seguida, utilizando spanners [86] e introduzindo o conceito
de banyans, Rao e Smith [87] apresentaram outro PTAS, um pouco mais eficiente
que o anterior.

Os dois algoritmos utilizam ideias inovadoras e promissoras, possuindo uma re-
levante importancia teérica. Na pratica, porém, ambos sao ainda ineficazes, reque-
rendo tempos de processamento inviaveis. Como a pesquisa na area de algoritmos
de aproximacao tem crescido muito, é possivel que num futuro préximo algoritmos

como esses tenham uma melhor performance.

3.4 Heuristicas

As dificuldades encontradas pelos algoritmos de aproximacao e pelos algoritmos
exatos em espacos com dimensao maior que dois tém estimulado o desenvolvimento
de um grande numero de heuristicas. Hoje, para o PES, essa é uma area muito
extensa, que inclui véarias abordagens diferentes.

Algumas heuristicas sao muito rapidas, podendo obter solucoes para instancias
com dezenas de milhares de pontos em tempo razoavel. Outras, chegam a obter
solucoes exatas ou muito proximo delas. Resultados obtidos por heuristicas, podem
também ser utilizados como cotas superiores da solucao 6tima em algoritmos exatos.

No momento, excetuando-se o caso do R?, o desenvolvimento de heuristicas se
constitui na abordagem mais bem sucedida para o PES.

Heuristicas, no entanto, tém duas desvantagens com relacao as outras aborda-
gens. Em geral, nao ha nelas nenhuma garantia quanto a qualidade dos resultados
obtidos e nem a certeza de que funcionarao para qualquer instancia do problema
dado. Essas deficiéncias sdo expressas informalmente por Arora [88] ao dizer que
heuristicas sao “algoritmos que nao sabemos como analisar.” Na verdade, diversos
algoritmos propostos nesta e em outras areas nao foram analisados. Ou porque seria
uma tarefa muito dificil (talvez impossivel em alguns casos) ou simplesmente porque
ainda nao se sabe como fazer.

Devido a vastidao do tema, nao faz sentido aqui uma descri¢cao de suas diversas
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possibilidades. Heuristicas excelentes estdo descritas e discutidas em [80, 89-96],

onde também pode ser encontrada uma ampla bibliografia.
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Capitulo 4

Uma conjectura sobre o problema
de Steiner para os vértices de um

cubo n-dimensional

Em 1992, no mesmo artigo que introduziu o primeiro algoritmo exato para o PES
no R™ [60], Warren Smith apresentou também uma conjectura que, desde entao,

permaneceu em aberto. Analisar essa conjectura é o tema deste capitulo.

4.1 A conjectura

Um conjunto B < R"™, dado pelo produto cartesiano de n intervalos fechados

n

[ [lai,b:] = [a1,b1] x -+ x [an, b] (4.1)
i=1
¢ chamado de bloco n-dimensional ou paralelepipedo retangulo n-dimensional. Os
vértices de B sdo os pontos (z1,...,x,) € R", tais que z; € {a;, b;} para 1 < i < n.
Os conjuntos [ [}, L; onde L; = [a;, b;] para apenas um valor de i e, para os demais,
L; = {a;} ou L; = {b;}, sao as arestas do bloco B. Uma aresta com L; = [a;, b;]

tem comprimento b; — a;. O baricentro ou, simplesmente, centro de B é o ponto

(a1+b1 anern)
R o) .

Um bloco n-dimensional cujas arestas tém todas o mesmo comprimento é cha-
mado de cubo n-dimensional ou hipercubo n-dimensional ou, simplesmente, n-cubo.
O n-cubo [[;;[0,1] = [0,1]™ é dito unitdrio e seus vértices sao os 2" pontos
(x1,...,2,) do R", tais que z; € {0, 1}.

A seguir, enunciamos a conjectura de W. Smith [60].
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Conjectura 4.1. Para todo inteiro n = 1, o comprimento da drvore minima de

Steiner que conecta o0s vértices de um n-cubo unitdrio € igual a (21 —1)y/3 + 1.

Se 1 < n < 3, é muito simples verificar a veracidade desta conjectura: o pequeno
nimero de vértices do n-cubo permite que a solucao exata do problema de Steiner
seja obtida com facilidade. Porém, como sugere a Tabela 4.1, a partir de n = 4
essa situacao se inverte. Se n = 5, considerando-se os algoritmos e computadores
atualmente existentes, o crescimento superexponencial do nimero de vértices do
n-cubo inviabiliza completamente o calculo de solucoes exatas. Ja o caso n = 4
se aproxima do que hoje é a fronteira entre o possivel e o impossivel de ser calcu-
lado. E claro que essa fronteira é um tanto fluida pois depende nao s6 dos algo-
ritmos disponiveis como também do computador e da linguagem de programacao
utilizados, da dimensao do espaco, da maneira como estao posicionados os vértices

terminais, etc.

n Topologias cheias

3

10.395

213.458.046.676.875 ~ 2,1x10'
2,9%10%

1,0x 10103

1,0x 10248

N O Ot = W N

Tabela 4.1: Numero de topologias cheias interligando os vértices de um n-cubo.

Podemos ter uma ideia da dificuldade do caso n = 4 observando que existem mais
de 200 trilhoes de topologias cheias interligando os 16 vértices do 4-cubo. Utilizando
um algoritmo que consiga descartar 95% delas sem necessitar processa-las e, se no
processamento de cada uma das topologias restantes fosse gasto 0,00001 segundo,
ainda assim seriam necessarios mais de 3 anos para encontrarmos a solucao exata
do problema.

Apesar desses nuimeros, os algoritmos exatos atuais tém se aproximado gradati-
vamente daquela fronteira. Como discutimos na segao 3.2, ja existe um algoritmo
sobre o qual se diz ser capaz de resolver um problema de Steiner dessa dimensao
em tempo aceitdavel. No entanto, nossa experiéncia com ele nao produziu nenhum
resultado pratico.

Embora, por simplicidade, a conjectura tenha sido enunciada para um hipercubo
unitario, é claro que ela poderia ser formulada para um hipercubo de aresta arbitraria

a. Para isso, bastaria multiplicar por a o comprimento conjecturado.
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4.2 A topologia associada a conjectura
Sejam Cp, C; < R™*!, tais que
Co = [0,1]" x {0} e C) = [0,1]"  {1}. (4.2)

Cy e C) sao n-cubos de aresta unitdria imersos em R"*!. Claramente, os vértices
de Cp e de €} formam o conjunto de vértices do (n + 1)-cubo unitério.

Em geral, o conjunto de vértices de um (n + 1)-cubo, pode ser obtido a partir
dos vértices de dois n-cubos ou, equivalentemente, a partir de 2”2 3-cubos imersos
e convenientemente posicionados em R,

Em seu texto original, Smith apresentou brevemente uma topologia para a arvore
minima associada a conjectura. Ou seja, para aquela que considerava ser uma arvore
minima de Steiner para os vértices de um n-cubo. Essa topologia, que representa-
remos por 7,, tem a seguinte propriedade: para todo n > 1, 7,, é formada por duas
arvores binarias cheias e de mesma ordem, conectadas por uma aresta incidente em

seus respectivos vértices raiz. Chamaremos essa aresta de central. A Figura 4.1

ilustra essa condigao.

Figura 4.1: Para cada n, a representacao da topologia 7, é a parte do desenho
contida no circulo indicado. Fixando-se um dos circulos, os pontos em sua fronteira
representam os vértices do correspondente n-cubo, enquanto que os pontos em seu
interior representam os pontos de Steiner de 7,,.

Definiremos 7,, de forma indutiva. Iniciamos com n = 1, quando o hipercubo se

reduz ao intervalo [0, 1] e tem somente dois vértices. A topologia T; possui apenas
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uma aresta conectando aqueles vértices e, trivialmente, satisfaz a propriedade acima.

Supondo 7, construida, consideramos os cubos Cy e C; citados em 4.2. Supondo
que os vértices de cada um destes cubos estao interligados por uma arvore com
topologia 7,, inserimos um vértice na aresta central de cada uma dessas arvores.
Unindo esses dois vértices com uma nova aresta obtemos uma arvore conectando os
vértices do (n+1)-cubo unitério, cuja topologia definimos como 7,,41y. Claramente,
esta topologia satisfaz a propriedade desejada.

A Figura 4.2 mostra as topologias de 75 até 75. Para facilitar a visualizacao,
exibimos na figura os 3-cubos (citados no inicio desta segao) cujos vértices formam
o conjunto de vértices de cada n-cubo. Também ampliamos as distancias entre os

3-cubos.

Figura 4.2: As topologias T, T3, T4 € Ts.
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4.3 Propriedades da arvore minima relativa asso-

ciada a conjectura

Para n > 1, seja A, a arvore minima relativa cuja topologia é 7,. A, é a arvore
minima relativa associada a conjectura de Smith. Como veremos, esta arvore possui
varias propriedades interessantes e diversos tipos de simetrias. Por analogia, a aresta
de A,, que coresponde a aresta central de 7, serd também chamada de central.

No texto a seguir, {ej,...,e,} representard a base canoénica de R™. Isto é, se
e; = (ei1,...,€m), entdo e;; = J;;, onde ¢ representa a funcao delta de Kronecker.
Consideraremos o R" orientado segundo sua base canonica. Chamaremos de plano
T, 1T, a0 subespagco vetorial de R™ gerado e orientado pela base ordenada {e, 1, e,}.
Os elementos de R™ serao indistintamente chamados de pontos ou vetores e serao
representados genericamente por (xy, ..., Z,).

Se m = n, diremos que um vetor v € R™ é ortogonal a um n-cubo imerso em R™,
se v for ortogonal a variedade afim gerada pelos vértices do n-cubo. Por exemplo, o
vetor e,41 da base canonica de R"™! é ortogonal aos n-cubos Cy e C citados em 4.2.

Seja S o subespago vetorial de R™ gerado por {ej,...,e, o} (n = 3). A rotacao
simples, de angulo 60, em torno de S é o operador linear R em R"™ que a cada
vetor v associa o vetor Rv que resulta de v por uma rotagao de angulo 6 em sentido
antihorario, em um plano P paralelo ao plano x,, iz, e realizada em torno do ponto
de intersecao de P e S.

A matriz da rotacao R com relagao a base canonica é a conhecida matriz orto-

gonal

cosf —send

senf cosf

onde os elementos nao indicados, e fora da diagonal principal, sdo todos nulos. A
partir dessa matriz vé-se que R deixa fixo o subespaco &, isto é, Rv = v para
todo v € §. Vé-se também que o plano P é invariante sob R, o que significa que
R(P) < P ([97, 98]).

Seja V uma variedade afim paralela ao subespaco S. Entao, V = S + d, onde
d é um qualquer vetor de V. A rotacao simples, de angulo 6, em torno de V é a

transformacao afim F : R™ — R" tal que, para todo v,

F(v) = R(v —d) +d, (4.4)
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onde R é a rotacdo em torno do subespaco S descrita acima. A interpretacao da
funcao F é semelhante a de R, diferindo apenas em que a rotagao no plano P agora
ocorre em torno do ponto de intersecao de P e V.

Tal como ocorre no caso anterior, sob F a variedade V permanece fixa e o plano

‘P ¢é invariante.
Proposicao 4.1. Para todo inteiro n = 2:

(i) A aresta central de A, € paralela ao vetor e, da base candnica de R™ e seu
ponto médio coincide com o centro do n-cubo unitdrio (cujos vértices sao in-

teligados por A,,).

(i1) A aresta central de A,, € ortogonal aos dois (n—1)-cubos utilizados na defini¢ao
de sua topologia, e a reta suporte desta aresta contém o centro daqueles dois

(n — 1)-cubos.

O item (ii) desta proposicdo é uma consequéncia imediata do item (i), cuja

verificacao estd contida na demostracao da préxima proposicao.

Proposigao 4.2. Se n > 3, as arestas de A, tém apenas trés diferentes compri-

mentos:

(i) \/3/3 para as 2" arestas que conectam um ponto de Steiner a um vértice do

n-cubo.

(i) +/3/6 para as 2" —4 arestas que ligam dois pontos de Steiner, excetuando-se a

aresta central.
(iii) 1 —+/3/3 para a aresta central.

Se n =2, hd somente arestas dos tipos (i) e (iii), nas mesmas quantidades citadas

acima.

Demonstragao. Por inducao. Usando-se as propriedades descritas no Capitulo 2 ou
o algoritmo de Smith citado na Secao 3.2 encontram-se rapidamente as coordenadas
dos pontos de Steiner nos casos n = 2 e n = 3. As Tabelas A.1 e A.2 mostram
os resultados obtidos. A partir deles é facil observar que os dois casos verificam as
propriedades desejadas.!

Seja n tal que a arvore A, satisfaz a esta e a proposigao anterior. Para mostrar

ue A, também verifica essas propriedades supomos que A,, e uma arvore A, que
+

'Embora os casos n = 2 e n = 3 sejam diferentes, bastaria aqui apresentar o primeiro deles. A
aplicagao ao caso n = 2 do passo indutivo que veremos, produz uma arvore com as propriedades
desejadas para n = 3.
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lhe é idéntica interligam, respectivamente, os vértices de cada um dos n-cubos Cy e
C descritos em 4.2. Como dissemos acima, os vértices Cy e '] formam o conjunto
de vértices do (n + 1)-cubo unitério, os quais serao interligados por A, 1.

A Figura 4.3(a) representa a imagem desses objetos pela projegao 7 : R"™! — R?
dada por 7(x1,...,2Zns1) = (Tn, Tni1). Esta projegao pode ser interpretada como o
resultado da aplicacao de uma sequéncia de n — 1 projecoes ortograficas, cada uma
delas segundo a direcao do primeiro vetor da base candnica do espago a partir do

qual a projecao é feita.

Tp+1 Tn+1 Tn+1
!/ !
Py s1d s2 Py P; ) / P, Py / P,
r— )9 < q
51 52 S1 D)
! 12
A, v 120
d'l B= A
v
S1 S9 S1 59
AL 30°
P S1 a  S2 Py Tn P Py, In P, P, Tn
(a) (b) (c)

Figura 4.3: Construcao de A,11y a partir de A,.

Nessa figura, as projecoes de Cy e A, se reduzem ao segmento P; P, enquanto
que P3P, representa as projecoes de C; e A,,. P, é a projecao de todos os vértices
(x1,...,2py1) de Cp tais que z,, = 0. P, representa a projegao dos vértices de Cj
onde x,, = 1. Situacao andloga ocorre com P3 e Py, relativamente aos vértices de
(. As diregoes dos vetores e, e e, estao representadas na figura através dos eixos
correspondentes as coordenadas x, € T,,1.

Também estao indicadas na Figura 4.3(a) as projegoes de a e @', arestas centrais
de A, e A, e as projegoes dos pontos de Steiner s;, sy, $1 € s5, incidentes aquelas
arestas.

Por hipétese, a e a’ sdo paralelas a e, e seus pontos médios coincidem com os
centros de Cy e C;. Logo, se [ é o comprimento da aresta a, as coordenadas de s;
e sy sdo (1/2,...,1/2,41/2,0) e as de si e shsdo (1/2,...,1/2,+1/2,1). Assim, sy,
So, S1 € s5 880 os vértices de um retangulo contido no plano zy = -+ = x, | = 1/2,
cujos lados sao paralelos aos vetores e, e e,,1. O centro desse retangulo coincide
com o centro do (n + 1)-cubo unitério.

Vamos agora construir uma drvore de Steiner B, cuja topologia serd 7(,41) e que

terd todas as propriedades exigidas nesta e na proposicao anterior. Como citamos
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em 2.2, fixada uma topologia existe apenas uma arvore minima relativa associada
a essa topologia. Logo, B sera a arvore A, desejada, encerrando assim o passo
indutivo e esta demostracgao.

A fim de construirmos B, primeiro inserimos um vértice v e um vértice v’ no
ponto médio das arestas a e a’. A partir desses vértices dividimos A,, e A, em duas
subdrvores cada (v e v' sd@o duplicados nesse processo). Em seguida, os vértices de
cada uma das quatro subarvores obtidas serao rotacionados de 30° ou —30° em torno
da variedade afim gerada pelos vértices de Cy ou de C} que ela conecta. Obtemos
assim a configuragao representada na Figura 4.3(b).

As rotacoes citadas podem ser feitas usando-se as aplicacoes R e F descritas em
4.3 e 4.4. Basta lembrarmos que os vértices de Cy ou de ' conectados por cada
uma das quatro subarvores sao aqueles cujas projegoes coincidem com cada um dos
pontos Py, P», P; e Py. As variedades afins geradas por cada grupo de vértices sao,
portanto, dadas pelas condigoes: x,, = x,,1 = 0, para os vértices projetados em P,
z, =1ex,.1 =0, para os projetados em Py, x, =0ex,.1 =1 (em P;) ez, =1e
Tpny1 = 1 (em P4)

Essas rotagoes ocorrem em planos paralelos ao plano x,z,.; e deixam fixos os
vértices de Cy e C7. Em particular, as rotagoes dos pontos de Steiner sq, So, 1 € Sh
e dos vértices v e v/ ocorrem no plano x; = --- = x, 1 = 1/2, ao qual esses pontos
pertencem.

A arvore B é entao obtida conectando-se as quatro subérvores da Figura 4.3(b)
como indicado na Figura 4.3(c). Os vértices v e v' s@o excluidos apds essa conexao
que é feita de modo que as novas arestas também estejam contidas no plano x; =
<o =1x,_1 = 1/2 (como estavam v e v').

Agora ¢é facil notar que: (i) a topologia de B é T(,+1) e (ii) B é uma arvore de
Steiner, ja que as rotacoes realizadas nao modificam angulos e que os novos pontos
de Steiner que surgiram na conexao representada na Figura 4.3(c) tém grau trés e
as arestas que neles incidem formam angulos de 120°. Logo B é a mesma arvore que
A1)

Como as rotacoes nao afetam distancias, e como os comprimentos das arestas que
surgem apoés a conexao das quatro subarvores podem ser calculados com facilidade,
¢ muito simples concluir que os comprimentos das arestas de A, 1) estao de acordo
com o enunciado desta proposicao.

A partir da construcao utilizada na Figura 4.3(c) vé-se também que a”, a aresta
central de A(,41y, ¢ paralela ao vetor e,;; e que seu ponto médio coincide com o
centro do (n + 1)-cubo unitario. Com isto, completa-se a verificacao de que A, 1)

satisfaz a todas as condigoes exigidas nesta e na proposi¢ao anterior. O]
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Uma consequéncia imediata da propriedade 4.2 é o
Corolério 4.1. Para todo n =1, o comprimento de A, é (2"=1) —1)y/3 + 1.

Sendo assim, a anélise da conjectura se resume em verificar se 4,, ¢ uma arvore

minima de Steiner.

Utilizando as matrizes de rotagao como indicado na demonstracao da pro-
posicao 4.2, podemos encontrar as coordenadas dos pontos de Steiner de A, para
qualquer valor de n previamente escolhido. A Tabela A.3 mostra as coordenadas dos
vértices do 4-cubo e dos pontos de Steiner de A4. A Figura A.3, acima da tabela,
mostra a enumeracgao utilizada.

Seguindo indutivamente nesse processo, obtemos expressoes genéricas para as
coordenadas dos pontos de Steiner. Veremos entao que, para n > 2, a arvore A,
tera:

2 pontos de Steiner com coordenadas

continuando nesta sequéncia até atingir 2"~! pontos com coordenadas

1 2»2-1 1 1 3

U O TR I
2 2n—1 2 2 3.2nt

A proxima proposicao e seu corolario formalizam varias observagoes feitas a partir

desses resultados.

Proposicao 4.3. Se n = 2, os pontos de Steiner da drvore minima relativa A,
estao distribuidos em n — 1 agrupamentos com as sequintes caracteristicas. Para
cada inteiro § tal que 1 < j < n — 1, existe um conjunto com 27 pontos de Steiner

cujas coordenada (xy,...,x,) satisfazem:

1
(Z) QZ‘Z‘:§7 se 1<Z<n_j;

g 1 20— . :
(i1) xiziiw, sen—j<i<n (j>1)e
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Corolario 4.2. Paran = 2:

(i) Os pontos de Steiner da drvore minima relativa A, estao contidos no hiper-
plano {(z1,...,x,) € R™; x; = 1/2}.

(ii) As n — 1 primeiras coordenadas de qualquer ponto de Steiner de A, sdao
nimeros racionais e a ultima € wm nimero irracional da forma a4+ bv/3, onde

a e b sao racionais.

(i11) Se (x1,...,2,) € um ponto de Steiner de A,, entdo (1/2,x1,...,2,) € um

ponto de Steiner de A, 1.

A partir da Proposigao 4.3 podemos calcular as distancias dos pontos de Steiner
de A,, ao baricentro do n-cubo, bem como os comprimentos e diregoes de segmentos
de reta unindo esses pontos. Dessa maneira encontramos que os conjuntos de pontos
de Steiner de A, citados naquela proposi¢ao estao contidos em esferas concéntricas
e que, em cada esfera, esses pontos se posicionam de forma bastante particular. A

proxima proposicao reune essas conclusoes.

Proposicao 4.4. Para n > 2, os pontos de Steiner de A, estao distribuidos em
n — 1 esferas Ey,...,FE,_1, de dimensao n — 1, centradas no baricentro do n-cubo

unitdrio, tais que:

(i) Sen >3, entdo para 1 < i <n—1, a esfera E; contém 2 pontos de Steiner

da drvore A,, e tem diametro igual a

[§(1 - 2@')2] + (1 - 32%)2 (4.5)

i=1

Os pontos de Steiner pertencentes a esfera E; sao os vértices de um bloco i-
dimensional imerso no R"™, com arestas paralelas aos v ultimos vetores da base

canonica de R™ e cujo baricentro coincide com o baricentro do n-cubo.

(ii) Sen =2, E; contém os 2 pontos de Steiner de A, e tem diametro 1 —+/3/3.

Em todos os casos, a aresta central de A, € um diametro de E,. Para todo n = 2,
as n — 1 primeiras esferas do (n + 1) — cubo unitdrio tém os mesmos raios que as
esferas do n-cubo (embora aquelas tenham uma dimensdo maior) e contém o mesmo

numero de pontos de Steiner.

Corolario 4.3. Sen > 2, A, ¢ simétrica com relacdo ao centro do n-cubo unitdrio

e com relagdo aos n — 1 hiperplanos xo = 1/2, ..., x, = 1/2.
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4.4 A conjectura é verdadeira?

As propriedades descritas na secao anterior nos mostram a maneira uniforme e
simétrica com que os pontos de Steiner da arvore A, estao distribuidos no interior
do n-cubo unitario. Por outro lado, as diversas simetrias existentes em um n-cubo,
facilmente nos induzem a supor que uma arvore minima interligando seus vértices
deva ser tao uniforme e simétrica quanto .4,. No entanto, ha situagdes similares em
que uma hipdtese desse tipo seria falsa.

Um exemplo clédssico desse engano ocorreu da década de 1960, quando ainda nao
havia nenhum algoritmo para o problema de Steiner no R?. Na época, Gilbert e
Pollak [21] conjecturaram que a AMS para os vértices de um octaedro regular (tri-
dimensional) deveria ser a que estd indicada na Figura 4.4(a): uma arvore com uma
topologia semelhante a 7,. Semelhante, no seguite sentido: ambas sao construidas
concatenando-se arvores bindrias idénticas por meio de seu vértice raiz, o qual, na
arvore otimizada, coincide com o baricentro do poliedro.

Somente em 1992, com a publicacdo do algoritmo de Smith [60], foi verificado
(pelo préprio Smith) que essa conjectura era falsa. A verdadeira AMS é a &rvore

representada na Figura 4.4(b), que ndo apresenta simetrias.

(@) (b)

Figura 4.4: (a) Arvore minima relativa (b) Arvore minima de Steiner.

Sob condicoes razodaveis é possivel mostrar que, se a conjectura de Smith for falsa

em alguma dimensao n, entao sera falsa em toda dimensao > n.
Proposicao 4.5. Supondo que para algum inteiro n existam:

(i) uma drvore minima de Steiner D,, conectando os vértices do n-cubo unitdrio,

cujo comprimento é menor que o de A,,

(i) um hiperplano o, ortogonal a alguma aresta do n-cubo unitdrio, que intercepte

D,, em somente um ponto,
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entdo, chamando de d a distancia de o ao centro do n-cubo, a conjectura de Smith

¢ falsa para todo cubo unitdrio com dimensdao = n se

NEI
d< 5" —3. (4.6)
> pu) - np,) > ) - VAEETVE DA VI LSy

onde L(A,) e L(D,) representam, respectivamente, os comprimentos de A, e D,,.

Como se trata de um cubo unitario, d € [0; 0,5). O gréfico de f estd representado
na Figura 4.5. Nela, vemos os pequenos valores assumidos por f(d), os quais tornam
bastante aceitével a condigao L(A,) — L(D,,) > f(d).

021/
0.15}

0.1

0.0571

i

01 02 03 04 05

Figura 4.5: A funcao f(d).

Quando existe um hiperplano como «, provavelmente ele nao sera tnico. Nesse
caso, os correspondentes valores de d pertencerao a algum subintervalo de [0; 0,5).
Esta possibilidade de variar d facilita ainda mais que a condicao 4.7 se verifique.

Observamos que, nessa proposicao, nao é necessario que D,, seja uma AMS ou

uma arvore minima relativa. A seguir, a demonstracao da proposicao.

Demonstrac¢ao. Usaremos um procedimento indutivo semelhante ao adotado na de-
monstracao da proposicao 4.2. A partir de uma arvore como D,,, vamos construir
uma arvore D, interligando os vértices do (n + 1)-cubo unitario. Dentro das
condigoes citadas, D,,. 1 terd comprimento menor que o de A, .1 e o plano z,, .1 = 1/2,
ortogonal ao vetor e, 1, interceptara D(,,1) em somente um ponto.

Cada aresta do n-cubo unitario é paralela a algum vetor da base canonica de
R™. Seja e, o vetor dessa base que é ortogonal a a. Se r # n, reposicionamos D,, e o

plano « da seguinte maneira: considerando a orientacao definida pela base canonica,
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giramos de 90° todos os vértices de D,, (inclusive os terminais) em torno da variedade
afim {(x1,...,2,);2, = x, = 1/2}. Obteremos uma nova arvore interligando os
vértices do n-cubo, com o mesmo comprimento de D,. Apds este movimento, o
plano que corresponde a « fica ortogonal a e, e o ponto que corresponde a intersegao
de o com D, terd coordenadas (ay, ..., a,_1,1/2—d) ou (by,...,b,_1,1/24+d). Daqui
em diante, caso essas rotacoes tenham sido feitas, os termos D,, e o designarao a
nova arvore e o novo plano. () representara a intersecao de o e D,,. Sem perda de
generalidade, vamos considerar apenas o caso em que a n-ésima coordenada de @) é
1/2 — d. Dos argumentos que seguem serd facil perceber que o tratamento do outro
caso ¢ idéntica ao do primeiro.

Comecamos a construcao como fizemos na Proposicao 4.2. Visualizamos D,, e
uma arvore D), que lhe é idéntica imersas no R"™!, interligando, respectivamente,
os vértices de cada um dos n-cubos Cy e ' descritos em 4.2. Assim, nessa imersao,
D,, conecta os vértices do (n + 1)-cubo unitario tais que x,.1 = 0 e D, interliga os
vértices para os quais x,,1 = 1. D), é uma translacao de D,, segundo o vetor e, .

Essa situagao estd representada na Figura 4.6(a), obtida da mesma forma que

a Figura 4.3(a): por meio da projecao m : R"* — R?, dada por 7(xy,...,Tp41) =
(xm xn-ﬁ-l)'
xn—‘,—l x’ll+1
Py RS P P3 Py
@ L ] q
!/
D, Y y
v
d v
\.\ n 4 30°
Pl RS PQ Ln Pl PQ Tn

Figura 4.6: Construcao de D, 41y a partir de D,,.

Em 4.6(a), P, P, é a projecao de D,,. P, corresponde aos vértices do (n+ 1)-cubo
unitéario tais que x,, = x,.1 = 0 e P, aos vértices onde =, = 1 e x,,1 = 0. Ou seja,
P, e P, sao as projecoes dos vértices interligados por D,,. R é a projecao de (Q e S
¢ a projecao do centro do n-cubo unitario formado pelos vértices projetados sobre
Py e P,. RS nos mostra d. Situagao analoga ocorre para o segmento P3FPj.

Em seguida, exatamente no ponto @) (projetado como R na figura), “dividimos”

D,, em duas arvores (nesse ponto é inserido um vértice v em cada uma das arvores

obtidas). Procedimento andlogo ¢ feito com Dj;. Cada uma das quatro &rvores
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obtidas ¢ entao girada de 30° ou —30° em torno da variedade afim gerada pelos

vértices do (n + 1)-cubo por ela conectados. Obtemos entao a configuragao exibida
na Figura 4.6(b).

Antes e depois das rotagoes, os quatro vértices representados na figura por v e v/

estao contidos em um plano (bidimensional) paralelo ao plano x,x,.;. Obteremos

D,+1 conectando esses pontos. A Figura 4.7 mostra duas maneiras diferentes de

realizar essa conexao.

Tn41 Tn+1
Py Py

~.

1 30° \

P1 -PQ Tn
(b)

Figura 4.7: Interligando as quatro arvores para obter D,.1).

Dependendo do valor de d, uma das conexoes indicadas definird D(,4.1). Consi-

derando que os vértices v e v/ sdo coplanares e que os segmentos que representam

as projecoes das quatro arvores formam entre si angulos de 30° e 120°, calculamos

que:

(i)

(i)

Se0<d< \/?g — %, a AMS interligando os quatro vértices é a que esta indicada
na Figura 4.7(b). O comprimento dessa AMS é o mesmo para qualquer valor
de d nesse intervalo. Esse comprimento é também igual ao da conexao repre-
sentada na Figura 4.3(c) utilizada para construir A,;1y. Logo, no intervalo
citado, usando essa construcao obtemos D, 1) com comprimento menor que

o de Ap1)-

Se \/?g — % < d < 0,5, a AMS interligando os vértices v e v’ é a que esta repre-
sentada na Figura 4.7(a). Essa serd a conexao que definird D, 1y. Nesse caso,
porém, o comprimento da conexao é maior do que o da ligacao que foi em-
pregada na construgao de A,41y. Entao, para que D(,11) tenha comprimento
menor que A, 1), a diferenca entre as medidas das conexdes usadas em 4.7(a) e
4.3(c) (a primeira menos a segunda) tem que ser menor que 2(L(A,) — L(D,,)).
A partir desta constatagao, alguns calculos adicionais explorando a geometria

das figuras acima, nos levam a concluir que L(Dy, 1)) serd menor que L(A(,41))
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se L(A,) — L(D,) > (W4d?> + 7 — /3 —d — /3 —1,5)/2, conforme exigido no

enunciado da proposicao.

Para concluir, observamos que o hiperplano definido por z,,; = 1/2 é ortogonal
ao vetor e,y e intercepta D(,41) em somente um ponto. Além disso, nesse ponto,
d = 0. Assim, o passo indutivo descrito acima permitira sempre construir uma nova

arvore com comprimento menor que o da arvore da conjectura de Smith. O

4.5 Consideracoes finais e a continuacao deste
trabalho

Segundo a Proposicao 4.5, se encontrarmos uma dimensao n onde a conjectura falhe,
isso podera significar que a conjectura é falsa em todas as dimensoes maiores que n.
Motivados por essa proposicao e por algumas consideracoes de natureza heuristica,
decidimos que a continuacao deste trabalho, apds sua publicacao, consistira em ten-
tar mostrar que existem dimensoes onde a conjectura ¢ falsa. Incialmente, supomos
que isso poderia ocorrer na dimensao n = 8 ou proximo dela. Descrevemos a seguir

alguns caminhos que pretendemos seguir visando encontrar esse valor de n.

4.5.1 Propriedades estruturais de uma AMS

Existem vérias condigbes necessarias que uma AMS deve satisfazer. Encontrando-
se n tal que alguma dessas condigbes nao seja verificada por A,,, saberemos que a
conjectura é falsa nessa dimensao. Abaixo, citamos alguns exemplos importantes.

Outras propriedades estruturais de uma AMS estao descritas em [6, 21].

A propriedade das lunas

Dado um segmento v;v9 unindo os pontos vy, vy € R, a luna de vivs é 0 conjunto
L(vi,v2) = {z € R"; [z, v1] <vr, 02 e [lz, va] < o1, v2fl},

onde | - | representa a norma euclidiana.

Em [21] mostra-se que:

Proposicao 4.6. Se vivy € uma aresta de uma AMS, entdo a luna L(vy,vy) contém

apenas pontos do segmento v1vs.

Assim, se para algum n, encontrarmos uma luna de alguma aresta de A, que

nao satisfaca essa condigao, a conjectura sera falsa nessa dimensao.
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O diagrama de Voronroi

Seja C' = {vy,...,v} < R™. A célula de Voronoi de v; € C' é o conjunto poliedral
vor(vi) = {z € R"; [z —vif| < [z —y[,vy e R"}.

O conjunto formado por todas as células de Voronoi dos elementos de C' é chamado
de diagrama de Voronoi de C e representado por Vor(C'). Os vértices de uma célula
de Voronoi sao chamados de pontos de Voronoi.

O diagrama de Voronoi de um conjunto finito C' € R™ é, portanto, uma particao
do R™ em conjuntos poliedrais, na qual cada elemento de C esta em dos conjuntos
da particao.

Na literatura sobre o PES, em [81] por exemplo, sdo descritas varias propriedades
estruturais de uma AMS obtidas a partir do diagrama de Voronoi. Além dessas,
novas propriedades, diretamente relacionadas com o diagrama de Voronoi da arvore

A, podem ser desenvolvidas e utilizadas na anélise da conjectura.

4.5.2 Heuristicas

Para algum n, seja P o conjunto de vértices do n-cubo unitario. Na utilizagao
mais imediata de uma heuristica, procuramos encontrar uma arvore interligando os
pontos de P, cujo comprimento seja menor que o de A,. Além dessa abordagem
6bvia, podemos também procurar arvores conectando subconjuntos de P ou mesmo
conjuntos obtidos acrescentando-se novos vértices a subconjuntos de P. Em seguida,
considerando que as arvores obtidas estao conectadas, comparamos a soma de seus

comprimentos com o comprimento de A,,.

4.5.3 Experiéncias com topologias obtidas a partir de mo-

dificagoes em 7,

Aqui, uma arvore com comprimento menor que o de A, é procurada efetuando-
se pequenas (ou grandes) alteragbes na topologia T,. A arvore minima relativa
correspondente a topologia modificada é obtida usando-se um software especifico
que implementamos com esse objetivo. Dependendendo dos resultados encontrados,
esse procedimento pode ser feito sequencialmente, ajustando-se a topologia passo a

passo.
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4.5.4 Outras abordagens

Durante a redacao deste trabalho, fizemos varias experiéncias com as abordagens
citadas acima. Embora essas tentativas nao tenham encontrado uma dimensao em
que a conjectura seja falsa, elas nos foram muito uteis, pois nos forneceram uma base
que servira como referéncia e orientacao para as préximas experiéncias que faremos
com essas mesmas técnicas. Abaixo, descrevemos duas abordagens, um pouco mais
tedricas, que ainda nao utilizamos. Ambas serao consideradas na continuacao deste
trabalho.

I) Toda arvore é um grafo planar. Na literatura sobre grafos hd uma grande
variedade de propriedades sobre grafos planares. Algumas delas ja foram utilizadas
no estudo do PES [60]. Por outro lado, os esquemas de 7, no plano resultam em
curvas formadas segundo um padrao muito especifico. (Fig. 4.8). Acreditamos que

esse dois fatos devem ser relacionados e pesquisados.

IT) Em algumas experiéncias numéricas que fizemos com as distancias dos pon-
tos de Steiner ao centro do n-cubo, encontramos um grande quantidade de valores
distribuidos de forma extremamente regular. Porém, dentre toda essa uniformidade,
foi possivel detectar um ou outro valor que estava fora do padrao dos demais. Isso
pode, ou nao, signifcar alguma anomalia da arvore conjecturada, ocorrendo na di-
mensao correspondente ao valor fora do padrao. Sem duvida, esse é mais um ponto

que precisa ser investigado.

it I i I
FIEL L H [ B E
Hi [ b
HT E | E E g
Hi HE | B [
TSI
Hi[H i R H
M EE H ey H

ﬂ

Figura 4.8: Uma representagao de Tg.
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Apeéendice A

Topologias, enumeracoes e

resultados numéricos

T2

® X
1 2 1

Figura A.1: Topologia T3 do quadrado (2-cubo).

Vértices terminais Pontos de Steiner

1 (0, 0) 5 (1/2, v/3/6)

2 (1, 0) 6 (1/2, 1 —+/3/6)
3 (1, 1)

4 (0, 1)

Tabela A.1: Coordenadas dos vértices do 2-cubo e dos pontos de Steiner de A,, a
arvore minima de Steiner do 2-cubo, segundo a enumeracao da Figura A.1.
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/ 5
X1

Figura A.2: A topologia 73 do 3-cubo.

Vértices terminais Pontos de Steiner

1 (0, 0, 0) 9 (1/2, 1/2, 1/3/6)

2 (1, 0, 0) 10 (1/2, 1/2, 1 —+/3/6)
3 (1, 1, 0) 11 (1/2, 1/4, v/3/12)

4 (0, 1, 0) 12 (1/2, 3/4, v/3/12)

5 (0,0, 1) 13 (1/2, 1/4, 1 —/3/12)
6 (1,0, 1) 14 (1/2, 3/4, 1 —+/3/12)
7 (1, 1, 1)

8 (0, 1, 1)

Tabela A.2: Coordenadas dos vértices terminais e dos pontos de Steiner de Az, a
arvore minima de Steiner do 3-cubo, segundo a enumeracao da Figura A.2.
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Figura A.3: A topologia 7; do 4-cubo.

Vértices do 4-cubo

Pontos de Steiner

(1/2, 1/2,
(1/2, 1/2,
(1/2, 1/2,
(1/2, 1/2,
(1/2, 1/2,
(1/2, 1/2,
(1/2, 1/4,
(1/2, 3/4,
(1/2, 1/4,
(1/2, 3/4,
(1/2, 1/4,
(1/2, 3/4,
(1/2, 1/4,
(1/2, 3/4,

1/2, v/3/6)
1/2, 1 —+/3/6)
1/4, /3/12)
3/4, V/3/12)
1/4, 1 —+/3/12)
3/4, 1 —+/3/12)
1/8, v/3/24)
1/8, v/3/24)
7/8, v/3/24)
7/8, \/3/24)
1/8,1—+/3/24
1/8, 1 —+/3/24
7/8, 1 —+/3/24

)
)
)
7/8, 1 —+/3/24)

1 (0, 0, 0, 0) 17
2 (1, 0, 0, 0) 18
3 (1,1, 0, 0) 19
4 (0, 1, 0, 0) 20
5 (0, 0, 1, 0) 21
6 (1,0, 1, 0) 22
7 (1,1, 1, 0) 23
8 (0, 1, 1, 0) 24
9 (0, 0, 0, 1) 25
10 (1,0, 0, 1) 26
11 (1,1,0,1) 27
12 (0, 1, 0, 1) 28
13 (0, 0,1, 1) 29
14 (1,0, 1,1) 30
15 (1,1, 1,1)

16 0,1, 1,1)

Tabela A.3: Coordenadas dos vértices terminais (os vértices do 4-cubo) e dos pontos

de Steiner de A4, conforme a enumeragao indicada na Figura A.3.
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Xy X4 X34 Xy Xy Xy X3 Xy Xs
0,5 0,50 0,500  0,2887 0.5 0,5 0,50 0,500 02887
0.5 0,50 0,500 07113 0.5 0,5 0,50 0,500 07113
0,5 0,50 0,250 0,1443 0.5 0,5 0,50 0,250  0,1443
0.5 0,50 0,750 0,1443 0.5 0,5 0,50 0,750  0,1443
0.5 0,50 0,250 08557 0.5 0,5 0,50 0,250  0,8557
0,5 0,50 0,750  0,8557 0.5 0,5 0,50 0,750  0,8557
0,5 0,25 0,125 0,0722 0.5 0,5 0,25 0,125 00722
0,5 0,75 0,125 0,0722 0,5 0,5 075 0,125 00722
] 025 0,875 00722 0,5 0,5 025 0875 00722
0,5 0,75 0,875 00722 0,5 0,5 0,75 0,875 0,0722
0,5 0,25 0,125 09278 0,5 0,5 0,25 0,125 09278
0,5 0,75 0,125 09278 0,5 0,5 0,75 0,125  0,9278
0,5 0,25 0,875 09278 0,5 0,5 0,25 0875 09278
0,5 0,75 0,875 09278 0.5 0,5 0,75 0,875 09278
05 025 0,125 00625 0,036l

) 05 075 0,125 00625 0,036l

0,5 025 0875 00625 0,036l

05 075 0875 00625 0,036l

05 025 0125 09375 0,036l

0.5 075 0125 09375 0,036l

05 025 0875 09375  0,0361

05 075 0875 09375 0,036l

05 025 0,125 00625 09639

05 075 0,125 00625 09639

05 025 0875 00625 09639

05 075 0875 00625 09639

0.5 025 0,125 09375 09639

0.5 075 0,125 09375 09639

0.5 025 0875 09375 09639

05 0,75 0,875 09375 09639

(b)

Tabela A.4: Coordenadas dos pontos de Steiner de A4 (a) e de A5 (b), como um

exemplo da propriedade descrita no item (iii) do corolario 4.2: se (z1, ..
ponto de Steiner de A, entao (1/2,x,..

o7

., ZTy) € um

., Ty) é um ponto de Steiner de A, 1.
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