o
Instituto Alberto Luiz Coimbra de U F RJ
Pés-Graduagao e Pesquisa de Engenharia

METODO DO PONTO PROXIMAL COM DISTANCIA DE BREGMAN PARA
PROBLEMAS DE MINIMIZACAO QUASE CONVEXOS

Lara Thaise Bezerra Lima Souza

Dissertagao de Mestrado apresentada ao
Programa de Pés-graduacao em Engenharia
de Sistemas e Computacao, COPPE, da
Universidade Federal do Rio de Janeiro, como
parte dos requisitos necessarios a obtencao do
titulo de Mestre em Engenharia de Sistemas e

Computacao.

Orientadores: Paulo Roberto Oliveira

Joao Xavier da Cruz Neto

Rio de Janeiro
Agosto de 2017



METODO DO PONTO PROXIMAL COM DISTANCIA DE BREGMAN PARA
PROBLEMAS DE MINIMIZACAO QUASE CONVEXOS

Lara Thaise Bezerra Lima Souza

DISSERTACAO SUBMETIDA AO CORPO DOCENTE DO INSTITUTO
ALBERTO LUIZ COIMBRA DE POS-GRADUACAO E PESQUISA DE
ENGENHARIA (COPPE) DA UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO DE
JANEIRO COMO PARTE DOS REQUISITOS NECESSARIOS PARA A

OBTENCAO DO GRAU DE MESTRE EM CIENCIAS EM ENGENHARIA DE
SISTEMAS E COMPUTACAO.

Examinada por:

Prof. Paulo Roberto Oliveira, D.Sc.

Prof. Joao Xavier da Cruz Neto, D.Sc.

Prof. Jurandir de Oliveira Lopes, D.Sc.

Prof. Marcia Helena Costa Fampa, D.Sc.

RIO DE JANEIRO, RJ — BRASIL
AGOSTO DE 2017



Souza, Lara Thaise Bezerra Lima

Método do ponto proximal com distancia de Bregman
para problemas de minimizacdo quase convexos/Lara
Thaise Bezerra Lima Souza. — Rio de Janeiro:
UFRJ/COPPE, 2017.

VI 41 p. 29, 7em.

Orientadores: Paulo Roberto Oliveira
Joao Xavier da Cruz Neto

Dissertagao (mestrado) — UFRJ/COPPE/Programa de
Engenharia de Sistemas e Computacao, 2017.

Referéncias Bibliograficas: p. [39—[41]

1. Método do ponto proximal. 2. Distancia de
Bregman. 3. Minimizacao quase convexa. I. Oliveira,
Paulo Roberto et al. II. Universidade Federal do Rio de
Janeiro, COPPE, Programa de Engenharia de Sistemas e
Computacao. III. Titulo.

il




Agradecimentos

Gratidao a Deus, pela satide, por sempre guiar os meus passos e decisoes, por me
manter firme e plantar sonhos em meu coracao nunca antes sonhamos.

Gratidao ao meu esposo Joao Carlos por acreditar em mim, mais do que eu
mesma acreditei ser capaz. Por ser um amigo para todos as horas e por sempre me
incentivar a querer mais e a nunca desistir.

Gratidao aos meus pais, Maria de Lourdes e Osvaldo, por todo carinho, apoio
e por me mostrarem que a maior heranca que eles podem me deixar é o estudo. A
minha irma, Laise, por vibrar com cada conquista minha e incentivar a seguir em
frente. A familia do meu esposo, em particular a minha sogra por seu incentivo.
Aos meus amigos, pela presenca, mesmo a distancia, ao logo desses anos.

Gratidao aos meus orientadores Dr. Paulo Roberto Oliveira e Dr. Joao Xavier

da Cruz Neto pelos ensinamentos e compreensao.

v



Resumo da Dissertacao apresentada a COPPE/UFRJ como parte dos requisitos

necessarios para a obtengao do grau de Mestre em Ciéncias (M.Sc.)

METODO DO PONTO PROXIMAL COM DISTANCIA DE BREGMAN PARA
PROBLEMAS DE MINIMIZACAO QUASE CONVEXOS

Lara Thaise Bezerra Lima Souza

Agosto/2017

Orientadores: Paulo Roberto Oliveira

Joao Xavier da Cruz Neto

Programa: Engenharia de Sistemas e Computagao

Neste trabalho estudamos a convergéncia do método do ponto proximal para
resolver um problema de minimizacao restrito ao octante nao negativo para fungoes
quase convexas. Para isso, a distancia Euclidiana no termo de regularizacao do
método do ponto proximal classico é substituido por uma aplicagao com propriedades
similares a uma distancia mas sem necessariamente satisfazer todos os axiomas da

distancia. Tal aplicacao é conhecida como distancia de Bregman.



Abstract of Dissertation presented to COPPE/UFRJ as a partial fulfillment of the

requirements for the degree of Master of Science (M.Sc.)

PROXIMAL POINT METHOD WITH BREGMAN DISTANCE FOR
QUASICONVEX MINIMIZATION PROBLEMS

Lara Thaise Bezerra Lima Souza

August /2017

Advisors: Paulo Roberto Oliveira

Joao Xavier da Cruz Neto

Department: Systems Engineering and Computer Science

In this work, we study the convergence of the proximal point method for solving
a constrained minimization problem within the nonnegative orthant for quasiconvex
functions. To this end, the Euclidian distance in the regularization term of the
classic proximal point method is replaced by a map with nice similar properties
such as a distance but not necessarily satisfying all the axioms of a distance. Such

a map is the so called Bregman distance.

vi



Sumario

{1 Introducao| 1
2 Nocoes Preliminares| 4
2.1 Conceitos e resultados de Analise no R™ . . . . ... ... ... ... 4
2.2 Conceitos e resultados de analise convexal . . . . . . .. .. ... ... 6
[2.3  Distancia de Bregman| . . . . . . ... .00 14
2.4 Fejér convergencial. . . . . ... ..o 17
[3 Método do ponto proximal] 18
B.I Casoconvexal . . . . .. . .. ... 19
[3.2  Caso quase convexo| . . . . . . . . . . ... 22
[4 Método ponto proximal com distancia de Bregman| 26
41 Casoconvexol . . . . . . . . . ... 27
[4.2  Caso quase convexo| . . . . . . . . . . . .. 29
5__Conclusaol 37
[Referencias Bibliograficas| 39

vil



Capitulo 1
Introducao

Varios problemas de otimizacao se reduzem a encontrar uma solucao do seguinte

problema

Vf(x)=0 (1.1)
ou de forma equivalente

min (), (1.2)

onde f : R™ — R é uma funcao convexa. Assuma que f é limitada inferiormente e
tome ¢ : R" — R uma funcao estritamente convexa e coerciva. O problema (|1.1)

pode nao ter solugao ou ter mais de uma solugao, mas o problema regularizado

min £() + Ag(2) (1.3)
tem tnica solu¢ao para cada A > 0. Com efeito, a aplicacao f(-) + Ag(:) é coerciva
(usando o fato que f é limitada inferiormente) reduzindo o problema a um conjunto
compacto e com isso garantindo a existéncia de solugoes. A convexidade estrita da
aplicacao f(-)+Ag(+) garante a unicidade da solugao do problema denotada por
x(A). Sob algumas hipéteses razoaveis, incluindo a existéncia de solugao de ,
pode-se provar que

lim z(\)

A—=0t
existe e resolve ([1.2). Conforme mencionado em ITusem [14], mesmo f(-)+Ag(+) sendo
estritamente convexa e coerciva para cada A > 0, para A suficientemente pequeno
essa funcao pode ter numericamente um mal comportamento tanto quanto f. Em

outras palavras sendo o sistema (1.1)) mal condicionado, entao o sistema
(Vf+AVg)(z) =0

sera mal condicionado quando A — 0, apesar do fato de que ([1.3)) tem tinica solugao
para todo A > 0.



Afim de evitar essa dificuldade seria razoavel desenvolver uma abordagem de
regularizacao que nao requer que o parametro de regularizacao A se aproxime de 0.
O método do ponto proximal pode ser usado para atingir esse objetivo.

O método do ponto proximal para resolver um problema de minimizacao foi
introduzido na literatura de otimizagao por Martinet [21] e popularizado por Rocka-
fellar [26] que por sua vez estuda versoes exatas e inexatas do método para encontrar
zeros de operadores monotonos maximal usando alguns conceitos estabelecidos por
Moreau [22]. A ideia do método é, a partir de um ponto inicial dado, gerar uma
sequéncia de pontos que sao minimos da funcao objetivo acrescida de uma regula-

rizagao (quadrado da fungao distancia), isto é, dado 2° € R™ definimos
T = arg min{f(z) + Al — 2"}, (1.4)

onde {\;} é uma sequéncia de parametros positivos. Quando a fungdo em con-
sideracao é convexa o método estd bem definido e pode determinar um ponto de
minimo de f sob hipéteses bastantes razodaveis.

Quando no problema a minimizacao é restrita a um conjunto C' C R"

fechado, ou seja,

min f(z),

o grande desafio do método do ponto proximal é manter as iteradas dentro do
interior do conjunto C'. Para resolver esse tipo de problema, introduz-se uma fungao
penalizacao g que force as iteradas a permanecerem no interior de C' de tal forma

que exista uma solu¢ao z(A) do problema

min f(z) +Ag(z)
e limy_,o z(\) exista e resolva o problema a cima.

Diversos autores tem proposto variacoes desse método substituindo a funcao
distancia na regularizacao por aplicagoes que nao satisfazem todos os axiomas da
funcao distancia, mas preservam algumas de suas boas propriedades tais como conti-
nuidade, coercividade, etc; veja [2, 18, [16, 29]. Essas variagdes tem diversas aplicagoes
em diferentes dreas; veja por exemplo [1, 4, Bl [7, O, 1T, 12, 16, 17, 23, 24, 27].
Neste trabalho iremos considerar uma das mais populares regularizacoes do tipo
“distancia” conhecida como distancia de Bregman (veja capitulo 2). O conceito de
fungdo de Bregman foi originalmente proposto por Bregman [6].

Os resultados deste trabalho foram originalmente obtidos em Rockafellar [26],
Chen e Teboulle [9] e Souza et al.[2§].

A organizacao deste trabalho é feita da seguinte forma. No capitulo 2 apre-

sentamos os principais conceitos e resultados de analise em R”, andlise convexa,



otimizacao, distancia de Bregman e Fejér convergéncia. No capitulo 3 definimos
o método do ponto proximal para resolver um problema de minimizacao irrestrito
onde a funcao objetivo é convexa e, mais geral, quase convexa. No capitulo 4 es-
tendemos os resultados anteriormente demonstrados para resolver um problema de
minimizacao restrito ao R’} usando distancia de Bregman para os casos onde a
funcao objetivo é convexa ou quase convexa. No ultimo capitulo consideramos as

possibilidades de trabalhos futuros.



Capitulo 2
Nocoes Preliminares

Neste capitulo, trataremos de conceitos béasicos necessarios para compreensao dos
capitulos seguintes. Para isso, nas duas primeiras secoes abordaremos alguns con-
ceitos e resultados de andlise no R™ e andlise convexa. Nas duas secoes finais apre-
sentaremos alguns conceitos e resultados envolvendo Fejér convergéncia e distancia

de Bregman.

2.1 Conceitos e resultados de Analise no R"

As defini¢oes e resultados a seguir podem ser encontrados em qualquer livro de

analise no R", como por exemplo Elon Lima [19].

Definicao 2.1.1 Um produto interno no espaco euclidiano R™ € uma regra que faz
corresponder a cada par de vetores x,y € R™ um nimero real, denotado por (x,y),

de modo que, para quaisquer x,y,z € R" e A\ € R, tenhamos:
P1 (z,y) = (y,7);

P2 (z+2zy) = (z,y) + (2, y);

P3 (Az,y) = Mz, y) = (z, Ay);

P4 z # 0 implica (z,x) > 0.

Os resultados acima informam que um produto interno é uma forma bilinear,
simétrica, positiva definida; veja Elon Lima [20]. Um exemplo bastante importante

é o produto interno canonico no espaco euclidiano R", o qual é dado por

(x,y) = 21y1 + -+ + Tn¥n,

onde z = (z1,...,2,) e y = (y1,...,Yn). Esse serd o produto interno que utilizare-

mos neste trabalho.



Dado = € R", escrevemos ||z|| = y/z+ ...+ 22. O ndmero ||z|| chama-se a

norma euclidiana ou o comprimento do vetor z € R".

Teorema 2.1.1 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Para quaisquer x,y € R",
tem-se [{x,y)| < ||z||||y||. Vale a igualdade se, e somente se, um dos vetores x, y é

um maultiplo escalar do outro.

Demonstragao: Veja pagina 5 de [19)]. ]
A norma euclidiana ||z|| = /(z,z) tem as seguintes propriedades, onde z,y €

R™, a € R e |o] significa o valor absoluto do nimero real a:
N1 [lz +yl| < [l][ + [y]l;

N2 [Jaz|| = |a|fl]];

N3 z # 0 implica ||z|| > 0.

De um modo geral, uma norma num espaco vetorial £ é qualquer funcao real
|| || : E — R que cumpra as condigoes N1, N2 e N3 acima.

Uma norma arbitraria || || num espago vetorial E' pode nao decorrer de um
produto interno, isto é, nem sempre existe um produto interno ( , ) em E tal que
||z||? = (x,z) para todo # € E. Se a norma decorre de um produto interno, entao

vale a identidade do paralelogramo
[l +ylI* + [lz = ylI* = 2(]|=]]* + [|yl[).

Uma norma no R" permite que sejam definidos alguns conceitos. Dentre eles,

uma bola de centro a € R" e raio r > 0 ¢ o conjunto
B(a,r) ={x e R"; ||lx —al| < r}.

Analogamente definimos a bola fechada Bla,r] e a esfera S[a,r] da seguinte

maneira
Bla,r| ={z € R"; ||z —a|| <r} e Sla,r] ={z € R"; ||z —a|| = 7}.

Definicao 2.1.2 Sequéncia no R™ ¢ uma aplicagao x : N — R"™. O wvalor que essa
aplicacdo assume no numero k é indicado por z* e denominado k-ésimo termo da
sequéncia. Usaremos a notagio {x*} para indicar a sequéncia cujo k-ésimo termo é
* € R".

Uma subsequéncia de {z*} é a restricio da sequéncia a um subconjunto infinito

N = {k; < ky <--- < kj <---}, que serd denotada por {z*i}.

5



Uma sequéncia {z*} é limitada, quando existe ¢ > 0 tal que ||z*|| < ¢, para todo
k € N. Um ponto a € R" é limite de uma sequéncia {z*} quando, para todo € > 0
dado, é possivel obter kg € N tal que k > ko implica que ||z* — a|| < e. Também

¥ = 4. Caso contrério,

dizemos que {z*} converge para a e denotamos por klim x
— 00
diz-se que {z*} é divergente.
Diz-se que um ponto a € R é valor de aderéncia de uma sequéncia {z*} quando

existe uma subsequéncia de {x*} convergente para a.

Definicao 2.1.3 Uma aplicacao f: X — R definida no conjunto X C R™ é uma

funcdo continua no ponto a € X quando,
Ve>0 30>0; z€X, |lz—all<d=|f(x)— fla)] <e

As funcgoes continuas tem a seguinte propriedade:

s

Proposicao 2.1.1 Uma aplicagcao f : X — R definida no subconjunto X C R"™ ¢
continua no ponto a € X se, e somente se, para toda sequéncia de pontos {z*} C X,

com lim 1* = a, tem-se lim f(z*) = f(a).
k—o0 k—ro0

Demonstragao: Veja pagina 26 de [19]. [

Definicao 2.1.4 Dizemos que uma funcao f : X — R definida no subconjunto

X C R" € semicontinua inferiormente (resp. superiormente) se

liminf f(a") > f(a) (resp. limsup f(z") < f(a)),

k—o0

para toda sequéncia ¥ — a quando k — oo.

2.2 Conceitos e resultados de analise convexa

Por se tratar de um assunto extenso, trataremos apenas dos conceitos e resultados
que serao utilizados no decorrer deste trabalho. Definiremos alguns conceitos intro-
dutorios de andlise convexa tais como funcoes convexa e quase convexas, minimiza-
dores locais e globais, dentre outros conceitos e resultados béasicos. As definicoes e
resultados apresentados a seguir podem ser encontrados em qualquer livro de anélise
convexa, como por exemplo em Solodov e Izmailov [I5] ou Rockafellar e Wets [25].

Consideremos um conjunto X C R™ e uma funcao f : X — R. O problema de
minimizar f em X é exposto da seguinte maneira:

min f(z), (2.1)

zeX

onde X ¢ chamado conjunto viavel e f funcao objetivo, ou fungao custo.



Definicao 2.2.1 Seja a funcao f : X — R. Dizemos que T € X € minimizador
local do problema de (2.1)), se existir § > 0, tal que

f@) < f(x), VzreB(z,d)nX. (2.2)
E dizemos que T é minimizador global do problema de (2.1)) se
f(@) < f(x), VrelX. (2.3)

Se as desigualdades (2.2)) e (2.3) forem estritas, entdo T serd chamado, respecti-
vamente, de minimizador estrito local e minimizador estrito global. As defini¢ies

envolvendo mdximo (local, global e estrito) sao similares.
Definigao 2.2.2 Dizemos que U € [—00, +00) definido por

v = inf f(2)

zeX

¢ o valor étimo do problema (2.1). O walor étimo também é denotado por f*.

Uma fungao pode admitir varios minimizadores globais, mas o valor 6timo do
problema é sempre o0 mesmo.
Existem alguns critérios que garantem a existéncia de solucao global para o

problema (2.1)). Um critério bastante conhecido é o seguinte teorema.

Teorema 2.2.1 (Teorema de Weierstrass) Sejam X C R" um conjunto com-
pacto e nao vazio e f: X — R uma fungdo continua. Entdo, o problema (2.1) tem

solucao global.
Demonstragao: Veja pagina 7 de [15]. ]

Definicao 2.2.3 Dizemos que uma funcdao f : D — R € coerciva no conjunto D
quando para toda sequéncia {v*} C D tal que ||z*|| — +oo ou 2* — x € D\ D
quando k — +oo tem-se

limsup f(z*) = 400,

k——+o0

onde D, chamado de fecho de D, denota o conjunto dos pontos de acumulacdo de
D.

Proposicao 2.2.1 Sejam D C R" e f : D — R uma fun¢ao semicontinua inferi-

ormente e coerciva em D. Entdao f tem minimizador global em D.

Demonstragao: Veja pagina 14 de [15]. [



Quando, no problema , consideramos o conjunto X como sendo o proprio
R™, entao dizemos que temos um problema irrestrito e apresentamos esse problema
da seguinte forma:

min f(z). (2.4)

zeR™
A seguir apresentamos o conceito de convexidade para conjuntos e fungoes.
Um conjunto convexo é caracterizado por conter todos os segmento de retas cujos

os extremos pertencem ao conjunto, conforme definicao abaixo.

Definicao 2.2.4 Um conjunto X C R™ é convexo se, para quaisquer xz,y € X e
A € [0,1], tem-se que
Ar+ (1 =Ny e X.

Exemplo 2.2.1 Um hiperplano do R™ é um conjunto da forma
H(a,c) = {z € R"; (a,z) = ¢},

onde a € R™ e ¢ € R. Mostraremos que tal conjunto é convero em R™. Dados
z,y € H(a,c) e X € [0,1], temos

(a, x4+ (1= Ny) = XMa,z) + (1 = N){a,y) =Ac+ (1= Nec=c
Ou seja, \x + (1 — N)y € H(a,c). Portanto, H(a,c) é um conjunto convezxo.

Definicao 2.2.5 Se X C R" € um conjunto convexro, dizemos que a func¢ao
f X — R € convexa em X quando, para quaisquer x,y € X e A € [0,1],

tem-se
JOz 4+ (1= Ny) <AMf(z)+ (1 =N f(y).

Diz-se que f € estritamente convexa quando a desigualdade acima é estrita para todo
r#yele(0,1).

O resultado a sequir € uma consequéncia imediata da definicao acima.

Proposicao 2.2.2 Sejam f,g : R® — R funcoes convexa e estritamente convexa,

respectivamente. Entao f + g é uma funcao estritamente convexa.

Obviamente, toda fungao estritamente convexa é também uma fungao convexa. A
seguir, veremos alguns resultados tteis para se verificar se uma funcao é convexa

(ou estritamente convexa).

Teorema 2.2.2 (Caracterizagdo de Fungoes Convexas) Sejam X C R™ um
conjunto convexo e aberto e f : X — R uma funcao diferencidvel em X. FEntao as

afirmacoes abaizo sao equivalentes:



1) A fungao f é convera em X.

2) Para todo x,y € X,

f) = f(x) +(Vf(z),y —x).

3) Para todo z,y € X,

(VI(y) = Vf(x),y —z) >0.

Quando fé duas vezes diferencidvel em X, as propriedades acima também sdo equi-

valentes a:

4) A matriz Hessiana de f é semidefinida positiva em todo ponto de X :

(V2f(z)d,d) >0 Vo € X, Vd € R™.

Demonstragao: Veja pagina 146 de [15]. [
O teorema acima ainda se verifica para o caso de fungoes estritamente convexas
apenas substituindo as desigualdades por desigualdades estritas; veja pagina 150 de
[15].
Exemplo 2.2.2 Seja f : R" — R dada por f(z) = §||z|[>. Mostraremos que f é
(estritamente) convexa. Com efeito, sabemos que f é diferencidvel e que V f(x) = x.
Assim, V2f(x) = I, para todo x € R™, onde I é a matriz identidade e entio V? f(z)
¢ positiva definida. Portanto, pelo teorema anterior, temos que f é (estritamente)

convera.
Definicao 2.2.6 O epigrafo de uma funcao f: X — R é o conjunto
Ey={(z,0) € X xR; f(z) <c}.

A proposicao abaixo estabelece uma relacao entre a convexidade de uma funcao e

seu epigrafo.

Proposicao 2.2.3 Seja X C R™ um conjunto convexo. Uma funcio f : X — R €

convexa em X se, e somente se, o epigrafo de f é um conjunto convexo em R™ X R.

Demonstragao: Veja pagina 67 de [15]. ]

Dizemos que um problema de minimizacao é convexa quando o conjunto de
restricoes X C R™ é um conjunto convexo e a funcao objetivo f : X — R é uma
funcao convexa em X. A importancia da convexidade ja pode ser vista no seguinte

resultado.



Teorema 2.2.3 (Teorema de minimizagao convexa) Sejam X C R" um con-
jgunto convexo e f: X — R é uma funcao convexa em X. Entdo, todo minimizador
local do problema (2.1) € global. Além disso, o conjunto de minimizadores é convexo.

Se f € estritamente convexa, nao pode haver mais de um minimizador.

Demonstragao: Veja pagina 69 de [15]. ]
Uma outra importante propriedade das func¢oes convexas sera provada no se-

guinte teorema.

Teorema 2.2.4 Sejam X C R™ um conjunto converxo, aberto e f : X — R uma

funcao convexa. Entao f € localmente Lipschitz e, em particular, f € continua.

Demonstragao: Veja pagina 136 de [15]. ]
No teorema acima, caso o dominio da fun¢ao nao seja aberto, garantimos que f

¢é continua no interior de seu dominio.

Exemplo 2.2.3 Sejam A={zeR; z> -1} ef: A—R,

f(x)—{ 3, se x=—1
x

, se x> —1.

E facil ver que f é convera em A (seu epigrafo é convero), mas f nao é continua

em x = —1 (na fronteira de seu dominio).

Definiremos agora, conjunto de nivel de uma funcao e daremos uma condicao

necessaria para que uma funcao real seja convexa em um conjunto convexo X C R"™.

Definigao 2.2.7 O conjunto de nivel de uma funcao f : X — R associado a um

ponto c € R é dado por
Lix(c)={r € X; f(z) <c}.

Proposicao 2.2.4 Seja f uma funcao convexra definida no conjunto convexo X C

R". Entdo Ly x(c) € convexo, para todo ¢ € R.

Demonstragao: Veja pagina 133 de [15]. n
A convexidade de todos os conjuntos de niveis de uma uma funcao nao garante

a sua convexidade, conforme exemplo abaixo.

Exemplo 2.2.4 Seja f : R — R, com f(z) = x3. A funcgao f tem todos os seus

conjuntos de niveis convexos, mas f ndo € convexa (basta tomar x = —1, y =0 e

A =1/2 e verificar que f(Az + (1 = N)y) > Af(x) + (1 — N f(y).
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Definicao 2.2.8 Seja f : X — R, onde X C R" € nao vazio e convexo. A funcdo

f € dita quase conveza se, para todo x,y € X

fQx+ (1= A)y) <max{f(z), f(y)}, A€ (0,1).

Quando a desigualdade acima € estrita dizemos que f € estritamente quase convexa.

Sabemos que fungoes convexas sao caracterizadas pela convexidade dos seus
epigrafos. Veremos agora que as fungoes quase convexas sao caracterizadas pela

convexidade dos seus conjuntos de niveis.

Teorema 2.2.5 Seja f: X — R, onde X C R™ € ndo vazio e convero. A funcao

f € quase-convexa se, e somente se,
Lix(e) = {o € X: f(z) < )

¢ convexo para todo ¢ € R.

Demonstragao: Veja pagina 134 de [15]. [
Sabemos que as funcoes estritamente convexas sao convexas. Esse resultado nao

vale para funcoes quase convexa, conforme exemplo abaixo.

Exemplo 2.2.5 Seja

1, se x=0
f(x):{()’ se x#0

Pela definicao, f € estritamente quase-convexa. Porém, f nao € quase-convezxa.
Tome a = —1 e b= 1. Assim, f(a) = f(b) =0, mas f(3a+ 3b) = f(0) =1 > f(b).

Contudo, se f é semicontinua inferiormente e estritamente quase convexa, ga-

rantimos que f é quase convexa.

Definicao 2.2.9 Seja f : X — R uma func¢ao definida em um subconjunto X C R™.

Dizemos que s € R™ é um subgradiente de f no ponto x € X se

fly) > f(x) + (s,y —x), VyeX.

O conjunto de todos os subgradientes de f em x chama-se subdiferencial de f em x
(ou subdiferencial de Fenchel-Moreau) e é denotado por Of(x).

Na defini¢ao acima, o subdiferencial de f em um ponto x também pode ser escrito

da seguinte forma
0f(x) = {s €R" : fiw,d) > (s,d), VdeR"},
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onde
o d)— g T 1) (@)

t—0+ t ’

veja [15], pagina 164]. O subdiferencial de uma fungao convexa estd bem definido

conforme teorema a seguir.

Teorema 2.2.6 Seja f : R" — R uma funcao convexa. Entdo, para todo x € R",

o conjunto Of(x) é convexo, compacto e ndo vazio.

Demonstragao: Veja pagina 164 de [15]. n
O resultado abaixo mostra que o subdiferencial de uma fungao generaliza o con-

ceito de diferenciabilidade.

Proposicao 2.2.5 Uma funcao convera f : R™ — R € diferencidvel no ponto x €
R™ se, e somente se, Of () = {Vf(z)}.

Demonstragao: Veja pagina 167 de [15]. n

Proposicao 2.2.6 Sejam f; : R" - R, i =1,...,p, funcoes converas. Entao

d (Z fi(x)> = Z&fi(x).

Demonstragao: Veja pagina 172 de [15]. m
A importancia do conceito de subdiferencial em otimizacao pode ser visto do

resultado a seguir.

Teorema 2.2.7 Sejam f : R" — R uma fun¢ao convera e D C R™ um conjunto
convero. Entdo, T € R™ € um minimizador de f em D se, e somente se, existe
y € 0f(T) tal que

(yx —7) >0, VreD.

Em particular, T € R™ € um minimizador de f no R™ se, e somente se
0 € 0f(z).

Demonstragao: Veja pagina 168 de [15]. [

Exemplo 2.2.6 Seja f : R — R dada por f(x) = |z|. O ponto T = 0 € unico

minimizador (global) irrestrito de f. Pela defini¢ao de subdiferencial, obtemos

-1, sex <0,
of(x) =< [-1,1], sex =0,
1, sex > 0.

Em particular, temos que 0 € 0f(T) e 0 ¢ Of(x) para todo x # T.
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O exemplo abaixo mostra que, para o caso que f nao é uma funcao convexa, a

condi¢ao 0 € df(x) ndo é suficiente para que o ponto x seja minimo irrestrito de f.

Exemplo 2.2.7 Seja f: R — R dada por f(x) = x3. Pela proposicdo temos
que 0f(0) = {0}. Por outro lado, sabemos que x = 0 nao é ponto de minimo

wrrestrito de f.

Definicao 2.2.10 Dada uma funcao f : R" — R dizemos que um ponto v € R™ €
ponto critico de f quando 0 € Of(x).

Definigao 2.2.11 O subdiferencial de Fréchet de f em x, denotado por Opf(x), é

definido da sequinte forma

_ v g AW (@) = vy — )
Orf(x)={veR .lzzif e

> 0}.

Se f é uma fungao convexa e semicontinua inferiormente em x, entao df(x) =

orf(z) # 0.

Defini¢ao 2.2.12 O subdiferencial de Mordukhovich (ou subdiferencial limite) de f

em x, denotado por O f(x), € definido da sequinte forma
of(x)={veR" : Iz* = 2, f(2") = f(z), v* € Opf(z¥) — v}.

Proposicao 2.2.7 Seja f : R" - R e x € R". Entdo os subdiferenciais Or, f(x) e

Or f(x) sao fechados, com Op f(x) convexo e

Opf(z) C OLf ().
Demonstragao: Veja [25, Teorema 8.6]. [

Proposicao 2.2.8 Se uma funcao f : R" — R tem um ponto de minimo local em
x, entio 0 € Opf(x) e 0 € O f(x). Se f € conveza, essas condi¢oes sao necessdrias
e suficientes para um ponto ser minimo global. Além disso, se f = f1 + fo com fo

continuamente diferencidvel, a condi¢ao

0€dpf(x) (resp.0€ df(x))

assume a forma

—Vfa(x) € Opfi(x) (resp. —V fa(z) € I f1(x)).

Demonstragao: Veja [25, Teorema 10.1]. ]
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Proposicao 2.2.9 Seja f : R® — R wuma funcdo semicontinua inferiormente e

quase conveza. Se v € Opf(z) e f(y) < f(x), entdo
<U7 Y= .Z') <0.

Demonstracao: Veja [3, Theorem 3.5.4]. ]

Definicao 2.2.13 Dizemos que f : R" — R € uma funcao Lipschitz continua com

constante L, se existe L > 0 tal que para todo x,y € R™, vale

|f (@) = f(y)] < L]z —yll.

Quando a propriedade acima € vdlida em uma vizinhan¢a U de um ponto & € R"
dizemos que f € localmente Lipschitz em . Quando f € localmente Lipschitz em

todos os pontos dizemos apenas que f € localmente Lipschitz.

Definicao 2.2.14 Dizemos que uma aplicagao ponto-conjunto S : R™ = R™ € lo-
calmente limitada em um ponto x € R", se para alguma vizinhangca V- € N(x) o
conjunto S(V) C R™ € limitado, onde N'(x) € o conjunto de todas as vizinhangas de
x. Uma aplicagao € dita localmente limitada (em R™) se essa condi¢do for verificada

para todo r € R™.

Proposicao 2.2.10 Suponha que f : R™ — R localmente semicontinua inferior em

x. Entao as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

1. f € localmente Lipschitz em x;
2. a aplicagio Op f : © — Op f(x) € localmente limitada em x;

3. a aplicagdo Opf : x — O f(x) € localmente limitada em x;

Além disso, quando uma dessas condigoes se verificam, temos que Opf(x) € nao

vazio e compacto.

Demonstracao: Veja [25, Teorema 9.13]. m

2.3 Distancia de Bregman

Seja S um subconjunto aberto e convexo do R™ e S seu fecho. Considere h uma

funcao real convexa definida em S e seja Dy : S x S — R

Dh(x,y) = h(x) = h(y) = (Vh(y), (z — y)). (2.5)

h é dita ser uma funcao de Bregman (e Dj a distancia de Bregman induzida por h)

se as seguintes condigoes sao verificadas:
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B1) h é continuamente diferenciavel em S.
B2) h é estritamente convexa e continua em S.

B3) Para todo 0 € R os conjuntos de niveis
Pi(y,0) ={z € S: Du(w,y) <0} e TIy(x,0) ={y € S: Dy(z,y) <}

sdo limitados para todo y € S e todo x € S respectivamente.
B4) Se {y*} C S converge para y* entao Dy (y*,y*) converge para 0.

B5) Se {z¥} € S e {y*} C S sdo sequéncias tal que {z*} é limitada,

lim y* =y* e lim Dy(z*,4*) =0,
k—o0 k—o00

entao

k

lim 2" = y*.

k—00

S é chamado a zona de h. Note que Dj(x,y) > 0 para todox € S, y € S e
Dy(z,y) = 0 se, e somente se x = y. Como uma consequéncia de Bl, B2 e B3
observamos que B4 e B5 se verificam automaticamente quando ¥, y* estdo em S.
Assim precisam ser verificadas somente em pontos da fronteira, fr S, de S. Em
[13] estd provado que quando S = R"™ uma condi¢do para h, uma fungdo convexa e

diferenciavel, ser uma fungao de Bregman ¢ tal que

h(z)

llzl| 00 |||

Antes de apresentar exemplos de func¢oes de Bregman, vamos introduzir duas
subclasses para ser usada na continuagao.

Uma funcao de Bregman h é dita ser coerciva limitada se:

B6) Se {y*} C S ¢é tal que klim y* =y e frS, entdo
—00

lim VA (y*)'(z — y*) = —o0,

k—o0

para todo x € S.
Uma funcao de Bregman h é dita ser zona coerciva se:
B7) Para cada y € R" existe z € S tal que Vh(z) =y.

B6 seria o conceito chave em conexao com o método do ponto proximal pela

seguinte razao. E claro de B1 até B5 que se h é uma fungao de Bregman com zona
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S e S é um conjunto aberto de S entdo h também é uma funcio de Bregman com
zona S, isto é, ndo podemos recuperar S de h. Por outro lado, queremos usar D,
para fins de penalizacao, para minimizar fungoes em um conjunto fechado convexo
C. A informacao sobre o conjunto C' no algoritmo considerado na continuacao sera
encapsulada em Dj, de modo que C' terd que ser recuperado a partir de h. B6 se
encaixa nessa situagao, porque a divergéncia de VA na fr.S torna S univocamente
determinado por h. Em tudo nosso algoritmo tornara C' igual no fecho S da zona S

na funcao de Bregman h.

Definicao 2.3.1 Dizemos que uma funcao de Bregman h é separdvel quando h pode

ser escrita da forma
n
i=1
com h; funcoes escalares. Nesse caso, dizemos que Dy, associada a h € separdvel.

Observacao 2.3.1 Quando h é uma funcao de Bregman com zona coerciva e se-

pardvel em RY , temos que

h;(0, 400) = (=00, +00),
e consequentemente por B6, temos que

lim h(t) = —o0, Vi=1,...,n.

t—0+

No decorrer deste trabalho iremos denotar por ViD(z,y) e VoD(x,y) como o
gradiente da fungao D(z,y) com respeito a primeira e segunda varidvel, respectiva-

mente.

Proposicao 2.3.1 Se h ¢ uma funcao de Bregman com zona S entdo

i) Du(2,y) — Du(w,2) — Di(2,y) = (Vh(y) — Vh(2),z — x) para todo x € S;
y,2 €8,

it) V1Dp(z,y) = Vh(z) — Vh(y) para todo z,y € S,

iii) Dy(-,y) € estritamente convera para todo y € S.

Demonstragao: Segue diretamente da definigao (2.5)) e das propriedades de fungao

de Bregman. [
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2.4 Fejér convergéncia

Definigao 2.4.1 Uma sequéncia {y*} C R" € dita Fejér convergente ao conjunto

nao vazio C' C R", se

Iy =yl < |ly* —yll, Vk>0,VyeC. (2.6)

Lema 2.4.1 Se {y*} é Fejér convergente ao conjunto nio vazio C C R™, entao {y*}
€ uma sequéncia limitada. Se, além disso, um ponto de acumula¢do y da sequéncia

{y*} pertence a C, entdo lim y* =7.
k—4o00

Demonstracao: Dado y € C, a desigualdade (2.6)) implica que
Ny =yl <" ' =yl <...<|y" —yll, VEeEN.

Desse modo a sequéncia {y*} est4 contida em uma bola de centro y e raio ||y° — ||,
ou seja, {y¥} é limitada. Agora sejam § € U um ponto de acumulacio de {y*} e
{y*} uma subsequéncia de {y*} tal que jEI-Foo y" = 7. Como 7 € U, segue de
que a sequéncia de niimeros reais positivos {||y* — 7||} é monétona (ndo crescente)
e possui uma subsequéncia convergente, a saber {||z* — Z||} converge para zero.

Entdo a sequéncia {||y* — ||} converge para zero, que implica em lim y* =7. m
k—4o00
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Capitulo 3
Método do ponto proximal

Neste capitulo, apresentamos o método do ponto proximal para resolver um pro-
blema de minimizacao irrestrito

win f(z),

onde f : R” — R é uma funcao semicontinua inferiormente nao necessariamente
diferencidvel. O método do ponto proximal gera uma sequéncia {z*} C R™ definida

da seguinte forma.

Algoritmo 3.1 - Método do Ponto Proximal

Passo 1: Tome um ponto inicial 2° € R" e {\.} uma sequéncia auziliar de
pardmetros tal que 0 < A, < \.

Passo 2: Calcule

A
k+1 : k k2
™" € arg min {f(x)—ir 5 |z — 2| } (3.1)

Passo 3: Se 21 = 2F, pare. Caso contrdrio, faca k = k + 1 e retorne ao Passo 2.

A seguir, estudaremos a convergéncia do algoritmo para os casos em que f
é convexa (nesse caso a inclusao em vira uma igualdade) e, mais geral, o caso
em que f é quase convexa. O primeiro caso sera estudado apenas por questao de
completude do trabalho, mesmo sabendo que toda funcao convexa é quase convexa.
Assim, iremos supor que S, o conjunto dos minimizadores de f, é nao vazio. A
partir de agora, {2*} denota a sequéncia gerada pelo Algoritmo .

Para o caso em que a funcao objetivo é convexa mostraremos que o Algoritmo
converge para um minimizador de f independente da escolha do ponto inicial z°.
Essa propriedade é conhecida como convergéncia global. Para isso, a convexidade
da funcao desempenha um papel muito importante conforme vemos no exemplo a

seguir.
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Exemplo 3.0.1 Seja f: R — R dada por

(1—=2z)"t, sex € (—o0,0],
flx) =14 1, sex € (0,2),
(x —3)?, sex €[2,+00).

Temos que f(x) > 0 para todo x € R e x* = 3 € unico minimizador de f em R.
Vamos analizar o Algoritmo[3.1] para o caso em que N\ = 2 para todo k € N. Segue de
Lagenberg e Tichatschke [18] que para qualquer x° > 2 a sequéncia {x*} C [2,+00)
e converge para o Unico minimizador de f em [2,4+00). Se x° < 0, nesse caso
a sequéncia {x*} ndo converge mesmo f sendo convera em (—o00,0] (f nao tem
manimizador em (—o0,0]). Note que f nao € quase convezra, uma vez que N¢(o)

nao € convexo para o € (0,1).

O exemplo anterior é uma motivacao para considerarmos o método do ponto
proximal para funcoes convexas. Primeiramente, vamos analisar a convergéncia do

método para o caso classico em que f é convexa.

3.1 Caso convexo

Para esta secao iremos assumir adicionalmente que f : R® — R é uma fungao
convexa.

O resultado a seguir mostra a boa definigao do Algoritmo [3.1] Esse resultado foi
demonstrado de uma forma mais geral, para operadores monétonos maximais, por
Rockafellar [26].

Teorema 3.1.1 Seja f : R — R uma fungdo convera. A sequéncia {z*} C R"
gerada por (3.1)) estd bem definida e caracterizada pela relagdo

(2 — 2" € of (), Vk €N, (3.2)

Demonstracao: A prova serd feita por inducao sobre k. Para k = 0, o ponto 2° é
escolhido pela inicializagao do algoritmo no passo 1. Agora, suponha que o método
j4 tenha atingido a iterada =¥ provaremos que existe a iterada z**! € R™. Para isso,
defina
. Ak k|2
Filz) = fla) + |z — 2"
omo S, o conjunto dos minimizadores de f, é nao-vazio, temos que existe z* €

C S junto d inimizad d & na io, t iste x* € S
tal que f(z*) < f(z), para todo z € R". Assim,

fulw) 2 Fla) + 2Ll — |2
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Logo, quando ||z|| = 400, temos que fi(x) — +00, ou seja, fi é coerciva. Sendo f
semicontinua inferiormente, temos que f; também é, e pela Proposicao temos

que fr possui minimizador. Afirmamos que tal minimizador é tnico. Com efeito,

sendo a fungao h(x) = ||z — 2¥||? estritamente convexa (conforme Exemplo 2.2.2),

temos Proposicao2.2.2/que fj é estritamente convexa e, portanto, pelo Teorema[2.2.3
fr possui um tnico minimizador . Assim, a sequéncia {2*} dada por estd
bem definida tomando %! = 7.

Agora, seja 2%"! o tinico minimizador de f;. Pelo Teorema, temos que

0 € dfp ("), VE>0.
Por outro lado, combinando as Proposicoes e [2.2.6] temos que
0 € f (a*+1) + Ap(a™! — 2b),
o que equivale dizer que
Ae(zF — 25 1) € Qf (L),

[
Vejamos a seguir um resultado técnico usado na andlise de convergéncia do

método.

Proposigao 3.1.1 Seja f : R" — R uma func¢io convera. Se a sequéncia {x*} ¢é

gerada pelo algoritmo|3.1}, entao vale a desigualdade
1
[lo =P < fle = 28|P = ||l = 2P+ —(f(2) = f@T), VRkeN (33)
k
para todo x € R™. Em particular, vale

/\i(f(m) — f(*™), VkeN. (3.4)
k

[l — 22 < e — 2| +
Demonstracgao: Seja x € R". Considere as igualdades

— ||.T—$k+1 +ZL’k+1 —ZL’k||2

= (= ) (@ =), (- 2R (R o))

— ||x . $k+1||2 . 2<q;k o Ik—H,I . :L‘k+1> + ||$k+1 . :L”k||2
Isso implica que
|z = 2™ P = [l — 2P = |2 = 2P 4 202 — 2 e - 2t (3.5)
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Pelo Teorema |3.1.1],
2\ (2% — 2" € Of (aF ).

Da definicao de df(x*1) temos

flx) > fEMY + @Ak — 2P, 2 — 2™

— f(ka)+2/\k<xk—xk+1,x—xk+1>,

e isso implica que

(@) = Fa) 2 2aF — b0 = 2, (3.6)

Substituindo (3.6) em (3.5)) temos
1
[lo =[P < o= a®|P = [l = 287+ = (f(2) = F),
k

que ¢ a desigualdade (3.3). Para provar (3.4) basta usar (3.3)) e o fato que ||+ —
2¥||> > 0, para todo k € N. »

Demonstraremos a seguir o principal resultado deste capitulo: a convergéncia do

algoritmo ponto proximal.

=1
Teorema 3.1.2 Suponha que a sequéncia {\x} € tal que g S +00, entao
k
k=0

lim f(z*) = f*,

k—+4o0

onde f* = inf f(z). Além disso, lim z* = x*, com 2* € S.
zeR" k—+o0
Demonstragao: Seja S o conjunto do minimizadores da fungao convexa f. Se

k+1 — 2% para algum k > 0 entao pela definicao do algoritmo obtemos z* € S

e o algoritmo para, ou seja, ¥ = zF*1 = 2*2 = | e daf segue que f(2*) = f*

X

e nao ha mais nada a fazer. Agora suponhamos que z*+' # z* para todo k > 0.
Substituindo x por 2% em (3.4) obtemos que

0 < Aella™! = 2*|? < f(a") - f(@*), VEEN,

ou seja, concluimos que a sequéncia {f(x*)} é estritamente decrescente. Devemos
provar que lim f(z¥) = f*. Suponhamos entdo, por absurdo, que lim f(z*) >
k—+o00 k=400

f*. Entao existe x € R" e § > 0 tal que

fla) < f@@*) =3, (3.7)
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para todo k > ky. Substituindo a desigualdade (3.7)) em (3.4)), temos

4]
|z — 2" < o — 2| — —,
Ak
para todo k > kg. Mas isso implica que
— <l = "] = [Ja — 2",

Ak

para todo k > ky. Somando termo a termo, obtemos

! 1 1 0112 41112 1 012
> 1 < 5l —aflf =l = HP) < sl — 2

Logo

Por outro lado, sabemos que S # (). Assim, tome Z € S qualquer. Desse modo
f(z) < f(a*), para todo k > 0. Substituindo = por 7 em ({3.4]) obtemos

1
17 — ") < lz - 2*|1* +

(@) = f) < le =M VR =0,
k

pois f(7) — f(2*) < 0. Logo,
|7 — 2" PP < ]z — 2|7,

para todo k > 0, e assim a sequéncia {z¥} é Féjer convergente ao conjunto S.
Logo, pelo Lema [2.4.1] temos que {z*} ¢ limitada. Seja {z¥’'} uma subsequéncia

convergente de {z*}, digamos lim 2"
j

i = 2*. Da primeira parte lim f(z*) = f*
—+00 J—rtoo

e, sendo f continua, f(z*) = f* o que implica z* € S. Portanto, pela segunda
parte do Lema [2.4.1) concluimos que a sequéncia {z*} converge para z*, isto &,
k

lim z" = z*. m
k——+o0

3.2 Caso quase convexo

Agora, iremos estudar a convergéncia do algoritmo [3.1] para o caso em que f é uma

fungao quase convexa.
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Teorema 3.2.1 Seja f : R" — R uma funcao quase convexa e semicontinua inferi-
ormente. A sequéncia {x*} C R™ gerada por (3.1) estd bem definida e caracterizada

pela relagao
(2 — 2" € Op f(2™), Yk €N, (3.8)

Demonstragao: A prova sera feita por induciao sobre k. Para k = 0, o ponto z° é
escolhido pela inicializagao do algoritmo no passo 1. Agora, suponha que o método
j4 tenha atingido a iterada z* provaremos que existe a iterada z**! € R™. Para isso,
defina

A
file) i= fl) + Sl = M|

Como S, o conjunto dos minimizadores de f, é nao-vazio, temos que existe x* € S
tal que f(x*) < f(z), para todo z € R™. Assim,

fulw) 2 Fla) + 2Ll — |2

Logo, quando ||z|| — 400, temos que fx(x) — +00, ou seja, fx é coerciva. Sendo f
semicontinua inferiormente, temos que f; também é, e pela Proposicao temos
que fr possui minimizador.

Agora, seja 2! um minimizador de f;,. Pela Proposicao temos que

0 € Opfu(z"™), VE>0.
Ainda pela Proposigao [2.2.8] temos que
0 € Op f(2"H) + Ap(ahT! — 2¥),
o que equivale dizer que
Aoz — 2+ € p f(ah ).

k

Observacao 3.2.1 Note que de (3.8) seque que se x* = 2*+1, temos que o algoritmo

k+1)

para em um ponto critico, ou seja, 0 € Op f(x . Dessa forma, iremos supor de

agora em diante que ¥ # %1, para todo k € N.
Proposicao 3.2.1 A sequéncia {f(2*)} € estritamente decrescente e convergente.

k+1

Demonstracao: Como z* # %! entdo

("1 — 2k 2Pt — 2Fy > 0.
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Segue do Teorema m que existe v* € O f(2*) tal que v* = 2%~ — 2%, Assim,
(oF, 2"t — k) > 0.
Dessa forma, pela Proposicao usando a quase convexidade de f temos que
f®) < f(a* 1), VkeN,

A convergéncia de {f(2*)} segue da limitacio inferior de f. [

Observagao 3.2.2 A sequéncia {z*} nao cicla. Com efeito, suponha que exista

| > j tal que ' = 7. Da Proposicao temos que
f@?) = fa') <... < f(@") < f(2))

que € uma contradicdo, entdo x' # 7.

Observacao 3.2.3 Considere o sequinte conjunto
U:={xeR": f(z) < inf f(2’)}.
jEN

Observe que esse conjunto depende da escolha do ponto inicial 2° e da sequéncia

{\:}. Se U =0, entao podemos concluir que

i) lim f(z%) = mf f(z),
i) {z*} € ilimitada.

Dessa forma, assumiremos que U # ().

Proposigao 3.2.2 A sequéncia {z*} gerada pelo Algoritmo ¢ Fejér convergente
a U. Além, disso, para todo x € U, a sequéncia {||x — z*||} € convergente e

lim |[|2% — 27| = 0.
k—+o00
Demonstragao: Seja x € U, entao f(z) < f(a*). Segue de (3.8) que
9" = M (a7t —a¥) € Op f(a¥).
Sendo f quase convexa, da Proposicao [2.2.9] obtemos
(x — 2% 251 —2F) <o. (3.9)
Por outro lado, para todo z € R", temos

k k—1

||z — 2" P = (2 — 2" + 2% — 2F o — 2F 4 2F - 2P
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= [fo = ¥ + 2 = F P — 2o — o, o).

Agora, a ultima igualdade e (3.9) implica, em particular, para x € U,
0 < [Ja* — 2" Y|? < o — 2P = [z — 2| (3.10)

Assim
|z —2¥|? < ||z — 2" |?, VzeU (3.11)

Donde segue que {z*} é Fejér convergente a U. De (3.11), {||z — z*||} ¢ uma

sequéncia nao-crescente limitada inferiormente e com isso convergente. Assim, to-

mando o limite quando & — 400 em (3.10)) e usando o resultado anterior, obtemos

lim |[|2% — 27| = 0.
k—+o0

Teorema 3.2.2 A sequéncia {x*} gerada pelo Algoritmo converge para um
ponto de U e
lim ¢* =0,

k—o00
para algum g* € Op f(x*). Além disso, se f é continua, entio {x*} converge para

um ponto critico de f.

Demonstragao: Da Proposi¢ao[3.2.2, {z*} é Fejér convergente a U. Logo, segue
do Lema que {z*} é limitada. Assim, existe uma subsequéncia {z*} de {z*}

convergindo para Z. Da f ser semicontinua inferiormente obtemos

liminf f(2%) > f(z).

Jj—+oo

Como {f(2*)} é decrescente e converge entao

f(Z) < lim f(2*) < f(2%), VkeN.

T k=400

Isso implica que & € U. Logo, usando novamente o Lema [2.4.1) obtemos que {z*}

converge para . Por outro lado, segue de ({3.8]) que

g" = Xe(27 — 2F) € Op f(2").

Sendo {A\x} uma sequéncia limitada, segue da Proposigao [3.2.2] que klim ¢* =0.
—00

Finalmente, sendo {z*}, {f(2%)} e {¢*} tais que ¢* € Opf(z*), klim o =z,
—00

klim f(z") = f(z) (da continuidade de f) e khm g" = 0. Portanto, segue da definicdo
—00 —00
de subdiferencial que 0 € Opf(Z). n

25



Capitulo 4

Método ponto proximal com

distancia de Bregman

Neste capitulo estudaremos um método ponto proximal interior para encontrar
solugoes de problemas de minimizacao com restricoes nao negativas denotado da

seguinte forma:
min{ f(z) : = > 0}, (4.1)

onde f:R" — R é semicontinua inferiormente (nao necessariamente diferencidvel).
Por questoes de completeza deste trabalho analisaremos o caso em que f é uma
funcao convexa e quase convexa, mesmo o primeiro sendo um caso particular do
segundo.

Para resolver iremos considerar um método interior do tipo ponto proximal
onde a regularizacao dada pela distancia Euclidiana é substituida por uma distancia
de Bregman. Em problemas de otimizacao com restricoes é crucial para a boa
definicao e eficiéncia do método que as iteradas permanecam no interior do conjunto
de restricoes. Esse é o caso do método do ponto proximal com distancia de Bregman

considerado a seguir: De agora em diante, neste capitulo iremos considerar {z*} a

Algoritmo 4.1 Método do Ponto Proximal com distancia de Bregman
Passo 1: Escolha 2° > 0 e {\} uma sequéncia de nimeros reais tal que 0 < \p < ),
para todo k € N;

Passo 2: Dado z* calcule

" € arg m]an{f(x) + Mo Dy(, 2%) 1, (4.2)
zeRT

onde h € uma func¢ao de Bregman associada a Dy,.
Passo 3: Se "1 = aF pare. Contrdrio, faca k =k + 1 e retorne ao Passe 2.

sequéncia gerada pelo algoritmo [4.1] acima.
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4.1 Caso convexo

Nesta secao iremos considerar o caso em que f é uma funcao convexa. Além disso,
iremos supor que o problema (4.1) tem solugao, e com isso, f é limitada inferior-
mente, e que h ¢ fronteira coerciva em relagao ao conjunto de restricoes R’ .

A seguir, provaremos a boa definicao do algoritmo MPPB.
Teorema 4.1.1 A sequéncia {z*} estd bem definida e contida em R .

Demonstragao: Seja f € R um limite inferior de f, ou seja, f(z) > S para todo
x € R™. Definida

fu(x) == f(x) + MDp(x, 2.

Entdo fy > 8+ A\eDy(x, 2%) e segue de B3 que o conjunto de nivel de f;, é limitado.
Pela continuidade de f; segue que o conjunto de nivel de f; é fechado, logo compacto
e 0 minimo é atingido. Por B2, a funcao h é estritamente convexa, donde segue
que a funcao f; é estritamente convexa. Logo, pelo Teorema fr possui unico

k+1

minimizador "™ € R?. Provaremos agora que x > 0. Com efeito, segue de

(4.2) combinado com o Teorema que

0 € (f(-) + MeDn(-, ")) (=),

Assim, segue da combinacao das Proposigoes [2.2.5] [2.2.6] e [2.3.1ii) com a inclusao

acima que

A VA(a*) € (F + Aph) (251, (4.3)

Agora, basta mostrar que, sob a hipétese B6, O(f + \¢h)(z) = 0, para todo x na

fronteira de R}, e isso implicara, tendo em vista (4.3)), que rF > 0.
Seja x € frR"} | e assuma que exista £ € O(f + A\gh)(x). Tome z € R | e defina
Y= (1—¢)x+ez (4.4)

com g > 0 e llim e, = 0. Dessa forma, y' € R%. e llim y' = x. Como & €
—00 —00
I(f + A\h)(x), temos que

F') = f(@) + M(hly') = h@)) = (€9 —2) = (€, 2 — 2). (4.5)

Como h ¢ diferencidvel e convexa, segue do Teorema [2.2.2] (2) que

h(z) — h(y') > (Vh(y'),z — ).
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Aplicando essa ultima desigualdade em (4.5]), obtemos

F§') = f@) + MV, y' = 2) > ef€, 2 — 2). (4.6)

Por outro lado, segue de (¢.4) que y' —x = 1f—lal(z—yl) e f(y)) < (1—a)f(x)+ef(z),
tendo em vista a convexidade de f. Usando esses fatos em ({4.6]), temos que

&l

el f(z) = f(@)) + Ang (Vh(y'), 2 = y) 2 alé, 2 — )

que implica
1— &l
Ak
Como limy' = z € fr R" ., B6 implica que o lado direito de (4.7) tende para

l—o0
—oo quando [ tende para oo, enquanto o lado esquerdo é um limite finito. Essa

(f(2) = f(2) +{& 2z — @) < (VR(y'), 2 —y'). (4.7)

contradicao implica que O(f+ A\,h) = 0 para todo z € fr R” ;. Com isso an= R% |

e a prova esta concluida. [

Teorema 4.1.2 Para cada solugio T de (4.1)), temos que
Dy (2, 2" < Dy (7, 2%) — Dy (2 2%),  Vk € N.

Demonstragao: Aplicando a Proposicao [2.3.1i) com # = 7, y = 2% ¢ 2z = 2%,

obtemos
Dy(Z,2%) — Dy(z, 2" — Dy (a1 2%) = (VA(aF) — V(2P 28 — ). (4.8)
Segue de e do Teorema que
0 € A(f(-) + MeDp(-,2")) ("), (4.9)

onde usamos o fato que z**! € R”, para garantir que Nrn (1) = {0}. Com isso,
combinando ([£.9) com a Proposicao [2.3.1](ii), temos que

M Vh(2z?) — Vh(z"™)] € af (2*). (4.10)

Combinando (4.8)) e (4.10) com a definicao de subgradiente, temos que

Di(a,h) = Dafa.a™*1) = Dya*1,a) = L OW(VAGH) = V()21 — 3)
> LU - f@) 20

usando o fato que  minimiza f em R’ e que A\ > 0, para todo k& € N. Isso finaliza
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a prova. [

Corolario 4.1.1 A sequéncia {z*} ¢ limitada. Além disso, se para alguma sub-

sequéncia {x*1} de {z*} tivermos que lim 2% = & entdo lim 2™t
Jj—r00 J—00

Demonstracao: Segue do Teorema que Dy (Z,2*1Y) < Dy(Z,2%), para todo
k € N, ou seja, {D,(Z,2")} é decrescente e nao negativa, portanto convergente, e
Dy (2% 2F) < Dy (z, 2%) — Dy (7, 28+1), para todo k € N, implicando que

= 1.

lim Dy (2 2%) = 0. (4.11)

k—o00

Como {Dy(Z,2%)} é decrescente, temos Dy (7, 2%) < Dy(z,2°) e assim {2*} é li-

mitada por B3. Se lim 2% = & para uma subsequéncia {z"} de {z*} entdo
j—o0

kj-‘rl

lim z = 1 por B5. m

Jj—o0
Teorema 4.1.3 A sequéncia {x*} converge para uma solucio & do problema (4.1)).

Demonstragao: Primeiramente, provaremos que todos os pontos de acumulagao
da sequéncia {z"*} sao solugdes de (4.1)). Com efeito, tome uma solucio z de (4.1)).

Seja & um ponto de acumulacio de {z*} e {z%} uma subsequéncia de {z*} tal que

lim 2% = Z. A existéncia de & segue do Corolario [4.1.1| que também garante que
j—00
lim %™ = 2. Como A, < A, para todo k € N, temos que
Jj—00
1 , _ 1 _ _
0 < X(f(l"k’“) — f(2)) < A—k(f(xk”l) — [(2))

< Dh<1_:7xkj) - Dh(:fuxkj+1> - Dh(xkj+l7'rkj) — 0, .] — 0

usando a convergéncia de {D,(7,2")} e B5. Logo, f(#) = f(z). Como R’} é fechado
e {z*} C R, temos & € R" e entao & revolve ([4.1).

A fim de completar a prova precisamos de um teorema de Féjer convergéncia para
distancias de Bregman, que de fato se verifica, mas podemos proceder diretamente:
seja & um ponto de acumulacao de {z*} e tome uma subsequéncia {z*} de {z*}
tal que lim 2% = . Entdo por B4, temos que lim Dy (&, 2%) = 0 e 2 resolve (1))

Jj—o0 j—oo
Pelo Teorema {Dy(Z,2%)} é uma sequéncia nao negativa decrescente, com isso
convergente. Tendo uma subsequéncia convergindo para 0 segue que a sequéncia
inteira converge para 0 e por B4 mais uma vez obtemos lim z* = & e a prova esté

k—oo
concluida. m

4.2 Caso quase convexo

Nesta secao iremos considerar o Algoritmo para o caso em que f é uma funcao

continuamente diferencidvel e quase convexa. Além disso, iremos supor que o pro-
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blema tem solugao e que a funcao de Bregman h ¢é separdvel em R}
Proposigao 4.2.1 A sequéncia {x*} estd bem definida e contida em R,

Demonstracao: A prova serd feita por inducao. O ponto inicial z° > 0 é dado
pela inicializacdo do algoritmo. Agora, supondo que existe ¥ > 0. Mostraremos
a existéncia da iterada k + 1. Como f é limitada inferiormente e por B3 temos
que Dy,(z,2%) tem nivel limitado para todo x, obtemos que f;, é também de nivel
limitado. Agora, pela continuidade de f; segue que o conjunto de nivel de f; é
fechado, logo compacto. Com isso, temos que f; tem minimizador z > 0 (que pode
nao ser unico devido a nao convexidade de f). Iremos mostrar que z > 0. Primeiro,

note que z satisfaz as condicoes de otimalidade de fy, isto é,
>0, (Vfe(2):;i >0, z(Vfe(2));=0, Vi=1,...,n, (4.12)

onde Vfi.(2) = Vf(2) + \eV1Dp(z, 2%).
Pela Proposicao item ii), sabemos que VD (z,2%) = Vh(z) — Vh(zF).

Assim, como h é separavel
(ViDy(z,2%)); = Bi(z) — Rl(af), Vi=1,....,n.

Sendo Vf(-) uma aplicacdo continua e sendo Ly (o) compacto, temos que
Vf(Ly (a)) é limitado. Logo, como z € Ly, («) segue que existe ¢ > 0 tal que
IVf(2)] < ceassim (Vf(2)); <c¢, para todo i =1,...,n. Entao,

(Vfe(2)i = (Vf(2))i + M(ViDu(z, 7))
= (Vf(2))i + Me(Ri(z;) — hi(a})
< e+ A(Ri(z) = hi(a)). (4.13)

Agora, como h tem zona coerciva em R’} | e separdvel, entao pela Observagao [2.3.1]

segue que lirr}r hi(t) = —oo. Dessa forma, concluimos que nao se pode ter z; = 0,
t—0
para algum 7 = 1,...,n, pois nesse caso temos que z € fr R’ donde segue que existe

uma sequéncia {y'} C R” tal que limy_, o y' = 2, ou seja, lim, 1 y! = 0, para pelo

menos um i = 1,...,n. Logo, segue de (4.13)) que
(Vfi(2))i = lim (VI(y'))i = —o0,
—+o00

que contradiz a otimalidade de z (na segunda inequacao de (4.12))), entdo nao po-

k+1

demos ter z; = 0, ou seja, z > 0. Portanto, basta tomar 7" = z > 0 que conclui a

prova. n
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Observacao 4.2.1 Da dltima proposi¢ao, z € argmin{ fi(x),x > 0} € tal que z >

0. Assim, da condigdo de otimalidade do problema, temos V fr(z) =0, e entao
Vf(z) = =M\V1Dp(z,2"),
para todo k € N. Em particular,
V(2" = —\ V1 Dy (2", 2",

para todo k € N.

Proposigao 4.2.2 Seja {z*} uma sequéncia gerada pelo Algoritmo . Entao,
(i) 0 < XDy (2" 2%) < f(ak) — f(a**h), para todo k € N;

+0o0
i Mo Dy (2% %) < 400 e, em particular,
(i) 3

k=0

lim A, Dy (2", 2%) = 0;
k—4o00

117 x*) é decrescente e convergente.
(iii) f(x*) g

Demonstragao: (i) Pela definicio de 2**! dada no Algoritmo , temos que
F@Y 4 N\ Dy (27 2F) < F(2%) + M Dy (2%, 2%),  VE e N.
Assim, uma vez que Dy (2", 2¥) = 0, temos que
MDDy (2 2Ry < f(a®) — f(2), VEeN. (4.14)
Por outro lado, como A\ > 0 segue que A\, Dp,(z¥+1 2%) > 0. Que junto com (4.14)

prova-se o item (i).
(ii) Somando (4.14)) com k= 0,...,[, obtemos

l l
> MDD k) <3 T[f(k) = f@T] = f20) = f@T) < f(0) -
k=0 k=0

onde na ultima desigualdade usamos o fato de que f é limitada inferiormente. To-

mando o limite com [ — 400 na desigualdade acima, obtemos que
+oo
Z NeDp (2" 2F) < 400
k=0

e, em particular,

: k1 ky _
kEI—iI-loo A Dp (25 2%) =0
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provando o item (ii).

(iii) De (i), encontramos f(z**) < f(2*) para todo k € N. Entao f(z*) é
decrescente e, além disso, temos que f é limitada inferiormente. Portanto, f(x*) é
convergente concluindo a prova. |

A seguir, provaremos dois resultados importantes de convergéncia. Primeiro,
estabelecemos convergéncia para um ponto KKT quando os parametros de regu-
larizacao A sao limitados. E no segundo resultado, mostraremos que a sequéncia
de iteradas converge para um ponto solugao do problema sob a hipotese de
que A converge a zero. Antes, provaremos alguns resultados semelhantes a Fejér

convergencia, mas para distancia de Bregman.

Lema 4.2.1 Dy(z*, 2%Y) < Dy (2, 2%) — Dy (2%, 2%) para todo k € N e algum x*
solugao de (4.1)).

Demonstracao: Seja z* solucdo de ([4.1). Tomando z = z*, y = 2* e z = 2**!

Proposigao [2.3.1{(i), obtemos

na

Dy(z*, 2%) — Dy (2, ") — Dy (a1, 2%) = (Vh(2F) — VA(z"™), 2" —2*). (4.15)

Pela Observacao e Proposigao [2.3.1](ii), segue que

1
Vh(z*) — Vh(2x"th) = oV fzM ),
k
que substituindo em (4.15]) obtemos
1
Dh(.f*,l‘k) - Dh(‘r*7xk+1) - Dh(‘rk+lv'rk) = )\_<vf(xk+1)7 karl - .CL’*> (416>
k

Como f(z*) < f(z*), para todo k € N, a quase convexidade da f pela Proposicio

(2.2.9), implica que
(V ("), 2" —a%) > 0.

Assim, usando esse fato em (4.16)) e sabendo que A\, > 0, para todo k& € N, obtemos

Dy (z*,2%) — Dy (2%, 2"™) — Dy, (2", 2%) > 0,

que finaliza a prova. [

O proximo resultado estabelece a existéncia de um ponto limite para sequéncia

{*}.

Proposigao 4.2.3 A sequéncia {x*} gerada pelo Algoritmo ¢ limitada.
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Demonstragao: Pelo Lema[d.2.1] Dy (z*, 25*1) < Dj,(2*, 2*). Assim
Dy(z*,2%) < Dy(2*,2°), VkeN. (4.17)

Agora, segue de (B3) que Dp(x*,x) é um conjunto limitado para todo x € R% .
Como z° € R, temos assim a limitagao de {z*}. n

No resultado anterior, asseguramos que ha pontos de acumulacao para a
sequéncia {z*}. Na proposicio abaixo mostramos que a {z*} sequéncia inteira

converge.
Proposigao 4.2.4 A sequéncia {z*} gerada pelo Algoritmo € convergente.

Demonstragao: Seja 7 um ponto de acumulagao de {x*}, cuja a existéncia é asse-
gurada pela Proposigao [1.2.3] Da Proposigao item (iii), temos

F*h) < f (=),

para todo k € N, e pela continuidade de f, segue que

f@) < f(=%),

para todo k € N. Dessa forma, usando o mesmo procedimento apresentado no
Lema [4.2.1 encontramos que {Dy(Z,2*)} é decrescente. Agora, seja {2%} uma
k;

subsequéncia de {z*} tal que lim =z
J

= 7. Assim, por (B4), temos que
—+00

lim Dy (z,2%) = 0.
Jj—+oo
Logo, {Dy(7,2*)} ¢ uma sequéncia decrescente nao negativa que tem uma sub-
sequéncia convergindo para 0. Entdo, toda a sequéncia {Dy(T,z%)} converge para
0, isto é,

lim Dy(Z,2") = 0. (4.18)

k—+o00

Consideremos # um outro ponto de acumulacao de {z*}, ou seja, existe {x*} tal
que
ky

lim 2™ = 7.

l—+o00

Portanto, por (4.18) temos lim Dy (Z,2") = 0. Tomando em (B5) y* = 2%, y* = &
l—+o00
e 2z¥ = T, obtemos que

T =71.

Entao, {z*} possui tinico ponto de acumulacio e com isso é convergente, concluindo

a prova. n
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A seguir, apresentamos os dois principais resultados de convergéncia desta secao.

Teorema 4.2.1 A sequéncia {z*} gerada pelo Algoritmo converge para um
ponto KKT do problema (4.1).

Demonstragao: Pela Proposicao [4.2.4] temos que {x*} é convergente. Seja T =
lim z¥. Iremos mostrar que 7 é um ponto KKT do problema (1)), isto é,

k—+o0

7; >0, (Vf(@);>0 e m(Vf(T); =0, Vi=1,...,n. (4.19)

Pela Proposicao a primeira condicdo em (4.19)) é verificada. Para provar as

outras duas condigbes em (4.19)) consideramos os conjuntos
I@)={ie{l,...,;n}:7;=0} e J@) ={ie{l,...,n} :7; >0}

Analisaremos os casos quando i € I(T) e i € J(T).
1° Caso: Se i € I(T). Suponha por contradigao que (Vf(Z)); < 0. Como Vf é

uma aplicacao continua, segue que

lim (Vf(2"™)); = (Vf(T)): < 0.

k—+o0

Assim, existe ky € N tal que
(Vf(@"™); <0, Yk > k. (4.20)

Agora, pela Observagao [£.2.1] Proposigao item (ii) e devido ao fato de h ser

separavel, obtemos

(Vf(@*)i = =Ne(ViDa (2™, 2%))i = M) — (hi(2i ™)), Yk > ko. (4.21)

7

Como A\ > 0, para todo k € N, por (4.20) e (4.21)) segue que
(Pi(7) — hi(zi*h)) < 0.
Por (B1) e Teorema [2.2.2] temos que

[RL(x%) — (2P )] (2F — 25 > 0.

(2 K3 (3

Logo, devemos ter x¥ — xf“ < 0, para todo k > ky. Portanto,

J— . 0
0=7; = lim 2¥>zF >o0.
k—+o00

Isso é uma contradicao. Entao, (V f(Z)); > 0 para todo i € I(T).
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A dltima igualdade em (4.19)) é fécil de ser verificada, pois se ¢ € I(T) temos que
T; = 0, donde segue que

7(Vf(Z)): = 0.

2° Caso: Se i € J(T). Como lim 2% = Z; > 0 temos

k—+o0
k+1
lim ——— =1,
k—+o00 T;
isto é,
lim 2% = lim 2f =7
k——+o0 k——+o0

Essa ultima afirmagao e a continuidade de R (assegurada por (B1)) implica que

klim (RL(x¥) — Ri(2%*1)) = 0. Portanto, como a sequéncia ), ¢é limitada, tomando o
—+00

limite com k& — 400 em (4.21)), temos

(V@) = T (VA= Jim () - B(E) = 0.

k——+o00 v

Entao, (Vf(T)); = 0 para todo 7 € J(T), donde segue que
(V@) >0 e m(Vf(T)):=0.

E a prova esta finalizada. n
No préximo resultado de convergéncia assumimos que a sequéncia de parametro
proximal satisfaz
lim A, =0.

k——+o0

Observagao 4.2.2 A hipdtese acima € comum em métodos do tipo proximal; veja
por exemplo [10, [153]. Além disso, em [26] uma convergéncia super linear € obtida

para o método do ponto proximal cldassico com essa hipotese.

Teorema 4.2.2 Se N\, — 0, entdo a sequéncia {z*} gerada pelo Algoritmo

converge para uma solu¢ao do problema (4.1)).

Demonstracao: Por definicio de "' como dado pelo Algoritmo temos
FE) 4+ N D (2" 2%) < fx) + MeDi(x, 2%), Vo e Ry

Com isso, seja =™ uma solu¢ao do problema (4.1)) e tomemos x = x* na inequagdo

acima. Logo,

@) 4 MDY 2%) < f(2%) + MDDy (a", ). (422)
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Pela Proposicao |4.2.4 sabemos que {x*} € convergente. Seja T = klirf zF. Como
— 400

klim Mo Dp (2" %) = 0 assequrado pela Proposicio |4.2.9 (ii), f ¢ continua, por
—+o00

[4.17) a sequéncia {Dy(x*,2%)} € limitada e lim X\, = 0, tomando o limite com

k—+o00
k — +oo em (4.22)), obtemos

f@) < f@"),

que implica imediatamente que T € uma solugao do problema (4.1) e prova estd

concluida. n
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Capitulo 5
Conclusao

Neste trabalho estudamos a convergéncia do método do ponto proximal para resolver
um problema de minimizagao restrita ou irrestrita para os casos em que a funcao
objetivo € convexa e, mais geral, quase convexa. No caso irrestrito e convexo, su-
pondo que a funcdao objetivo € limitada inferiormente, mostramos a convergéncia da
sequéncia gerada pelo método do ponto prozimal para um minimizador de f a partir
de um ponto inicial qualquer supondo que a sequéncia de parametros reqularizadores
{1} € limitada e ZZ:OE A—lk = +00. Para o caso quase convexo, apenas supondo que
{A} € limitada provamos a convergéncia para um ponto critico de f.

No caso restrito, consideramos o problema de minimizar uma funcao f restrita
a R} para os casos em que f € uma funcao convera ou quase convera. Para isso,
substituimos a distancia Fuclidiana no método do ponto proximal por uma distancia
de Bregman. Isso permite que as iteragcoes do método permanecam em R’ . Para
0 caso convexo, supondo que {\} € limitada obtemos convergéncia para um mini-
mizador de f em R”. Para o caso quase convezo e continuamente diferencidvel,
sob a mesma hipdtese em {A\}, obtemos convergéncia do método para um ponto
KKT. Porém, se supormos que a sequéncia {\r} converge para zero garantimos a

convergencia para um minimizador de f em R .

Trabalhos futuros

e Nos resultados da se¢ao 4.2 a fungao objetivo [ considerada é quase convexa
e continuamente diferencidvel. Além disso, a funcao de Bregman h usada na
reqularizacao do método do ponto proximal € separdvel. Dessa forma, seria
natural tentar obter os mesmos resultados de convergéncia provados na se¢ao

4.2 para o caso em que f € nao diferencidvel e h nao necessariamente separdvel;

e Sabe-se que toda fungao convexa definida no R™ € localmente Lipschitz e
também quase convexra. Até onde sabemos, o método do ponto proximal para

fungoes localmente Lipschitz com distancia de Bregman ainda nao foi conside-
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rado. Isso seria um resultado interessante tendo em vista que existem fungoes

localmente Lipschitz que nao necessariamente sao quase converas;

e FKrtensoes do métodos do ponto proximal para otimizacdo multi objetivo ou
vetorial € um amplo campo de pesquisa. Nesse contexto, as distancias de

Bregman ainda podem ser exploradas.
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