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Neste trabalho apresentamos um resultado de existéncia de solugao para pro-
blemas de quase-equilibrio (PQE) em espagos de Banach usando a teoria KKM
generalizada, sem exigir a compacidade do conjunto de restrigoes. Como aplicagao,
obtemos resultados de existéncia de solugao para problemas de desigualdade quase-
variacionais e problemas de equilibrio de Nash generalizado. Apresentamos exemplos
e comparacoes com trabalhos existentes na literatura. Além disso, neste trabalho
desenvolvemos um método do tipo Quase-Newton para problemas de equilibrio ba-
seadas na estrutura do tipo Newton proximal dada em Santos et. al. (Optimization
Letters 12(5)997-1009, 2018). Consideramos uma familia de matrizes satisfazendo
a propriedade da deterioracao limitada. Mostramos a boa definicao do método pro-
posto e sobre hipdteses razoaveis, garantimos a convergeéncia linear do algoritmo.

Além disso, apresentamos experimentos numéricos.
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In this work we present an existence result of solution for the quasi-equilibrium
problems (QEP) in Banach spaces using the generalized KKM theory, without com-
pactness assumption on the constrained set. As application we obtain existence
results for quasi-variational inequalities and generalized Nash equilibrium problems.
We report some examples and comparisons with other problems existent in the
literature. Moreover, in this work we develop a Quasi-Newton type method for
equilibrium problems based on the proximal Newton-type structure given in Santos
et al. (Optimization Letters 12(5)997-1009, 2018). We consider a family of matrices
verifying the bounded deterioration property. We prove the well definition of the
proposed method and under suitable assumptions we establish the linear conver-

gence of the algorithm. Futhermore, numerical experiments are reported.
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Introducao

Neste trabalho, estudamos duas classes de problemas: o Problema de Equilibrio
(PE) e o Problema de Quase-Equilibrio (PQE). Dividimos esta Tese em duas par-
tes: nos Capitulos [2| e |3 mostramos a abordagem tedrica e numérica sobre problemas
de equilibrio, e nos Capitulos {4 e 5| apresentamos a abordagem tedrica sobre pro-
blemas de quase-equilibrio. Estudamos existéncia de solugao dos dois problemas,
desenvolvemos uma regularizagao do tipo Tikhonov para EP e um método numérico
do tipo quase-Newton para obter solucoes do Problema de Equilibrio, além disso de-
senvolvemos um Teorema que estabelece condigoes para existéncia de solugoes para
o PQE. O Problema de Equilibrio é definido a seguir:

Sejam X um espaco de Banach real e C' um subconjunto convexo, fechado e nao

vazio de X. O Problema de Equilibrio (PE) consiste em

Encontrar z € C' tal que
(PE) : { (1)

f(z,y) >0 VyeC.

Varios resultados sobre existéncia de solucao em espacos de dimensao finita e infinita
foram extensivamente estudados em IUSEM et al. [6], [USEM [7], OLIVEIRA et al.
[8], JACINTO e SCHEIMBERG [9).

No estudo do Problema de Equilibrio, obtivemos a primeira das duas principais
motivacoes para o desenvolvimento de nossa tese. A generalizacao das regularizacoes
do tipo Tikhonov dada OLIVEIRA et al. [§].

Encontre 2% € C: f(2",y) + Mg(a®,y) >0, Vy € C,

onde f,g: O x C - Re {\} CR,.

O método de regularizacao do tipo Tikhonov é uma ferramenta conhecida usada
para lidar com problemas mal postos, por exemplo, em otimizagao convexa, desigual-
dade variacional e equilibrio, veja por exemplo HUNG e MUU [10], OLIVEIRA et al.
[8], FACCHINEI e PANG [11], HAO [12], ALLECHE et al. [13] e suas referéncias.

Esse estudo apresenta condicoes para a boa definicio da sequéncia {z*} de
solucoes de problemas regularizados e estabelece a equivaléncia entre a existéncia

de solucdo para o (PE) e a limitacdo de {#*}. A prova da boa definicao de {x*},



em OLIVEIRA et al. [8], é baseada em resultados de existéncia obtidos em IUSEM
et al. [6]. Desenvolvemos a regularizacao em espagos de Banach reflexivos e exibimos
um exemplo em um espaco de Banach reflexivo que nao é Hilbert.

O trabalho com sequéncias em problemas de equilibrio nos levou a estudar al-
goritmos numéricos para problemas de equilibrio. Algoritmos numéricos para re-
solver o problema de equilibrio sao propostos baseados no principio do problema
auxiliar, a técnica do ponto proximal, o esquema de penalidade, projecoes ou apro-
ximagoes exteriores sobre o conjunto de restri¢oes, esquemas do tipo Newton, ver e.
g. BELO CRUZ et al. [14], BIGI e PASSACANTANDO [I5], HIEU [16], IUSEM
e SOSA [I7], NASRI et al. [I8], SANTOS et al. [19], SANTOS e SCHEIMBERG
[20], SCHEIMBERG e SANTOS [21], VINH e GIBALI [22] e suas referéncias.

Nesta tese um dos principais objetivos foi estudar o método dado em SANTOS
et al. [19] e desenvolver sua versao modificada, considerando um passo do tipo Quase-
Newton em vez do passo de Newton. Focamos em problemas onde o passo de Newton
pode ser aplicado. Mas, devido ao alto custo computacional da iteracao de Newton,

usamos uma familia de matrizes { By} com a propriedade da deterioragao limitada:

1Buys — H(a")|| < || By = H(z")|| +¢l|o" —a*||, ¥V H € dcF(2"),

onde entraremos em detalhes no Capitulo[3] Neste trabalho, relembramos defini¢oes
e propriedades que serao uteis na nossa andlise, apresentamos o algoritmo e algu-
mas propriedades das matrizes satisfazendo a propriedade da deterioracao limitada.
Além disso, mostramos a convergéncia linear do algoritmo. Exibimos alguns expe-
rimentos numéricos para mostrar o comportamento do nosso método e comparamos
com alguns métodos existentes na literatura.

Na segunda parte desta Tese, trabalhamos com o Problema de Quase-Equilibrio
(PQE). O PQE é definido da seguinte maneira:

Sejam X um espaco de Banach real e C' um subconjunto convexo, fechado e nao
vazio de X. Seja K : C' = C uma aplicagao ponto-conjunto. Seja f : C' x C' — R
uma bifunc¢ao de equilibrio, isto é, f(z,z) = 0, Vx € C. O Problema de Quase-
Equilibrio (PQE), consiste em

encontrar T € K(Z) tal que

_ _ (2)
f(z,y) >0, Vye K(z).

(PQE) {
O PQE possui, como casos particulares, o problema de equilibrio classico, o problema
de desigualdades quase-variacionais, o problema de equilibrio de Nash generalizado,
etc. Veja por exemplo, BLUM e OETTLI [23], [USEM [7], IUSEM et al. [6], CAS-
TELLANI e GIULI [5], CUBIOTTTI [3], JACINTO [24], FACCHINEI e KANZOW

[25] e suas referéncias. O problema de quase-equilibrio tem despertado um crescente



interesse por varios pesquisadores, devivo a sua estrutura flexivel que engloba outros
problemas existentes na literatura. A existéncia de solugoes para o PQE tem sido
pesquisada, por exemplo, por MOSCO [I], NOOR e OETTLI [2], AUSSEL et al.
[4], CASTELLANI e GIULI [5], COTRINA e ZUNIGA [26], CUBIOTTI [3] e suas
referéncias.

Nesta tese, apresentamos condigoes para existéncia de solugao para o problema
de quase-equilibrio, e, diferente dos trabalhos existentes na literatura, e. g. AUSSEL
et al. [4], CASTELLANI e GIULI [5] e CUBIOTTI [3], 27] nao exigimos a hipdtese de
compacidade do conjunto de restricoes C'. Nossa principal ferramenta consiste em
aplicar a teoria KKM, desenvolvida nos trabalhos de JACINTO e SCHEIMBERG
[9]. Este trabalho esté dividido da seguinte maneira:

No Capitulo apresentamos as principais notacoes, definicoes e proposicoes
dadas na literatura sobre analise no R", andlise convexa, topologia geral, andlise
funcional e teoria KKM que serao usadas neste trabalho.

No Capitulo 2] apresentamos o Problema de Equilibrio e propomos uma regula-
rizacao do tipo Tikhonov para problemas de equilibrio em espagos de Banach refle-
xivo. Mostramos a boa definicao da trajetéria Tikhonov, mostramos que, sob certas
condicoes a sequéncia dos subproblemas convergem para a solu¢ao do problema de
equilibrio e estudamos condi¢oes que garantam que a sequéncia seja limitada, ana-
lisando o que acontece com a trajetéria Tikhonov.

No Capitulo [3] apresentamos uma versao modificada do método dado em SAN-
TOS et al. [19], definimos o método do tipo quase-Newton para poblemas de
equilibrio. Mostramos que sobre certas hipoteses, a sequéncia gerada pelo algo-
ritmo estd bem definida, mostramos que o método converge linearmente para a
solugao do problema de equilibrio usando uma familia de matrizes que satisfazem
a propriedade da deteriorizagao limitada. Além disso, apresentamos experimentos
numéricos comparando com outros métodos existentes na literatura.

No Capitulo [4] definimos o Problema de Quase-Equilibrio e fazemos uma breve
apresentacao das principais referéncias da literatura sobre existéncia de solugao
do problema de quase-equilibrio, destacando os principais teoremas e as principais
técnicas de demonstracao de MOSCO [I], NOOR e OETTLI [2], CUBIOTTI [3],
AUSSEL et al. [4], CASTELLANI e GIULI [5] e COTRINA e ZUNIGA [26].

No Capitulo 5| usando a teoria desenvolvida em JACINTO e SCHEIMBERG [9]
apresentamos o nosso resultado: condigoes para existéncia de solucao de problemas
de quase-equilibrio e como aplicacao, obtemos condigoes para existéncia de solugao
para desigualdades quase-variacionais e problemas de equilibrio de Nash generaliado,
além disso comparamos com os trabalhos existentes na literatura.

No Capitulo[6]fazemos nossas consideragoes finais e indicamos possiveis trabalhos

futuros como consequéncia da teoria desenvolvida.



Capitulo 1

Preliminares

Ao longo deste capitulo, apresentamos algumas defini¢oes e notagoes que serao usa-
das neste trabalho, a fim de tornar este trabalho autocontido. Além disso, apresen-

tamos algumas propriedades sobre andlise no R", anélise convexa e teoria KKM.

1.1 Topicos de Analise no R"

Um espaco vetorial real E é um conjunto nao vazio, onde estao definidas duas
operacoes: a adicao, que faz corresponder cada par de vetores z,y € E em um novo
vetor x + y € E, e a multiplicagao por um nimero real, que a associa cada nimero
real & € R e a cada vetor y € E faz corresponder um vetor ay. Para todo a, f € R

e x,y,z € F, essas operacoes satisfazem as seguintes propriedades:
(@) 2 +y=y+ux;
b) (z+y)+z=z+(y+2);
(c) existe um vetor 0 € FE, tal que y + 0 =0+ y = y;
(d) para todo vetor y € F, existe um vetor —y € E tal que y + (—y) = 0;
(e) (a+ Py = ay+ By;
(f) (aB)y = a(By);
(8) alz+y) = ar+ay;
(h) 1-y=uy;

Consideramos o espacgo euclideano R™ com as operagoes usuais de soma e multi-

plicacao por escalar definidas por
x—i_y:(xl—*—yl)axn—i_yn) € OéiL':(OéiUl,"',Oél'n).

4



Por definicao, a igualdade vetorial x = y significa que sao iguais cada coordenada,

isto é 1 = y1, -+ , 2, = Y,. Definimos também o vetor nulo, o vetor onde suas
coordenadas sao todas iguais a zero, isto é 0 = (0,--- ,0) € R™. O inverso aditivo de
r=(r1, - ,x,) é —x = (—x1, -, —x,). Estas defini¢des tornam o R"” um espago
vetorial.

Seja E um espaco vetorial. Um produto interno é um funcional bilinear, simétrico
e positivo, isto é, é a fungao (-, -) : £ x £ — R, que associa a cada par de vetores
x,y € F um numero real (x,y), chamado de produto interno de = por y, de modo

que valem as seguintes propriedades, para cada x,Z,y,y € F e a € R:
1. Bilinearidade: (z + aZ,y) = (z,y) + a (Z,y) e (z,y + ay) = (z,y) + a {(x,7) ;
2. Simetria: (x,y) = (y, x);
3. Positividade: (z,z) >0, se x #0.

Uma norma em um espago vetorial E é uma funcao || - || : £ — R que associa o

vetor x € E a um numero real ||z||, de modo que valem as seguintes propriedades,
Vr,y € F eVa eR:

1. J|z|| > 0 e ||z]| = 0 se, e sé se, x = 0;
2. [lae|| = fed [l]l;
3. |l +yl < |lz]| + ||yl (desigualdade triangular).

Se x = (21, - ,2,) € R, entdo ||z|| = /22 +--- + 22. Por definicio, temos
que (z,z) = [|z[|*.

As seguintes defini¢oes podem ser encontradas em LIMA [2§], LIMA [29], LIMA
[30] ou LOUREDO et al. [31].

Seja x € R". Uma bola em R" centrada em z de raio ¢ > 0, denotada por
B(z;€), é o conjunto {z € R": ||z — z|| < €}. Uma sequéncia em R™ é uma funcao
r : N — R” que associa a cada nimero natural k¥ um ponto ¥ € R™. A notacao
que usaremos neste trabalho serd {z*}, onde z* = (2% 2%,--- ,2%) € R*. Uma
subsequéncia de {x*} é a restricio desta sequéncia a um subconjunto infinito N’ =
{k1 < -+ <kp<---} CN. Anotagio {2%} é usada pra indicar uma subsequéncia
de {2*}. Dizemos que a sequéncia {z*} converge para a € R" quando, para cada

e > 0, existir um natural kg tais que,

‘xk — aH < €, sempre que k > ky. Usamos a
seguintes notagoes para indicar que a é o limite da sequencia {x’“} klim F = a,
—+00

2% — a (k — 4o00) ou limz* = a.

Tipos de convergéncia



Seja {z*} uma sequéncia em R™ que converge para Z. Dizemos que a sequéncia
{2*} converge linearmente para T se existe um « € (0, 1) tal que

. T
lim — =«

k—+too Tk — 7

Se a = 1, dizemos que a convergéncia da sequéncia é sublinear e se o = 0, dizemos
que a convergéncia da sequéncia ¢ superlinear.

Seja A C R™. Um ponto a € A é chamado de ponto interior, quando existe um
e > 0 tal que a bola centrada em a de raio €, estd contida em A, ou seja, B(a,€) C A.
O conjunto dos pontos interiores a A é chamado de interior de A. Um conjunto A

é chamado aberto quando todos os seus pontos sao pontos interiores.

Proposicao 1.1 Os conjuntos abertos de R™ satisfazem as sequintes propriedades:
1. O conjunto vazio ) e o R™ sao abertos;

2. A intersecio A = (), A; de wm nidmero finito de conjuntos abertos

Aq,--- Ay € um congunto aberto;

8. A unido A = J\cp Ax de uma familia qualquer (Ax)aea de abertos Ay é um

conjunto aberto.

Seja X C R™. Um subconjunto A C R" é chamado de aberto em X quando
existe um aberto U de R” tal que A = U N X. Uma outra abordagem de verificar se
um conjunto A C X é aberto em X, se, para cada a € A, existe um 0 > 0 tal que
B(a,0)N X C A.

Seja x C R"™, dizemos que a é aderente ao conjunto F' C R" quando existe uma
sequéncia {z*} C F convergindo para x. O conjunto dos pontos aderentes a F' é
chamado de fecho e é denotado por c¢lF'. Um conjunto F' C R" chama-se fechado
quando contém todos os seus pontos aderentes, isto é, F' = clF. Segue direto da
definicao que um ponto x € R™ nao pertence ao fecho de F' quando existe um € > 0
tal que B(z,e) N F = .

Teorema 1.1 Um conjunto € fechado se, e somente se, seu complementar € aberto.
Proposicao 1.2 Os conjuntos fechados no R™ satisfazem as sequintes propriedades:
1. O conjunto vazio O e o R™ sao fechados;

2. A unigo F =J* | F; de um nimero finito de fechados Fy,--- , F,, € um con-

junto fechado;

8. A intersecio I' = (oo Fa de uma familia qualquer (F\)xea de fechados Fy é

um congunto fechado.



Seja X C R™. Um subconjunto F' C X é fechado em X, se existe um conjunto
fechado G em R™ tal que FF =GN X.

Teorema 1.2 (Bolzano-Weierstrass) Toda sequéncia limitada em R"™ possui

uma subsequéncia convergente.

Conjuntos Compactos

Um conjunto X C R” ¢é limitado quando existe uma constante M > 0 tal que
|z|| < M, para cada z € X.
Dizemos que um conjunto L C R™ é compacto quando ele é limitado e fechado.
Uma cobertura para um conjunto X C R™ é uma familia (C))ea de subconjuntos
C\ C R” tais que X C [J,cy Cr. Uma subcobertura é uma subfamilia (C)aea,
A" C A tal que ainda se tem X C (J,cn Cx. A cobertura é chamada de aberta

quando os C'y sao abertos e finita quando A é um conjunto finito.

Teorema 1.3 (Borel-Lebesgue) Toda cobertura aberta L C | J,., Cx de um com-
pacto L C R™ admite uma subcobertura finita L C Cy, UC,, U---UC,, .

Teorema 1.4 Se toda cobertura aberta de um conjunto L C R"™ admite uma subco-

bertura finita, entdo L € limitado e fechado.

Se definirmos os compactos de R™ por meio de coberturas abertas, obtemos que
os compactos sao limitados e fechados, e, se definirmos os compactos de R"™ como
conjuntos limitados e fechados, obtemos que de toda cobertura aberta do compacto,
podemos obter uma subcobertura finita. De qualquer maneira, todo compacto é
fechado. Além disso, se um conjunto fechado estiver contido em um compacto,

segue que o fechado também serd limitado e portanto, compacto.

1.2 Tépicos de Topologia Geral

Recordamos nesta segao, algumas propriedades necessarias para a compreensao da
teoria KKM. As seguintes defini¢des podem ser encontradas em BERGE [32] ou
DOMINGUES [33].

Seja ' um conjunto nao vazio. Uma topologia sobre E é uma colecao O de

subconjuntos de E, que satisfaz as seguintes propriedades:
(i) 0, FE € O;
(i) Se O1,04,---,0, € O (ne€N), entdao O, NO,N---NO, € O;

(iii) Se (O;) é uma familia qualquer de subconjuntos de O, entao |JO; € O.



O par (E,O) é chamado de espaco topoldgico, os elementos de O sdao chamados de
abertos do espaco e os elementos de E sao chamados de ponto. Quando nao houver
confusao, podemos chamar ”espaco E”, para nos referirmos ao espago topologico.

Seja E um espaco topoldgico. Dizemos que F C E é um conjunto fechado, se o
seu complementar £\ I é aberto, ou seja, '\ F € O. clp denota o fecho relativo
a B, clg(-) = clp(-) N B.

Dado X C E, X # 0. A colegdio Ox = {ANX : A € O} é uma topologia
sobre X a qual chamamos de topologia induzida por O sobre X. O par (X,Ox) é
chamado subespaco de (E, O).

Um espago topoldgico F é chamado espago T}, se satisfaz o seguinte axioma,

chamado de axioma T7:

Axioma 1.1 (T1) Para quaisquer x,y € E, x # y, existem abertos U,,U, € O que

contém x ey, respectivamente, de maneira que x ¢ U, ey ¢ U,.

Um espaco topoldgico E é chamado espaco To ou espaco de Hausdorff, se o

seguinte axioma, se verifica:

Axioma 1.2 (T3) Dados quaisquer x,y € E, x # y, entdo existem abertos disjuntos
Uy e Uy, tais que x € Uy ey € U,,.

Seja L um subconjunto do espaco topolégico E. Dizemos que o conjunto L é
compacto se, para qualquer familia (Ay) ea de abertos tal que (J,., Ax D L, existe
uma subfamilia finita Ay,,---, A, de maneira que Ay, U---U Ay, D L. A familia
(Ax)xea é chamada de cobertura ou recobrimento de L e a subfamilia Ay, -, Ay,

é chamada de subcobertura ou subrecobrimento de L.

s

Proposicao 1.3 Seja E um espaco topologico e L C E um compacto. Se F' C L ¢

fechado, entao F é compacto.

Proposicao 1.4 Seja E um espaco topologico de Hausdorff. Se L C E € compacto,

entdo L € fechado.

Definigao 1.1 Seja E um espago topolégico. Uma familia de conjuntos {Ay C E :
A € A} possui a Propriedade da Interse¢ao Finita se, para todo subconjunto finito

A de A, vale que (Nycp Ax # 0.

Sejam A e B conjuntos nao vazios de espacos vetoriais topolégicos X e Y, respec-
tivamente. Dizemos que T : A = B é uma aplica¢ao ponto-conjunto se, para cada
elemento a de A, associamos um subconjunto T'(a) € B. A notagdo ”="significa

que a aplicagao T' leva um ponto de A em um conjunto das partes de B.



O dominio de T é definido por dom(T) :={x € A: T(x) # 0}. O graficode T é
definido por gra(T) := {(z,y) € X xY :y € T(x)}.

Se A é um conjunto nao vaziode X e T : A = A é uma aplicagao ponto-conjunto
cujo dominio é nao vazio, entao um ponto a € A é chamado de ponto fizo de T, se,

e somente se, a € T'(a).

1.3 Topicos de Analise Convexa

As seguintes definigoes e proposig¢oes podem ser encontradas nos livros de VAN TIEL
[34] ou ROCKAFELLAR [35].

Seja C' C R™. Dizemos que o conjunto C' é convero quando (1 —t)x 4+ ty € C,
sempre que x,y € C' et € [0,1]. Isto significa que o segmento de reta que une
quaisquer dois pontos de C' ainda pertence a este conjunto.

Seja [ : R"™ — [—00, 00| uma fun¢ao cujo dominio é um subconjunto C' C R™.

O epigrafo de f é definido pelo conjunto

epi(f) :=={(z,p) € C xR: f(z) < p}.

A funcao f é convexa se epi(f) é um subconjunto convexo de R"*!. Uma fungao f
é concava quando —f é convexa. O dominio efetivo ou simplesmente, dominio de

uma fungao convexa em C', onde denotamos por dom(f) é o conjunto
{reR":3peR: (z,p) €epi(f)} ={zr e R": f(x) < +o0}.

Observacao 1.1 Uma func¢ao convexa f definida em C' pode sempre ser estendida

para uma fun¢ao convera em todo R"™ fazendo f(x) = 400 para x ¢ C.

Teorema 1.5 (Teorema 4.1 p. 25 de [35]) Sejam C C R™ um conjunto convexo

e f:C — (—o0,+00| uma funcao. Entiao f é convera se, e somente se,

f(A =tz +ty) < (A =t)f(x) +1f(y),
para todo x,y € C e para todo t € [0, 1].

Uma fungao convexa f é prépria se, f(x) < 400 paraalgum z e f(z) > —oo, para
todo z, ou seja, uma fungao convexa f é prépria se, e somente se, o conjunto convexo
C' = dom(f) é nao vazio e a restrigao de f a C ¢ finita. Uma outra abordagem ¢é que
uma funcao convexa propria em R™ é uma funcao convexa real f : C' — R definida
em um conjunto convexo C' C R™ e estendendo para todo R" fazendo f(x) = 400

para x ¢ C.



Teorema 1.6 (Teorema 4.2 p. 25 de [35]) Seja f: R" — [—o0,+00]. Entdo f

é convexa se, e somente se,
fltx+ (1 —t)y) <ta+(1-1t)8, Vte(0,1),

onde f(x) < a e f(y) < p.

Teorema 1.7 Seja f : R" — (—o00, +00|. Entao [ é convezra se, e sd se,

thz gi

sempre que t; >0 (1 € I,,) e " t; = 1.

Teorema 1.8 (Teorema 4.6 p. 28 de [35]) Para qualquer f : C — (—o0, +o0]

conveza e o € [—00, +00], 0s sequintes conjuntos
{zreCif(z)<a}l e {zel;flzx)<a}

sao convexos. Fsses conjuntos sao chamados de conjuntos de nivel de f.

Teorema 1.9 Suponhamos que o conjunto C' C R™ seja convexo e a funcgdao [ :

C' — [—00,400] seja convera. Entdo o conjunto de nivel

I(f,0) ={z € C; f(z) <a}
€ convexo para todo o € R.

Definicao 1.2 Uma fungdo f : R" — [—o00,+0o0], onde dom(f) € um conjunto
convero, é chamada de quaseconvera se, para cada x,y € X e qualquer t € [0, 1],

valer que

flte + (1 =t)y) < max{f(z), f(y)}.

Observacao 1.2 A definicao acima € equivalente a dizer que o conjunto de nivel
da funcdao f € convexo. Além disso, € possivel mostrar que toda funcao convexa é

quaseconvera, mas a reciproca nao € verdadeira.

Seja S C R" e f: S — [—00,+0o0]. Dizemos que a fungao f é semicontinua
inferior em x € S se

f(z) < liminf f(z%),

k—+o0
para toda sequéncia {z*} C S tal que {z*} converge para x. A funcao f : S —
[—00, +00] é semicontinua inferior, quando é semicontinua inferior em cada ponto

de S.
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Esta condicao pode ser expressa da seguinte maneira:

J() < liminf f(y) = lim(inf{f(y) : lly — 2l| < €}).

Yy—x

Analogamente f : S — [—00,4+00| é chamada de semicontinua superior se,

f(z) 2 limsup f(y) = lim(sup{f(y) - [y — 2l < }),

Yy—x

isto é, —f é semicontinua inferior.

Proposicao 1.5 (p.51 de [35]) Seja f : R" — [—o0,+00]. Entdo as sequintes

sentencas sao equivalentes:
(a) A funcgdo f € semicontinua inferior em R";
(b) {x e R": f(z) < a} € fechado para cada o € R;
(c) O epigrafo de f é fechado em R™.
Sobre as fungdes semicontinuas inferiores, valem os seguintes resultados [34]:

Proposicao 1.6 (a) O supremo de uma colegao de fungoes semicontinuas inferi-

ores € semicontinua inferior;

(b) Se L C R™ é um compacto e f : L — (—o0,+0o0| é semicontinua inferior,

entao f assume valor minimo;

(c) Se f e g sao fungoes de R™ em (—oo,+00] e @ > 0 entdo af e f + g sao

funcoes semicontinuas inferiores.

1.4 Tépicos de Teoria KKM

Esta se¢ao tem como principal referéncia JACINTO [24].

Sejam  {z1,x9, -+ ,2,} um subconjunto finito do R™ e X =
conv{xy, Ty, ,Tm}. O conjunto X ¢é chamado de simplex e os elementos
X1, Lo, , Ty, de vértices do simplex X. O seguinte teorema pode ser encontrado

em KNASTER et al. [36], é conhecido como lema KKM (Knaster-Kuratowski-

Mazurkiewicz):

Teorema 1.10 Seja S o conjunto de vértices de um simplex em R" e T : S = R"

uma aplicagao ponto-conjunto tal que:

(i) T(xz) € compacto para cada x € S;
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(ii) A envoltdria convezra de todo subconjunto finito {x1,--- ,x,} de S estd contida
em U, 7).

Entao (\,egT(z) # 0.

Teorema 1.11 (Principio KKM) Sejam E um espa¢o localmente convexo, A um

subconjunto nao vazio de E/ e 'T':= E uma aplicagcao ponto-conjunto tais que
(i) T(a) € fechado para cada a € A;

(i) A envoltdria convezra de todo subconjunto finito {a,--- ,a,} de A estd contida

em UL, T(ay).

Entao a familia de conjuntos {T(a) : a € A} tem a propriedade da intersecao finita.

Em FAN [37], o autor generalizou o Lema KKM, garantido o resultado em

espagcos topologicos.

Teorema 1.12 Sejam A um subconjunto nao vazio de um espago vetorial topolégico

de Hausdorff X eT : A = X uma aplicagao ponto-conjunto tais que:
(i) T(a) € fechado em X, para todo a € A;
(i1) eziste um ag € A tal que T'(ag) € compacto;

(111) A envoltéria convexa de todo subconjunto finito {ay,--- ,an} de A estd contida
em -, T(a;).

Entao (Nyes T(a) # 0.

Definigao 1.3 Sejam X um espago vetorial topolégico de Hausdorff e A um sub-
conjunto nao vazio de X. Uma aplicacao ponto-conjunto T : A = X € chamada

KKM se, para todo subconjunto finito {a1,--- ,a,} de A, vale que
conv{ay, -+ ,am} C U T(a;).
i=1

Observacao 1.3 Observe que uma aplicacao ponto-conjunto T é KKM quando sa-

tisfaz o item (iii) do Teorema[1.13

Afim de obter versoes mais gerais do teorema KKM, da desigualdade minimax

de Ky Fan e estudar o problema de existéncia de pontos de sela e a existéncia
de solugoes de problemas de desigualdades variacionais, CHANG e ZHANG [3§]

introduziram o conceito de aplicacao KKM generalizada.
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Definicao 1.4 Sejam A e B dois subconjuntos nao vazios de dois espacos vetoriais
reais topologicos de Hausdorff X e Y respectivamente, tal que B € convexo. Uma
aplica¢ao ponto-conjunto G : A = B € chamada de KKM generalizada se, para cada
subcongunto finito {ay,--- ,a,} de A, existe um subconjunto finito {by,--- ,b,} de B

tal que, para qualquer subconjunto {b;,, - ,b; } C {b1,--- ,b,} vale

k
Co{bi17 e 7blk} g U G(aZ])
j=1

Note que, se uma aplicacao G : A = B é KKM, entao ela ¢ KKM generalizada.
Além disso, se G : A = B é uma aplicacio KKM, entdao y € G(y), para cada
y € A, mas aplicacoes KKM generalizadas podem nao ter esta propriedade. Quando
G : A = B é KKM generalizada, entao G(y) # (0, para cada y € A.

Com isso, em [38], os autores obtém o seguinte resultado, generalizando o Teo-
rema

Teorema 1.13 Seja E um espago vetorial topologico de Hausdorff e X um sub-
conjunto convero nao vazio de E. Suponha que T : X = FE seja uma aplica¢do
ponto-conjunto com valores fechados e que exista um xo € X tal que G(xo) seja
compacto. Entio (\,cx T(x) # 0 se, e somente se, T ¢ uma aplicagio KKM gene-

ralizada.

TIAN [39] também generaliza o teorema de FAN [40] e a desigualdade minimax
de Ky Fan, introduzindo novas condigoes de continuidade e fecho, que sao chamada
de propriedades de transferéncia de fechos (transfer closedness) e transferéncia de

continuidade (transfer continuities).

Definigao 1.5 Sejam A e B dois subconjuntos nao vazios de um dois espa¢os veto-
riais reais topologicos de Hausdorff X eY respectivamente. Uma aplicacdo ponto-
conjunto G : A = B possui a propriedade de transferéncia de fechos de imagem se,

para cada a € A, b ¢ G(a), existe um elemento o' € A tal que b ¢ clpG(d').
JACINTO e SCHEIMBERG [9] generalizaram o principio KKM, Teorema [L.11]

Teorema 1.14 Sejam A, B dois subconjuntos nao vazios de um espago vetorial real
topologico de Hausdorff X sendo B convexo. Considere T : A = B. Entao, clgG :
A = B é KKM generalizada se, e somente se, a familia dos conjuntos {clpG(a) :
a € A} tem a Propriedade da Intersecao Finita (PIF).

Uma importante aplicagao do Teorema|l.14]{e uma importante contribuicao a teo-
ria KKM foi dada em JACINTO e SCHEIMBERG [9], que consiste na generalizacao
do Lema FKKM.
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Teorema 1.15 Sejam A e B subconjuntos nao vazios de um espaco vetorial real
topologico de Hausdorff X tal que B é convexo. Suponha que a aplicacio G : A = B

verifica as sequintes condigoes:
(i) clgG : A= B é uma aplicagio KKM generalizada;
(ii) G possui a propriedade de transferéncia de fechos de imagem;
(ii) existe um subconjunto finito Ay de A tal que (¢4, clgG(2) € compacto;

entao,

() G(a) # 0.

a€A

O Teorema [1.15] sera de fundamental importancia para mostrarmos o nosso re-

sultado de existéncia de solucao para problemas de quase-equilibrio, no Capitulo

5
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Capitulo 2
Problemas de Equilibrio

Nesta secao apresentamos conceitos e propriedades sobre Problemas de Equilibrio.
Também adaptamos algumas propriedades da literatura que vamos usar ao longo

deste Capitulo.

2.1 Problema de Equilibrio (EP)

Seja X um espago vetorial topoldgico de Haussdorff. Seja K um subconjunto nao
vazio, fechado e convexo de X e seja f : K x K — R uma bifunc¢ao de equilibrio,

isto é, f(z,z) =0, Vx € K. O problema de equilibrio (EP), consiste em

encontrar = € K, tal que

f(Z,y) >0,Vy € K. (2.1)

EP(f,K) {

Denotamos o conjunto solugao do problema de equilibrio por S(f, K).
O problema de equilibrio contém, como casos particulares, problemas de oti-
mizacao convexa, de complementaridade, de desigualdades variacionais, de equilibrio

de Nash, de ponto fixo, etc. Exibimos a seguir algumas formulacoes de casos parti-
culares de EP.

Problema de Otimizagao

Seja ¢ : K — R uma funcgao convexa. O problema de otimizacao convexa consiste
em encontrar T € K tal que ¢(Z) < ¢(y), Yy € K. Definindo f : K x K — R
por f(x,y) = ¢(y) — ¢(x), obtemos que T € K é solugao de EP, se, e somente se, é

solucao do Problema de Otimizagao Convexa.
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Problema do Ponto Fixo

Seja H um espago de Hilbert, com seu produto interno denotado por (-,-). Seja
T : H — P(H) um operador ponto conjunto, tal que, para cada x € K, T'(z) seja
um subconjunto nao vazio, fechado e fracamente compacto de K. O Problema do

Ponto Fixo (PPF) consiste em
encontrar T € K tal que € T(z).

Definindo f : K x K — R por f(z,y) = mfa(x) (x —u,y — z). Entdo & € K é solugao
uel(x

de PPF, se, e somente se, é solucao de EP.

Problema de Pontos de Sela

Seja ¢ : K1 x Ko — R. O Problema de Pontos de Sela consiste em

{ encontrar (Z1,Zs) € K; x K, tal que (2.2)

&(Z1,92) < O(y1, T2), para todo (y1,y2) € K1 x K.

Defina K := K1 xKse f: KxK — Rpor f((z1,22), (y1,y2)) = ¢(y1, 22) — (21, Ya)-
Entao & = (z1,%2) é solugao do PPS, se, e sé se, é solugao do EP.

Para mais detalhes veja, e. g., BIGI et al. [41], BLUM e OETTLI [23], FAN [37],
IUSEM et al. [6], IUSEM e SOSA [42] e suas referéncias.

Definicao 2.1 Uma bifungao ¢ : K x K — R ¢é chamada de:
(i) Fortemente mondtona em K com mddulo B > 0, se,
Y(x,y) + oy x) < —Blle—yl* Vr,yeK.

(11) Mondtona em K, se,

(z,y) +¢(y,x) <0, Vrye kK

(11i) Pseudomondtona em K, se,
Ve,ye K, Y(z,y) > 0= Y(y,z) <O0.

Note que (i) = (ii) = (iii).
Denotamos por ¥ — z, a convergéncia fraca de {z*} para x, ou seja, para cada

e X*, <:c*,xk> — (z*, x), quando k — 4o0.

Definicao 2.2 Uma funcao ¢ : K — R € fracamente semicontinua superior em

x € K, se, para toda sequéncia {z*} C K tal que 2¥ — x (k — +00), tivermos

lim sup p(z%) < p(z).

k—+o00

A funcao € chamada de fracamente semicontinua superior, se ela € fracamente se-

micontinua superior em cada ponto x € K.
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Definicao 2.3 Uma funcio ¢ : K — R € fracamente semicontinua inferior em

x € K, se, para toda sequéncia{z*} C K tal que 2* — x (k — +00), tivermos

liminf p(z*) > ().

k—+4o0

A funcgao € chamada de fracamente semicontinua inferior, se ela € fracamente se-

micontinua inferior em cada ponto x € K.

As principais hipdteses para resultados de existéncia para Problema de Equilibrio
sao IUSEM et al. [0]:

(P1) f(-,y) : K — R é hemicontinua superior para todo y € K.

(P2) f(x,-) : K — R ¢ pseudoconvexa e semicontinua inferior para todo z € K.

(P3) f é mondtona.

(P3’) f é pseudomondtona.

(P3”) f ¢ propriamente quasemondtona.

(P5) Para toda sequéncia {z"} C K with lim,_,, ||2"] = +o0, existem u € K
e ng € N tais que f(2™,u) <0, Vn > ny.

O seguinte teorema de existéncia de solugao pode ser encontrado em [USEM
et al. [6].

Teorema 2.1 Seja f : K x K — R uma bifuncao de equilibrio. Suponha que f
satisfaz P1, P2, P5 e qualquer uma entre P3, P3’ ou P3”. Entao S(f, K) # (.

Neste capitulo apresentamos um estudo sobre o estado da arte para Problemas

de Equilibrio. Resultados de existéncia e métodos do tipo Tikhonov para EP.

2.1.1 Meétodos do Tipo Tikhonov para EP

O método de regularizacao do tipo Tikhonov é uma ferramenta conhecida usada para
lidar com problemas mal postos, por exemplo, em otimizacao convexa, desigualdade
variacional e equilibrio.

A ideia principal do método consiste em perturbar a bifuncao, adicionando um
parametro de regularizacao v > 0 e uma outra bifuncao g : K x K — R, transfor-
mando o problema de equilibrio de f no seguinte problema:

Encontrar x € K tal que

fH(@y) = f(Z,y) +v9(T,y) >0 VyeK, (2.3)

onde v > 0, g é uma bifuncao de equilibrio fortemente monétona em K.
Denotamos a solu¢ao deste problema por z(7y) e analizamos o que acontece

quando v — 0. O conjunto {z(v);y > 0} é chamado de tragetéria de Tikhonov.
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A resolucao de problema de equilibrio usando regularizacao do tipo Tikhonov
em R™ foi trabalhada por HUNG e MUU [10], onde sao consideradas as seguintes
hipéteses sobre a bifuncao f.

A3) Existe um compacto nao vazio B C R" e um vetor yo € BN K tal que
f(x,y) <0, Vre K\B.

A seguinte hipotese é considerada para garantir que qualquer tragetoria de Tikhonov
convirja para a solucao do problema.

H4) 36 > 05 |lg(z, y)l| < 6 l|lz — 29| ly — =[], Vz,y € K.

No trabalho de OLIVEIRA et al. [§], a regularizagao do tipo Tikhonov foi esten-

dida para espacos de Hilbert. Além disso, as seguintes hipdteses sao consideradas:

(H4) lim sup oz, y)|
lyll—+oo [y — ]l
(H5) Para toda sequéncia {z"} C K with lim,,,; ||z"] = 400, existem u € K

e ng € N tais que f(a™,u) <0, Vn > ny.

< +o0o Vze K.

As hipéteses sobre as bifungoes g e f de OLIVEIRA et al. [§], estendem as
anteriores do trabalho de HUNG e MUU [10] e é provado a relacao entre a limitacao
da sequéncia com o conjunto solucao do problema.

Em HAO [12], o autor trabalha com a regularizacao do tipo Tikhonov para
problemas de desigualdades variacionais. Se F' : C' — R", entao o problema de

desigualdade variacional DV (C| F') consiste em encontrar = € C tal que
(F(z),y —x) >0, VyeC.

Para cada € > 0, coloca-se F, = F' + €I, onde I é a aplicacao identidade em R". Se
o problema DV (C| F,) possui tnica solu¢do, denotada por z(e€), entdo o conjunto
{z(€) : € > 0} é chamado de trajetéria Tikhonov de DV (C, F'). O autor mostra que,
sobre certas condigdes, o limite lim.\ o z(€) existe e é solugao de DV (C, F').

O método de regularizagdo do Tipo Tikhonov de [12] consiste em calcular uma
sequéncia de pontos {z(ex)}ren (ex — 07 quando k — +00) na trajetéria Tikhonov
e tomar o limite limy_, o z(€x).

Em HUNG e MUU [10], a regularizacao do tipo Tikhonov é estendida para pro-
blemas de equilibrio no espaco euclidiano R™. A ideia principal do método para pro-
blemas de equilibrio, consiste em perturbar a bifun¢ao, adicionando um parametro
de regularizacao € > 0 e uma outra bifuncao ¢ : C' x C' = R, regularizando o pro-
blema de equilibrio de f, com isso é obtido o seguinte problema: encontrar z € C'

tal que
f(@,y) = f(Z,y) +eg(T,y) 20 VyeC, (2.4)
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onde g é uma bifuncao de equilibrio fortemente monétona em C. Denotando a
solucdo deste problema por x(¢) e, assim como no caso DV (C, F), é analizado o que
acontece quando ¢ — 0. Além disso, em HUNG e MUU [10] sao assumidas certas
condigoes para garantir que qualquer trajetéria Tikhonov convirja para a solugao
do problema de equilibrio original.

Em ALLECHE et al. [13] os autores trabalham com o método de regularizagao do
tipo Tikhonov para problemas de equilibrio em espagos de Banach. Os autores mos-
tram que bifungoes estritamente pseudomondtonas podem ser usadas como bifuncoes
de regularizagao, assim como bifungoes fortemente monétonas. Como aplicagao,
estabelecem a relacao entre desigualdades quase-hemivariacionais e problemas de
equilibrio. A principal ferramente para o resultado de existéncia de solucao para
o problema de equilibrio regularizado, quando f é pseudomonétona, de ALLECHE
et al. [13] é o Lema FKKM, FAN [37].

Em OLIVEIRA et al. [8], a regularizacao do tipo Tikhonov para problemas de
equilibrio classico ¢ estudada no contexto de espagos de Hilbert. Os autores exigem
uma condi¢ao mais fraca que HUNG e MUU [I0], sobre a bifungao g : C' x C' — R.
Eles mostram a existéncia de solucao para o subproblema f), usando o teorema de
existéncia de solu¢ao de IUSEM et al. [6], [IUSEM [7] e IUSEM e SOSA [42]. Os
autores garantem que, o problema possui solucao se, e somente se, a sequéncia de
solugoes do subproblema for limitada.

Como o estudo de IUSEM et al. [6] esta restrito ao (PE), para abordar a
existéncia de (PQE) via regularizacoes do tipo Tikhonov, nos deparamos com a
segunda principal fonte de motivacao: a obtencao de resultados de existéncia para
problemas PQE bem comportados. Apés um levantamento bibliografico, obtivemos
uma alternativa para superar essa dificuldade, o estudo da existéncia de solugao
para o PQE usando os resultados de JACINTO e SCHEIMBERG [9].

No trabalho de ALLECHE et al. [13], a regularizacdo em espagos de Banach
é considerada, porém a hipdtese exigida é a relaxacao natural da hipotese A3) de
HUNG e MUU [10] e dependera de um compacto B.

Seja X um espaco de Banach e K C X um conjunto limitado e fechado. Sejam
fig : K x K — R bifungoes de equilibrio. Sejam SEP(K, f) e SREP(K, f.,) o
conjunto solucao do problema de equilibrio e do problema de equilibrio regularizado,

respectivamente.

Teorema 2.2 Seja {¢,} uma sequéncia de reais positivos tais que lim, o €, = 0
e suponha que valem as sequintes condigoes:

1. f e g sdo pseudomondtona em K;

2. f+ €ng € quaseconvexa na sequnda varidvel em K, para cada n € N;

3. existe um subconjunto compacto B C K e um yo € C tal que f(x,y0) < 0,
para cada v € K\B;
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4. [ e g sao semicontinua superior na primeira varidvel em C.
Entao qualquer ponto de acumulagio z* € K da sequéncia {x,} com x, €

SREP(K, f.,) N B para cada n € N, € uma solugdo do problema de equilibrio:
encontrar x* € SEP(K, f), tal que g¢g(z*,y) >0, Vye SEP(K,f).

Supondo que também valem as sequintes hipoteses:

1. g € estritamente pseudomondtona em K;

2. existe A C B tal que g(z,y0) < 0, para cada x € K\A.

Entao, o problema regularizado possui solu¢ao, para cada n € N e qualquer
sequéncia {x,}, com x, € SREP(K, f.,),¥n € N, converge para a solu¢do inica do

problema de equilibrio.

Observe que, o principal teorema de ALLECHE et al. [13] para regularizagao
do tipo Tikhonov exige a existéncia de um compacto B C K e da intersecao do

conjunto solucao com esse compacto B.

2.2 Uma Regularizacao do Tipo Tikhonov para o
Problema de Equilibrio

Para o problema EP(f, K), consideramos a seguinte bifungao regularizada f, :

Kx K —R:
fH(@y) = f@,y) +v9(2,y), (2.5)

onde vy >0eg: K x K — R é uma bifungao de equilibrio fortemente monétona de
moédulos > 0. Veja que fy(z,2) =0 Ve € K.

Algumas das seguintes hipoteses serao consideradas para f ou g
Seja ¢ : K x K — R uma bifuncao de equilibrio.
(BO) int(K) # 0.

(B1) ¢(-,y) : K — R é fracamente semicontinua superior para todo y € K.

(B2) ¢(x,:) : K — R é convexa e fracamente semicontinua inferior para todo

>

xr e

(B3) ¢ é fortemente mondtona de médulo 5 > 0.

¥ (2, y)]

(B4) limsup ——=- < +00  Vx € K.
lyl—+o0 1y — |
(B5) Para toda sequéncia {z"} C K with lim,_, ., [|2"] = +o0, existem u € K

e ng € N tais que (2™, u) <0, Vn > ny.
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O seguinte Lema, sera util para provar a existéncia de solu¢ao do problema

regularizado, quando f é pseudomonotona.

Lema 2.1 (Lema FKKM, [37]) Sejam E um espago vetorial real topoldgico de
Haussdorff, A um subconjunto ndo vazio de E eT : A — P(E) um operador ponto
conjunto que satisfaz:
(i) T'(a) € fechado, Va € A;
(ii) Ja € A tal que, T(a) € compacto;
(iii) Para todo subconjunto finito {a1,--- ,a,} C A, temos, conv{ay,--- ,a,} C
P T(a;).

i=1

Entao (N,eq T'(a) # 0.

Dizemos que o operador T': A — P(F) é KKM quando satisfaz (iii) do Lema
2.1

A seguinte propriedade foi estabelecida em TUSEM [7], quando a bifuncao é
definida em todo o espago X.

Lema 2.2 Sejam B e K subconjuntos fechados e convexos de X. Considere as
fungoes f(x,-) : K — R convera, para todo x € K, satisfazendo f(x,x) = 0,
Vee K, e h: K— R convexa.

(i) Se & minimiza h em K N B e T pertence ao interior de B, entdo T minimiza
h em K.

(i1) Se T resolve o problema EP(f, K N B) e & pertence ao interior de B, entdo
T resolve o problema EP(f, K).

Demonstragao: (i) Se  minimiza h em K N B, entao h(z) < h(z), Vz € K N B.
Queremos mostrar que h(z) < h(y), Yy € K. Suponha, por absurdo que, existe um
y € K tal que h(y) < h(Z). Isso implica y # .

K é um conjunto convexo e h é uma fungao convexa, logo ty + (1 — )z € K,
vVt € (0,1) e, j& que T pertence ao interior de B, existe um ¢ > 0 tal que, Vt €
(0,¢/ ||y — z||), temos ty + (1 —t)T € B e

h(ty + (1 —t)x) < th(y) + (1 — t)h(Z)

Isso contradiz o fato que  minimiza h em KN B. Portanto h(z) < h(y), Yy € K.
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(ii) Se Z resolve o problema EP(f, K N B), entao
f(z,y) >0, Vye KnNB.
Defina h: K — R por h(y) = f(z,y) (y € K). Note que
hy) = f(z,y) > 0= f(z,7) = h(Z), VYye KNB.

Isto é, £ minimiza h em K N B. Como, por hipétese h é uma funcao convexa e T

pertence ao interior de B. Podemos aplicar o item (i) para obter que Z minimiza h

em K. Logo
h(y) = h(z), Vy€ K,
isto é,
f(@y)=hly) 2 W)= f(2,2) =0, VyeK.
Portanto, podemos concluir que z resolve o problema EP(f, K). 0]

Proposigao 2.1 (BREZIS [43], pg. 69) Suponha que X é um espago de Banach
reflezivo e seja {x*} uma sequéncia limitada em X. Entdo existe uma subsequéncia

{2} de {x*} que converge na topologia fraca.

Proposigao 2.2 (BREZIS [43], pg. 71) Seja X um espaco de Banach reflezivo.
Seja C C X um subconjunto fechado, limitado e convero de X. Entao C' € fraca-

mente compacto.

Proposicao 2.3 (PASCALLI e SBURLAN [44], pg. 5) Seja X um espago de
Banach e H : X — RU{+o0} uma fungao prdpria, convexa e semicontinua inferior.

Se xg € int(dom(H)), entio OH (xo) # 0.

Corolario 2.1 Seja X um espaco de Banach reflexivo, K C X um conjunto con-
vezo fechado tal que int(K) # 0 e h : K — R wma fun¢dao conveza, fracamente
semicontinua inferior. Entao Oh(xq) # 0, para todo zo € int(K ).

Demonstragao:  Defina H : X — R U {400} por H(z) = h(x), se v € K e
H(x) = 400, se x € X\K. Entao H é prépria, pois dom(H) = K D int(K) # 0. H
é convexa e semicontinua inferior, pois h é convexa, fracamente semicontinua inferior

e K é convexo fechado. Se zg € int(K), entdo xy € int(dom(H)). Pela proposi¢ao
e pela defini¢ao de H, 0h(x¢) = OH (o) # 0. O

Lema 2.3 Sejam f e g bifuncoes de equilibrio satisfazendo B1 e B2. Entao ¥y > 0,
a bifuncao f, satisfaz B1 e B2.
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Demonstracao: Dadoy >0ex,y € K.
i)
Suponha que f e g satisfazem B1 e seja {2*} C K uma sequéncia tal que {2*}

converge fracamente para r € K. Temos,

lim sup fy(xk, y) = limsup(f(2*, y) + vg(z",y))

k—+o0 k—+o0

< limsup f(z",y) + likm supvg(z",y)

k——+o0 —-+o00
< f(Z,y) +79(T,y)
- f’Y(i’7 y)

ii) Assumindo que f e g satisfazem B2. Sabemos que f(z,-) e yg(z,-) sdo fungdes
convexas e a soma de funcoes convexas é convexa. Portanto f,(z,-) é convexa. Seja

{y¥} € K uma sequéncia tal que {y*} converge fracamente para § € K. Temos,

liminf £, (z,y*) > lim inf(f(z,y") + 79(,y"))

k——+o0

> liminf f(x, y*) + llim inf vg(x, y*)
—+o00

k—+o0
> f(2,9) +v9(z,9)
= f'y(xa Y)-

O

Teorema 2.3 (IUSEM et al. [6], Teorema 4.3) Seja ¢ : K x K — R uma
bifuncao de equilibrio. Suponha que 1 € pseudomondtona, satisfazendo B1, B2 e
B35, entio S(¢, K) # 0.

Lema 2.4 Suponha que [ é uma bifucao de equilibrio mondtona e g é uma bi-
fungao de equilibrio fortemente mondtona de modulos 5 > 0. Entao f, é fortemente

mondtona de modulo v3 > 0.

Demonstracao: Sejam x,y € K e v > 0.

= flz,y) + f(y,2) +v(9(z,y) + g(y, x)) =
<08z -yl (2.6)

Assim, f, é fortemente monétona de médulo v3, em particular, mondtona. O

Lema 2.5 Supondo B0 e assumindo que [ é mondtona satisfazendo BI1-B2 e g
satisfazendo B1, B2 e B3. Entao f, satisfaz BS.
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Demonstra¢ao:  Seja {z"} C K uma sequéncia tal que ||z"| — +oo0. Queremos
mostrar que Ju € K and ny € N tal que f,(2",u) < 0, ¥n > ng. Por hipétese,
int(K) # (. Seja u € int(K). Pelo Lema temos que f, é fortemente monétona

de médulo 4, isto é,

£ u) + fy(u,a™) < —yB 2" — ul®.

Logo
ol u) < —fy(u, ") =38 2" — ul*.

A partir de agora, defina h : K — R por h(y) = f,(u,y). entdo
fr(x",u) < =h(z") =3B [|l2" — ul|*. (2.7)

Como u € int(K) e por B2, pelo coroldrio 2.1 existe z* € Oh(u). Assim,
(z*, 2™ —u) < h(x™) — h(u).

—h(z") < (", u—2") — h(u)
< [lz[[lu = =™} = hlw) (2.8)

Usando o fato que h(u) = f,(u,u) = 0, as desigualdades (2.7) e (2.8]), temos

£y u) < —h(z") — 7B ||2" — ul®

* n n 2
< [l27 = 2" = B {l2" — ull
= lla" —ull (Il = B ll=" — ull). (2.9)
Passando ao limite quando ||z"|| — 400, concluimos que lirf (2" u) = —o0.
n—-+00

Portanto, existe um ng € N, tal que f, (2", u) < 0. Assim, podemos concluir que

a hipétese B5 é satisfeita. 0

Teorema 2.4 Supondo B0, assumindo que f satisfaz B1, B2 e monotonicidade, e g
satisfaz B1, B2 e B3. Entdo, para qualquer v > 0, EP(f,, K) possui solugdo inica,
denotada por x(7).

Demonstracao: Pelo Lema , [ satisfaz B1 e B2, o Lema garante que f, ¢é
monotona e pelo Lema temos que f., satisfaz B5.
Aplicando o Teorema para f,, concluimos que S(f,, K) # 0.
Para mostrar que a solugao é tinica, suponha que Z e & sao solugoes de EP(f,, K).
Segue que:
0 < £,(3,7) +19(3 2) (2.10)

0< f(2,%) +v9(%, ) (2.11)
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Somando (2.10)) e (2.11)), obtemos
0 < f,(2,7) + £(2,2) +7(9(2,7) + 9(&,) 0= yB Iz — &> <0.  (212)

Portanto, z = 7. 0
Consideramos uma sequéncia de parametros de regularizagao 7, e construimos

uma sequéncia de solugoes {z*} := {z(v;)} C K, do problema

encontrar x(y;) € K, tal que

(2.13)
Foo (@), y) = fz(n), y) +wg(z(w), y) > 0,Vy € K,

EP(fva){

Abaixo, mostraremos o principal resultado para o caso monétono.

Teorema 2.5 Suponha que f é mondtona satisfazendo as condigoes B1-B2 e g sa-
tisfazendo B1-Bj. Se {z*} ¢é uma sequéncia de solugées dos problemas EP(f.,, K)
e v — 0, entdo as sequintes sentencgas sao equivalentes:

(i) A sequéncia {z*} € limitada.

(i1) O conjunto solugao S(f, K) € nao vazio.

Demonstragdo: A sequéncia é bem definida pelo Teorema [2.4, Suponha que
a sequéncia {z*} C K ¢ limitada. Dado que X é um espaco de Banach reflexivo,
pela Proposigao temos que existe {z%} C {2*} tal que 2% — 7 (j — +o0). O

conjunto K ¢é fechado e convexo, logo fracamente fechado, logo z € K. Temos que
Fou, (@,y) >0, Wy € K.

Assim, 0 < f,, (z%,y) = f(2",y) + w,9(z*,y). Passando ao limite, obtemos

0 < lim sup[f(xkf, y) + %jg(xkja y)]

Jj—+oo
<limsup f (2", y) + lim sup yx, (2", y). (2.14)
Jj—+oo Jj—+oo

Como v, —+ 0, f e g satisfazem B1, segue que f(z,y) > 0, Vy € K. Portanto
S(f, K) é nao vazio.
Reciprocamente, suponha que S(f, K) # 0. Seja {z*} uma sequéncia de solugoes

de EP(fy, K) ez € S(f, K), entao

0 < f(a",2) = f(a*,2) + mg(2",2) and
0 < f(z,a").
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Somando ambas as desigualdades e usando a monotonicidade de f, temos
0 < f(2*,2) + f(7,2%) + g (2", 7) < pg(a®, )
Logo g(z*,7) > 0, portanto

9(z,2") < g(z,2") + g(a*,7) < =B ||a" — z||”

entao,
9(z, z")
|k — || —
isto é,
g(

Como ¢ é uma bifuncao monétona e g(z*, ) > 0, segue que

’g(ﬂ_?,ilj'k” __g(i"xk) k _ 4
o2l = s = 1 7

Suponha que a sequéncia {z*} seja ilimitada. Neste caso, existe {z%} C {z*} tal

que ||xkf|| — 400, logo

limn sup 19E 21 )|

' W >hmsupﬂ||x] —xH = +o00.
oo |2 — I

Uma contradigdo com B4. Portanto a sequéncia {z*} é limitada.
O

Sabemos que no caso em que f é mondtona, o problema perturbado EP(f,,, K)
é fortemente mondtono. Logo EP(f,,, K) possui solucao tunica. Jad quando f é
pseudomonoétona, o problema regularizado pode nao ser fortemente monétono nem
pseudomondétono. Ao longo deste capitulo, K, denotara a intersecao de K com a
bola B(0,n) de raio n com centro na origem. Note que K,, é convexo, fracamente
fechado e limitado, porque estéd contido em B(0,n), portanto é fracamente compacto
pela Proposicao [2.2]

O préximo Lema estende o Lema 3.1 de [8], de espagos de Hilbert para espagos
de Banach reflexivos. Observe que, na hipétese do Lema pedimos a convexidade,
mas na prova precisamos apenas que conjunto {y € K; f,(z,y) < 0} seja convexo
Vo € K, em vez da convexidade de f,(z,-). Este Lema pode ser uma importante
ferramenta para trabalhos futuros. Note também que nao é usada a monotonicidade
das bifuncgoes, além disso, é possivel usar o seguinte Lema, para provar a existéncia

de solucao do problema regularizado quando K é limitado.

26



Lema 2.6 Suponha que f e g satisfazem Bl e B2. FEntao, para cada v > 0, existe
T € K, tal que f,(z,y) > 0, para todo y € K,.

Demonstrag¢ao: Pelo Lema f satisfaz B1 e B2. Fixe v > 0 e n € N. Defina
T, : K, — P(X) por

To(y) ==A{z € Ky : f5(z,y) = 0}.

Mostraremos que T,, satisfaz as hipéteses do Lema 2.1} Usaremos aqui o fato que
X é um espacgo de Banach reflexixo com a topologia fraca, que certamente o torna
um espaco vetorial topolégico de Haussdorff. Para isso, seja y € K,, e {2*} C T, (y)
uma sequéncia tal que % — z. Se 2 € T, (y), Vk € N, temos fw(xk, y) > 0. Usando
B1, obtemos que z € T,(y), logo T,,(y) é fracamente fechado e verifica (i) do Lema
2.1 Agora, se yo € Ky, Tn(yo) C K,,. Como T,,(yo) é fracamente fechado e limitado,
usando a Proposition , temos que T, (yo) ¢ fracamente compacto. Assim, T,
satisfaz (ii). Para o terceiro item, suponha por absurdo que, existe um subconjunto
finito {y1,--- .y} de K, e yo € conv{ys,---,y,} tal que yo ¢ Ui, Tn(y:), logo,
vo & {v € Ku; fy(w,y:) 2 0}, Vi € I, (I == {1+ ,p}), = f(yo,w:) <0, Vi €
I, = v € {y € Ky; fy(vo,y) < 0}. Como f,(yo,-) é convexa, o conjunto {y €
Ky f+(yo,y) < 0} é convexo, logo

conv{yr, -+ ,yp} C {y € Kyn; f(y0,y) < 0}.

Usando o fato que yo € conv{yi,--- ,y,}, segue que f.(yo,%) < 0, absurdo. Por-
tanto (iii) é satisfeita, i. e., T,, é um operador KKM. Pelo Lema

() Tuly) #0.
yeKy,
Logo, existe = € K, tal que f,(z,y) > 0, Yy € K. d
No seguinte Teorema, mostraremos que S(f,, K) é ndo vazio quando f é pseu-

domondtona.

Teorema 2.6 Suponha que f satisfaz B1, B2 e B5, e g satisfaz B1-Bj. Entao, para
todo v > 0, S(f,, K) € nao vazio.

Demonstragio:  Seja vy > 0. Pelo Lema 2.3 f, satisfaz B1-B2. Vamos provar que
f- satisfaz B5.

De fato, seja {z"} C K uma sequéncia tal que lirf |z"]| = 400 e u € K.
n—-—+0o0
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Temos,

f’y(xnﬂu) = f(xn=u> + 79(‘7“1”7“)
< fla" u) = yg(u,z") — 4B [|lz" — ul)?
g(u,z")

la™ =l

< ")+ o — ] ["f(ff_x )”‘ 8la —uu} | (2.15)

Passando ao limite em (2.15) com n — +o0o e usando B4 e B5, temos que existe

= a0+l =l [ TR 5o —

um 7 € N tal que f(z", u) < 0 e limsup,_, . L9 < 4oo: entdo f, (2", u) <0,

fl™ —ull

Vn > ng. Assim, para cada v > 0, temos que f, satisfaz B5.

Pelo Lema , existe 2™ € K, tal que f, (2", u) > 0 para todo y € K,,, logo z"
resolve o problema EP(f,, K,).

Agora, analisaremos dois casos:

(i) Existe n € N tal que ||z"]| < n. Neste caso, " € int(B(0,n)), e pelo Lema
2.6 2™ resolve o problema EP(f,, K,) = EP(y,K, N B(0,n)). Pelo item (ii) do
Lema segue que z" resolve o problema EP(f,, K).

(ii) ||z™|] = 4o0. Neste caso, B5 garante a existéncia de um v € K and ny € N
tal que

f(z™ u) <0, ¥n>ny. (2.16)

Tome 7 > ny tal que ||ul| < 7. Entdo u € K N B(0,n) = K5 e, como z" resolve

o problema EP(f.,, K5), segue que

fr (2" ) = 0. (2.17)

Comparando ([2.16)) e (2.17]), obtemos

(@™ u) = 0. (2.18)

De ([2.18)), temos
f@"u)=0< f(z"y), VyeK; (2.19)

Seja h : K — R uma fungao convexa, definida como h(y) = f,(z",y). J& que
u € B(0,n) = K5, por (2.19), v minimiza h em K. Como ||u|| < n, u € intB(0, 7).
Segue do item (i) do Lema [2.2] que u minimiza h em K. Segue de (2.18]) que:

0= f,(a",u) = h(u) < h(y) = f,(z",y), Vye K. (2.20)

Pela desigualdade ([2.20), concluimos que z" resolve o problema EP(f,, K).
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No préximo Teorema, estabelecemos nosso principal resultado para o caso pseu-

domondtono.

Teorema 2.7 Suponha que f é pseudomondtona e satisfaz B1, B2 e B), e g satisfaz
BI1 - Bj. Se {x*} é uma sequéncia de solugdes de evr — 0, entao as sequintes
afirmacoes sao equivalentes:

(i) A sequéncia {x*} € limitada.

(i1) O conjunto solu¢ao S(f, K) é nao vazio.
Demonstracao:  Aplicando o Teorema [2.6] com v = ., para cada k € N, que a
sequéncia {z*} é bem definida. Supondo (i) , a limitagao da sequéncia {z*} C K C
X e o fato que X é um espaco de Banach reflexivo, implicam que, deve existir uma

subsequéncia {z*} C {z*} convergindo fracamente para = € K.

Como f(+,y) e g(+,y) satisfazem B1 e usando que 7 — 0, obtemos
0 < limsup f,, (",y) = limsup[f (2™, y) + ,9(z",y)]
j—=4oo J J—r+oo

< limsup f (2", y) + limsup (2", )

j—+o0 j—+o0

< f(z,y) VyeK. (2.21)

De (2.21)), temos que Z é solugao de EP(f, K), logo S(f, K) # 0.

Agora, assumindo (ii). Tome 7 € S(f, K). Mostraremos que a sequéncia {z*} ¢

limitada. J& que z* € S(f,,, K), temos:

f(#,2") >0 and f, (2", 7) >0 (2.22)

De (2.22)) temos que f(x*,z) < 0, pois f é pseudomonétona. Note que:

0 < fo (2%, 2) = f(a*, 2) + ng(a*, 7)
< g(a*, z). (2.23)

De (2.23)) obtemos que g(x*,z) > 0. Usando B3, temos
g(2®,z) + g(z,2%) < —ﬁ”l‘k—fHQ. (2.24)

Como g(z*,2) > 0, segue de (2:24) que g(z,2%) < —B||2* — EHQ
A conclusdo de que {z*} ¢ limitada é obtida usando o mesmo argumento da

prova da segunda parte do Teorema [2.4]
L]

Teorema 2.8 Sobre as mesmas hipoteses do Teor’ema se S(f, K)#0 ey — 0,

entdo a sequéncia {z*} C S(f,,,K) € fracamente convergente para a solug¢do do

29



problema EP(f, K), que por sua vez, é tunica solu¢do do problema:

(2.25)

Encontrar & € S(f,K), tal que,
9(%,y) >0, Vye S(f, K)

Demonstragao:  Se o conjunto solugao S(f, K) é nao vazio, o Teorema garante
que a sequéncia {2*} é limitada. Portanto existe pelo menos um valor de aderéncia
fraco. Seja Z um valor de aderéncia fraco de {2*}, entao existe {z%} C {z*} tal que
2k — T (j — +00). Pelo Teorema 2.7, 7 € S(f, K). Temos

fz¥, 2) + ykjg(xkj,z) >0, Vze K,VjeN. (2.26)
Seja x € S(f, K), entao
f(z,2") >0, since 2 € K.
Pela pseudomonotonicidade de f, obtemos
f(zh, ) <0, (2.27)
mas x € K, portanto, por ([2.26)):
F(@*, ) + i, 9(2M, 2) > 0.

Logo, pela equacao (2.27), vkjg(:ckj, x) > —f(z%, x) > 0. Assim,

g(zF, 2) >0, jeN

= 0 < limsup g(z", z) < ¢(%, 7)

Jj—+o0

= T resolve :

{ Encontrar & € S(f, K), tal que, (2.28)

g(z,x) >0, VreS(f K)

Para mostrar que a solugao é unica, suponha que T e & sao solucoes do problema.
Segue que:
9(2,2) = 0 (2.29)

g(,7) >0 (2.30)
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Somando (2.29)) e (2.30)), obtemos
0 < g(#,@) +g(#,8) < =B |& - 7|* < 0.

Portanto, & = 7, isto é, todo valor de aderéncia fraco de {z*} possui a mesma
solugao, assim, concluimos que toda a sequéncia é fracamente convergente para a
solugao do problema de equilibrio EP(f, K).

O

Exemplo

O préximo Teorema pode ser encontrado em KIEN [45]. E importante para
fornecer um exemplo no espago (P(N). Ressaltamos que LP(Q, u) = [P(N), se consi-
derarmos 2 = N e p a medida de contagem em P(N), [46], [47].

Para cada x € X, a aplicagcao dualidade é definida por:
Jo(w) = {2 € X5 {a*,x) = ||| l2*]|, 2"l = [l=77).

Teorema 2.9 Suponha que X = LP(Q, 1), p € (1,+00). Entdo valem as sequintes
propriedades:
(a) Se 1 < p <2 entao

p_

e —g)?
6a 1Y

(Jp(2) = Jp(y),x —y) =

para todo x,y € X.
(b) Se p > 2 entdo

1
(pla) = ()2 =) = =z o =yl
para todo xr,y € X.

Exemplo 2.1 Consideramosp € (1,+00), X :=[’(N), K := {(£,)nen € IP(N); &, €
[0,4+00),Vn € N}. Defina f,g: K x K — R por f(z,y) = (F(z),y —x) e g(z,y) =
(Jp(x),y — x), onde J, : IP(N) — 19(N) € a aplica¢ao dualidade, q satisfaz 1/p+1/q =
1 e F:I"(N) — l%N) € definida por F(x) =e1/(1+ ||z||},). Veja que g satisfaz B/,

poO1Ss,

gz, )l |{Jp(@),y—2) | _ @) ly — =] i
=z~ lv—2 = [y—21| < [|Jp ()] -

Logo
llyll—+o0 ly — x|

< [ (@) < 400
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Para ver que f satisfaz B, seja {x"} C K uma sequéncia tal que ||z"| — +oo
(n — +00). Tome u=(0,1,0,0,---) € K. Entao

f@u) = =" /(1L +|l2"[[5) <0 VneN.

Sabemos que [P(N) € um espago uniformemente convezxo, logo J é uniformemente
continua em cada subconjunto limitado de IP(N). Portanto g satisfaz Bl. Para
mostrar que g satisfaz B3, sejam x,y € K. g(x,y)+g(y,z) = (J,(z) — Jp(y),y — x),
e, pelo teorema acima, temos (J,(x) — J(y),y —x) < = |l —y||", onde = (p —
1)/64 er=2,sepe (1,2], B=1/p?2""  er =p, sep € [2,+00).

Neste capitulo estendemos os resultados dados em espacos de Hilbert e de di-
mensao finita de HUNG e MUU [10] e OLIVEIRA et al. [8] para espagos de Ba-
nach reflexivos. Sobre hipdteses usuais, mostramos a existéncia de solucao de ([2.4)),
quando f é mondtona. Para o caso pseudomonétono, assumimos hipoteses conside-
radas na literatura para provar a existéncia de solucao e a relacao entre a limitagao
da sequéncia e o conjunto solugao. Além disso, provamos que toda a sequéncia con-
verge fracamente para a solugao do problema de equilibrio ALLECHE et al. [13].
Construimos um exemplo de uma bifuncao de equilibrio num espaco de Banach re-
flexivo que nao é Hilbert e que satisfaz as hipéteses do trabalho com os resultados de
KIEN [45] e PRUS e SMARZEWSKI [48]. O trabalho sobre a regularizacao do tipo
Tikhonov para problema de equilibrio em espacos de Banach reflexivo foi publicado
como um trabalho completo nos Anais do XLVII SBPO, SOUSA et al. [49].
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Capitulo 3

Um Método do Tipo
Quase-Newton Para Problemas de

Equilibrio

Neste capitulo estudamos uma versao modificada do método dado em SANTOS
et al. [19] considerando um passo do tipo quase-Newton. Apresentamos o método
do tipo quase-newton para poblemas de equilibrio. Mostramos que sobre certas
hipoteses, a sequéncia gerada pelo algoritmo estd bem definida, mostramos que
o método converge linearmente para a solucao do problema de equilibrio usando
uma familia de matrizes que satisfazem a propriedade da deteriorizacao limitada.
Além disso, apresentamos experimentos numéricos comparando com outros métodos
existentes na literatura.
Consideramos uma bifuncao auxiliar A e uma bifuncao regularizada ¢ definida
em R” x R™.
o(x,y) = flz,y) + h(z,y) (3.1)

Ao longo deste capitulo, exigiremos as seguintes condigoes:
Hipétese 3.1
(a) O conjunto K C R™ possui a representa¢ao

K={zeR"|g(x) <0} (3.2)

com g : R" — R™ uma aplicacdo convexa e duas vezes continuamente diferencidvel,

i.e., cada funcao componente g;, 1 =1,...,m, € convexa em R™.

(b) As bifungoes f e V, f : R" x R" — R™ sao continuamente diferencidveis e, para

cada x € R" fizo, f(z,) : R" — R € uma fungdo conveza.
Hipétese 3.2
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(a) As bifuncoes h e V,h : R* x R — R" sao continuamente diferencidveis;

(b) h(z,-) : R" — R € fortemente convexa para cada x € R";

(¢c) Vyh(x,x) =0 for all z € R™.

Proposigao 3.1 (Proposigao 1, SANTOS et al. [19]) Se as hipdteses e

sao satisfeitas, entao o sequinte problema de otimizacdo
min ¢(x,y) sujeito a y € K. (3.3)
y

possui uma solu¢ao inica para cada x € R™ fizo, que denotamos por y(z).

A préxima caracterizagao da solugao de problema de equilibrio segue da propri-

edade acima.

Proposicao 3.2 (Proposi¢ao 3, SANTOS et al. [19]) Um ponto x € R™ re-
solve EP(K, f) se, e somente se, x = y(x).

Com base na Proposicao 2, o propédsito deste capitulo é desenvolver um método

do tipo quase-Newton para encontrar um zero da funcao F': R" — R"™ dada por
F(z) =y(z) — 2 (3.4)

Assumiremos a seguinte condicao de qualificacdo das restricoes afim de obter
propriedades para a fungao y(x) e do sistema KKT do problema ({3.3]).

Hipétese 3.3 Dado x € R" fixo, a condicao de qualificacao das restricoes de posto
costante (constant rank constraint qualification) valem em y(x), i. e., existe uma
vizinhan¢a N(y(x)) of y(x) tal que, para cada conjunto finito J C Iy(z) = {i €
Inlgi(y(x)) = 0}, o congunto {Vg;(y)|i € J} possui o mesmo posto (que depende de
J) para cada y € N(y(x)).

Lema 3.1 (Lema 2 (c), SANTOS et al. [19]) Seja dado T € R™. Suponha que
a hipdtese ¢ satisfeita em §y = y(T). Entdo, a aplicagio F(x) = y(z) —x é PC!
proximo de T, isto é, F' € continua e existe uma vizinhanga V() de T e uma familia
finite de aplicagoes C* definidas em V (), {F1, Fy,- -+, Fy}, para algum natural k,
tal que F(y) € {F1(y), F2(y), -, Fx(k)} para todoy € V(Z) .

Além disso, a Hipdtese garante que o conjunto M(z) é ndo vazio, onde
M(z) representa o conjunto dos multiplicadores de Lagrange das condigoes KKT

(Karush-Kuhn-Tucker) do problema ((3.3)):

Vyo(z,y) +Vgy)d =0
A2 Oug(y) <0, <)‘79(y)> = 0. (3'5)
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onde
M(z) = {\ € R™|(y(z),\) satisfaz (3.5)}. (3.6)

No préximo Lema, nés iremos considerar a seguinte familia de subconjuntos de

In(x) que serd de fundamental importancia no desenvolvimento do nosso algoritmo:

G(z) ={J C Iy(z): Vg;(y(x))ics é linearmente indepentende, supp(\) C J, IX € M(z)}
(3.7)
onde supp(A) := {i € I,,|\; > 0}.
Note que G(x) # () sempre que M(zx) # 0 (veja e. g. VON HEUSINGER et al.
[50], Lema 3.2).

Lema 3.2 (Lema 2, SANTOS et al. [19]) Seja dado z € R™. Suponha que a
Hipotese seja satisfeita em § = y(Z). Entao, valem as sequintes senten¢as

(a) Dado J € G(Z), existe um tinico A = N (Z) € M(Z) tal que g;(§) = 0 e
Aj =0, onde J = {1,...,m}\J e a particao (J, j) ¢ usada para separar os
vetores A e g(-) em A= (As,A;) e g(-) = (gs(-),9;(-)), respectively;

(b) Eziste uma vizinhanga V(Z) de T tal que a Hipdtese vale em y(z) e
G(z) € G(Z) para todo x € V(T);

(c) O Jacobiano generalizado computdvel de F' em T (uma abordagem do Jacobiano
de Clarke, ver e. g. VON HEUSINGER et al. [50]) € dado por

dcF(z) = {Vy’(z) —1|J € G(@)}, (3.8)
onde
vy’ (z) = ATC™' — ATCc'D(DTC' D) DTC, (3.9)
com
A= A(i‘) = _vgzle(ja g) - V?ﬂ:h(ja g)a
C=C") =V, f(@,9) + Vi,h(@.9) + Y _N@OVa®, (310
ieJ

D =D’(z) = Vg,(y).

onde Vg;(-) € a notagio para a matriz com vetores coluna {Vg;(-)}ics €

I € R™"™ denota a matriz identidade.
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(d) Seja X uma solugdo vértice para o problema de programacao linear abaizo

miny ZZEI()(:E) Ai

s.a  Vg(y)A=-V,®(z,7)
X >0 Viely(z)
Ai=0 Vie L,\l(z),

(3.11)

e defina J = {i € Iy(z) | \; > 0}. Entdo J pertence G(Z) (e A € o tinico X mencio-

nado no item (a) acima).

Além disso, o seguinte resultado é obtido sobre a Hipdtese 3. Terd um papel

importante na boa definicao do nosso algoritmo.

Lema 3.3 (Lema 5, SANTOS et al. [19]) Seja z* uma solugao do EP(K, f).
Suponha que a Hipo’tese ¢ vdalida em y(z*) = x*. Entdo, temos que para qualquer
H € 0cF(x),

F(r) = F(z") = H(z — 27) = o(||lz — 7).
Além disso, se o Jacobiano de todo Vg; e V¢ sao Lipschitz continuo em z*, entdo
F(x) = F(z*) = H(z — 2*) = O(||lz — z*|]*).

A préxima condicao sera considerada na andalise do nosso algoritmo.

Hipé6tese 3.4 Para cada J € G(z) e A € M(x), temos

d' (M(%y(fﬂ)) + Z >\N2gz‘(y($))> d#0, VdeT(z), d#0,
onde T’ (z) = {d € R"|Vygi(y(x))'d = 0, Vi € J} e M(z,y) = Vi,é(z,y) +
Ve 0(x,y).

Lema 3.4 (Lema 3, SANTOS et al. [19]) Sejam dados © € R™ e y = y(T).
Suponha que as Hipdteses e sao vdlidas em i e T, respectivamente. Entdo a
matriz H?(z) = V/y(z) — I € nao-singular para todo conjunto de indices J € G(x).

Neste trabalho também exigiremos a seguinte hipotese, o principio da deterio-
rizacao limitada, que serd necessario para a convergencia da sequéncia gerada pelo

nosso método.

Hipétese 3.5 Seja x* uma solugao do EP(K, f). Suponha que as Hipdteses 3 e J
sao vdlidas em y(z*) = x*. Considere um nimero positivo ¢ € R e uma sequéncia

de matrizes { B} € R™"™ satisfazendo

1Biys = H(@")|| < || By = H(@")|| + ¢ [|a" — 2

. VHEIF@). (312)
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Observacao 3.1 FEsta hipotese é uma condicao padrao para provar a convergéncia
local de métodos do tipo Quase-Newton, veja por exemplo DENNIS e SCHNABEL
[51], LUKSAN e VLCEK [52].

Finalmente, relembramos o conhecido Lema de Banach que serd uma ferramenta

importante na analise do nosso método.

Lema 3.5 (Lema de Banach) Seja ||| uma norma arbitrdaria em R",que também

denota a norma (induzida) matricial. Se |A|| < 1, entdo I + A é ndo singular e

I+ 47 < —— (3.13)

b
L+ [lAf— 1—[lA]

Agora, estamos prontos para definir o algorimo.
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3.1 O Método Quase-Newton para Problemas de
Equilibrio (QNMEP)
Método QNMEP:

Passo 0: Escolha 2° € R" e uma matriz By € R" x R"; faca k := 0.

Passo 1: Encontre y* = argmin{¢(z*,y) |y € K}.
Se y* = 2%, Pare. (2 é uma solucao do EP(K, f)).

Passo 2: Considere a matriz By satisfazendo (3.12)) e procure uma soluciao d* do
sistema Byd = —F(2%);

Passo 3: Faca 2! = 2% 4+ d*, k = k + 1 e volte para o Passo 1.

As seguintes propriedades serao usadas para provar a convergéncia local do al-
goritmo. Eles generalizam resultados dados em DENNIS e SCHNABEL [51] para o

caso suave.

Lema 3.6 Sejax* uma solugao do EP(K, f). Suponha que as Hipdteses 3 e 4 sejam
vdlidas em y(z*) = x*. Se H’(z*) € OcF(x*) para algum J € G(z*) e B € R™"

satisfaz

1
_ J(,.*
|B— H(z%)]| < STE )] (3.14)
entao, B™! ¢é bem definida e satisfaz
B~ <2||H ()7 (3.15)

Demonstragdo: Da definigao de 9o F(z*), temos que H”(z*) = Vy’(z*) —I. Defina
A=BH(z*)' - I

Observe que A estd bem definida pelo Lema [3.4
Note que A = (B — H'(z*))H’(2*)~*. Logo

1Al = [[(B = H (") H (2) |
<@ = #H @]l )|

1
)

P —
~ 2[[HY (x*)

— <1
2
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Portanto, pelo Lema de Banach obtemos que
[+A=T1+BH(z*)"' — I =BH’(z*)™
é nao singular, portanto B! existe e temos
(I+A)~=(BH ()™Y' = H/(+")B™.

Além disso,

1
Bl < < 2.
) ” ~1—||BH/ (") —1I| —

Logo, o resultado segue, pois

HHJ(ZL'*

1B~ = || 27 @)~ 7 (@) B
< |27 @) |2 @) B~
<2|H’ ()7

O
Agora, a proxima propriedade nos permite estabelecer a boa definicao local do
algoritmo quando o ponto inicial 2° estd préximo a uma solucao z* do problema de

equilibrio e as matrizes By, estdo préximas a alguma H (z*) € 0o F'(z*).

Lema 3.7 (Lema das Vizinhangas) Seja 2* uma solugio do EP(K, f).  Supo-
nha que sao vdlidas as Hipdteses 3 e 4 em y(z*) = x*. Dado r € (0,1), existem
nimeros positivos € = &(r) e § = §(r) tais que a fungio ®(x,B) = x — B~ F(z)

esta bem definida e satisfaz
[®(x, B) — a*|| <7l — 7|

para qualquer x € Blz* €] e para qualquer B € B[H(x*),0| para algum H(z*) €
acF(x*)

Demonstra¢ao:  Considere H(z*) € JcF(x*). Pelo Lema a matriz H(z*) é
nao singular. Logo, podemos tomar d; € (0, m) Portanto, pelo Lema ,
se B € B(H(z*),01) , entao B~! estd bem definida e satisfaz

B~ < 2||(H @)™ (3.16)
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Assim, dado z € R" e 6 € (0,70,), a fungao ®(z, B) estd bem definida e

|

(3.17)

Agora, verificaremos cada termo da soma do lado direito da desigualdade acima.

Usando (3.16)), temos

lo = 2" = BT H (2")(x — 27| B B(z — 2%) = B~ H (27)(x — 27|
= [B7'B = H(z")](x — 27|
BB — H(z")| |z — 2]

<
< 2[H ()Mol — 2

Por outro lado, obtemos

[B7HF(z) — H(z")(z — 27)]

| <[ B[ IF(x) — H(z")(x — 2)]|
— H(a")(x —a7)|

L R e

Desde que F(z*) = 0, do Lema [3.3] segue que

L IF@) - Ht) e —a)]

a—a” l = 2|

=0.

Seja e = e(r) > 0 tal que

2@+Sw pwm—ﬂuw%wm@>< r

Jo—z*<e [l = ]| ~H @)

40



Logo, se ||B — H(z")|| < 0 e ||z — 2*|| < ¢, a conclusao segue de

|®(2,B) —2*|| = ||z = B™'F(z) — =
<2 H( *_1H6||x |+ 2||H )| Bla)

-1 F( H(x i x

<2y (s+ A= o -

e

=r|x—z"].

<|H(= [l — 7]

O

Na proxima secao trabalharemos com a analise de convergéncia do nosso método.

3.2 Analise de Convergéncia

A analise de convergéncia do método é mostrada usando o Lema e inducao sobre

a sequéncia gerada pelo algoritmo.

Teorema 3.1 Seja z* uma solugao do EP(K, f). Suponha que sejam wvdlidas as
Hipdteses 3 and 4 em y(z*) = x*, e seja { Bg tren € R™"™ uma sequéncia de matrizes
satisfazendo a Hipdtese 5. Considere F(x) = y(x) — x para todo x € R™. Dado

€ (0,1), existem miimeros positivos € = £(r) e 6 = §(r) tais que, se ||2° — z*|| <
e e ||Bo— H(z")|| < 9§ para algum H(z*) € OcF(z*), entao valem as seguintes

sentencas:

(a) z* é bem definida, ||2* — =
para todo k € N.

Fllz® — z*||, 2% € Bla*,¢] e By, € B[H(z*), 1]

(b) A sequéncia {2*}ren gerada pelo algoritmo converge pelo menos linearmente a

*

T .

Demonstracao:

(a) Considere a fungao ®(z, B) = v — B™'F(z). Dado r € (0,1), pelo Lema
temos que existem nimeros positivos 1 e d; tais que, se © € Blx*,e1] e B €
B[H (z*), 6] vale que ®(z, B) estd bem definida e | ®(z, B) — z*|| < r|lz — z*||.
Agora, tome € € (0,e1) e § € (0,6;) tais que

ce
1—1r

0+ <4

Provaremos por inducao que z* é bem definida, além disso, a sequéncia satisfaz
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k 2" € B(x*, )

Srkao—x*

Hx -z

By € BlH(z*), oy] € B[H(2*), 6]

onde o := 0 +ce(1 +r+7r?2+---+r*1)) para todo k € N .

Comecaremos mostrando que a base de inducao é vélida. Para isso, seja z :=
2% € Blz*,e] e B := By € B[H(x*),d] Entdo, temos que 2! = 2°— By ' F(2°) =
®(2°, By) é bem definida e satisfaz

I—ZE*

= [|®(2%, By) — «*|| < 7 []a® — 2

=

Além disso, z! € Blx*,¢| pois r |20 — z*|| < re < e.
Por outro lado, pela condicao (3.12) segue que

1By — H(a")|| < || Bo — H(z")|| + ¢ |2 — 27|
e usando o fato que x° € B[z* €] e By € B[H(z*), d], obtemos

ce
S 617

| By — H(z")|| §5—|—ce:a1§(5+1

assim, concluimos que By € B[H (z*), o] C B[H(x*), d1].

Agora, suponha que seja valida a hipdtese de inducao, isto é, suponha que
zF=1 &6 bem definida, ||z*~! — 2*|| < r¥71 2% — 2*||, 2F7 € Bla*,¢] e By, €
B[H (z*), ag—1].

Novamente, pelo Lema com z = z¥' e B := B,_; segue que z*F =

g1 — B F(2kY) = (271, By ;) é bem definida e satisfaz

k <7’k5§5

= H(ID(a:k_l,Bk_l) - a:*H <r ||$k_1 —a*

SrkaO_x*

s

Além disso, usando a condigao (3.12)), a hipétese de indugao e a desigualdade

acima, obtemos que

1

1By — H(z")|| < |Be1 — H(z®)|| + ¢|[2" " = 2*|| € apor 4+ cer™™ ' =

Logo, segue que By, € B[H(x*),ap] C B[H(z"),01] pois ax <+ % < 4y

Portanto, o resultado segue.
(b) E consequéncia imediata de (a).
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3.3 Resultados Numéricos

Nesta secao, apresentamos alguns experimentos numeéricos, testando e comparando
as performances do nosso algoritmo com dois outros métodos conhecidos para resol-
ver problemas de equilibrio dados na literatura.

Na verdade, consideramos quatro esquemas numéricos para resolver problemas
de equilibrio. Primeiramente o método Glowinski-Le Tallec splitting estudado em
VUONG e STRODIOT [53] (GLT), o método do subgradiente inexato projetado
introduzido em SANTOS e SCHEIMBERG [20] (IPSM), QNMEP com atualizagao
BFGS (QNMEP1,) e QNMEP com uma matriz fixa apds a primeira iteragdo de
Newton (QNMEP1,), ver e. g. SANTOS et al. [19]. Em ambas variagoes de QN-
MEP, usamos a fun¢éo auxiliar h(z,y) = ||z —y||*, 7 > 0.

Os algoritmos foram feitos em MATLAB R2019b em um notebook Intel Core i7
1.8 GHz 8 GB RAM para obter os resultados numéricos. A condicao de parada é
ly* — 2*|| < 107°.

Exemplo 3.1 Considere o conhecido problema de otimizacdo de Rosen-Suzuki, veja
por exemplo BELO CRUZ et al. [T])], e sua reformula¢ao como um problema de
equilibrio. A bifungao € dada por f(z,y) = é(y) — ¢(x) com

(x) = o3 + 22 + 223 4+ 22 — 5y — dxg — 213 + Ty
O congunto de restrigoes € definido por C = {x € R* : ¢;(x) <0, i =1,2,3}, onde
g(r) = B2+ xi+ai+ai+o—xot+a3—14—8,

go() T3 4 203 + 22 + 223 — 71 — x4 — 10,

g3(r) = 222+ 23+ 22+ 2% — 29 — 24 — 5.

O ponto dtimo é T = (0,1,2,—1).

Para o QNMEP1, e o QNMEP1,, usamos 7 = 0.001. Para o IPSM, tomamos
By = 24/(k + 1) e y = max{4.9, |f,(z*,2¥)||}. Para o GLT, usamos \; = 0.5 e
A2 = 0.3, como sugerido em VUONG e STRODIOT [53].

A tabela mostra o tempo de processamento (CPU time) e o ntimero de

iteracoes para todos os algoritmos testados, considerando os pontos iniciais 2° =

(1,-1,2,-3)T e 2° = (5,—5,5, —5)7.

Exemplo 3.2 Considere o Problema de Polui¢io da Bacia Hidrogrdfica dado em
VON HEUSINGER e KANZOW [5]] que consiste de trés jogadores com fungoes
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Tabela 3.1: Resultados para o Exemplo |3.1
QNMEP1, QNMEP1, IPSM GLT
2V | Tter. | CPU(s) | Iter. | CPU(s) | Iter. | CPU(s) | Iter. | CPU(s)
5 0.0506 3 0.0302 7 0.0627 1 0.0297
2 6 0.0595 3 0.0315 7 0.0657 4 0.0810

—_

payoff:
oj(x) = ujxg + 0.01z;(xy + 29 + x3) —vjz;, j=1,2,3

onde u = (0.01,0.05,0.01) e v = (2.90,2.88,2.85), e as restricoes sao dadas por

100

3.25x1 4+ 1.25x9 4+ 4.12523
100.

<
2.291xy + 1.5625x9 + 2.8125x3 <

Para o QNMEP1, e o QNMEP1,, usamos 7 = 0.001. Para o IPSM, tomamos

Br = ,%01 e v = max{l,| f,(z* 2*)||} para todo k¥ € N. Para o GLT, usamos
A1 =15 e Ay = 10, como sugerido em VUONG e STRODIOT [53].
Na Tabela apresentamos o tempo de processamento (CPU time) e o niimero

de iteracoes para todos os algoritmos testados, considerando z° = (0,0,0)T e 2° =
(1,1,1)7.

Tabela 3.2: Resultados para o Exempla3.2
QNMEP1, QNMEP1, IPSM GLT
2V | Tter. | CPU(s) | Iter. | CPU(s) | Iter. | CPU(s) | Iter. | CPU(s)
19 | 0.0935 19 | 0.0913 | 31 0.1366 12 | 0.0994
2] 20 | 0.0964 | 18 | 0.0881 | 31 0.1380 12 | 0.1053

—_

Exemplo 3.3 Considere o problema de equilibrio dado em SANTOS e SCHEIM-
BERG [20)], onde

5
C:{xER5: o >-1, —5< <5, z’:1,...,5}
=1

e a bifuncao ¢ da forma

f(r,y) = (Px+Qy+q,y — ).
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As matrizes P, Q) e o vetor q sao definidos por

312 0 0 0 161 0 0 O
2 36 0 0 O 1 16 0 0 O
P=10 0 352 0f,Q@=(0 0 151 0
0 0 2 330 0 0 1 15 0

o0 0 0 3] 00 0 0 2]

eq=(1,-2,—-1,2,—-1".

Para o QNMEP1, e o QNMEP1,, usamos 7 = 5. Para o IPSM, tomamos S, = %
e v = max{4.8, ||f,(z*,2%)||} para todo k € N. Para o GLT, usamos A\; = 0.2 e
A2 = 50, como sugerido em VUONG e STRODIOT [53].

A Tabela apresenta o tempo de processamento (CPU time) e o nimero de

iteracoes para todos os algoritmos testados, considerando os pontos iniciais 2° =

(1,3,1,1,2)T e 2° = (—1,0,2,3,1)".

Tabela 3.3: Resultados para o Exemplo 3.3
QNMEP1, QNMEP1, IPSM GLT

2V | Tter. | CPU(s) | Iter. | CPU(s) | Iter. | CPU(s) | Iter. | CPU(s)
2 0.0106 2 0.0108 18 0.0809 3 0.0305
2 0.0105 2 0.0111 39 | 0.1702 3 0.0303

DN —

Os resultados tedricos sao confirmados pelos experimentos numéricos. A com-
paragao do método QNMEP com dois esquemas é também apresentada. Parece que
o QNMEP possui uma boa performance numérica, ambas em termos no ntimero de
iteragoes e no tempo de processamento. De fato, o comportamento numérico do

QNMEP deve ser estudado e é uma diregao promissora a ser investigada.
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Capitulo 4
Problemas de Quase-Equilibrio

Neste capitulos faremos uma breve apresentagao, incluindo seus resultados e prin-
cipais técnicas de demonstracao sobre as principais referéncias da literatura sobre
existéncia de solugao para problemas de quase-equilibrio.

Sejam X um espago de Banach real e C' um subconjunto convexo, fechado e nao
vazio de X. Seja K : C' = C' uma aplicacao ponto-conjunto. Seja f: C x C — R
uma bifuncao de equilibrio, isto é, f(z,z) = 0, Vo € C. O Problema de Quase-
Equilibrio (PQE), consiste em

encontrar T € K(Z) tal que

B B (4.1)
f(z,y) >0, Vye K(z).

-

O PQE possui, como casos particulares, o problema de equilibrio classico, o problema

de desigualdades quase-variacionais, o problema de equilibrio de Nash generalizado,
etc.

A seguir exibimos alguns casos particulares do problema de quase-equilibrio,

mostrando que este problema engloba outros problemas importantes da literatura.

Desigualdade Quase-Variacional

O problema de desigualdade quase-variacional (DQV) foi introduzido nos traba-
lhos de BENSOUSSAN et al. [55], BENSOUSSAN e LIONS [56], BENSOUSSAN e
LIONS [57, 58] e é definido como segue:

Seja X™* o dual topolégico de um espaco de Banach real X. Seja C' um subcon-
junto fechado, convexo e nao vazio de X. Dadas duas aplicagoes ponto-conjunto
T :X = X*e K : (C = C, onde T possui valores fracamente compactos. O

Problema de Desigualdade Quase-Variacional consiste em

encontrar = € K(z) tal que

DQV (K, [): { Jao* € T(Z) com (z*,y—2Z) >0, Vye K(Z).
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Para reformular o problema de Desigualdade Quase-Variacional como um problema

de quase-equilibrio, defina a bifuncao f : C' x C'— R por

flz,y)= sup (a",y—x).
z*eT(z)

Para mais informagoes sobre DQV |, veja por exemplo, AUSSEL e COTRINA [59].

Equilibrio de Nash Generalizado

O Problema de Equilibrio de Nash Generalizado foi introduzido por DEBREU [60]
e possui como caso particular o problema de equilibrio de Nash NASH [61} 62]. O
problema é definido a seguir:

Sejam Iy = {1,--- , N} o conjunto de N jogadores e C,, subconjuntos nao vazios
de espagos de Banach X, onde C, o conjunto de estratégias de cada jogador v € Iy.

O vetor de estratégias do conjunto de estratégias C,, é denotado por x” e definimos

C=]J[C =Cx--xCx e C,:= ][] Cu

veln neln\{v}

ambos subconjuntos de X := X; x --- Xy. A funcao utilidade 6, : C — R do
jogador v e sua aplicacao ponto-conjunto de restricoes K, : C_, = C,,.

O problema de equilibrio de Nash generalizado para o jogo generalizado
{C,,0,,K,},c1, consiste em encontrar um 7 = (z',--- ,z") € C tal que, para todo
v € Iy, temos que, z¥ € K,(z7%) e &z = (Z¥,z") é solucao do seguinte problema de
minimizagao

{ min,, 6,(z¥,27) (4.2)

sa. z, € K(z7),

Encontrar uma solucao z € C para PENG é equivalente a resolver o PQE com
f:C x C — R dada pela bifuncao

N

Fley) = S0, a™) = O, (a" 2],

v=1

e K : C' = C a aplicacao dada pelo produto cartesiano dos conjuntos de estratégias

de todos os jogadores
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Problema de Equilibrio

Sejam X um espaco de Banach real e C' um subconjunto convexo, fechado e nao

vazio de X. O Problema de Equilibrio (PE) consiste em

(4.3)

(PE) Encontrar 7z € C' tal que
f(@,y) >0 VyeC.

O problema de equilibrio classico foi estudado por FAN [63], mas apareceu com esse
nome em BLUM e OETTLI [23], onde os autores mostraram que este problema en-
globa vérios outros problemas interessantes, tais como: problemas de minimizagao,
problemas de desigualdades variacionais, problemas do ponto fixo, etc. Veja e. g.
[20, 64-67] e suas referéncias. Note que o problema de equilibrio cldssico é um caso
particular de PQE em que a aplicacao ponto-conjunto K : C' == C' é constante, isto
é, K(z) = C para todo z € C, onde C' é um subconjunto de um espago de Banach
real X.

A mais antiga literatura encontrada sobre existéncia de solugao para o PQE, foi
estabelecida nas notas de MOSCO [I], onde o autor considera o seguinte problema

de quase-equilibrio: encontrar u € C tal que
ueQu) e glu,w) <0, YweQ(u). (4.4)

No seu trabalho a existéncia de solucao para problemas de quase-equilibrio é obtida,
exigindo que o conjunto C seja nao vazio, convexo e compacto de um espago de
Hausdorff localmente convexo e certas condicoes de continuidade sobre a aplicagao
ponto-conjunto K : C' = C.

Em NOOR e OETTLI [2] o PQE ¢é dado da seguinte maneira: encontrar = € C,
y € D tal que

reS@,yeT(@), [fxy=/[fEy), VeeST),

onde X e Y sao espagos vetoriais topologicos, C C X, S:C = C,T:(C = D and
f:CxD —R. OPQE é estudado, supondo que C' e D sao conjuntos convexos,
compactos e nao vazios, a aplicacao S é continua com valores convexos, compactos
e nao vazios e f é quaseconvexa na primeira variavel e continua em ambas.

CUBIOTTTI [3] mostra resultados de existéncia, onde as hipéteses de semicon-
tinuidade superior da aplicacdao ponto-conjunto nao é exigida. A ideia consiste em
aplicar o Teorema da selecao de Michael (Teorema 3.1”" de MICHAEL [68]), para
escolher uma selecao continua na aplicacao ponto-conjunto K, a partir dela, usar o
teorema do ponto fixo de Brouwer.

Afim de obter resultados de existéncia para problemas de equilibrio de Nash, em
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CUBIOTTT [27], o autor explora o uso das mesmas técnicas de demonstragao para
mostrar que o problema de quase-equilibrio possui solucao e, como consequéncia,
resultados de existéncia de solucao para problemas de equilibrio de Nash sao obtidos,
com isso, o autor estende o teorema de existéncia de equilibrio de DEBREU [60]
para problemas de equilibrio de Nash.

AUSSEL et al. [4] estudam o problema de quase-equilibrio definido em ([2), abor-
dando o seguinte problema de quase-equilibrio de Minty (PQEM) associado: encon-

trar T € K(z), tal que
f(y,z) <0, para cada y € K(7).

Eles estabelecem a relacao entre o PQE e o PQEM. A existéncia de solucao para
PQE em R™ é desenvolvida usando técnicas de ponto-fixo. Os autores supoe que
o conjunto C' é nao vazio e compacto. As principais ferramentas para mostrar
o resultado de existéncia, consiste em usar o lema de Ky Fan para mostrar que o
problema de equilibrio possui solucgao e definir uma aplicagao ponto-conjunto a partir
do conjunto solugao. Sobre certas condic¢oes, é mostrado que o conjunto solugao é
fechado, convexo e a aplicagao ponto-conjunto definida a partir dele é semicontinua
inferior. Além disso, os autores usam o teorema do ponto fixo de Kakutani [69].
CASTELLANI e GIULI [5] estabelecem a existéncia de solu¢ao para PQE em
espagos de Banach separaveis, estendendo alguns resultados de CUBIOTTI [27], e,
como consequéncia, a existéncia de solugao para problemas de equilibrio de Nash
generalizados é obtida. Em seu trabalho é usada a mesma ferramenta que [3]. A
compacidade do conjunto de restrigoes C', entre outras condigoes é exigida, para
aplicar o teorema da selecao de Michael e o teorema do ponto fixo de Schaulder.

Entraremos em mais detalhes nas segoes a seguir.

4.1 Existéncia de solucao para o Problema de
Quase-Equilibrio

Nesta secao apresentamos o problema de quase-equilibrio e alguns resultados de
existéncia encontrados na literatura. Inicialmente, apresentamos o PQE estudado

por MOSCO [I], em seguida exibimos os principais resultados de existéncia de
solugao dados em NOOR e OETTLI [2], CUBIOTTI [3], AUSSEL et al. [4], CAS-
TELLANI e GIULI [5] e COTRINA e ZUNIGA [26].

4.1.1 O PQE de MOSCO [I]

Considera o seguinte Problema de Quase-Equilibrio:
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Encontrar u € C' tal que

PQE(9,Q) : { ueQu) e glu,w) <0, Ywe Qu).

O autor trabalha com as seguintes definigoes:

Definigao 4.1 A funcgdo g € hemicontinua em C x C, quando g(x+t(y — x),y) na

varidavel t € [0,1] é semicontinua inferior quando t \, 0 para quaisquer x, y € C.

Definigao 4.2 A fung¢do g € mondtona quando g(u,v)+g(v,u) > 0 para todo u,v €
C

Definicao 4.3 Uma aplicacao Q : C' = C ¢é semicontinua superior quando, para
toda sequéncia generalizada (uq,v,) convergindo para (u,v) em C x C, satisfazendo
Vo € Q(uq), tivermos que v € Q(u).

Definicao 4.4 Uma aplicagao QQ : C = C' ¢é semicontinua inferior quando: se ug,
for uma sequéncia generalizada convergindo para u € C, entao, para cada w € C,

existe wy, € Q(uy) tal que w, converge para w € C.

Definigao 4.5 Uma aplicacao QQ : C = C € continua quando for semicontinua

superior e semicontinua inferior.

Teorema 4.1 (Teorema 7.1 pdg 110 de MOSCO [1]) Suponha que o problema de
quase-equilibrio (4.5) satisfaca as sequintes condigoes:

(a) C € um subconjunto nao-vazio, convexo e compacto de um espago real de Haus-

dorff localmente convezo;

(b) Q : C = C € uma aplicagdo ponto-conjunto continua que associa um

subconjunto convezo, fechado e nao vazio Q(u) de C, para cada u € C;
(c) g:C xC — R é semicontinua inferior e tal que g(u,u) < 0 para todo u € C;
(d) g é mondtonalf.9 em C;
(e) g € hemicontinua 4.1 em C x C;
(f) g(u,-) : C"—= R € concava e semicontinua superior, para cada u € C.

Entao PQE(K, g) possui solugao.
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4.1.2 O PQE de NOOR e OETTLI [2]

Estuda o seguinte Problema de quase-equilibrio:

Encontrar uw € X, y € Y tais que
ueCueK@),yeT@), [f(vy)=[f(wy), YveK(@), (4.6)

onde X e Y sao espacgos vetoriais topologicos, C C X, K : C =2 X, T:C =2 Y e
f:CxY — R. Exibimos a seguir um dos seus principais teoremas de existéncia de

solugao:

Teorema 4.2 (NOOR e OETTLI [2]) Para C C X, D CY, S:CxD =2 C,
T:CxD=D, f:CxD—=R,qg:CxD—R. Suponha que valem as sequintes

hipoteses:
(i) C e D sao convezos, compactos e nao vazios;

(i) S e T sao semicontinuas superiores com valores converos, compactos e nao

VaZL08;
(i1i) f e g sao semicontinuas inferiores, f(-,y) e g(x,-) sio quaseconvezas;
(iv) as fungoes
F(z,y) :==min{f(§,y) : £ € S(z,y)},
G(z,y) = min{g(z,n) : n € T(z,y)}
sao semicontinuas superiores em C X D.

Entao existe (zZ,y) € C x D tal que

{ €Sy, fl,y) (4.7)

Ty, gl

Como aplicacao do teorema anterior, os autores obtém o seguinte resultado:

Teorema 4.3 Para C C X, D CY,S:C=C, T:C=D, f:CxD — R.
Suponha que valem as sequintes condigoes:
(i) C e D sao convexos, compactos e nao vazios;
(i) T é semicontinua superior com valores convexos, compactos e nao vazios;
(111) S € continua com valores converos, compactos e nao vazios;
(v) f(-,-) € quaseconvexa na primeira variqvel e continua am ambas.

Entao, existe (Z,y) € C x D tal que

Te 8@, yeT@), [f(z.y)=/f(Ty), VeeS@)
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4.1.3 O PQE de CUBIOTTI [3]

Dados um subconjunto nao vazio C' C R", um subconjunto nao vazio D, duas
funcoes T': C — D, f : R™ x D — R e uma aplicagao ponto-conjunto S : C' = R".
O problema de quase-equilibrio considerado em [3] consiste em encontrar & € R™ tal
que

reC,zeS) e f(z,Tz)< f(x,T%), Vre S(2). (4.8)

O autor mostra a existéncia de solucao de problemas de quase-equilibrio exigindo
também a compacidade do conjunto C. Além disso, é usada a semicontinuidade

inferior da aplicagao ponto-conjunto 7" : C' = R™.

Definicao 4.6 Sejam X,Y dois espagos topologicos. Uma aplicagao ponto-conjunto
F: X ==Y ¢ chamada de semicontinua inferior em X se, para cada aberto 2 CY,

o conjunto
F7(Q)={zeX:Flx)nQ#0}

€ aberto em X.

Definicao 4.7 Uma aplicagao ponto-conjunto F' : X = Y € chamada de semi-
continua superior em X se, o conjunto para cada fechado Q@ C'Y, o conjunto F~(Q)
¢ fechado em X. Em particular, quando X =Y, a aplicacao F ser semicontinua

superior equivale a dizer que o conjunto {z € X : x € F(x)} é fechado.

Definicao 4.8 Sejam X, Y dois espacos topologicos e F' : X =Y wuma aplicacao
ponto-congunto. Uma sele¢ao de F' é uma funcao ¢ : X — Y tal que p(x) € F(x),
para cada v € X. Uma selecao continua de F € uma selecao de F', onde ¢ é uma

funcao continua.

Teorema 4.4 (Teorema 3.1”° de MICHAEL [68]) Toda aplicagio  ponto-
conjunto semicontinua inferior F, de um espaco perfeitamente normal Ty em um
espaco de Banach separdvel Y com wvalores converos e nao vazios, admite uma

selecao continua.

Teorema 4.5 (Ponto fixo) Seja C um conjunto convezo e compacto de um espago

de Banach. Entao toda fun¢ao continua ¢ : C' — C' possui um ponto fizo.

Teorema 4.6 Sejam C' C R", D um conjunto nao vazio, T :C — D e f:CxD —
R duas fungoes. Seja S : C = C uma aplicagao ponto-conjunto. Suponha que:

(a) C nao vazio, compacto e convero;
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(b) S € semicontinua inferior com valores convexos nao vazios e o conjunto
E={reC:zeSx)}

¢ fechado;
(c) para x € C a fungao f(-,Tx) é quaseconvexa;

(d) a aplicagao ponto-conjunto ® : C' = C' definida por
D) = {v € S(x) : f(a.Tx) > f(o,T)}

¢ semicontinua inferior.

Entao o problema [{.8 possui solugao.

A ideia da prova consiste em aplicar o teorema da sele¢io de Michael [4.4] para
escolher uma selecao continua (4.8) na aplicagao S e a partir dela, usar o Teorema
do Ponto Fixo de Brouwer.

Usando as mesmas técnicas de demonstragao, em [27] obtém o seguinte resultado:

Teorema 4.7 (CUBIOTTI [27]) Sejam X wm conjunto convexo e compacto de
R™ T': X = X uma aplicagao ponto-conjunto e ¢ : X x X — R uma func¢ao real.
Suponha que:

(i) T é semicontinua inferior com valores converos e nao vazios;
(ii) o conjunto de pontos firos A :={x € X : x € I'(x)} € fechado;
(iii) o conjunto {(z,y) € X x X : ¢(x,y) < 0} € fechado;

(iv) para cada x € X a func¢ao ¢(z,-) € quaseconcava em T'(x);

(v) para cada x € A, temos que ¢(x,x) < 0.

Entdo existe & € X tal que & € I'(Z) e supyepz) ¢(2,y) < 0.

4.1.4 O PQE de AUSSEL et al. [4]

Aborda o seguinte problema de quase-equilibrio de Minty (QMEP) associado:

(4.9)

encontrar T € K(z), tal que
f(y,z) <0, para todo y € K(Z).

Além disso, estabelece a relagao entre QEP e QMEP, exigindo a seguinte hipdtese

para a bifungao f:
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Definicao 4.9 Uma bifuncao f possui a propriedade do sinal superior em v € K,

se, para cada y € K, vale a sequinte implicagao:
flar,2) <0, Vte(0,1) = f(z,y) 20,

onde x; := (1 — t)x + ty.

Definicao 4.10 Uma bifuncao f : X x X — R é chamada de quasemondtona em

C se, para cada x,y € C, vale que

flz,y) > 0= f(y,z) <0.

Definicao 4.11 Uma bifuncao f: X x X — R € propriamente quasemondtona em
C se, para cada x1,%9, -+ , Ty € C, e para cada x € conv{xy, o, - ,Tp}, eziste
ie{l,2,--- ,m} tal que

f(zs,z) <O0.

Definicao 4.12 Uma bifuncdo f : X x X — R € pseudomondtona em C se, para
cada x,y € C, vale que

flz,y) > 0= f(y,z) <0.

Definicao 4.13 Uma funcao h : X — R é chamada de semiestritamente quasecon-

vexa em um subconjunto convero C, se h for quaseconvera em K e
h(x) < h(y) = h(z) <hly), Vzelzyl,

para todo x,y € C

Hipétese 4.1 f(z,x) =0, para cada x € C.

Hipétese 4.2 f(x,-) € semiestritamente quaseconveza, para cada v € C.
Hipdtese 4.3 f(x,-) é semicontinua inferior, para cada x € C.

A existéncia de solucao para problemas de quase-equilibrio em R™ é provada
usando técnicas de ponto fixo. FExibimos a seguir o seu principal teorema de

existéncia de solucao para QEP.

Teorema 4.8 (AUSSEL et al. [4]) Seja f: R" x R* — R uma bifuncao, C' um
subconjunto nao vazio e compacto de R" e K : C' = C' uma aplica¢ao ponto conjunto.

Suponha que valem as sequintes propriedades:

(i) A aplicagio K € fechada e semicontinua inferior, com valores convezos, e

int(K(x)) # 0, para todo x € C;
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(ii) f tem a propriedade do sinal superior em C' ({.9);

(i11) int(K(x)) # 0, para todo x € C' e, para cada z,y € R" e toda sequéncia
{yn} CR™ convergindo para y, vale que

liminff(yn,x) <0= f(y,x) <0,
n—-+0oo
ou, para cada x,y € R™ e todas sequéncias {x,}, {y,} C R", convergindo para

x,y respectivamente, vale que

liminf f(yn, z,) < 0= f(y,x) <0,

n—-+o00

(iv) f € propriamente quasemondtona e satisfaz as hipoteses e (4-9).

Entdo o problema de quase-equilibrio QEP admite pelo menos uma solugao.

As principais ferramentas para provar a existéncia de solucao de PQE em AUS-
SEL et al. [4], consiste em usar o Lema de Ky Fan [37] para mostrar que o problema
de equilibrio CFP possui solucao e definir uma aplicacao ponto-conjunto a partir do
conjunto solugao. Sob determinadas hipdteses, é mostrado que o conjunto solugao é
convexo fechado e a aplicacao ponto-conjunto definida a partir dele, é semicontinua
superior. Assim é possivel aplicar o Teorema do Ponto Fixo de Kakutani [69] para

mostrar que existe um ponto fixo e portanto uma solucao para o QMEP.

Teorema 4.9 (KAKUTANI [69]) Seja X C R™ um conjunto fechado, limitado
e convezo. Para cada x € X, seja F(x) um subconjunto de X, ndo vazio e convezxo.
Suponha que o grdafico da aplicacao ponto-conjunto F' : X = X ¢é fechado em X x X.
Entao existe um ponto x* € X tal que x* € F(x*).

Aqui, necessariamente é usada a compacidade do conjunto C. A propriedade
do sinal superior garante que toda solucao do QMEP é solucao do QEP. Assim, a

existéncia de solucao é obtida.

4.1.5 O PQE de CASTELLANI e GIULI [5]

Afim de estender o resultado em CUBIOTTI [3], os autores estabelecem a existéncia
de solucao para problemas de quase-equilibrio em dimensao infinita, mais especifi-
camente em espacos de Banach separaveis, denotado por X, sem exigir a semiconti-
nuidade inferior da aplicacao ponto-conjunto K. Além disso, os valores da aplicagao

K pertencem a uma determinada familia de conjuntos, denotada por D(X).
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Definicao 4.14 Seja C C X um conjunto convexo. Um conjunto convexo S C C' é
uma face de C' se, 1,19 € C, t € (0,1) etr1+(1—t)xy € S, implica que x1, 25 € S.
Quando a face contém um unico ponto, este ponto € chamado de ponto extremo de

C.

Definigao 4.15 Seja C' um subconjunto convexo de X e F a cole¢do (possivelmente
vazia) de todas as faces fechadas de clC. Entao

(C)==c\Js

SeF

€ o conjunto dos pontos interiores de C'.

D(X) ={C CX:C é convexo ¢ I(clC) C C}.

Esta familia de conjuntos foi introduzida em MICHAEL [68], onde foi mostrado
que contém todos os convexos fechados ou com interior nao vazio. Além disso,
quando X é um espaco de dimensao finita, D(X) coincide com a familia de todos os

conjuntos convexos.

Teorema 4.10 (Selecao de Michael) Toda aplica¢ao ponto-conjunto F  semi-
continua inferior de um espacgo perfeitamente normal Ty em um espaco de Banach

separdvel Y com valores nao vazios na classe D(Y) admite uma selegao continua.

Teorema 4.11 (ponto fixo de Schauder) Seja C' um subconjunto convezo e
compacto de um espago de Banach. Toda fungao continua ¢ : C — C' possui um

ponto fixo.

No teorema de existéncia de solugao para problemas de quase-equilibrio de CAS-
TELLANI e GIULI [5], a compacidade do conjunto C' ainda é exigida e a semicon-
tinuidade inferior da aplicacao ponto-conjunto K : C' = C' também, para entao,
aplicar o teorema da sele¢ao de Michael e o teorema do ponto fixo de Schaulder
Enunciamos seu principal resultado a seguir:

Teorema 4.12 (CASTELLANI e GIULI [5]) Seja X um espago de Banach se-
pardvel e C' C X um subconjunto convero e compacto. Suponha que a aplicacao
K : C = C seja semicontinua inferior com K(z) € D(X), nao vazia para cada
r € Ce fix(K) :={x € C:x € K(x)} fechado. Além disso, suponha que

f(z,x) >0, para todo x € C, e o conjunto de nivel

{yeC: f(z,y) <0}
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seja convexo para todo x € fix(K) e o conjunto
{(z,y) € fiz(K) x C: f(z,y) <0}
seja aberto em fix(K) x C. Entio QEP possui solug¢do.

Como caso particular, é provada a existéncia de solucao para o problema de
equilibrio de Nash generalizado. Neste trabalho ¢ usada a mesma técnica de de-
monstragao de CUBIOTTI [3].

Para métodos computacionais para problemas de quase-equilibrio no espaco eu-

clidiano R™, veja por exemplo, BIGI e PASSACANTANDO [70] e suas referéncias.
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Capitulo 5

Existéncia de Solucao para

Problema de Quase-Equilibrio

Neste capitulo apresentamos, sob hipdteses razoaveis, condi¢oes para existéncia de
solucao de problemas de quase-equilibrio usando a teoria FKKM. Além disso, aplica-
mos a ferramenta desenvolvida na obtencgao de existéncia de solucao para problemas
de desigualdades quase-variacionais (DQV) e problemas de equilibrio de Nash gene-
ralizado (PENG).

5.1 Existéncia de Solucao

Sejam X um espaco de Banach real e C' um subconjunto fechado, convexo e nao
vazio de X. Seja f : C'x C'— R uma bifuncao tal que f(x,z) = 0, para cada z € C.
Seja K : C' = (' uma aplicagao ponto-conjunto. O problema de quase-equilibrio

consiste em

encontrar 7 € K(z) tal que

_ - (5.1)
f(#,y) >0, Vye K()

rosg){

O problema de quase-equilibrio (PQE) possui, como casos particulares, o pro-
blema de equilibrio classico, o problema de desigualdades quase-variacionais, o pro-
blema de equilibrio de Nash generalizado, etc. Veja por exemplo, BLUM e OETTLI
[23], TUSEM [7], TUSEM et al. [6], AUSSEL e COTRINA [59], JACINTO [24], FAC-
CHINEI e KANZOW [25] e suas referéncias.

Devido a sua estrutura flexivel e adaptavel, existéncia de solugoes para o PQE
tem sido pesquisada por muitos autores, por exemplo, MOSCO [I], NOOR e OET-
TLI [2], AUSSEL et al. [4], CASTELLANI e GIULI [5], COTRINA e ZUNIGA [26],
CUBIOTTI [3] e suas referéncias.

Como visto no capitulo anterior, MOSCO [I], NOOR e OETTLI [2], AUSSEL
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et al. [4], CUBIOTTI [3|, 27], CASTELLANI e GIULI [5] ¢ COTRINA e ZUNIGA
[260] mostram resultados de existéncia de solucao para o PQE exigindo a compa-
cidade do conjunto de restricoes C'. Nossa abordagem é muito importante, ja que
exigimos que o conjunto C' seja fechado e nossa hipdtese em f e K que pode ser mais
fraca que quaseconvexidade, dependendo das propriedades da aplicacao K. Além
disso, para atingir o nosso objetivo, a nossa principal ferramenta foi o Lema FKKM
generalizado, estabelecido em JACINTO e SCHEIMBERG [9] e exploramos a teoria
KKM generalizada.

Relembramos algumas definigoes vistas no Capitulo [I]

Definicao 5.1 Sejam A e B subconjuntos nao vazios de X tal que B é convexo.
Uma aplicacdo ponto-conjunto G : A = B € chamada de KKM se, para cada sub-
congunto finito {y1,--- ,y,} de A, existe um subconjunto finito {z1,--- ,z,} de B

tal que, para todo subconjunto {x;,--- ,x; } C {x1, -+ ,xp}, vale que

k
cofzy, -2} €| Glys,).

Jj=1

Definicao 5.2 Sejam A e B subconjuntos ndao vazios de X. A aplicacdo ponto-
conjunto G : A = B satisfaz a propriedade de transferéncia de fechos se, para cada
yeA xeBex¢Gy), existe um elemento y € A tal que x ¢ clpG(Y').

A seguinte caracterizacao da Definicao é dada em TIAN [39).

Lema 5.1 Uma aplicagao ponto-conjunto G : A = B satisfaz a propriedade de

transferéncia de fechos se, e somente se,

(G =) clsG(y).

ycA ycA

Note que, quando uma aplicacdo ponto-conjunto é fechada, isto é, G(y) =
clpG(y), entdo ela satisfaz a propriedade de transferéncia de fechos.

O proximo resultado terd um papel importante no desenvolvimento do nosso
trabalho, pode ser visto em JACINTO e SCHEIMBERG [9], Teorema 3.1.

Teorema 5.1 Sejam A e B dois subconjuntos nao vazios de tal que B é convexo
e seja G : A = B uma aplica¢do ponto-conjunto. FEntao clgG : A = B ¢ uma
aplicagao KKM generalizada se, e somente se, a familia de conjuntos {clgG(y) :
y € A} possui a propriedade da intersecao finita, ou seja, qualquer interse¢ao finita

de subconjuntos da familia é nao vazia.

Relembramos o teorema que serd usado para provar a existéncia de solugao do
problema de quase-equilibrio, estabelecido em JACINTO e SCHEIMBERG [9].
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Teorema 5.2 Sejam A e B subconjuntos ndo vazios de um espaco vetorial real

topologico de Hausdorff X tal que B é convexo. Suponha que a aplicacio G : A = B
verifica as sequintes condigoes:

(i) clgG : A= B é uma aplicagio KKM generalizada;
(ii) G possui a propriedade de transferéncia de fechos de imagem;

(ii) existe um subconjunto finito Ay de A tal que (¢4, clgG(2) € compacto;

entao,

() G(a) # 0.

a€A
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5.1.1 Teorema de existencia de solucao para o Problema de
Quase-Equilibrio.

O préximo Teorema estabelece condigoes para existéncia de solugao para o Problema
de Quase-Equilibrio. A demonstracao do Teorema é dividida em quatro passos:
definiremos uma aplicagao clpix)G : C = Fiz(K) e no Passo 1 mostraremos
que a aplicagdo G : é uma aplicacio KKM generalizada, isto é, satisfaz o item (i)
do Teorema [5.2} no Passo 2 mostraremos que G satisfaz o item (i) do Teorema
b.2] isto é, G possui a propriedade de transferéncia de fecho de imagens; no Passo 3
mostraremos que G satisfaz a condigao (iii) do Teorema[5.2]e no Passo 4 mostraremos

que um elemento 7 € (. G(y) é uma solugio do PQE.

Teorema 5.3 Seja X um espago de Banach real e C' um subconjunto convexo fe-
chado e nao vazio de X. Seja K : C' = C' uma aplicagao ponto-conjunto. Supo-
nha que o conjunto de pontos firos de K, Fix(K) seja nao vazio e convezro. Seja
f:C xC — R uma bifungao tal que f(z,x) = 0, para todo v € C. Suponha que

valem as sequintes condigoes:

(Q1) Para todo conjunto finito {yi, -+ ,ym} C C, existe um subconjunto finito
{1, ,xn} de Fiz(K), tal que, para todo subconjunto {x; ,--- ,z;} de
{x1,--- ,xm} e para todo ponto x € co{wx;,, - ,x;,}, eviste um j € I, e uma
sequéncia {2*} C Fix(K) com 2* € K(2*), convergindo para x tal que para
todo k € N

vy KD ou () >0

(Q2) Se, para algum x € Fix(K) ey € K(x), valer que
f(z,y) <0, (5.2)
entao, existe um e >0 ey’ € C tal que:

vy € K(2), f(2,y) <0, Vze B(x,e)N Fix(K). (5.3)

(Q3) Existe um subconjunto compacto e ndo vazio L de Fixz(K) e um subconjunto
finito {y1,--- ,y} de C tais que, para cada w € Fix(K) \ L, ezxiste um ¢ > 0

e um j € I satisfazendo:
y; € K(2), f(z,y;) <0, Vze& Bw,e)N(Fix(K)\L).
Entao, ezxiste um = € K() tal que

f(z,y) >0, Vye K(z).
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Demonstracao:  Primeiramente, definimos a aplicacao ponto-conjunto G : C' =
Fiz(K) por
Gly) ={re€ K(z): f(z,y) 20 ou y¢ K(z)}. (5.4)

Note que z é solucao do PQE(K, f) se, e somente se, T € NyecG(y). Portanto nosso
objetivo é mostrar que G satisfaz as condi¢oes do Teorema para obter que a
intersegio [,c G(y) € ndo vazia.

Passo 1: Mostraremos que a aplicagao clpix)G : C = Fiz(K) é uma aplicacao
KKM generalizada, isto é, satisfaz o item (i) do Teorema

Queremos mostrar que, Para todo conjunto finito {y;,---,ym} C C, existe
um subconjunto finito {x1,--- ,2,,} de Fiz(K), tal que, para todo subconjunto
{@iy, -+ 2, } de {zy,- -+, 2}, vale que

p
00{961'17 T 7%’,,} - U ClFix(K)G(yij)'
j=1

Para isso, seja {y1,- -+ , ¥} um subconjunto finito de C'. Pela hip6tese Q1, existe
um subconjunto finito {x1,---,x,,} de Fiz(K), tal que, para todo subconjunto
{@iy,--+ 25, } de {x1,--- , 2} e para qualquer ponto x € co{z;,--- ,x;,}, existe

um j € I, e uma sequéncia {z*} C Fiz(K) com z* € K(2*), convergindo para x tal
que para todo k € N
v, € K (%) ou f(2*,y;,) > 0. (5.5)

Logo, obtemos que z* € G(y;,), para todo k € N. Como z*¥ — 2 (k — 400), temos,

p
T € clpipw)G(yi;) C UClFix(K)G(yil)~
-1

Assim, clpip(k)G : C = Fiz(K) é uma aplicagao KKM generalizada.

Passo 2: Agora mostraremos que G satisfaz o item (ii) do Teorema isto é,
GG possui a propriedade de transferéncia de fecho de imagens.

Queremos mostrar que, para cada y € C, z € Fiz(K) e x ¢ G(y), entdo, existe
um elemento 3’ € C tal que & ¢ clpiyx)G(Y).

De fato, sejam y € C' e x € Fix(K) tais que = ¢ G(y). Desde que = no pertece

ao conjunto

{reK(@): flr,y) 20 ou y¢ K(z)},

obtemos que,
flz,y) <0. e ye K(z).
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Logo, pela condicao Q2, existe um ¢ > 0 e ¢/ € C satisfazendo:
v € K(z), f(z9)<0, Vze B(z,e)NFiz(K).

Portanto, = ¢ clpizx)G(y'). Segue que G possui a propriedade de transferéncia de
fechos de imagem.

Passo 3: Agora mostraremos que G satisfaz a condicao (iii) do Teorema[5.2]

Queremos mostrar que existe um subconjunto finito Ay, de C tal que
ﬂzer clpiz)G(2) é compacto.

Seja L um subconjunto compacto de Fiz(K) e seja {y1, -+ ,y} um subcon-
junto finito de C' tal que vale (Q3). Tome Ay = {y1, -,y }. Mostraremos que
ﬂé-:lcl riz(k)G(y;) € L. Observe que, pelo Teorema e pelo Passo 1, obtemos que

l

j=1

Suponhamos por absurdo que a inclusao nao seja valida, isto é, existe © €
ﬂé-:lchix(K)G(yj) tal que z ¢ L. Como clpiyx)G(-) = clG(-) N Fiz(K), temos
que z € Fiz(K)\ L. Entao, em virtude da hipdtese (Q3), existe um € > 0e j € [

satisfazendo:

y; € K(2), f(z,y;) <0, Vze Bw,e)N (Fiz(K)\L).
Logo z ¢ G(y;, para todo z € B(x,¢) N (Fiz(K) \ L). Portanto = ¢ clpiy )G (y;).
Absurdo. Assim, devemos ter

l

j=1
Agora, provaremos que esta interse¢ao é um conjunto fechado. Para isso, usando a
definicao de clpix)G(y;) e o fato que L C Fiz(K), obtemos que:

clpi)G(y;) N L = clG(y;) N Fix(K)NL =clG(y;)NL, Vjel. (5.7)

Portanto clpiz(x)G(y;) ¢ um conjunto fechado para cada j € I;.  Assim,
N _ 1 (clpia(r)G(y;) N L) é fechado. Além disso, por (5.6) e (5.7), obtemos que

l l l

j=1 j=1 j=1
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Desde que L é um conjunto compacto e ﬂgzlcl riz(k)G (y;) € fechado, segue que
ﬁé-zlclpm(K)G(yj) é compacto (Teorema 2, pag 68 de BERGE [32]).

Passo 4: Agora mostraremos que Z € (), .~ G(y) é uma solugao do PQE.

Aplicando o Teorema [5.2] obtemos

yeC

M Glw) #0.

yel

Seja SPQE(f, K,C) o conjunto solugdo do problema de quase-equilibrio. Mos-
yeC G(y), entao z ¢ SPQE(f, K,C). De fato, se x ¢ K(x),
entdo x ¢ SPQE(f,K,C), pois as solugoes pertencem a Fiz(K). Suponha que

traremos que, se x ¢ [

z ¢ (\,ec G(y), entdo para cada y € C, x nao pertence ao conjunto:

{r e K(x): f(r,y) >0 ou y¢ K(z)}.

Logo f(x,y) >0 ey € K(x). Portanto x ¢ SPQE(f, K,C). Assim,

() Gly) € SPQE(f,K,C).

yeC

Portanto z € (,c G(y) ¢ solugdo de do problema:

encontrar T € K(z) tal que
f(Zy) 20, Vye K@)

5.1.2 Comparagoes e Exemplos
Exibimos no exemplo a seguir uma func¢ao que satisfaz as hipéteses do Teorema [5.3]
Exemplo 5.1 Seja C := Ry e K : C = C definido por K(x) = [0,1] N [2z, 3z].
Seja

fla,y) = x(y — )

Verificaremos agora, que a funcao definida acima, satisfaz as condigoes do Teorema

e portanto, o problema de quase-equilibrio associada a ela possui solugao. Note

que Fiz(K) = [0,1].

(Q1) Seja {y1, ..., ym} um subconjunto finito de C. Defina x; =2 =0,Vi € I, e a

sequéncia 2 =0, k € N. Entdo z* — 1 = conv{z} e

f(Z5y)=0 Vji=1,...,m eV keN.
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(Q2) Se x € Fiz(K),y € K(z) tais que f(x,y) = z(y —x) <0, entdio y < x # 0.
Tome ¢ = (x —y)/4 >0 ey =vy. Entao z € B(x,e) N Fix(K) implica que
0# z >y e o resultado seque.

(Q3) Tome o compacto L = {0} e o subconjunto finito {y1,--- ,y;} de C definido

por y; =0, Vi € I;. Tome qualquer ¢ > 0 e obteremos o resultado desejado.

O Teoremal5.3 garante que o problema possui solugdo. De fato T =0 é uma solugdo

para o problema de quase-equilibrio.

Note que a hipdtese Q1 do Teorema 5.3 exige uma condigao sobre f e uma
condicao sobre a aplicagao ponto-conjunto K. Nas condicoes exigidas na literatura
sobre existéncia de solucao para problemas de quase-equilibrio, as condigoes assumi-
das sdo convexidade ou quaseconvexidade de f(z,-) : C'— R, uma pergunta natural
é se a hipdtese Q1 esta relacionada com convexidade ou quaseconvexidade. Nos
exemplos a seguir podemos verificar.

O seguinte exemplo mostra que quaseconvexidade em y de f(x,y), nao implica

na hipétese Q1.

Exemplo 5.2 Sejam C :=R e K : C = C uma aplicagao ponto-conjunto definida
por K(z) = [0,z], se x > 0 e K(x) = [2/2,0], se x < 0. Defina a bifungdio
f:CxC = Rpor f(z,y) = y>—x*. Tome qualquer subconjunto finito {y1,- -+ ,Ym},
onde y; == —2, Vi € I,,, e note que f(y;,x) <0, para cada x € Fir(K).

O préximo exemplo mostra que se uma fungao f(z,y) satisfaz Q1, ela nao ne-

cessariamente é quaseconvexa em Y.

Exemplo 5.3 Seja C := R, K : C = C definido por K(z) = [0,z]. Seja f :
C x C — R definida por f(z,y) := x(sin(y) — sin(x)). Para mostrar que f satisfaz
Q1, para qualquer subconjunto finito {y1,- -+ ,ym}, tome o subconjunto finito x; := 0,
Vi € I, entdo, para cada x € co{x;,,--- ,x;,} = {0}, defina a sequéncia z* := x

(Vk € N). A funcdo f nao é quaseconvexa em y.

Como podemos verificar nos exemplos e 5.3} a hipdtese Q1 e a quaseconve-
xidade de f(x,-) sdo independentes. De fato, a hipdtese Q1 exige ao mesmo tempo
uma condicao sob f e sob a aplicacao K. Uma pergunta relacionada a isso é: que
condi¢ao podemos exigir para a aplicacao K para que uma funcao f(z,-) quasecon-
vexa, satisfaca a hipotese Q17 Afim de estabelecer a relagao entre essas hipoteses,
precisaremos das definigoes [5.3] a [5.6] abaixo.

Um Estudo da Hipdtese Q1 e as Hipéteses da Literatura.
Nossas hipoteses
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C subconjunto nao vazio, convexo e fechado de um espaco de Banach real X.

Seja K : C' = (' uma aplicacao ponto-conjunto.
e Fiz(K) nao vazio e convexo.

A bifuncao f: C x C' — R satisfaz f(x,z) =0, Vo € C.

Hipé6teses de CHANG e ZHANG [38]:

e X .Y espacos vetoriais topologicos.

e A B subconjuntos nao vazios e convexos de X, Y respectivamente.

Definicao 5.3 Uma funcdo h : C'— R € quaseconvexa em C' se, e somente se, para
todo x,y € C e todo z = (1 —t)x +ty € [x,y], com t € [0,1],

h(z) < max{h(z),h(y)}.

Definicao 5.4 (pag. 58 de AUSSEL et al. [4]) Uma fungio h : C — R € se-

miestritamente quaseconvexa em C' se h é quaseconvexa em C' e
h(z) < h(y) = h(z) < h(y), Vz € [x,y].
Para todo x,y € C. Onde z, = (1 — t)x + ty, Vt € [0, 1].

Definicao 5.5 (pag. 209 de CHANG e ZHANG [38]) Uma funcio f : A x
A — R € chamada 0-quaseconvexa diagonal em y se, para todo subconjunto

finito {y1,- - ,ym} € A e para cada yo € co{y1, -+ ,Ym}, existe um j € I, tal que

f(yo,y5) = 0.

Definicao 5.6 (pag. 211 de [38]) Seja f : AxB — R. Entao f é chamada de O-

quaseconvexa generalizada em y se, para todo subconjunto finito {yi, -+ ,ym} C
A, existe um subconjunto finito {xy, - ,x,} C B tal que, para cada subconjunto
finito {x;,--- ,x;,} C {x1,---, 2.} e qualquer xy € co{x;,--- ,x; }, existe um

J € I, tal que
f(x07yij) = 0.

Quando X =Y e A = B, entao f 0-quaseconvexa diagonal implica f 0-
quaseconvexa generalizada.

Na sequéncia lembramos nossa hipotese Q1 para f: C' x C' — R:
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(Q1) Para todo subconjunto finito {y1, - ,yn} C C, existe um subconjunto fi-
nito {1, -+, &, } of Fiz(K), tal que, para cada subconjunto {z;,,- -, x;, } of
{x1,---,xm} e para todo ponto x € co{x;,,--- ,x;, }, existe um j € I, e uma
sequéncia {2*} C Fiz(K), convergindo para x tal que, para cada k € N vale

que

yi, ¢ K(z%) ou  f(z",y;) > 0.

A Proposicao [5.1] abaixo estabelece a relacdo entre quaseconvexidade em y e

0-quaseconvexa diagonal em y.

Proposicao 5.1 Seja f: A x A — R uma bifuncao e seja A um subconjunto nao

vazio e convexo de X. Se para cada x € A valer que:
(1) [z, x) = 0;
(ii) o conjunto {y € A: f(x,y) <0} é convezxo.
Entao f € 0-quaseconvezra diagonal na sequnda varidvel (Defini¢ao .

Demonstracao: Suponha por absurdo que exista um subconjunto finito

{y1,-"+ ,ym} of C e yg € co{yr, -+ ,ym} tal que f(yo,v;) < 0, para cada i € I,
assim,

yo & {z € A; f(z,y;) >0}, Viel,

Logo
f(yo:yz) < O) Vi € Ima

Portanto

yi € {y € A; f(o,y) < 0}.

Como o conjunto {y € A; f(yo,y) < 0} é convexo, temos que

co{yr, -+, ym} CH{y € 4; f(yo,y) <0}

Usando o fato que yo € co{y1, -+, ym}, segue que f(yo,yo) < 0, absurdo. U

Proposicao 5.2 Seja f: A x A — R uma bifuncao e seja A um subconjunto nao
vazio e convexo de X . Se para cada x € A, a funcdo f(x, ) : A — R € quaseconveza

(defini¢do [5.9), entao ela satisfaz o item (i) da Proposicio [5.1]

Demonstragao:  De fato, sejam a,b € {y € A : f(x,y) < 0}. Queremos mostrar
que, Vt € [0,1], 1—t)a+tb e {y € A: f(x,y) < 0}. Para isso, note que f(z,a) <0
e f(z,b) <0, pois a,b € {y € A: f(z,y) <0}. Como f(x,-) é quaseconvexa, temos
que

f(z, (1 —t)a+tb) < max{f(x,a), f(z,b)} <O0.
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Logo (1 —t)a+the {ye A: f(x,y) < 0}. O

Observe que se uma funcao f(z,-): C'— R é quaseconvexa, entdo ela satisfaz o
item (ii) da Proposi¢ao[5.1] portanto quando f(z,-) é quaseconvexa em um problema

de quase-equilibrio, entao é 0-quaseconvexa diagonal em y.

e Sob a hipdtese:
Vy € K(y), Jz € K(z), suchthat y¢ K(z). (5.8)

a convexidade de {y € Fiz(K) : f(z,y) < 0} junto com f(z,z) >0, Vz € C,
implica a hip6tese Q1. Assim, quaseconvexidade semiestrita de f(z,-) (exigida
em [4]), quaseconvexidade de f(x,-) exigida em [3] 5] 26], sob implica a
hipétese Q1. A hipétese 5.8 também é obtida quando Fiz(K) = C.

e CUBIOTTI [3] e CASTELLANI e GIULI [5] exigem que o conjunto Fiz(K)
seja fechado e C' seja compacto, assim Fixz(K) serd compacto. Isso implica
nossa hipétese Q3 tomando L = Fiz(K).

e Castellani e Giuli [5] exigem os itens (i) e (ii) da Proposicao [.1]

e AUSSEL et al. [4] requer f(z,x) =0, Vx € C, que implica (i) da Proposi¢ao
e também supoe que f é semiestritamente quaseconvexa, que implica (ii) da
Proposicao 5.1l Para observar a implicacao, note que se uma funcao é semies-
tritamente quaseconvexa em C', por definicao ela é quaseconvexa em C' e pela

Proposicao , fungdes quaseconvexas satisfazem o item (ii) da Proposicao

B

e CUBIOTTTI [3] exige quaseconvexidade de f, que implica (i) e f(z,z) = 0,
Vx € C, que implica (i) da Proposigao

Na sequéncia mostraremos que nossa hipotese Q1 é menos restritiva que as
hipdteses da Proposicao [5.1, portanto nossa hipotese Q1 é relacionada com as
hipdteses de Castellani e Giuli [5], Aussel et. al. [4] e Cubiotti [3].

Proposicao 5.3 Seja C' um subconjunto convezro e nao vazio de um espacgo de Ba-
nach real X. Seja f : C x C — R uma bifuncio tal que f(x,z) > 0, Vo € C.
Seja K : C = C uma aplicagio ponto-conjunto com Fix(K) convexo. Se f €

0-quaseconvezra generalizada na sequnda variavel e K satisfaz:
Vy ¢ K(y), 3xe€ Fiz(K) tal que y ¢ K(z). (5.9)
Entao f satisfaz Q1.
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Demonstracao: Seja {y1,- -+ ,Ym} um subconjunto finito de C. Suponha
que y; € Fiz(K), Vi € I,,. Como f é 0-quaseconvexa generalizada, existe um
subconjunto finito {x1,--- ,x,,} de Fiz(K) tal que, para todo subconjunto finito
{@iy,--+ 2, } de {x1,--- ,2n}, e para cada x € co{x;,,--- ,2;,}, existe um j € I,

tal que f(z,y;;) > 0.. Defina a sequéncia 2% := x, Vk € N e obtemos o resultado

desejado.
Se existe um j € I, tal que y; ¢ K(y;), por (5.9), existe z; € Fiz(K) tal que
y; & K(z;). Defina a sequéncia 2* := x;. Portanto f satisfaz Q1. O

Corolario 5.1 Se f: C x C — R € quaseconveza em y, f(x,z) > 0,Vr € C e K
satisfaz:
Vy ¢ K(y), dxe€ Fiz(K) tal que y ¢ K(z).

Entao f satisfaz Q1.

Demonstragao: Ja que f(z,x) >0, Ve € C e f é quaseconvexa em y, a Proposicao
garante que f é O-quaseconvexa diagonal, logo f é 0-quaseconvexa generalizada.

O resultado segue da Proposicgao [5.3| 0

5.2 Aplicagoes

Nesta secao, estabelecemos algumas aplicagoes para problemas de desigualdades
quase-variacionais (DQV) e problemas de equilibrio de Nash generalizado (PENG),

obtendo resultados de existéncia de solucao para ambos os problemas.

5.2.1 Desigualdades Quase-Variacionais

Seja X um espaco de Banach real e X* seu dual topoldgico. Seja C' um subcon-
junto fechado, convexo e nao vazio de X. Dadas duas aplicagoes ponto-conjunto
T : X = X*e K : (C = C, suponha que T possua valores compactos. O pro-
blema de desigualdade quase-variacional (DQV) foi introduzido nos trabalhos de

BENSOUSSAN et al. [55], BENSOUSSAN e LIONS [56], BENSOUSSAN e LIONS

[57, 58] e consiste em

encontrar T € K(z) tal que

QVI(K, f): { dz* € T(z) com (z*,y—1x)>0, Yye K(z).

Para verificar que um problema de desigualdade quase-variacional é um caso
particular de um problema de quase-equilibrio, basta considerar a mesma aplicagao

ponto-conjunto K e definir a seguinte funcao:

flz,y)= sup (z",y—x).
z*eT(z)
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Enunciamos a seguir uma aplicagao do Teorema [5.3]

Teorema 5.4 Seja C' um subconjunto nao vazio convexo e fechado de um espago
de Banach real X. Dada uma aplicacdo ponto-conjunto K : C' = C. Suponha que
o conjunto de pontos fixos de K é nao vazio e K(x) é fechado, para cada x € C.

Assuma que valem as sequintes condicoes:

(i) Para todo subconjunto finito {y1,--- ,ym} C C, eziste um subconjunto finito
{@1,--- ,xm} de Fiz(K), tal que, para todo subconjunto finito {x; -, x;,}
de {x1, -+, &} e para qualquer x € co{w;,, - ,x;,}, wiste um j € I, e uma

sequéncia {z*} C Fix(K), convergindo para x tal que para cada k € N vale
que
y, ¢ K(zF) ou  sup (zf,y;, — ") >0.

(ii) Se, para algum x € Fiz(K) ey € K(z) valer que

sup (z*,y—x) <0
z*€T (x)

entdo, existe um e >0 ey’ € C, tais que:

y € K(z), sup (z%,y —2) <0, Vze B(z,e)N Fiz(K).

z*€T(z)

(111) Existe um subconjunto compacto e nao vazio L de Fiz(K) e um subconjunto
finito {y1,--- ,y} de C tal que, para cada w € Fixz(K)\ L, existe um e >0 e

um j € I; satisfazendo:

yj € K(z), sup (2,y; —2) <0, Vze B(we)N (Fiz(K)\L).

z*€T(z)

Demonstragao:  Defina f : C x C — R por f(z,y) = Supcrp (05,9 — ) , 0

resultado segue diretamente do Teorema [5.3 U

5.2.2 Problema de Equilibrio de Nash Generalizado

Nesta se¢ao, nosso objetivo é obter um resultado de existéncia de solucao para O
problema de equilibrio de Nash generalizado (PENG). O PENG foi introduzido
por DEBREU [60], que generaliza o conceito de problema de equilibrio de Nash
NASH [61), 62]. Uma pesquisa recente (survey) sobre PENG pode ser encontrado
em FACCHINEI e KANZOW [25]. O problema é definido a seguir:

Seja Iy = {1,--- N} o conjunto de N jogadores e seja C, subconjuntos nao

vazios de espagos de Banach X, onde C), o conjunto de estratégias de cada jogador
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v € Iy. Denotamos o vetor de estratégias do conjunto de estratégias C), por z e
definimos
C=J[C =Cx--xCy e C:i= ][] Cu
vely pEIN\{v}
ambos subconjuntos de X := X; x --- Xy. A funcao utilidade 6, : C — R do
jogador v e sua aplicacao ponto-conjunto de restricoes K, : C_, = C,,.

O problema de equilibrio de Nash generalizado para o jogo generalizado
{C,,0,,K,},cr, consiste em encontrar um ponto T = (z',--- ,#V) € C tal que,
para qualquer v € Iy, temos, ¥ € K,(z7") e & = (z¥,27) é solugao do seguinte
problema de minimizacao

in 0,(z,77), 5.10
L un (=7, 27") (5.10)

... #V) € C tal que, para cada

isto é, consiste em encontrar um ponto T = (Z
v € Iy, temos, ¥ € K, (z7%), 2 = (z¥,27") e 0,(2,27") > 6,(z",7"), para cada
2 € K(z7¥). A aplicagdo K : C = C é dada por K(x) = Ki(z7!) x Ko(z7%) x
s Kn(z7N).

A seguir o teorema que estabelece condigbes para a existéncia de solucao de

PENG.

Teorema 5.5 Seja {C,,0,, K,},cr, um jogo generalizado como definido acima. Su-
ponha que o espaco de estratégias C,, é um subconjunto fechado, convero e nao vazio
de X para cada v € Iy. Suponha que K(x) € fechado para cada x € C. Suponha

que as sequintes condigoes sao validas:

(i) Para todo subconjunto finito {y1, -+ ,ym} C C, existe um subconjunto fi-
nito {1, , &y} de Fiz(K), tal que, para todo subconjunto {x; ,--- ,z;}
de {1, ,xm} e para qualquer ponto x € co{x;,,--- ,x;,}, existe um q € J,

e uma sequéncia {2} C Fix(K), convergindo para x tal que para cada k € N,

vale que

N

v & K() 0w Yy 60,((y3,)", () 7) 2 D 6.((2)7, () ™).

v=1

(ii) Para cada x,y € K(z) tais que S0 0,(y",27%) < SN 6,(z",27),
entao, existe um ¢ > 0 e um ponto § € C, tal que ijvzl 0,(9",27") <
SN 0,(2,277), Vz € B(x,€) N Fiz(K).

v=1

(111) Existe um subconjunto nao vazio e compacto L de Fiz(K) e um subconjunto
finito Y; := {1, ,ui} de C tal que, para cada w € Fiz(K) \ L, ezxiste € >0
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e y; €Y satisfazendo:

N N
yi € K(2), Y 0,((y)",27") <> _0,(z",27"), Vz€ Bw,e)N(Fiz(K)\L).
v=1 v=1
(5.11)
Entao o Problema de Equilibrio de Nash Generalizado possui solugao.
Demonstracao: Defina f: C' x C'— R por
N
flx,y) = Z 0,(y",z7") —0,(x",27") (5.12)
v=1
e defina a aplicacao ponto-conjunto K : C' = C por
K(z) = Ki(27") x Ky(27?) x - x Ky(z™). (5.13)
O resultado segue do Teorema [5.3|
OJ

Note que, a funcao f na prova do Teorema [5.5 é baseada na fungao de Nikaido-
Isoda NIKAIDO e ISODA [7I]. Nés nao exigimos nenhum tipo de continuidade
da aplicagao ponto-conjunto K, enquanto que em CUBIOTTI [27], CUBIOTTI e
YAO [72] e CASTELLANI e GIULI [5], é exigida a semicontinuidade inferior da
aplicacdo. Em CUBIOTTTI [27], CUBIOTTI e YAO [72] ¢ CASTELLANI e GIULI

[5], a continuidade de 6, é exigida, que implica na nossa hipétese (iii).
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Capitulo 6
Consideracoes Finais

Neste trabalho estudamos duas classes de problemas importantes na literatura, o
Problema de Equilibrio (PE) e o Problema de Quase-Equilibrio. Primeiramente,
apresentamos o Problema de Equilibrio e seus resultados sobre existéncia de solucao
mais recentes [USEM [7] e propomos uma regularizacao do tipo Tikhonov para
problemas de equilibrio em espacos de Banach reflexivo, estendendo o trabalho de
OLIVEIRA et al. [8]. Mostramos a boa definigao da trajetéria Tikhonov, mostramos
que, sob certas condigoes a sequéncia dos subproblemas convergem para a solugao
do problema de equilibrio e estudamos condigoes que garantam que a sequéncia seja
limitada, analisando o que acontece com a trajetoria Tikhonov. Construimos um
exemplo de uma bifuncao de equilibrio num espaco de Banach reflexivo que nao é
Hilbert e que satisfaz as hipéteses do trabalho usando os resultados de KIEN [45] e
PRUS e SMARZEWSKI [48]. Esta parte do trabalho foi aceita nos Anais do XLVII
SBPO 2016, SOUSA et al. [49].

No estudo de Problemas de Equilibrio, procuramos desenvolver um método
numérico para encontrar uma solucao do PE. Apresentamos uma versao modifi-
cada do método trabalhado em SANTOS et al. [19], definimos o método do tipo
Quase-Newton para poblemas de equilibrio. Mostramos que sobre certas hipdteses,
a sequeéncia gerada pelo nosso método estd bem definida, mostramos que o método
converge pelo menos linearmente para a solucao do problema de equilibrio usando
uma familia de matrizes que satisfazem a propriedade da deteriorizacao limitada.
Além disso, apresentamos experimentos numéricos comparando com outros métodos
existentes na literatura. Esta parte do trabalho foi submetida no periédico Optimi-
zation Letters.

No nosso estudo sobre o Problema de Quase-Equilibrio, definimos o problema
e fizemos uma breve apresentacao do estado da arte das principais referéncias da
literatura sobre existéncia de solucao do problema de quase-equilibrio, destacando

os principais teoremas e as principais técnicas de demonstragao de MOSCO [I],
NOOR e OETTLI [2], CUBIOTTTI [3], AUSSEL et al. [4], CASTELLANI e GIULI
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[5] ¢ COTRINA e ZUNIGA [26]. Destacamos que, nestes trabalhos sdo exigitar a
hipétese de compacidade no conjunto de restricoes. Com a teoria desenvolvida em
JACINTO e SCHEIMBERG [9], mostramos o nosso resultado para problemas de
quase-equilibrio: estabelecemos condigoes para existéncia de solucao de problemas de
quase-equilibrio sem exigir a hipotese de compacidade do conjunto de restricoes. Fi-
nalmente, aplicamos a ferramenta desenvolvida na obtencao de existéncia de solugao
para problemas de desigualdades quase-variacionais (DQV) e problemas de equilibrio
de Nash generalizado (PENG) e comparamos com os trabalhos da literatura.
Como linha de futura pesquisa para Problemas de Equilibrio e Problemas de
Quase-Equilibrio podemos destacar: métodos numéricos para problemas de quase-
equilibrio, por exemplo, métodos do tipo quase-newton para o problema de quase-
equilibrio ou métodos que podem ter a sub-rotina definida pelo resultado de
existéncia de solucao desenvolvido neste trabalho, onde podemos provar boa de-
finicao de subproblemas usando o nosso resultado de existéncia de solugao. Além
disso, pode-se verificar se é possivel desenvolver os métodos em dimensao infinita

(em espacos de Hilbert ou Banach).
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