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Resumo da Dissertação apresentada à COPPE/UFRJ como parte dos requisitos
necessários para a obtenção do grau de Mestre em Ciências (M.Sc.)

ÁRVORES DE DIÂMETRO MÍNIMO SUJEITAS A RESTRIÇÃO DE
ORÇAMENTO

Amanda Ferreira de Azevedo

Janeiro/2021

Orientador: Abilio Pereira de Lucena Filho

Programa: Engenharia de Sistemas e Computação

Dado um grafo não direcionado G = (V,E), investigamos três problemas que
demandam árvores de G de diâmetro mínimo. A definição de diâmetro aqui utili-
zada é a usual, correspondendo, para uma árvore T = (VT , ET ) de G, ao número
de arestas no caminho de T contendo omaior número delas. Para qualquer um dos
três problemas, custos são associados às arestas de G e uma restrição de orçamento
se aplica ao valor máximo permitido para a soma dos custos das arestas de uma ár-
vore. No primeiro problema, o Budget Minimum Diameter Spanning Tree Problem,
as árvores devem ser necessariamente geradoras. No segundo, o Budget Minimum
Diameter Steiner Tree Problem, vértices obrigatórios, S ⊂ V , são identificados de
antemão e devem, necessariamente, fazer parte da solução. Esta, por sua vez, pode
ser geradora ou não. Finalmente, o terceiro problema, o Budget Minimum Diameter
Terminal Steiner Tree Problem, difere do segundo ao impor uma relação biunívoca
entre as folhas de uma árvore viável e os vértices de S. Introduzimos o que nos
parecem ser as primeiras formulações matemáticas propostas para qualquer um dos
três problemas. Três formulações por problema. Feito isto, utilizamos os algoritmos
de enumeração implícita do software Gurobi para resolvê-las de forma exata. Ainda
pouco investigados na literatura, qualquer um dos três problemas tem um grande
potencial de aplicação prática, particularmente no desenho de redes de telecomu-
nicações. Além disso, se mostraram intrinsecamente interessantes e desafiadores,
tanto em termos de modelagem quanto de algoritmos de solução.
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Abstract of Dissertation presented to COPPE/UFRJ as a partial fulfillment of the
requirements for the degree of Master of Science (M.Sc.)

BUDGET CONSTRAINED MINIMUM DIAMETER TREES

Amanda Ferreira de Azevedo

January/2021

Advisor: Abilio Pereira de Lucena Filho

Department: Systems Engineering and Computer Science

Given an undirected graph G = (V,E), we investigate three problems seek-
ing minimum diameter trees of G. The definition used for the diameter of a tree,
T = (VT , ET ), is the usual one. Namely, the number of edges in the path of T that
contains the largest number of them. For any of the three problems, costs are asso-
ciated with the edges of G and the sum of the edge costs of a tree may not exceed a
given budget value. For the first problem, the Budget Minimum Diameter Spanning
Tree Problem, feasible trees must necessarily be spanning. For the second, the Bud-
get Minimum Diameter Steiner Tree Problem, terminal vertices S ⊂ V are identified
beforehand and must be part of any feasible tree. These trees, in turn, may be span-
ning or not. Finally, the third problem, the Budget Minimum Diameter Terminal
Steiner Tree Problem, differs from the previous one in that it imposes a one-to-one
relation between leaves of a tree and vertices of S. We propose what apparently are
the very first formulations for any of the three problems. Three formulations for
every problem. Next, we rely on the implicit enumeration algorithms of the solver
Gurobi to obtain proven optimal solutions for any of them. Barely investigated in
the literature, any of the three problems have practical application potential, par-
ticularly in the design of telecommunication networks. Additionally, they proved to
be intrinsically interesting and defying, both in modelling and algorithmic terms.
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Capítulo 1

Introdução

Seja G = (V,E) um grafo simples, conexo e não orientado, onde V é o conjunto de
vértices e E é o conjunto de arestas. Associe um custo ce à cada aresta e = {i, j} ∈ E

e defina como E(S) ∈ E as arestas de G com ambas as extremidades em S ⊆ V .
Uma árvore T = (VT , ET ), com VT ⊆ V e ET ⊆ E(VT ) ⊆ E, é um subgrafo conexo e
acíclico de G. A árvore é dita geradora [1] quando contém todos os vértices do grafo,
isto é, quando VT = V . Dentre todas as árvores geradoras de G, uma de menor
custo é chamada mínima e o Minimum Spanning Tree Problem (MSTP) consiste
em encontrá-la. Uma ilustração de uma árvore geradora de custo mínimo é dada na
Figura 1.1.
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Figura 1.1: Ilustração de uma árvore geradora de custo mínimo.

Uma visão histórica detalhada do MSTP é encontrada em GRAHAM e HELL
[2], com diversas citações e traduções das primeiras contribuições sobre o tema.
Outra contribuição mais recente, na mesma linha, é a de SCHRIJVER [3]. No que
vamos descrever a seguir sobre o MTSP, tomamos por base, principalmente, essas
duas referências.

O MSTP começou ser investigado na década de 1920, quando Otakar Borůvka [4]
propôs um procedimento para desenhar uma rede elétrica de menor custo possível.
A motivação para o trabalho se originou de uma aplicação prática, real, em uma
região rural localizada no Sul da Moravia, na atual República Tcheca. Mais tarde,
BORŮVKA [5] publicou uma descrição formal do procedimento sugerido em [4], o
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Algoritmo de Borůvka (AB). A seguir, em 1930, Vojtěch Jarník sugeriu o que definiu
ser uma simplificação do algoritmo de Borůvka, intitulada Tree Growing Procedure
[6]. O Algoritmo de Jarník (AJ) [6] foi publicado sob o mesmo título e no mesmo
jornal que AB. Mais ainda, se apresentou como um complemento à ideia original
proposta em AB.

Em meados da década de 1950, KRUSKAL [7], fazendo menção apenas a AB,
na sua versão informal descrita em [5], propôs diversos procedimentos de solução
para o MSTP, sugerindo que o trabalho de Borůvka seria desnecessariamente ela-
borado. Em parelelo, PRIM [8], referenciando apenas [5, 7], redescobriu AJ. Desde
então, o algoritmo descrito em [4, 5] e refinado em [7] é chamado de Algoritmo de
Kruskal (AK), enquanto o algoritmo proposto em [6] e refinado em [8] é denominado
Algoritmo de Prim (AP).

Em termos de complexidade computacional [9], o MSTP é um problema fácil
de resolver e os algoritmos AK e AP demandam, no pior caso, respectivamente,
O(m log n) e O(n2) operações algébricas elementares e de comparação para resolvê-
lo [10], sendo n = |V | e m = |E|.

Tanto o MSTP quanto suas inúmeras generalizações e casos particulares são
amplamente investigadas na literatura. Isso se deve não só ao interesse intrínseco
que despertam, mas também pelas suas diversas aplicações práticas. Em particular,
GRAHAM e HELL [2] mencionam aplicações envolvendo o desenho de diversos tipos
de redes. Por exemplo, redes de computadores, de telecomunicação, de transportes,
de dutos e de conexões cabeadas.

Deve-se ressaltar que uma eventual imposição de restrições adicionais ao MSTP
pode torná-lo um problema de difícil resolução. A título de exemplo, o Problema
da Árvore Geradora com Restrição de Grau [11], que impõe uma restrição de grau
máximo a cada vértice da árvore geradora, é um problema NP-Difícil. Outro exemplo
é o Problema da Árvore Geradora Mínima com Restrição de Número de Folhas [12],
que impõe uma restrição ao número máximo de folhas que uma árvore geradora
pode conter.

Nesta dissertação investigamos problemas NP-Difíceis que têm por objetivo obter
árvores de G de menor diâmetro possível, satisfazendo a uma restrição adicional.
Antes de descrevê-los, no entanto, vamos complementar a notação a ser utilizada e
discutir alguns problemas da literatura que são próximos a eles.

Um caminho em G é dito simples quando não visita um mesmo vértice mais
de uma vez. Associe a cada aresta e = {i, j} ∈ E um par de pesos não-negativos
(le, ce), tal que le representa o tamanho da aresta e ce, seu custo. Denota-se por dij
ao comprimento do menor caminho simples ligando os vértices i, j ∈ V , ou seja, à
distância entre eles no grafo G. Por fim, o diâmetro de G, d, é dado pela maior
distância existente entre qualquer par de vértices de G.

2



Em complemento as definições acima, seja B um número positivo que impõe
um teto de orçamento, ou seja, um limite superior para o quanto se pode gastar na
escolha das arestas de uma árvore geradora T = (VT , ET ). Denominamos, então,
por Budget Minimum Diameter Spanning Tree Problem (BDSTP) ao problema de
encontrar uma árvore geradora T tal que a soma total de suas arestas não ultrapasse
B e seu diâmetro seja o menor possível. O problema foi proposto por PLESNIK
[13], em 1981, sob uma denominação imprecisa. Na mesma referência foi também
identificado como NP-Difícil. Até onde sabemos, inexistem na literatura formulações
e algoritmos exatos para o BDSTP. Uma ilustração de uma árvore geradora ótima
para o problema é dada na Figura 1.2, para le = 1,∀e ∈ E.
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Figura 1.2: Ilustração de uma árvore geradora de diâmetro mínimo restrita a B =
14.

Além do interesse natural que desperta, o BDSTP se presta a modelar situações
práticas de interesse. Podemos pensar, por exemplo, em problemas onde se deseja
enviar mensagens através de uma rede de telecomunicação, recebidas, no destino, ao
menor atraso possível. Tais redes, neste caso específico, devem ter uma topologia
de árvore e não devem custar mais do que um valor B, previamente definido.

Quando os custos ce das arestas de G são todos iguais a 1 e B = |V | − 1, o
problema é equivalente ao 1-center problem (veja [14] para mais detalhes), sendo
então de fácil resolução. Neste caso, a restrição de orçamento se torna redundante
e o problema poderia ser denominado, simplesmente, Minimum Diameter Spanning
Tree Problem (MDSTP), como sugerido, posteriormente, por HASSIN e TAMIR
[15]. Uma ilustração de uma árvore geradora ótima para o MDSTP é dada na
Figura 1.2, assumindo le = 1,∀e ∈ E.
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Figura 1.3: Ilustração de uma árvore geradora de diâmetro mínimo.
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Mais adiante, HO et al. [16] investigam um caso particular do MDSTP, envol-
vendo grafos completos definidos no espaço Euclidiano. Neste caso, dado um con-
junto de n pontos (vértices) distintos no espaço Euclidiano, deseja-se encontrar uma
árvore T = (VT , ET ) que conecte esses pontos ao menor diâmetro possível. Os auto-
res demonstraram que uma solução ótima para esse problema pode ser caracterizada
como monopolar ou dipolar. Ela é monopolar se existir um vértice s ∈ V , chamado
monopolo, de tal forma que todo vértice i ∈ V \{s} estará conectado diretamente a s

em uma solução ótima. Será dipolar se existirem dois vértices s1, s2 ∈ V , chamados
dipolos, tal que todo vértice i ∈ V \{s1, s2} estará conectado diretamente a um deles
em uma solução ótima. Este resultado também se aplica quando o tamanho das
arestas satisfaz a desigualdade triangular. O problema é então denominado Geome-
tric Minimum Diameter Spanning Tree Problem (GDMSTP) e existem algoritmos
polinomiais para resolvê-lo [16], de ordem O(n log n) para o caso monopolar e O(n3),
para o dipolar. Na Figura 1.4, ilustramos graficamente soluções monopolar e dipolar
para o GDMSTP, em exemplos onde n=4.
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Figura 1.4: Soluções monopolar e dipolar para o GMDST com n=4.

Finalmente, HASSIN e TAMIR [15] estenderam o resultado anterior e demons-
traram que o MDSTP é equivalente ao 1-center problem para o caso geral, isto é,
quando o tamanho das arestas não satisfaz, necessariamente, a desigualdade tri-
angular. Para resolver este caso mais geral, propõem um algoritmo que demanda
O(mn+ n2 log n) operações algébricas elementares e de comparação.

Outro problema próximo aos que aqui investigamos é o Steiner Tree Problem
in Graphs (STPG) (vide [17, 18]). Este é um problema NP-Difícil [19] que possui
inúmeras aplicações práticas e que foi investigado sob diversas variantes distintas.
Quando o objetivo é relacionado ao diâmetro, define-se o Minimum Diameter Stei-
ner Tree Problem (DSTP). Neste, dado um grafo G = (V,E) e um subconjunto
S ⊆ V , deseja-se encontrar uma árvore de diâmetro mínimo T = (VT , ET ) que con-
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tenha todos os vértices de S. Vértices de S são denominados vértices obrigatórios
ou terminais e os vértices de V \S 6= ∅ são denominados vértices opcionais. Em
particular, denominamos Vértices de Steiner àqueles em que VT ∩ (V \S). Para
uma definição mais geral de diâmetro e para grafos completos, DING e QIU [20]
sugeriram recentemente um algoritmo exato para resolver o problema em tempo
polinomial.

Impondo-se um limite superior para o custo de uma árvore de Steiner, chegamos a
outro problema investigado nesta dissertação, que denominamos Budget Minimum
Diameter Steiner Tree Problem (BMDSTP). Este, aparentemente, não foi ainda
investigado na literatura.

Finalmente, investigamos também um problema que se origina de uma versão
restrita do BMDSTP. Nesta, as folhas de T , ou seja, vértices de grau 1, devem neces-
sariamente pertencer a S. Quando árvores de Steiner possuem esta característica,
são chamadas Full Steiner Tree (FSTs) [21] e encontrar uma FST de menor custo
corresponde a um problema NP-Difícil denominado Terminal Steiner Tree Problem
(TeST) [22]. Quando a FST deve ser de diâmetro mínimo, DING e QIU [20] denomi-
nam o problema a Minimum Diameter Terminal Steiner Tree Problem (MDTSTP).
Para a definição mais geral de diâmetro e para grafos completos, os autores sugerem
algoritmos exatos para resolver o problema em tempo polinomial.

Como fizemos anteriormente, impondo uma restrição de orçamento ao MDTSTP,
definimos o terceiro problema investigado nesta dissertação, o Budget Minimum
Diameter Terminal Steiner Tree Problem (BDTSTP). A este, podemos associar
aplicações reais onde, por exemplo, receptores de uma rede de telecomunicação não
podem atuar como transmissores.

Como contribuição desta dissertação, propomos formulações para o BDSTP, o
BMDSTP e o BDTSTP. Nestas formulações, a definição de diâmetro é feita em
termos de número de arestas. Em outras palavras, é assumido que le = 1,∀e ∈ E.

Nossas formulações se baseiam nas seguintes propriedades de árvores: Proprie-
dade do Vértice Central (PVC) e Propriedade da Aresta Central (PAC) (vide [23],
para detalhes). Assumindo que o diâmetro d de uma árvore T = (VT , ET ), geradora
ou não, é par, a primeira propriedade aponta para a existência de um vértice central,
i ∈ VT , tal que qualquer vértice j ∈ VT\{i}, em uma árvore geradora viável, está a
não mais do que d/2 arestas de i. A segunda propriedade, que se aplica quando d é
ímpar, aponta para a existência de uma aresta central e = {i, j}, tal que qualquer
vértice k ∈ VT\{i, j} está a não mais do que (d+ 1)/2 arestas de i ou de j.

Outro problema relacionado aos que vamos aqui investigar, é o Diameter Cons-
trained Minimum Spanning Tree Problem (DCMSTP). Este, consiste em encontrar
uma árvore geradora de custo mínimo para G, contendo um diâmetro d ≤ D, onde
D é um inteiro positivo tal que 2 ≤ D ≤ |V | − 1. O problema, em sua versão de
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decisão, é NP-Completo para D ≥ 4, como indicado em [24].
Deve-se ressaltar também que o DCMST pode ser reformulado como uma gene-

ralização do Hop-Constrained Minimum Spanning Tree Problem (HMSTP) [25]. Tal
problema impõem um vértice raiz, r ∈ V , para a árvore geradora, T = (VT , ET ), que
se quer construir. Da mesma forma, impõem que a distância entre r e j ∈ V \{r},
não pode ultrapassar um número natural H de hops (arestas), definido de ante-
mão. PVC e PAC naturalmente se aplicam à identificação de um vértice ou de uma
aresta central para a árvore Hop, sendo, então, uma parte integrante de diversas
formulações propostas para o DCMSTP.

As primeiras formulações do DCMSTP baseadas em PVC e PAC se devem a
ACHUTAN e CACCETTA [24, 26] e se utilizam das desigualdades deMiller-Tucker-
Zemlin (MTZ) para impor a conectividade das soluções. A seguir, GOUVEIA e
MAGNANTI [27] investigaram diferentes variantes das formulações em [24, 26], ba-
seadas em Multi-Commodity Flows (MCF). Estas, apesar de envolverem um grande
número de variáveis, levam a relaxações lineares mais fortes que aquelas obtidas em
[24, 26]. Em DOS SANTOS et al. [28], as formulações de [24, 26] são reforçadas
através de um lifiting das desigualdades MTZ e de algumas desigualdades adicionais.
Mais recentemente, GOUVEIA et al. [29] chegaram aos melhores resultados dispo-
níveis na literatura, tanto para o HMSTP quanto para o DCMST, reformulando os
dois problemas como STPs [17].

Nossas formulações para o BDSTP, BMDSTP e BDTSTP, descritas no Capítulo
2, se baseiam, em grande parte, nas formulações indicadas acima para o DCMSTP.
São, como mencionamos anteriormente, as primeiras formulações matemáticas pro-
postas para qualquer um destes três problemas. No Capítulo 3, apresentamos resul-
tados computacionais para as formulações introduzidas no capítulo anterior. Tais
resultados foram obtidos através de algoritmos do tipo Branch-and-Cut(BC), im-
plementados na linguagem de programação Julia, através da interface oferecida pelo
JuMP [30], que faz a intermediação entre a linguagem Julia e o software de progra-
mação inteira Gurobi. São, portanto, os primeiros algoritmos exatos propostos para
os problemas. Por fim, a dissertação é concluída no Capítulo 4, com uma discussão
dos principais resultados obtidos e sugestões de trabalhos futuros.
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Capítulo 2

Formulações Matemáticas

Neste capítulo, introduzimos formulações matemáticas para o BDSTP, BMDSTP
e o BDTSTP. Nossas formulações se aplicam à definição usual do diâmetro de um
grafo não direcionado, em termos de número de arestas, e, tanto quanto sabemos,
são as primeiras propostas para os três problemas.

Todos os problemas a serem aqui formulados têm por objetivo encontrar árvores
restritas de um grafo, geradoras ou não, de menor diâmetro possível. Para qualquer
um deles, a restrição imposta diz respeito a um orçamento para cobrir custos de
arestas. Não é sabido de antemão se o diâmetro de uma árvore ótima é par ou
impar e a contribuição mais importante de nossas formulações diz respeito exata-
mente ao tratamento que damos a esta questão. Mais especificamente, formulamos
matematicamente a Propriedade da Centralidade de um Vértice ou Aresta (PCVA)
de uma árvore de G = (V,E). Feito isso, adaptamos para o BDSTP as princi-
pais formulações disponíveis para o DCMSTP. Neste processo, incorporamos a elas
nossa formulação da PCVA, juntamente com a restrição de orçamento e procede-
mos aos ajustes necessários. Em seguida, adaptamos nossas formulações do BDSTP
respectivamente para o BMDSTP e o BDTSTP.

Para formular o BDSTP tomamos, como ponto de partida, um grafo não dire-
cionado G = (V,E), ao qual associamos um dígrafo D = (V ′, A). Ou seja, como
é comum na literatura, direcionamos as arestas de G. Além disso, introduzimos
um vértice artificial, r, que terá por função apontar para o vértice ou aresta cen-
tral das arborescências que queremos obter. Temos então que V ′ = V ∪ {r} e
A = {(i, j), (j, i) : e = {i, j} ∈ E} ∪ {(r, i) : i ∈ V }. Para os custos dos arcos de D

tomamos cij = cji = ce, sempre que e = {i, j} ∈ E. Para os arcos que se originam
de r, impomos cri = 0, ∀i ∈ V . Na Figura 2.1 ilustramos graficamente a obtenção
de um dígrafo D = (V ′, A).
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Figura 2.1: Obtenção de D=(V′, A)
.

ObtidoD = (V ′, A), o que se deseja encontrar é uma arborescência T = (VT , AT ),
onde a raiz é dada pelo vértice r. Para formular a paridade do diâmetro de T , uma
variável binária, z, é utilizada, tomando o valor 1 quando o diâmetro é ímpar e 0,
no caso par. Para contabilizar o número de arcos correspondentes ao diâmetro de
T , utilizamos uma variável não-negativa, s ∈ R. Mais especificamente, esta variável
identifica o comprimento do maior caminho de T entre o vértice artificial e os demais
vértices da arborescência. Um parâmetro importante em nossas formulações é um
limite superior, L, para o comprimento desses caminhos. Este, pode ser estimado
através de heurísticas ou simplesmente tomando L =

⌈
|V |
2

⌉
, que representa um limite

superior para o comprimento de qualquer caminho em T , especificamente entre um
vértice central, ou de uma das extremidades de uma aresta central, até uma folha
qualquer de T . Além de L, um valor positivo, B, que impõem um limite superior
para a soma dos custos dos arcos de uma arborescência, é também utilizado como
um dado de entrada para o problema.

Como função objetivo, utilizamos como ponto de partida 2(s− 1), uma vez que
busca-se minimizar a maior distância entre duas folhas de T . Além disso, adiciona-
mos uma unidade a 2(s− 1), sempre que o diâmetro de uma árvore ótima é ímpar.
Nossa função objetivo é, então, dada por 2(s− 1) + z.

Vamos descrever agora um conjunto de restrições que denominamos Equações de
Centralidade de Vértice ou Aresta (ECVA). Estas, formulam parcialmente a PCVA e
combinadas com as demais desigualdades em várias das formulações aqui propostas,
formulam a PCVA integralmente.

2.1 Formulação Parcial da PCVA

Associamos variáveis binárias xij à cada arco (i, j) ∈ A, indicando se o mesmo faz ou
não parte da arborescência. Se o diâmetro da árvore é ímpar, variáveis binárias we,
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definidas para todo e ∈ E, são utilizadas para identificar uma aresta central para a
árvore de G (correspondendo à arborescência de D). Neste caso, a variável binária,
z, necessariamente assume o valor 1, indicando que se we = 1 se aplica a e = {i, j},
xri = xrj = 1 também se aplica a (r, i) e (r, j). Alternativamente, no caso em que
o diâmetro da arborescência é par, z assume o valor 0, indicando que apenas um
único arco da arborescência deverá apontar para fora de r. Uma formulação parcial
para a PCVA é dada pela região poliédrica, Rc, definida como∑

j∈V

xrj = z + 1 (2.1)∑
e∈E

we = z (2.2)

we ≤ xri, e = {i, j} ∈ E, i < j (2.3)

we ≤ xrj, e = {i, j} ∈ E, i < j (2.4)

0 ≤ xij ≤ 1, ∀(i, j) ∈ A (2.5)

we ≥ 0, ∀e = {i, j} ∈ E (2.6)

0 ≤ z ≤ 1. (2.7)

Como veremos nas formulações que se seguem, quando z = 0, a restrição (2.1)
assegura que só poderá haver um único arco saindo de r, caracterizando o caso par.
Alternativamente, quando z = 1, exatamente dois arcos deverão apontar para fora
de r, um para cada uma das extremidades da aresta escolhida em (2.2). As restrições
(2.3) e (2.4), por sua vez, impõem que, escolhida uma aresta e = {i, j} ∈ E, os arcos
(r, i) e (r, j) devem necessariamente fazer parte da solução.

2.2 Formulações Multifluxos de Caminhos Restritos

Vamos agora descrever uma formulação MCF para um caminho restrito e denominá-
la Constrained Path (CP), a exemplo do que é feito em GOUVEIA e MAGNANTI
[27]. CP impõem as condições necessárias para o escoamento de fluxos na arbo-
rescência, além de restringir o comprimento dos caminhos associados à T . Na for-
mulação de CP, modelamos o envio de uma unidade de mercadoria k, partindo do
vértice artificial, r, para o vértice k ∈ V . Para tanto, utilizamos variáveis de fluxo
ykij ≥ 0, associadas à cada arco (i, j) ∈ A e à cada mercadoria k. Estas, indicam a
quantidade de mercadoria k que atravessa o arco (i, j), no seu trajeto da origem r

ao seu destino k ∈ V . Uma formulação para CP está associada aos pontos inteiros
pertencentes a uma região poliédrica, Rp, definida como
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∑
(i,j)∈A

ykij −
∑

(j,i)∈A

ykji =


1, i = r

0, i 6= k, i 6= r i, k ∈ V

−1, i = k,

(2.8)

∑
(i,j)∈A

ykij ≤ L+ 1, k ∈ V (2.9)

ykij ≥ 0, ∀(i, j) ∈ A, k ∈ V. (2.10)

Para os pontos inteiros de Rp, as restrições (2.8) caracterizam os fluxos de trans-
porte de mercadorias. No caso em que i = r, garantem a partida de cada mercadoria
k ∈ V , de sua origem, r, para o seu destino k. Por outro lado, quando i = k, para
k ∈ V , garantem a chegada da mercadoria k ao seu destino, k. Finalmente, quando
i 6= k, k ∈ V \{i} e i 6= r, indicam se o vértice i é ou não utilizado no caminho de
transporte da mercadoria k, de sua origem r ao seu destino k. Em complemento às
restrições anteriores, as equações (2.9) impõem que o comprimento do caminho de
transporte de uma mercadoria k ∈ V não ultrapasse o valor L + 1, somando uma
unidade associado aos arcos que saem de r. Por fim, as restrições (2.10) garantem
um fluxo não-negativo de mercadorias nos arcos de D.

2.3 Formulações para o BDSTP

Nesta seção, introduzimos três formulações matemáticas para o BDSTP, reformulado
em termos de D = (V ′, A). O problema, como indicado anteriormente, consiste em
encontrar uma arborescência geradora T = (VT , AT ), de menor diâmetro possível,
restrita a uma soma de custos de arcos menor do que B.

2.3.1 Formulação baseada nas restrições MTZ

Nossa primeira formulação estende ao BDSTP a formulação proposta em DOS SAN-
TOS et al. [28] para o DCMSTP. Para identificar a arborescência geradora, são
utilizadas variáveis binárias xij, que indicam se o arco (i, j) ∈ A faz parte ou não
da arborescência. Além disso, a formulação se utiliza de um lifting das desigualda-
des Miller-Tucker and Zemlin (MTZ) [31], para impor a conectividade das soluções.
Tais desigualdades são descritas através das variáveis ui ∈ R+, i ∈ V ′. Finalmente,
a formulação é definida como:

Min 2(s− 1) + z (2.11)

s.a
∑

(i,j)∈A

xij = 1, j ∈ V (2.12)
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ui − uj + (L+ 1)xij + (L− 1)xji ≤ L, (i, j) ∈ A (2.13)∑
(i,j)∈A

cijxij +
∑
e∈E

cewe ≤ B (2.14)

s ≥ ui, i ∈ V (2.15)

(x,w, z) ∈ Rc (2.16)

0 ≤ ui ≤ L+ 1, ∀i ∈ V ′ (2.17)

s ≥ 0. (2.18)

As restrições (2.12) garantem a inclusão de todos os vértices de D na arbores-
cência. As restrições (2.13) e (2.17) garantem que todo caminho, levando de r até
um vértice de V, tem, no máximo, L+ 1 arcos. Para assegurar que o custo total da
arborescência não ultrapasse o valor B, é introduzida a restrição (2.14). Por sua vez,
as equações (2.15) estabelecem um limite inferior para s, em termos dos comprimen-
tos dos caminhos que levam de r à cada vértice i ∈ V . Note que ao minimizarmos
nossa função objetivo, esse limite inferior é tornado tão pequeno quanto possível for.
A propriedade PCVA é incorporada através de (2.16). Finalmente, a desigualdade
(2.18) impõem que s seja não-negativo, uma vez que representa a quantidade de
arcos de um caminho.

2.3.2 Formulação multifluxos

Outra formulação para o BDSTP, baseada em MCF, será apresentada a seguir.
Muito se assemelha à formulação proposta em GOUVEIA e MAGNANTI [27] para
o HMSTP, que utiliza como referência uma fonte única de fluxos. Como proposto
em [27], r, o vértice artificial de D, irá aqui desempenhar o papel desta fonte.
Associamos variáveis de fluxo, ykij à cada (i, j) ∈ A, onde ykij = 1 ocorre quando o
caminho de transporte da mercadoria k, k ∈ V , entre r e k, passa pelo arco (i, j).
Mais uma vez, para identificar a arborescência geradora, utilizamos as variáveis
binárias xij, definidas para cada (i, j) ∈ A. Uma formulação MCF para o BDSTP é
dada por:

Min 2(s− 1) + z (2.19)

s.a ykij ≤ xij ∀(i, j) ∈ A, k ∈ V (2.20)∑
(i,j)∈A

cijxij +
∑
e∈E

cewe ≤ B (2.21)

(x,w, z) ∈ Rc (2.22)

11



y ∈ Rp (2.23)

s ≥
∑

(i,j)∈A

ykij k ∈ V (2.24)

s ≥ 0. (2.25)

As restrições (2.20) interligam as variáveis de fluxo com as variáveis binárias
x, que definem a árvore. Ou seja, se houver fluxo não nulo passando pelo arco
(i, j) ∈ A, este fará parte da arborescência geradora. Mais uma vez, incluímos,
em (2.21) a restrição de orçamento. As restrições (2.22) são relativas a formulação
parcial da PCVA, e as (2.23) correspondem a CP. Por fim, as equações (2.24), em
conjunto com a função objetivo, estabelecem o valor de s, ao minimizar o caminho
mais longo na arborescência.

2.3.3 Uma reformulação STP para o BDSTP

Nossa próxima formulação para o BDSTP se baseia em uma proposta de GOUVEIA
et al. [32], que explora uma equivalência entre o HMSTP e o STP. Isto ocorre ao se
adaptar o grafo original, G, a um grafo em camadas. Neste novo grafo, é possível
utilizar qualquer formulação do STP para resolver o HMSTP. No nosso caso, vamos
utilizar uma formulação MCF. Esta, por sua vez, tem origem no modelo Revised
Hop-NF, sugerido em [32] para o HMSTP. Revised Hop-NF, vale aqui ressaltar,
define uma versão refinada do modelo Hop-cut, também proposto pelos mesmos
autores.

Considere um grafo em camadas Dc = (Vc, Ac), obtido a partir do grafo D

definido anteriormente. Para representar a raiz do HMSTP, utilizamos o vértice
artificial, r, incluindo assim uma primeira camada, a camada 0, ao grafo Dc. As
camadas, neste caso, possuem o papel de definir a profundidade dos caminhos da
arborescência. Para defini-las, utilizamos a constante L, estabelecida anteriormente.
Por conta da camada associada ao vértice artificial, a profundidade máxima permi-
tida a um caminho será L+ 1.

Todas as camadas, à exceção da camada 0, definida unicamente por r, são for-
madas por cópias dos vértices de V. Mais precisamente, Dc contém L + 1 cópias
desses vértices. Com isso, um nó ih ∈ Vc representa uma cópia do vértice i ∈ V ,
localizada na camada 1 ≤ h ≤ L + 1 de Dc. Formalmente, definimos Dc = (Vc, Ac)

como

• Vc = {ih : i ∈ V , 1 ≤ h ≤ L+ 1} ∪ {r},

• A0 = {(r, j1) : j ∈ V },

• A1 = {(ih, jh+1) : (i, j) ∈ A, 1 ≤ h ≤ L},
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• A2 = {(ih, iL+1) : i ∈ V, 1 ≤ h ≤ L},

• Ac = A0 ∪ A1 ∪ A2.

Como exemplo, a Figura 2.2 descreve um grafo G = (V,E) e o grafo em camadas,
Dc = (Vc, Ac), que associamos a ele.
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a3 b3 c3 d3 e3 f3
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Figura 2.2: Exemplo: Grafo G e seu grafo em camadas, para L=3.

Em nossa reformulação STP para o BDSTP, os vértices terminais são definidos
por S = {iL+1 : i ∈ V } e correspondem aos quadrados da Figura 2.2. Em relação aos
arcos de Dc, associamos custos nulos à cada arco (r, j1) ∈ A0. Por sua vez, custos cij
são associados aos arcos (ih, jh+1) definidos em A1. Finalmente, atribuímos custos
iguais a zero à cada arco (ih, iL+1) ∈ A2, representados na Figura 2.2 pelos arcos
tracejados. Ilustramos na Figura 2.3 uma solução ótima para o BDSTP, expressa
em termos dos elementos de D = (V ′, A) e Dc = (Vc, Ac), associados ao grafo G da
Figura 2.2.
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Figura 2.3: À direita, a arborescência de Steiner, em Dc, correspondente à arbores-
cência geradora BDSTP de diâmetro mínimo para o dígrafoD = (V ′, A}, à esquerda.
O grafo G = (V,E) da Figura 2.2, sujeito a B = 14, é utilizado como referência.

Note, na Figura 2.3, que na arborescência de Steiner paraDc = (Vc, Ac), qualquer
caminho que leva de r a uma cópia de i ∈ V tem sempre um comprimento menor
ou igual a L+ 1, como desejado.

Como mencionado anteriormente, nossa reformulação de Steiner para o BDSTP
consiste em uma formulação MCF para o STP, definido sobre Dc = (Vc, Ac), a
exemplo da reformulação MCF do Hop-cut, proposta por GOUVEIA et al. [32]
para o HMSTP. Naquela referência, após algumas operações algébricas, foi possível
omitir o uso de variáveis x associadas aos arcos de A2. Fazemos o mesmo aqui.
Utilizamos também, a exemplo daquela referência, variáveis binárias x1

rj associadas
à cada arco (r, j1) ∈ A0. Para as camadas subsequentes de Dc, utilizamos variáveis
xh
ij para cada arco (ih−1, jh) ∈ Ac com 2 ≤ h ≤ L + 1. Estas, têm o intuito de

definir se a cópia do arco (i, j) ∈ A, situada entre as camadas h − 1 e h, está ou
não na solução. Note que, ao modelarmos tal condição, os arcos de Dc incidentes
aos vértices obrigatórios, ou seja, aqueles em S, são implicitamente incorporados
à solução. Definimos também variáveis não-negativas de fluxo y1krj , para cada arco
(r, j1) ∈ A0 e para cada mercadoria k ∈ V , enviada de r ao vértice k. Da mesma
forma, utilizamos também variáveis yhkij , definidas para cada arco (ih−1, jh) ∈ Ac

com (i, j) ∈ A e 2 ≤ h ≤ L + 1, para complementar, eventualmente, o caminho
de transporte da mercadoria k, k ∈ V , de sua origem r a seu destino k, através da
cópia (ih−1, jh) de (i, j) ∈ A. Como antes, as variáveis we ∈ E são aqui utilizadas
no intuito de identificar uma aresta central, se o diâmetro da arborescência BDSTP
for ímpar. Uma reformulação do problema, em termos do grafo em camadas Dc, é
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então descrita como

Min 2(s− 1) + z (2.26)

s.a
∑
j∈V

x1
rj = z + 1 (2.27)∑

j∈V

y1krj = 1, k ∈ V (2.28)

L+1∑
h=2

∑
i:(i,j)∈A,i 6=r

xh
ij + x1

rj = 1, j ∈ V (2.29)

y1kri −
∑

j:(i,j)∈A

y2kij = 0, k ∈ V, i ∈ V ; i 6= k (2.30)

∑
j:(j,i)∈A,j 6=k

yhkji −
∑

j:(i,j)∈A

y
(h+1)k
ij = 0, k ∈ V, i ∈ V, h = 2, . . . , L (2.31)

L+1∑
h=2

∑
j:(j,k)∈A

yhkjk + y1krk = 1, k ∈ V (2.32)

y1krj ≤ x1
rj, k ∈ V, j ∈ V (2.33)

yhkij ≤ xh
ij, k ∈ V, (i, j) ∈ A, h = 2, . . . , L+ 1 (2.34)∑

e∈E

we = z (2.35)

we ≤ x1
ri, e = {i, j} ∈ E, i < j (2.36)

we ≤ x1
rj, e = {i, j} ∈ E, i < j (2.37)

L+1∑
h=2

∑
(i,j)∈A

cijx
h
ij +

∑
e∈E

cewe ≤ B (2.38)

s ≥
L+1∑
h=2

∑
(i,j)∈A

yhkij +
∑
j∈V

y1krj , k ∈ V (2.39)

x1
rj ∈ {0, 1}, (r, j) ∈ A (2.40)

xh
ij ∈ {0, 1}, (i, j) ∈ A, i 6= r, h = 2, . . . , L+ 1 (2.41)

we ∈ {0, 1}, ∀e = {i, j} ∈ E, i < j (2.42)

z ∈ {0, 1} (2.43)

y1krj ≥ 0, (r, j) ∈ A, k ∈ V (2.44)
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yhkij ≥ 0, (i, j) ∈ A, i 6= r, k ∈ V, h = 2, . . . , L+ 1 (2.45)

s ≥ 0. (2.46)

A equação (2.27) possui o papel de identificar a paridade, par ou ímpar, da árvore
geradora de G a ser obtida. Isso é feito em função de z e, neste caso, modelado na
primeira camada do grafo Dc. Assim, para garantir que todo o fluxo que se origina
de r passe pelos dois vértices conectados a ele, no caso ímpar (ou pelo vértice único,
no caso par), introduzimos as restrições (2.28). As restrições (2.29), por sua vez,
garantem que cada vértice de V será visitado uma única vez, em alguma camada de
Dc. As equações (2.30), (2.31) e (2.32) estabelecem os fluxos viáveis de mercadorias
em Dc. As restrições (2.30) garantem a conexão dos vértices da primeira camada
com os da segunda. Já as equações (2.31) garantem a conservação de fluxos para
os vértices da rede, da segunda camada em diante. Finalmente, as restrições (2.32)
garantem que as mercadorias chegarão a seus respectivos destinos. As equações
(2.33) e (2.34) fazem a conexão entre as variáveis de fluxos e as variáveis que definem
a arborescência de Steiner. A restrição (2.35), por sua vez, identifica uma aresta
central, no caso em que o diâmetro é ímpar. As restrições (2.36) e (2.37) impõem
que, existindo uma aresta central, arcos da primeira camada de Dc apontando de
r para as duas extremidades da aresta, façam parte da solução. A equação (2.38)
calcula o custo total dos arcos da arborescência de Steiner e impõe à eles um limite
de orçamento, B. As restrições (2.39) impõem um limite inferior ao valor de s, sendo
este definido pelo número de arcos no maior caminho que leva do vértice artificial ao
destino final de uma mercadoria. As restrições (2.40)-(2.43) impõem a integralidade
das variáveis. Por fim, a obrigatoriedade de fluxos não-negativos é imposta por
(2.44) e (2.45).

2.4 Formulações para o BMDSTP

Nesta seção, introduzimos três formulações matemáticas para o BMDSTP, todas elas
baseadas no dígrafo D = (V ′, A). Como definido anteriormente, o problema consiste
em encontrar, sob uma restrição de orçamento para os arcos, uma arborescência de
Steiner de diâmetro mínimo para D. Denotamos por ST ⊆ V os vértice obrigatórios
de D e por T = (VT , AT ) uma arborescência de Steiner para o mesmo. Note, neste
caso, que T deve necessariamente ter uma soma de custos de arcos que não ultrapasse
B.
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2.4.1 Formulação baseada nas restrições MTZ

Nossa primeira formulação para o BMDSTP é uma adaptação da formulação MTZ
que introduzimos para o BDSTP. Para defini-la, primeiramente, devemos substituir
as restrições (2.12) por ∑

(i,j)∈A

xij = 1, j ∈ ST . (2.47)

Note, neste caso, que não precisamos incluir todos os vértices de D na solução,
apenas os obrigatórios.

Outra imposição a considerar é o fato dos vértices opcionais, aqueles em V \ST ,
serem necessariamente vértices de passagem, quando utilizados. Ou seja, devemos
impedi-los de serem folhas em T . Uma forma de atender a tal condição é∑

(i,j)∈A

xij ≤
∑

(j,i)∈A

xji, j ∈ V \ST (2.48)

que restringe a quantidade de arcos saindo de um vértice de V \ST a ser sempre
maior ou igual à quantidade de arcos entrando no mesmo.

Por fim, para impor conectividade entre o vértice artificial e os vértices obrigató-
rios de D, adicionamos à formulação desigualdades do tipo cutsets. Denotamos por
[V ′\C,C] o corte de D tal que r ∈ V ′\C e C ∩ ST 6= ∅. Assim, garantimos que, se
houver pelo menos um vértice obrigatório em C, então qualquer solução viável para
o problema precisa conter pelo menos um arco no corte. Desta forma, adicionamos
à formulação as seguintes restrições:∑

i∈V ′\C,j∈C

xij ≥ 1 r ∈ V ′\C,C ∩ ST 6= ∅. (2.49)

Note que (2.49) envolve uma quantidade exponencial de restrições. No próximo
capítulo, indicamos como lidamos com elas.

2.4.2 Formulação multifluxos

Apresentamos a seguir uma formulação MCF para o BMDSTP. Esta, como veremos,
consiste em uma adaptação direta de nossa formulação MCF para o BDSTP. Neste
processo, consideramos apenas o envio de mercadorias para os vértices de ST .

Outro ponto importante a considerar diz respeito à eventual utilização de vérti-
ces opcionais, pertencentes a V \ST , na arborescência de Steiner. A função objetivo
do BMDSTP, vale notar, não restringe diretamente o uso de arcos com extremidades
em V \ST . Isso é feito apenas de forma indireta, através da restrição de orçamento.
Quando esta é folgada, arcos desnecessários podem eventualmente serem escolhi-
dos, sem afetar o diâmetro mínimo. Para evitar tal situação, utilizamos então as
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desigualdades

xij ≤
∑
k∈ST

ykij, (i, j) ∈ A. (2.50)

Como resultado, garantimos que se existir um fluxo nulo passando por ele, o
arco (i, j) ∈ A não fará parte da arborescência. Adicionalmente, devemos assegurar
que os vértices de V \ST sejam vértices de passagem. Tal restrição, como indicamos
anteriormente, é imposta através das desigualdades∑

(i,j)∈A

xij ≤
∑

(j,i)∈A

xji, j ∈ V \ST . (2.51)

2.4.3 Uma reformulação STP para o BMDSTP

Nossa próxima formulação será definida a partir de ajustes na formulação (2.27)-
(2.46), proposta para o BDSTP. Semelhante ao que fizemos acima, é fundamental
restringir o envio de mercadorias apenas para vértices obrigatórios k, k ∈ ST . Adi-
cionalmente, substituímos a equação (2.29) por

L+1∑
h=2

∑
i:(i,j)∈A,i 6=r

xh
ij + x1

rj = 1, j ∈ ST . (2.52)

Note que, em (2.52), restringimos j aos vértices de ST , de acordo com a definição
do problema.

Devemos, também, restringir o uso indevido de vértices opcionais na solução,
além de garantir que, quando utilizados, sejam vértices de passagem. Assim, adici-
onamos à formulação as seguintes restrições:

xh
ij ≤

∑
k∈ST

yhkij , (i, j) ∈ A, h ∈ 2, . . . , L+ 1 (2.53)

∑
i:(i,j)∈A

xh
ij ≤

∑
i:(j,i)∈A

xh
ji, j ∈ V \ST , h = 2, . . . L+ 1. (2.54)

2.5 Formulações para BDTSTP

Nesta seção, apresentamos formulações para o BDTSTP. Isto é feito através de ajus-
tes em nossas formulações BMDSTP. Neste caso, exigimos que os vértices obrigató-
rios sejam necessariamente folhas da arborescência de Steiner. O objetivo, então, é
encontrar uma FST de menor diâmetro possível, onde o custo total dos arcos não
ultrapasse nosso orçamento, B.

Partindo de nossas formulações para o BMDSTP, eliminamos todas as variáveis
x associadas a arcos apontando pra fora de j, j ∈ ST . Nos restringimos assim às
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variáveis

0 ≤ xij ≤ 1 ∀(i, j) ∈ A\{[(i, j) : i ∈ ST , j ∈ V ] ∪ [(r, j) : j ∈ ST ]}. (2.55)

Como resultado desta redefinição de x, os vértices de ST serão, necessariamente,
folhas de T . Complementando nossas formulações para o BDTSTP, removemos as
variáveis que conectam o vértice artificial, r, diretamente aos vértices obrigatórios,
impedindo que estes possam ser apontados por r na solução.
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Capítulo 3

Resultados Computacionais

Neste capítulo, apresentamos os resultados computacionais associados à resolução
das formulações propostas no capítulo anterior. O computador que utilizamos nos
experimentos é equipado com um processador Intel(R) Core(TM) i7-8565U, com
1.80GHz de velocidade de processamento e memória RAM de 20GB DDR4. O sis-
tema operacional empregado foi o Linux, na distribuição elementary OS, versão 5.1.7
Hera. Para implementação de algoritmos, utilizamos a linguagem de programação
Julia, versão 1.4.1. Para todo o procedimento de resolução de problemas de Pro-
gramação Inteira, utilizamos o solver Gurobi, versão 9.0.3, por meio da interface
oferecida pelo pacote computacional JuMP. Utilizamos também pacotes computa-
cionais como o LightGraphs [33], para manuseio de grafos e o GraphPlot, para a
visualização dos resultados obtidos. O valor de L que utilizamos para todas as for-
mulações foi de

⌈
|V |
2

⌉
, para qualquer instância. O tempo máximo de CPU permitido

para resolver qualquer uma delas foi limitado a 1200 segundos. Além disso, os pro-
cedimentos de paralelismo do Gurobi foram desabilitados e utilizamos uma única
thread.

Para simplificar a apresentação dos resultados, utilizamos uma nomeclatura pa-
drão para identificar cada uma de nossas formulações. Exemplificando, BDSTP-
MTZ corresponde à formulação do BDTSP baseada nas desigualdades MTZ. Para
as demais formulações que se utilizam destas desigualdades, utilizamos BMDSTP-
MTZ e BDTSTP-MTZ, respectivamente. Da mesma forma, utilizamos BDSTP-
MCF, BMDSTP-MCF e BDTSTP-MCF para identificar nossas formulações multi-
fluxos para os três problemas e BDSTP-NF, BMDSTP-NF e BDTSTP-NF, para as
reformulações do problema como um STPG definido sobre um grafo em camadas.

3.1 Algoritmo Branch-and-Cut

Deixamos a cargo doGurobi todo o gerenciamento da árvore de enumeração implícita
por ele implementada. Ou seja, dentre outros, que heurística utilizar, a escolha
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das variáveis de branching e a frequência da separação dos cortes que o mesmo
disponibiliza para reforçar as formulações. Quando nossas formulações envolvem
um número exponencial de desigualdades, como é o caso das formulações MTZ
para o BMDSTP e BDTSTP, utilizamos o Algoritmo de Dinic [34] para resolver
o Problema de Separação (PS) associado às desigualdades de cutset, (2.49). Tal
problema, como iremos indicar, corresponde à resolução de uma série de problemas
de fluxo máximo, definidos sobre um grafo suporte (GS), D = (V ′, A), que se origina
de D = (V ′, A).

Para a definição de D, assuma que x corresponde aos valores de x em uma rela-
xação linear da formulação, BMDSTP-MTZ ou BDTSTP-MTZ, em um nó qualquer
da árvore de enumeração implícita. No nó 0 desta árvore, as desigualdades (2.49) são
inicialmente descartadas da formulação. Em nós subsequentes, aquelas já introdu-
zidas anteriormente e que sejam ativas, são mantidas. GS, por sua vez, é construído
associando-se a D um arco (i, j) ∈ A, para cada xij não nulo. Além disso, toma-
mos xij > 0 como sendo a capacidade do arco (i, j) ∈ A, em D. PS corresponde
então a encontrar um corte mínimo em D (vide o max flow - min cut theorem, [35]),
separando r ∈ V ′ de cada vértice em ST . Se o valor do corte é inferior a 1, uma
cutset violada é identificada e agregada à relaxação linear, reforçando-a. A relaxa-
ção linear reforçada é então resolvida, em um procedimento iterativo de geração de
planos de corte, até que inexistam desigualdades de cutset violadas na solução. Um
pseudo-código desse algoritmo é apresentado a seguir.

Algorithm 3.1.1
1: procedure PS(D)
2: s← r

3: for t ∈ ST do
4: V \C, C, cap = mincut(D, s, t) . cap = capacidade do corte

5: if cap < 1 then
6: add_cut(

∑
i∈V \C,j∈C xij ≥ 1) . Adiciona à desigualdade de cutset à formulação

7: end if
8: end for
9: end procedure

Uma forma de acelerar o procedimento discutido acima é adicionar cortes rever-
sos ao mesmo. Para tanto, após sua aplicação, revertemos as orientações de todos
os arcos do grafo suporte D. Ou seja, um arco (i, j), de capacidade xij passa a ser o
arco (j, i), com capacidade xji. Feito isso, identificamos os cortes mínimos separando
a raiz, r, de cada vértice de ST . Cortes com valor menor do 1 identificam, mais uma
vez, desigualdades (2.49) violadas por x.
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3.2 Instâncias

Em nossos testes computacionais, utilizamos três grupos distintos de instâncias as-
sociadas à cada problema aqui investigado. Como nenhum deles foi resolvido ante-
riormente, definimos tais instâncias.

Para o BDSTP, escolhemos grafos normalmente associados ao DCMST, como
aqueles encontrados em [28]. Consideramos 19 grafos distintos, sendo 9 deles es-
parsos. Os grafos completos contém entre 10 e 25 vértices e foram gerados a partir
de uma distribuição uniforme de pontos (vértices) em um quadrado de lado 100. A
distância euclidiana de pontos é utilizada como o custo de um eventual arco/aresta
entre eles. Os grafos esparsos, por sua vez, contém entre 20 a 60 vértices e são
gerados como descrito em [36].

Para o BMDSTP, escolhemos um grupo de instâncias comumente associadas ao
STPG, disponíveis na OR-Library [37]. Mais especificamente, selecionamos o grupo
B de instâncias, correspondendo a 18 grafos esparsos de 50 a 100 vértices, com custos
aleatórios de arestas.

Para o BDTSTP, diferentemente dos problemas anteriores, decidimos gerar ins-
tâncias específicas para o mesmo1. Para tal, utilizamos a biblioteca LightGraphs
do Julia para gerar grafos esparsos conexos com custos definidos aleatoriamente no
intervalo de 1 a 50. Geramos, por sua vez, 9 instâncias associadas a grafos espar-
sos contendo entre 50 a 100 nós. Isso é feito porque várias das instâncias esparsas
originalmente propostas para o STPG não contêm FSTs.

3.3 Descrição dos resultados

Além do valor L, indicado anteriormente, um valor para B também corresponde a
um dado da entrada para os problemas. Este, por sua vez, define um limite para
os gastos por meio da escolha de arcos/arestas e, tem assim, um impacto direto na
topologia de uma arborescência ótima. Desta forma, nossa escolha de valores de B

levou em conta argumentos associados a cada tipo de árvore envolvida. Selecionamos
os mesmos com o objetivo de caracterizar o comportamento de cada formulação em
situações relevantes. Para cada instância, consideramos assim três valores distintos
de B. Descrevemos, a seguir, como chegamos à esses valores.

Para o BDSTP, calculamos, inicialmente, a soma das n − 1 arestas de maior
custo no grafo original, G. Escolhemos, então, três percentuais daquele valor para
associar a B. Respectivamente, 20%, 30% e 40% do mesmo, quando os grafos são
completos. Por sua vez, quando os grafos são esparsos, utilizamos 35%, 45% e 55%

daquele valor.
1Veja https://gitlab.com/afazevedo29/instances
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Com relação ao BMDSTP, consideramos, para cada grafo, percentuais do valor
correspondente à solução ótima do STPG para o mesmo. Desta forma, tomamos
para B, inicialmente, 100% daquele valor. Isso é feito tendo em mente que inexistem
arborescências de Steiner com custo menor. Para os dois valores adicionais de B,
tomamos, respectivamente, 110% e 120% daquele valor.

Por fim, para o BDTSTP, eliminamos a restrição de orçamento e resolvemos o
MDTSTP resultante. Feito isso, escolhemos os valores de B como sendo, respecti-
vamente, 90%, 95% e 100% do valor obtido.

Os resultados de nossos experimentos computacionais são apresentados no for-
mato de tabelas. Para cada problema investigado, três tabelas estão disponíveis,
cada um delas correspondendo a um valor distinto de B.

Apresentamos os resultados computacionais obtidos nas Tabelas 3.1 a 3.12. Cada
tabela é organizada contendo, em suas quatro primeiras colunas, dados das instân-
cias consideradas. Respectivamente, uma denominação para a instância, Instância,
na primeira coluna, seguida de |V|, |A| eOPT, o valor de sua solução ótima, quando
obtida por algum algoritmo. A estas colunas se seguem 3 blocos de 4 colunas, um
bloco para cada formulação considerada. Cada algoritmo, por sua vez, é identifi-
cado através da formulação matemática a ele associada. As colunas de cada bloco
indicam, respectivamente, o número de nós, Nós, na árvore de enumeração, o gap
percentual, Gap(%), entre o valor de OPT e o valor da relaxação linear inicial,
o tempo de CPU, T(s), em segundos, gasto pelo algoritmo e o valor Z do melhor
limite dual obtido para a instância. Quando um algoritmo não consegue oferecer um
certificado de otimalidade, * aparece na posição do valor Z. Adicionalmente, INF
aparece na posição de OPT quando inexiste uma solução viável para a instância.

3.4 Resultados computacionais para o BDSTP

Nesta seção, apresentamos resultados computacionais para os três algoritmos dis-
tintos associados às nossas formulações do BDSTP. Dividimos essa apresentação em
dois blocos: um para grafos completos e outro para grafos esparsos.

3.4.1 Grafos Completos

Cada tabela está relacionada a um valor distinto de B. Neste caso específico, 20%,
30% e 40% do valor do somatório dos n − 1 arcos de maior custo, para cada grafo
considerado.
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BDSTP-MTZ BDSTP-MCF BDSTP-NF
Instância |V| OPT Nós Gap(%) T(s) Z Nós Gap(%) T(s) Z Nós Gap(%) T(s) Z
10_d4 10 INF - - - - - - - - - - -
10_d5 10 INF - - - - - - - - - - - -
10_d6 10 INF - - - - - - - - - - - -
10_d7 10 INF - - - - - - - - - - - -
10_d8 10 INF - - - - - - - - - - - -
10_d10 10 INF - - - - - - - - - - - -
15_d4 15 7 59803 100 30,643 7 688 48,48 10,284 7 38 51,98 94,872 7
15_d8 15 4 4088 100 2,001 4 22 29,07 2,153 4 1 30,67 6,036 4
20_d4 20 6 655467 100 444,789 6 13.098 37,55 380,221 6 1 27,52 >1200 *5
20_d5 20 6 491783 100 427,220 6 1.508 34,16 85,315 6 1 36,95 370,052 6
20_d6 20 5 114564 100 78,229 5 595 28,05 42,991 5 1 29,91 53,716 5
20_d7 20 6 1,94E+05 100 188,035 6 582 32,76 38,096 6 1 35,18 210,451 6
20_d8 20 6 1,50E+06 100 >1200 *4 15.798 39,44 352,538 6 1 29,69 >1200 *5
20_d10 20 5 2036038 100 >1200 *4 14.013 31,13 457,084 5 3 32,93 423,182 5
25_d4 25 4 2,17E+06 100 >1200 *4 121 10,60 52,895 4 1 12,17 >1200 *4
25_d5 25 4 1,69E+05 100 184,844 4 849 16,42 118,826 4 1 17,06 111,442 4
25_d6 25 4 84.329 100 59,465 4 571 17,396 169,534 4 1 18,113 85,052 4
25_d8 25 5 1855616 100 >1200 *4 10202 18,542 >1200 *4,3 1 13,042 >1200 *4
25_d9 25 4 34400 100 37,483 4 1961 20,119 425,856 4 1 20,320 89,613 4

Tabela 3.1: Resultados computacionais para grafos completos: valor de B igual a
20% do somatório dos n− 1 arcos de maior custo.

BDSTP-MTZ BDSTP-MCF BDSTP-NF
Instância |V| OPT Nós Gap(%) T(s) Z Nós Gap(%) T(s) Z Nós Gap(%) T(s) Z
10_d4 10 4 3149 100 0,984 4 189 33,458 1,078 4 1 36,272 0,283 4
10_d5 10 4 1521 100 0,307 4 39 31,897 0,447 4 1 34,038 0,381 4
10_d6 10 4 1549 100 0,352 4 66 32,978 0,562 4 1 36,025 0,384 4
10_d7 10 5 1641 100 0,503 5 333 39,603 1,474 5 1 45,205 0,917 5
10_d8 10 4 1800 100 0,426 4 91 30,43 0,544 4 1 33,29 0,373 4
10_d10 10 5 896 100 0,308 5 159 40,32 0,730 5 1 44,21 0,702 5
15_d4 15 4 10202 100 5,763 4 2.315 36,18 14,596 4 1 36,53 3,264 4
15_d8 15 3 10533 100 5,550 3 422 31,02 4,853 3 1 31,24 3,3 3
20_d4 20 3 10240 100 8,095 3 166 16,10 10,489 3 1 16,10 15,919 3
20_d5 20 4 10781 100 10,519 4 4.704 34,55 78,887 4 1 34,55 22,010 4
20_d6 20 4 10202 100 7,738 4 17.503 35,87 219,465 4 1 35,87 21,015 4
20_d7 20 4 1,02E+04 100 6,048 4 9.753 35,85 113,994 4 1 35,85 25,793 4
20_d8 20 4 1,02E+04 100 9,168 4 14.600 36,98 137,555 4 1 36,98 24,033 4
20_d10 20 3 10305 100 7,782 3 425 16,65 14,847 3 1 16,65 21,688 3
25_d4 25 4 2,55E+04 100 54,677 4 33.009 26,76 >1200 *3,3 1 38,23 465,770 4
25_d5 25 3 1,02E+04 100 17,111 3 284 15,35 36,039 3 1 15,35 61,757 3
25_d6 25 3 10.221 100 13,393 3 695 20,760 107,232 3 1 20,760 381,080 3
25_d8 25 4 14193 100 35,021 4 54743 36,032 845,056 4 1 36,032 491,783 4
25_d9 25 4 14732 100 39,197 4 68659 31,844 >1200 *3,6 1 37,603 269,441 4

Tabela 3.2: Resultados computacionais para grafos completos: valor de B igual a
30% do somatório dos n− 1 arcos de maior custo.
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BDSTP-MTZ BDSTP-MCF BDSTP-NF
Instância |V| OPT Nós Gap(%) T(s) Z Nós Gap(%) T(s) Z Nós Gap(%) T(s) Z
10_d4 10 3 931 100 0,446 3 158 27,523 0,570 3 1 28,340 0,270 3
10_d5 10 3 2694 100 0,580 3 116 30,150 0,548 3 1 30,375 0,206 3
10_d6 10 3 1104 100 0,421 3 144 31,531 0,509 3 1 31,706 0,234 3
10_d7 10 3 521 100 0,214 3 230 19,644 0,722 3 1 22,517 0,426 3
10_d8 10 3 1521 100 0,356 3 267 30,52 1,027 3 1 30,66 0,373 3
10_d10 10 3 563 100 0,395 3 89 21,88 0,507 3 1 23,36 0,353 3
15_d4 15 3 10215 100 5,980 3 388 29,67 3,499 3 1 29,67 2,673 3
15_d8 15 2 10430 100 3,052 2 1 5,16 0,811 2 1 5,16 1,382 2
20_d4 20 2 10234 100 5,057 2 1 0,76 1,387 2 1 0,76 12,601 2
20_d5 20 2 10265 100 8,325 2 1 0,11 1,346 2 1 0,11 12,008 2
20_d6 20 3 10257 100 8,975 3 924 31,05 26,484 3 1 31,05 19,020 3
20_d7 20 2 1,03E+04 100 6,848 2 1 0,29 1,305 2 1 0,29 13,405 2
20_d8 20 3 1,03E+04 100 8,714 3 726 32,62 13,307 3 1 32,62 15,340 3
20_d10 20 2 10216 100 7,069 2 1 0,24 1,572 2 1 0,24 11,780 2
25_d4 25 2 1,02E+04 100 11,620 2 1 0,78 0,986 2 1 0,78 62,085 2
25_d5 25 3 1,03E+04 100 9,157 3 1.133 29,67 45,123 3 1 29,67 62,794 3
25_d6 25 2 10.247 100 9,792 2 1 1,464 0,828 2 1 1,464 53,899 2
25_d8 25 3 10281 100 9,668 3 1533 31,036 100,075 3 1 31,036 47,415 3
25_d9 25 2 10241 100 10,448 2 1 0,208 1,602 2 1 0,208 64,091 2

Tabela 3.3: Resultados computacionais para grafos completos: valor de B igual a
40% do somatório dos n− 1 arcos de maior custo.

Como seria de se esperar, uma instância do BDSTP se torna mais fácil de resolver
quando o valor de B é maior e isso se aplica a todos os algoritmos que testamos
para o problema.

Quando comparada às outras formulações, o algoritmo associado à formulação
BDSTP-MTZ tende a explorar uma maior quantidade de nós na árvore de enumera-
ção implícita. Além disso, para todos as instâncias testadas, o valor de sua relaxação
linear se manteve sempre no mínimo possível, ou seja, 0. Em termos desempenho,
obteve apenas 9 dos 13 certificados de otimalidade possíveis na Tabela 3.1. Por
outro lado, para as instâncias das Tabelas 3.2 e 3.3, foi o algoritmo que atingiu o
melhor resultado.

Em relação à formulação BDSTP-MCF, observamos que seu algoritmo correspon-
dente alcançou o maior número de certificados de otimalidade, quando comparado
aos demais. Mais especificamente, alcançou 48 dos 51 possíveis certificados em com-
paração com 47 dos outros modelos. Para valores maiores de B, gaps baixos foram
obtidos para algumas instâncias da Tabela 3.3. Para as instâncias das Tabelas 3.2 e
3.1, podemos observar gaps de dualidade e tempos de CPU mais elevados, tomando
por base o desempenho no outro caso. Entretanto, para as instâncias da Tabela 3.1,
o algoritmo obteve, na maioria dos casos, o melhor desempenho.

Por fim, notamos que o algoritmo referente à formulação BDSTP-NF foi o que
menos explorou nós na árvore de enumeração implícita. Mais precisamente, na
maior parte dos casos, garantiu certificados de otimalidade explorando apenas um
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único nó. No entanto, para valores menores de B, como visto na Tabela 3.1, obteve
apenas 9 certificados de otimalidade para as 13 instâncias consideradas. Em ter-
mos de tempo de CPU, seu desempenho foi inferior às demais formulações, para a
maioria das instâncias testadas. Com relação aos valores de Gap, observamos um
comportamento similar ao do algoritmo correspondente à formulação BDSTP-MCF.
Note que o número reduzido de nós na árvore de enumeração implícita se deve, neste
caso, também ao Gurobi. Este conseguiu fechar, em alguns casos, gaps de dualidade
expressivos.

3.4.2 Grafos Esparsos

A seguir, apresentaremos três tabelas ilustrando os resultados dos experimentos
computacionais relativos a grafos esparsos. Como mencionado anteriormente, neste
caso tomamos para B respectivamente 35%, 45% e 55% do valor da soma dos n− 1

arcos de maior custo no grafo.

BDSTP-MTZ BDSTP-MCF BDSTP-NF
Instância |V| |A| OPT Nós Gap(%) T(s) Z Nós Gap(%) T(s) Z Nós Gap(%) T(s) Z
2050_d4 20 50 INF - - - - - - - - - - - -
2050_d5 20 50 6 48.482 100 22,276 6 139 25,68 2,482 6 1 31,51 4,881 6
2050_d6 20 50 6 13.820 100 9,277 6 716 32,82 7,556 6 1 35,98 6,499 6
2050_d7 20 50 7 24.048 100 16,279 7 176 37,22 2,085 7 1 40,25 8,965 7
2050_d8 20 50 INF - - - - - - - - - - - -
2050_d9 20 50 INF - - - - - - - - - - - -
40100_d4 20 50 6 2,02E+06 100 >1200 *4 12.033 32,31 245,696 6 1 32,47 1.066,9 6
40100_d5 40 100 5 2,11E+06 100 >1200 *4 256 17,97 15,588 5 1 18,22 223,404 5
40100_d6 40 100 5 1938935 100 836,085 5 7.748 24,46 274,277 5 17 24,46 800,559 5

Tabela 3.4: Resultados computacionais para grafos completos: valor de B igual a
35% do somatório dos n− 1 arcos de maior custo.

BDSTP-MTZ BDSTP-MCF BDSTP-NF
Instância |V| |A| OPT Nós Gap(%) T(s) Z Nós Gap(%) T(s) Z Nós Gap(%) T(s) Z
2050_d4 20 50 5 11.150 100 5,019 5 289 27,08 5,172 5 1 27,96 7,819 5
2050_d5 20 50 4 1.382 100 0,473 4 83 17,99 2,291 4 1 18,37 2,214 4
2050_d6 20 50 4 1.346 100 0,465 4 87 19,43 2,688 4 1 20,50 2,491 4
2050_d7 20 50 4 521 100 0,440 4 70 19,81 2,470 4 1 21,35 2,159 4
2050_d8 20 50 4 998 100 0,439 4 18 12,20 1,765 4 1 14,69 2,577 4
2050_d9 20 50 4 998 100 0,434 4 18 12,20 1,780 4 1 14,69 2,592 4
40100_d4 20 50 4 2.610 100 1,847 4 58 21,30 3,816 4 1 21,30 114,767 4
40100_d5 40 100 4 977 100 1,156 4 56 23,75 3,902 4 1 23,75 102,565 4
40100_d6 40 100 4 2.359 100 1,988 4 159 22,11 3,683 4 1 22,11 109,414 4

Tabela 3.5: Resultados computacionais para grafos completos: valor de B igual a
45% do somatório dos n− 1 arcos de maior custo.
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BDSTP-MTZ BDSTP-MCF BDSTP-NF
Instância |V| |A| OPT Nós Gap(%) T(s) Z Nós Gap(%) T(s) Z Nós Gap(%) T(s) Z
2050_d4 20 50 4 1.575 100 0,523 4 115 27,92 1,893 4 1 27,97 2,534 4
2050_d5 20 50 4 2.156 100 0,578 4 401 29,10 2,646 4 1 29,10 2,198 4
2050_d6 20 50 4 1.396 100 0,469 4 146 30,09 1,351 4 1 30,36 2,874 4
2050_d7 20 50 4 1.089 100 0,633 4 155 33,93 1,058 4 1 34,32 2,481 4
2050_d8 20 50 4 2.815 100 0,557 4 99 26,29 1,101 4 1 26,29 1,981 4
2050_d9 20 50 4 2.815 100 0,575 4 99 26,29 1,116 4 1 26,29 2,283 4
40100_d4 20 50 4 951 100 1,070 4 390 30,96 9,878 4 1 30,96 98,785 4
40100_d5 40 100 4 585 100 0,872 4 486 33,36 9,469 4 1 33,36 91,911 4
40100_d6 40 100 4 528 100 0,707 4 434 31,35 8,052 4 1 31,35 105,286 4

Tabela 3.6: Resultados computacionais para grafos completos: valor de B igual a
55% do somatório dos n− 1 arcos de maior custo.

De forma semelhante ao que observamos pra grafos completos, diâmetros maiores
são obtidos para valores relativamente mais baixos de B. Além disso, os algoritmos
mostram, como seria de se esperar, maior dificuldade na obtenção de certificados de
otimalidade considerando esses valores a B.

Notamos que o algoritmo associado à formulação BDSTP-MTZ continua a ser
o que mais explora nós na árvore de enumeração implícita, além de manter suas
relaxações lineares iniciais no menor valor possível, ou seja, 0. Em termos de CPU,
seu desempenho se mostrou superior aos demais algoritmos quando considerados
valores maiores de B. Por outro lado, para as instâncias da Tabela 3.4, apresentou
maior dificuldade em obter certificados de otimalidade.

Diferentemente do caso anterior, o algoritmo associado à formulação BDSTP-
MCF obteve tempos de CPU relativamente baixos em todos os casos considerados.
Apesar de apresentar valores de gaps relativamente altos e do grande número de nós
explorados na árvore de enumeração implícita, é o algoritmo de melhor desempenho
na obtenção de certificados de otimalidade.

Por sua vez, o algoritmo associado à formulação BDSTP-NF, continuou resol-
vendo quase todas as instâncias em apenas um único nó da árvore de enumeração.
Seus tempos de de CPU, no entanto, são relativamente altos. Vale aqui ressaltar,
mais uma vez, o desempenho dos procedimentos de pré-processamento e fortaleci-
mento de formulações do Gurobi. Estes conseguiram fechar em apenas um único nó
da árvore de enumeração, gaps de dualidade relativamente altos.

3.5 Resultados Computacionais para o BMDSTP

Nesta seção, apresentamos resultados computacionais para os algoritmos associados
à nossas formulações para o BMDSTP. Consideramos, mais uma vez, três valores
distintos de B. Estes são definidos como percentuais do valor da solução ótima
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correspondente ao STPG, para cada grafo considerado. Mais precisamente, tomamos
para B 100%, 110% e 120% daquele valor.

BMDSTP-MTZ BMDSTP-MCF BMDSTP-NF
Instancia |V| |A| OPT Nós Gap(%) T(s) Z Nós Gap(%) T(s) Z Nós Gap(%) T(s) Z
steinb1 50 63 9 385 100 0,439 9 15 39,87 1,858 9 13 39,87 115,232 9
steinb2 50 63 11 392 100 0,544 11 79 44,91 2,148 11 1 50,82 >1200 5,41
steinb3 50 63 14 580 100 0,654 14 89 46,34 3,695 14 1 57,07 >1200 *6,01
steinb4 50 100 11 235 100 0,609 11 66 54,33 3,298 11 1 33,45 >1200 *7,32
steinb5 50 100 10 788 100 1,07 10 71 44,93 3,51 10 1 50,20 >1200 *4,98
steinb6 50 100 15 1493 100 2,42 15 112 49,89 12,89 15 1 63,33 >1200 *5,5
steinb7 75 94 11 1541 100 2,44 11 58 45,50 3,78 11 1 33,18 >1200 *7,35
steinb8 75 94 14 571 100 1,22 14 82 55,43 7,08 14 0 - >1200 -
steinb9 75 94 17 1503 100 4,48 17 137 49,19 33,75 17 0 - >1200 -
steinb10 75 150 11 537 100 1,30 11 59 48,38 6,05 11 0 - >1200 -
steinb11 75 150 13 596 100 1,64 13 105 55,52 27,23 13 0 - >1200 -
steinb12 75 150 17 2561 100 10,06 17 284 54,30 94,32 17 0 - >1200 -
steinb13 100 125 11 1936 100 8,36 11 54 34,57 11,97 11 0 - >1200 -
steinb14 100 125 14 14258 100 74,14 14 91 41,05 29,25 14 0 - >1200 -
steinb15 100 125 18 5143 100 31,26 18 214 48,67 111,59 18 0 - >1200 -
steinb16 100 200 15 9683 100 51,34 15 143 55,60 35,70 15 0 - >1200 -
steinb17 100 200 13 3.535 100 19,098 13 98 37,99 70,250 13 0 - >1200 -
steinb18 100 200 24 2721 100 16,964 24 177 58,32 512,138 24 0 - >1200 -

Tabela 3.7: Resultados computacionais para instâncias com B igual a 100% do valor
da solução ótima do STPG.

BMDSTP-MTZ BMDSTP-MCF BMDSTP-NF
Instancia |V| |A| OPT Nós Gap(%) T(s) Z Nós Gap(%) T(s) Z Nós Gap(%) T(s) Z
steinb1 50 63 8 1231 100 1,039 8 9 32,35 2,393 8 6 32,353 442,444 8
steinb2 50 63 9 2964 100 6,312 9 96 34,20 2,508 9 19 34,244 799,614 9
steinb3 50 63 9 5625 100 7,217 9 19 25,55 7,457 9 1 25,625 650,421 9
steinb4 50 100 8 2524 100 8,482 8 130 41,63 4,820 8 1 41,80 >1200 *4,65
steinb5 50 100 7 17614 100 40,77 7 105 26,07 4,93 7 1 26,21 >1200 *5,16
steinb6 50 100 10 138175 100 304 10 609 39,83 120,67 10 1 40,31 >1200 *5,96
steinb7 75 94 8 3364 100 9,06 8 25 26,76 4,68 8 0 - >1200 -
steinb8 75 94 9 8974 100 29,18 9 75 33,07 10,84 9 0 - >1200 -
steinb9 75 94 11 58780 100 150 11 25 26,22 36,23 11 0 - >1200 -
steinb10 75 150 8 9510 100 53,16 8 221 33,29 23,93 8 0 - >1200 -
steinb11 75 150 8 35649 100 148,82 8 147 33,54 72,39 8 0 - >1200 -
steinb12 75 150 9 1 100 >1200 *0 1 30,21 >1200 *6,28 0 - >1200 -
steinb13 100 125 9 76727 100 285,93 9 28 22,26 16,07 9 0 - >1200 -
steinb14 100 125 11 1 100 >1200 *0 52 28,48 71,15 11 0 - >1200 -
steinb15 100 125 11 1 100 >1200 *0 60 20,54 163,51 11 0 - >1200 -
steinb16 100 200 8 1 100 >1200 *0 67 23,39 55,64 8 0 - >1200 -
steinb17 100 200 10 1 100 >1200 *0 361 32,93 869,556 10 0 - >1200 -
steinb18 100 200 11 1 100 >1200 *0 1 33,69 >1200 *7,29 0 - >1200 -

Tabela 3.8: Resultados computacionais para instâncias com B igual a 110% do valor
da solução ótima do STPG.
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BMDSTP-MTZ BMDSTP-MCF BMDSTP-NF
Instancia |V| |A| OPT Nós Gap(% T(s) Z Nós Gap(% T(s) Z Nós Gap(% T(s) Z
steinb1 50 63 8 936 100 1,651 8 14 32,35 1,573 8 7 32,353 316,912 8
steinb2 50 63 9 10251 100 21,109 9 35 34,20 2,574 9 1 34,24 1200 *5,91
steinb3 50 63 9 2646 100 6,742 9 11 25,55 9,282 9 1 25,625 138,53 9
steinb4 50 100 7 19940 100 50,056 7 976 34,87 18,376 7 1 43,13 1200 *4,54
steinb5 50 100 7 42070 100 121 7 204 28,11 11,16 7 1 28,35 1200 *5,01
steinb6 50 100 8 1 100 1200 *0 895 30,99 338,39 8 1 44,86 1200 *5,51
steinb7 75 94 8 6138 100 14,75 8 31 26,76 6,55 8 0 - 1200 -
steinb8 75 94 8 10514 100 32,72 8 29 24,70 9,72 8 0 - 1200 -
steinb9 75 94 11 9718 100 38 10 33 26,22 42,28 11 0 - 1200 -
steinb10 75 150 7 110736 100 560,78 7 50 25,69 18,17 7 0 - 1200 -
steinb11 75 150 7 1 100 1200 *0 95 26,25 51,16 7 0 - 1200 -
steinb12 75 150 9 1 100 1200 *0 0 35,22 1200 *5,83 0 - 1200 -
steinb13 100 125 9 1 100 1200 *0 24 22,26 11,23 9 0 - 1200 -
steinb14 100 125 10 1 100 1200 *0 198 21,40 90,25 10 0 - 1200 -
steinb15 100 125 11 1 100 1200 *0 90 20,54 398,95 11 0 - 1200 -
steinb16 100 200 8 1 100 1200 *0 337 26,01 244,91 8 0 - 1200 -
steinb17 100 200 10 1 100 1200 *0 0 36,40 1200 *6,36 0 - 1200 -
steinb18 100 200 11 1 100 1200 *0 0 37,27 1200 *6,9 0 - 1200 -

Tabela 3.9: Resultados computacionais para instâncias com B igual a 120% do valor
da solução ótima do STPG.

Com base nos resultados apresentados acima, notamos uma maior dificuldade
na resolução das instâncias, quando comparado ao BDSTP. Ao contrário do que
ocorreu para aquele problema, aqui, a medida que B aumenta, nota-se uma maior
dificuldade na obtenção de certificados de otimalidade. Tal comportamento não é
intuitivo e não encontramos explicações para ele.

De modo geral, o algoritmo associado à formulação BMDSTP-MTZ conseguiu
obter poucos certificados de otimalidade. Além disso, seu valores de gaps ficaram,
novamente, no maior patamar possível, além de explorar uma maior quantidade de
nós na árvore de enumeração implícita. No entanto, para valores menores de B, apre-
sentou melhores tempos de CPU, como é o caso das instâncias associadas a Tabela
3.7. Para instâncias das Tabelas 3.8 e 3.9, no entanto, observamos uma dificuldade
maior para obter certificados de otimalidade em tempos de CPU aceitáveis.

Por sua vez, o algoritmo referente à formulação BMDSTP-MCF, obteve, em
geral, um melhor desempenho em termos de CPU. Embora seu valores de Gap
sejam elevados, foi o algoritmo que conseguiu o maior número de certificados de
otimalidade, quando comparado aos outros. Em especial, para as instâncias da
Tabela 3.9, onde o algoritmo conseguiu obter 15 dos 18 certificados de otimalidade
possíveis.

Finalmente, quando observamos os resultados associados à formulação
BMDSTP-NF, notamos um desempenho relativamente fraco para seu algoritmo cor-
respondente. De modo geral, são poucas as instâncias resolvidas à otimalidade. Pior
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ainda, para a maioria das instâncias propostas, não foi possível obter nem mesmo
sua relaxação linear no tempo limite estipulado. Além disso, ao contrário do que
prevaleceu para o BDSTP, o algoritmo explora um maior número de nós na árvore
de enumeração implícita. Por fim, seus valores de Gap se mostraram elevados, para
todas as instâncias onde foi possível obtê-lo.

3.6 Resultados Computacionais para o BDTSTP

Nesta seção, apresentamos os resultados obtidos para os algoritmos associados as
nossas formulações apresentadas para o BDTSTP. Neste caso, resolvemos inicial-
mente o MDTSTP e consideramos três valores distintos para B. Como mencionado
anteriormente, estes correspondem a respectivamente 90%, 95% e 100% do valor da
solução ótima para o MDTSTP.

BDTSTP-MTZ BDTSTP-MCF BDTSTP-NF
Instancia |V| |A| OPT Nós Gap(%) T(s) Z Nós Gap(%) T(s) Z Nós Gap(%) T(s) Z

fst_50_100_10 50 100 9 2847 77,78 6,016 9 110 41,21 2,710 9 1 41,22 >1200 *5,29
fst_50_100_11 50 100 8 35229 75 49,518 8 160 30,58 4,472 8 1 30,63 >1200 *5,55
fst_50_100_12 50 100 8 18305 75 36 8 65 28,79 2,923 8 1 28,88 >1200 *5,69
fst_75_200_10 50 200 7 320661 71,43 >1200 *4 157 31,55 25,466 7 0 - >1200 -
fst_75_200_11 50 200 7 240834 71,43 >1200 *2,40 250 30,59 32,38 7 0 - >1200 -
fst_75_200_12 50 200 7 134472 71,43 >1200 *2,46 167 30,09 23,17 7 0 - >1200 -
fst_100_300_10 80 300 8 148587 75 >1200 *6 881 36,84 92 8 0 - >1200 -
fst_100_300_11 80 300 7 131950 71,43 >1200 *3,35 328 29,98 116,39 7 0 - >1200 -
fst_100_300_12 80 300 7 121241 71,43 >1200 *4 293 29,75 149,73 7 0 - >1200 -

Tabela 3.10: Resultados computacionais para B igual a 90% do valor da solução
ótima do MDTSTP.

BDTSTP-MTZ BDTSTP-MCF BDTSTP-NF
Instancia |V| |A| OPT Nós Gap(%) T(s) Z Nós Gap(%) T(s) Z Nós Gap(%) T(s) Z

fst_50_100_10 50 100 7 3166 71,43 18,005 7 102 25,12 4,120 7 1 25,14 >1200 *5,24
fst_50_100_11 50 100 7 72534 71,43 126,057 7 39 21,57 2,633 7 25 21,57 964 7
fst_50_100_12 50 100 7 50049 71,43 71 7 149 18,62 7,472 7 1 18,71 >1200 *5,69
fst_75_200_10 50 200 7 207099 71,43 >1200 *2,38 424 32,33 40,894 7 0 - >1200 -
fst_75_200_11 50 200 7 131003 71,43 >1200 *2,10 279 31,66 37,73 7 0 - >1200 -
fst_75_200_12 50 200 7 177810 71,43 >1200 *2,12 732 31,16 76,33 7 0 - >1200 -
fst_100_300_10 80 300 8 172481 75 >1200 *3,68 1540 38,82 534,88 8 0 - >1200 -
fst_100_300_11 80 300 7 166477 71,43 >1200 *2,51 498 30,50 184,09 7 0 - >1200 -
fst_100_300_12 80 300 7 142832 71,43 >1200 *2 338 30,05 179,51 7 0 - >1200 -

Tabela 3.11: Resultados computacionais para B igual a 95% do valor da solução
ótima do MDTSTP.
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BDTSTP-MTZ BDTSTP-MCF BDTSTP-NF
Instancia |V| |A| OPT Nós Gap(%) T(s) Z Nós Gap(%) T(s) Z Nós Gap(%) T(s) Z

fst_50_100_10 50 100 6 24028 66,67 36,155 6 34 12,75 3,681 6 11 12,75 399,372 6
fst_50_100_11 50 100 6 88395 66,67 114,154 6 24 8,52 4,055 6 15 8,52 221 6
fst_50_100_12 50 100 6 68792 66,67 168 6 1 5,05 0,859 6 1 5,05 33 6
fst_75_200_10 50 200 6 169272 66,67 >1200 *2 411 21,62 35,718 6 0 - >1200 -
fst_75_200_11 50 200 6 215627 66,67 >1200 *2 71 21,03 18,68 6 0 - >1200 -
fst_75_200_12 50 200 6 172700 66,67 >1200 *2,04 627 20,79 118,61 6 0 - >1200 -
fst_100_300_10 80 300 6 116940 66,67 >1200 *2,38 323 19,39 89,67 6 0 - >1200 -
fst_100_300_11 80 300 6 130233 66,67 >1200 *2 136 19,14 79,79 6 0 - >1200 -
fst_100_300_12 80 300 6 99603 66,67 >1200 *2,05 101 18,39 63,92 6 0 - >1200 -

Tabela 3.12: Resultados computacionais para B igual a 100% do valor da solução
ótima do MDTSTP..

Para o BDTSTP, de modo geral, os algoritmos enfrentaram maior dificuldade em
obter certificados de otimalidade. Da mesma forma, como observado anteriormente
para o BMDSTP, a medida que B aumenta, maior a dificuldade dos algoritmos.

Em particular, o algoritmo associado à formulação BDTSTP-MTZ apresentou
bastante dificuldade em obter certificados de otimalidade. Para todos os casos de
B considerados, conseguiu alcançar esse objetivo para três instâncias apenas. No
entanto, apesar de apresentar valores de Gap altos, estes foram significantemente
melhores do que ocorreu para os problemas anteriores. Continuou sendo, entretanto,
o algoritmo que mais explora nós na árvore de enumeração implícita, principalmente
para as instâncias das Tabelas 3.11 e 3.12.

Por sua vez, o algoritmo associado à formulação BDTSTP-MCF conseguiu obter
certificados de otimalidade para todas as instâncias testadas, independente de seus
valores de B. Em especial, os tempos de CPU para valores menores de B, como é
o caso das instâncias da Tabela 3.10, foram relativamente baixos. No entanto, os
valores deGap para a formulação se mantiveram relativamente altos, principalmente
para as instâncias das Tabelas 3.10 e 3.11.

Por fim, o algoritmo associado à formulação BDTSTP-NF apresentou não só
uma grande dificuldade em obter certificados de otimalidade como, pior ainda, não
conseguiu nem mesmo resolver a relaxação linear inicial para diversas instâncias. A
título de exemplo, para o valor de B correspondente à Tabela 3.10, não conseguiu
obter nenhum certificado. Observamos ainda, em relação aos outros problemas
considerados, que o algoritmo explorou mais nós na árvore de enumeração implícita.
Da mesma forma, os valores referentes ao Gap se mantiveram relativamente altos e
muito próximos àquele atingidos pela formulação BDTSTP-MCF.
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Capítulo 4

Conclusões e Trabalhos Futuros

Nesta dissertação introduzimos as primeiras formulações propostas para o BDSTP,
o BMDSTP e o BDTSTP. Estes problemas, embora ainda pouco investigados na
literatura, são desafiadores e têm um grande potencial de aplicações práticas. Par-
ticularmente no desenho de redes de telecomunicação. Não se impõe de antemão a
paridade das árvores ótimas desses problemas, sendo este o principal desafio para
formulá-los. Tratamos esta questão de forma indireta, através de uma formulação
para a Propriedade da Centralidade de um Vértice ou Aresta (PCVA) de uma ár-
vore. Em seguida, incluímos a restrição de orçamento e incorporamos a PCVA a
formulações conhecidas de problemas envolvendo a obtenção de árvores sob alguma
restrição de diâmetro. Fazendo os ajustes necessários, chegamos as nossas três for-
mulações matemáticas para cada um dos três problemas. Feito isso, utilizamos o
solver Gurobi para resolver de forma exata cada uma dessas formulações. Neste
processo, conduzimos um estudo computacional comparando o desempenho das for-
mulações/algoritmos para diversos valores de B.

Através dos experimentos computacionais, ressaltamos o impacto da restrição
de orçamento na resolução exata das formulações propostas. Para nossa surpresa,
contrariando o senso comum, restrições de orçamento mais folgadas não levaram,
necessariamente, a soluções mais fáceis. Enumeramos, a seguir, alguns pontos a
destacar em nossos experimentos computacionais.

1. Para o BDSTP, tanto para grafos completos quanto para grafos esparsos, ob-
servamos uma dificuldade maior dos algoritmos em obter certificados de oti-
malidade quando os valores de B diminuem. Isto, de certa forma, está de
acordo com o senso comum, já que, diante de um orçamento infinito, o pro-
blema se torna polinomial. Por outro lado, para o BMDSTP e o BDTSTP,
observamos o efeito contrário e não encontramos explicações plausíveis para
esse comportamento.

2. Em geral, os algoritmos associados às formulações que envolvem restrições
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MTZ exploraram uma maior quantidade de nós na árvore de enumeração
implícita. Este é um comportamento esperado, já que tais formulações são
reconhecidamente fracas. Além disso, observamos que, na maioria das vezes,
suas relaxações lineares se mantiveram no menor valor possível, ou seja, 0.
Apesar dessa limitação, o algoritmo para o BDSTP apresentou um desempe-
nho relativamente bom, em termos de tempo de CPU. Alternativamente, para
os dois problemas associados a árvores de Steiner, os algoritmos tiveram um
desempenho relativamente fracos.

3. De modo geral, os algoritmos associados a formulações MCF foram os que
apresentaram o melhor desempenho. Em particular para os problemas envol-
vendo árvores de Steiner. As formulações MCF, vale aqui notar, apresentam
valores de Gap relativamente bons e demandam um esforço computacional
aceitável para obtê-los.

4. Os algoritmos associados a formulações baseadas em grafos em camadas, apre-
sentaram, de modo geral, os piores tempos de CPU. Em alguns casos, não foi
possível resolver nem mesmo a relaxação linear de suas formulações. De qual-
quer forma, um ponto a destacar em relação a tais formulações é o fato de
serem as que mais se beneficiaram dos módulos de pré-processamento e re-
forço de formulações do Gurobi. Isto pode ser constatado pelo fato do solver
conseguir fechar, em apenas um único nó na árvore de enumeração, gaps de
dualidade expressivos.

Devido ao curto espaço de tempo disponível, não foi possível investigar estraté-
gias para melhorar a performance dos algoritmos e/ou reforçar as formulações. Isto
será efetuado posteriormente.

Como proposta de trabalhos futuros, pretendemos investigar, dentre outras:

• Heurísticas e Meta-heurísticas: Não encontramos nenhuma abordagem
desse tipo para os problemas aqui investigados. Vale ressaltar que nossas for-
mulações e algoritmos exatos têm muito a se beneficiar de soluções heurísticas
de boa qualidade. Em particular, para apertar o valor de L, um dado de
entrada para nossas formulações.

• Testes de Pré-Processamento: Procedimentos para eliminar arestas/arcos
desnecessários podem levar a um salto de qualidade em nossas formula-
ções/algoritmos.

• Métodos de Decomposição: Para o BDSTP, nos interessa em investigar
procedimentos de Relaxação Lagrangeana e Decomposição de Benders. Note
que o BDSTP se presta naturalmente à aplicação de métodos de decomposição.
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Isto porque pode ser visto como uma interseção de um problema polinomial
com um problema pseudo-polinomial. O problema da árvore geradora de di-
âmetro mínimo, sob uma definição mais geral de diâmetro, sendo o primeiro
problema e o problema da mochila 0-1, sendo o segundo.

• Reforço das desigualdades de orçamento: As desigualdades de orçamento
correspondem a desigualdades da mochila 0-1. Reforçar nossas formulações
através de Lifted Minimum Covers dessas desigualdades seria algo extrema-
mente desejável.

• Atualização do valor de L: Algumas de nossas formulações podem ser
facilmente reforçadas ao longo de algoritmos de enumeração implícita, sempre
que uma nova solução viável nos leve a uma redução no valor de L.

Finalmente, expandindo o tema central que aqui investigamos, pretendemos tam-
bém trabalhar com os seguintes problemas:

• Budget Constrained Minimum Radius Trees: Uma adaptação natural
dos problemas que aqui estudamos, buscando encontrar árvores de menor raio
possível restritas a um orçamento B.

• Minimum Diameter p-Forest Problem: Problema introduzido em [15],
que é uma extensão natural dos nossos problemas, onde busca-se encontrar p
florestas de diâmetro mínimo. Os autores demonstram a equivalência deste
problema com o p-Center Problem [14].

• Minimum Diameter Dominating Tree: Problema ainda não investigado
na literatura, onde desejamos encontrar uma árvore dominante de G com
menor diâmetro possível.
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