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RETORNOS

Rafael Lopes Conde dos Reis

Dissertação de Mestrado apresentada ao

Programa de Pós-graduação em Engenharia

de Sistemas e Computação, COPPE, da

Universidade Federal do Rio de Janeiro, como

parte dos requisitos necessários à obtenção do
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1. Seleção de Portfólios. 2. Redes Neurais. 3.
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Resumo da Dissertação apresentada à COPPE/UFRJ como parte dos requisitos
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A diversificação de ativos financeiros é uma forma de reduzir a exposição ao risco

mantendo uma taxa de retorno satisfatória. Os métodos de seleção de portfólios

de ativos, tradicionalmente usados, exigem fortes simplificações para modelar a

dinâmica de seus preços. Tais simplificações incluem desconsiderar relações não-

lineares na composição dos preços dos ativos e até a suposição de que o processo

estocástico que os compõem seja estacionário. Redes neurais têm a capacidade de

modelar funções não lineares e são amplamente usadas para a estimação de preços

de ações, mas por serem estimações determińısticas estes modelos acabam sendo de

pouco uso no problema de seleção e portfólios.

Redes Generativas Adversárias são o estado da arte para a modelagem de dis-

tribuições de probabilidade complexas. Através de uma competição entre uma rede

geradora e uma discriminadora é posśıvel gerar amostras estatisticamente seme-

lhantes a distribuição que se deseja modelar. Este artigo apresenta a aplicação de

Redes Recorrentes Adversárias para modelar a distribuição conjunta de um portfólio

de ações e gerar amostras para o problema de otimização de portfólio. O modelo

proposto tem um retorno médio diário 34,55% superior ao melhor dos benchmarks

avaliados, em dados de um conjunto de teste.
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Diversification of financial assets is a way to reduce risk exposure while maintain-

ing a satisfactory rate of return. Traditionally used asset portfolio selection methods

require strong simplifications in order to model price dynamics. Such simplifications

include disregarding nonlinear relationships in the composition of asset prices and

even the assumption that the stochastic process of asset’s returns is stationary. Neu-

ral networks have the ability to model nonlinear functions and are widely used for

stock price estimation, but because these estimations are deterministic, these models

end up being of little usage for portfolio selection.

Generative Adversarial Networks are the state of the art for modeling complex

probability distributions. Through a competition between a generator and a dis-

criminator network it is possible to generate samples statistically similar to the

desired distribution. This research presents the application of Generative Recurrent

Adversarial Networks to model the joint distribution of a portfolio and generate

samples for the optimization problem. The proposed model has an average daily re-

turn 34.55% higher then the best among the evaluated benchmarks on out of sample

data.
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4.7 Distribuição de probabilidade conjunta dos ativos de um portfólio
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Ri(t) Variável aleatória do retorno de um ativo i no instante de

tempo t, p. 6
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Caṕıtulo 1

Introdução

1.1 Motivação

Indiv́ıduos buscam aumentar a quantidade de recursos que terão dispońıveis no

futuro por meio de uma alocação inteligente destes no presente. Chamamos estes

recursos de ativos e chamamos esta alocação de investimento. Toda modalidade de

investimento está sujeita a um fator de risco, uma vez que não é posśıvel definir com

certeza o futuro. Cabe a um investidor racional sempre buscar um investimento que

possua um maior valor esperado de retorno associado a um menor risco.

Um portfólio consiste na combinação de um universo de ativos como forma de

investimento. Ao variarmos a proporção investida em cada ativo, é posśıvel obter

um valor diferente de retorno associado a um diferente ńıvel de risco. Isso se deve ao

fato de que cada ativo tem, individualmente, seu próprio valor esperado de retorno

e ńıvel de risco. O valor investido em cada ativo é definido de forma a melhor

atender o grau de tolerância a risco de um investidor. Este processo de definir a

melhor alocação do total investido, entre os diferentes ativos é chamado de Seleção

de Portfólio.

O modelo de média-variância proposto por Markowitz [1, 2] foi um marco na

Teoria Moderna de Portfólio, tendo lhe concedido um Prêmio Nobel de Economia

em 1990. Consiste em uma maneira de construir um portfólio de forma a maximizar

seu retorno para um dado ńıvel de risco. Ele considera um portfólio eficiente todo

aquele portfólio que possui o maior retorno posśıvel, para um determinado ńıvel

de risco, dado um universo de ativos que o compõe. Markowitz propõe o uso da

variância como medida de risco e estima o valor esperado e a matriz de covariância

dos retornos por meio do uso da média e covariância amostrais.

Usar todas as amostras dos retornos para a estimativa dos parâmetros não é

algo viável, uma vez que a série temporal de retornos não é estacionária, e seu valor

esperado e matriz de correlação variam com o tempo. Por outro lado, limitar o
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numero de amostra apenas às mais recentes faz com que a estimação seja imprecisa,

especialmente para portfólios com muitos ativos. Isso levou a apresentação de diver-

sas técnicas na literatura, buscando formas de se estimar um portfólio ótimo, como

Modelos Multi-fator e Estimadores de Encolhimento. Estas técnicas, porém, fazem

uso de fortes simplificações para o comportamento dos retornos e muitas vezes não

apresentam resultados consistentemente superiores ao de um portfólio igualmente

distribúıdo [3].

A maior simplificação, porém, está em utilizar as amostras temporais das séries

de retornos como se elas fossem amostras de uma mesma variável aleatória. Ao

fazer isso, trata-se o processo estocástico dos retornos como sendo estacionário, o

que não é o caso [4, 5]. Cada amostra das séries temporais é uma ocorrência única

de uma variável aleatória pertencente a um processo estocástico. Caso fosse posśıvel

ter acesso a diferentes ocorrências da variável aleatória referente a um instante da

série temporal seria então posśıvel estimar propriedades como o valor esperado e a

matriz de covariâncias para aquele instante.

Redes Generativas Adversárias (Generative Adversarial Networks - GANs) [6]

são o estado da arte em modelos generativos e vêm sendo utilizadas na geração de

amostras vindas de diversas distribuições de probabilidade complexas (e.g. geração

de imagens). GANs também possuem aplicações com séries temporais, tendo sido

inclusive utilizadas para modelar o preço de ações [7]. Uma das grandes vantagens

de GANs está no fato de que, uma vez treinado o modelo, a geração de amostras

é extremamente barata do ponto de vista computacional. É posśıvel então utilizar

uma GAN que, uma vez recebendo o histórico de uma série temporal de retornos

seja capaz de gerar amostras provenientes da distribuição do próximo instante de

tempo. Desta forma pode-se utilizar estas amostras na estimação do valor esperado

e da matriz de covariância deste instante.

1.2 Objetivos e Contribuições

Este trabalho tem como objetivo avaliar a viabilidade da aplicação de GANs em

um problema de seleção de portfólios, a fim de gerar amostras referentes a um

instante de tempo e usá-las calcular o valor esperado e matriz de covariância. Para

tal, propõe-se inicialmente verificar a capacidade de modelar processos estocásticos

com GANs utilizando dados provenientes de uma distribuição conhecida. Uma vez

definido um modelo de GAN que consiga gerar amostras suficientemente próximas

às dos processos utilizados o modelo será aplicado a dados reais de ações com o

objetivo de gerar cenários para seleção de portfólios. Este modelo será avaliado com

base no retorno gerado pelo portfólio constrúıdo a partir das amostras geradas por

ele.
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Esta é a primeira aplicação de GANs relacionada a seleção de portfólios. Propõe-

se, além disso, um modelo capaz de gerar maior diversidade entre amostras para

problemas de séries temporais quando comparado a outros modelos presentes na

literatura. Por fim, outra contribuição do presente trabalho está em evidenciar que

a qualidade dos portfólios selecionados é superior quando se utiliza um modelo que

considera tanto as relação não lineares quanto o comportamento não estacionário

dos processos estocásticos dos retornos dos ativos.

1.3 Estrutura da Dissertação

Esta monografia se divide em 6 caṕıtulos. No presente caṕıtulo apresentou-se uma

breve introdução do escopo deste trabalho. No Caṕıtulo 2 é introduzida a base

teórica referente ao problema de seleção de portfólios, desde sua consolidação com

os trabalhos de Markowitz, até as propostas mais recentes. No Caṕıtulo 3 é apresen-

tado o conceito de GANs, passando pela descrição de Redes Neurais Artificiais e sua

aplicação em problemas envolvendo séries temporais financeiras. Estes dois caṕıtulos

consolidam a fundamentação teórica deste trabalho. No Caṕıtulo 4 é descrito o mo-

delo proposto, incluindo os experimentos realizados para avaliar a viabilidade de sua

aplicação com dados sintéticos. O Caṕıtulo 5 mostra os experimentos realizados do

modelo proposto aplicado a dados reais, comparando-o a diferentes técnicas já esta-

belecidas para a seleção de portfólios. O Caṕıtulo 6 conclui a análise dos resultados

obtidos e indica posśıveis contribuições a serem realizadas no futuro.
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Caṕıtulo 2

Seleção de Portfólio

O conceito de diversificação é bastante antigo e a ideia de que não se deve investir

todo seu capital em um único ativo é um senso comum. Como diz o ditado popular,

”Não se deve colocar todos os ovos na mesma cesta.”. Este problema de alocação

de capital em diferentes ativos é algo presente na vida de indiv́ıduos e instituições

financeiras. A este problema dá-se o nome de Teoria do Portfólio [8]. Pode-se definir

um portfólio como sendo uma distribuição de capital em um determinado universo

de ativos. Desta forma, um portfólio composto de 50% do ativo A e 50% do ativo

B é diferente de um contendo 10% do ativo A e 90% do ativo B.

Conforme um investidor diversifica seus investimentos ele minimiza sua exposição

a risco proveniente de fatores espećıficos a cada ativo. Por mais que se diversifique em

um número muito grande de ativos, porém, é imposśıvel evitar exposição a um fator

de risco. Isto acontece, pois todos os ativos no mercado estão suscet́ıveis a fatores

macroeconômicos comuns a eles. O risco que está sempre presente é conhecido como

risco de mercado, risco sistêmico, ou risco não diversificável. Já aquele que pode

ser mitigado por meio de diversificação é conhecido como risco espećıfico, risco não

sistêmico, ou risco diversificável [9].

Este caṕıtulo irá abordar o problema de seleção de portfólios, começando com a

descrição da Teoria Moderna de Portfólios. Será apresentado o modelo de média-

variância, suas deficiências e técnicas propostas posteriormente visando aprimorar

diferentes aspectos deste modelo.

2.1 Modelo Média-Variância

2.1.1 História da Teoria Moderna do Portfólio

A Teoria Moderna do Portfólio teve seu surgimento com o artigo publicado por

Markowitz em 1952 [1], sendo mais detalhada posteriormente em seu livro [2]. Es-

tes trabalhos foram marcos, tendo contribúıdo para sua premiação em 1990 com o
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Prêmio Nobel de Economia. Nestes ele descreveu o risco associado a um ativo como

sendo a variância dos seus retornos ao longo do tempo. Desta forma, formulou o

problema de seleção de portfólio como um problema da escolha da valor esperado

do retorno e da variância deste portfólio. No seu primeiro artigo [1] Markowitz re-

jeitou a ideia de que um investidor deveria se restringir a buscar um investimento

que maximizasse seu retorno descontado. Assim como também rejeitou a lei dos

grandes números na diversificação do portfólio, uma vez que os ativos são correla-

cionados demais para se assumir que seria posśıvel anular o risco através de uma

diversificação arbitrariamente grande.

Para Markowitz, um portfólio deveria ser escolhido baseando-se nos fatos in-

contestáveis de que um investidor racional sempre vai buscar ter um maior retorno

com o menor risco posśıvel, porém, cada investidor teria um determinado grau de

tolerância a risco. Uma das contribuições foi definir o conceito de portfólio eficiente.

Para ele, um portfólio é eficiente quando ele possui a menor variância para um de-

terminado valor esperado de retorno. Ou seja, qualquer variação da proporção em

que o capital está alocado só conseguirá reduzir a variância ao aceitar uma taxa

de retorno menor. O mesmo vale para aquele portfólio que possui o maior valor

esperado de retorno para uma determinada variância.

Porém, pode-se dizer que a maior contribuição do seu trabalho foi concluir que

para definir a alocação ótima em um portfólio não basta observar o comportamento

de cada ativo individualmente. É preciso que se avalie como os retornos dos ativos

variam conjuntamente, pois ao levar isso em consideração é posśıvel construir um

portfólio com o mesmo valor esperado, porém, com menor risco do que se essa

informação não fosse utilizada.

2.1.2 Problema de Otimização dos Pesos

Markowitz resume o problema de seleção de portfólio em um problema da escolha

de um balanço entre retorno e risco em um portfólio. A medida de risco adotada

por ele é a variância dos retornos. Nesta seção estes conceitos são definidos, assim

como o problema de otimização utilizado para encontrar os portfólios eficientes. A

notação utilizada difere da utilizada originalmente. Isto foi feito a fim de explicitar

que os retornos são modelados como um processo estocástico. Cada amostra de uma

série temporal de retornos é tratada como uma realização de uma variável aleatória,

pertencente a um processo estocástico de retornos.

Dado um portfólio com N ativos, usa-se i como ı́ndice para referenciar um destes

ativos e t para se referir a um determinado instante de tempo. Desta forma tem-se

i = 1, . . . , N
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t = 1, . . . , T

onde T é o total de amostras dispońıveis.

Pode-se então definir o retorno de um ativo i no instante de tempo t em função

do preço como

ri(t) =
pi(t)− pi(t− 1)

pi(t− 1)

onde pi(t) é o preço do ativo i no instante t.

Este retorno no instante de tempo t pode ser considerado como uma realização da

variável aleatória Ri(t) pertencente a um processo estocástico de retornos definido

como

{Ri(t) : t ∈ [1, T ]}

Desta forma, finalmente define-se o valor esperado do retorno e a variância de

um ativo i no instante de tempo t como

µi(t) = E[Ri(t)]

σ2
i (t) = E[(Ri(t)− µi(t))2]

No modelo de média-variância o retorno do portfólio é então definido como

Rp(t) =
N∑
i=1

wiRi(t)

sendo wi a quantidade relativa investida no ativo i, de forma que

N∑
i=1

wi = 1

Agora é posśıvel definir tanto o valor esperado do portfólio quanto sua variância

em termos do valor esperado e variância dos retornos dos ativos que o compõem.

Seu valor esperado será

µp(t) =
N∑
i=1

wiµi(t) (2.1)

σ2
p =

∑
i

∑
j

wiwjcovi,j(t) (2.2)

onde covi,j(t) é a covariância entre dois ativos i e j no instante t.

A Equação 2.1 e a Equação 2.2 podem ser reescritas de forma matricial como

µp(t) = wTµt (2.3)
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σ2
p(t) = wTΣw (2.4)

Desta forma o problema de seleção de portfólios pode ser modelado por meio de

um problema de Programação Linear. Neste a variância será minimizada para um

determinado valor esperado de retornos.

Minimize wTΣw

sujeito a wTµt = µp(t),

wT1N = 1

(2.5)

onde µp(t) é retorno alvo estabelecido e 1N é um vetor de comprimento N com todos

os elementos iguais a 1. Este problema é facilmente resolvido utilizando multiplica-

dores de Lagrange. Primeiramente o problema será reescrito como uma função de

Lagrange.

L (w, λ1, λ2) =
1

2
wTΣw + λ1(1−wT1N ) + λ2(µp(t)−wTµt)

A seguir calcula-se o gradiente da função de Lagrange e iguala-se a 0.

∇w,λ1,λ2L = 0 ⇔


Σw − λ11N − λ2µt = 0

1−wT1N = 0

µp(t)−wTµt = 0

(2.6)

Resolvendo w∗ em função de λ1 e λ2 o vetor de pesos do portfólio admite uma

solução na forma

w∗ = λ1Σ
−11N + λ2Σ

−1µt (2.7)

A fim de determinar λ1 e λ2 aplica-se a Equação 2.7 às duas últimas componentes

da Equação 2.6. A primeira é reescrita como

wTµt = µp(t)

(λ1Σ
−11N + λ2Σ

−1µt)
Tµt = µp(t)

λ1µ
T
t Σ−11N + λ2µ

T
t Σ−1µtµt = µp(t) (2.8)

e a segunda, como

wT1N = 1

(λ1Σ
−1 − 1N + λ2Σ

−1µt)
T1N = 1

λ11
T
NΣ−11N + λ21

T
NΣ−1µtµt = µp(t) (2.9)
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Define-se então

a ≡ 1T
NΣ−11N

b ≡ 1T
NΣ−1µt

c ≡ µT
t Σ−1µt

de forma que pode-se então reescrever as Equações 2.8 e 2.9 em termos de a, b e c.

λ1a+ λ2b = 1 (2.10)

λ1b+ λ2c = µp(t) (2.11)

Resolvendo as Equações 2.10 e 2.11 para λ1 e λ2 tem-se

λ1 =
c− bµp(t)

∆
(2.12)

λ2 =
aµp(t)− b

∆
(2.13)

onde ∆ = ac− b2. O que é válido, pois assume-se que µt 6= h1N e que Σ−1 existe.

Uma vez que Σ é positiva definida, então a > 0, c > 0. Em virtude da desigualdade

de Cauchy-Schwarz tem-se que ∆ > 0.

Portanto pode-se reescrever a Equação 2.7 como

w∗ =
(c− bµp(t))Σ−11N + (aµp(t)− b)Σ−1µt

ac− b2
(2.14)

o que dá a combinação ótima de pesos para um determinado universo de ativos,

uma vez fixado um valor esperado de retorno para o portfólio.

2.1.3 Fronteira Eficiente

Também é posśıvel determinar a variância dos portfólios em função do valor esperado

de retorno.

σ2
p(t) = w∗T

Σw∗

σ2
p(t) = w∗T

Σ(λ1Σ
−11N + λ2Σ

−1µt)

σ2
p(t) = λ1w

∗T

ΣΣ−11N + λ2w
∗T

ΣΣ−1µt

σ2
p(t) = λ1w

∗T

1N + λ2w
∗T

µt

de forma que ao aplicar as restrições da Equação 2.5 obtém-se

σ2
p(t) = λ1 + λ2µp(t) (2.15)
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assim sendo, basta então substituir as Equações 2.12 e 2.13 na Equação 2.15 para

obter

σ2
p(t) =

aµp(t)
2 − 2bµp(t) + c

∆
(2.16)

Fica evidente então, que a variância de um portfólio apresenta uma relação

quadrática com o retorno esperado, como explicitado pela Figura 2.4. Pode-se ob-

servar que o ponto ( 1
a
, b
a
) marca o portfólio de mı́nima variância. Acima dele todos os

pontos dizem respeito a um portfólio eficiente. Para qualquer um destes não existe

outra combinação entre os ativos que resulte em um retorno esperado maior com

o mesma variância, nem uma variância menor com o mesmo retorno. Ao conjunto

desses portfólios eficientes dá-se o nome de Fronteira Eficiente.

( 1
a
, b
a
)

σp

µp

Figura 2.1: A relação entre o valor esperado de retornos e o risco, representado
pelo desvio padrão. Vale destacar que o eixo vertical é comumente utilizado na
literatura, para representar o retorno esperado, assim como normalmente utiliza-se
o desvio padrão no eixo horizontal.

Para exemplificar pode-se considerar um universo espećıfico de ativos, cada qual

com um determinado valor esperado de retorno e uma variância espećıfica. Para

simplificar, considera-se que não há correlação entre eles. A Figura 2.2 mostra o

valor esperado e variância de cada ativo individualmente, assim como o de diferentes

combinações destes ativos em um portfólio. É evidente que todas as combinações

estão contidas na região abaixo da fronteira eficiente. É também claro que é posśıvel

obter um portfólio com variância menor do que a do ativo de menor variância, com

um valor esperado inclusive mais alto.

O exemplo da Figura 2.2 considerou ativos descorrelacionados. Porém, como

mostra a Equação 2.2, a covariância entre os ativos que compõem o portfólio apre-

sentam influência na variância deste. Esta influência fica evidente no exemplo re-

tratado na Figura 2.3. Nela, é representado um universo de dois ativos, assim como

as fronteiras eficientes para diferentes valores de correlação entre eles.
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Figura 2.2: Fronteira eficiente em um universo de quatro ativos. São plotados em
azul portfólios com pesos diferentes, em vermelho os quatro ativos individualmente
e em verde a parábola que delimita a Fronteira Eficiente.

0.5 1 1.5 2

0.2

0.4

0.6

0.8
ρ = −1

ρ = 0

ρ = .5

ρ = 1

A2

A1

σp

µp

Figura 2.3: Fronteiras eficientes com diferentes valores de correlação entre os ativos
em um universo de dois ativos.

2.1.4 Ativo Livre de Risco e o Portfólio Tangente

Um ativo livre de risco é um ativo que possui um valor esperado de retorno µ0

associado a uma variância nula. Na prática é comumente considerado um ativo livre

de risco t́ıtulos públicos de curto prazo de vencimento, como por exemplo t́ıtulos do

tesouro americano. Um ativo livre de risco é, por definição, descorrelacionado de

qualquer outro ativo, uma vez que possui uma variância nula.

Ao se considerar a possibilidade de incluir um ativo livre de risco em um portfólio

passa-se a ter uma nova fronteira eficiente. Esta é agora a linha que passa pelo ponto

referente ao ativo livre de risco e tangencia a fronteira eficiente antiga, passando pelo
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que é chamado de Portfólio Tangente. Qualquer ponto nessa linha passa a ser um

portfólio eficiente e é composto de uma combinação entre o ativo livre de risco e o

portfólio tangente. No caso especial dos pontos à direita do portfólio tangente eles

se referem ao caso em que se faz alavancagem no portfólio eficiente em relação ao

ativo livre de risco. Ou seja, pega-se dinheiro emprestado à taxa do ativo livre de

risco e o aplica no portfólio tangente.

O portfólio tangente também é conhecido como Portfólio de Mercado e referen-

ciado pela letra M . Isso porque é aquele portfólio que seria adquirido em alguma

proporção por qualquer investidor racional, independente do seu ńıvel de aversão

a risco. Investidores mais aversos a risco terão uma parcela menor investida no

portfólio tangente e uma maior investida no ativo livre de risco, e o oposto para in-

vestidores menos aversos ao risco. Ainda assim, todos teriam uma parcela investida

no portfólio tangente.

1 2 3

0.5

1

1.5

Portfólio Tangente

Ativo Livre de Risco

σp

µp

Figura 2.4: Fronteira eficiente considerando um ativo livre de risco. A reta que passa
pelo portfólio tangente e pelo ativo livre de risco se torna a nova fronteira eficiente.

Para encontrar o portfólio tangente, deve-se reformular o problema anterior de

forma que wT1N é investido em ativos de risco e 1 − wT1N é investido no ativo

livre de risco.

Minimize wTΣw

sujeito a wTµt + (1−wT1N )µ0 = µp(t),
(2.17)

Define-se a função de Lagrange como

L (w, λ) =
1

2
wTΣw + λ[(µp(t)− µ0)−wT (µt − 1Nµ0)]
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A seguir calcula-se o gradiente da função de Lagrange e iguala-se a 0.

∇w,λL = 0 ⇔

Σw − λ(µt − 1Nµ0) = 0

(µp(t)− µ0)−wT (µt − 1Nµ0) = 0
(2.18)

Resolvendo w∗ em função de λ2 e λ2 o vetor de pesos do portfólio admite uma

solução na forma

w∗ = λΣ−1(µt − 1Nµ0) (2.19)

A fim de determinar λ aplica-se a Equação 2.19 à última componente da

Equação 2.18. Tem-se então

(µp(t)− µ0)− [λΣ−1(µt − 1Nµ0)]T (µt − 1Nµ0) = 0

λ(µt − 1Nµ0)TΣ−1(µt − 1Nµ0) = (µp(t)− µ0)

λ =
µp(t)− µ0

(µt − 1Nµ0)TΣ−1(µt − 1Nµ0)
(2.20)

De forma que os pesos para o portfólio tangente são dados substituindo a

Equação 2.20 na Equação 2.19

w∗ =
(µp(t)− µ0)Σ−1(µt − 1Nµ0)

(µt − 1Nµ0)TΣ−1(µt − 1Nµ0)
(2.21)

E a função que relaciona a variância e a média dá-se por

Σw∗ = λ(µt − 1N )

w∗T

= λ(µt − 1Nµ0)TΣ−1

σ2
p(t) = w∗T

Σw∗ = λ2(µt − 1Nµ0)TΣ−1(µt − 1Nµ0)

σ2
p(t) =

(µp(t)− µ0)2

(µt − 1Nµ0)TΣ−1(µt − 1Nµ0)
(2.22)

Reorganizando o denominador da Equação 2.22 em termos de a, b e c, obtém-se

σ2
p(t) =

(µp(t)− µ0)2

aµ2
0 − 2bµ0 + c

(2.23)

que delimita duas retas tangentes a parábola da fronteira eficiente.

µp(t) = µ0 ± σp(t) 2

√
aµ2

0 − 2bµ0 + c

Lembrando que aµ2
0 − 2bµ0 + c > 0, pois, como já foi mostrado, ∆ = ac− b2 > 0.
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Apenas a reta superior é de interesse e ela representa a nova fronteira eficiente

no modelo média-variância com um ativo livre de risco. Portanto

µp(t) = µ0 + σp(t)
2

√
aµ2

0 − 2bµ0 + c (2.24)

Por fim, o portfólio tangente M pode ser representado pelo ponto (σM , µM), que

pode ser obtido resolvendo simultaneamente a Equação 2.16 e a Equação 2.24, de

forma a obter

w∗
M =

Σ−1(µt − 1Nµ0)

b− aµ0

(2.25)

µM(t) =
c− bµ0

b− aµ0

(2.26)

σ2
M(t) =

aµ2
0 − 2bµ0 + c

(b− aµ0)2
(2.27)

No exemplo mostrado anteriormente com o universo de quatro ativos descorre-

lacionados pode-se observar na Figura 2.5 a nova fronteira eficiente ao incluir um

ativo livre de risco.

Figura 2.5: Fronteira eficiente em um universo de quatro ativos e um ativo livre de
risco. São representados em azul portfólios com pesos diferentes, em vermelho os
quatro ativos individualmente e em verde o ativo livre de risco e o portfólio tangente.
A curva em verde representa a fronteira eficiente caso não houvesse um ativo livre
de risco e a reta vermelha é a fronteira eficiente ao considerar um ativo livre de risco.

2.1.5 Deficiências do Modelo Média-Variância

Como foi dito previamente, todo investidor racional buscaria dividir seu investimento

entre um ativo livre de risco e o portfólio tangente. Na prática, porém, algumas
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deficiências podem ser apontadas com relação ao modelo de média-variância, que

tornam impraticável encontrar o portfólio tangente.

Para calcular os pesos do portfólio tangente utilizando a Equação 2.25 é ne-

cessário estimar o valor esperado dos retornos de cada ativo para o próximo instante

de tempo, assim como suas variâncias e covariâncias. Este número cresce quadrati-

camente com o tamanho do universo de ativos no portfólio, sendo igual a N(N+1)
2

+N ,

onde N é o tamanho do universo de ativos no portfólio. Tradicionalmente, conforme

sugerido por Markowitz em 1952 [1] estes parâmetros podem ser calculados a partir

da média amostral e da covariância amostral, dadas por

µ̂ =
1

T

T∑
t=0

rt

Σ̂ =
1

T − 1

T∑
t=0

(ri − µ̂)(ri − µ̂)T

O uso da média e covariância amostrais utilizando toda a série de retornos es-

taria assumindo que o processo estocástico dos retornos dos ativos é um processo

estacionário e ergótico. Assumir isto é uma forte simplificação, visto que há evi-

dencias mostrando resultados positivos ao considerar que séries temporais de ativos

financeiros são não-estacionárias [4, 5]. O que é comumente utilizado na prática

é calcular a média e covariância amostrais utilizando uma janela com amostras

próximas. Esta abordagem, por sua vez, também incorre em dificuldades para esti-

mar os parâmetros. Isto porque, uma vez que quanto menos amostras são utilizadas

para o cálculo da matriz de correlação (especialmente no caso de um universo com

muitos ativos), mais imprecisa sua estimativa se torna.

Outro problema está no uso da variância como medida de risco. Isto porque ela

considera equivalentes os retornos acima e abaixo do valor esperado. Do ponto de

vista prático, retornos acima do valor esperado não são considerados negativos para

um investidor.

2.2 Propostas para a Estimativa dos Parâmetros

Serão apresentadas, nesta seção, propostas para mitigar estas deficiências, assim

como as próprias deficiências destas propostas. Inicialmente serão apresentadas

diversas propostas de modelos matemáticos e técnicas utilizadas para se obter boas

estimativas. Em seguida, será abordada a aplicação de técnicas de aprendizado de

máquina na modelagem do retorno de ativos, incluindo a aplicação das mesmas no

problema de seleção de portfólios.
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2.2.1 Modelo de Índice Único

A modelagem estat́ıstica do retorno de ativos se popularizou a partir dos trabalhos de

William Sharpe [10, 11] , pelo qual o mesmo recebeu o Prêmio Nobel de Economia de

1990, juntamente com Markowitz. Em seu trabalho Sharpe desenvolveu o que ficou

conhecido como Modelo de Índice Único (Single-Index Model - SIM). Este modelo

assume que os retornos dos diferentes ativos podem ser modelados apenas por meio

de sua interação com o retorno do mercado. Este é normalmente representado por

algum ı́ndice de mercado como, por exemplo, o S&P500. O SIM modela o retorno

em excesso em relação a um ativo livre de risco, como

ri(t)− µ0 = αi + βi(rm(t)− µ0) + εi(t)

rm(t) = αm + εm

onde rm(t) é o retorno do mercado em um instante de tempo t; α é a medida

do retorno anormal, ou seja, o excesso de retorno relação ao mercado; β é a taxa

de sensibilidade ao mercado; εi(t) é o retorno residual de um ativo, que é modelado

como uma variável aleatória, comumente gaussiana e independente.

Os parâmetros para a aplicação no modelo de média variância podem ser facil-

mente extráıdos a partir destas duas equações, sendo

µi(t) = αi + βiαmσ
2
i (t) = β2

i σ
2
m + σεi(t)covi,j(t) = βiβjσ

2
m,∀i 6= j

Devido a esta estrutura teórica que o modelo impõe ao problema, a quantidade de

parâmetros a ser calculada reduz drasticamente, uma vez que a matriz de correlação

é simplificada. Isto tornou o modelo muito mais simples para a compreensão de

analistas e não só aumentou a acurácia na seleção de portfólio como também garantiu

que a acurácia do modelo de mercado na estimação da matriz de covariância fosse

maior do que ao estimá-la diretamente [12].

2.2.2 Modelos de Multi-Fator

Pouco tempo depois começaram a ser desenvolvidos modelos multi-́ındices, também

conhecidos como multi-fator. Eles seguem a intuição de que os retornos de um dado

ativo podem, além de se relacionar com um ı́ndice único de mercado, se relacionar

com múltiplos outros fatores.

Genericamente um modelo multi-fator pode ser descrito por

ri(t)− µ0 = αi + βi(rm(t)− µ0) + εi(t) +
F∑
f=1

βi,fFf (t) + εi
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onde F é o total de fatores no modelo, Ff é o valor de um determinado fator num

instante de tempo t, βi,f é a taxa de sensibilidade de um ativo a um determinado

fator.

Uma grande motivação foi ao observar que mesmo depois de se remover a co-

variância com o ı́ndice de mercado ainda sobra covariância entre ativos da mesma

indústria [13]. Cohen e Pogue desenvolveram em 1967 [14] um modelo para o re-

torno em excesso de um ativo, usando fatores referentes ao retorno em excesso de

diferentes indústrias. Por sua vez, modelam o retorno em excesso de uma indústria

como uma relação linear com o retorno em excesso do mercado (arm(t) + b).

Fama e French desenvolveram em 1992 [15] um modelo multi-fator, que se tornou

muito popular, usando três fatores: o risco do mercado, a sobre performance de

empresas pequenas versus grandes e a sobre performance de empresas com alto

price-to-book ratio versus baixo. O price-to-book é, por sua vez, a razão do preço

de uma empresa e seu valor patrimonial, sendo usado como métrica para buscar por

empresas subvalorizadas. O modelo de três fatores pode ser descrito por

ri(t)− µ0 = βi(rm(t)− µ0) + bs · SMB + bv · HML + αi

onde SMB (Small Minus Big) é o valor do excesso de retorno de small caps (ativos de

pequeno porte) em relação a big caps, HML (High Minus Low) é o excesso de retorno

de ativos de alto valor em relação a ativos em crescimento, levando em consideração

o price-to-book. Por fim, bs e bv são coeficientes a serem calculados via regressão

linear, dados SMB e HML [16].

Diversos outros modelos multi-fator foram desenvolvidos no decorrer do tempo e

continuam sendo desenvolvidos na atualidade. Fama e French desenvolveram novos

modelos acrescentando novos fatores no seu modelo clássico [17, 18]. Pelger [19]

e Aı̈t-Sahalia [20] utilizaram PCA para determinar fatores para seus respectivos

modelos. Já Harvey [21] catalogou 316 anomalias propostas como posśıveis fatores.

Apesar de apresentarem modelos mais complexos do que o modelo de único fator

os modelos de múltiplos fatores ainda continuam baseando-se em simplificações do

comportamento das séries de retornos dos ativos de forma a conseguir modelar este

comportamento de forma expĺıcita. Por um lado isso facilita na compreensão de

quais os fatores mais relevantes para um determinado movimento no preço de um

ativo, mas por outro limita o grau de complexidade e, portanto, de precisão que um

modelo é capaz de atingir.

2.2.3 Métodos de Encolhimento

Como já foi descrito previamente, um dos problemas no modelo de média-variância

clássico está na estimação do valor esperado e na matriz de covariâncias para o
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próximo instante de tempo. Como a série de retornos dos ativos não provêm de um

processo estacionário não é viável a utilização de todas as amostras na construção

da matriz de covariância amostrais, sendo comumente utilizada uma janela temporal

destas amostras. Quando o número de amostras é reduzido ou quando o número

de ativos no portfólio é muito elevado, as estimativas amostrais, especialmente da

matriz de covariância tornam-se muito imprecisas. Isto levou ao uso de técnicas de

encolhimento, a fim de poder obter melhores estimativas da matriz de covariância

do que seria posśıvel simplesmente através do uso da covariância amostral.

O conceito de encolhimento foi proposto por Stein et al. em 1956 [22]. Stein

demonstrou que, caso admita-se um estimador viesado, é posśıvel obter um estima-

dor com valores de erro médio quadrático (Mean Squared Error - MSE) inferior ao

MSE de estimadores de máxima verossimilhança, ou seja, estimadores sem viés. Es-

ses estimadores compõem a classe do que denomina-se estimadores de encolhimento

(shrinkage). Um exemplo simples deste efeito é a estimação da variância de uma

população. Para uma população de n amostras o uso de n+ 1 como divisor garante

um estimador sem viés, porém outros divisores podem apresentar resultados de MSE

inferiores em troca de adicionar viés ao estimador.

As primeiras aplicações de estimadores de encolhimento aplicados a seleção de

portfólio datam de 1986 [23] [24], mas se popularizaram apenas após o trabalho

de Ledoit et al. [25] [26] [27], a partir de 2003, com uma série de propostas de

estimadores de encolhimento para a matriz de covariância de um portfólio de ativos.

Em sua primeira proposta [25] utiliza-se uma média ponderada da matriz de

correlação amostral e da matriz de covariância do modelo de ı́ndice único de Sharpe

como estimador de encolhimento, descrito pela Equação 2.28.

Σ̂shrink = λ̂∗F + (1− λ̂∗)Σ̂ (2.28)

onde Σ̂ é a matriz de covariância amostral, F é o alvo do encolhimento, neste caso a

matriz de covariância calculada a partir do modelo de ı́ndice único, e λ̂∗ é a estimação

da constante de encolhimento ótima (λ∗).

Em seguida Ledoit et al. fez uso de um estimador de encolhimento com um

alvo diferente, uma matriz de correlação constante [26]. Esta matriz é calculada de

maneira que todos os pares de correlação entre os ativos sejam constantes e iguais a

média da correlação na matriz de correlação amostral. Nos resultados emṕıricos este

modelo apresentou resultados similares ao modelo que utiliza a matriz de covariância

de ı́ndice único com o diferencial de ter uma implementação mais simples. Este

modelo também pode ser descrito pelas Equações Equação 2.28 com a diferença que

a matriz F agora representa a matriz de correlações constantes.

O terceiro modelo proposto por Ledoit et al. [27] utiliza como alvo do encolhi-
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mento, F , a matriz diagonal com a média das variâncias dos ativos nas diagonais

e zeros nas demais posições da matriz. Esse modelo apresenta como vantagem ser

bem condicionado e ser facilmente calculado e de fácil compreensão.

A método de Encolhimento por Aproximação Oráculo (Oracle Approximating

Shrinkage - OAS) proposto por Chen et al. [28] é outra técnica bastante popular

devido ao fato de apresentar um menor MSE do que o do modelo de Ledoit et al.

[27], para o caso de distribuições Gaussianas.

Apesar dos resultados superiores para o cálculo do valor esperado dos retornos e

da matriz de covariância, todos os métodos apresentados continuam tendo diversas

deficiências que podem influenciar na qualidade dos portfólios gerados. Modelos

multi-fator modelam o processo estocástico dos retornos de forma a conseguir uma

representação expĺıcita, muitas vezes de fácil compreensão no sentido de quais fatores

afetam o comportamento do retorno, atribuindo o comportamento dos retornos a

um pequeno grupo de fatores. Estimadores de encolhimento, por sua vez, partem

do pressuposto que as amostras temporais possuem a mesma distribuição estat́ıstica

do que a da amostra futura. O trabalho de DeMiguel et al. [3] compara diversos

modelos que buscam uma alocação de portfólio ótima e mostra que nenhum deles é

consistentemente melhor do que uma alocação igualmente distribúıda.

Tanto modelos multi-fator quanto estimadores de encolhimento buscam mitigar

o problema causado pela necessidade de se estimar uma matriz de covariância e valor

esperado em um portfólio de muitos ativos com um número restrito de amostras.

Este número restrito de amostras ocorre uma vez que não é posśıvel considerar

os retornos dos ativos como um processo estacionário, de forma que não se pode

utilizar todas as amostras da série para o calculo. Isso leva a utilização apenas

de uma janela de amostras próximas ao instante em questão. Este projeto busca

propor um modelo que seja capaz de utilizar todas as amostras dispońıveis na série

temporal dos retornos a fim de conseguir estimar a distribuição estat́ıstica para os

retornos no futuro.
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Caṕıtulo 3

Redes Adversárias Generativas

Aplicadas a Séries Temporais

Neste caṕıtulo serão apresentados os conceitos de Redes Neurais Artificiais utilizados

neste projeto. Será inicialmente apresentado um breve histórico acerca de Redes

Neurais e seu paralelo biológico. A seguir é abordada a aplicação de Redes Neurais,

mais especificamente, Redes Neurais Recorrentes, em problemas envolvendo séries

temporais. Por fim apresenta-se o conceito de Redes Generativas Adversárias e sua

aplicação em séries temporais.

3.1 Redes Neurais Artificiais

O sistema nervoso humano é capaz de organizar e processar informações e desem-

penhar diversas tarefas altamente complexas, como reconhecimento de padrões e

controle motor. Os neurônios, seu principal constituinte, são células eletricamente

excitáveis [29] que se comunicam entre si por meio de variações na diferença de po-

tencial (tensão) que possuem. O cérebro é o centro do sistema nervoso, possuindo

na ordem de 86 bilhões de neurônios [30]

Redes Neurais Artificiais são uma classe de modelos computacionais que possuem

uma inspiração nas redes neurais biológicas. Elas foram concebidas a partir da

tentativa de emular neurônios biológicos e são treinadas com dados reais a fim de

que sejam capazes de realizar uma gama de tarefas complexas.

3.1.1 Neurônio Artificial

Tomando como base os conceitos biológicos do neurônio, o primeiro modelo de um

neurônio artificial foi proposto em 1943 por McCulloch e Pitts [31]. Na Figura 3.1,

pode-se observar a representação gráfica do modelo, nele o neurônio possui diversas

entradas binárias (xN), fazendo o papel dos dendritos de um neurônio biológico.
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Figura 3.1: Modelo McCulloch-Pitts de um neurônio artificial
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Figura 3.2: Modelo Perceptron de um neurônio artificial

Estas entradas são somadas e, caso o resultado seja superior a um determinado

limiar, o neurônio fica ativo. A sáıda do neurônio, que faz o papel do axônio,

retorna um valor binário dependendo se o neurônio está ou não ativo. O modelo de

McCulloch-Pitts pode ser representado pela Equação 3.1.

f(x) =

1, se
∑N

i=0 xi > θ

0, caso contrário
(3.1)

onde x é um vetor binário de tamanho N e θ é o limiar de ativação.

O modelo Perceptron [32], foi proposto como uma forma de superar algumas

limitações do modelo de McCulloch-Pitts, sendo uma generalização do mesmo. Di-

ferente do modelo de McCulloch-Pitts as entradas do Perceptron podem ser números

reais. Estas são multiplicadas por pesos, que possibilitam que cada entrada possa

contribuir mais ou menos com a ativação do neurônio. A representação do Percep-

tron pode ser vista na Figura 3.2.

Outro conceito novo no Perceptron é o viés (bias), que é uma entrada de valor

fixo, independente das variáveis de entrada. Ele representa o quanto o neurônio

precisa ser excitado para chegar a ativação. Os pesos e o bias do Perceptron po-

dem ser alterados de forma que sua ativação aconteça de forma consistente com a

classe de dados apresentada na sua entrada. A este processo, atribui-se a expressão

treinamento. O Perceptron pode ser descrito pela Equação 3.2.
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Tabela 3.1: Exemplos de funções de ativação comumente utilizadas. u representa a
entrada da função de ativação, ou seja, u = w � x+ b.

Nome Gráfico Equação

Linear f(u) = u

Degrau

{
1, se u > 0

0, caso contrário

Sigmoid f(u) =
1

1 + e−u

Tangente Hiperbólica f(u) =
eu − e−u

eu + e−u

ReLU f(u) =

{
u, se u ≥ 0

0, caso contrário

Leaky ReLU f(α, u) =

{
u, se u > 0

αu, caso contrário

f(x) =

1, se w � x+ b > 0

0, caso contrário
(3.2)

sendo x é o vetor de entradas do Perceptron. w é o vetor de pesos e b é o bias e �
representa o produto de Hadamard, que é o produto elemento a elemento entre os

vetores.

Apesar de originalmente o Perceptron utilizar um degrau como função de

ativação, diversas outras funções de ativação foram propostas. Denota-se a função

de ativação de um neurônio por σ. A Tabela 3.1 mostra algumas das funções de

ativação mais comumente utilizadas.

Tanto o Perceptron quanto o modelo de McCulloch-Pitts podem ser interpre-

tados como um hiperplano separando o espaço em dois, tornando-os classificadores

lineares. Isto limita a aplicação de ambos a maior partes dos problemas reais. A

solução para esta limitação está na combinação de neurônios de forma a conseguir

separações mais complexas.
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Camada de Entrada

Camada Escondida

Camada de Sáıda

Figura 3.3: Modelo Perceptron Multicamada com 3 entradas, 4 neurônios na camada
escondida e 2 neurônios na camada de sáıda

3.1.2 Backpropagation e o Perceptron Multicamadas

Devido a limitação dos modelos de McCulloch-Pitts e do Perceptron de apenas pro-

mover uma separação linear no espaço, redes neurais perderam popularidade. Este

hiato durou até a década 80 quando o algoritmo de Backpropagation [33] [34] tor-

nou viável o treinamento de redes neurais com múltiplos Perceptrons conectados em

múltiplas camadas, conhecidas como Perceptron Multicamadas (Multi Layer Per-

ceptron - MLP). Redes neurais MLP, segundo o Teorema da Aproximação Universal

[35], possibilitam a representação de quaisquer funções em Rn, com apenas uma

camada escondida.

Uma rede MLP, representada na Figura 3.3, consiste em pelo menos 3 camadas

de nós: uma camada de entrada; uma ou mais camadas escondidas e uma camada

de sáıda. Com exceção dos nós da camada de entrada, todos os demais nós repre-

sentam um neurônio. Em uma rede MLP, a sáıda de cada neurônio em uma camada

serve como entrada para todos os neurônios da camada seguinte. Os pesos de cada

neurônio são alterados a partir do algoritmo de backpropagation, de forma a reduzir

uma função custo C definida, como por exemplo o MSE entre a sáıda atual e a sáıda

desejada.

Pode-se representar os neurônios em uma rede MLP pela seguinte equação:

alj = σ
(∑

k

wljka
l−1
k + blj

)
(3.3)

onde alj é a ativação no neurônio j da camada l, que se dá pela soma das ativações

da camada anterior (l − 1), ponderadas pelos pesos da camada l acrescido do bias

da camada l.

Pode-se simplificar a equação, expressando-a em função de z, que representa a

22



entrada da função de ativação, ou seja, a soma das entradas ponderadas pelos pesos

com o bias. Esta representação será útil mais adiante.

zlj =
∑
k

wljka
l−1
k + blj (3.4)

alj = σ(zlj) (3.5)

A origem do backpropagation tem suas ráızes nas técnicas de otimização em

Teoria de Controle usando gradiente [36]. Ela foi formalizada na dissertação de

Paul Werbos em 1974 [33] e popularizada pelo trabalho de Rumelhart, Hinton e

Williams em 1988 [34].

O algoritmo de backpropagation é utilizado para que se possa treinar uma rede

neural MLP utilizando um algoritmo de otimização de Gradiente Descendente. Al-

goritmos de gradiente descendente buscam minimizar uma função custo através de

iterativas atualizações nos parâmetros a serem otimizados. Estas atualizações são

proporcionais ao gradiente da função custo em relação aos parâmetros.

Em redes neurais, os parâmetros a serem atualizados são os pesos e os bias

de cada neurônio. Em redes com múltiplas camadas escondidas o algoritmo de

backpropagation busca determinar como o encadeamento de camadas escondidas

afeta a função custo. Para tal, faz-se uso da Regra da Cadeia de forma a conseguir

calcular a derivada parcial da função custo C em relação a cada peso ( ∂C
∂wljk

) e bias

( ∂C
∂blj

). Sendo wljk o peso k do neurônio j da camada l e blj o bias do neurônio j da

camada l.

Para o cálculo dessas derivadas parciais primeiro defini-se δlj, que representa o

quanto mudanças na entrada da função de ativação do neurônio j da camada l,

afetam a função custo. Ou seja o quanto aquele neurônio contribui para o erro.

Pode ser informalmente chamado de erro do neurônio j da camada l.

δlj ≡
∂C

∂zlj
(3.6)

A fim de calcular o valor δlj pode-se aplicar a regra da cadeia. Desta forma

tem-se:

δLj =
∑
k

∂C

∂zl+1
k

∂zl+1
k

∂zlj
(3.7)

Substituindo a Equação 3.6 na Equação 3.7, tem-se:

δLj =
∑
k

∂zl+1
k

∂zlk
δl+1
j (3.8)
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Usando a Equação 3.4 representa-se zl+1
k por:

zl+1
k =

∑
j

wl+1
kj a

l
j + bl+1

k =
∑
j

wl+1
kj σ(zlj) + bl+1

k (3.9)

Desta forma, ao diferenciar em relação a zlk tem-se:

∂zl+1
k

∂zlk
= wl+1

kj σ
′(zlj) (3.10)

Pode-se finalmente substituir a Equação 3.10 na Equação 3.8 de forma a obter:

δLj =
∑
k

wl+1
kj δ

l+1
j σ′(zlj) (3.11)

Reescrevendo a Equação 3.11 em forma matricial chega-se na seguinte equação:

δl = ((wl+1)T δl+1)� σ′(zL) (3.12)

Pode-se observar que o erro em um dado neurônio só pode ser calculado uma

vez que se possui o erro de cada neurônio na camada seguinte. Desta forma, basta

calcular o erro dos neurônios da última camada L e retropropagá-lo, de forma a

obter todos os erros. O erro da última camada também pode ser calculado usando

a regra da cadeia da seguinte forma.

δLj =
∑
k

∂C

∂alk

∂alk
∂zLk

(3.13)

Como alk/z
L
k desaparece para k 6= j, pode-se reescrever a Equação 3.13 como:

δLj =
∂C

∂alj

∂alj
∂zLj

(3.14)

Usando a definição de alj da Equação 3.5, tem-se que:

δLj =
∂C

∂alj
σ′(zLj ) (3.15)

A Equação 3.15 pode ser reescrito em forma matricial como:

δL = ∇aC � σ′(zL) (3.16)

onde ∇aC é o vetor cujos componentes são as derivadas parciais ∂C/∂aLj

Agora é posśıvel calcular o quanto mudanças em cada neurônio de uma rede

neural afetam o resultado a função custo. Isso porém ainda não deixa claro como

calcular os ajustes que devem ser feitos nos pesos e biases da rede. Para isso, deve-se

mais uma vez utilizar a regra da cadeia.
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∂C

∂wljk
=
∂C

∂zlj

∂zlj
∂wljk

(3.17)

Imediatamente pode-se observar que a primeira derivada parcial pode ser subs-

titúıda pelo erro daquele neurônio e reescrita como:

∂C

∂wljk
= σlj

∂zlj
∂wljk

(3.18)

Mais uma vez pode-se utilizar a definição de zlj da Equação 3.4. Ao diferenciá-la

em relação a wljk, tem-se:

∂zlj
∂wljk

= al−1
k (3.19)

Substituindo a Equação 3.19 na Equação 3.18 chega-se a:

∂C

∂wljk
= σlja

l−1
k (3.20)

Que em notação matricial torna-se:

∂C

∂wljk
= al−1(σl)T (3.21)

Por fim, para calcular a derivada parcial da função custo em relação a um bias

basta aplicar mais uma vez a regra da cadeia:

∂C

∂blj
=
∂C

∂zlj

∂zlj
∂wljk

(3.22)

Novamente pode-se observar que a primeira derivada parcial pode ser substitúıda

pelo erro do neurônio e reescrita como:

∂C

∂blj
= σlj

∂zlj
∂blj

(3.23)

Derivando mais uma vez a Equação 3.4, desta vez é fácil notar que o somatório

se tornará igual a zero ao ser diferenciado e o bias igual a um.

∂zlj
∂blj

= 1 (3.24)

De forma que a Equação 3.23 pode ser reescrita como:

∂C

∂blj
= σlj (3.25)

Torna-se, então, posśıvel calcular as derivadas parciais da função custo em relação
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Tabela 3.2: Equações do Algoritmo de Backpropagation

1 δL = ∇aC � σ′(zL)

2 δl = ((wl+1)T δl+1)� σ′(zL)

3
∂C

∂wljk
= al−1(σl)T

4
∂C

∂blj
= σlj

aos pesos e aos biases através do erro em cada neurônio, previamente calculado.

O algoŕıtimo de backpropagation pode ser resumido às Equações 3.12, 3.16,

3.21, 3.25 exibidas na Tabela 3.2. O algoritmo 1 representa as equações, calculando

o gradiente da função custo. Com o valor do gradiente em mãos pode-se utilizar

qualquer variante do algoritmo de gradiente descendente para alterar os parâmetros

da rede neural a fim de reduzir o valor da função custo.

Algoritmo 1: Backpropagation

Entrada: Uma amostra x do conjunto de treinamento
Sáıda: Gradiente ∇w,bC da função custo com relação aos pesos e biases da

rede neural
a1 = w1x+ b
// Passa-se a entrada pela rede neural (forward pass)

para l = 2 até L faça
zl = wlal−1 + bl

fim
// Calcula-se do erro na camada de saı́da

δL = ∇aC � σ′(zL)
// Retropropaga-se o erro por cada camada (backward pass)

para l = L− 1 até 2 faça
δl = ((wl+1)T δl+1)� σ′(zL)
para k = 1 até K faça

∂C
∂wljk

= al−1(σl)T

fim
∂C
∂blj

= σlj

fim

∇w,bC = 〈 ∂C
∂wljk

, ∂C
∂blj
〉∀j, k, l

O algoritmo de backpropagation retomou a popularidade das redes neurais fa-

zendo com que diversas novas propostas de modelos de redes neurais fossem desen-

volvidas.
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Figura 3.4: Rede Neural Recorrente

3.2 Redes Neurais Recorrentes

Redes Neurais Recorrentes [34] (Recurrent Neural Networks - RNNs) são um tipo

de rede neural no qual estão presentes conexões recorrentes, ou seja, entre a sáıda de

uma camada e sua entrada, ou de camadas anteriores. Este tipo de conexão permite

que RNNs guardem representações internas dinâmicas de dependência entre estados.

As Equações 3.26 e 3.27 representam uma RNN genérica, que pode ser visualizada

através da Figura 3.4.

yt = f(ht−1, xt) (3.26)

ht = g(ht−1, xt) (3.27)

onde yt é a sáıda da rede neural no instante t e ht é o estado da rede neural no

instante t. f e g representam a transformação da rede neural na entrada e no estado

anterior para gerar, respectivamente, a próxima sáıda e o próximo estado.

Este tipo de rede neural é comumente utilizado para processar dados com cor-

relação sequencial, em problemas como reconhecimento de fala [37] [38], classificação

de texto [39] [40], representação de v́ıdeos em texto [41] [42], modelagem acústica

[43], entre outras. Em especial, para este trabalho, a aplicação de RNNs em proble-

mas envolvendo séries temporais financeiras é particularmente relevante. Estes, vão

desde indicação de tendência [44] [45] a previsão de preço ou retorno de ativos [46]

[47] [48].

Existem diversos modelos de RNNs, que variam a maneira como as conexões

recorrentes são feitas. A seguir são apresentados alguns dos modelos e aspectos

relevantes ao estudo de RNNs.
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Figura 3.5: Rede Elman

3.2.1 Elman e Jordan

Dois dos primeiros e mais simples modelos de RNNs são o modelo Elman [49] e o

modelo Jordan [50]. Ambos consistem em uma rede neural com uma camada de

entrada, uma camada de sáıda, uma camada escondida e uma camada de contexto.

Esta camada de contexto é a responsável por fazer as conexões recorrentes da rede

neural. Na rede Elman a camada de contexto é conecta a sáıda da camada escondida

na sua entrada. A rede Elman pode ser vista na Figura 3.5 e é representada pelas

Equações 3.28 e 3.29.

yt = σy(Wyht−1 + by) (3.28)

ht = σh(Wh + Uhht−1 + bh) (3.29)

A rede Jordan é bastante similar a Elman, sua diferença é que nela a camada

de contexto, também conhecida como camada de estado, conecta a sáıda da rede

a sua entrada. A rede Elman pode ser vista na Figura 3.6 e é representada pelas

Equações 3.30 e 3.31.

yt = σy(Wyht−1 + by) (3.30)

ht = σh(Wh + Uhyt−1 + bh) (3.31)
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Figura 3.7: RNN desdobrada com τ = 3

3.2.2 Treinamento de RNNs e o Problema de Longas De-

pendências

Para se treinar uma rede neural recorrente é necessário aplicar o que se chama de des-

dobramento da rede. Para desdobrar uma rede neural recorrente é necessário aplicar

sua equação iterativamente por um número definido de passos τ . Desta forma a rede

se transforma em uma rede aćıclica de múltiplas camadas que compartilham os mes-

mos parâmetros. Para ilustrar é posśıvel ver a rede neural da Figura 3.4 desdobrada

com τ = 3 na Figura 3.7. A rede desdobrada é descrita pela Equação 3.32, obtida

através das Equações 3.26 e 3.27. Uma vez desdobrada a rede pode ser treinada

normalmente, utilizando o algoritmo de backpropagation para calcular o gradiente

e uma variante qualquer de gradiente descendente para minimizar a função custo.

y3 = f(g(g(h0, x1), x2), x3) (3.32)

onde h0 é o estado inicial que deve ser determinado. Este é comumente iniciado com

um vetor de zeros ou uma distribuição aleatória.

O problema no treinamento de uma rede neural desdobrada se encontra no fato
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de que, quanto maior o numero de passos em que ela é desdobrada, mais instável

se torna o gradiente. Este tende a convergir para zero (o mais comum) ou explodir.

Isso faz com que os modelos mais simples de RNNs tenham dificuldade em detectar

padrões em instantes do passado que sejam distantes. Este problema foi abordado

por diversos autores na literatura [51] [52] [53].

Este comportamento do gradiente se deve ao fato de que os parâmetros da rede

são compartilhados por todas as camadas da rede desdobradas. Com isso os pesos

da rede são multiplicados por si próprios múltiplas vezes, Isto faz com que ou desa-

pareçam ou explodam, dependendo da sua magnitude. Os modelos RNN de portas

conseguem mitigar este efeito, apresentando memória muito maior do que modelos

recorrentes simples.

3.2.3 Longa Memória de Curto Prazo

Atualmente a classe de modelos mais efetiva para a problemas sequenciais são as

RNN de portas [54], na qual o modelo mais conhecido é o de Longa Memória de

Curto Prazo (Long Short-Term Memory - LSTM) [55]. A solução apresentada por

uma célula LSTM, para o problema do desaparecimento do gradiente, consiste em

passar a informação do estado da LSTM de um passo para o seguinte sem que para

isso ela precise ser multiplicada pelos pesos ou passar pela função de ativação da

rede. Essa informação do estado é chamada de estado da célula (cell state). O fluxo

do estado da célula entre diferentes passos de tempo é controlado pela porta de

esquecimento (forget gate) e a porta de entrada (input gate). A Figura 3.8 ilustra

a dinâmica de uma célula LSTM.

Como pode ser visto na Figura 3.8 todos os gates da célula LSTM consistem

simplesmente em funções do tipo sigmoid, que vão retornar um valor entre 0 e 1.
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Este valor vai variar com a combinação da entrada com o último estado escondido

(hidden state). O cell state do passo anterior é multiplicado pela sáıda do forget

gate, que tem a função de determinar o quanto do cell state anterior será mantido

e o quanto será ”esquecido”. A seguir, o cell state é alterado pela entrada atual. O

input gate controla o quanto a entrada atual irá alterar o cell state. Assim tem-se

o cell state atualizado. Esse cell state é combinado e multiplicado pelos pesos e

passa pela função de ativação para gerar a sáıda da célula LSTM. O output gate,

então controla esse fluxo de sáıda. Desta forma obtém-se o hidden state atualizado,

que também representa a sáıda da célula LSTM. Ele pode então ser direcionado

para uma camada de sáıda da rede neural. Esse comportamento é descrito pelas

Equações 3.33, 3.34, 3.35, 3.36, 3.37, 3.38.

ft = sigmoid(wf [ht−1, xt] + bf ) (3.33)

it = sigmoid(wi[ht−1, xt] + bi) (3.34)

ot = sigmoid(wo[ht−1, xt] + bo) (3.35)

c̃t = tanh(wc[ht−1, xt] + bc) (3.36)

ct = ft � ct−1 + it � c̃t (3.37)

ht = ot � tanh ct (3.38)

As Equações 3.33, 3.34, 3.35, mostram o comportamento do forget gate, input

gate e output gate, respectivamente. Como é posśıvel ver, cada um dos gates possui

seus próprios pesos e biases que serão otimizados via backpropagation e gradiente

descendente. Desta forma, o modelo irá aprender a controlar o fluxo de informação

no cell state de forma a garantir que informações mais relevantes possam ser ”me-

morizadas”e as menos relevantes ”esquecidas”. A Equação 3.36 define c̃t que é

conhecido como candidato a cell state. Este juntamente com o cell state do passo

anterior irão compor o cell state do passo seguinte ponderados pelo resultado do

forget gate e input gate. respectivamente, como mostra a Equação 3.37. Por fim o

próximo hidden state é calculado a partir do cell state ponderado pelo resultado do

output gate, como mostra a Equação 3.38.

Como é posśıvel ver na Equação 3.37, o cell state é calculado apenas por meio de

uma transformação linear do cell state anterior, sem ser diretamente multiplicado

por nenhum peso. Isso mostra que o erro propagado pelo algoritmo de backpropa-

gation consegue fluir livremente sem sofrer o efeito de desaparecimento ou explosão

causado por subsequentes multiplicações pelos parâmentros compartilhados, uma

vez que a célula for desdobrada para o treinamento. É exatamente essa dinâmica

que diferencia o modelo LSTM dos modelos simples de RNNs, tornando-o um dos
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melhores candidatos para problemas sequenciais com dependências de longo prazo.

3.2.4 RNNs para Aplicações em Séries Temporais Financei-

ras

Como já foi previamente apresentado RNNs são amplamente utilizadas para pro-

blemas com dados que apresentam alguma correlação sequencial. O escopo deste

trabalho visa conseguir representar o comportamento estat́ıstico de séries temporais

de portfólios de ativos do mercado financeiro. Para tal, buscou-se na literatura as

aplicações de RNNs dentro deste escopo. Pode-se constatar a partir desta análise

que são diversas as contribuições indicando que modelos de RNN são alternativas

tão viáveis para este domı́nio quanto são para os demais domı́nios envolvendo dados

sequenciais.

As aplicações de RNNs para séries temporais financeiras datam desde a década

de 90. Kamijo et al. (1990) [56] desenvolveram um modelo para detectar padrões

de triângulos em séries de ações da bolsa de Tóquio. Estes padrões são comumente

utilizados em análise técnica como indicativos para tendências futuras de uma ação.

Saad et al. [45] Utilizaram 3 modelos de redes neurais, dentre eles uma uma

RNN, para detecção de falsos alarmes referentes a sinais de queda no preço da

ação. Desta forma pode-se aumentar a razão risco-recompensa ao reduzir tais falsos

alarmes. O modelo RNN mostrou-se uma opção viável para o problema.

Rather et al. [47] desenvolveu um modelo h́ıbrido composto por dois modelos li-

neares (média móvel auto-regressiva e suavização exponencial) combinadas com uma

RNN para prever os retornos de ações. Os parâmetros do modelo foram otimizados

por meio de algoritmo genético, obtendo resultados superiores aos dos benchmarks

utilizados.

Chen et al. [57] desenvolveu um modelo utilizando LSTM para categorizar

futuros retornos do mercado de ações da China em intervalos de retorno defini-

dos. Quando comparado com uma categorização arbitrária, o modelo aumentou a

acurácia de 14,3% para 27,2%, demonstrando a capacidade de LSTMs de extrair

informações relevantes da série de retornos.

Huynh et al. [58] propôs um modelo usando uma Unidade Recorrente de Porta

(Gated Recurrent Unit - GRU) bidirecional usando dados de not́ıcias financeira

combinados com dados históricos para previsão da mudança de preços do ı́ndice S&P

500 (composto pelas 500 maiores empresas do mercado dos Estados Unidos) e das

ações que o compõe. O resultado foi comparado a dois dos modelos, até então estado

da arte em sistemas de predição baseados em not́ıcias [59] [60]. O modelo apresentou

acurácia de 59,91%, enquanto ou outros modelos apresentaram acurácia de 55,21%

[59] e 56,87% [60]. Mais uma vez o uso de RNNs, mais especificamente RNNs
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de porta, apresentam a possibilidade de extrair informações das séries temporais

financeiras que outros modelos não eram capazes.

Kim et al. [61] propõe um modelo h́ıbrido para a previsão da volatilidade do

principal ı́ndice de ações da bolsa da Coreia do Sul. Este modelo combina uma

LSTM com modelos de Heteroscedasticidade Condicional Auto-regressiva Generali-

zada (Generalized Autoregressive Conditional Heteroskedasticity - GARCH), uma

classe de modelos tradicionalmente utilizada para modelagem estat́ıstica de séries

temporais. O modelo foi comparado com um modelo LSTM não combinado, va-

riações de GARCH não combinados, redes neurais não recorrentes não combinadas

e redes neurais não recorrentes combinadas com GARCH. Entre os modelos não

combinados, a LSTM apresentou o menor MSE (47,01% menor que o segundo colo-

cado). Dentre todos os modelos o combinados o modelo LSTM-GARCH foi o que

apresentou menor MSE (57,3% menor que o segundo colocado). Estes resultados

demonstram a capacidade de LSTM, tando de superar os resultados de redes neurais

não recorrentes assim como o de modelos estat́ısticos já estabelecidos na área. Ainda

vale destacar a possibilidade de potencialização dos resultados de LSTMs quando

combinadas com outros modelos.

Zhou et al. [7] propôs um modelo para a previsão de preços de ações para

operações de alta frequência (high-frequency trading), usando uma GAN composta

por uma LSTM como gerador. O modelo foi comparado com diferentes mode-

los, como GARCH, redes neurais não recorrentes, LSTMs sem erro adversário, e

Máquinas de Vetores de Suporte (Suport Vector Machines - SVM). O modelo que

combina GAN com LSTM apresentou Acurácia na Direção da Predição (Direc-

tion Prediction Accuracy - DPA) superior aos demais modelos em 71,16% das 378

simulações realizadas. O segundo colocado foi o modelo LSTM não combinado,

apresentando maior DPA em 17,99% dos cenários. Esse resultado não só demostra

a aplicabilidade de LSTMs para modelar séries temporais de alta frequência, mas

mais importante, mostra que modelos GANs podem potencializar o desempenho de

LSTMs.

Estas referências mostram que modelos de RNNs, mais especificamente LSTMs

ou outros modelos de portas, como GRUs, estão entre as melhores técnicas para se

aplicar em problemas de séries temporais financeiras.

3.3 Redes Generativas Adversárias

Redes Generativas Adversárias (GANs) [6] são um framework para a estimação de

um modelo generativo por meio de um processo adversário. GANs buscam modelar

o comportamento de uma distribuição de probabilidade de forma impĺıcita, sendo

capazes de gerar amostras com o mesmo comportamento estat́ıstico da distribuição
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original. São amplamente aplicados em problemas de geração de amostras de dis-

tribuições complexas, como imagens.

Radford et al. [62] desenvolveram uma variante de GAN usando Redes Neurais

Convolutivas (Convolutional Neural Network - CNN) de forma a conseguir gerar

imagens realistas de um dado domı́nio quando trainado com outras imagens do

mesmo domı́nio. Zhu et al. [63] desenvolveram uma aplicação para transformar

desenhos simples em imagens fotorealistas. Wu at al. [64] desenvolveram um modelo

para a geração de objetos 3D de diferentes categorias. Ledig et al. [65], aplicando

GANs para aumentar a resolução de imagens, obteve resultados superiores ao de

métodos tradicionalmente utilizados.

O processo adversário de treinamento envolve dois modelos: um modelo gera-

dor denominado G e um modelo discriminador denominado D. O papel de G é o

de gerar amostras que tentam aproximar o comportamento estat́ıstico da variável

que se deseja modelar. Já D avalia tanto amostras reais quanto amostras geradas,

tentando classificá-las de acordo. O objetivo de G é maximizar o número de erros

de classificação de D, enquanto o de D é classificar o maior número de amostras

corretamente. O processo pode ser comparado com um cenário hipotético de um

falsificador de quadros e um especialista em pinturas. O falsificados busca tornar

suas pinturas cada vez mais próximas aos quadros originais, com a finalidade de

poder enganar o especialista. Já o especialista busca melhorar sua capacidade de

perceber caracteŕısticas que o possibilitem distinguir entre um quadro verdadeiro e

uma fraude. O processo de treinamento adversário é representado na Figura 3.9.

Dado um conjunto de amostras x provenientes da distribuição pr(x), tem-se como

objetivo gerar amostras de pG, tal que estas sejam estatisticamente indistingúıveis

das amostras de pr(x). Para tal, define-se uma distribuição a priori de entradas de

rúıdo pz(z), que é mapeada para o espaço dos dados por meio de G(z; θg), onde

G é uma função com parâmetros θg. Define-se também D(x; θd) como uma função
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com parâmetros θd. A sáıda D(x) representa a probabilidade de x ter sido gerado

pela distribuição pr em vez de pg. Treina-se D para maximizar a probabilidade de

acerto ao categorizar uma amostra como proveniente de pr ou pg. G é treinado,

simultaneamente, para minimizar log(1 − D(G(z))), ou seja, a taxa de acerto de

D. Este processo pode ser representado como um jogo min-max de dois jogadores,

como expresso na Equação 3.39.

min
G

max
D

V (D,G) = Ex∼pr(x)[logD(x)] + Ez∼pz(x)[log(1−D(G(z)))] (3.39)

O algoritmo 2 descreve o processo de treinamento de uma GAN onde o número

k representa o número de vezes que o discriminador é treinado para cada vez que o

gerador é treinado.

Algoritmo 2: Treinamento de uma GAN

para n = 1 até total de iterações faça
para k = 1 até total de passos de treinamento do descriminador faça

z = m amostras de rúıdo de pg(z)
x = m amostras de dados de pdados(x)
Atualizar o discriminador na direção ascendente do gradiente:
∇θd

1
m

∑m
i=1[logD(xi) + log(1−D(G(zi)))]

fim
z = m amostras de rúıdo de pg(z)
Atualizar o gerador na direção descendente do gradiente:
∇θg

1
m

∑m
i=1 log(1−D(G(zi)))

fim

O principal problema enfrentado pelas GANs é o problema da dificuldade de

convergência durante o processo de treinamento. O treinamento de uma GAN exige

encontrar o equiĺıbrio em um jogo de dois jogadores, diferentemente da maior parte

dos algoritmos de otimização, que se baseiam em um processo cont́ınuo de redução

de uma função custo. Durante o treinamento de uma GAN, ao reduzir a função

custo para um dos jogadores existe uma contrapartida de mover a função custo do

outro no sentido contrário. Este processo iterativo pode levar a convergência, mas

em muitos casos pode levar a resultados sem significado. Uma das formas mais

comuns de não convergência no treinamento de GANs é o Colapso de Modo.

O colapso de modo consiste no caso em que o processo de treinamento da GAN

leva o gerador a mapear diferentes pontos da entrada em um mesmo ponto na sáıda.

Isso faz com que o gerador não consiga propriamente representar a distribuição de

probabilidade desejada. O gerador passa a concentrar suas amostras em alguns pou-

cos pontos que façam o discriminador errar. Uma vez que o discriminador consegue

aprender que o gerador está tendo este comportamento, este apenas passa a deslocar
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aqueles poucos pontos no espaço.

Diversas são as técnicas presentes na literatura para melhorar a convergência no

processo de treinamento de GANs [66]. A seguir são apresentadas algumas das mais

utilizadas e efetivas.

3.3.1 Wasserstein GAN

Visando mitigar a instabilidade no treinamento de GANs e problemas como o colapso

de modo, várias técnicas para o treinamento de GANs foram concebidas. A mais

conhecida entre elas é Wasserstein GANs (WGAN) [67] . Antes de analisar as

diferenças entre o método tradicional de treinamento de GANs e o a WGAN faz-

se necessário introduzir duas métricas que quantificam a similaridade entre duas

distribuições de probabilidade.

A Divergência de Kullback-Leibler (KL) mede o quanto uma distribuição de

probabilidade p diverge de uma segunda distribuição de probabilidade q. Ela é

descrita pela Equação 3.40

DKL(p ‖ q) =

∫
x

p(x)log
p(x)

q(x)
dx (3.40)

Algo percept́ıvel na Equação 3.40 é que a divergência de KL é assimétrica. Nos

casos em que p(x) é próxima de zero mas q(x) é significativamente diferente de zero

o efeito de q(x) é praticamente despreźıvel. Isso pode causar problemas ao tentar

avaliar similaridade de duas distribuições igualmente relevantes.

A Divergência de Jensen-Shannon é uma outra medida de similaridade, porém

simétrica, diferentemente da divergência de KL. Ela é descrita pela Equação 3.41.

DJS(p, q) =
1

2
DKL(p ‖ p+ q

2
) +

1

2
DKL(q ‖ p+ q

2
) (3.41)

O método tradicional para o treinamento de GANs nada mais é do que a redução

da Divergência de Jensen-Shannon entre a distribuição do gerador (pg) e a distri-

buição real (pr), conforme descrito por Goodfellow et al. (2014) [6]. Divergência de

Jensen-Shannon, porém apresenta um problema para quantificar a similaridade en-

tre distribuições que não possuem sobreposição. Arjovsky et al. (2017) [67] compara

a divergência KL e a divergência de Jensen-Shannon a distância Wasserstein para

o problema de medir a similaridade entre duas distribuições representando linhas

paralelas. Ele mostra que a única a apresentar um valor de similaridade que varia

de forma suave com a distância entre as linhas é a distância Wasserstein. Devido a

forma suave com a qual a distância varia com a aproximação das distribuições ela

apresenta bons resultados em relação ao aumento da estabilidade no processo de

treinamento de uma GAN. A distância Wasserstein é descrita pela Equação 3.42.
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W (p, q) = inf
γ∼

∏
(p,q)

E(x,y)∼γ[‖x− y‖] (3.42)

Ela é comumente ilustrada da seguinte forma. Supõe-se que a distribuição de

probabilidade p é uma pilha de terra e deseja-se mover sua terra de forma que ela

passe a ter o formato de q. Neste cenário a distância Wasserstein será o menor gasto

de energia necessário para efetuar essa transformação. A função γ(x, y) representa

um plano de transporte, ou seja, a massa total que deve ser deslocada do ponto x

para o ponto y da distribuição para cada posśıvel ponto. É uma distribuição de

probabilidade conjunta que tem como distribuições marginais p e q. O custo para

fazer o deslocamento de x para y será então γ(x, y) ‖ x − y ‖, ou seja, o total

de massa a ser transportado multiplicado pela distância a ser percorrida. Desta

forma, o custo total do plano de transporte γ será E(x,y)∼γ[‖ x − y ‖]. A distância

Wasserstein consiste então no menor custo de transporte dentro do conjunto de

todos os posśıveis planos de transporte, representados por
∏

(p, q).

Como o calculo do ı́nfimo é extremamente custoso, pois exigiria estimar os custos

de todos os posśıveis cenários de transporte o calculo da distância Wasserstein é feito

por meio da dualidade Kantorovich-Rubinstein [68] conforme mostra Equação 3.43.

W (p, q) = sup
‖f‖L≥K

Ex∼p[f(x)]− Ex∼q[f(x)] (3.43)

de forma que o supremo é calculado no conjunto de todas as funções f que satisfaçam

a condição de K-Lipschit, ou seja ‖f‖L ≥ K. Agora suponto que a função f venha

a partir de uma famı́lia de funções K-Lipschit cont́ınuas, {fw}w∈W , parametrizadas

em w. Desta forma a função custo a ser minimizada para a WGAN é dada pela

Equação 3.44

L(pr, pg) = W (pr, pg) = max
w∈W

Ex∼pr [fw(x)]− Ex∼pg [fw(G(z))] (3.44)

O principal problema é garantir a continuidade de Lipschit em fw. Para tal,

restringe-se o valor dos pesos w a um intervalo definido [−c, c], após cada atualização

do gradiente. Desta forma é garantido que fw possua um limite superior e inferior,

de forma a preservar a continuidade de Lipschit. Está é uma maneira simples de

garantir a continuidade de Lipschit, porém apresenta o problema de que o modelo

torná-se muito senśıvel ao hiperparêmetro c. Isso faz com que, em muitos casos,

o modelo ainda apresente dificuldade de convergir. Além disso, essa restrição dos

pesos reduz a capacidade da GAN de modelar funções complexas.

O modelo chamado de Wasserstein GAN com Penalidade de Gradiente (Wassers-

tein GAN with Gradient Penalty - WGAN-GP) [69] faz uso de uma penalidade de

gradiente como forma de manter a continuidade de Lipschit e mitigar os problemas
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causados pelas restrição dos pesos.

Uma função f é 1-Lipschit se e somente se ela possuir gradientes com norma me-

nor ou igual a 1. Desta forma, no lugar de restringir os pesos do modelo a WGAN-GP

penaliza o modelo caso seu gradiente ultrapasse o limite de 1. A Equação 3.45 re-

presenta a função custo de uma WGAN-GP, que é igual a de uma WGAN com o

acréscimo da penalidade por gradiente. A função fw já é conotada como o discrimi-

nador e representada por D.

L(pr, pg) = Ex∼pg [D(G(z))]− Ex∼pr [D(x)] + λEx̂∼px̂ [(‖∇x̂D(x̂)‖2 − 1)2] (3.45)

onde x̂ é amostrada de G(z) e x com 0 ≤ t ≤ 1 como descrito na Equação 3.46.

x̂ = tG(z) + (1− t)x (3.46)

Tanto WGANs quanto WGAN-GPs são alternativas ao método original de trei-

namento de GANs que visam melhorar a convergência do modelo, mantendo o treina-

mento mais estável. Porém, uma comparação entre a qualidade de imagens geradas

por WGANs, WGAN-GPs e uma GAN Convolutiva Profunda (Deep Convolutio-

nal GAN - DCGAN) [62], um dos principais modelos para a geração de imagens

que utiliza o o processo padrão de treinamento, mostra que o DCGAN conseguiu

gerar imagens com qualidade superior as dos modelos WGANs e WGAN-GPs [66].

A DCGAN utiliza outras técnicas para auxiliar na convergência, mas este resul-

tado mostra que a escolha pelo melhor método para treinar uma GAN irá variar

dependendo da aplicação.

3.3.2 Discriminação de Mini-lotes

Um dos principais problemas no treinamento de GANs, como já foi descrito, é o

colapso de modo. Como as amostras do gerador são avaliadas independentemente

pelo descriminador torna-se mais dif́ıcil escapar do colapso de modo e o gerador

tende a ser incentivado a gerar amostras de um único ponto que pareçam realistas

para o descriminador. Uma vez que o descriminador aprende que aquele ponto está

sendo gerado seu gradiente passa a deslocar este ponto no espaço indefinidamente,

de forma que o treinamento não converge. Uma estratégia para evitar este problema

é combinar múltiplas amostras do gerador e apresenta-las ao descriminador. Este

procedimento é chamado de discriminação de mini-lotes (Minibatch discrimination)

[66].

Para modelar a proximidade entre amostras de um mini-lote defini-se f(xi) ∈
RA como um vetor de variáveis para a entrada xi, produzidas por uma camada
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intermediária do descriminador. Este vetor é então multiplicado por um tensor T ∈
RA×B×C , resultando na matriz Mi ∈ RB×C . A Equação 3.47 descreve a similaridade

entre as amostras do minibatch.

cb(xi, xj) = exp(−‖Mi,b −Mj,b‖L1
) (3.47)

A sáıda o(xi) da camada de mini-lote para a amostra x1 é definida pela soma

cb(xi, xj) para as demais amostras nas Equações 3.48 e 3.49.

o(xi)b =
n∑
j=1

cb(xi, xj) (3.48)

o(xi) = [o(xi)1, o(xi)2, . . . , o(xi)B] ∈ RB (3.49)

Essa sáıda é então concatenada as demais variáveis da camada intermediária e usadas

como entrada para a próxima camada.

A discriminação por mini-lote apresentou resultados de imagens visualmente

realistas e com resultados expressivos quando utilizadas para o treinamento semi-

supervisionado, superando inclusive modelos consolidados como o DCGAN. Isto

demostra o potencial da técnica de discriminação por mini-lote em melhorar o trei-

namento de modelos GAN.

3.3.3 Outras Técnicas para o Treinamento de GANs

Diversas outras técnicas foram propostas na literatura com a finalidade de melhorar

a estabilidade do treinamento de GANs, assim como de evitar efeitos como o colapso

de modo.

O Casamento de Variáveis (Feature Matching) [66] propõe uma alteração no

objetivo do gerador. No lugar de buscar aumentar o erro de classificação do dis-

criminador, o gerador é treinado para gerar dados que façam com que as variáveis

de uma camada intermediária do gerador apresentem comportamento equivalente

ao que apresentariam com dados reais. Aplicações emṕıricas mostraram a técnica

como efetiva em casos que o treinamento da GAN se torna instável. O autor destaca,

porém, que no quesito de geração de imagens realistas a aplicação de discriminação

por mini-lote é superior ao casamento de variáveis.

A Normalização por Mini-lotes (Batch Normalization) [70] consiste na norma-

lização da entrada de cada camada escondida e já era aplicada a RNNs com a

finalidade de acelerar o tempo de treinamento. Sua aplicação, porém, também se

mostrou relevante para o treinamento de GANs, tendo sido popularizada por ser

utilizada pela DCGAN [62], um dos principais benchmarks de modelo generativo

para imagens. Apesar da popularidade, segundo Salimans et al. [66] a normalização
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por mini-lotes é menos efetiva que a discriminação por mini-lotes para a evitar o

colapso de modo.

A Suavização de Rótulo é uma técnica comumente utilizada em redes neurais,

inclusive para reduzir a vulnerabilidade a exemplos adversários [71]. Ela consiste em

aplicar valores suavizados as classes de treinamento, no lugar de 0 e 1. Essa aplicação

também é válida para GANs, com a diferença que no caso de GANs a suavização

deve ser feita apenas em rótulos positivos. Os negativos devem ser mantidos como

0, pois tê-los diferente de 0 afeta negativamente o discriminador [70].

3.3.4 GANs Aplicadas a Séries Temporais

GANs tem como seu principal domı́nio de aplicação geração de imagens. As

aplicações para geração de imagens são extensas e já foram apresentadas neste traba-

lho. O escopo deste projeto, porém, está na proposta de um modelo que seja capaz

de reproduzir o comportamento estat́ıstico de séries temporais financeiras, ou seja,

é necessário que o modelo seja capaz de considerar todo o histórico de retornos para

conseguir reproduzir de forma reaĺıstica o comportamento estat́ıstico futuro. GANs

também apresentam um resultado expressivo na geração de sequências, incluindo

séries temporais de ações.

Lotter at al. [72] utilizou uma GAN composta por LSTM para gerar o próximo

frame de uma sequência de v́ıdeos sintética. Foi feito uso tanto do erro adversário,

quanto do MSE em relação aos dados reais, de forma a agilizar o treinamento. Pode-

se constatar que o uso do erro adversário fez as imagens conterem mais detalhes do

que o modelo treinado apenas com MSE.

Yu et al. [73] desenvolveu um modelo de GAN composto por uma rede neural

convolucional (Convolutional Neural Networks - CNN) para geração de sequências,

tanto de texto, quanto de música. O modelo de texto foi treinado tanto na geração

de poemas Chineses quanto na de discursos poĺıticos. O modelo para geração de

música foi treinado com um dataset de 695 músicas folk. Os resultados obtidos

foram superiores aos obtidos com uma LSTM treinada com máxima verossimilhança

(Maximum likelihood estimation - MLE).

Lamb at al. [74] propôs uso de GANs para auxiliar o treinamento de redes

neurais recorrentes de forma a forçar que a dinâmica da rede se mantenha a mesma

operando com dados reais ou dados retroalimentados.

Esteban et al. [75] utilizou uma GAN na geração de dados médicos de UTIs, mais

especificamente saturação de oxigênio, taxa de batimento card́ıaco, taxa respiratória

e pressão arterial média. Como forma de avaliar se o modelo realmente convergiu

para a distribuição de probabilidade foi realizado o treinamento de um outro modelo

utilizando os dados gerados durante o treinamento e os dados reais para teste.
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Zhou et al. [7], como já apresentado na Subseção 3.2.4 propôs um modelo para a

previsão de preços de ações para high-frequency trading, usando uma GAN composta

por uma CNN como discriminador e uma LSTM como gerador. Ele usa como função

de custo não apenas o erro adversário, mas também, o erro absoluto da previsão

e uma função de custo relacionada a direção da previsão. O modelo apresentou

resultados nas simulações 74,72% superiores a uma LSTM sendo treinada sem o

erro de adversário. Tais resultados mostram que GANs podem ser usadas como

um bons preditores para o preço de ativos financeiros. Cabe avaliar se as amostras

geradas pelo modelo também conseguem ser usadas a fim de estimar a média e a

covariância amostral do próximo instante de tempo de uma série de retornos, o que

é o objeto de estudo deste trabalho.

Chen et al. [76] utilizou um modelo GAN, composto por CNNs, para a geração

de cenários para plantas de energias renováveis. O modelo se mostrou capaz de

gerar perfis reaĺısticos para energia fotovoltaica e eólica. O modelo também foi

capaz de gerar correlações espaço-temporais ao ser treinado com dados de diferentes

localizações geográficas.

Gupta et al. [77] propôs a aplicação de um modelo GAN para prever a trajetória

de pedestres caminhando. Esta aplicação é de vital importância para plataformas

autônomas móveis, como carros autônomos ou robôs. O modelo é composto por

LSTMs tanto no gerador quanto no descriminador, além de um módulo composto

por uma MLP para codificar e decodificar as trajetórias. O modelo foi treinado com

uma combinação do erro adversário com uma função de custo do tipo L2.

Toda a literatura apresentada acima aponta o uso de GANs como um boa can-

didato para modelar o processo estocástico dos retornos das ações para o problema

de seleção de portfólios.
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Caṕıtulo 4

Arquitetura do Modelo e

Viabilidade

Como foi apresentado no Caṕıtulo 3 investidor diversifica seu investimento em dife-

rentes ativos de forma a reduzir sua exposição ao risco. A seleção de um portfólio

de ativos é um problema que exige do investidor conseguir modelar, não somente o

valor esperado do retorno dos ativos presentes no universo de ativos do portfólio,

mas também inferir sua variância e a correlação entre estes ativos.

Diversos são as propostas de modelos preditivos aplicados ao mercado financeiro.

A Subseção 3.2.4 mostra que modelos de RNNs, mais especificamente LSTMs e ou-

tros modelos RNNs de portas como GRUs, apresentam excelentes resultados como

modelos preditivos. Estes modelos, porém, cobrem apenas a parte da estimação

do valor esperado num problema de seleção de portfólios. Faz-se ainda necessária

a estimação da variância e da correlação entre os ativos. O Caṕıtulo 5 apresenta

diversas técnicas utilizadas para obter melhores estimações para a matriz de co-

variância dos ativos em um portfólio, porém fazem fortes simplificações a respeito

do processo estocástico das séries temporais financeiras. A matriz de covariância é

então comumente calculada com utilizando-se as amostras do retorno passado. A

proposta deste trabalho é apresentar um modelo que seja capaz de utilizar as amos-

tras do passado com o único fim de estimar a densidade de probabilidade do próximo

instante de tempo de forma impĺıcita e então usá-las para obter uma estimação mais

confiável da matriz de covariância para este instante de tempo futuro.

GANs, como foi apresentado no no Caṕıtulo 3, são o estado da arte em modelos

geradores, conseguindo modelar de forma impĺıcita o comportamento estat́ıstico de

variáveis aleatórias complexas de forma a ser capaz de gerar imagens com as mesmas

caracteŕısticas estat́ısticas das amostras originais. Este trabalho pretende utilizar

um modelo GAN para gerar amostras de ativos em um dado universo de ativos e,

por meio destas amostras, determinar os portfólios eficientes para o dado universo.

O modelo é composto por RNNs, mais especificamente LSTM, de forma a conseguir
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fazer uso da capacidade destas redes de guardar longas dependências temporais,

uma vez que estas já apresentam bons resultados em problemas preditivos de séries

temporais financeiras.

Este caṕıtulo aborda o processo para a consolidação da arquitetura deste modelo,

discutindo diversas propostas de arquitetura e processos de treinamento avaliados.

4.1 RNNs para a Geração de Séries Temporais

RNNs se apresentam como o estado da arte para problemas referentes a dados com

correlação temporal, possuindo diversas aplicação para a predição de séries tem-

porais, incluindo séries temporais financeiras. RNNs também podem ser utilizadas

para a geração de sequências, uma vez que pode-se utilizar a sáıda de uma RNN

como entrada no próximo instante de tempo e repetir este processo. Para conseguir

gerar amostras diferentes, dado um mesmo conjunto de dados de instantes anterio-

res, basta utilizar uma variável aleatória como estado inicial. O problema com estas

amostras é que elas não vão refletir o comportamento estat́ıstico do processo es-

tocástico em questão. Isso se deve ao fato de que as RNNs apenas geram sequências

nas quais o próximo instante é o mais provável dados os instantes passados. Isso

ocorre uma vez que as RNNs são treinadas para reduzir uma função custo como

o MSE, por exemplo, de forma que elas acabam se tornando boas estimadoras do

valor esperado de uma série temporal no seu próximo instante.

Por mais que a inviabilidade da aplicação de um modelo RNN para a geração

de amostras para o próximo instante de tempo de um processo estocástico seja

algo posśıvel de se avaliar a priori, conforme foi discutido no parágrafo anterior,

foi montado um experimento com dados sintéticos para confirmar esta hipótese.

Foi treinada uma rede neural composta por uma camada LSTM conectada a uma

camada completamente conexa com um neurônio de sáıda.

A série temporal utilizada foi um processo estocástico gaussiano estacionário, ou

seja, cada instante de tempo consiste em uma amostra de uma variável gaussiana,

conforme mostra a Figura 4.1 e a Figura 4.2. A RNN foi treinada por 200 épocas para

minimizar o MSE usando Estimativa de Momento Adaptativo (Adaptive Moment

Estimation - Adam) [78], uma variante de gradiente descendente muito popularizada

para o treinamento de redes neurais por apresentar melhores resultados superiores

ao de outras variações [78].

Como pode-se observar na Figura 4.3 o treinamento da LSTM convergiu para

um erro médio próximo de 0.01. Tendo em vista que a distribuição analisada possui

variância de 0.01 este é o menor erro médio posśıvel. Conforme o esperado, a

RNN treinada gera amostras próximas ao valor esperado da gaussiana utilizada.

Ao retroalimentando a sáıda da rede na sua entrada é posśıvel observar que a série
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Figura 4.1: Distribuição do Processo Estocástico Gaussiano Estacionário no instante
t

Figura 4.2: Ocorrência do Processo Estocástico Gaussiano Estacionário

gerada apresenta um comportamento muito distante da série original, como pode

ser visto na Figura 4.4. A densidade de probabilidade das amostra geradas pode

ser visto na Figura 4.5. Pode-se observar que a densidade de probabilidade para
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um dado instante da série é uma gaussiana com variância muito diferente da obtida

pelos dados gerados pela rede.

Figura 4.3: Evolução do treinamento da LSTM. Pode-se observar que o treinamento
convergiu par um erro médio próximo ao mı́nimo global.

Figura 4.4: Série temporal gerada por uma LSTM
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Figura 4.5: Distribuição das amostras geradas por uma LSTM

Com base nesse experimento confirma-se a hipótese de que, apesar de LSTMs

apresentarem ótimos resultados para estimar o valor esperado para o próximo ins-

tante de tempo de um série temporal, faz-se necessário outra forma de estimar a

variância da mesma.

4.2 GANs para a Geração de Séries Temporais

Para avaliar a viabilidade da aplicação de GANs para a geração de amostras pro-

venientes de processos estocásticos correlacionados foram conduzidos experimentos

com diferentes arquiteturas, usando como base dados sintéticos.

4.2.1 Dados Sintéticos

De forma a mais facilmente avaliar a convergência dos modelos propostos optou-

se por inicialmente fazer uso de dados sintéticos, de forma a ser posśıvel saber com

exatidão qual a distribuição de probabilidade esperada para cada instante de tempo.

Segundo a Hipótese do Mercado Eficiente (HME) [79], os preços dos ativos refle-

tem completamente a informação dispońıvel. A conclusão desta premissa é de que

seria imposśıvel para investidores comprarem ativos subvalorizados ou venderem ati-

vos sobrevalorizados. Existem diversos argumentos contra a HME, como os próprios

trabalhos sobre modelos preditivos aplicados a séries temporais financeiras, porém a

HME apresenta modelos expĺıcitos para o comportamento de ativos financeiros que
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servem como um bom ponto de partida para avaliar a viabilidade de um modelo.

Uma das formar comumente utilizadas para modelar o comportamento dos ativos,

segundo a HME, afirma que os preços dos ativos seguem um passeio aleatório[79],

sendo inclusive utilizada em um dos modelos mais populares para a precificação de

opções, o modelo de Black-Scholes [80]. Ou seja, o preço do próximo instante de

um ativo nada mais é do que seu preço anterior, acrescido de uma variável aleatória

gaussiana.

Para o problema de seleção de portfólio a série que leva-se em consideração é a

dos retornos do ativo. Dado que o preço do ativo foi modelado como um passeio

aleatório, seu retorno será consequentemente um processo estocástico gaussiano.

Como o trabalho trata de um portfólio é necessário modelar também a relação entre

os ativos. Para isso fixou-se uma matriz de correlação. Tendo então estes processos

estocásticos estacionários correlacionados entre si, pode-se aplica-los para avaliar o

comportamento dos modelos propostos. A Figura 4.6 mostra duas séries temporais,

referentes a uma realização dos processos estocásticos dos dois ativos presentes no

portfólio. A Figura 4.7 mostra a distribuição de probabilidade conjunta em um dado

instante de tempo.

Figura 4.6: Séries temporais dos ativos do um portfólio sintético

4.2.2 GAN Composta por LSTM

Tomando como base modelos previamente abordados no Caṕıtulo 3 que aplicam

GANs a dados com correlações temporais [72] [75] [7] [77] optou-se por um modelo de
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Figura 4.7: Distribuição de probabilidade conjunta dos ativos de um portfólio num
instante de tempo t

GAN usando uma LSTM como gerador. O gerador utilizado consiste em uma RNN

contendo uma camada LSTM ligada a uma camada de sáıda totalmente conectada.

Este gerador foi treinado de forma a combinar o erro adversário do gerador com o

MSE calculado com base nas amostras geradas e nos dados sintéticos utilizados. O

uso do MSE ou alguma outra métrica de erro que leva em consideração a diferença

entre os dados reais e os gerados é algo utilizado em aplicação de GAN para séries

temporais como forma de auxiliar a convergência do modelo [72] [75] [7] [77].

Para o discriminador foram testadas duas arquiteturas diferentes: um discri-

minador com a mesma topologia do gerador e uma CNN. Isto se deve ao fato de

que, como o discriminador só é utilizado durante o treinamento, só é necessário que

ele seja capaz de manter dependências temporais do mesmo tamanho da janela de

amostra do treinamento, não tornando tão fundamental o uso de um modelo RNN.

LSTMs, por mais que sejam treinadas com janelas de tamanho fixo, conseguem

generalizar o treinamento de forma a guardar dependências por peŕıodos maiores.

Para exemplificar, uma LSTM que consegue extrair a informação de que caso um

parênteses seja aberto em um texto o mesmo deve ser fechado durante um treina-
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Figura 4.8: Modelo GAN para séries temporais

mento com sequências de tamanho 100, vai ser capaz de fechar parênteses abertos

a distênicas maiores do que 100 durante sua execução. Como apenas o gerador

vai ser usado em execução, essa capacidade de manter longas dependências não é

fundamental para o descriminador.

O erro adversário utilizado foi o erro original da GAN [6], onde o discriminador

vai buscar minimizar o erro de classificar se uma amostra é real ou gerada e o gerador

vai buscar aumentar o erro do discriminador. O erro do gerador combinou o erro

adversário com o erro MSE por meio de uma média geométrica, uma vez que os

erros possuem grandezas distintas.

O modelo, que pode ser visto na Figura 4.8 foi treinado durante 1000 épocas

com um conjunto de dados sintéticos de 5000 amostras, das quais 4000 foram uti-

lizadas para treinamento e 1000 para teste. Este número de amostras foi escolhido

por se aproximar do tamanho da amostra dos dados reais dispońıvel. Os dados

foram agrupados em janelas para o treinamento da LSTM, sendo testadas janelas

de peŕıodos comumente utilizados na análise técnica de ativos financeiros (20, 50,

100). Essas janelas foram agrupadas em lotes de 10 janelas, de forma que em cada

época de treinamento o gradiente é calculado e os pesos são alterados para cada

lote. Foi utilizado Adam gradiente descendente durante o treinamento com taxa de

aprendizado, sendo avaliadas um intervalo com taxas de aprendizado comumente

utilizadas: 0,0001, 0,0005, 0,001, 0,005, 0,01.

Avaliou-se tanto o comportamento do gerador para gerar amostras do próximo

instante de tempo quanto a de continuar a série temporal uma vez que a sáıda é

realimentada. O resultado obtido fui inesperado, uma vez que o modelo convergiu

para gerar amostras muito semelhantes para o próximo instante de tempo, porem foi

capaz de uma vez realimentada a sáıda, a série gerada apresentou o comportamento

esperado. Como os dados sintéticos que foram utilizados foram gerados por uma

série estacionária, esperava-se obter uma distribuição igual tanto no tempo quanto no

espaço de probabilidade. Como pode ser visto na Figura 4.10 as amostras geradas
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para um mesmo instante de tempo encontram-se concentradas já na Figura 4.9

observa-se que os pontos estão distribúıdos acompanhando a distribuição esperada.

Figura 4.9: Distribuição dos dados gerados para os próximos 100 instantes (em
vermelho) em contraste com a distribuição esperada para os dados sintéticos (em
azul)

Quando comparado com uma LSTM simples na geração de séries temporais o mo-

delo GAN ao ser conseguiu gerar amostras sucessivas consistentes com a estat́ıstica

da série temporal. Essa capacidade de utilizar GANs para auxiliar no treinamento

de uma LSTM que irá operar em regime de retroalimentação já foi demonstrado por

Lamb et al. [74]. Porém para geração de amostras do mesmo instante de tempo a

GAN não conseguiu gerar variabilidade entre as amostras. A falta de diversidade

entre as amostras ao aplicar GANs para séries temporais também foi relatado no

trabalho de Gulpta et al. [77]. A GAN comportou-se como se o vetor aleatório z,

que é usado como entrada do gerador estivesse sendo desconsiderado. Lotter et al.

[72] já havia verificado seu modelo para a previsão do próximo frame de um v́ıdeo

não apresentou diferença ao utilizar ou não o vetor z, porém como o modelo bus-

cava apenas estimar o próximo frame de forma determińıstica o uso de GAN serviu

ao propósito de que a imagem gerada tivesse maior qualidade. Outro aplicação de
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Figura 4.10: Distribuição dos dados gerados no instante (t = 1) (em vermelho) em
contraste com a distribuição esperada para os dados sintéticos (em azul)

GANs para séries temporais, mas que tinha o intuito de usar a GAN como modelo

preditivo foi a de Zhou et al. [7], usando GAN para estimar o preço de ativos do

mercado financeiro, de forma que a variabilidade das amostras em um instante de

tempo não precisou ser avaliada. Por último, o modelo de Estebam et al. [75] con-

sistiu em gerar amostras de séries temporais médicas, retroalimentando a sáıda da

GAN. Conforme foi observado que a GAN foi capaz de gerar séries que no tempo

apresentam o mesmo comportamento da série original. Desta forma Estebam et al.

também não precisaram avaliar a variabilidade estat́ıstica dentro de cada instante

de tempo.

A própria natureza do problema pode ser a causa deste comportamento. Mode-

los CGAN [81] utilizam uma variável categórica para condicionar a distribuição da

GAN, desta forma o modelo possui diversas amostras por categoria de forma a con-

seguir generalizar o comportamento. No caso de séries temporais deseja-se estimar

a probabilidade condicional a uma determinada janela do passado. O problema é

que, para isso, só tem-se a disposição a única ocorrência na realidade para aquele

dado. Tendo isso em vista, a componente de MSE no erro da GAN propicia que o
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Figura 4.11: Modelo GAN condicionado por uma camada LSTM

vetor z passe a ser desconsiderado durante o treinamento. Isso ocorre uma vez que

a rede é apresentada a mesma amostra diversas vezes durante o seu treinamento,

cada uma com um valor de z diferente, o que faz com que a rede desconsidere a

relevância do z para a formação daquela amostra, ao minimizar o MSE.

De forma a buscar mitigar estes efeitos e conseguir gerar amostras no mesmo

instante de tempo que tenham a mesma estat́ıstica do dado real, foram propostas

modificações neste modelo apresentado.

4.2.3 GAN de Recorrência Codificada

Para reduzir os efeitos apresentados a arquitetura do modelo foi alterada de forma

a separar a rede do gerador em duas partes: a primeira consiste em uma LSTM

que será treinada de forma a minimizar o MSE na estimação do próximo instante

da série temporal; a segunda parte recebe a o estado oculto da LSTM e o utiliza

como entrada combinado com o vetor z em uma MLP, treinada para minimizar

apenas o erro adversário. Desta forma o uso do MSE não afeta os pesos posteriores

a entrada do vetor z, de modo a garantir seu papel de promover variabilidade entre

as amostras. O modelo foi chamado de GAN de Recorrência Codificada (Encoded

Recurrence GAN - ER-GAN) e pode ser visualizado na Figura 4.11.

O modelo foi treinado de forma semelhante a do anterior, durante 1000 épocas

com um conjunto de dados sintéticos de 5000 amostras, das quais 4000 foram uti-

lizadas para treinamento e 1000 para teste. O treinamento foi feito usando Adam

gradiente descendente minimizando, na primeira etapa o MSE da LSTM e na se-

gunda o erro adversário da MLP do gradiente. Inicialmente foi testada uma taxa de
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aprendizado de 0,001 e um tamanho de janela de 20 amostras apenas para verificar

o comportamento do modelo. Pode-se observar que mesmo sem a calibração desses

parâmetros o modelo já foi capaz de convergir para uma distribuição bastante fiel a

dos dados sintéticos, como pode ser visto na Figura 4.12. Pode-se observar na Fi-

gura A.1 do Apêndice A, a evolução do treinamento nas primeira épocas, mostrando

que a partir da época 150 o modelo já apresentava uma distribuição semelhante a

dos dados sintéticos.

Figura 4.12: Distribuição dos dados gerados no instante (t = 1) (em vermelho) em
contraste com a distribuição esperada para os dados sintéticos (em azul) usando o
modelo de GAN condicionada com LSTM

A seguir, avaliou-se diferentes comprimentos de janela e taxas de aprendizado.

Para cada valor avaliado foram treinados 50 modelos. Para cada um deles foram

avaliados o MSE da estimação do valor esperado assim como a Norma de Frobenius

da diferença entre a matrizes de covariância dos dados sintéticos e a calculada a partir

dos dados gerados. A comparação entre os valores foi feita usando a média e o erro

padrão dos resultados dos 50 modelos. Como observou-se que o modelo foi capaz

de convergir rapidamente, reduziu-se o número de épocas de treinamento para 300,

a fim de agilizar o processo de treinamento. Os comprimentos de janela avaliados
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foram de 20, 50 e 100 amostras, comumente utilizados na análise técnica de ativos

financeiros [82]. O resultado mostrado na Figura 4.13 mostra que o comprimento de

janela de 20 amostras apresentou um resultado superior aos demais. Também foram

avaliadas as taxas de aprendizado de 0,0001, 0,0005, 0,001, 0,005 e 0,01. Como pode

ser visto na Figura 4.14, a taxa de 0.005 apresentou o melhor resultado dentre as

taxas avaliadas.

Figura 4.13: Comparação entre diferentes tamanhos de janela. Foram avaliadas
janelas de 20, 50 e 100 amostras, comumente utilizados na análise técnica de ativos
financeiros. Pode-se observar que a janela de 20 amostras apresentou o melhor
resultado.

Figura 4.14: Comparação entre diferentes taxas de aprendizado. Foram utilizadas
as taxas de aprendizado de 0,0001, 0,0005, 0,001, 0,005 e 0,01. Pode-se observar que
a taxa de 0.005 apresentou melhor resultado.

Pode-se concluir que o modelo apresentado consegue superar as deficiências do

modelo anterior. A seguir busca-se avaliar se a aplicação de técnicas apresentadas

na Seção 3.3 pode melhorar os resultados da convergência da GAN.
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4.2.4 Comparação entre Métodos de Seleção de Portfólio

Foi então feita uma comparação do modelo proposto com o método de Média-

Variância descrito no Caṕıtulo 5 e com um portfólio igualmente balanceado. Não foi

feita nenhuma comparação com métodos de encolhimento uma vez que o conjunto

de dados sintéticos engloba apenas dois ativos. Para fazer a comparação utilizou-se

um as últimas 100 amostras das séries temporais para definir a média e covariância

amostral do modelo MV, sendo então definido o portfólio que maximiza a Razão de

Sharpe, descrita pela Equação 4.1.

SR =
rp − µ0

σp
(4.1)

A Razão de Sharpe é uma métrica usada para avaliar a relação entre risco e

retorno. O portfólio tangente também é aquele que maximiza a Razão de Sharpe.

Para o modelo de GAN proposto foram utilizadas as mesmas 100 amostras como

entrada do modelo. A partir destas entradas, tendo impĺıcita a distribuição de pro-

babilidade do próximo instante de tempo, o modelo gerou 1000 amostras referentes

a este próximo instante. Estas 1000 amostras, foram então utilizadas para o cal-

culo da média e covariância amostral e definindo-se o o portfólio que maximiza a

Razão de Sharpe. Foi escolhida como taxa de retorno livre de risco para a Razão de

Sharpe de 0.02, que é aproximadamente a taxa de um t́ıtulo da divida dos EUA de

10 anos, comumente usada como taxa livre de risco. Este processo foi repetido por

100 instantes de tempo gerando o gráfico apresentado na Figura 4.15, que compara

o retorno acumulado de cada um dos métodos.

Neste cenário a ER-GAN apresentou o mesmo resultado que o do modelo de

média-variância, ambos superiores ao resultado do portfólio igualmente balanceado.

Uma vez que o portfólio apresentado possui apenas dois ativos ambos os modelos

alocaram 100% do capital no ativo de maior retorno e maior volatilidade, que, neste

caso foi a configuração que maximizou a Razão de Sharpe.

Considerando os resultados deste caṕıtulo a ER-GAN demonstrou ter um forte

potencial para ser aplicado com dados de séries temporais financeiras reais. O

modelo se mostrou capaz de reproduzir de forma fiel o comportamento estat́ıstico dos

dados sintéticos além de conseguir apresentar o mesmo comportamento do modelo de

média-variância para um caso simples. Uma vez que o modelo média-variância tem

que restringir o número de amostras usadas, pois o comportamento estat́ıstico de

retornos distantes pode variar muito e a ER-GAN a partir de amostras do passado

consegue inferir a distribuição do próximo instante de tempo espera-se que para

exemplos mais complexos com dados reais a ER-GAN possa apresentar resultados

superiores.
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Figura 4.15: Comparação entre a ER-GAN, o modelo de Média-Variância e um
portfólio igualmente balanceado
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Caṕıtulo 5

Aplicação a Dados de Ativos Reais

Neste caṕıtulo o modelo apresentado no Caṕıtulo 4 será aplicado a dados proveni-

entes de séries temporais reais. Serão apresentados os conjuntos de dados utilizados

assim como os processamentos feitos para gerar as variáveis utilizadas pelo modelo.

O resultado do modelo treinado com cada um dos datasets é comparado a diferentes

modelos utilizados para a seleção de portfólio já discutidos.

Uma vez avaliada a viabilidade da aplicação de GANs para a seleção de portfólios

usando dados de ativos sintéticos, pode-se passar para a aplicação em dados reais.

Este caṕıtulo descreve a metodologia utilizada para o treinamento do modelo ER-

GAN com dados reais. Inicialmente são descritos e analisados os datasets utilizados

assim como os pré-processamento aplicado aos dados. A seguir é descrita a meto-

dologia utilizada para chegar a melhor configuração para o modelo. São descritos

os parâmetros que foram testados assim como as diferentes técnicas aplicadas no

treinamento. Por fim são definidos o benchmarks para a comparação final dos re-

sultados.

5.1 Dados e Variáveis Utilizados

Para este projeto foram utilizados dois datasets de dados de ativos da bolsa de valores

dos EUA, um com uma quantidade reduzida de ativos (11 ativos) e um segundo com

uma quantidade mais elevada (100 ativos), para avaliar o comportamento do modelo

com o aumento de ativos no portfólio. A seguir é descrito em detalhes os datasets

assim como é feita uma análise estat́ıstica de suas variáveis.

5.1.1 Um Ativo por Indústria

A complexidade de uma RNN, referente ao número de pesos a serem otimizados

durante o treinamento, é diretamente associada a quantidade de variáveis utiliza-

das como entrada do modelo. Essa complexidade implica na necessidade por uma
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quantidade maior de amostras para serem usadas durante o treinamento a fim de

que o modelo tenha capacidade de generalização para amostras fora do conjunto de

treinamento. Devido a isso optou-se por inicialmente utilizar um dataset com um

conjunto mais restrito de ativos e em seguida avaliar o desempenho do modelo com

um dataset com mais ativos.

O universo de ativos utilizado para a seleção de portfólios no primeiro dataset

consiste em um total de 11 ativos cotados na bolsa dos Estados Unidos. Foi selecio-

nada uma ação para cada um dos 11 setores da economia, definidos pelo Global In-

dustry Classification Standard. Essa escolha foi tomada a fim de conseguir construir

um dataset contendo ativos o mais descorrelacionados e diversos o posśıvel, mesmo

com um número relativamente baixo de ativos. A ação escolhida para cada setor foi

aquela que possúıa a maior capitalização de mercado no dia 24/01/2019 (momento

em que os dados foram obtidos), uma vez que os ativos mais capitalizados costu-

mam ser aquele são aqueles com maior liquidez de forma que transações individuais

possuem pouco impacto nos preços dos ativo, reduzindo a possibilidade de amostras

espúrias no conjunto. A lista completa dos ativos encontra-se noApêndice B.

Foram utilizados dados do peŕıodo que começa em 02/01/1998 e vai até

24/01/2019, sendo este o maior peŕıodo dispońıvel para os ativos em questão no

provedor dos dados [83]. Este peŕıodo apresenta um total de 5300 amostras para

cada um dos ativos.

5.1.2 100 Ativos do S&P 500

Para construir um portfólio com um numero maior de ativos optou-se por utilizar os

ativos presentes no ı́ndice S&P 500, ı́ndice que contem as 500 empresas com maior

capitalização na bolsa dos EUA. O motivo por optar por ativos de alta capitalização

já foi descrito previamente. Como existem ativos no ı́ndice de empresas que foram

listadas em bolsa recentemente optou-se por não utilizar todos os 500 ativos do

ı́ndice, uma vez que a janela tempo dispońıvel para o treinamento passaria a ficar

limitada pelo ativo mais recente. Utilizou-se portante o conjunto dos 100 ativos

com maior número de amostras dispońıvel, presentes no ı́ndice no dia 24/01/2019

(momento em que os dados foram obtidos). Desta forma foi posśıvel formar um

dataset diverso, com uma grande quantidade de ativos altamente capitalizados, mas

sem impactar na quantidade de amostras dispońıveis para treinamento. A lista

completa dos ativos encontra-se no Apêndice C.

Foram utilizados dados do peŕıodo que começa em 05/01/1998 e vai até

24/01/2019, sendo este o maior peŕıodo dispońıvel para os ativos em questão no

provedor dos dados [83]. Este peŕıodo apresenta um total de 5298 amostras para

cada um dos ativos.

58



5.1.3 Análise das Variáveis

Cada amostra contida nos datasets contém as seguintes variáveis:

• Preço na abertura

• Preço no fechamento

• Preço máximo no dia

• Preço mı́nimo no dia

• Volume negociado

• Fechamento Ajustado

• Coeficiente de Split

• Dividendos distribúıdos

Primeiramente o preço de abertura, fechamento, máxima e mı́nima foram ajusta-

dos com relação a splits e pagamentos de dividendos. Estes são eventos que ocorrem

esporadicamente e alteram e devem ser refletidos em um ajuste no preço dos ativos.

A seguir as variáveis foram combinadas de forma a gerar novas variáveis, em forma

de razões. Isto é feito para evitar a necessidade de normalização e não afetar o

treinamento do modelo. As variáveis criadas foram as seguintes:

• Retorno

• Razão fechamento/abertura (F/A)

• Razão fechamento/máxima (F/Max)

• Razão fechamento/mı́nima (F/Min)

• Variação do volume (VV)

Desta forma o modelo passa a ser composto por um total de 55 variáveis de

entrada (cinco variáveis para cada uma das 11 ações) e 11 sáıdas(uma para cada

ação).

Uma vez aplicados os pré-processamentos iniciais foi feita uma análise nas

variáveis geradas. Primeiramente observou-se sua distribuição em quartis de forma

a verificar a ordem de grandeza de cada variável. Pode-se observar que o valor da

variação de volume consegue atingir faixas com valor absoluto consideravelmente

superior as demais. Optou-se por escalar a variável de variação de treinamento,

dividindo-a por 100, buscando coloca-la numa faixa mais próxima das demais.
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Tabela 5.1: A tabela mostra a média o desvio padrão e os limites dos quartis da
distribuição de cada uma das variáveis, considerando todos os ativos.

Retorno F/A F/Max F/Min VV

Média 0,000247 -0,000027 -0,011420 0,011967 -0,083941
Desvio Padrão 0,021207 0,018428 0,014304 0,013976 0,831129
Mı́nimo -0,548575 -0,414286 -0,428571 0,000000 -149,000000
25% -0,008052 -0,007449 -0,014459 0,003893 -0,257575
50% 0,000387 0,000000 -0,007384 0,008093 -0,012215
75% 0,008900 0,007763 -0,003303 0,015047 0,192181
Máximo 0,257912 0,252475 0,000000 0,252475 0,987291

A seguir avaliou-se a distribuição conjunta dos retornos de cada um dos ativos

no universo do portfólio, conforme pode ser visto na Figura 5.1. Pode-se observar

claramente que alguns ativos possuem uma correlação entre si maior do que outros.

Isso evidencia a necessidade de um bom estimador para a matriz de covariâncias

e seu impacto na construção de um bom portfólio, conforme foi descrido de forma

teórica no Caṕıtulo 5.

Observou-se também o comportamento dos retornos e variâncias ao longo do

tempo. Para isso as séries temporais dos retornos foram separadas em janelas de

200 amostras. Para cada janela calculou-se a média e a variância dos retornos du-

rante este peŕıodo de 200 amostras. O modelo de mádia-variância original utiliza

da premissa de que é posśıvel modelar o valor esperado e covariância no próximo

instante por meio da média e covariância amostrais. Para esta hipótese ser válida,

seria esperado ver os valores calculados em cada uma das janelas se manter apro-

ximadamente constante. O que pode ser visto, porém, na Figura 5.2 é que tanto

a média quanto a variância apresentam variações consideráveis ao longo do tempo.

Devido a isso, quem utiliza o modelo de média-variância na prática, costuma utilizar

janelas das séries temporais, conforme já foi discutido no Caṕıtulo 5.

Para ter uma visualização ainda mais clara da variação das distribuições ao

longo do tempo a Figura 5.3 mostra a distribuição de um dos ativos do portfólio

(AMZN) em dois peŕıodos diferentes. Pode-se observar uma diferença considerável

na cauda da distribuição. Espera-se então que o modelo GAN seja capaz de utilizar

a informação de cada instante de tempo no passado, ponderando sua contribuição

para a distribuição do próximo instante.

5.2 Metodologia do Experimento

A seguir, serão descritas diferentes configurações avaliadas para o modelo ER-GAN.

Para cada configuração foi feito o mesmo processo de treinamento para avaliar a me-
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Figura 5.1: Distribuição conjunta dos retornos dos ativos presentes no portfólio

lhor configuração. Os dados foram inicialmente separados em conjuntos de treino,

validação e teste, sendo 70% para treino, 20% para validação e 10% para teste. Para

cada configuração foram treinados 50 modelos utilizando o conjunto de teste. Os

treinamentos foram feitos por 300 épocas para minimizar o MSE usando Estima-

tiva de Momento Adaptativo (Adaptive Moment Estimation - Adam) [78]. Após o

treinamento foram feitas 200 simulações com dados do conjunto de validação para

cada um dos 50 modelos. Para cada modelo foi calculado o valor de retorno médio,

a variância do retorno e a Razão de Sharpe do modelo dentro do conjunto das 200

simulações. Foi então calculado um valor médio do retorno médio, da variância e

da Razão de Sharpe dos 50 modelos, assim como seus respectivos erros padrão. O

valor médio de Razão de Sharpe da configuração foi, então, usado para comparação

entre diferentes configurações.
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Figura 5.2: Evolução da média (esquerda) e da variância (direita) em janelas de 200
amostras. Tanto a média quanto a variância apresentam variações consideráveis ao
longo do tempo.

Figura 5.3: Distribuição de um ativo do portfólio em diferentes janelas de tempo.
Pode-se observar uma diferença considerável na calda da distribuição.

5.2.1 Ajuste de Hiperparâmetros

A primeira etapa do experimento consistiu em definir os melhores hiperparâmentros

para o modelo. Os seguintes hiperparâmetros foram avaliados:

• Numero de camadas escondidas LSTM no gerador

• Numero de hidden states nas camada LSTM

• Número de camadas na MLP no gerador
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• Número de neurônios por camada MLP do gerador

• Número de camadas na MLP no discriminador

• Número de neurônios por camada MLP do discriminador

• Taxa de aprendizado do gerador

• Taxa de aprendizado do discriminador

• Tamanho da janela utilizado no treinamento da LSTM

Para os parâmetros referentes a topologia das redes foi feita uma busca aleatória

avaliando 20 combinações aleatórias de posśıveis topologias. A Tabela 5.2 mostra as

20 configurações avaliadas e seus respectivos valores para a quantidade de camadas

LSTM, número de hidden units por camada LSTM, número de camadas e neurônios

na MLP no gerador e número de camadas e neurônios na MLP no discriminador.

Cada topologia foi treinada conforme descrito na Seção 5.2, sendo escolhida a con-

figuração com maior Razão de Sharpe médio entre as 20.

Tabela 5.2: Configurações de topologia avaliadas por busca aleatória.

LSTM Gen. MLP Disc. MLP

Conf. 1 2 × 10 20, 10 10
Conf. 2 3 × 20 10 10
Conf. 3 1 × 10 20 10, 50
Conf. 4 2 × 20 20 10, 50
Conf. 5 1 × 10 10 100
Conf. 6 2 × 50 20 50
Conf. 7 1 × 100 20, 10 10, 50
Conf. 8 3 × 20 50, 50 20, 10
Conf. 9 1 × 10 20, 10 20, 50, 100
Conf. 10 1 × 100 10, 50 10, 50
Conf. 11 1 × 20 100 50, 50
Conf. 12 3 × 10 20, 50, 100 50
Conf. 13 1 × 50 50, 50 10, 100
Conf. 14 3 × 50 10, 50 50
Conf. 15 3 × 10 50, 20, 100 50, 50
Conf. 16 2 × 20 50, 50 20, 50, 100
Conf. 17 1 × 50 50, 50 50, 20, 100
Conf. 18 2 × 100 50 50, 50
Conf. 19 3 × 100 10, 50 100
Conf. 20 2 × 100 50, 20, 100 50, 20, 100

A seguir foram avaliados diferentes valores para a taxa de aprendizado e para o

tamanho da janela para esta configuração. Os valores avaliados foram os mesmos
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utilizados no Caṕıtulo 4. Avaliou-se as taxas de aprendizado 0,0001, 0,0005, 0,001,

0,005 e 0,01 e os tamanhos de janela de 20, 50 e 100 amostras. Novamente foram

escolhidos os valores que apresentaram a maior Razão de Sharpe média.

5.2.2 Avaliação de Técnicas para o Treinamento da GAN

Na Seção 3.3 foram discutidas diferentes técnicas propostas para auxiliar na estabi-

lidade do treinamento de GANs. Nenhuma delas apresenta os melhores resultados

para todos os casos, conforme já foi discutido, de forma que faz-se necessário a

avaliação destas para o problema em questão. Foi testada a técnica tradicional de

treinamento para GANs, baseada em reduzir a distância de Jensen-Shannon assim

como as variantes WGAN e WGAN-GP, que se baseiam na redução da distância de

Wasserstein. Foi escolhida a técnica que apresentou o maior valor médio da Razão

de Sharpe. Foi escolhida como taxa anual de retorno livre de risco para a Razão de

Sharpe de 0.02, que é aproximadamente a taxa de um t́ıtulo da divida dos EUA de

10 anos, comumente usada como taxa livre de risco. Este processo foi repetido por

100 instantes de tempo gerando o gráfico apresentado na Figura 4.15, que compara

o retorno acumulado de cada um dos métodos.

Por fim, foram avaliadas as técnicas de discriminação de mini-lotes (Minibatch

Discrimination - MB Disc) e normalização por mini-lotes (Batch Normalization -

B Norm). Ambas as técnicas foram discutidas na Seção 3.3 e tem como função

evitar o colapso de modo e aumentar a diversidade entre as amostra. Apesar de,

segundo Salimans et al. [66], a discriminação por mini-lotes ser mais efetiva do

que a normalização por mini-lotes, a aplicação da técnica foi popularizada por ter

sido utilizada na DCGAN [62], que é um dos principais benchmarks de modelo

generativo para imagens. Levando isso em conta decidiu-se avaliar se impacto de

ambas no treinamento do modelo.

5.2.3 Comparação entre Métodos de Seleção de Portfólio

Por fim, 50 modelos foram treinados usando as melhores configurações de topolo-

gia, taxa de aprendizado, tamanho da janela, método de treinamento e técnica para

reduzir o colapso do modo. O valor médio da Razão de Sharpe desta configuração

foi então comparado com o de todas as outras combinações avaliadas. Por fim, foi

selecionada aquela que apresentou a maior Razão Sharpe média no conjunto de va-

lidação. Entre os 50 modelos treinados da melhor configuração, o que apresentou o

maior retorno médio na simulação de 200 amostras foi selecionado e comparado com

diversos benchmarks benchmarks. Os benchmarchs incluem a abordagem clássica

de variância média, um portfólio igualmente balanceado e várias técnicas de enco-

lhimento
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• Portfólio igualmente distribúıdo (Equaly Weighted - EW) - Possui o

mesmo peso para cada um dos ativos. É comumente considerado como bench-

mark, pois devido a dificuldade de se ter uma boa estimativa para a covariância

e valor esperado dos ativos em muitos casos um portfólio igualmente balance-

ado apresenta resultados equivalentes a portfólios calculados por modelos de

otimização de portfólio, como demonstrado por DeMiguel et al. [3].

• Modelo de média-variância (Mean-Variance - MV) - Modelo clássico de

média-variância utilizando a média amostral como aproximador para o va-

lor esperado dos ativos e a covariância amostral como aproximador para a

covariância.

• Encolhimento para Fator Único (Single Factor Shrinkage - SFS) - Proposto

por Ledoit et al. [25], utiliza uma média ponderada da matriz de correlação

amostral e da matriz de covariância do modelo de ı́ndice único de Sharpe como

técnica de encolhimento.

• Encolhimento para Correlação Constante (Constant Correlation Shrin-

kage - CCS) - Proposto por Ledoit et al. [26], o encolhimento ajusta dodos os

pares de correlações para a correlação média e mantém as variâncias inaltera-

das.

• Encolhimento para Variância Constante (Constant Variance Shrinkage -

CVS) - Proposto por Ledoit et al. [27], utiliza como alvo do encolhimento a

matriz diagonal com a média das variâncias ativos nas diagonais e zeros em

outro lugar.

• Encolhimento por Aproximação Oráculo (Oracle Approximating Shrin-

kage - OAS) - Proposto por Chen et al. [28] esta técnica de encolhimento

apresenta um menor MSE do que o Encolhimento para Variância Constante

para o caso de distribuições Gaussianas ou Semi-Gaussianas.

Para avaliar o desempenho do modelo ER-GAN com os benchmarks foram uti-

lizados os dados do conjunto de teste. Cada modelo foi apresentado a uma amostra

contendo os 100 dias, a fim de selecionar o melhor portfólio para o próximo dia. O

processo foi repedido para rebalancear o portfólio diariamente por um peŕıodo de

300 dias. A quantidade de amostras dispońıveis para os modelos aumentou conforme

o passar do tempo, de forma que para estimar o portfólio do dia 300 os modelos ti-

veram a disposição os 100 dias iniciais mais os 299 dias anteriores ao dia 300. Foram

avaliados o retorno médio, a variância e a Razão de Sharpe do modelo ER-GAN e

de cada um dos benchmarks.

65



5.3 Resultados e Discussões

5.3.1 Um Ativo por Indústria

Inicialmente foram treinados modelos para avaliar as 20 configurações de topologias

selecionadas na busca aleatória. A Tabela 5.3 e a Figura 5.4 mostram os resultados

das 20 configurações avaliadas para retorno médio, variância e Razão de Sharpe em

ordem decrescente de Razão de Sharpe. A melhor configuração apresentou uma

camada LSTM com 100 hidden units como encoder, 2 camadas totalmente conexas

no gerador, com 10 e 50 neurônios respectivamente e duas camadas totalmente

conexas no discriminador com 10 e 50 neurônios respectivamente.

Tabela 5.3: Comparação entre diferentes configurações para as topologias das redes
do modelo ER-GAN. A tabela mostra em ordem decrescente de Razão de Sharpe.
A melhor configuração apresentou uma camada LSTM com 100 hidden units como
encoder, 2 camadas totalmente conexas no gerador, com 10 e 50 neurônios respecti-
vamente e duas camadas totalmente conexas no discriminador com 10 e 50 neurônios
respectivamente.

Média ×10−4 Variância ×10−2 SR ×10−2

Conf. 10 7,477 ± 0,315 1,050 ± 0,014 6,350 ± 0,270
Conf. 13 6,949 ± 0,334 1,039 ± 0,018 5,901 ± 0,273
Conf. 7 7,020 ± 0,308 1,056 ± 0,017 5,867 ± 0,262
Conf. 2 6,625 ± 0,250 1,014 ± 0,014 5,764 ± 0,236
Conf. 20 6,783 ± 0,319 1,046 ± 0,014 5,704 ± 0,281
Conf. 3 6,622 ± 0,260 1,028 ± 0,015 5,651 ± 0,237
Conf. 8 6,626 ± 0,273 1,040 ± 0,015 5,625 ± 0,245
Conf. 17 6,693 ± 0,337 1,056 ± 0,021 5,555 ± 0,261
Conf. 4 6,503 ± 0,319 1,052 ± 0,019 5,528 ± 0,290
Conf. 11 6,652 ± 0,329 1,064 ± 0,016 5,464 ± 0,285
Conf. 18 7,129 ± 0,493 1,159 ± 0,032 5,444 ± 0,338
Conf. 5 6,998 ± 0,456 1,138 ± 0,033 5,417 ± 0,320
Conf. 6 6,542 ± 0,318 1,052 ± 0,016 5,410 ± 0,247
Conf. 12 6,355 ± 0,269 1,028 ± 0,015 5,404 ± 0,237
Conf. 1 6,217 ± 0,272 1,030 ± 0,015 5,349 ± 0,270
Conf. 9 6,464 ± 0,340 1,085 ± 0,018 5,340 ± 0,319
Conf. 16 6,435 ± 0,359 1,063 ± 0,015 5,289 ± 0,312
Conf. 19 6,104 ± 0,280 1,020 ± 0,015 5,246 ± 0,265
Conf. 14 6,220 ± 0,317 1,054 ± 0,018 5,221 ± 0,298
Conf. 15 5,634 ± 0,355 1,078 ± 0,023 4,504 ± 0,287

A Figura 5.5 mostra distribuição conjunta entre os retornos de dois dos ativos

do portfólio. Sua evolução ao longo do treinamento pode ser vista na Figura A.1 do

Apêndice A. São comparadas amostras geradas para o próximo instante de tempo

com amostras em comparação com uma distribuição amostrada previamente a partir
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Figura 5.4: Comparação entre diferentes configurações para as topologias das redes
do modelo ER-GAN.

dos valores de média e covariância destes ativos. É posśıvel ver que as amostras

geradas para o próximo instante de tempo apresentam uma grande sobreposição

àquelas da distribuição original. A distribuição indica que o modelo não incorreu

em colapso de modo, pois as amostras não se apresentaram concentradas próximas

a um único ponto.

A seguir foram avaliadas diferentes taxas de aprendizado e tamanho da janela

usada no treinamento da rede LSTM. A Tabela 5.4 e na Figura 5.6 mostram a

comparação das diferentes taxas de aprendizado. O valor de taxa de aprendizado

que apresentou o maior valor de razão de sharpe foi de 0,0001.

Tabela 5.4: Comparação entre taxas de aprendizado para o dataset Um Ativo por
Indústria.

Média (×10−4) Variância (×10−2) Razão de Sharpe (×10−2)

0,0001 7,564 ± 0,288 1,026 ± 0,014 6,583 ± 0,242
0,0005 7,081 ± 0,278 1,042 ± 0,016 6,053 ± 0,253
0,001 6,416 ± 0,256 1,022 ± 0,012 5,511 ± 0,252
0,005 7,477 ± 0,315 1,050 ± 0,014 6,350 ± 0,270
0,01 6,360 ± 0,298 1,045 ± 0,018 5,367 ± 0,265

Já o melhor tamanho de janela manteve-se sendo de 20 amostras, valor usado

durante o treinamento das diferentes topologias, como pode ser visto na Tabela 5.5

e na Figura 5.7.

A seguir comparou-se o tipo de treinamento utilizado pela GAN, novamente

avaliando o treinamento padrão, o modelo WGAN e o WGAN-GP, tanto no retorno

acumulado quanto em relação ao Razão de Sharpe, como pode ser visto na Tabela 5.6

e na Figura 5.8.

Por último avaliou-se o uso de discriminação de mini-lotes e normalização por
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Figura 5.5: Distribuição conjunta real e gerada pela ER-GAN de dois ativos do
portfólio. Pode-se observar que a distribuição da ER-GAN gera amostras menos
dispersas, mas dentro da distribuição original, conforme o esperado.

Figura 5.6: Comparação entre taxas de aprendizado para o dataset Um Ativo por
Indústria.

mini-lotes. O modelo ER-GAN sem nenhuma das técnicas apresentou resultado

superior, tanto em retorno acumulado e do ponto de vista do Razão de Sharpe,

como pode ser visto na Tabela 5.7 e na Figura 5.9. Este resultado confirma que o

modelo GAN padrão, não aparenta sofrer de colapso de modo. Isso confirma o que

pode ser observado tanto na Figura 4.12 quanto na Figura 5.5, onde as amostras dos
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Tabela 5.5: Comparação entre tamanhos de janela para o dataset Um Ativo por
Indústria.

Média (×10−4) Variância (×10−2) SR (×10−2)

20 7,477 ± 0,315 1,050 ± 0,014 6,350 ± 0,270
50 7,234 ± 0,356 1,072 ± 0,020 5,953 ± 0,278
100 7,102 ± 0,296 1,062 ± 0,018 6,027 ± 0,266

Figura 5.7: Comparação entre tamanhos de janela para o dataset Um Ativo por
Indústria.

Tabela 5.6: Comparação entre métodos de treinamento de GAN para o dataset Um
Ativo por Indústria.

Média (×10−4) Variância (×10−2) SR (×10−2)

GAN 7,477 ± 0,315 1,050 ± 0,014 6,350 ± 0,270
WGAN 6,039 ± 0,389 1,049 ± 0,016 4,998 ± 0,342
WGAN-GP 7,213 ± 0,348 1,034 ± 0,026 6,298 ± 0,313

Figura 5.8: Comparação entre métodos de treinamento de GAN para o dataset Um
Ativo por Indústria.

dados gerados se apresentaram bem distribúıdas em comparação aos dados reais.

Em seguida, 50 modelos foram treinados combinando as melhores configurações

apresentadas. O valor médio da Razão de Sharpe desse modelo nas amostras de
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Tabela 5.7: Comparação entre métodos para a melhoria da diversidade das amostras
com o dataset Um Ativo por Indústria.

Média (×10−4) Variância (×10−2) SR (×10−2)

GAN 7,477 ± 0,315 1,050 ± 0,014 6,350 ± 0,270
MB Disc, 7,058 ± 0,309 1,071 ± 0,016 5,823 ± 0,257
B Norm, 6,016 ± 0,355 1,045 ± 0,017 5,037 ± 0,329

Figura 5.9: Comparação do retorno acumulado entre métodos para a melhoria da
diversidade das amostras.

validação foi de (7.100 ± 0, 227) × 10−2, superior ao resultado de qualquer outra

configuração independente. Em seguida, foi selecionado o modelo que apresentou o

maior retorno médio entre os 50 e este foi usado para comparar o modelo com os

benchmarks, agora usando o conjunto de testes. O resultado da média, variância

e Razão de Sharpe pode ser visto na Tabela 5.8. O modelo ER-GAN apresentou

um valor médio de retorno mais alto e uma Razão de Sharpe maior que todos os

outros benchmarks. Seu retorno médio foi 14,11% maior que o benchmark com

maior retorno e sua Razão de Sharpe foi 2,62% maior que o melhor benchmark.

como pode ser visto na Figura 5.10 quanto em relação ao retorno médio e Razão

de Sharpe, como pode ser visto na Tabela 5.8.

Tabela 5.8: Comparação entre o modelo ER-GAN e benchmarks para o dataset Um
Ativo por Indústria.

Média (×10−4) Variância (×10−2) SR (×10−2)

MV 0.277 0.158 1.744
EW 0.303 0.114 2.661
SFS 0.290 0.161 1.796
CCS 0.302 0.164 1.837
CVS 0.325 0.157 2.070
OAS 0.305 0.158 1.921
ER-GAN 0.371 0.135 2.731
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O retorno acumulado do modelo ER-GAN pode ser visto em Figura 5.10, e

evidencia a diferença entre o desempenho dos diferentes modelos, com o modelo

ER-GAN claramente superando os benchmarks. Pode-se observar também que o

modelo ER-GAN apresentou menor sensibilidade a forte queda que aconteceu entre

os instantes 200 e 250.

Figura 5.10: Comparação do retorno acumulado entre a melhor configuração de
ER-GAN e os benchmarks. Pode-se observar que o portfólio que utiliza a ER-GAN
apresentou um resultado substancialmente superior ao demais. A distância para o
segundo melhor foi consideravelmente superior o obtida na configuração utilizada
com os dados sintéticos.

5.3.2 100 Ativos do S&P 500

Uma vez que a ER-GAN apresentou um resultado satisfatório com o universo de

apenas 11 ativos, o mesmo experimento foi realizado com um portfólio composto

pelo dataset dos 100 ativos de maior capitalização presentes no S&P 500, de forma

a verificar se o modelo ER-GAN é robusto a variações no tamanho do portfólio. O

aumento de ativos, como já foi mencionado, impacta diretamente na complexidade

do modelo e no número de parâmetros que são necessários serem otimizados via

gradiente descendente. Porém os benchmarks também são afetados por um aumento

no universo de ativos no portfólio, já que a quantidade de amostras utilizadas para a

estimativa da matriz de covariâncias começa a não ser suficiente para uma estimativa

precisa.
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Novamente foram treinados modelos para avaliar as 20 configurações de topo-

logias selecionadas na busca aleatória. A Tabela 5.9 e a Figura 5.11 mostram os

resultados das 20 configurações avaliadas para retorno médio, variância e Razão de

Sharpe em ordem decrescente de Razão de Sharpe. A melhor configuração apresen-

tou duas camadas LSTM com 20 hidden units como encoder, 2 camadas totalmente

conexas de 50 neurônios no gerador e três camadas totalmente conexas no discrimi-

nador com 20, 50 e 100 neurônios respectivamente.

Tabela 5.9: Comparação entre diferentes configurações para as topologias das redes
do modelo ER-GAN com o dataset de 100 Ativos do S&P 500. A tabela mostra
em ordem decrescente de Razão de Sharpe. A melhor configuração apresentou duas
camadas LSTM com 20 hidden units como encoder, 2 camadas totalmente conexas
de 50 neurônios no gerador e três camadas totalmente conexas no discriminador com
20, 50 e 100 neurônios respectivamente.

Média ×10−4 Variância ×10−2 SR ×10−2

Conf. 16 7,878 ± 0.419 0,925 ± 0,016 7,721 ± 0,460
Conf. 6 7,739 ± 0.440 0,914 ± 0,013 7,574 ± 0,441
Conf. 10 7,380 ± 0.410 0,891 ± 0,011 7,412 ± 0,444
Conf. 3 7,551 ± 0.151 0,920 ± 0,007 7,374 ± 0,184
Conf. 2 7,559 ± 0.125 0,921 ± 0,004 7,347 ± 0,135
Conf. 13 7,353 ± 0.358 0,908 ± 0,011 7,271 ± 0,399
Conf. 18 7,033 ± 0.319 0,884 ± 0,009 7,113 ± 0,370
Conf. 4 7,212 ± 0.181 0,908 ± 0,005 7,075 ± 0,204
Conf. 11 7,014 ± 0.327 0,897 ± 0,010 7,039 ± 0,393
Conf. 19 7,198 ± 0.550 0,960 ± 0,023 6,929 ± 0,531
Conf. 12 7,732 ± 0.587 1,025 ± 0,025 6,723 ± 0,476
Conf. 14 6,985 ± 0.554 0,963 ± 0,023 6,647 ± 0,576
Conf. 7 6,581 ± 0.356 0,897 ± 0,013 6,566 ± 0,414
Conf. 17 6,775 ± 0.474 0,940 ± 0,017 6,548 ± 0,522
Conf. 8 6,710 ± 0.438 0,923 ± 0,012 6,510 ± 0,477
Conf. 1 6,617 ± 0.402 0,927 ± 0,013 6,441 ± 0,450
Conf. 9 6,397 ± 0.544 0,922 ± 0,018 6,341 ± 0,563
Conf. 20 6,573 ± 0.513 0,965 ± 0,015 6,118 ± 0,539
Conf. 15 6,297 ± 0.496 0,955 ± 0,019 5,911 ± 0,541
Conf. 5 5,807 ± 0.568 1,020 ± 0,021 5,218 ± 0,541

A Figura 5.5 mostra que as distribuições do dado real e do gerado pelo gerador

continuam apresentando uma grande sobreposição, assim como apresentavam para o

dataset de 10 ativos. Mais uma vez a distribuição indica que o modelo não incorreu

em colapso de modo.

A seguir foram avaliadas diferentes taxas de aprendizado e tamanho da janela

usada no treinamento da rede LSTM. A Tabela 5.4 e na Figura 5.6 mostram a

comparação das diferentes taxas de aprendizado. O valor de taxa de aprendizado
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Figura 5.11: Comparação entre diferentes configurações para as topologias das redes
do modelo ER-GAN com o dataset de 100 Ativos do S&P 500

Figura 5.12: Distribuição conjunta real e gerada pela ER-GAN de dois ativos do
portfólio para o dataset 100 Ativos do S&P 500. Pode-se observar que a distribuição
da ER-GAN gera amostras bem dispersas e com uma forte sobreposição com a
distribuição original, conforme o esperado.

que apresentou o maior valor de razão de sharpe foi 0.005.

O melhor tamanho de janela manteve-se sendo de 20 amostras, valor usado

durante o treinamento com o dataset de 10 ativos, como pode ser visto na Tabela 5.5
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Tabela 5.10: Comparação entre taxas de aprendizado para o dataset 100 Ativos do
S&P 500.

Média (×10−4) Variância (×10−2) Razão de Sharpe (×10−2)

0,0001 7,582 ± 0.180 0,890 ± 0,005 7,638 ± 0,205
0,0005 7,659 ± 0.222 0,915 ± 0,016 7,616 ± 0,275
0,001 7,204 ± 0.427 0,897 ± 0,012 7,239 ± 0,474
0,005 6,840 ± 0.529 0,950 ± 0,016 6,447 ± 0,559
0,01 6,562 ± 0.319 0,907 ± 0,014 6,440 ± 0,368

Figura 5.13: Comparação entre taxas de aprendizado para o dataset 100 Ativos do
S&P 500.

e na Figura 5.7.

Tabela 5.11: Comparação entre tamanhos de janela para o dataset 100 Ativos do
S&P 500.

Média (×10−4) Variância (×10−2) SR (×10−2)

20 7,145 ± 0.399 0,943 ± 0,017 6,925 ± 0,452
50 6,229 ± 0.394 0,899 ± 0,010 6,082 ± 0,441
100 7,359 ± 0.417 0,936 ± 0,016 7,119 ± 0,442

Figura 5.14: Comparação entre tamanhos de janela para o dataset 100 Ativos do
S&P 500.
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A seguir comparou-se o tipo de treinamento utilizado pela GAN, mais uma vez

o treinamento padrão foi o que apresentou o melhor resultado, como pode ser visto

na Tabela 5.6 e na Figura 5.8.

Tabela 5.12: Comparação entre métodos de treinamento de GAN para o dataset
100 Ativos do S&P 500.

Média (×10−4) Variância (×10−2) SR (×10−2)

GAN 8,325 ± 0,508 0,942 ± 0,020 7,950 ± 0,464
WGAN 7,490 ± 0,222 0,903 ± 0,007 7,451 ± 0,262
WGAN-GP 7,570 ± 1,497 0,937 ± 0,037 7,179 ± 1,311

Figura 5.15: Comparação entre métodos de treinamento de GAN para o dataset 100
Ativos do S&P 500.

Por último avaliou-se o uso de discriminação de mini-lotes e normalização por

mini-lotes. Como o dataset de 100 ativos observou-se que o modelo utilizando discri-

minação por minilotes conseguiu convergir em apenas um dos 50 cenários avaliados

de forma que optou-se por desconsiderar o método na comparação. Levando em

consideração apenas a comparação entre o modelo ER-GAN simples e o modelo

ER-GAN utilizando normalização por minilotes observou-se que o modelo simples

apresentou resultado superior, tanto em retorno acumulado quando do ponto de

vista do Razão de Sharpe, como pode ser visto na Tabela 5.7 e na Figura 5.9. Mais

uma vês constatou-se que o modelo ER-GAN não sofreu de colapso de modo, de

forma que as técnicas utilizadas na literatura não se mostraram eficazes.

Tabela 5.13: Comparação entre métodos para a melhoria da diversidade das amos-
tras com o dataset 100 Ativos do S&P 500.

Média (×10−4) Variância (×10−2) SR (×10−2)

GAN 8,325 ± 0,508 0,942 ± 0,020 7,950 ± 0,464
B Norm, 7,802 ± 0.755 1,105 ± 0,043 6,431 ± 0,625
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Figura 5.16: Comparação do retorno acumulado entre métodos para a melhoria da
diversidade das amostras com o dataset 100 Ativos do S&P 500.

Para este dataset não foi necessário treinar o modelo combinando os melhores

parâmetros encontrados, uma vez que os parâmentros que apresentaram os melhores

resultados já eram aqueles que foram usados no experimento para determinar a

topologia da rede. O valor médio da Razão de Sharpe desse modelo nas amostras

de validação foi de (7.100 ± 0, 227) × 10−2. Em seguida, foi selecionado o modelo

que apresentou o maior retorno médio entre os 50 treinados. Este foi usado para

comparar o modelo com os benchmarks usando o conjunto de testes. O resultado

da média, variância e Razão de Sharpe pode ser visto na Tabela 5.8. O modelo

ER-GAN apresentou um valor médio de retorno mais alto e uma Razão de Sharpe

maior que todos os outros benchmarks. Seu retorno médio foi 34,55% maior que

o benchmark com maior retorno e sua Razão de Sharpe foi 27,26% maior que o

melhor benchmark. A diferença foi maior do a obtida usando o dataset de 10 ativos.

Isso indica que as estimativas da ER-GAN para o retorno médio e para a matriz de

covariâncias apresentam menor sensibilidade ao aumento do tamanho do portfólio

do que os benchmarks.

Tabela 5.14: Comparação entre o modelo ER-GAN e benchmarks para o dataset
100 Ativos do S&P 500. Seu retorno médio foi 34,55% maior que o benchmark com
maior retorno e sua Razão de Sharpe foi 27,26% maior que o melhor benchmark.

Média (×10−4) Variância (×10−2) SR (×10−2)

MV 0,165 0,120 1,372
EW 0,123 0,105 1,175
SFS 0,135 0,121 1,117
CCS 0,115 0,125 0,922
CVS 0,158 0,120 1,313
OAS 0,159 0,120 1,326
ER-GAN 0,222 0,127 1,746

A Figura 5.17 mostra o retorno cumulativo de todos os modelos. Fica evidente
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que o retorno cumulativo do ER-GAN permanece superior aos demais durante pra-

ticamente todo o peŕıodo analisado, sendo menos suscet́ıveis a grandes variações de

retornos do que os benchmarks.

Figura 5.17: Comparação do retorno acumulado entre a melhor configuração de
ER-GAN e os benchmarks para o dataset 100 Ativos do S&P 500. Fica evidente
que o retorno cumulativo do ER-GAN permanece superior aos demais durante pra-
ticamente todo o peŕıodo analisado, sendo menos suscet́ıveis a grandes variações de
retornos do que os benchmarks.
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Caṕıtulo 6

Conclusões

Neste trabalho, foi proposto um modelo chamado ER-GAN, aplicando pela primeira

vez GANs recorrentes ao problema de seleção de portfólio. Também foi proposta

uma nova técnica para o treinamento de modelos GAN aplicados a dados sequenciais.

A técnica usa uma rede recorrente para modelar a dependência temporal dos dados

além da rede a ser treinada com o erro do adversário. Este procedimento garante a

diversidade das amostras geradas e a convergência do treinamento.

Os resultados obtidos mostram que o modelo ER-GAN é capaz de modelar a

distribuição estat́ıstica conjunta de ativos em um portfólio. O modelo foi capaz

de apresentar resultados de Razão de Sharpe superiores a todos os benchmarks

analisados, tanto ao ser aplicado a datasets pequenos (10 ativos) quanto a datasets

grandes (100 ativos). Seu retorno médio foi 34,55% superior ao benchmark com

retornos mais altos e sua Razão de Sharpe 27,26% superior ao melhor benchmark ao

ser aplicado para o dataset de 100 ativos, demostrando ser menos senśıvel a variações

no tamanho do portfólio do que os benchmarks.

Posśıveis contribuições futuras incluem: aplicar o modelo ER-GAN à seleção

de portfólio usando diferentes métricas de risco, como VaR e CVaR; avaliação de

novas técnicas de treinamento GAN aplicadas ao problema de seleção de portfólio;

aplicação de modelo para seleção de portfólio de vários peŕıodos usando ER-GAN.
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Apêndice A

Evolução do Treinamento com

Dados Sintéticos

Figura A.1: Evolução da qualidade das amostras geradas pela GAN para dados
sintéticos nas épocas 0 (cima-esquerda), 50 (cima-direita), 150 (baixo-esquerda) e
200.
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Figura A.2: Evolução da qualidade das amostras geradas pela ER-GAN para o
dataset Um Ativo por Indústria nas épocas 0 (cima-esquerda), 50 (cima-direita),
150 (baixo-esquerda) e 200.

88



Figura A.3: Evolução da qualidade das amostras geradas pela ER-GAN para o
dataset 100 Ativos do S&P 500 nas épocas 0 (cima-esquerda), 100 (cima-direita),
200 (baixo-esquerda) e 300.
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Apêndice B

Ativos Presentes no Dataset Um

Ativo por Indústria

Tabela B.1: Comparação entre métodos para a melhoria da diversidade das amostras
com o dataset Um Ativo por Indústria.

Ticker Setor Empresa

AMT Imobiliário American Tower Corp.
AMZN Consumo de Luxo Amazon.com, Inc.
BA Indústria The Boeing Company
BRK-B Financeiro Berkshire Hathaway Inc. New
ECL Matérias Primas Ecolab Inc
MSFT Tecnologia da Informação Microsoft Corp.
NEE Utilidades Públicas Nextera Energy, Inc.
UNH Saúde Unitedhealth Group Incorporated
VZ Telecomunicações Verizon Communications Inc.
WMT Consumo de primeira necessidade Walmart Inc.
XOM Energia Exxon Mobil Corporation
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Apêndice C

Ativos Presentes no Dataset 100

Ativos do S&P 500

Tabela C.1: Ações do dataset 100 Ativos do S&P 500

Ticker Empresa

ADM Archer-Daniels-Midland Company

AON Aon plc

CB Chubb Limited

CPB Campbell Soup Company

DVN Devon Energy Corporation

ETFC E*TRADE Financial Corporation

HES Hess Corporation

IRM Iron Mountain Incorporated

KR The Kroger Co.

LRCX Lam Research Corporation

MDT Medtronic plc

NI NiSource Inc.

PFE Pfizer Inc.

PSA Public Storage

TGT Target Corporation

WHR Whirlpool Corporation

ADP Automatic Data Processing, Inc.

APC Anadarko Petroleum Corporation

CELG Celgene Corporation

CPRT Copart, Inc.

EA Electronic Arts Inc.

ETN Eaton Corporation plc

Continua na próxima página
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Tabela C.1 – continuação

Ticker Empresa

GE General Electric Company

HRB H&R Block, Inc.

IT Gartner, Inc.

KSU Kansas City Southern

MAS Masco Corporation

MLM Martin Marietta Materials, Inc.

NTRS Northern Trust Corporation

PG The Procter & Gamble Company

PXD Pioneer Natural Resources Company

TSCO Tractor Supply Company

WMT Walmart Inc.

AEE Ameren Corporation

ARE Alexandria Real Estate Equities, Inc.

CMCSA Comcast Corporation

DHI D.R. Horton, Inc.

EL The Estée Lauder Companies Inc.

EXC Exelon Corporation

GLW Corning Incorporated

HRL Hormel Foods Corporation

JBHT J.B. Hunt Transport Services, Inc.

LB L Brands, Inc.

MAT Mattel, Inc.

MMM 3M Company

NUE Nucor Corporation

PHM PulteGroup, Inc.

ROL Rollins, Inc.

TSS Total System Services, Inc.

WY Weyerhaeuser Company

AES The AES Corporation

AVY Avery Dennison Corporation

CMI Cummins Inc.

DISH DISH Network Corporation

EMN Eastman Chemical Company

FCX Freeport-McMoRan Inc.

GWW W.W. Grainger, Inc.

HRS L3Harris Technologies, Inc.
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K Kellogg Company

LEG Leggett & Platt, Incorporated

MCK McKesson Corporation

MO Altria Group, Inc.

ORCL Oracle Corporation

PNR Pentair plc

ROP Roper Technologies, Inc.

UNM Unum Group

XRAY DENTSPLY SIRONA Inc.

AJG Arthur J. Gallagher & Co.

BBY Best Buy Co., Inc.

CMS CMS Energy Corporation

DRE Duke Realty Corporation

EOG EOG Resources, Inc.

FE FirstEnergy Corp.

HCP HCP, Inc.

HSY The Hershey Company

KMB Kimberly-Clark Corporation

LNC Lincoln National Corporation

MCO Moody’s Corporation

MYL Mylan N.V.

PCG PG&E Corporation

PNW Pinnacle West Capital Corporation

RTN Raytheon Company

VAR Varian Medical Systems, Inc.

XRX Xerox Corporation

ALL The Allstate Corporation

BXP Boston Properties, Inc.

COST Costco Wholesale Corporation

DRI Darden Restaurants, Inc.

ESS Essex Property Trust, Inc.

FITB Fifth Third Bancorp

HD The Home Depot, Inc.

HUM Humana Inc.

KMX CarMax, Inc.

LOW Lowe’s Companies, Inc.
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M Macy’s, Inc.

NBL Noble Energy, Inc.

PEG Public Service Enterprise Group Incorporated

PRGO Perrigo Company plc

STZ Constellation Brands, Inc.

WDC Western Digital Corporation
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