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Resumo da Dissertacao apresentada & COPPE/UFRJ como parte dos requisitos
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Wanderson Douglas Lomenha Pereira
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Um grafo localmente irreqular é um grafo no qual vértices adjacentes possuem
graus distintos. Uma k-aresta coloragao localmente irreqular, ou kLI-coloragao para
simplificar, de um grafo G é uma coloracao das arestas de G na qual cada classe
de cor induz um subgrafo localmente irregular. Baudon, Bensmail, Przybylo, e
Wozniak (2015) conjecturaram que se um grafo G admite uma kLI-coloragdo, entao
G admite uma 3LI-coloracao. Nesta dissertacao, verificamos essa conjectura para
grafos poténcia de ciclo, para uma familia de grafos ctbicos, e para algumas familias
de Snarks: Snark-Flor, Snark de Goldberg, Snark de Loupekine e Snark de Blanusa
1 e 2. Além disso, apresentamos uma condi¢ao para grafos nao admitirem uma

2L I-coloracao.
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A locally irregular graph is a graph in which adjacent vertices have distinct de-
grees. A locally irreqular k-edge coloring, or kLI-coloring for short, of a graph G
is a coloring of the edges of GG in which each color class induces a locally irregular
subgraph. Baudon, Bensmail, Przybylo, e Wozniak (2015) conjectured that if a
graph G admits a kLI-coloring, then G admits a 3LI-coloring. In this dissertation,
we verify this conjecture for power of cycle graphs, for a family of cubic graphs,
and for some families of Snarks: Flower Snark, Goldberg Snark, Loupekine Snark
and Blanusa Snark 1 and 2. Furthermore, we present a condition for graphs not to

accept a 2LI-coloring.
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Capitulo 1

Introducao

Neste capitulo apresentamos definicoes gerais de Teoria dos Grafos, decomposi-

cao de grafos e coloracao localmente irregular e por fim a organizacao da dissertacao.

1.1 Definicoes gerais

Um grafo é um par G = (V, E) no qual V & um conjunto e £ é um conjunto
de pares de elementos de V. A ordem de um grafo G é o ntiimero de elementos do
conjunto V(G). Neste trabalho nos restringimos a grafos nos quais o conjunto de
vértices ¢ finito e nao vazio.

Dizemos que dois vértices u e v sdo adjacentes ou vizinhos se {u,v} € E(G).
Diremos que a aresta e = uv incide em u e em v que, por sua vez, Sao 0S exrtremos
de e; e que duas arestas sao adjacentes se elas possuem um extremo em comum.
Para simplificar chamaremos uma aresta e = {u,v} de e = uv. A wizinhanca de
um vértice u, denotada por N(u), é o conjunto de vértices que sdo adjacentes a wu.
O nimero de arestas incidentes a um dado vértice u é chamado de grau de u e é
denotado por dg(u) ou simplesmente por d(u). Uma aresta com extremos iguais é
chamada de lagco. Um grafo pode ter arestas paralelas, que sao duas ou mais arestas
diferentes com o mesmo par de extremos. Um grafo com arestas paralelas ou lacgos
¢ chamado de multigrafo, e um grafo sem este tipo de aresta é chamado de grafo
simples.

Um grafo H é subgrafo de G se o conjunto de vértices de H estd contido no
conjunto de vértices de G e se o conjunto de arestas de H esta contido no conjunto

de arestas de GG, ou seja, se:
V(H) C V(G) e BE(H) C B(G).

Para qualquer subconjunto S C V', o subgrafo de G induzido por S, denotado por

G[S], é o grafo que contém todas as arestas de G’ que tem ambas as extremidades



em S.

Um grafo é chamado de completo quando uv € E para todo u,v € V com u # v,
ou seja, quando todos os vértices sao adjacentes entre si. O grafo completo com n
vértices é denotado por K,,. Uma clique num grafo G é qualquer conjunto X de
vértices dois a dois adjacentes. Portanto, X ¢ uma clique se o grafo induzido G[X]
é completo. O grafo vazio é o grafo cujo conjunto de arestas é vazio. Um conjunto
independente de um grafo G é um conjunto S de vértices de G tal que nao existem
dois vértices adjacentes contidos em S. Em outras palavras, se u e v sao vértices de
um conjunto independente, nao hé arestas entre u e v. Na Figura (a), o conjunto

{b,¢, f} &€ um conjunto independente e em (b), o conjunto {a,d, e, f} é uma clique.

Qve Q’G
& e\@

(a) Conjunto independente (b) Clique

Figura 1.1: (a) {b,c, f} é um conjunto independente. (b) {a,d,e, f} é uma clique.

O grau maximo de G é denotado por A = A(G) = max{d(u) : v € V(G)}
e o grau minimo de G é denotado por § = 0(G) = min{d(u) : v € V(G)}. Um
vértice ¢é isolado quando tem grau 0 (nao possui vizinhos). Um vértice v é universal
quando ¢ adjacente a todos os demais vértices, isto é, N(v) = V(G)\ {v}. Se v é um
vértice universal em um grafo simples, entdo d(v) =n — 1. Um grafo G é k-regular
quando o grau de todos os vértices ¢ igual a k. Em particular, o grafo completo K,
¢ (n — 1)-regular. O grafo 3-regular também ¢é chamado de cibico.

O hipercubo ), é grafo com conjunto de vértices Z3, e no qual dois vértices
(U, ..., up) € (v1, ..., v,) sdo adjacentes se u; # v; para exatamente um ¢ em {1, ...,n}.

Um isomorfismo de dois grafos G e G’ é uma bijecio f de V(G) em
V(G), f: V(G) — V(G'), na qual dois vértices u e v sdo adjacentes em G se, e
somente se, f(u) e f(v) sdo adjacentes em G'. Em particular, para que dois grafos
sejam isomorfos, ambos devem possuir o mesmo ntiimero de vértices, de arestas e ter
a mesma sequéncia de graus. Note que essas condicoes sao necessarias mas nao sao
suficientes para que sejam isomorfos. Por exemplo, os grafos da Figura[l.2]respeitam

essas duas condicoes, mas nao sao isomorfos.



Figura 1.2: Grafos nao isomorfos com o mesmo numero de vértices e arestas, e
mesma sequéncia de graus.

Um passeio é uma sequéncia de vértices (vq,vs, ..., v;) tal que vv;; € E(G),
com 1 < i < k. Um caminho ¢ um passeio com vértices distintos e um ciclo é
um passeio na qual vy,...,v,_; € um caminho e v; = vi. O comprimento de um
caminho ou ciclo é o seu niumero de arestas. A cintura de um grafo é o comprimento
do menor ciclo contido no grafo.

Dizemos que um grafo G' é conezro se para todo par de vértices distintos existe
um caminho entre eles; caso contrario, dizemos que o grafo é desconero. Uma
componente conera de G é um subgrafo maximal conexo de G (Lembre-se que um
conjunto ¢ maximal quando nao esta contido propriamente em outro). Denota-se o
nimero de componentes conexas do grafo por w(G). Um grafo aciclico é um grafo
que nao possui ciclos, também conhecido como floresta. Uma drvore ¢ um grafo
aciclico e conexo. Uma folha é um vértice de grau 1. Uma floresta também pode
ser definida como uma uniao disjunta de arvores.

Um grafo é dito bipartido se os seus vértices podem ser particionados em dois
conjuntos X e Y de tal forma que toda aresta possui um extremo em X e outro em
Y. O par (X,Y) é chamado de biparticio do grafo e X e Y de partes. E possivel
provar que um grafo é bipartido se, e somente se, nao possui ciclo de comprimento
impar.

Uma ponte ou aresta de corte de um grafo G é uma aresta e tal que sua remocao
aumenta o nimero de componentes conexas de G, ou seja, w(G — e)>w(G). Em
particular, se e ¢ uma ponte w(G —e) = w(G) + 1.

Um emparelhamento em um grafo G é um conjunto de arestas duas a duas
disjuntas. O tamanho do maior emparelhamento em G é denotado por o/(G) e é
limitado superiormente por |%|. Um emparelhamento é dito perfeito quando seu
tamanho ¢ .

Uma decomposi¢ao de um grafo é um conjunto de subgrafos aresta-disjuntos
D = {H,,Hy,...,Hy} de um grafo G tal que I, F(H;) = E(G). Ha diversos
resultados em decomposi¢ao de grafos. Por exemplo, Lovasz [I] provou que um
grafo G com n vértices, nao necessariamente conexo, pode ser decomposto em ng
caminhos e ciclos. Botler, Mota, Oshiro e Wakabayashi |2, B3] provaram que para

todo inteiro positivo [, existe um inteiro positivo mg tal que se G ¢ um grafo 2ml-



regular com m > my, entao G admite uma P-decomposicao. Além disso, provaram
que dado [ existe um inteiro positivo k; tal que se G ¢ um grafo k;-aresta-conexo
cujo numero de arestas é divisivel por [, entao G admite uma P-decomposicao. A

Figura [1.3| exibe a decomposicao do Ky em quatro copias de Cy.

Figura 1.3: Decomposicao do Ky em quatro copias de Cy

Para mais definicdes e conceitos em teoria dos grafos, noés recomendamos ao
leitor |4} [5].

1.2 Coloracao de arestas localmente irregular e

Conjectura 1-2-3

O problema de coloracao de grafos surgiu em 1852 quando o Frederick Guthrie
relatou ao seu professor Augustus De Morgan um problema colocado pelo seu irmao.
Francis Guthrie constatou ao pintar um mapa da inglaterra que nao era necessario
mais do que quatro cores para colorir tal mapa de forma que regioes vizinhas nao
possuissem a mesma cor. Assim, Francis Guthrie conjecturou que 4 cores seriam
suficientes para colorir as regioes de um mapa de forma que regides vizinhas fossem
coloridas com cores diferentes. Diversos matemaéticos, entre eles De Morgan, se
interessaram pelo problema. Esse problema ficou conhecido como Problema das
quatro cores. Alguns problemas classicos, como o problema de Coloracao de vértices
e Coloracao de arestas, foram motivados pelo problema das quatro cores. O principal
foco deste trabalho é uma das variacoes do problema de coloragao de arestas.

Uma k-coloracao de arestas de um grafo G sem lagos é uma atribuicao de cores
c: E—{1,2,...,k} das arestas de G. Dizemos que c é prdpria se c(e) # c(f) sempre
que e e f tiverem um vértice em comum. Um grafo G possui uma k-coloracao de
arestas se existe uma coloracao propria de G' com no maximo k cores. Se k for o
menor inteiro tal que G é k-arestas colorivel, entao o indice cromdtico de G é k e

¢ denotado por x/(G). Neste trabalho, quando conveniente, denotamos o grau do



vértice u na cor j por d;(u). A Figura apresenta um grafo em que x'(G) = 4; os

rotulos das arestas indicam uma coloracao de arestas de G.

A
L*
heg

Figura 1.4: Grafo em que \'(G) = 4; os rotulos das arestas indicam uma coloracao
de arestas de G.

Um grafo G ¢ dito localmente irregular se nao possuir dois vértices adjacentes
com o mesmo grau. Dado um grafo G, uma decomposicao localmente irreqular de
G é uma decomposicao D na qual todo elemento de D é localmente irregular. Tal
decomposi¢ao pode ser considerada uma coloragao (impropria) de arestas de G, na
qual cada classe de cor induz um subgrafo localmente irregular. Tal coloracao de
arestas é dita localmente irregular. Uma k-aresta coloracao localmente irregular de
G é uma coloracao localmente irregular de G usando k cores. Com o objetivo de
facilitar a notacao chamamos tal coloragao por kLI-coloragao. A Figura [1.5] exibe

a coloracao localmente irregular do grafo de Petersen utilizando duas cores.

By

Figura 1.5: 2LI-coloracao do grafo de Petersen

Dizemos que G é decomponivel se G admite uma coloragao de arestas localmente
irregular. Neste caso, o indice cromdtico irreqular de G, denotado por x},,.(G), é
o menor valor de k para o qual G admite uma kLI-coloracao. Caso G nao seja
decomponivel, entdao x}..(G) nao é definido e dizemos que G é excepcional. Em
particular, como o caminho de comprimento 2 ¢ um grafo localmente irregular, todo
grafo conexo com um niimero par de arestas é decomponivel de acordo com o seguinte

teorema.

Teorema 1.1 (Jiinger, Reinelt e Pulleyblank, 1985 [6]). Se G € um grafo conezo
com numero par de arestas, entao G admite uma decomposicao em caminhos de

comprimento 2.



Um grafo G é excepcional nos seguintes casos. Se P, é um caminho com n arestas,
entao existe uma 2L/[-coloracao se n é par, mas nao existe coloracao localmente
irregular de P, caso contrario. Se C, é um ciclo com n vértices, entao existe uma
2LI-coloracao se n =0 (mod 4), ou uma 3LI-coloracao se n = 2 (mod 4), mas ndo
existe coloracao localmente irregular de C), caso contrario.

Uma caracterizacao completa de todos os demais grafos que sao excepcionais foi
apresentada por Baudon, Bensmail, Przybyto e Wozniak [7]. A familia de grafos T

é definida de forma recursiva como segue.

e O triangulo K3 pertence a familia 7.

e Todo grafo em 7 pode ser obtido de um grafo G € T contendo um tridangulo
com pelo menos um vértice, digamos v, de grau 2 em G, e um grafo auxiliar F',
que pode ser um caminho de comprimento fmpar ou um caminho de compri-
mento par com com um tridngulo em uma de suas extremidades e identificando

v com um vértice de grau 1 em F.

Em outras palavras, os grafos da familia 7 consistem em triangulos disjuntos
conectados como em uma estrutura de arvore, de modo que, ao contrair os triangu-
los, dois vértices do triangulo sao unidos por um caminho de comprimento impar,
enquanto um vértice que originalmente era um triangulo e um vértice de grau 1
original sao unidos por um caminho de comprimento par. A Figura [1.6[ exibe um

membro da familia 7.

Figura 1.6: Membro da familia 7

O problema de coloracao de arestas localmente irregular foi introduzido por
Baudon, Bensmail, Przybyto e Wozniak [7], motivados pelo problema de coloracao
neighbour-sum-distinguishing, que por sua vez, foi introduzida por Karonski, F.uczak

e Thomason [8]. A seguinte conjectura ¢ similar a conjectura 1-2-3 (ConjecturalL.3),



foi introduzida por Baudon, Bensmail, Przybyto e Wozniak [7] e é o problema central

desse trabalho.

Conjectura 1.2 (Baudon-Bensmail-Przybyto-Wozniak, 2015, [7]). Para todo grafo
decomponivel G, temos x,.,.(G) < 3.

Em 2015, Baudon, Bensmail, Przybyto e Wozniak [7] provaram que se G é um
grafo r-regular com r suficientemente grande, entao existe uma 3LI-coloracao de
G. Além disso, Baudon, Bensmail, Przybyto e Wozniak [7] provaram que todo
hipercubo @),, com n > 2 admite uma 2L/I-coloracao.

Seja G = (V,E) um grafo e ¢c: £ — {1,2,...,k} uma coloragdo das arestas
de G. Para cada vértice v € V(G) seja Sc(v) = 3 ,cn(,) c(uv) a soma de todas
as cores incidentes a v. Se para todo par de vértices adjacentes u,v de G temos
Se(v) # Sc(u), entdo c é dita neighbour sum distinguishing. Para facilitar a notacao,
dizemos que ¢ ¢ uma kNSD-coloragao.

A seguinte conjectura, conhecida como Conjectura 1-2-3, foi proposta por Ka-

rofiski, Luczak e Thomason [§].

Conjectura 1.3 (Karonski, Luczak e Thomason, 2004 [8]). Todo grafo sem compo-
nente isomorfa a Ky admite uma coloracao de arestas neighbour sum distinguishing

com as cores {1,2,3}.

O resultado a seguir mostra a relagao entre 2-NSD e 2-LI coloracoes em grafos

regulares.

Proposigao 1.1 (Baudon, Bensmail, Przybylo e Wozniak, 2015 [7]). Seja G um
grafo reqular e seja ¢: E(G) — {1,2} uma colora¢ao das arestas de G. Entao ¢ é

uma 2NSD-coloracao se e somente se ¢ € uma 2LI-coloracao.

Demonstracao. Primeiramente, suponha que ¢ é uma 2NSD-coloracao de G. Vamos
mostrar que para toda aresta zy temos d;(x) # d;(y), onde i = c(zy). De fato,
seja xy € E(G) e seja i = c(xy). Suponha, por contradi¢do, que d;(z) = d;(y).
Como G é regular, digamos r-regular, entdo d;(z) + ds_;(z) = r = di(y) + d3—i(y).
Como d;(z) = d;(y), temos ds_;(x) = ds_;(y). Logo S.(z) = dy(x) + 2ds(z) =
di(y) + 2dy(y) = Se(y), uma contradigdo com a definicdo de 2NSD-coloragao. Logo,
temos que d;(x) # d;(y). Como isso vale para todas as arestas de G, temos que ¢ é
uma 2LI-coloragao.

Agora suponha que ¢ é uma 2-LIC de G. Vamos mostrar que para toda aresta
xy, temos S.(z) # S.(y). Seja xy € E(G). Como c¢ é uma 2LI-coloracdo, temos
d;(z) # d;(y). Assim, como G ¢ regular, temos ds—;(u) = r — d;(u), para u € {x,y}.
Logo, S.(u) = d;(u) + 2d;(u) = d;(u) + 2(r — d;i(u)) = 2r — d;(u) para u € {x,y}.
Note que se S.(z) = Sc(y), entdo 2r — d;(x) = 2r — d;(y) e, portanto, d;(x) = d;(y),

uma contradicao. O]



Note que a equivaléncia apresentada pela Proposicao nao vale para k-aresta
coloragao se k > 3. Em particular o grafo C5 admite uma 3-NSD coloracao, mas
é um grafo excepcional. A Figura exibe uma 3-NSD do grafo C5;. Podemos
introduzir uma outra variagao para este problema, na qual em vez de considerarmos
0s pesos, consideraremos o multiconjuntos. Nesse caso, dizemos que uma coloracao
c & newghbour multiset distinguishing se para todo par de vértices adjacentes u, v
em (5, os multiconjuntos de cores incidentes a u e a v forem distintos. A seguinte
conjectura foi proposta por Karoriski, Luczak e Thomason em 2004 [8]. Addario-
Berry, Aldred, Dalal e Reed [9] provaram os seguintes resultados para neighbour
multiset distinguishing. Para facilitar a notacao, dizemos que tal coloracao ¢ uma
ENMD-coloragao.

Conjectura 1.4 (Karonski, Luczak e Thomason, 2004 [8]). Todo grafo sem com-
ponente isomorfa a Ky admite uma coloracdo de arestas neighbour multiset distin-

guishing com as cores {1,2,3}.

Figura 1.7: 3-NSD do grafo Cj

Teorema 1.5 (Addario-Berry, Aldred, Dalal e Reed, 2005 [9]). Seja G um grafo

que nao possui componente isomorfa a Ko, entdo vale o sequinte.
o (G admite uma 4-NMD-coloragao;
e se 0(G) > 1000, entao G admite uma 3-NMD-coloracdo.

Além disso, podemos observar que toda kLI-coloracao é também uma neighbour
multiset distinguishing k-aresta coloragao. Porém o contrario nao é valido, exceto

no caso de 2-aresta coloracao de grafos regulares.

Proposigao 1.2 (Baudon, Bensmail, Przybylo e Wozniak, 2015 [7]). Se G admite

uma kLI-coloracao entao G também admite uma kNMD-coloragao.

Demonstracao. Seja u,v um par de vértices adjacentes, e suponha que uv seja colo-
rida com a cor 7. Entao o niimero de arestas da cor 7 incidentes a u e v sao diferentes,

e logo o multiconjunto de cores incidentes a u e v sao distintos. O]



A reciproca, entretanto, nao é verdadeira. De fato, se G = K3 e ¢ é uma
coloracao tal que cada aresta de GG é colorida com uma cor diferente, entao ¢ é uma
3-NMD-coloragao, mas nao é uma 3LI-coloracao.

Para problemas relacionados, sugerimos ao leitor [10]. E para alguns resultados
em NSD e NMD sugerimos [1THI3]

Diante do exposto, o presente trabalho pretende investigar a validade da Con-
jectura para grafos 3-regulares, em particular para Snarks. Em particular, as
principais contribui¢oes deste trabalho sao (i) a verificagdo da Conjectura para
uma familia de grafos cibicos; e (i) a determinacdo do indice cromatico irregular
para algumas familias de Snarks.

O trabalho encontra-se organizado da seguinte forma. O Capitulo [2| apresenta
o estado da arte do tema estudado, no qual exibimos os resultados de coloracao
localmente irregular para grafos gerais, grafos completos, r-regulares com r suficien-
temente alto, grafos bipartidos, grafos split, arvores, grafos subcibicos, hipercubo,
e grafos degenerados e verificamos a Conjectura [1.2| para grafos poténcia de ciclo.
No Capitulo [3| realizamos a coloragao localmente irregular de alguns grafos cubicos.
Além disso, mostramos uma condi¢ao que limita inferiormente o indice cromatico
irregular de alguns grafos cibicos. No Capitulo [4] apresentamos os Snarks. Além
disso, realizamos a coloracao localmente irregular dos Snarks de Petersen, Celmins-
Swart 1 e 2, Estrela Dupla, Szekeres, Watkins, Descartes e das familias de Snark,
Snark-Flor, Snark de Goldberg, Snark de Loupekine e Snark de Blanusa 1 e 2. No
Capitulo [5| apresentamos um modelo de programacao linear inteira para computar
o indice cromético irregular de grafos. Finalmente, no Capitulo [6] abordamos as

questoes que gostarfamos de responder como trabalho futuro.



Capitulo 2
Coloracao localmente irregular

Este Capitulo apresenta os principais resultados encontrados na literatura que
compoem o estado da arte do problema de coloracao localmente irregular. Na Se-
cao sao abordados resultados que estabelecem o indice cromatico irregular para
o grafo completo K, o grafo K,, — {e} e o grafo K,, — {e,¢'}. Na Secao [2.2| verifi-
camos a conjectura para os grafos poténcia de ciclo. Na Secao apresentamos
resultados que estabelecem limitantes para a coloracao localmente irregular de gra-
fos bipartidos. Ainda nessa secao, abordamos resultados que estabelecem o indice
cromatico irregular de grafos split. Na Secao [2.4] apresentamos um algoritmo pro-
posto por Baudon, Bensmail e Sopena que determinam o indice cromético irregular
de arvores. Além disso, apresentamos resultados que estabelecem o indice cromatico
irregular de florestas balanceadas. Na Secao [2.5] apresentamos resultados que esta-
belecem um limitante superior no indice cromético irregular de grafos degenerados.

Em 2017, Bensmail, Merker e Thomassen [14] provaram que se G é um grafo de-
componivel, entdo x},,.(G) < 328. Um ano mais tarde, este resultado foi melhorado
por Luzar, Przybylo e Sotak [15], que provaram que x;..(G) < 220. Além disso,

Przybyto [16] demonstrou o seguinte resultado.

Teorema 2.1 (Przybylo, 2015 [16]). Se G € tal que §(G) > 10, entdo x,,.(G) < 3.

2.1 Grafos completos

Para provar que todo grafo completo K, admite uma 3LI-coloracao Baudon,
Bensmail, Przybylo e Wozniak [7] provaram o Lema [2.1] Seja G um grafo com n
vértices. Dado k e i tal que 1 < i < k, dizemos que uma kLI-coloracao de G ¢ i-boa

se nenhum vértice possuir n — 1 arestas na cor 1.

Lema 2.1. Seja G um grafo que admite uma kLI-coloracio ¢ que € i-boa entdo o
grafo G' obtido de G pela adicao de um vértice universal monocromdtico na cor i,

admite uma kLI-coloracao j-boa para j # 1.
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Demonstracao. Seja G e ¢ como no enunciado do Lema e considere o grafo G’
obtido de G pela adigao de um novo vértice u ligado a todos os vértices de G. Dé
a cor ¢ para todas as arestas incidentes a u e note que o niimero de arestas da cor
¢ incidente a cada vértice de G aumenta em 1. Como todo vértice de G tem no
maximo n — 2 arestas da cor i, a coloracao obtida é localmente irregular. Além
disso, seja j uma cor diferente de i. Como todo vértice de G' possui uma aresta da

cor ¢, nenhum vértice de G possui n arestas da cor j. O
Utilizando o Lema [2.1] os autores provaram o seguinte resultado.

Teorema 2.2 (Baudon, Bensmail, Przybylo e Wozniak, 2015 [7]). Todo grafo com-

pleto K,, de ordem n > 4 admite uma 3LI-coloracao i-boa para algum i.

Demonstracao. A prova segue por inducao em (. Suponha que n = 4 e tome
D = {{21,14},{13,34},{32,24}}. Note que nenhum vértice possui trés arestas da

mesma cor. Logo, G possui uma 3LI-coloragao i-boa para todo i € {1,2,3}.

Figura 2.1: 3LI-coloracao do grafo completo Ky

Assim podemos supor que n > 4, e que o enunciado vale para n — 1, i.e., ha
3LI-coloracao i-boa do grafo completo com n — 1 vértices para algum i. Seja G’
o grafo obtido de G pela remocao de um vértice. Pela hipoétese de indugao, hé
uma coloracao de G’ na qual para um das cores, digamos i, todos os vértices de G’
sao Incidentes a no maximo n — 3 arestas da cor i. Pelo Lema G admite uma

coloracao como desejada. O

Esta mesma estratégia prova que K, — e e K, — {e,e¢’} admitem uma 2LI-
coloragdo, basta notar que o grafos K, — e e Ky — {e, €'} admitem 2LI-coloracdo

na qual ha uma cor 4, para a qual nenhum vértice recebe n — 1 arestas na cor i, (veja

Figura [2.2).

11



Figura 2.2: 2LI-coloragao do grafo Ky — {e} e dos grafos Ky — {e, €'}

Como vimos, esta estratégia nos da uma 3L/[-coloracao para todo grafo completo
K,, de ordem n > 4, entretanto podemos nos questionar se para todo grafo completo
K, com n > 4 nao seria possivel colorir com apenas duas cores. Podemos provar

que o indice cromatico irregular de K, nao pode ser 2.
Proposicao 2.1. Todo grafo completo K, ndao admite uma 2LI-coloracao.

Demonstracao. Suponha por contradicao que K, possa ser colorido com 2 cores,
seja ¢ uma 2LI-coloragao de K, e seja H; o subgrafo induzido pelas arestas de cor
1. Como todo grafo tem dois vértices com o mesmo grau, entao H; tem dois vértices
com o0 mesmo grau, digamos u e v. Como ¢ é uma coloragao localmente irregular,
entdo uv nao estd em Hi. Logo, uv estd em Hy. Mas dy,(u) =n—1—dg, (u) =

n—1—dpy, (v) = dg,(v), uma contradicao. O

2.2 Grafos poténcia de Ciclo

Dado um inteiro k, a k-poténcia de grafo G denotada por G¥, é o grafo (V' E')
com V' = V(GQ) e E' = {uv : dist(u,v) < k}. Os grafos poténcia de ciclo C* sao
os grafos com V(CF) = {vg,v1,...,v,1} ¢ E(CF) = E'U--- U E* em que E' =
{v;v(4+1) mod n) : 0 < j < n —1}. Note que se k = 1, o grafo C* ¢ isomorfo ao C,,
cujo indice cromatico irregular j4 é conhecido, (se n é impar, entdo C,, é excepcional;
se n =0 (mod 4), entao x},..(Cn) = 2; e x4,.,.(C,) = 3 caso contrario). Além disso,
se n < 2k + 1, entdo C* ¢ isomorfo ao K, cujo indice cromético irregular é 3. Seja
G um grafo poténcia de ciclo. Dado k e r com r # k, uma (k,r)-pseudo poténcia de
caminho P & o grafo com k + r vértices e E(P,«(k)) ={wz; i <j—-1<k} A
Figura exibe uma pseudo poténcia de caminho P}.

Uma (k,r)-pseudo poténcia de caminho é o grafo obtido do grafo PQ(,QFI pela

~ L, . k , .
remocao das arestas de uma codpia de Pz(kzr nos vértices T,y1,...,Tokr1. Note que
no grafo (k, k)-pseudo poténcia de caminho ha dois vértices com grau k adjacentes.

A Figura exibe uma (3, 3)-pseudo poténcia de caminho.

Lema 2.2. Dados k er comr#ker <k+1, P¥) ¢ localmente irreqular.
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Figura 2.4: (3,3)-pseudo poténcia de caminho

Demonstragao. Seja (xq,...,Tors1) uma sequéncia de P,gk), a sequéncia de graus
(d(xo),d(z1), ..., d(xok41)) é (kk+1,...,2k,k,k—1,...,1), e como cada vértice é
vizinho dos proximos k vértices, temos que o grafo (k, r)-pseudo poténcia de caminho

é localmente irregular. O]

Em [32] os autores provaram a Conjectura para todo grafo poténcia de ciclo
CT’f com k < 6 e assintoticamente para todo k& > 7 utilizando duas cores. Como a
reciproca da Proposicao|l.2|é verdadeira quando limitamos a uma 2N M D-coloragao
de grafos regulares, isso implica que também temos uma 2LI-coloracao para tais
grafos. A seguir nés apresentamos uma demonstracao para grafos poténcia de ciclo
C* onde n > 2k + 1, pois caso contrario vimos que C* ¢é isomorfo a K, cujo indice

cromético irregular é 3.
Teorema 2.3. Se G € o grafo poténcia de ciclo C*, entao X, (G) < 3.

Demonstra¢ao. A prova esta dividida em dois casos, dependendo se n # k (mod k+
1).

Caso 1: Se n # k (mod k + 1) entdo a divisao de n por k + 1 deixa resto r, com
0<r<k—-1er € Z" Dessa forma, o grafo poténcia de ciclo C* pode ser
decomposto em uma copia de Pr(k), digamos Fy, e nor copias de Pk(k)

k+1 b
P, P, ..., Poor. Assim, colorimos as arestas de P, com a cor 1 e alternadamente
k+1

digamos

colorimos as arestas de P;,..., Pn—r_, com as cores 2 e 1. Por fim, colorimos as
k+1
arestas de Pn—r com a cor 3.
kt1
Caso 2: Sen =k (mod k + 1) entdo a divisdo de n por k + 1 deixa resto r = k.

Dessa forma, o grafo poténcia de ciclo C* pode ser decomposto em uma copia de

k
copias de p®

n —
Pk(lf)l, digamos F,, uma copia de Pl(k)7 digamos P; e 1>

k+1
Py, P3,..., Pnx_ . Assim, colorimos as arestas de % com a cor 3 e as arestas de
k+1

digamos

Py com a cor 1. Por fim, colorimos alternadamente as arestas de P, Ps, ..., Pnk
k+1
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com as cores 2 e 1. Logo, obtemos uma 3LI-coloragao para todo grafo poténcia de
ciclo C*. O

A Figura exibe a coloracao localmente irregular dos grafos poténcia de ciclo

2 3 4
Cfs, Cfy e Chy.

Figura 2.5: 3LI-coloragao dos grafos poténcia de ciclo C%, C3 e Cf, de acordo
com o Teorema As cores 1,2 e 3 estao representadas respectivamente por azul,
vermelho e verde.

Provamos a Conjectura para grafos poténcia de ciclo C* utilizando 3 cores.
Entretanto, verificamos nos testes computacionais que duas cores sao suficiente para
. . N . . k .
colorir de forma localmente irregular os grafos poténcia de ciclo C;. A Figura
exibe uma coloragio localmente irregular dos grafos poténcia de ciclo C%, C3, e Cf,

utilizando duas cores.
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Figura 2.6: 2LI-coloragao dos grafos poténcia de ciclo C%, C3) e Cf,

2.3 Grafos bipartidos e grafos split

Um grafo G é dito balanceado, se todo ciclo induzido possuir comprimento 0
(mod 4). Um grafo bipartido é dito balanceado se todos os vértices em uma das
classes de biparticao possuir grau par.

Para grafos bipartidos alguns limitantes superiores foram estabelecidos por Bens-
mail, Merker e Thomassen [I4]. Dizemos que um grafo G tem tamanho par se m é

par e dizemos que um grafo G tem tamanho impar se |E(G)| é impar.

Teorema 2.4 (Bensmail, Merker e Thomassen, 2017 [14]). Se G é um grafo conezo

bipartido de tamanho par, entio x},.(G) < 9.

Seja G um grafo conexo de tamanho impar. Em [14] foi provado que se G é
decomponivel, entao G contém um subgrafo localmente irregular H no qual toda
componente G — F(H) possui tamanho par. Combinando esse resultado com o
Teorema obtemos o seguinte resultado.

Corolario 2.1 (Bensmail, Merker e Thomassen, 2017 [14]). Se G é um grafo bipar-

tido conexo que nao é um caminho de comprimento impar, entao x...(G) < 10

Chamamos de aresta coneridade de um grafo G o menor nimero de arestas GG

cuja remocao resulta em um grafo desconexo.

Teorema 2.5 (Bensmail, Merker e Thomassen, 2017 [14]). Para todo grafo bipartido
16-aresta conezxo G, temos x4, (G) < 2.
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Luzar, Przybyto e Sotak [15] em 2018 mostraram que se G é um grafo balanceado
entao x;,..(G) < 4. Utilizando este limitante os autores foram capazes de melhorar o
limitante superior para grafos bipartidos apenas seguindo os passos da demonstracao
do Teorema [2.4] e do Corolario 2.1 de [14].

Teorema 2.6 (Luzar, Przybylo e Sotak, 2018 [15]). Seja G um grafo bipartido
decomponivel, entao x...(G) < 7. Em particular, se G é um grafo bipartido decom-

ponivel de tamanho par, entao x...(G) < 6.

Ainda em 2015 Baudon, Bensmail, Przybyto e Wozniak [7] provaram que todo
grafo bipartido completo com ¢ > 2(ou p > 2) admite uma 2LI-coloragao. De fato,
suponha que G é um grafo bipartido completo com partes de tamanhos p, ¢ > 2. Se
p # q, entdo G ¢é localmente irregular, logo x4..(G) = 1. Por outro lado, se p = g,
podemos escolher arbitrariamente um vértice e colorir todas suas arestas com a cor
2, e entdo x4, (G) = 2.

Em [I7] foi provado que existe uma neighbour multiset distiguishing 2-aresta
coloracao para todo grafo bipartido com grau minimo pelo menos trés, a partir
desse resultado, Baudon, Bensmail, Przybyto e Wozniak [7] apresentaram o seguinte

resultado para grafos bipartidos regulares.

Corolario 2.2 (Baudon, Bensmail, Przybyto e Wozniak, 2015 [7]). Se G é um grafo

bipartido reqular com grau minimo 6 > 3, entao G admite uma 2LI-coloracao.

Um grafo é split se existe uma particdo {X, Y} de V(G) tal que G[X] é um grafo
completo e Y = V(G) \ X é um conjunto independente. Um grafo split também
pode ser interpretado como G(X,Y’) para também definir uma particao {X,Y} de
V(G), no qual X é um clique maximo e Y = V(G) \ X um conjunto independente.
Neste caso, para cada v; € X, denotamos por dg(v;,Y) o nimero de vizinhos de v;
em Y. Para simplificar escreveremos d; para dg(v;,Y).

Em 2021, Lintzmayer, Mota, e Sambinelli [I8] caracterizam a classe de grafos

split de acordo com o indice cromético irregular.

Fato 2.1. Seja G(X,Y) um grafo split com X = {vy,va,...,v,}, no qualdy > -+ >
d, en >2. Entio X}, (G) =1 se e somente se dy > --- > d,.

Teorema 2.7. Seja G(X,Y) um grafo split com X = {vy,vq,...,v,} no qual dy >

coo>d,. Sen >10, entao o sequinte vale.
(i) Xip(G) <2 se e somente se dy > | 5] oudy > 1;

(i) X (G) = 3 se e somente se d; < [5] edy =0
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2.4 Arvores e Florestas

Nesta secao apresentamos dois algoritmos propostos por Baudon, Bensmail, e So-
pena [19], o primeiro algoritmo é utilizado para colorir arbustos enquanto o segundo
determina o indice cromatico irregular de uma &rvore 7. Além disso, apresentamos
resultados que estabelecem o indice cromético irregular de uma floresta balanceada.

Antes de enunciarmos os resultados, veremos algumas definicoes importantes.
Dada uma arvore T e um vértice r € V(T'), dizemos que T é enraizada em r se
algum vértice r € V(T') é escolhido como especial. Chamamos esse vértice de raiz
da drvore. A arvore da Figura torna-se enraizada escolhendo o vértice e como

raiz.

Figura 2.7: Uma arvore 1" e uma arvore 1" enraizada

Em 2015 Baudon, Bensmail, Przybylo e Wozniak [7] provaram que se T' é uma
arvore que nao ¢ um caminho de comprimento impar, entao 7' admite uma 3LI-
coloragdo. Em [19] é apresentado um algoritmo que determina o indice cromatico
de uma arvore T

Os seguintes conceitos sao apresentados em [19]. Denotaremos uma arvore enrai-
zada por T}, no qual r é a raiz da arvore. Se o vértice u em T, possuir no maximo um
vizinho, denotado por u~ e este vértice estiver mais proximo de r do que o vértice
u, entao ele é dito pai de v em T,. Os outros vizinhos de u sao chamados de filhos
de u em T,. Em uma arvore enraizada T,, a raiz r ndo possui pai e as folhas de

T, nao possuem filhos. Considere o caso no qual u possui apenas um filho em T,.
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Denotaremos este vértice por ut. Dizemos que T, ¢ um arbusto se r™ & definido, ou
seja, se r possuir apenas um filho.

Se assumirmos que u possui p > 1 filhos vy, vs,...,v, em T, para todo i €
{1,...,p} denotamos por T,[u,i] a subarvore de T, induzida por u e os vértices
na subéarvore de T, enraizada em v;. Toda T,[u,i] &€ um arbusto, com v; = u*
e u = v; . Claramente, T, é isomorfa a arvore obtida identificando as raizes dos

arbustos T, [r, 1], ..., T, [r,d(r)].

S
L oA

Figura 2.8: Exemplos de arvores enraizadas, arbustos, 2LI-coloracao e 2QLI-
coloragao. Arestas em azul (vermelho) representam a-coloracao (b-coloracao).

Suponha que 7, seja um arbusto e ¢: E(T,) — {a,b} uma 2LI-coloragao de T,
ou uma quase 2LI-coloracdo de T, (2Q) LI-coloragio para simplificar) se rr é isolada
no subgrafo induzido pela cor a e ¢, ¢ uma 2LI-coloragao de T,[r, 1|. Escrevemos
¢ap quando a aresta ¢(rr™) = a, ou ¢, quando ¢(rrt) = b. Seja ¢, uma 2L1-
coloracao de T} com as cores a e b. Se c e d é um par de cores distintas, podemos obter
uma 2L1- coloracao ¢.4 de T, com as cores c e d realizando o swap que consiste em
realizar as trocas, ¢ q(uv) = ¢ se ¢qp = a ou ¢.q = d caso contrario. Fixadas cores
a e b, o swap I, tal que I(¢ap) = P ¢ chamado de de inversdo. Se uma colora¢ao
localmente irregular ¢ de T, usa a cor a, chamamos de a-subgrafo de T, o subgrafo
de T, induzido pelas arestas coloridas com a cor a. O a-grau de um vértice u € T, é o
grau de u no a-subgrafo de T;. Considere uma arvore 7' na qual o conjunto de arestas
E(T) pode ser particionado em p partes Ei, ..., E, e seja ¢, ..., ¢, , uma 2LI-
coloracao de Ey,. .., E, respectivamente. A uniao ¢,p = ¢i,b+a cee gbgb é definida
por @ap(uv) = ¢, (uv) se uv € E;. A Figura (a) ilustra uma 2@Q) LI-coloracao

b Do Oy € ny de To[r, 1], T,[r, 2], To[r, 3] e T,.[r, 4] respectivamente e a Figura
(b) ilustra uma 2LI-coloracao ¢qp de T, obtida pela unido ¢, + @2, + @3, + ¢q
Em [19] os autores criaram um algoritmo que constroi uma 2Q) LI-coloracao ¢,

de qualquer arbusto 7.

Neste algoritmo, p > 0 denota o ntimero de filhos de ™. O Algoritmo [1| pri-

meiro constroi indutivamente 2Q) L1-coloracoes qﬁ}%b, et de Tort 1, .. T[T, p
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Algoritmo 1: Algoritmo para construir 2¢) LI-coloragao ¢, de um arbusto
TT
if p > 0 then
L Gap(rrt) =a
else
4 foreach i € {1,...,p} do
L Compute uma 2Q LI-colora¢ao ¢, , de T,[r",i] indutivamente

6 gvb[rﬁ] =a

7 | Escolha ¢! , = ¢, ou ¢}, para todo i € {1,...,p} de modo que
Gap = 217 + ¢t / + ¢? ; 4+ 4 gb]Zp » Seja uma 2@)LI-coloracao de T,
’ p

C1,C c2,C

N =

w

respectivamente. Em seguida ele inverte algumas das ¢27b’s de modo que a uniao é
uma 2@ LI-coloracao de T,, quando rr* é colorido com a cor a. Baudon, Bensmail,
e Sopena [19] provaram que a linha 7 sempre pode ser feita, isso implica no seguinte

teorema.

Teorema 2.8 (Baudon, Bensmail, e Sopena, 2015 [19]). Todo arbusto admite uma
2Q) LI-coloracao.

Nao temos garantias que os procedimentos da coloracao sempre va funcionar,
pois invertendo alguns dos ¢27b’s pode nao levar a uma 2LI-coloracao de T,. Clara-
mente, quanto mais filhos r possui, maior é a quantidade de inversdes que podemos
realizar, pois o nimero de inversoes cresce exponencialmente na ordem de d(r). Uma
vez que cada arbusto tem duas opgdes de coloracao (¢, ou ¢j,), ha 2"~ opgoes.
Consequentemente os autores provaram que esta estratégia funciona sempre que

d(r) > 5, chegando ao seguinte teorema.

Teorema 2.9 (Baudon, Bensmail, e Sopena, 2015 [19]). Se A(T) > 5, entdo
Xipr (T) < 2.

Seja D; o conjunto de todos os possiveis a-graus de v; em T,.[rT,i] para todas
as possiveis 2Q LI-coloragao de T,[r*,1]. Os D)s representam uma assinatura de
T,. Denotaremos o conjunto de todos os possiveis a graus de r* em todas as 2Q L1-
coloracao de T, por Dy. Dizemos que T, é um arbusto k-ruim se Dy = {k}, isto é,
Dq é um singleton.

Focaremos nossa atengao agora em arvores com grau méaximo 4. Como visto
anteriormente, nem sempre o Algoritmo (1| consegue determinar uma 2L /[-colora¢ao
de uma arvore T,.. De fato, isso se d4 quando o processo de inversao falha, ou seja,
quando todas as possiveis inversoes falham. Logo, ngbe nao ¢ uma 2LI[-coloracao.

Os autores mostraram que o processo de inversao falha, se e somente se, a sequéncia
de a-graus dos vjs em T,[r,i]'s pela ¢}, ¢ (1),(2,1),(3,2,2) ou (4,3,3,2) quando

19



p =d(r) é 1,2,3 ou 4, respectivamente. Neste caso, dizemos que a sequéncia dos
a-graus é ruim. A Figura[2.9|exibe uma arvore cujo processo de inversao falha. Note
que a sequéncia de a-graus é (3,2,2). Dizemos que um vértice r é ruim se falhar
os procedimentos da coloragao, ou seja, se nenhuma inversao dos ¢, levar a uma

2LI-coloragao. Baudon, Bensmail, e Sopena [19] provaram o seguinte resultado.

AN

Figura 2.9: Arvore em que o processo de inversao falha

Teorema 2.10 (Baudon, Bensmail, e Sopena, 2015 [19]). Se r é um vértice ruim

de T, entao todos vértices de T" também sao.

Corolario 2.3 (Baudon, Bensmail, e Sopena, 2015 [19]). x.,.(T) = 3 se e somente

se qualquer vértice de T' é ruim

Por fim, os autores criaram o seguinte algoritmo para determinar o indice cro-
matico irregular de uma arvore. Lembrando que as sequéncias de grau a ruim sao
(1),(2,1),(3,2,2) e (4,3,3,2). O Algoritmo [2| possui complexidade O(n), no qual n

é a ordem de T

Uma floresta é dita balanceada se existir uma biparticao (A, B) de seus vértices
tal que todos os vértices em B possuem grau par. Dada uma coloracao de arestas de
G, dizemos que v € V(G) é monocromdtico se todas as arestas incidentes a v tiverem

a mesma cor. O lema a seguir foi provado por Bensmail, Merker e Thomassen [I4].

Lema 2.3 (Bensmail, Merker e Thomassen, 2017 [14]). Se G ¢ uma floresta balan-
ceada, entio xi..(G) < 2. Em particular, hd uma 2LI-colorag¢ao de G tal que todo

vértice na classe de particao sem vértice de grau impar € monocromdtico.

Demonstragao. A prova segue por inducao no nimero de arestas de G. Se |E(G)| =
2, entao G é um caminho de comprimento 2 e, portanto, admite uma 1LI-coloracao.
Assim, podemos supor que |E(G)| > 2, e que o enunciado vale para toda floresta
balanceada com no maximo |E(G)| — 1 arestas. Se G ¢ desconexo, entao podemos

aplicar a hipotese de inducao em cada componente, e obtemos uma coloracao como
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Algoritmo 2: Algoritmo para determinar o indice cromatico irregular de
uma arvore 7T’

1 if T € um caminho de comprimento impar then
2 | X} (T") ndo ¢ definido;

3 else if T ¢ localmente irreqular then

4 | Xi(D) =1L

5 else if A(T) <2 ou A(T) > 5 then

6 | Xi(T)=2

7 else

8 Escolha um vértice arbitrario » de 1" com grau p > 1;

9 foreach i € {1,...,p} do

10 Seja D; o conjunto Dy de T.[r,i] computado indutivamente;
11 if D; nao é um singleton then

12 L Xipr(T) = 2;

13 exit algoritmo;

14 Seja D; = {d;} para todo i € {1,...,p};

15 if (d;,...,d,) nao € uma sequéncia de grau a ruim then
w6 | | D) =2
17 else

18 || (1) =3

a desejada. Entao, podemos supor que G é conexo. Seja A e B as classes de particao
de G, no qual todos os vértices em B possuem grau par. Podemos assumir que algum
vértice em A possui grau par, pois caso contrario G é localmente irregular. Seja u um
vértice em A com grau par. Substituimos u por d(u) novos vértices ui, us, . . ., Ug(u),
cada um incidente a um dos vizinhos de u. Em outras palavras, particionamos G em
d(u) novas arvores 11,15, ..., Tywy tal que |J E(T;) = E(G). Cada uma das arvores
11,15, ..., Tyw) € balanceada e tem, portanto, uma coloragao de arestas, digamos
nas cores azul e vermelha, na qual todo vértice em B é monocromético. Isso também
nos da uma coloracao das arestas de GG. Invertendo a coloragao de T; para qualquer
i, se necessario, podemos garantir que o grau de v na cor vermelha seja 1. Assim a

decomposicao obtida é como desejada. O

2.5 Grafos degenerados

Um grafo G é d-degenerado se cada subgrafo H de G tem um vértice de grau no
méaximo d. Em particular, um grafo G é 1-degenerado, se e somente se, G é uma
floresta. Em 2017, Bensmail, Merker e Thomassen [I4] estabeleceram um limitante
superior para coloragao localmente irregular de grafos conexos d-degenerados com

um numero de aresta par. Esse corolario resulta do Teorema e de [14], que
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nos diz que, se d > 1 e um nimero natural, e G é um grafo d-degenerado no qual
cada componente tem um nimero de arestas par, entao GG pode ser decomposto em
[log,(d + 1)] + 1 grafos bipartidos no qual cada componente tem um nimero de

arestas par.

Corolario 2.4 (Bensmail, Merker e Thomassen, 2017 [I4]). Se G € um grafo conezo

d-degenerado com um nimero de arestas par, entio xi.. < 9([logy(d+1)] +1)
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Capitulo 3

Coloracao localmente irregular de

grafos ciibicos

Como vimos anteriormente, Baudon, Bensmail, Przybylo e Wozniak verificaram
a Conjectura[l.2|para grafos r-regulares quando r > 107. Assim, queremos investigar
a Conjectura [1.2] para valores de r pequenos. Em particular quando r» = 3, ou seja,
os grafos ciibicos. Um grafo subcibico é um grafo no qual todo vértice possui grau no
méaximo 3. Em 2018 Luzar, Przybyto e Sotak [15] apresentaram o seguinte resultado

para grafos subciibicos.

Teorema 3.1 (Luzar, Przybylo e Sotak, 2018 [15]). Seja G um grafo subciibico
decomponivel, entao X}, (G) < 4.

Nesta capitulo melhoramos o limitante do Teorema para uma familia de

grafos ctbicos. Para isso, apresentamos alguns resultados auxiliares.

k
Lema 3.1. Se G é um grafo k-regular, entio |E(G)| = 771

Demonstracao. Como G é k-regular e a soma dos graus de um grafo é exatamente

2|E(G)], logo:

2B(G)] = kn 5 |E(G) = =

O

Uma Ps-decomposicao de um grafo G ¢ uma decomposicao de G em caminhos
de comprimento 2. Seja G um grafo cibico, e seja P uma P»-decomposicao de G.
Dado um vértice v € V(G), denotamos P(v) o ntimero de caminhos P € P nos quais
dp(v) = 1. Dado i € {1,3}, seja V. o conjunto de vértices de G no qual P(v) = i
e ET o conjunto de arestas incidentes aos vértices de V;”. A Figura exibe uma
Ps-decomposicao de um grafo 3-regular G' no qual cada cor representa um caminho

de P.
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Podemos ver uma P,-decomposicao P em um grafo ctibico de outra forma. Seja
G um grafo cubico, e seja P uma P»-decomposicao de G. Uma P-orientacao de G é
uma orientacao das arestas de G na qual cada caminho P € P é orientado do vértice
interno para as folhas. A Figura ilustra uma orientacao de um caminho P € P

no qual b é um vértice interno.

a b c
O O @)

Figura 3.1: P-orientagao dos caminhos P € P

Pela definicao de P-orientacao, nao podemos ter um vértice com grau de saida
1, pois se houver uma aresta saindo dele, esse vértice serd um vértice interno e,
portanto, devera ter uma outra aresta saindo dele. De maneira analoga, observamos
que nao podemos ter um vértice com grau de saida 3. Dessa observacao obtemos o

seguinte lema.

Lema 3.2. Seja P uma Ps-decomposicao de um grafo cibico G. Entdao todo vértice

possui grau de saida par na P-orientacao de G.

Chamamos os vértices com grau de saida 0 na P-orientacao de uma Ps-
decomposicao de sumidouros. O Lema a seguir determina uma relacdo entre o
ntimero de vértices de um grafo ctibico G e a quantidade de sumidouros em uma

P-orientacao de G.

Lema 3.3. Seja G um grafo cibico que admite uma Ps-decomposi¢ao P, entao o

. . , . .n
ndmero de sumidouros € na P-orientacao de G é 1

3
Demonstrag¢ao. Pelo Lema temos que |E(G)| = 777/ Temos que o nimero de

vértices internos em P é metade do nimero de arestas, pois cada caminho em P

possui duas arestas e um vértice interno. O nimero total de vértices internos (grau

3
de saida 2) é In Pelo Lema os vértices de G possuem grau de saida 0 ou 2.

Assim, a quantidade de sumidouros é.

]

Proposicao 3.1. Se G € um grafo cibico, entio |E(G)| € par se n =0 (mod 4) e

impar caso contrdrio.

Demonstragao. Como G ¢ cibico, pelo Lema [3.1] sabemos que o niimero de arestas

3n n
é > Assim, |E(G)| é par se 5 é par. Para que isso ocorra n deve ser miltiplo de
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n
4. Caso n seja miultiplo de 2 e nao seja multiplo de 4, temos que 5 é impar. Logo,

~ n 7 a z
a expressao > resultard em um ntmero fmpar. O

Figura 3.2: Os valores 1,2 e 3 representam o P de cada vértice.

Observe que alguns grafos ciibicos ndo admitem uma P,-decomposicao, pois pos-
suem um niimero impar de arestas. Na Figura [3.2temos V;” = {b, e, f, g, h,i,j, k, 1}
e V7 = {a,c,d}. Note que P(v) € {1,3} para todo v € V(G). Em particular todo
vértice de V[P é um vértice interno de precisamente um caminho de P. A Figura
exibe o grafo G[EY] e o grafo G — {V/}.

Proposicao 3.2. Seja G um grafo cibico e dado uma P decomposicao de G, entao

o subgrafo G[EY] é localmente irregular.

Demonstracao. Como o ntimero de caminhos de P que terminam nos vértices de
VP é 3. Entao, todo vértice v € V¥ possui grau 3 em G[E7], e como todo vértice
adjacente aos vértices de VJ7 em G[EY] sdo vértices internos de um caminho na
P,-decomposigdo, entdo todo vértice v € V(G[ET]\ V) possuem grau 2 se forem
adjacentes a dois vértices de V3 e grau 1 caso contrario. Portanto, o subgrafo G[EY ]

é localmente irregular. O]
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Figura 3.3: Grafo G[E]] e Grafo G — {V3}

Como o grafo G[EY}] forma um grafo localmente irregular, podemos atribuir a

todas as arestas F/(G|[V3]) a mesma cor. Isso implica no seguinte resultado:

Teorema 3.2. Se G ¢ um grafo cibico que admite uma Py-decomposicao P no qual

G[VP] é um conjunto de ciclos vértices-disjuntos, entio /., (G) < 3.

Demonstracio. Como G[V{F] é um conjunto de ciclos vértices-disjuntos, entao todo
vértice em V7 é adjacente a precisamente um vértice de \/37), pois sao os vértices
que nao estao contidos no ciclo e dois vértices de V;”. Dado um ciclo C' € G[V/],
nos particionamos o conjunto de vértices C' em pares e no méximo uma tripla de

vértices consecutivos quando o ciclo possuir tamanho impar.
@ o \/ n

Figura 3.4

Seja H o grafo obtido de G\ E(G[V/"]) identificando os vértices no mesmo par
ou tripla, e mantendo arestas paralelas. Note que todo caminho de P possuem

exatamente uma aresta em H. O grafo H é um grafo bipartido com grau maximo
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exatamente 3. Nao é dificil provar que GG admite uma coloracao propria de aresta
com trés cores.

Agora, usamos a coloracao propria de arestas acima, para obter uma coloracao
localmente irregular de E(G). Por constru¢do todo caminho em P possui preci-
samente uma aresta ja colorida em H, e colorimos as arestas restantes (que estao
no ciclo de G[V/”]) com a mesma cor. Como cada aresta de G[V;”] estd no mesmo
par ou tripla de pelo menos um de seus vizinhos em G[V/”], cada caminho de P é
colorido com a mesma cor de no maximo um caminho com o qual compartilha um
vértice. Portanto, cada cor consiste de caminhos vértice-disjuntos de comprimento
2 e arvores com quatro arestas e um vértice de grau 3, e consequentemente, ¢ um

grafo localmente irregular. 0

Figura 3.5
A Figura [3.5] exibe a técnica utilizada para demonstrar o Teorema [3.2] A fim

de provar que alguns grafos cibicos possuem indice cromatico pelo menos 3, nos

apresentamos um gadget, que nés chamamos de faiza.

———

Figura 3.6: Grafo faixa

Teorema 3.3. Se G possui uma faiza S cujos vértices de grau 3 nao sao adjacentes
em V(G)\ S, entao x.,,.(G) > 2.



Demonstracao. A prova segue do fato que qualquer 2LI-coloragdo de uma “meia
faixa” deve ser como a da figura abaixo, e entao as duas “meia faixas” da mesma
faixa nao podem ser coloridas de maneira compativel, pois haveria uma aresta e = uv
cujos extremos u e v possuem grau 2 na cor azul. Portanto, nao iria satisfazer a

condicao de irregularidade local. O

Figura 3.7: 2LI-coloracao de uma meia faixa

Note que a faixa é planar e todo vértice com excecao dos vértices extremos pos-
suem grau 3. Assim, substituindo uma aresta por uma faixa, provamos que existem
infinitos grafos que nao admitem uma 2L /7-coloracao. Em particular, h4 um ntmero
infinito de grafos ctibicos com indice cromético 4 e grafos planares que nao admitem
uma 2LI-coloracao, e consequentemente, o limitante superior da Conjectura [1.2] é

justo para essas classes de grafos.
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Capitulo 4

Coloracao localmente irregular de

Snarks

Um Snark é um grafo ctbico, simples e sem pontes que nao é 3-aresta colorivel.
Chamamos um Snark de ¢rivial se possuir cintura menor do que 5, caso contrario
podemos facilmente remover vértices e arestas, e obter Snarks menores. A primeira
descoberta de um Snark é dada a Julius Petersen em 1898 [20]. O grafo de Peter-
sen é o menor snark com essas propriedades. Apds muitos anos, pela dificuldade
de encontrar esses grafos, Martin Gardner [2I] nomeou esses grafos como Snarks
inspirado no poema de Lewis Carroll The Hunting of the Snark [22].

Neste capitulo apresentamos coloracoes localmente irregulares de alguns gra-
fos Snarks. Na Secao ilustramos uma 2LI-coloracao para o grafo de Petersen,
Celmins-Swart 1 e 2, Zamfirescu, Estrela Dupla, Szekeres, Watkins. Na Secao
verificamos a conjectura para as familias Snark-Flor, Snark de Golberg, Snark de
Loupekine e Snark de Blanusa 1 e 2. Em particular, verificamos que todos esses gra-
fos admitem uma 2LI-coloragao. As coloragoes obtidas na Se¢ao foram obtidas

por inspecao e, portanto, apresentamos apenas ilustragoes.

4.1 Grafo de Petersen, Celmins-Swart 1 e 2, Estrela

Dupla, Szekeres, Watkins

O grafo de Petersen é um grafo com 10 vértices. Este nome lhe foi dado em
homenagem a Julius Petersen, que em 1898 construiu o menor grafo cibico sem
pontes que nao é 3-aresta colorivel. A Figura {.1] ilustra uma 2L/I-coloracao do

grafo de Petersen.
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Figura 4.1: 2LI-coloracao grafo de Petersen

Os Snarks de Celmins-Swart sao os dois Snarks com 26 vértices, encontrados por
U.A. Celmins e E.R. Swart em 1979. Abaixo apresentamos uma 2LI-colora¢ao dos

grafos Celmins-Swart 1 e 2.

Figura 4.2: 2LI-coloracao do grafo Celmins-Swart 1

Q O O
\O )

O v O O &/ O

Figura 4.3: 2LI-coloracao do grafo Celmins-Swart 2
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O grafo de Zamfirescu com 36 vértices ¢ um Snark e foi encontrado por Zamfirescu
em 1976. A Figura ilustra uma 2LI-coloragao do grafo de Zamfirescu.

Figura 4.4: 2LI-coloracao do grafo de Zamfirescu com 36 vértices

O grafo estrela dupla é um Snark com 30 vértices, foi encontrado por Rufus

Isaacs em 1975. A Figura [4.5| exibe uma 2L[-coloragao do grafo estrela dupla.

Figura 4.5: 2LI-coloracao do grafo Estrela Dupla

O grafo Szekeres é um Snark com 50 vértices, foi encontrado por George Skezeres

em 1973. Abaixo ilustramos uma 2LI-coloragao do grafo de Szekeres
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Figura 4.6: 2LI-coloracao do grafo Szekeres

O grafo Watkins é um Snark com 50 vértices, foi encontrado por John J. Watkins
em 1989. A Figura [4.7]ilustra uma 2LI-coloracao do grafo de Watkins.

Figura 4.7: 2LI-coloracao do grafo Watkins

O grafo de Descartes ¢ um Snark com 210 vértices e 315 arestas, foi encontrado

por Bill Tutte em 1948. Abaixo exibimos uma 2LI-coloracao do grafo de Descar-

tes 4.8
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Figura 4.8: 2LI-coloracao do grafo de Descartes

4.2 Familias Snark-Flor, Goldberg, Loupekine e

Blanusa 1 e 2

Seja k um inteiro positivo impar, k > 1. O Snark-Flor de ordem, k denotado por
Fy, ¢ um grafo com n = 4k vértices. O Snark-Flor foi introduzido por Rufus Isaacs
em 1975 [23]. Seja B;, com i = 1,...,k, o grafo com conjunto de vértices V(B;) =
{u;, v, x;,y;} e conjunto de arestas E(B;) = {u;v;, ;v;, y;0; }, que chamamos de bloco
eseja B;_1,; = {u—1u;, x;i_12;, ¥i—1y: } o conjunto de arestas de ligagio. A Figura

apresenta o bloco B; e a conexao entre os blocos.

Uj

Vi

Yi T

Figura 4.9: Bloco B; e conexao entre os blocos

O Snark-Flor pode ser obtido dos blocos By, ... By pela adicao do conjunto de

arestas de ligacao.
e Construa k blocos By, ..., Bg.
e Adicione as arestas U2<i<k Ez'—l,i U Ek,l @) {U1UQ, T1Y2, ylxg}
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Teorema 4.1. Se G é um Snark-flor, entao x,,,.(G) = 2.

Demonstracao. A coloragao se dara da seguinte forma: Seja C; = E(B;) U {u;u;1}-
Paraiem {1,...,k}. Asarestas y,v1, z1v; colorimos com a cor 2 enquanto as arestas
vy, uug colorimos a cor 1. Colorimos as arestas em G[C;] com ¢ > 2 com a cor
2 se ¢ for par, e com a cor 1 se i for impar. Seja S o ciclo (uy,us,...ux,ur), €
note que os vértices de S satisfazem a condicao de irregularidade local, pois temos
que di(u;) = 3, enquanto dy(vy) = 1, assim d;(u1) < dj(vy) para j € {1,2} e,
di(u;) < dj(v;) para j € {1,2} ei € {2,...,k}. As arestas do conjunto de arestas
de ligagao Ey3 U E34U---U Ej 1 U{ujuz, 12, 2y1 } com exce¢ao das arestas em S,
sao coloridas da seguinte forma: Se B;_; foi colorido com a cor 2, colorimos E;_; ;
com a cor 1, e colorimos F;_;,; com a cor 2 caso contrario. Por fim, as arestas
{1y2, x2y1 } s@0 coloridas com a cor 2. Logo obtemos uma 2LI-coloragao para toda

familia Snark-Flor F}, com k > 1 e k impar. O

A Figura [4.10] exibe a coloragao localmente irregular dos grafos F3, F5 e Fr.

Figura 4.10: 2LI-coloracao dos snarks F3, F5 e Iy
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Os Snarks de Goldberg foram introduzidos por M. Goldberg em 1981 [23]. Seja
k um inteiro impar e £ > 3. O Snark de Goldberg de ordem k denotado por Gy,
é um grafo com n = 8k vértices. Neste caso, um bloco B;, parat =1,...,k, é 0
grafo cujo conjunto de vértices é V(B;) = {w;, vi, i, Yi, 2i, Wy, Si, i}, € 0 conjunto
de arestas é E(B;) = {uv;, x;Yi, Ti%i, YiWw;, 20;, Ziti, viw;, w;S;, S;ti }, € seja Ej_y,; =
{si_1ti, T;_1Yi, u;—1u; b o conjunto de arestas de ligacao. O Snark de Goldberg pode

ser obtido dos blocos By, ..., By pela adicao do conjunto de arestas de ligagao.
e Construa k blocos By, ..., By
e Adicione as arestas U2<i§k Ei1;UFEk;

A Figura [4.11] apresenta o bloco B; e a conexao entre blocos.

S; t; Sq

DI

Zq (% Zi (%

Yi

Figura 4.11: Bloco B; e conexao entre os blocos

Teorema 4.2. Se G ¢ um Snark de Goldberg, entio x;,,.(G) = 2.

Demonstragao. Seja C' o ciclo (y1,21,Yy2...,%k, y1). Atribuimos a cor 1 a todas as
arestas de C'. Além disso, atribuimos a cor 1 as arestas y;w;. Assim, para manter a
irregularidade local necessitamos que as arestas x;z; recebam a cor 2.

Considere o conjunto de arestas S; = {v;u;, v;z;, v;w;, u;u; 1 }. Para S; com i > 2
e i € {2,...,k}, atribuimos a cor 1 as arestas de S; se i for impar e a cor 2 se i
for par. Atribuimos a cor 1 as arestas vju; e ujug. Dessa forma, temos d;(ug) = 3,
enquanto d(N(uy)) < 3, o que mantém a condico de irregularidade local. As arestas
V1w € vz, atribuimos a cor 2.

Seja J; = {s;w;, t;z;, sit;}. Parai > 2 impar atribuimos a cor 2 a todas as arestas
de J;. Se i for par e i > 2 atribuimos a cor 1 as arestas do tipo s;w; e t;2; e a cor
2 as arestas s;t;. Atribuimos a cor 1 as arestas syw; e syt e atribuimos a cor 2 a
aresta t1z;. Note que até este ponto da coloracao, a aresta s;t; para ¢ par ¢ isolada
no subgrafo induzido pela cor 2, assim atribuimos a cor 2 ao conjunto de arestas de
ligacao do tipo s;t;11 quando ¢ for par e, a cor 1 quando ¢ for impar. Desta forma,

obtemos uma 2LI-coloragao para a familia Snark de Goldberg. [
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A Figura [4.12 exibe a coloragao localmente irregular do grafo G5 e Gs.

Figura 4.12: 2LI-coloragao dos Snarks G5 e Gj

O Snark de Loupekine foi introduzido por F.Loupekine em 1976 [24]. Seja k& um
inteiro impar e k > 3. O Snark de Loupekine de ordem £, denotado por LOy, ¢ um
grafo com n = 7k + 1 vértices. Seja P o grafo de Petersen. Retire de P trés vértices
consecutivos do circuito externo, obtendo assim um grafo B; com i € {1,...,k}, que

também chamamos de bloco. A Figura[4.13] apresenta o grafo de Petersen e o bloco
B;.

Figura 4.13: Grafo de Petersen e Bloco B; respectivamente

O bloco B; é formado pelo conjuntos de vértices V(B;) = {s;, t;, wi, i, yi, 2}
e pelo conjunto de arestas FE(B;) = {wv;, vix;, T;y;, Yiti, tizi, 2, i S;, Sy} como
mostra a Figura Seja By j = {ty—12k, vg_12} 0 conjunto de arestas de ligacao

e a um vértice. Os Snarks de Loupekine podem ser construidos da seguinte forma.

e Construa k blocos By, ..., By

e Adicione as arestas J, ;o Fi—1, U Ej1 U{asi, asz, ass}

e Adicione para 2 <1 < L§J as arestas So;So;i1
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Ti—1

Zi—1

Figura 4.14: Conexao entre os blocos

A Figura [4.15] apresenta o Snark de Loupekine LOj3, que é formado pela uniao
de By, By e Bs, através das arestas de ligagao F 9, B3 e Fs3 5, juntamente com o

vértice fixo a e o conjunto de arestas fixo sia, ssa e sza.

Figura 4.15: Snark de Loupekine LO3

Teorema 4.3. Se G é um Snark de Loupekhine, entao x},.(G) = 2.

Demonstracao. Note que colorir todas as estrelas de forma idéntica nao resultaria
em um grafo localmente irregular pois teriamos que os vértices extremos das arestas
S9iS9i11 Possuiriam o mesmo grau nas cores 1 e 2. Assim, precisamos distinguir a
coloragdo de algumas estrelas. Portanto, a coloragao se dard da seguinte forma:
Para todo i par ou i € {1, 3}, atribuimos a cor 1 as arestas tzg, txYk, Tk, TkVk € &
cor 2 as arestas ugSy, Ug 2k, UpUk, SkYk- Para todo ¢ impar, com i # 1 e ¢ # 3, atribui-
mos a cor 1 as arestas u;s;, u;2;, U;v; € a cor 2 as arestas €;z;, tVi, TiVi, YiSi, TiVi, ti 2.
Todas as arestas do conjunto de arestas de ligacao tx_12k,Vk_17r € as arestas
Sk_1Sk, S1@, S2a, s3a irao receber a cor 1. Dessa forma, obtemos uma 2LI-coloracao

para a familia de Snarks de Loupekhine. O
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A Figura exibe a coloracao localmente irregular do grafo LOs.

Figura 4.16: 2LI-coloragao do Snark LOs

J.Watkins em 1983 |25, 26| construiu duas familias infinitas de Snarks, que de-
nominamos familia Blanusa 1 e familia Blanusa 2. Para a construgao dos Snarks
de Blanusa familia 1 e 2 utilizaremos o bloco de Petersen que é obtido pela retirada

de dois vértices adjacentes do grafo de Petersen, veja Figura |4.17]

O O O
C D)
O O O

Figura 4.17: Bloco de Petersen

Seja k um inteiro positivo, £ > 0. O Snark da familia Blanusa 1 de ordem £k,
denotado por BFy, é um grafo com n = 8k + 10 vértices. O grafo de Petersen
ilustrado na Figura [4.18 ¢ o primeiro membro da familia Blanusa 1, BFy. Sua
ilustracao esta rotulada na forma adequada para a construcao dos Snarks da familia

Blanusa 1.
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Figura 4.18: Snark BFj

Para construirmos os Snarks da familia Blanusa 1. Considere o grafo de ligacao
Lia 1= ]-7 R ko gmfo de lzgagdo tal que V(Ll) = {aiv b’i) Ci, di; €, fi7 Gi, h’t} € E(Ll) =
{aibi, bici, cidi, eify, figis gihi, hiai, by fi, dihi}.

by
ag O O O Ck
D, dy,
gk O O O €k
fr

O Snark da familia Blanusa 1 de ordem k, denotado por BF} é o grafo tal que.

e V(BF}) =V (BFy_1) UV (Lg).

e E(BFy) = [E(BFi-1) — {qgk; poci-1}] U E(L;) U {qogk, Pok, Gk—1Cr, €10 }-
Teorema 4.4. Se G é um Snark da familia Blanusa 1, entdo x,,.,.(G) = 2.

Demonstracao. Iremos atribuir as arestas as cores 1 e 2 da seguinte forma:
As arestas Poqo, Voo, VoT'o, UgVo, Uglo, Soto, Qoo atribuimos a cor 1 e as arestas
PoTo, ToYo, YoSo, Y020, T0S0, UpZo atribuimos a cor 2. Se G for o Snark da familia
Blanusa 1, BFp, entao as arestas poto, ozo receberao a cor 1. Apresentamos tal
coloragao na Figura [4.19

Para BF}, k > 1, atribuimos a cor 1 as arestas b;¢;, ¢;d;, a;h;, d;h;, g;h; e a cor 2 as
arestas a;b;, b; fi, [19:, i fi, die;. Note que os graus de dy(tg) # di(ay), di(c1) # di(20),
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di(gi—1) # di(¢;) e di(e;i—1) # dy(a;), sdo distintos. Dessa forma se atribuirmos cor 1
as arestas zgci, toay, e as arestas que unem os blocos g;_1¢;, €;_1a;, manteremos a
irregularidade local. Por fim as arestas poey, qogr atribuimos a cor 1. Logo obtemos

uma 2LI-coloracao dos Snarks da familia Blanusa 1. n

A Figura [4.19 exibe a coloragao localmente irregular do grafo BF, e BFj.

Figura 4.19: 2LI-coloragao dos Snarks BF{ e BF) respectivamente.

Seja k um inteiro positivo, k£ > 0. O Snark da familia Blanusa 2 de ordem &k
denotado por BSj, é um grafo com n = 8k 4 10 vértices. O Snark BFy também
coincide com o grafo de Petersen ilustrado na Figura Sua ilustracao esta
rotulada na forma adequada para a construcao dos Snarks da familia Blanusa 2. O
grafo de ligacao L; utilizado na construcao dos Snarks da familia Blanusa 1 também

serd utilizado na construcao dos Snarks da familia Blanusa 2.
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Figura 4.20: Snark BSy

O Snark BSj é o grafo tal que.

o V(BSk) =V (BSk_1)UV(Ly).

o E(BSy) = [E(BSk-1) —{q09k-1,poes-1}] U E(Ly) U{qogk, Po€k, Gr—1Ck, Ck—10x }
Teorema 4.5. Se G é um Snark da familia Blanusa 2, entdo X, (G) = 2.

Demonstragio. Atribuimos as arestas as cores 1 e 2 da seguinte forma: As
arestas povo, Yoqo, PoTo, ToSo, SoYo, SoTo, oTo atribuimos a cor 1 e as arestas
VoYo, Yolo, ToZo, Z0Uo, Uoto, Totp atribuimos a cor 2. Se G for o Snark da familia
Blanusa 2 BSj, entdo as arestas poco, gozo atribuimos a cor 1. Apresentamos tal
coloracao na Figura [4.21

Para BSy, com k > 1, iremos atribuir as mesmas cores ao grafo de ligacao da
familia Blanusa 1. Assim atribuimos a cor 1 as arestas b;c;, ¢;d;, a;hi, d;h;, g;:h; e
a cor 2 as arestas a;b;, b fi, figi, € fi, die;. Note que os graus de dyi(tg) # di(ay),
dl(Cl) 7& dl(Z()), dl(gi—l) 7é dl(ci) e dl(ei_1> 7é dl((li> sao distintos. Dessa forma, se
atribuimos a cor 1 as arestas zgcy, toa; e as arestas que unem os blocos g;_1¢;, e;_1a;,
manteremos a irregularidade local. Por fim, as arestas poeg, qogr atribuimos a cor 1.

Logo obtemos uma 2LI-coloracao dos Snarks da familia Blanusa 2. O]

A Figura [4.21] exibe a coloracao localmente irregular do grafo BS, e BS;.
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Figura 4.21: 2LI-coloragao dos Snarks B.Sy e B.S; respectivamente.
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Capitulo 5
Testes computacionais

Neste capitulo apresentamos uma técnica para resolucao de problemas de otimi-
zagao sob restrigoes lineares, o problema de programacao linear (PPL) e programa-
¢ao linear inteira (PLI). Além disso, apresentamos um modelo padrao para obter
uma formulacao PLI para computar o indice cromético irregular de um grafo, a
qual utilizamos para computar o indice cromatico irregular para algumas classes de

grafos ciibicos e grafos quaisquer.

5.1 Programacao linear e programacao linear in-

teira

Em um Problema de Programag¢ao Linear (PPL) queremos maximizar ou mini-
mizar uma funcao linear, chamada func¢ao objetivo, sujeita a uma série de restrigoes.
Essas restricoes serao inequacoes ou equacoes também lineares. Assim, o problema

¢ dado da seguinte forma:

n

min ou max 2z = Z i, (funcao objetivo)
j=1
n
sujeito a Zaijxj <b, i=1,...,m (restrigoes)
j=1

reR" z;>0,j=1,...,n (restricdo de nao negatividade)

em que x € R" é o vetor de varidveis de decisao do problema, c;, a;; e b; sao dados
numeros reais. E possivel reescrever o problema de forma a obter apenas desigual-
dades equivalentes, bastando multiplicar por -1 as restricoes desejadas. Assim, um

problema de programagao linear podera ser escrito da seguinte maneira:
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min ou max 2z =cx
sujeito a Az < b, 1=1,....,m
reR" z; >0,7=1,...,n

em que A € R™" be R™ e x € R" o vetor que possui as variaveis de decisao do
problema. Em [27] obtemos a seguinte definicao. Seja X = {z € R"|Az = b,z > 0}.
O conjunto X é denominado conjunto ou regidgo vidvel do (PPL) e, se x € X, entdo
x & solugao vidvel do problema. Dado z* € X, z* é denominado uma solugao d¢tima
do (PPL), de maximizagao, se cx* > cx, Vx € X e se o problema for de minimizagao,
vale cx* < cx, Vo € X.

Em alguns casos ao formular problemas de otimizagao, é comum encontrar pro-
blemas que envolvem contagem de elementos, ou problemas que envolvem decisoes
(sim ou nao, por exemplo), em que as variaveis assumem 0 ou 1. Isto é, proble-
mas com dominio discreto. Assim, é necessario o uso da programacao linear inteira

(PLI). Um problema de Programacao Linear Inteira ¢ um problema da forma:

min ou max z = czx
sujeito a Ax < b, i=1,....m
xed", x;>0,5=1....n

em que A € R™" b€ R"™ ¢ € R"ex € Z". Observe que o (PLI) é um caso
particular de um (PPL) onde as variaveis de decisdo sdo inteiras, isto é, restringe-se
o dominio aos niimeros inteiros.

Apresentamos agora um modelo padrao para obter uma formulacao PLI para
computar o indice cromatico irregular de um grafo. Dado um vértice u, denotamos
por d,; o grau u na cor ¢ e denotamos por é(u) o conjunto de arestas de G incidentes
a u. Para cada aresta uv € F(G) e para cada cor i = 1,2, 3, definimos uma variavel
binaria z,,; que assumird valor 1 somente se c¢(uv) = i. Para obter um modelo

padrao utilizamos as seguintes familias de equagoes:

3
D =1 Yuv € E(G) (5.1)
i=1
Dty = dug VueV(G)ei=1,2,3 (5.2)
uwved(u)

E para todo uv € E(G) e i =1,2,3.
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du~i + (A<G) + 1)(2 — Yuwyi,0 — xuv,i) > dv,i (53)
dvi + (A(G) + 1)(2 — Yuw,il — xuv,i) > du,i (54)

)

Yuw,i 0 + Yuv,i,1 = 1

A Equagao (6.1) garante que cada aresta recebe exatamente uma tnica cor e a
Equagao (6.2) garante que d,,; tem exatamente o valor do grau das arestas incidentes
a u na cor i. Dada uma aresta uv € E(G), se c(uv) = i as Inequagoes (6.3) e (6.4)
garantem que d,; > d,; ou d,; > d, ;. Essas inequacoes garantem a desigualdade
local. Note que se uv esta colorida com uma cor j # i, entdo as Equagdes (6.3) e
(6.4) sdo automaticamente satisfeitas. Por outro lado, se uv é colorida com a cor
i, a Equacao (6.5) garante que apenas uma dentre as Equagoes (6.3) e (6.4) seja
satisfeita automaticamente, enquanto as restantes forcam o grau de um dos vértices
a ser estritamente maior que o grau do outro (na cor i). Note que as desigualdades

estritas podem ser transformadas em desigualdades pela adi¢ao de € > 0.

5.2 Resultados experimentais

O programa inteiro foi resolvido com Gurobi [28]. O cédigo foi escrito Sage-
Math [29] que é um software de matemaética livre e de codigo aberto.

Utilizamos um programa desenvolvido por B. D. McKay chamado Nauty [30]
para a criacao dos grafos. Utilizando essa ferramenta nos criamos todos possiveis
grafos conexos nao isomorfos com até 9 vértices e grafos 3-regulares com indice
cromatico 4 com até 20 vértices. A Tabela exibe os resultados computacionais

utilizando nossa formulacao PLI em grafos gerais.

# Vertices | x5,.,.(G) =1 | x}..(G) =2 | X},.(G) =3 | Inviavel
4 1 3 1 1
5] 4 11 4 2
6 13 87 10 3
7 64 763 23 3
8 477 10594 73 3
9 5969 254862 244 )

Tabela 5.1: Grafos com indice cromatico irregular 1,2 e 3 e, grafos invidveis.

Em grafos gerais, podemos notar que o nimero de grafos com indice croméatico

irregular 2 é muito maior que o nimero de grafos com indice cromaético irregular

3. Os grafos inviaveis com um numero impar de vértices sao precisamente os ciclo
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impares, e os membros da familia 7. E os grafos invidveis com numero par de vértices

sao precisamente os caminhos de comprimento impar e os membros da familia 7.
Note que estes sdo exatamente os grafos excepcionais (veja Se¢ao|1.2)). A Tabela

exibe os resultados computacionais utilizando nossa formulagao PLI em Snarks.

# Veértices | x},..(G) =2 | x},..(G) =3 | Inviavel
10 1 0
12 3 2 0
14 24 10 0
16 168 44 0
18 1298 316 0
20 11658 2401 0

Tabela 5.2: Grafos ctibicos com indice cromético irregular 2 e 3 e, grafos inviaveis.

Em Snarks, podemos notar que o nimero de grafos com indice cromatico irregular

2 é muito maior que o numero de grafos com indice cromaético irregular 3. Outro

ponto observado é que todos os Snarks “ruins”, ou seja, com indice cromético irregular

3 possuem cintura 3.
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Capitulo 6
Conclusao e trabalhos futuros

Nesta dissertagao realizamos o levantamento dos resultados do problema de colo-
racao de arestas localmente irregular. Além disso, nés verificamos a Conjectura 1.2
para (i) os grafos poténcia de ciclo; (i) a familia dos grafos cubicos que possuem
um conjunto independente maximal I, no qual o grafo G \ I é 2-regular; (iii) para
as familias Snark-Flor, Goldberg, Loupekine e Blanusa 1 e 2 e (iv) apresentamos
um gadget que nos permite provar que o limitante da Conjectura [1.2| é justo para
um numero infinito de grafos em varias familias de grafos importantes, como grafos
planares, grafos com grau limitado, grafos ctibicos, entre outros. Nés apresentamos
um modelo padrao para formulagoes PLI para computar o indice cromatico irregular
de um grafo, e através de testes computacionais calculamos o indice cromaético irre-
gular para grafos com até 9 vértices e para todo Snark com no maximo 20 vértices.
Além disso, observamos que todo Snark com até 20 vértices e com indice cromatico
irregular 3 possui cintura 3.

Como trabalho futuro, pretendemos explorar se a técnica apresentada para pro-
var o Teorema pode ser estendida para outros grafos cibicos. Pretendemos
verificar se o fato de termos conseguido colorir todos os Snarks com 2 cores como no
Capitulo [4 pode ser estendido para uma familia maior de Snarks como os Snarks
3-aresta conexos, ou seja, se 2 cores é suficiente para colorir todos os Snarks 3-aresta
conexos. Além disso, em [11] os autores conjecturaram que todo grafo poténcia de
ciclo que nao é isomorfo a C, possui uma 2N SD-coloracao. Logo, pretendemos
investigar os padroes de coloracoes gerados pelo programa linear descrito nesse tra-
balho para criar um método para obter uma 2-LIC dos grafos poténcia de ciclo.
Assim, se conseguirmos provar que o indice cromético irregular dos grafos poténcia

de ciclo é 2 isso provaria a Conjectura 23 em [I1] usando a Proposigio
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