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Dado um grafo G = (V| E), uma colora¢ao de arestas de G é uma atribuigao de
cores as arestas de G. Uma coloragao total de um grafo G é uma atribuicao de cores
que ¢ realizada simultaneamente as arestas e aos vértices de G. Uma coloragao é
propria, quando cores distintas sdo atribuidas a elementos adjacentes e incidentes. O
PROBLEMA DA COLORAQAO DE ARESTAS ¢ 0 PROBLEMA DA COLORAQAO TOTAL
tém como objetivo realizar a coloragao propria de arestas/total de um grafo de modo
que o namero de cores utilizado seja minimizado. De maneira geral, estes problemas
sao NP-dificeis, o que incentiva a busca por classes onde seja possivel resolvé-los em
tempo polinomial. A classe dos grafos split € um exemplo de classe onde ambas as
variantes permanecem em aberto. Chamamos de split um grafo cujo conjunto de
vértices pode ser particionado em uma clique e um conjunto independente. Outro
problema desafiador ja estudado no contexto dos grafos split, ¢ 0 PROBLEMA DA
t-ADMISSIBILIDADE. Dado um grafo conexo G, uma drvore t-geradora de G é uma
arvore geradora de GG na qual a distancia entre quaisquer dois vértices vizinhos em G
é no maximo t. Se GG admite tal arvore, G é dito t-admissivel. Além disso, t é o fator
de extensao associado & arvore. O menor fator de extensao dentre todas as arvores
geradoras de G ¢ o indice de extensao de G, denotado por o(G). O PROBLEMA DA t-
ADMISSIBILIDADE consiste em determinar o indice de extensao de um grafo. Sabe-se
que os grafos split sao 3-admissiveis e que podemos particioné-los em trés subclasses:
grafos split com 0 = 1,0 = 2 ou ¢ = 3. Sob esta nova perspectiva, classificamos
completamente a classe dos grafos split com o = 2 com respeito & COLORACAO DE
ARESTAS € COLORACAO TOTAL, restando apenas o estudo da subclasse com o = 3

para finalizar a classificacao dos grafos split em ambos os problemas de coloragao.
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Given a graph G = (V, E), an edge coloring of G is a color assignment on the
edges of G. A total coloring of a graph G is a color assignment which is performed
simultaneously on the edges and vertices of G. A coloring is proper, when dis-
tinct colors are assigned to adjacent and incident elements. The EDGE COLORING
PROBLEM and the TOTAL COLORING PROBLEM have the objective of performing
an edge/total proper coloring of a graph in order that the number of colors used
is minimized. In general, these problems are NP-hard, which encourages the search
for classes in which is possible to solve them in polynomial time. The class of split
graphs is an example of a class where both variants remain open. A split graph is
a graph whose vertex set can be partitioned into a clique and an independent set.
Another challenging problem already studied in the context of split graphs, is the
t-ADMISSIBILITY PROBLEM. Given a connected graph G, a spanning tree T of G is
a spanning tree of G in which the distance between any two adjacent vertices in G
is at most t. If G admits such a tree, G is said to be t-admissible. Furthermore, ¢ is
the stretch factor of the tree. The smallest stretch factor among all spanning trees
of G is the stretch index of G, denoted by ¢(G). The ¢t-ADMISSIBILITY PROBLEM
aims to determine the stretch index of a graph. It is known that split graphs are
3-admissible and that we can partition them into three subclasses: split graphs with
0(G) =1,0(G) =2 or o(G) = 3. Under this new perspective, we completely classify
the class of split graphs with ¢(G) = 2 with respect to EDGE COLORING and TOTAL
COLORING, remaining only the study of the subclass with o(G) = 3 to finish the

classification of split graphs in both coloring problems.
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Capitulo 1

Introducao

Um grafo ¢ uma poderosa ferramenta de modelagem que representa relagoes e pode
ser usado para representar diversas situacoes reais, traduzindo tais situagoes para
uma linguagem matematica, assim nos proporcionando uma melhor visao do pro-
blema sobre o qual estamos interessados. Grafos sao formados por um conjunto
finito de wvértices V e um conjunto E de pares nao-ordenados de vértices, denomi-
nados arestas. Podemos modelar com grafos, por exemplo, relagcoes de amizade em
uma rede social. Neste caso, os usuarios da rede seriam os vértices e a existéncia
de uma aresta indica a relacao de amizade entre os usuarios representados. Outros
exemplos de situagoes que podem, inclusive, impactar no funcionamento da socie-
dade sao o roteamento de veiculos, rotas aéreas, melhor rota, mapeamento de DNA
dentre outros [46]. Note que, algumas vezes, os grafos sao utilizados para representar
situagoes de conflito, como por exemplo, no problema de escalonamento de tarefas
e no classico problema da coloracao.

Uma coloragao em um grafo é uma atribui¢ao de cores ou rétulos aos seus ele-
mentos estruturais. Esta atribuigao, por sua vez, pode ser aos vértices de G [11],
as arestas de G [48], a ambos estes elementos simultaneamente [49], etc. Quando,
nesta atribuicao, elementos adjacentes ou incidentes devem receber cores distintas,
esta coloracao é dita propria. Assim, uma k-coloragao propria é uma coloracao pro-
pria de elementos do grafo que utiliza k cores e o grafo ¢ dito k-colorivel. Em uma
coloracao propria de vértices, por exemplo, vértices adjacentes recebem cores distin-
tas. Nos problemas de coloracao busca-se minimizar o nimero de cores atribuidas,
ou seja, determinar o menor k para o qual o grafo seja k-colorivel. No PROBLEMA
DA COLORAGAO DE VERTICES, este nimero é chamado de nimero cromdtico e é
denotado por x(G); para o PROBLEMA DA COLORAGAO DE ARESTAS, este niimero
¢ chamado de indice cromdtico e é denotado por x'(G). Quando a proposta é colorir
propriamente vértices e arestas, simultaneamente, de um grafo, estamos lidando com
uma variante do problema da coloragdo denominada PROBLEMA DA COLORAGAO

TOTAL. Neste caso, o menor numero de cores é chamado de numero cromdtico total



e ¢ denotado por x”(G). Todos estes problemas sdo extremamente desafiadores e
provados NP-dificeis ([24], [31], [47]). Por esta razao, a busca de pesquisadores por
classes de grafos em que seja possivel resolver eficientemente tais problemas segue
desde suas formulacoes. A classe dos grafos split é estudada em muitos problemas
distintos ([7], [35], [15]). Um grafo é split se, e somente se, pode ter seu conjunto de
vértices particionado em uma clique e um conjunto independente. Enquanto que,
muitos problemas restritos a esta classe sao eficientes ([40], [25], [35]), os problemas
da coloracao de arestas e coloracao total permanecem em aberto para os grafos split.
A literatura conta com varios resultados que influenciam (direta ou indiretamente)
a coloragao de arestas de grafos split ([51], [43], [15], [1]) e também a coloragao total
de grafos split ([15], [29]). Além disso o estudo de subclasses de split também ¢é alvo
de alguns pesquisadores ([13], [39], [26]).

Neste trabalho, seguimos a linha do estudo do problema da coloragao de ares-
tas e total em uma subclasse de split, definida através da restricao de um outro
problema, em geral bastante desafiador, a classe dos grafos split: 0 PROBLEMA DA
T-ADMISSIBILIDADE. Proposto por Cai e Corneil em 1995 [12], 0 PROBLEMA DA -
ADMISSIBILIDADE, também conhecido como 0 PROBLEMA DA ARVORE GERADORA
DE EXTENSAO MINIMA, tem como objetivo a determinac¢ao do menor ¢ tal que um
dado grafo G admita uma arvore t-geradora, isto é, uma arvore geradora 7T cuja
maior distancia entre quaisquer pares de vértices adjacentes em G é no maximo t.
Se G admite uma arvore t-geradora entao, G' é dito t-admissivel, onde t é o fator
de extensao associado & arvore. O menor fator de extensao dentre todas as arvores
geradoras de G é o indice de extensao de G, denotado por o(G). Alguns estudos
prévios motivaram a criagao do PROBLEMA DA ¢-ADMISSIBILIDADE, como os traba-
lhos de Peleg e Ullman [42] em 1987, e Chew em 1986 [18]. Saber se um grafo G é
1-admissivel pode ser feito em tempo polinomial, visto que para tal condi¢ao, o grafo
deve ser uma arvore. Também é facil saber se um grafo G é 2-admissivel. Além
disso, para valores de t > 4, o PROBLEMA DA t-ADMISSIBILIDADE é NP-completo.
Todos estes resultados foram mostrados por Cai e Corneil [12]. Porém, h& mais de
25 anos, decidir se o(G) de grafo qualquer é 3 é um problema em aberto, e por esta
razao, ¢ objeto de estudo de alguns pesquisadores ([4], [23], [41]). Numa tentativa
de resolver o PROBLEMA DA 3-ADMISSIBILIDADE, muitos estudos concentram-se na
obtengao de classes 3-admissiveis, que ¢ o caso dos grafos split ([41], [19]).

O problema da t-admissibilidade para grafos split particiona a classe em 3 sub-
classes: grafos split com o(G) = 1 (bi-estrelas, i.e, arvores T' com n vértices e pelo
menos n — 2 folhas), 0(G) = 2 e o(G) = 3. Da literatura [33], sabemos colorir
bi-estrelas, em ambas as variantes (arestas e total). Com isso, para classificar com-
pletamente os problemas da coloracao de arestas e da coloracao total para grafos

split, resta-nos, portanto, o estudo dos split com o(G) = 2 e 0(G) = 3. Neste tra-



balho, classificamos completamente os split com o(G) = 2 com respeito a coloragao
de arestas e coloragao total.

Este texto esta organizado da seguinte forma: no Capitulo [I], além desta breve
introducao, apresentamos alguns conceitos preliminares que serao utilizados no de-
correr do trabalho; no Capitulo [2 apresentamos formalmente o PROBLEMA DA CO-
LORACAO DE ARESTAS € 0 PROBLEMA DA COLORACAO TOTAL e listamos resultados
existentes na literatura para os grafos split nos dois problemas; no Capitulo [3| defini-
mos formalmente o PROBLEMA DA ¢-ADMISSIBILIDADE e mostramos que o indice de
extensao de um grafo split G é tal que, 1 < o(G) < 3. No Capitulo 4] apresentamos
nossos resultados, enunciando as caracterizacoes do indice croméatico e do nimero
cromético total de grafos split 2-admissiveis. Por fim, no Capitulo [, discutimos so-
bre as contribuicoes deste trabalho, as consideragoes finais e diretrizes futuras para

a pesquisa.

1.1 Definicoes Preliminares

Nesta se¢ao, definiremos alguns conceitos gerais que serao referenciados no restante
do trabalho ([9], [50]).

Um grafo G = (V, E) é uma estrutura matemaética que ¢ formada por um con-
junto finito nao vazio de vértices V' e um multiconjunto E de pares nao-ordenados
de vértices, denominados arestas. O grau de um vértice v é o ntimero de arestas
incidentes a v e é denotado por d(v). Caso o grau de um vértice v seja igual a 1, v
¢ chamado de vértice pendente.

Um passeio (ou percurso) em um grafo, é uma sequéncia alternada de vértices e
arestas que comeca e termina com um vértice. Um passeio é fechado, se tem pelo
menos duas arestas e seu primeiro vértice coincide com o tiltimo. Um caminho é um
passeio sem repeticao de vértices. Um ciclo é um passeio fechado com pelo menos
trés arestas e tal que todos os seus vértices com exce¢ao do primeiro e do tltimo
sao distintos. Um caminho sem cordas com n vértices é denotado por P,, onde uma
corda é uma aresta entre dois vértices nao consecutivos do caminho. Um grafo é
conero se existir caminho entre qualquer par de vértices. A distdncia entre dois
vértices é o comprimento do menor caminho entre os mesmos. O didmetro de um
grafo GG é a maior distancia entre qualquer par de vértices de G. O grafo ciclo C),
¢ um grafo que consiste de um tnico ciclo, i.e, um ciclo sem cordas. Uma corda de
ciclo ¢ uma aresta entre dois vértices nao consecutivos do ciclo.

Um grafo H é um subgrafo de um grafo G se todo vértice de H é vértice de G e
toda aresta de H é aresta de G. Um subgrafo H de um grafo G é gerador se contém
todos os vértices de G. Um subgrafo H de um grafo G é induzido por um conjunto

de vértices, se, para qualquer par de vértices u e v de H, uv é uma aresta de H se,



e somente se, uv é uma aresta de G. Um subgrafo H de um grafo G é induzido por
um conjunto de arestas E’, se E(H) = E’ e todo vértice de H ¢é extremo de alguma
aresta de E'. A cintura g(G) de um grafo G é o tamanho do menor ciclo induzido
deste grafo. Dizemos que um grafo G tem cintura fina quando a mesma é menor ou
igual a 4, caso contrario, o grafo tem cintura gorda. Uma drvore é um grafo conexo
e aciclico. Uma bi-estrela é um tipo especial de arvore com n vértices e pelo menos
n—2 vértices pendentes. Uma drvore geradora de um grafo GG é um subgrafo gerador
T de G, que é em particular, uma arvore. Dizemos que um vértice u é vizinho de
um vértice v (ou u é adjacente a v) se, uv é uma aresta do grafo. A wizinhanca de
um vértice u € V' é o conjunto N(u) = {v € V|uww € E} e sua vizinhanga fechada
¢ Nlu] = N(u) U{u}. Dois vértices u e v s@o gémeos em G se N(u) = N(v). Se
wv € E(G), u e v sado ditos gémeos verdadeiros, caso contrario, falsos. Um vértice u
de um grafo G é universal quando é adjacente a todos os demais vértices de G.

Um grafo nulo é um grafo sem arestas. Um grafo trivial é um grafo com apenas
um vértice. Um grafo completo é um grafo em que todo vértice é universal. O grafo
completo de n vértices é denotado por K,,. O grafo complemento de um grafo G é o
grafo G com o conjunto de vértices igual ao de G e onde dois vértices sdo adjacentes
se, e somente se, eles nao sao adjacentes em G.

Uma clique de um grafo GG é um subconjunto de vértices de V' que induz um grafo
completo. Um conjunto independente de vértices de um grafo G é um subconjunto
de vértices de V' que induz um grafo nulo. Podemos ainda citar uma variante do con-
junto independente para arestas chamada de emparelhamento. Um emparelhamento
num grafo G é um conjunto M de arestas que satisfaz: todo vértice de G incide em
no maximo um elemento de M. Além disso, M ¢é dito maximo se nao existe outro
emparelhamento M’ tal que |M'| > |M|. Dizemos que S’ é mdzimo (resp. minimo)
em relagdo a uma certa propriedade P se, S’ satisfaz P e para todo subconjunto S”
de S tal que S” satisfaz P, temos |S”| < |S’|(resp.|S”| > |S']). Além disso, dizemos
que S é mazimal (resp. minimal) em relagdo a uma certa propriedade P se, S’
satisfaz P e nao existe subconjunto S” de S tal que S” satisfaz P e contenha S’
(resp. esteja contido em S’).

Um grafo cordal é um grafo em que todos os ciclos com pelo menos 4 vértices
possuem uma corda. Um grafo split é um grafo cujo conjunto de vértices V' pode
ser particionado em uma clique X e um conjunto independente Y. Neste trabalho
vamos denotar um grafo split G por G = ((X,Y), F) e, sempre consideraremos X
como clique maximal, ou seja, ndo existe uma outra clique X’ tal que X C X'.

Em um grafo conexo GG, nao completo, um corte de vértices é um conjunto de
vértices cuja remocao torna o grafo GG desconexo. Um corte de vértices constituido
de apenas um vértice é chamado articulagao. Um grafo sem articulagoes é denotado

como bloco. Definimos k(G) o tamanho do menor corte de vértices de G. Um grafo



G é k-conexo em vértices quando G é conexo e k> k. Além disso, ainda dentro
do contexto de conectividade de grafos, dado um grafo conexo G, os componentes
3-conexos em vértices de G sao seus subgrafos maximais 3-conexos em vértices, suas
pontes (subgrafos maximais isomorfos ao K3) e seus subgrafos maximais isomorfos
ao K3.

Figura 1.1: Grafo GG e seus componentes 3-conexos.



Capitulo 2
Problemas de Coloracao

A origem dos problemas de coloracao em grafos data do século XIX e se deu por conta
do que hoje é conhecido como o0 PROBLEMA DAS QUATRO CORES. Esta histéria se
inicia em 1852 com o matematico, e botanico sul-africano Francis Guthrie. Enquanto
fazia a coloragao de alguns mapas dos condados da Inglaterra, Francis observou que
talvez fosse possivel colorir sempre um mapa utilizando apenas quatro cores, de modo
que regioes vizinhas nao recebessem a mesma cor. Francis entao compartilhou sua
teoria com seu irmao Frederick, que por sua vez formalizou a conjectura das quatro
cores e a apresentou ao seu professor, um famoso matematico chamado Augustus De
Morgan. Agustus também ficou muito empolgado com tal problema e o disseminou
entre os membros da academia da época. Foi entdao que, em 1879 (exatamente
27 anos depois das observagoes de Francis Guthrie), surge a primeira prova desta
conjectura apresentada pelo matematico inglés Alfred Kempe. Esta prova viria
ser aceita pelos proximos dez anos até que em 1890, um erro foi encontrado em
tal demonstragao. E mais uma vez a conjectura das quatro cores ficou em aberto,
desafiando os pesquisadores da época. Décadas foram se passando e ainda nao existia
uma nova prova para a conjectura, o trabalho para encontrar esta demonstracao até
rendeu outros resultados interessantes como o teorema das cinco cores (que consiste
em uma versao analoga ao teorema das quatro cores em que temos a permissao de
utilizar uma quinta cor na colora¢ao dos mapas). Até que, em 1976 a conjectura das
quatro cores foi provada por Kenneth Appel e Wolfgang Haken [2], dois matematicos
da Universidade de Illinois. Parte desta prova usou o computador, e por isso nao foi
reconhecida por uma parcela grande da comunidade matematica. Em 1994 surgiu
outra prova apresentada por Robertson et al.[44] que embora também utilizasse
o computador, mas em menor escala, foi melhor aceita pela comunidade. Mas a
questao de construir uma demonstracao totalmente combinatéria que nao necessite
do auxilio de computadores continua em aberto.

O PROBLEMA DAS QUATRO CORES pode ser visto como o problema que deu ori-

gem ao universo dos problemas de coloracao e de intimeras variagoes que surgiram



e sao estudadas até o dia de hoje. Como por exemplo, 0s PROBLEMAS DE COLORA-
GAO de vértices [I1], de arestas [48], total [49], equilibrada [16], de cliques [37], etc.
Neste trabalho abordaremos duas destas variagoes: a COLORAGCAO DE ARESTAS E A

COLORACAO TOTAL. Ainda neste capitulo veremos mais sobre ambos os problemas.

2.1 Coloracao de Arestas

A coloragao de arestas de um grafo G = (V, F) consiste em atribuir cores ao conjunto
de arestas E de GG. Esta coloragao é denominada propria, se para qualquer par de
arestas adjacentes (incidentes a um mesmo vértice), as cores destas duas arestas sao
diferentes. Se G admite uma coloracao propria com k cores, G é dito k-colorivel. O
PROBLEMA DA COLORAGAO DE ARESTAS consiste em, dado um grafo GG de entrada,
obter o menor niimero de cores para colorir seu conjunto de arestas propriamente;

este nimero ¢ chamado de indice cromatico de G e é denotado por x'(G).

PROBLEMA DA COLORAQAO DE ARESTAS:

Entrada: um grafo G e um inteiro positivo k.

Pergunta: G é k-colorivel propriamente?

A partir da definicao de uma coloracao propria, podemos concluir imediatamente
que o grau maximo de G (A(G)) é um limite inferior para o indice cromatico, ou
seja, para qualquer grafo G: x/(G) > A(G). A figura abaixo ilustra um grafo G e

uma atribuicao de cores prépria ao seu conjunto de arestas.

Figura 2.1: Grafo Touro cujo grau maximo ¢é trés e uma atribui¢ao de cores ao seu
conjunto de arestas. Para tal grafo, x'(G) = 3.

Conforme dito acima, sabemos, intuitivamente, qual é o limite inferior para
o indice cromatico de um grafo GG, mas junto com este resultado, pode surgir o
seguinte questionamento: e quanto ao limite superior para x'(G)? Podemos pensar
em |E(G)| como um limite superior intuitivo, mas claramente esse limite nao ¢é justo.
A pergunta que surge entao é se um limite bem mais justo é conhecido. E a resposta

para tal pergunta é sim, e este é um resultado extremamente importante e conhecido



da teoria dos grafos e foi enunciado em 1964 por Vizing. Este resultado é conhecido

como Teorema de Vizing:

Teorema 2.1.1. (Teorema de Vizing, 1964) 48] Seja G um grafo simples, entao
A(G) < X'(G) < A(G) +1.

Neste trabalho, Vizing demonstra que o indice cromatico de qualquer grafo G s6
pode ser um de dois valores: o valor do grau méximo de G ou o valor do grau méximo
de G acrescido de uma unidade. Em outras palavras, este resultado dividiu todo o
universo dos grafos em duas classes no contexto da coloracao de arestas: a classe dos
grafos que admitem uma coloragao de arestas propria utilizando apenas A(G) cores
e uma segunda que necessita de A(G) + 1 cores para colorir todo o seu conjunto
de arestas propriamente. Os grafos que podem ser coloridos com A(G) cores sao
chamados grafos Classe 1, enquanto que os grafos que precisam de A(G) + 1 cores
sao chamados de grafos Classe 2. O que é extremamente interessante é que, mesmo
existindo apenas duas possibilidades para o valor do indice croméatico de um grafo
(G, o PROBLEMA DA COLORAGAO DE ARESTAS ainda é provado ser NP-completo.
Holyer mostrou em 1981 [31] que classificar grafos como Classe 1 ou Classe 2 ¢ um
problema NP-completo. Desde entao, o problema passou a ser conhecido como o
PROBLEMA DA CLASSIFICAGAO. Formalmente temos a seguinte definigao:

PROBLEMA DA CLASSIFICAQAO:

Entrada: um grafo G.
Pergunta: G é Classe 17

A figura abaixo ilustra um exemplo de um grafo Classe 1 e um exemplo de um

grafo Classe 2.

(b)

Figura 2.2: (a) Grafo roda Wy5. A(W5) = x'(W;) = 4, ou seja, W5 é Classe 1. (b)
Grafo completo K3. A(K3) + 1 = x/(K3), ou seja, K3 é Classe 2.

Uma definigao muito recorrente na literatura e que também sera amplamente

utilizada neste trabalho é a definicao de estruturas sobrecarregadas. Para apresen-



tarmos formalmente esta definicao, precisamos antes de tudo, responder a seguinte
pergunta: qual o nimero maximo de arestas que podemos colorir com uma mesma
cor em um grafo G? Pela definicao de coloracao propria de arestas, sabemos que
duas arestas podem receber a mesma cor se, e somente se, nao possuem vértices em
comum. Logo, um conjunto de arestas que pode ser colorido com uma tnica cor
é um emparelhamento no grafo. Consequentemente, ao tomarmos um emparelha-
mento méximo em um grafo, determinamos o niimero maximo de arestas que podem
ser coloridas utilizando uma mesma cor. Portanto temos que, o maior niimero de
arestas que podem ser coloridas com uma mesma cor em um grafo G = (V, E) é
dado por |3], onde n = |V(G)|. A partir desta dedugao, podemos dizer que o
nimero maximo de arestas que podem ser coloridas com A(G) cores ¢ A(G).[F].
Entretanto, existem grafos que possuem um ntmero de arestas maior que o dado
por esta expressao. Estes grafos sao chamados de grafos sobrecarregados. Para estes
grafos, A(G) cores nao sao suficientes para colorir seu conjunto de arestas propri-
amente, ou seja, eles precisam de A(G) + 1 cores e portanto, sdo grafos Classe 2.

Mais formalmente, temos:

Definicao 2.1.1. Um grafo G = (V,E) ¢é dito sobrecarregado quando
|E| > A(G).|3], onde n = |V|. Além disso, quando |E| = A(G).|3], G ¢
dito saturado.

Existem ainda mais dois tipos de estruturas sobrecarregadas: subgrafo-
sobrecarregado e vizinhanga-sobrecarregado. Estas defini¢goes partem da definigao

de grafos sobrecarregados e podem ser melhor entendidas a seguir:

Definigao 2.1.2. Um grafo G = (V,
subgrafo H de G tal que A(H) = A(G) e H € sobrecarregado. Além disso, se H ¢é

induzido por um vértice v tal que d(v) = A(G) e por todos os seus vizinhos, entdo

, E) ¢ dito subgrafo-sobrecarregado se existe um

G € dito vizinhancga-sobrecarregado.

Com base neste fato, podemos dizer que qualquer grafo GG que apresente alguma
estrutura sobrecarregada é Classe 2, pois ja necessitamos de A(G) + 1 cores para

colorir um subgrafo de G. Mais formalmente, temos:

Fato 2.1.1. Todo grafo sobrecarregado, subgrafo-sobrecarregado ou vizinhanga-

sobrecarregado € Classe 2

O grafo exibido na Figura ¢ um exemplo de um grafo sobrecarregado.

2.2 Coloracao total

A Coloragao total é uma atribui¢do de cores aos vértices e arestas de um grafo.

Quando propria, sao impostas tanto as restricoes da coloragao de vértices quanto as



da coloracao de arestas, somadas a restricao de que cada aresta tem cor diferente
das cores dos vértices em que incide. O PROBLEMA DA COLORACAO TOTAL pode

ser visto mais formalmente através da seguinte defini¢ao:

PROBLEMA DA COLORAGAO TOTAL:

Entrada: um grafo G e um inteiro k.

Pergunta: G admite uma coloracao total propria com k cores?

Observe que um limite inferior natural para o ntimero cromético total de um grafo
G pode ser obtido ao colorirmos um vértice de grau méaximo do grafo bem como as
arestas incidentes a ele. Claramente, sdo necessarias A(G) + 1 cores nesse caso. O
menor nimero de cores necesséario para colorir totalmente um grafo G é chamado de
numero cromdtico total e é denotado por x”(G). A figura abaixo ilustra um grafo

GG e a sua coloracao total 6tima.

1
sl —>
1 0
0 0 3
3
2
1;
2
0
2 21
3
— 3
0
1

Figura 2.3: Grafo Cubo e sua coloragao total 6tima. Para este exemplo, x"(G) = 4.

Os pesquisadores Behzad [5] e Vizing [49], de forma independente durante os
anos de 1964 a 1968, introduziram uma conjectura chamada: CONJECTURA DA
COLORAGAO TOTAL (do inglés Total Coloring Conjecture, denotada por TCC). Tal
conjectura afirma que é possivel colorir totalmente qualquer grafo G com A(G) + 1
ou A(G) + 2 cores. Os grafos que se encaixam no primeiro caso sao chamados de
Tipo 1 e os grafos que se enquadram na segunda categoria sao chamados de Tipo 2.

Mais formalmente, temos:

Conjectura 2.2.1. ([5], [49]) Seja G um grafo simples, entio A(G)+1 < x"(G) <
A(G) + 2.

O grafo da Figura [2.3] ¢ um exemplo de um grafo Tipo 2. O PROBLEMA DA
COLORACAO TOTAL, assim como o0 PROBLEMA DA COLORAGAO DE ARESTAS é um

problema extremamente desafiador e, no geral, provado também ser NP-dificil [47].
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2.3 Grafos split nos problemas de coloracao

Conforme dito na introdugao deste capitulo, as variacoes de problemas de colora-
¢ao que vamos trabalhar sao os problemas de coloracao de arestas e de coloragao
total. Entretanto, ambos os problemas sao NP-dificeis. Portanto, um estudo de
classes pode ser uma saida muito interessante para abordar tais problemas. Para
algumas classes, sao conhecidos resultados na literatura que determinam o indice
cromatico ou o niimero cromatico total, como por exemplo: a coloragao de arestas
de grafos bipartidos [33] e de grafos completos [6] ou a coloracdo total de grafos
split-indiferenca [13] e de grafos com vértice universal [30].

Sabe-se resolver completamente tais problemas para algumas classes, entretanto,
para muitas outras, ambos os problemas permanecem em aberto, como: os grafos
split, cografos e grafos planares. Este trabalho adota a estratégia de trabalhar tanto
com a coloragao de arestas quanto com a coloragao total restringindo estas variantes
ao estudo de uma subclasse dos grafos split, denominada grafos split 2-admissiveis.
O objetivo desta secao é apresentar um levantamento dos resultados da literatura do
PROBLEMA DA COLORACAO DE ARESTAS e do PROBLEMA DA COLORAGAO TOTAL

para grafos split.

2.3.1 Resultados Gerais no Problema da Classificagao
Iniciamos esta subsecao falando dos grafos completos através do seguinte resultado:
Teorema 2.3.1. [6] O grafo completo K,, é Classe 1 se, e somente se, n € par.

Sabemos que grafos completos com um ntmero par de vértices sao Classe 1,

entao como consequéncia deste resultado podemos extrair as seguintes observagoes:

Observacgao 2.3.1. Qualquer subgrafo H de um grafo completo K, tal que A(H) =
A(K,) en € par € Classe 1.

Uma consequéncia imediata da Observacao [2.3.1| é a seguinte:

Observacgao 2.3.2. Seja G = (V, E) um grafo com vértice universal tal que |V (G)|

€ par, entao G € Classe 1.

Para a coloragao de um grafo G' com vértice universal cujo grau maximo A(G)
¢ impar, podemos utilizar a coloracdo do grafo completo G' = Ka(g)+1. Como o
grafo G é um subgrafo de G’ e como a remocao de arestas nao causa um aumento
no valor do indice cromaético, sabemos que x'(G) = x'(G”). Esta coloragao, por sua

vez, pode ser feita através do seguinte algoritmo:
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Algoritmo 2.3.1 Coloracao de arestas de grafos com vértice universal cujo grau
maximo é impar
Seja G = (V, E) um grafo qualquer tal que A(G) = |V(G)| —1 e |V(G)| € par.
Coloragao do grafo completo K q):
L: Seja V(Ka)) = 10,1, ..., A(Ka(q))}- Note que A(Kaq)) = A(G) — 1
2: A funcdo ¢ : E(G) — {0,1,..,A(Ka)} tal que c(ij) = (i +
J)mod(A(Ka)) + 1) € uma coloracao de arestas do grafo Ka(g) com A(G) + 1

cores
Extensao da coloracao das arestas do grafo Ka(g) para o grafo G' = Ka(q)+1

3: Em cada vértice da coloracao acima realizada falta exatamente uma das
cores. Além disso todas estas cores sao distintas, pois sao os restos da divisao
de 2i pelo nimero impar A(Kx) + 1

4: Adicionar o (A(G) + 1)-ésimo vértice que ¢ conectado aos demais vér-
tices e para cada aresta utilizar a cor (2¢)mod(A(Ka) + 1)
Eliminacao de arestas:

5: Por fim, eliminar as arestas de G’ para que ele se torne G.

O algoritmo acima se baseia na ideia da extensao da coloragao de um grafo com-
pleto G com um nimero impar de vértices para o grafo completo G’ com um namero
par de vértices cuja cardinalidade do conjunto de vértices ¢ uma unidade a mais que
|V (G)|. Conforme ja dito, grafos completos de ordem impar sdo sobrecarregados e,
portanto, Classe 2. Uma cor faltante em um vértice v de um grafo G é uma cor
que foi utilizada na coloracao das arestas de (G, mas nao esti presente nas arestas
incidentes a v. O Algoritmo utiliza a cor faltante de cada vértice de G para
colorir as arestas incidentes ao vértice v tal que v € (V(G") \ V(G)).

Para grafos com vértice universal e com uma quantidade impar de vértices nao
existe um resultado tao direto quanto o resultado para grafos com uma quantidade
par de vértices. Tomemos como exemplo um grafo completo com um ntamero impar
de vértices. Sabemos que tal grafo é Classe 2, mas isto nao implica que algum
subgrafo que mantenha o grau maximo também sera Classe 2 (veja a Figura .
Plantholt forneceu uma caracterizacao para grafos com vértice universal e com uma
quantidade impar de vértices em seu trabalho de 1981 [43]. Plantholt utilizou o

conceito de subgrafo-sobrecarregado para chegar em tal resultado.
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Figura 2.4: Grafo completo K5 cujo grau maximo é 4 e 5 cores sao necessarias para

colorir propriamente seu conjunto de arestas; e grafo completo K5 a menos de duas
arestas. O grau maximo é mantido, mas apenas 4 cores sao necessarias.

Teorema 2.3.2. [43] Seja G = (V, E) um grafo com vértice universal e com |V (G)|

impar. G € Classe 1 se, e somente se, G nao € subgrafo-sobrecarregado.

A prova da necessidade é imediata: se G é Classe 1, claramente G nao é
subgrafo-sobrecarregado. Por outro lado, para a prova da suficiéncia, Plantholt
teve como ideia principal exibir uma A(G)-coloragao de grafos que tenham o ma-
ximo namero possivel de arestas e que nao sejam sobrecarregados. Relembrando
que, um grafo G = (V, E) ¢é dito saturado quando |E(G)| = A(G)|n/2|. Como
estamos considerando grafos cujo grau maximo é par e com |V(G)| impar, temos
que |n/2| = (n—1)/2. Além disso, G tem um vértice universal, logo A(G) =n—1,
portanto tal relagao também pode ser escrita da seguinte forma: |E(G)| = A(G)?/2.
Também podemos notar que os grafos para os quais Plantholt obteve uma coloragao
para a base de sua demonstracao, sao os grafos completos com um ntmero impar
de vértices com A(G)/2 arestas a menos:

|E(K,)| = =1 retirando 2 arestas, temos:

2 2
n(n—1) n-1 (n=1)? _ A(G)?
2 2 - 2 o 2

A ideia apresentada por Plantholt fundamenta-se em fazer uma particao do con-

junto de vértices de um grafo GG em dois subconjuntos L e R, de modo que facamos
uma coloragao das arestas dos subgrafos induzidos pelas partes L e R com as mesmas
A(G)/2 cores e que mais A(G)/2 cores sejam utilizadas nas arestas transversais (do
inglés "across"), ou seja, nas arestas que apresentam extremos em diferentes partes.

A parte L é determinada de modo que |L| = A(G)/2+1 e G[L] nao seja subgrafo-
sobrecarregado. A parte R é escolhida de forma que o subgrafo induzido por R seja
isomorfo ao grafo completo com A(G)/2 vértices. Mais formalmente: G[R] = K a) .
Plantholt garante que, se G nao é subgrafo-sobrecarregado, entao tal partigao exiszte.

O préximo passo deste procedimento é a construgao de um grafo bipartido B,
cujas arestas serao justamente as arestas transversais entre as partes L e R. A
seguir, tomamos dois novos subgrafos X e Y, de modo que X ¢é induzido por L e Y
¢ induzido por R. E por fim, um terceiro subgrafo Z, tal que Z = X UY.

Pela escolha das partes L e R, sabemos que o subgrafo Y é isomorfo a um grafo

completo, mais especificamente o grafo completo K aw) . Logo, Y pode ser colorido
2
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com, no maximo, A(G)/2 cores. Para a parte X, temos dois possiveis casos:

1. Para o caso em que A(G)/2 é impar, temos que X ¢é isomorfo a um grafo

completo par e, consequentemente, pode ser colorido com A(G) cores;

2. Para o caso em que A(G)/2 é par, Plantholt prova por inducdo que, se
X = G[L] ndo é sobrecarregado e tem um vértice universal, entao pode ser co-
lorido com A(G)/2 cores. Como o autor demonstra que, se G nao é subgrafo-
sobrecarregado, entao a parti¢ao [L, R] existe, é possivel escolher L tal que

G[L] nao seja sobrecarregado.

Por fim, como X e Y sao disjuntos, as mesmas cores usadas nas arestas de X
podem ser usadas nas arestas de Y. O objetivo agora é colorir as arestas entre as
partes L e R com A(G)/2 cores. Entretanto, pode existir um empecilho para que
tal estratégia seja aplicada no grafo bipartido construido com as arestas transver-
sais das partes L e R. Tal empecilho consiste na presenca de vértices com grau
igual a A(G)/2+ 1 no grafo bipartido que fora construido durante as etapas iniciais.
Plantholt prova que é possivel retirar uma aresta incidente em cada um destes vérti-
ces cujo grau ¢ igual a A(G)/2+1 e incluir tais arestas no subgrafo Z sem aumentar
o indice cromatico deste segundo. Ao fim deste processo, temos uma coloragao com
A(G)/2 cores de Z e uma coloragao com A(G)/2 cores do grafo bipartido, ou seja,
uma coloragao com A(G) cores de G. Lembrando que, caso ndo existam vértices

cujo grau ¢ A(G)/2 no grafo bipartido, ja temos a coloragao com A(G) cores.

2.3.2 Resultados de Grafos Split no Problema da Classifica-
cao

Além dos resultados gerais exibidos na subsec@o anterior, também existem alguns

resultados particulares importantes no estudo do PROBLEMA DA CLASSIFICACAO

para a classe dos grafos split. O resultado mais notavel neste contexto é o que leva

em conta a paridade do grau maximo de um grafo split.

Teorema 2.3.3. [15] Seja G um grafo split tal que A(G) €é impar, entio G €
Classe 1.

Um outro resultado importante no universo dos grafos split e que nos ajuda a
redirecionar esforgos para determinadas subclasses em nosso estudo surgiu em [IJ.
Tal resultado consiste em uma condi¢ao suficiente para um grafo split G qualquer

ser Classe 1 baseado no tamanho de X e no valor de A(G).

Teorema 2.3.4. [1] Seja G = ((X,Y),E) um grafo split. Se 3 veY tal que

{%W < d(v) < 29 entio G ¢ Classe 1.
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Neste trabalho, a autora demonstra que a existéncia de pelo menos um vértice
v no conjunto independente Y tal que o grau de v esteja dentro de uma faixa que
depende do tamanho da clique X e do grau méximo do grafo em questao ja é uma
condicao suficiente para que este mesmo grafo seja Classe 1.

Ainda no contexto de resultados sobre 0 PROBLEMA DA COLORAGAO DE ARES-
TAS que afetam diretamente a classe dos grafos split, podemos citar o resultado
abaixo. O Teorema garante que para decidir se um grafo split G é subgrafo-
sobrecarregado, é suficiente avaliar os subgrafos de GG induzidos pelas vizinhangas

de seus vértices com grau A(G).

Teorema 2.3.5. [20] Seja G um grafo split. Entao, G é subgrafo-sobrecarregado se,

e somente se, G € vizinhang¢a-sobrecarregado.

Estes dois conceitos, apesar de equivalentes para a classe dos grafos split,
nao seguem esta equivaléncia no geral. Pela definicao, temos que qualquer grafo
vizinhanga-sobrecarregado é subgrafo-sobrecarregado, mas a reciproca nao é verda-

deira. Veja a figura abaixo:

Figura 2.5: Grafo G que é subgrafo-sobrecarregado, mas nao é vizinhanca-
sobrecarregado. Neste caso, o subgrafo que atende a Definigao [2.1.2] é o préprio
grafo G.

Ainda no trabalho [20], os autores demonstram uma condigao suficiente para um
grafo split qualquer possuir um vértice universal. Esta condicao pode ser melhor

vista a seguir:

Lema 2.3.1. [20] Se G € split e sobrecarregado, entao G possui um vértice universal.

Podemos ainda citar algumas classes de grafos que surgem da intersecao da classe
dos grafos split com uma segunda classe de grafos para os quais 0 PROBLEMA DA
COLORACAO DE ARESTAS estd resolvido. Primeiramente, podemos falar sobre a
classe dos grafos split-indiferenca. Essa classe de grafos surge da interse¢ao dos
grafos split com os grafos indiferenca. Um grafo G é chamado de grafo indiferenca
se, e somente se, G admite uma ordem indiferen¢a. Tal ordem consiste em dispor os
vértices de G contidos em uma mesma clique maximal, de forma que estes vértices

sejam consecutivos na ordem. Veja a Figura 2.6, A classe dos grafos indiferenca
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constitui uma subclasse dos grafos de intervalo. Os grafos de intervalo, definidos
por Hajos [27] sao os grafos de interse¢do de uma familia de intervalos em uma
reta (observe a Figura . No caso dos grafos indiferenca, todos estes intervalos
sao unitarios, ou seja, a classe dos grafos de intervalo é uma superclasse dos grafos

indiferenca.

Figura 2.6: Um grafo indiferenga com duas cliques maximais. Uma com 6 vértices
e outra com 4. Note que o vértice x aparece em ambas as cliques e toda a sua
vizinhanga (assim como a de todos os vértices) aparece em sequéncia na ordem
estabelecida, assim respeitando a definicao de ordem indiferenca.

Figura 2.7: Uma familia de intervalos e o grafo de intersecao desta familia de inter-
valos, ou seja, um grafo de intervalo.

Portanto, os grafos split-indiferenca sao os grafos split que admitem uma ordem
indiferenga. Ortiz et. al [38] resolveram completamente 0 PROBLEMA DA COLORA-

CAO DE ARESTAS para esta classe de grafos e enunciaram o seguinte resultado.

Teorema 2.3.6. [38| Seja G um grafo split-indiferenca. G € Classe 2 se, e somente

se, G € subgrafo-sobrecarregado.

Uma outra classe que é resultante da intersecao de duas outras classes de grafos,
sendo uma delas os grafos split e a outra os grafos de comparabilidade, para qual
0 PROBLEMA DA CLASSIFICACAO foi completamente resolvido é a classe dos grafos
split-comparabilidade. Dado um grafo G e uma orientacao das arestas de GG, esta

orientacao é dita transitiva se para quaisquer trés vértices u, v, w de GG, se existirem
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arestas orientadas (u,v) € E e (v,w) € E, entdao (u,w) € E. Um grafo G que

admite tal orientacao é chamado de grafo de comparabilidade. Veja a figura abaixo.

Q C Q »(
Y Y
O O >

(a) (b)

Figura 2.8: (a) Grafo G de comparabilidade. (b) Uma orientacdo transitiva das
arestas de G.

Portanto, grafos split-comparabilidade sao grafos split que admitem uma orien-
tac@o transitiva do seu conjunto de arestas. Ortiz e Villanueva [39] caracterizaram
como é a estrutura de um grafo split-comparabilidade. Cruz et. al [22] apresentaram
uma caracterizacao dos grafos split-comparabilidade Classe 2 através do seguinte re-

sultado.

Teorema 2.3.7. [22] Seja G um grafo split-comparabilidade. G €é Classe 2 se, e

somente se, G € vizinhanca-sobrecarregado.

Por ultimo, podemos citar a classe dos grafos split-intervalo como um terceiro
exemplo da intersecao da classe dos grafos split com uma segunda classe de grafos,
neste caso a classe dos grafos de intervalo. O PROBLEMA DA CLASSIFICAGAO para
a classe dos grafos split-intervalo foi resolvido por Gonzaga et. al [26] através do

seguinte resultado:

Teorema 2.3.8. [20] Seja G um grafo split-intervalo. G é Classe 2 se, e somente

se, G € vizinhang¢a-sobrecarregado.

2.3.3 Resultados de Grafos Split em Coloracao Total

Assim como 0 PROBLEMA DA COLORAGAO DE ARESTAS, o0 PROBLEMA DA COLO-
RAGAO TOTAL também é um problema NP-dificil. Logo, o estudo de classes faz-se
util para abordar tal problema. Na Secao [2.2] apresentamos uma conjectura cha-
mada Conjectura da Colora¢ao Total (TCC), Conjectura , que diz que, para
qualquer grafo simples G, A(G) + 1 < x"(G) < A(G) + 2. Sabe-se que algumas
classes de grafos satisfazem a TCC, como é o caso dos grafos split [I5]. Além dos
grafos split, os grafos indiferenca ou grafos de intervalo unitario também satisfazem

a TCC [2I]. Por esta razao, sabemos resolver o PROBLEMA DA COLORAGAO TOTAL

17



para algumas subclasses dos grafos split. Alguns resultados direta ou indiretamente

relacionados aos grafos split podem ser vistos a seguir.

Teorema 2.3.9. [15] Seja G = ((X,Y); E) um grafo split. Se G possui grau mdzimo
A(G) par, entao G € Tipo 1.

O resultado abaixo é conhecido como condi¢ao de Hilton e é bem frequente
em caracterizagoes no contexto do PROBLEMA DA COLORACAO TOTAL de diversas
classes de grafos, o que também se aplica para a classe dos grafos split, como veremos
no Capitulo [

Teorema 2.3.10. (Condi¢cao de Hilton) [29] Seja G um grafo simples com um ni-
mero par de vértices. Se G possuit um vértice universal, entao G € Tipo 2 se, e
somente se, |E(G)| + o/(G) < |V(G)|/2, onde o/(G) denota o tamanho emparelha-

mento mdximo de G.
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Capitulo 3

O Problema da t-admissibilidade

O PROBLEMA DA t-ADMISSIBILIDADE, do inglés minimum stretch spanning tree -
MSST, também conhecido como problema da arvore geradora de extensao minima,
ou arvore geradora de dilatagao minima, é um problema bastante estudado na lite-
ratura ([12], [42], [4], [23], [41], [8], [10]).

Por ser um problema do tipo Min-Max, realiza anélises de otimalidade oposta
dentro de um mesmo contexto, o que o torna bastante interessante. Um outro pro-
blema muito conhecido que envolve analises de otimalidade opostas é 0 PROBLEMA
DO DIAMETRO. Este, por sua vez, é um problema Max-Min, que consiste em encon-
trar o tamanho do maior caminho minimo entre os pares de vértices de um grafo.
Sabemos solucionar 0 PROBLEMA DO DIAMETRO em tempo polinomial, sendo su-
ficiente para tal, calcular os menores caminhos entre todos os pares de vértices do
grafo e, a partir destes valores, determinar o maior deles [46].

O PROBLEMA DA t-ADMISSIBILIDADE possui forte cunho pratico, tendo vasta
aplicagao em diversos problemas da &rea de redes como elaboracao de tipos
especiais de circuitos integrados, construcao de malhas de estradas que minimizem
a distancia entre dois pontos (geralmente cidades) [I8|, otimizacao na eficiéncia de
redes de comunicagao, sistemas distribuidos ([3], [34]), anéalises filogenéticas [45],
computagao geométrica [I8] e na construgdo de sincronizadores que tém a capaci-

dade de transformar algoritmos sincronos em algoritmos assincronos [42].

3.1 Resultados Preliminares

Originalmente [42], o PROBLEMA DA t-ADMISSIBILIDADE foi formulado da seguinte
maneira:

Dado um grafo conexo G = (V, E) e um numero inteiro ¢ > 1, uma arvore t-
geradora deste grafo é uma arvore geradora T onde a distancia entre quaisquer

pares de vértices €, no maximo, t vezes a distancia destes mesmos vértices em G. Se
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G admite uma arvore t-geradora, dizemos que o grafo G ¢ t-admissivel [42].

No artigo [12], os autores mostraram que esta definigao é equivalente a algumas
outras, como pode ser visto no Teorema [3.1.1] Vale ressaltar que neste artigo os
autores consideram grafos ponderados. Na variante abordada nesta dissertacao, es-
tamos trabalhando com o caso particular onde as arestas tém peso unitario. Além
disso, apenas os grafos conexos sao considerados, uma vez que podemos aplicar os re-
sultados deste trabalho a cada componente conexo de um grafo independentemente,

tornando assim o resultado mais geral.

Teorema 3.1.1. [12] Seja T uma drvore geradora de um grafo G = (V, E), os itens

a sequir sao equivalentes:

1. Para toda aresta xy € E, dr(z,y) < t.dg(z,y)
2. Para toda aresta xy € E\E(T), dr(z,y) < t.dg(z,y)
3. Para toda aresta vy € E, dr(z,y) <t

4. Para toda aresta xy € E\E(T), dr(z,y) <t

Consideramos a definicao 3 a mais conveniente para trabalharmos no contexto
aqui abordado. Além disso, todas as instancias trabalhadas neste contexto conside-
ram grafos conexos, uma vez que apenas grafos conexos admitem arvores geradoras.

Formalmente, definimos o PROBLEMA DA t-ADMISSIBILIDADE da seguinte

maneira;:

PROBLEMA DA {-ADMISSIBILIDADE:

Entrada: um grafo conexo GG e um inteiro positivo .

Pergunta: G ¢é t-admissivel?

Chamamos de fator de extensao (stretch factor) o valor da maior distdncia em
uma arvore geradora entre dois vértices vizinhos em G. O menor fator de extensao
de um grafo G' é chamado de indice de extensao (stretch index) de G, denotado por
o(G).

Em [I2], os autores provaram que o problema de determinar se um grafo possui

indice de extensao no minimo 4 é um problema NP-completo.

Teorema 3.1.2. [12] Para qualquer valor fito de t > 4, o PROBLEMA DA t-
ADMISSIBILIDADE € NP-completo.

Para provar tal NP-completude, os autores fizeram uma redugao polinomial a
partir do problema NP-completo intitulado 3-SAT. Maiores detalhes podem ser en-

contrados em [12].
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Para solucionar o MSST, intuitivamente, poderiamos utilizar um algoritmo de
forca bruta para encontrar todas as arvores geradoras de um grafo, e a partir das
arvores encontradas, analisar as distancias entre os vértices. Restaria, portanto,
encontrar a arvore 6tima para a solugao do problema. Porém, esta solugao nao é
eficiente, nao pelo calculo das distancias entre os vértices, pois esta operagao pode
ser realizada em tempo polinomial, mas sim pelo ntiimero exponencial de arvores
geradoras de um grafo (Numero de Cayley: n"?) [14].

Um limite inferior natural para o PROBLEMA DA ¢-ADMISSIBILIDADE pode ser
obtido se considerarmos a cintura g(G), ou seja, o tamanho do menor ciclo de G.
Se G é t-admissivel, entao t > g(G) — 1. Este limite inferior deve-se ao fato de que,
para cada ciclo do grafo GG, deve haver alguma nao-aresta. Portanto, pelo menos
as demais arestas do ciclo devem ser utilizadas para garantir a distancia do par de
vértices que definia a aresta removida. Por outro lado, o PROBLEMA DA ARVORE
GERADORA DE DIAMETRO MINIMO produz um limite superior para o indice de
extensao. O diametro de uma arvore geradora 7" é definido como a maior dentre as
menores distancias entre todo par de vértices de T. O objetivo do PROBLEMA DA
ARVORE GERADORA DE DIAMETRO MINIMO é o de encontrar a arvore geradora com
o menor didmetro possivel. Para este problema (que pode ser resolvido em tempo
polinomial), dizemos que Dr(G) corresponde ao didmetro da arvore geradora de

didmetro minimo de G [2§].

Teorema 3.1.3 ([12], [28]). Dado g(G) a cintura de um grafo G, temos que g(G) —
1 <o(G) < Dr(G).

A seguir, apresentamos alguns exemplos intuitivos:

Exemplo 3.1.1. Considere que G seja uma drvore como na Figura[3.1 Note que,
como toda aresta de G pertencerd a drvore geradora de G, temos que o indice de
extensao deste grafo é 1. Claramente, ser drvore é condi¢ao suficiente e necessdria

para um grafo ser 1-admissivel, como formulado no Fato[3.1.]]

Figura 3.1: Grafo/Arvore com 5 vértices e 4 arestas.

Fato 3.1.1. Um grafo G € 1-admissivel se, e somente se, G € uma drvore.

Exemplo 3.1.2. Considere a Figura[3.9 Note que, a menos de isomorfismo, a
darvore mostrada em € a unica drvore para o grafo G, mostrado em |3.2d. Em
grafos ciclo, sempre temos indice de extensao bem definido em func¢ao do tamanho

do ciclo, ou seja, C,, sempre tem o(C,,) =n — 1.
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(a) (b)

Figura 3.2: (a) Grafo G = Cg. (b) A menos de isomorfismo, a tnica arvore geradora
de G.

Exemplo 3.1.3. Vamos considerar agora a classe dos grafos completos com pelo
menos trés vértices. Pelo Fato [3.1.1] eles tém indice de extensao, no minimo, 2.
Além disso, por definicao, todos os vértices de um grafo completo sdao universais, o

que implica na possibilidade de construcao de uma estrela geradora, como exibido

na Figura[3.5 Portanto temos o(G) = 2.

(a) (b)

Figura 3.3: (a) Grafo completo G = K5. (b) Uma arvore 2-geradora de G.

Os grafos completos nao sao as unicas estruturas que possuem indice de extensao
igual a 2. Os grafos completos contam com uma condigao suficiente para a existéncia
de uma arvore 2-geradora, que é a presenca de um vértice universal em seu conjunto

de vértices. Mais formalmente, temos:

Observagao 3.1.1. A existéncia de um vértice universal em um grafo G € uma

condicao suficiente para que este grafo seja 2-admissivel.

Note, porém, que esta condi¢ao nao é necessaria, dado que existem outros grafos
que sao 2-admissiveis (veja as Figuras e [3.5)) e ndo possuem vértice universal, o
que pode ser caracterizado pelo Teorema (3.1.4] que enuncia uma condicao suficiente

e necessaria para a 2-admissibilidade de qualquer grafo G.
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(a) (b)
Figura 3.4: (a) Grafo G. (b) Uma arvore 2-geradora de G.

Uma outra observagao que podemos fazer sobre a obtencao de arvores t-geradoras
para grafos em geral é sobre a influéncia que vértices pendentes exercem na deter-
minagao do indice de extensao de um grafo GG. Os vértices pendentes, por possuirem
apenas uma aresta incidente neles, necessitam que esta aresta esteja presente na
arvore t-geradora T' de um grafo G. Podemos concluir entao que, vértices pendentes
nao sao relevantes para o indice de extensao o(G). Logo, sempre podemos fazer
um pré-processamento em qualquer grafo realizando a remocgao de todos os vértices
pendentes deste grafo antes de determinar uma arvore t-geradora do mesmo.

Grafos 2-admissiveis podem ser caracterizados pelo Teorema [3.1.4}

Teorema 3.1.4. [12]| Seja G um grafo 2-conexo. Entao, uma drvore geradora T de
G € uma drvore 2-geradora se, e somente se, para cada componente 3-conexo H de
G, TN H € uma estrela geradora de H.

Figura 3.5: Grafo G e uma &arvore 2-geradora de G.

Observe a Figura [3.5] De acordo com o Teorema [3.1.4] a interse¢ao entre cada
componente 3-conexo H de G e arvore T' deve ser uma estrela geradora de H. Neste
exemplo, temos como componentes 3-conexos os triangulos formados pelos vértices
(a,b, f), (byc, f), (c,e, ) e (c,d,e). Observe que, a intersegao da arvore T ilustrada
na Figura[3.5/ com cada um dos 4 componentes 3-conexos acima enumerados é uma
estrela geradora de cada um deles.

O Teorema nos fornece um algoritmo que encontra uma arvore 2-geradora
de um grafo G (caso exista) com complexidade O(n + m), onde n = |V(G)| e
m = |E(G)|. Para este algoritmo, os autores utilizam um conceito chamado de
aresta de ligacao (do inglés, binding edge). Uma aresta e = wv é uma aresta de

ligacao se u e v formam um conjunto de corte minimal. Além disso, também é citado
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pelos autores, neste algoritmo, um resultado de Bondy [§] que pode ser melhor visto

a seguir:

Lema 3.1.1. [8] Seja G um grafo 2-conexo e T uma drvore 2-geradora arbitrdria

de G. Entao, para todo corte de vértices de tamanho 2 u,v de G, uwv € E(T).

Através do Teorema, e do Lema [3.1.1], Cai e Corneil introduzem o seguinte

algoritmo para a obtencao de uma arvore 2-geradora de um grafo qualquer:

Algoritmo 3.1.1 Obtencao de Arvore 2-geradora 7' de um grafo G qualquer

Seja G = (V, E) um grafo qualquer

1: Encontrar todos os blocos de GG

2: Para cada bloco, encontrar todos os cortes de vértices de tamanho 2 e compo-
nentes 3-conexos
Caso ezista algum corte de vértices de tamanho 2 (encontrado na etapa anterior)
que nao induza uma aresta de ligagao, entio, pelo Lema[3.1.1, G nao admite
uma drvore 2-geradora

3: Adicionar todas as arestas de ligagao em T'

4: Para cada componente 3-conexo H, encontrar uma estrela geradora contendo
todas as arestas de H e adicionar em T’
Se nao existe tal estrela geradora, os autores provam que G nao admite uma
drvore 2-geradora.

5: Se T' é uma arvore geradora, entao é também uma arvore 2-geradora. Caso

contrario, G nao admite uma arvore 2-geradora

Os autores também mostram que a complexidade O(n +m) para este algoritmo
pode ser atingida ao utilizar um algoritmo especifico para encontrar componentes
3-conexos descrito em [32].

Apesar do PROBLEMA DA t-ADMISSIBILIDADE ser estudado ha mais de 25 anos,
curiosamente decidir se um grafo possui ¢(G) = 3 é um problema que permanece
em aberto. E natural entdo que se estudem classes 3-admissiveis ([4], [23], [41]). A

seguir, veremos que este é o caso dos grafos split.

3.2 Grafos split no estudo da t-admissibilidade

Os resultados apresentados nesta segao sao decorrentes do trabalho de conclusao de
curso, do mesmo autor desta dissertacao, na Universidade Federal Rural do Rio de
Janeiro realizado sob orientacao da professora Fernanda Couto e que estao em fase

de submissao para um periddico.
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Observacao 3.2.1. Neste trabalho, consideraremos sempre que a clique X do grafo

split em questao € maximal.

A estrutura bem definida dos grafos split possibilita a formulagao de uma ca-
racterizacdo particular para a classe dos split que possuem o(G) = 2. Além disso,
para qualquer grafo split, é possivel exibir um algoritmo que constréi uma arvore
3-geradora. Com isso, podemos garantir que o indice de extensao dos grafos split é,
no maximo, 3. Primeiramente, vamos demonstrar este limite superior. Considere o
exemplo da Figura [3.6] e o Algoritmo [3.2.1] A ideia é que comecemos a construgao
da arvore 3-geradora a partir de uma estrela e, em seguida, acrescentemos os vértices

restantes que nao eram adjacentes ao centro da estrela ja construida.

Algoritmo 3.2.1 Construgao de arvore 3-geradora de um grafo split
Seja G = ((X,Y), E) um grafo split.

1: Tomar um vértice v € X tal que v tenha o maior grau possivel

2: Iniciar a construcao da arvore a partir de uma estrela com centro v e cujas folhas
sao todos os vizinhos de v em G

3: Se ainda houver vértice nao adicionado, adiciona-lo & arvore utilizando uma

aresta arbitraria de G

Note que independentemente do vértice v € X que escolhamos para centro da

estrela inicial, esta construgao nos conduz a uma arvore 3-geradora, como é provado

no Lema [3.2.11

Figura 3.6: Grafo split e sua arvore 3-geradora.

Lema 3.2.1. ([41]) Se G é um grafo split, entao o(G) < 3.

Demonstragao. Nos obtemos uma arvore geradora 7T para um grafo split G =
((X,Y), E), onde X representa uma clique e Y representa um conjunto indepen-
dente, da seguinte forma. Defina qualquer vértice x em X como o centro da estrela
que inclui todos os outro vértices de X. Em seguida, para cada vértice y € Y,
escolha uma aresta incidente em y, arbitrariamente, e faca de y um vértice pendente
em T'. Nos resta mostrar que a distancia entre dois vértices adjacentes v, w em G é,
no maximo, 3 em 7. i) v,w € X: jai que possuimos uma estrela em 7" em relagao

a X, entao d(v,w) < 2, pelo caminho vzw ii) v € X, w € Y: o pior caso ocorre
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quando dg(w) > 2 e v é uma folha da estrela em 7. Neste caso, d(v,w) = 3 pelo

caminho vxz'w, onde z’w pertence a T'. H

Pelo Fato grafos split com o(G) = 1 sdo arvores e, portanto, bi-estrelas,
i.e., arvores com n vértices e pelo menos n — 2 folhas. A seguir, tendo como base
o Teorema vamos apresentar uma breve discussao acerca de propriedades

estruturais inerentes as grafos split com o(G) = 2 ou o(G) = 3.

Figura 3.7: (a) Grafo split G; 2-admissivel. (b) Uma arvore 2-geradora de G;. (c)
Grafo split G5 3-admissivel. (d) Uma arvore 3-geradora de Gb.

De acordo com o Teorema |[3.1.4] para um grafo G admitir uma arvore T 2-
geradora, a intersecao desta arvore T com cada componente 3-conexo H de G deve
ser uma estrela geradora de H. Ao observarmos o grafo da Figura vemos que
os componentes 3-conexos do grafo sdo os triangulos formados pelos vértices (a, b, g),
(b,h,c), a clique e a aresta ei. A interse¢io de cada um destes componentes com a
arvore mostrada em ¢ uma estrela geradora de cada um destes. Na Figura|3.7c|
os componentes 3-conexos do grafo G5 sao os trés tridngulos formados pelos vértices
(a,b,g), (b,c,h) e (d,e, h) e aclique. A Figura[3.7dilustra uma arvore T’ 3-geradora
de GG;. O fator de extensao desta arvore se da por conta da distancia entre os vértices
a, g, que em T' ¢ igual a 3. Entretanto, a intersecao desta érvore T' com o triangulo
formado pelos vértices (a, b, g) ndo é uma estrela geradora deste triangulo. E mesmo
que alteremos o vértice centro de T, continuaremos com o mesmo problema, que é
nao conseguirmos que a intersecao de 7' com cada um dos componentes 3-conexos
seja uma estrela geradora de cada um, simultaneamente.

Conforme dito na subsecao anterior, vértices pendentes nao influenciam no indice

de extensao de um grafo G. E mais formalmente, temos a seguinte afirmacao:
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Afirmagao 3.2.1. Seja G = (V, E) um grafo simples e seja P = {v € V|d(v) = 1}.
Entao, 0(G) = o(G\ P).

Podemos, com a Afirmacao deduzir que um grafo split G cujos vértices
do independente sao todos pendentes possui indice de extensao o(G) = 2. Pois ao
realizarmos o pré-processamento para a retirada destes vértices, teremos como saida
um grafo completo que possui um vértice universal e logo, pela Observagao [3.1.1],

¢ 2-admissivel. Com a ajuda deste resultados parciais, podemos enunciar o Teo-

rema [3.2.1].

Teorema 3.2.1. Seja G = ((X,Y), E) um grafo split, tal que Vy € Y,dg(y) > 1.

Entao, o(G) = 2 se, e somente se, G possui um vértice universal.

Demonstragao. Seja G um grafo split com vértice universal. Pela Observagao [3.1.1]
esta ¢ uma condigao suficiente para a 2-admissibilidade e, portanto, o(G) = 2. Nos
resta provar que: se G é um grafo split tal que Vy € Y, dg(y) > 1 e 0(G) = 2, entao
GG possui um vértice universal. Vamos assumir que |Y| > 2, pois caso contrario, G

tem vértice universal. Existem, portanto, dois casos:
(i) daly) =2,Vy € Y ;
(i) dy € Y, tal que dg(y) >3 .

Em , vamos supor que o grafo split G possua um conjunto independente com 2 ou
mais vértices e, por absurdo, vamos supor que G nao possua um vértice universal.
Logo, a arvore 6tima T nao é uma estrela geradora de G. Além disso, temos como
componentes 3-conexos de GG, a clique X e cada triangulo formado por um vértice
y € Y e dois vértices x1 e o € X, que denotaremos por Y;. De acordo com o
Teorema de Cai e Corneil [12], existe uma arvore geradora T' de G tal que,
T N H é uma estrela geradora de H, para todo componente 3-conexo H. Como X
induz um componente 3-conexo em G, T'N G[X] é uma estrela geradora de G[X].
Como nao temos vértice universal em G, existe pelo menos um vértice y € Y,
adjacente a duas folhas de TN G[X], e neste caso, o(G) = 3. Absurdo. Em [(ii)]
vamos comegar tratando dos grafos split onde, dg(y) > 3,Vy € Y. Neste caso,
todo o grafo G é um componente 3-conexo. Temos, que pelo Teorema [3.1.4] existe
uma arvore geradora 71" tal que G NT é uma estrela geradora de G. Portanto o
grafo deve obrigatoriamente apresentar um vértice universal e este sera o centro
da estrela. Por fim, dentro deste mesmo caso, podemos ter em Y, pelo menos um
vértice y cujo grau é 2. Neste subcaso, os componentes 3-conexos sao: G[Z], onde
Z ={XU{y}ly € Y,dc(y) > 3} e os triangulos Y;. Vamos construir 7', inicialmente,
a partir do componente G[Z]. Neste caso, ou o centro da estrela geradora de G[Z]

pertence a X ou a Y. Primeiramente, suponha que o centro da estrela geradora
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de G seja um vértice x € X e que GG nao possua vértice universal. Logo, existe
pelo menos um vértice y € Y, adjacente a duas folhas de T'N G[Z], e neste caso,
0(G) = 3. Absurdo. Agora suponha que o centro da estrela geradora de G|[Z] esteja
em Y. Neste caso, existe pelo menos um vértice y € Y, tal que dg(y) = 2 que nado
tem adjacéncia com o centro da estrela. Logo, este vértice é adjacente a duas folhas

da geradora de G[Z], assim implicando em o(G) = 3. Absurdo. O

Com estes resultados, podemos particionar os grafos split em 3 subclasses sob
a perspectiva da t-admissibilidade. Grafos split com o(G) = 1, grafos split com
o(G) = 2 e grafos split com o(G) = 3 (observe o diagrama da Figura). Observe
que os grafos split com o(G) = 1 s@o arvores e, portanto, bipartidos. A variantes
do problema da coloragdo: COLORACAO DE ARESTAS ¢ COLORACAO TOTAL estao
resolvidos para arvores, ou seja, sabemos determinar o indice cromético e o niimero
cromatico total de grafos split 1-admissiveis. Neste trabalho, abordaremos estas

duas variantes do problema da coloracao restritas aos split 2-admissiveis.

Grafos 3-admissiveis

Grafos Split

rafos 2-admissiveis

Figura 3.8: Particionamento da classe dos grafos t-admissiveis com respeito aos
valores de t = 1,2 e 3 voltados para a classe dos grafos split.
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Capitulo 4

O Problema da Coloracao de Arestas
e Coloracao Total para grafos split

2-admissivels

Neste capitulo, fornecemos caracterizagoes para uma subclasse dos grafos split no
contexto de duas variantes de problemas de coloracao: o PROBLEMA DA COLORA-
GCAO DE ARESTAS € 0 PROBLEMA DA COLORAGAO TOTAL. Esta subclasse, por
sua vez, ¢ definida ao observarmos a classe dos grafos split sob a 6tica do PRO-
BLEMA DA t-ADMISSIBILIDADE, visto no Capitulo 3 Como visto, os grafos split sao
3-admissiveis e sabemos caracterizar estruturalmente os grafos split 2-admissiveis
através do Teorema[3.2.1] Sob essa perspectiva, conseguimos particionar a classe dos
grafos split essencialmente em trés partes: os grafos split com o(G) = 1, 0(G) = 2
e 0(G) = 3. Note ainda que os tunicos grafos split 1-admissiveis sdo arvores bem
especificas: bi-estrelas. Bi-estrelas sao grafos bipartidos. Logo, sabemos determinar
seu indice cromatico por [33]. Além disso, também é sabido que arvores a menos
do K sao Tipo 1, enquanto que o Ky é Tipo 2 [62]. Como foi mostrado pelo Te-
orema [3.2.1] ap6s um pré-processamento onde os vértices de grau 1 sdo removidos,
um grafo split é 2-admissivel se, e somente se, possui um vértice universal. Isto
implica que, os grafos split 3-admissiveis sao os grafos split que, apds a retirada dos
vértices pendentes de Y, ndao possuem um vértice universal. Como o problema da
coloracao de arestas e total para grafos split ja foi amplamente estudado, existem
resultados parciais mencionados no Capitulo [2] que, junto com os resultados apre-
sentados aqui completam o panorama da coloracao de arestas e da coloracao total
para os grafos split 2-admissiveis. Portanto, com base na revisao literaria feita e
exibida no Capitulo [2| vamos restringir nossos estudos a grafos split 2-admissiveis
com A(G) par (Teorema [2.3.3)), que ndo possuem um vértice universal (Observa-
Gao e Teorema e que nao possuem um vértice em Y dentro da faixa
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{@-‘ <d(v) < # (Teorema [2.3.4]). Observe a Figura . Além disso, uma outra

restricao que vamos impor aos grafos utilizados no escopo desta dissertagao é de que

tais grafos nao sejam sobrecarregados, visto que grafos sobrecarregados sao Classe

2. Veja a figura abaixo.

Figura 4.1: Grafo G = ((X,Y), E) split 2-admissivel cujo grau maximo é par e todos

os vértices de Y apresentam grau fora do intervalo [%W <d(v) < %.

Ressaltamos que, até onde vai o nosso conhecimento da literatura acerca do
PROBLEMA DA COLORACAO DE ARESTAS para grafos split, nenhuma classe estu-
dada até hoje coincide com a classe dos grafos split 2-admissiveis. Por exemplo,
as classes split-indiferenca [38], split-intervalo [26] e split-comparabilidade [22] ja
foram estudadas e classificadas quanto a tratabilidade do PROBLEMA DA COLORA-
CAO DE ARESTAS. Estas trés classes possuem apenas uma interse¢ao com a classe
dos grafos split 2-admissiveis, sendo possivel assim, encontrar grafos 2-admissiveis e

3-admissiveis dentro de cada uma destas classes. Veja a figura abaixo:

@ @ WAYAN
(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Figura 4.2: (a) Grafo split-indiferenca 2-admissivel. (b) Grafo split-indiferenga
3-admissivel. (c) Grafo split-intervalo 2-admissivel. (d) Grafo split-intervalo
3-admissivel.(e) Grafo split-comparabilidade 2-admissivel. (f) Grafo split-
comparabilidade 3-admissivel.

Podemos apresentar infinitos grafos split 2-admissiveis que nao pertencem as

classes estudadas.
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O—=C O—CO

Figura 4.3: Dois grafos split 2-admissiveis que nao sao de comparabilidade, nem de
intervalo e nem indiferenca.

Os grafo da Figura [4.3|sao grafos split 2-admissiveis, porém nao sao indiferenca.
Pois grafos split-indiferenga podem ter, no maximo, dois vértices em seu conjunto in-
dependente [38]. Por outro lado, os grafos acima também nao sao de intervalo e nem
de comparabilidade. Este fato se d& por conta do grafo da esquerda da Figura|4.3|ser
um subgrafo proibido para ambas as classes: split-intervalo e split-comparabilidade
(veja [36]). Seguindo esta ideia, podemos construir infinitos grafos que contenham
este grafo como um subgrafo induzido e que ainda mantenham a propriedade de ser
um grafo split 2-admissivel. Esta construcao pode ser feita tomando 3 vértices da
clique e 3 vértices do conjunto independente, de modo que cada um dos vértices do
conjunto independente seja adjacente a apenas um dos 3 vértices tomados da clique
e estas adjacéncias sejam de um para um dentro deste subgrafo. E, além desta es-
trutura, exista um vértice v na clique que é adjacente a todos os vértices com grau
maior ou igual a 2. Para qualquer clique que possua um tamanho maior ou igual a
4, podemos obter esta estrutura facilmente. Para cliques de tamanho igual a 3, o

proprio grafo ja deve ser a estrutura, como ilustrado na Figura

4.1 Indice Cromatico de grafos split 2-admissiveis

Sabemos, pelos resultados previamente exibidos (Fato que todo grafo sobre-
carregado é Classe 2. Desta forma, como dito anteriormente, nao trabalharemos
com grafos split 2-admissiveis sobrecarregados. Além disso, os conceitos de grafo
subgrafo-sobrecarregado e vizinhanga-sobrecarregado, que na classe dos grafos split
sdo equivalentes pelo Teorema [2.3.5] vistos no Capitulo [2| sdo muito importantes

para enunciarmos o resultado principal deste capitulo.

Lema 4.1.1. Seja G = ((X,Y), E) um grafo split com o(G) = 2 tal que A(G) €
par. Se G[N[v]] € sobrecarregado para algum v € X tal que d(v) = A(G), entdo v

nao possut vizinho pendente.

Demonstra¢ao. Suponhamos, por contradigao, que Vv tal que d(v) = A(G), v possui

pelo menos um vértice pendente em Ny (v), onde Ny (v) denota a vizinhanga do

31



vértice v no conjunto independente Y. Considere |Ny(v)| = = + 1. Note que
A(G)=(k—1)4+z+1=k+x (onde |X| = k) que, por hipotese, é par. Entao,
[V(G[N[v]])| = k4+x+1. Como G[N|v]] é sobrecarregado, temos que: |E(G[N[v]])| >
| B2t (k+2). Como k+x é par, | M| = B2 o |[B(G[N[V]])| > H2(k+2) + 1e
isto implica que: |E(G[N[v]])| > @ + 1. Portanto, |E(G[N[v]])| > w + 1.
Note que esta unidade acrescida ao fim da expressao ja representa a aresta incidente
ao vértice pendente considerado e portanto, ja é omitida na expressao a seguir. Como
a clique X tem k(kT_l) k2+2’;x+x2 — k22_k = (2k$+2k+$2)

transversais, i.e, entre a clique e os vizinhos de v em Y, onde nenhum destes vizinhos

arestas, temos pelo menos arestas
é o vértice pendente considerado. Note que, como X é maximal, o maior nimero
de arestas transversais incidentes a um vértice de Y é (k — 1). Logo, como temos
x vértices em Gy[N[v]] que nao sdo necessariamente pendentes, o maior nimero
possivel de arestas transversais é x(k—1) = kz—z. Portanto, M—(kx—x) <0
< 2?2+ 22+ k <0. Resolvendo tal inequacao, obtemos como raizes os valores:
~1++vV1—ke—(1++1—k). O tnico caso em que estas expressoes assumem
valores reais € quando k = 1, como k denota o tamanho da clique maximal, sabemos
que k > 1, logo o tnico valor que é de fato possivel para k é 1. Entretanto, quando
k =1, o grafo split € uma estrela e consequentemente, 1-admissivel. Isto nos leva a
uma contradi¢ao e concluimos que se G[N[v]] é sobrecarregado para algum v € X

tal que d(v) = A(G), entdo ndo podem existir vértices pendentes em Ny (v). O

O Lema [4.1.1] nos conduz ao Teorema [{.1.1| que caracteriza os grafos split 2-

admissiveis com grau maximo par que sao vizinhanca-sobrecarregados.

Teorema 4.1.1. Seja G = ((X,Y), E) um grafo split com o(G) =2, A(G) par, e
seja P o conjunto de vértices pendentes de G. Entao G € vizinhanc¢a-sobrecarregado
se, e somente se, v € X, tal que v € universal em G[V \ P|, A(G[N[v]]) = A(G)

e G[N[v]] € sobrecarregado.

Demonstra¢ao. Suponha inicialmente que, Jv € X universal em G[V \ P] tal que
A(G[N[v]]) = A(G) e G[N|v]] & sobrecarregado. Isto ¢ precisamente a defini¢ao de
grafo vizinhanga-sobrecarregado e isto prova a suficiéncia do teorema. Resta mostrar
que se G ¢é vizinhanga-sobrecarregado, entao Jv € X universal em G[V '\ P] tal que
A(G[N[v]]) = A(G) e G[N[v]] & sobrecarregado. Se G ¢ vizinhanga-sobrecarregado,
entdo Jz € X, tal que d(z) = A(G) e G[N|[z]] é sobrecarregado. Como G é um
grafo split 2-admissivel, sabemos que Jv € X que é universal em G[V \ P]. Logo,

pelo Lema [£.1.T v ndo possui vizinhos pendentes. ]

A seguir, propomos um algoritmo para coloragao das arestas de um grafo split

2-admissivel Classe 1:
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Algoritmo 4.1.1 Coloracao de arestas de grafos split 2-admissiveis Classe 1

Seja G = ((X,Y), E) um grafo split com o(G) = 2, sem vértice universal tal
que A(G) € par. Seja P o conjunto de vértices pendentes de G e v um vértice
universal em G[V \ P].
Fase 1:

: Obter H = G[N[v]]

2: Colorir H utilizando o algoritmo da literatura apropriado para coloracao de

—

arestas de grafos com vértice universal ([43], [6])
Fase 2 (a partir daqui, so falta colorir arestas incidentes a vértices pendentes.):
3: Adicionar vértices que estao em G[V \ H] construindo assim o grafo H' tal que
A(H) = A(H)
4: Colorir as arestas incidentes a estes novos vértices que foram adicionados com
as cores faltantes em cada vértice
Fase 3:

: Inserir os vértices restantes, se existirem

(@31

6: Para cada aresta adicionada nesta etapa incidente a um vértice de grau A(G),
utilizar uma nova cor

7: Aplicar, apropriadamente, estas cores as demais arestas adicionadas.

A figura abaixo ilustra uma aplicagao do Algoritmo [4.1.1}

Figura 4.4: (a) Grafo split G 2-admissivel. (b) Fase 1: Obtenc¢ao do subgrafo
H = G[N[v]]. (c) Fase 1: Coloracao das arestas de H. (d) Fase 2: Obtengao do
subgrafo H'. (e) Fase 2: Coloragao das arestas de H'. (f) Fase 3: Retorno ao grafo
G. (g) Fase 3: Coloracao das arestas de G.
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Vamos demonstrar alguns resultados auxiliares sobre etapas do Algoritmo |4.1.1

que nos ajudarao a concluir a prova principal do teorema desta secao a seguir.

Lema 4.1.2. Seja G = ((X,Y),E) um grafo split com o(G) = 2, sem vértice
universal tal que A(G) € par. Apds concluida a Fase 1 do Algoritmo nao $ao

necessdrias cores novas para completar a Fase 2 do Algoritmo [{.1.1]

Demonstracao. Note que se um vértice v’/ € X teve aumento de grau na Fase 2,
entdo dy (v") < dg(v). Temos entao dois casos a tratar: H é Classe 1 ou H ¢é Classe
2. No primeiro caso, existem pelo menos dy (v) —dg (v") cores que ndo sdo incidentes
a v" depois da coloragao de H. Ja no segundo caso, temos dy(v) + 1 — dg(v”) cores
disponiveis apos a coloracao de H. Em ambos casos, o niimero de arestas acrescidas
a v" é exatamente dy(v) — dg(v”), por construgdo. Como cada aresta acrescida é
incidente a um vértice pendente de Y, basta colorir cada uma com uma cor disponivel

e garantimos que nao mais que x'(H) cores foram usadas em H'. ]

Lema 4.1.3. Seja G = ((X,Y), E) um grafo split com o(G) = 2, sem vértice
universal tal que A(G) € par. Apds concluida a Fase 2 do Algoritmo na Fase
3, sao usadas, no mdximo, d(v') —d(v) novas cores para completar a A(G)-coloragao

das arestas de G, onde v' denota um vértice de grau A(G).

Demonstracao. De fato, se H é Classe 1, entao vamos acrescentar uma nova cor
para cada aresta adicionada a v’. Note que isso finaliza uma A(G)-coloragdo de
arestas de G uma vez que cada aresta adicionada leva ao aumento do grau méaximo
do grafo em uma unidade. O uso destas cores é aplicado a todos os vértices do grafo
com acréscimo de arestas na Fase 3 e nao ha conflito, pois as arestas adicionadas
sao arestas incidentes a vértices pendentes de Y. Por outro lado, se H é Classe
2, entdo foram usadas A(H) + 1 cores na colora¢do das Fases 1 e 2. Como, na
Fase 2, o nimero de cores disponiveis é uma unidade maior do que o nimero de
cores necessarias para colorir as arestas adicionadas a cada vértice, na Fase 3, sao

necessarias d(v') — d(v) — 1 novas cores para completar a A(G)-colora¢ao de G. [

Teorema 4.1.2. Seja G = ((X,Y), E) um grafo split com o(G) = 2 e A(G) par.
Entao G € Classe 2 se, e somente se, G € vizinhanga-sobrecarregado. Além disso, a
coloragao dos grafos split com o(G) = 2 que nao sao vizinhanga-sobrecarregados é

realizada por meio do Algoritmo e 0 mesmo estd correto.

Demonstrag¢ao. Suponha, inicialmente, que G ¢é vizinhanca-sobrecarregado. Logo,
G é Classe 2 pelo Fato [3.1.]] Resta mostrar que se G é Classe 2, entdo G é
vizinhanca-sobrecarregado. Tomemos a contrapositiva de tal implicacao, i.e, se
G nao é vizinhancga-sobrecarregado, entao GG é Classe 1. Pelo Teorema [4.1.1, se

G nao é vizinhanca-sobrecarregado, entdao Vv € X universal em H = G[V \ P,
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A(H) # A(G) ou H nao é sobrecarregado. Vamos mostrar que, em todos os casos,
conseguimos colorir G com A(G) cores utilizando o Algoritmo[4.1.1] Suponha inici-
almente que Vv € X universal em G[V \ P], A(H) # A(G), ou seja, que exista um
outro vértice v € X, tal que d(v) < d(v') = A(G). Na Fase 1 do Algoritmo
colorimos H. Este grafo possui um vértice universal e, portanto, sabemos determi-
nar seu indice cromatico através dos algoritmos citados na Subse¢ao [2.3.1] De fato,
se |V(H)| é par e H tem um vértice universal, entdao H é um subgrafo de um Ko,
e, pela Observagao , isto implica que H é Classe 1 e A(H) cores sao usadas
na sua coloragao. Por outro lado, se |V (H)| é impar, sabemos pelo Teorema [2.3.2]
que H é Classe 1 se, e somente se, H nao é subgrafo-sobrecarregado. Assim, temos
dois subcasos, a saber: H é Classe 1 ou H ¢é Classe 2. Para a Fase 2, conseguimos
manter o mesmo subconjunto de cores utilizado na coloracao de H, o que é demons-
trado pela Afirmagao [£.1.2] Por fim, na Fase 3, vamos adicionar todos os vértices
restantes ao subgrafo H' até que H' se torne o grafo GG inicial. Note que, na Fase 3,
o nimero maximo de arestas que sdo adicionadas a um vértice é d(v') — d(v), onde
v’ é um vértice de grau maximo em G. A Afirmacao [4.1.3| garante a corretude desta
etapa. Para finalizar a prova, suponha agora que A(H) = A(G) mas que H nao
seja sobrecarregado. Neste caso, ndao ha Fase 3 no Algoritmo [4.1.1] Note que, neste
caso, H é sempre Classe 1 pois, caso contréario, G seria vizinhancga-sobrecarregado.
Em qualquer caso apresentado, concluimos que é possivel estender a coloracao de H

para GG sem necessitar de mais que A(G) cores e isso conclui a prova. [

Esta demonstracao e o Teorema [3.1.1| mostram que duas famosas conjecturas no
ambito da coloragao de arestas sao verdadeiras considerando a classe dos grafos split
2-admissiveis.

A primeira delas, e mais conhecida, é a Conjectura de Hilton [17]. Esta conjectura
visa caracterizar grafos em geral cujo grau méximo é maior que um terco de sua
quantidade de vértices. Como a caracterizacao que fornecemos acima vale para
qualquer grafo split 2-admissivel, sabemos que a mesma é satisfeita por tal classe de

grafos.

Conjectura 4.1.1. [17] Seja G um grafo com A(G) > |V(G)|/3. G € Classe 1 se,

e somente se, G nao é subgrafo-sobrecarregado.
Teorema 4.1.3. A classe dos grafos split 2-admissiveis satisfaz a Congectura[4.1.1]
Demonstracao. Segue como consequéncia direta da Prova do Teorema [4.1.2] O

Ja a Conjectura dos autores Figueiredo et. al, pressupoe que grafos cor-
dais sejam Classe 2 se, e somente se, sao subgrafo-sobrecarregados. E pelo Teo-

rema [2.3.5 este conceito é equivalente ao de ser vizinhanga-sobrecarregado, quando
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restrito a classe dos grafos split, que é a condicao da caracterizacao fornecida pelo

Teorema 1.2

Conjectura 4.1.2. [20] Seja G um grafo cordal. G é Classe 2 se, e somente se, G

€ subgrafo-sobrecarregado.

Como consequéncia do Lema [4.1.1] podemos reescrever o Teorema da se-

guinte forma:

Corolario 4.1.1. Sejam G = ((X,Y), E) um grafo split com o(G) =2, A(G) par
e A=Ha; | dla;) = A(G)}. G € Classe 2 se, e somente se, 3 a; sem pendentes e
G[Nla;)] é sobrecarregado.

Note que, para o reconhecimento de um grafo split G 2-admissivel com A(G)
par que nao é vizinhanga-sobrecarregado, podemos, pelo Lema [4.1.1] excluir al-
guns dos vértices de grau maximo, pois este lema garante que somente os vértices
universais em G[V \ P] s@o possiveis candidatos a induzirem, com sua vizinhanga
fechada, um subgrafo sobrecarregado. Além disso, se todos esses candidatos pos-
suirem vértices pendentes, ainda pelo Lema [{.1.1] podemos concluir que G nao é
subgrafo-sobrecarregado. Consequentemente, pelo Teoremald.1.2| podemos enunciar

a seguinte condicao suficiente:

Corolario 4.1.2. Seja G = ((X,Y),E) um grafo split com o(G) = 2, A =
{aild(a;) = A(G) e a; € universal em G[V \ P]}. Se todo a; possui um ou mais
pendentes, G € Classe 1.

4.2 Numero Cromatico Total de grafos split 2-

admissiveis

Como foi dito na subsegao [2.3.3] os grafos split satisfazem a Conjectura e
isto implica que, para qualquer grafo split G, A(G)+1 < x"(G) < A(G) + 2.
Entretanto, ainda assim é um problema em aberto decidir se um grafo split qualquer
¢ Tipo 1. Sabemos ainda, que toda arvore é Tipo 1, exceto o Ky, que é Tipo 2[52].

Logo, como consequéncia, temos:

Teorema 4.2.1. [52] Seja G = ((X,Y), E) um grafo split 1-admissivel que nao seja
isomorfo ao Ky. Entao G € Tipo 1. Se G € isomorfo ao Ko, G € Tipo 2.

Nesta secao caracterizamos os grafos split 2-admissiveis quanto ao niimero cro-
matico total. Tal demonstracao é algoritmica assim como a demonstracao da clas-
sificagao de grafos split 2-admissiveis exibida na secao anterior. Neste algoritmo

utilizamos fortemente a caracterizagao de grafos split 2-admissiveis. O algoritmo
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possui como etapa inicial a coloragao de um subgrafo induzido pela vizinhanca fe-
chada de v, onde v denota um vértice que é adjacente a todos os vértices de Y cujo
grau é maior ou igual a 2. O motivo desta estratégia é por conta deste subgrafo
conter todos vértices de G que possuam grau maior ou igual a 2. Podemos garantir a
existéncia do vértice v, pois estamos lidando com grafos split 2-admissiveis. Mais es-
pecificamente, os tnicos vértices de G, que nao estao em G[N[v]] sdo alguns vértices
pendentes. O Teorema [4.2.3] enunciado a seguir, utiliza fortemente a Condicao de
Hilton que foi descrita no Teorema Vamos, entretanto, para a comodidade
do leitor, reapresentar a Condigao de Hilton a seguir. Esta condigao caracteriza
grafos simples com um ntmero par de vértices e que possuam um vértice universal

que sao (A(G) + 1)-coloriveis totalmente.

Teorema 4.2.2. (Condicao de Hilton) [29] Seja G um grafo simples com um nimero
par de vértices. Se G possui um vértice universal, entao G € Tipo 2 se, e somente
se, |[E(G)| + o/ (G) < |V(G)|/2, onde o/(G) denota o tamanho do emparelhamento

mdximo de G.

Como fizemos na se¢ao anterior, vamos enunciar um algoritmo que realiza a

coloracao total de um grafo split 2-admissivel Tipo 1:

Algoritmo 4.2.1 Coloragao total de grafos split 2-admissiveis Tipo 1
Seja G = ((X,Y), E) um grafo split com o(G) = 2 e seja P o conjunto de
vértices pendentes de G. Seja v o vértice universal em G|V \ P].
Fase 1:
1: Obter H = G[N|[v]]

2: Colorir H utilizando algoritmo da literatura apropriado [15]

Fase 2 (a partir de agora restam apenas vértices pendentes e arestas incidentes
a eles para serem coloridas. Nas fases 2 e 3 colorimos apenas arestas.):

3: Adicionar vértices que estao em V(G) \ V(H) construindo assim o grafo H' tal
que A(H) = A(H')

4: Colorir as arestas incidentes a estes novos vértices que foram adicionados com
as cores faltantes em cada vértice
Fase 3:

5: Inserir os vértices restantes, se existirem

6: Para cada aresta adicionada nesta etapa incidente a um vértice de grau A(G),
utilizar uma nova cor

7. Aplicar, apropriadamente, estas cores as demais arestas adicionadas
Fase 4 (restam apenas os vértices pendentes para serem coloridos):
Seja zw uma aresta adicionada na Fase 2 ou na Fase 3, onde z € Y ew € X

8: Colorir cada vértice pendente z com alguma cor ja utilizada nas arestas de w ja

coloridas, exceto a cor usada na aresta zw.
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A figura abaixo ilustra uma aplica¢ao do Algoritmo [.2.1}

Figura 4.5: (a) Grafo split G 2-admissivel. (b) Fase 1: Obtencao do subgrafo
H = G[N[v]]. (c) Fase 1: Coloracao das arestas de H. (d) Fase 2: Obtengao do
subgrafo H'. (e) Fase 2: Coloracao das arestas de H'. (f) Fase 3: Retorno ao grafo
G. (g) Fase 3: Coloracéo das arestas de G. (g) Fase 4: Coloracao dos vértices
pendentes adicionados durante as Fases 1 e 2.

Vamos demonstrar alguns resultados auxiliares sobre etapas do Algoritmo [4.2.1

que nos ajudarao a concluir a prova principal do teorema desta secao a seguir.

Lema 4.2.1. Seja G = ((X,Y), E) um grafo split com o(G) = 2. Concluida a Fase

1 do Algoritmo[{.2.1, nao sao necessdrias cores novas para a conclusao da Fase 2.

Demonstracao. Note que, se um vértice v € X teve aumento de grau na Fase 2,
entao dy (v") < dy(v). Temos entao dois casos a tratar: H é Tipo 1 ou H é Tipo 2.
No primeiro caso, existem pelo menos dy(v)+1—dg(v") cores que nao sao incidentes
a v” depois da coloragdo de H. Ja no segundo caso, temos dg(v) + 2 — dy(v")
cores disponiveis ap6s a coloragao de H. Em ambos casos, o nimero de arestas
acrescidas a v” é exatamente dy(v) — dy(v”), por constru¢ao. Como cada aresta
acrescida é incidente a um vértice pendente de Y, basta colorir cada uma com uma
cor disponivel. Para a coloracao de cada vértice z pendente adicionado durante a
Fase 2, temos d(w) — 1 cores disponiveis para colorir z, onde w ¢é vizinho de z. Como
z é pendente, a tnica cor que z nao pode receber é a cor da aresta zw. Portanto, ao

fim da fase 2, garantimos que nao mais que x”(H) cores foram usadas em H'. [

Lema 4.2.2. Seja G = ((X,Y), E) um grafo split com o(G) = 2. Concluida a
Fase 3 do Algoritmo sao usadas, no mdximo, d(v') — d(v) novas cores para

completar a (A(G) + 1)-coloragdo total de G, onde v' € um vértice de G tal que
d(v') = A(G).
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Demonstragao. De fato, se H é Tipo 1, entao vamos acrescentar uma nova cor para
cada aresta adicionada a v’. Note que isso finaliza uma A(G)-coloragao das arestas
de G uma vez que cada aresta adicionada leva ao aumento do grau maximo do grafo
em uma unidade. O uso destas cores é aplicado a todos as arestas incidentes aos
vértices do grafo cujos graus subiram na Fase 3 e nao ha conflito, pois as arestas
adicionadas sao arestas incidentes a vértices pendentes de Y. Por outro lado, se H
¢ Tipo 2, entao foram usadas A(H) + 2 cores na coloragao das Fases 1 e 2. Como,
na Fase 2, o niimero de cores disponiveis ¢ uma unidade maior do que o ntimero de
cores necessarias para colorir as arestas adicionadas a cada vértice, na Fase 3, sao
necessarias d(v') — d(v) — 1 novas cores para completar a A(G) + 1-coloracao total
de G. ]

Teorema 4.2.3. Seja G = ((X,Y), E) um grafo split com o(G) = 2 e seja P o
conjunto de vértices pendentes de G. G é Tipo 2 se, e somente se, Jv € X universal

em G[V'\ P] tal que d(v) = A(G) e G|N[v]] satisfaz a condi¢ao de Hilton.

Demonstragao. Inicialmente, temos dois casos: A(G) par e A(G) impar. Se A(G)
é par, entao G é Tipo 1 pelo Teorema[2.3.9 Se A(G) ¢é impar, seja v € X universal
em G[V \ P|] com maior grau possivel e considere H = G[N|v]]. Note que, ou
d(v) = A(G) ou I € X,v' # v tal que d(v') = A(G). Se d(v) = A(G) entdo
|V (H)| é par, e, consequentemente, H é Tipo 2 se, e somente se, satisfaz a Condigao
de Hilton. E portanto, G é Tipo 2 visto que ja precisamos de A(G) + 2 cores
em um subgrafo de G, que também tem grau méaximo A(G). Por outro lado, se
d(v) = A(G) entao |V(H)| é par e a Condi¢ao de Hilton nao ¢é satisfeita, H ¢é
Tipo 1, e ao aplicarmos o Algoritmo [£.2.1], conseguimos colorir G, totalmente, com
A(G) + 1 cores. Se d(v) < A(G) e d(v) é par, entdo, pelo Teorema [2.3.9, podemos
colorir H com A(H) + 1 cores. A Afirmagao m garante que atinjamos a Fase
3 tendo usado ndo mais que x”(H) cores. Além disso, a Afirmagao [4.2.2] garante
que, ao fim do Algoritmo tenhamos usado A(G) + 1 cores. Para a coloragao
de cada vértice pendente z, utilizamos uma das cores utilizadas nas arestas de w
a menos da cor da aresta zw, tal que w é o vizinho de z na clique X, e portanto
G ¢é Tipo 1 neste caso. Se d(v) < A(G) e d(v) é impar, isto implica que |V (H)| é
par. Sabemos que H é Tipo 2 se, e somente se, H satisfaz a Condi¢ao de Hilton.
Se a Condigao de Hilton é satisfeita, A(H) + 2 cores ja estao sendo usadas em H
entretanto, vamos mostrar que G é Tipo 1. Novamente, pela Afirmacao [4.2.1] apos
o fim da Fase 2, temos uma cor a mais para colorir as arestas restantes (que serao
adicionadas na Fase 3). Isto implica que, existirao A(G) — A(H) novas arestas, mas
apenas A(G) — A(H) — 1 cores serao necessarias para as arestas. Para os vértices,
utilizamos a estratégia da Fase 4 e isto mostra que G um grafo Tipo 1. Se a Condi¢ao
de Hilton néo é satisfeita, concluimos que H ¢é Tipo 1 e, usando o Algoritmo [£.2.1]
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conseguimos estender a coloracao para todo G. Logo, G é também Tipo 1 neste

caso. O

O Teorema nos fornece entao uma maneira algoritmica de realizar a colo-
racao total de grafos split 2-admissiveis com as restri¢oes impostas ao longo desta
subsecao. Este resultado, por sua vez, utiliza fortemente a Condi¢ao de Hilton
e as propriedades estruturais dos grafos split no contexto do PROBLEMA DA t-
ADMISSIBILIDADE.
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Capitulo 5
Conclusao e Trabalhos Futuros

Os problemas de coloragao sao objetos de estudo de muitos pesquisadores desde
que surgiram e, embora sejam NP-completos no geral, a incerteza acerca de diversas
classes no contexto destes problemas motiva o estudo detalhado de cada uma destas
classes. Uma destas classes que ¢ amplamente estudada tanto no problema de
coloracao de arestas, como no problema de coloragao total é a classe dos grafos split,
que também ¢é a classe tratada aqui neste estudo. Neste trabalho, partimos de uma
abordagem mais indireta, que foi a de particionar os grafos split por meio de um
outro problema conhecido como PROBLEMA DA t-ADMISSIBILIDADE. Conseguimos
entao, através deste segundo problema particionar o universo dos grafos split em
trés subconjuntos: os grafos split com o(G) =1, 0(G) = 2 e 0(G) = 3. Os grafos
split com o(G) = 1 sao bi-estrelas, ou seja, sdo arvores e como tal, ja conhecemos
seu indice cromatico e seu niimero cromético total. Caracterizamos completamente
os grafos split 2-admissiveis quanto ao seu indice cromatico e quanto ao seu niimero
croméatico total. Esta nova visao nao s6 nos forneceu uma perspectiva muito
interessante para os problemas de coloracao, como também deu indicios sobre
possiveis novos resultados acerca da classe dos grafos split. Para fecharmos os
grafos split, resta caracterizar os grafos split com o(G) = 3 tanto em relagdo ao seu
indice cromético quanto ao seu nimero cromético total. A figura abaixo ilustra o
panorama da literatura sobre o problema da coloracao de arestas quando restrito a

classe dos grafos split.
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3-admissiveis

Split

Split-intervalo Split-comparabilidade

Figura 5.1: Diagrama que mostra o que se sabe sobre a coloragao de arestas de
grafos split e subclasses relacionadas. A regiao que estudamos neste trabalho é a
regiao delimitada pela circunferéncia vermelha. As regidoes marcadas com um ponto
de interrogagao sao regioes que testes iniciais demonstraram ser vazias.

Justamente, sob este contexto, que surgem nossas pretensoes para trabalhos
futuros, que é a de abordar os grafos split 3-admissiveis. Em alguns exemplos
simples e casos iniciais, ja obtivemos resultados para algumas subclasses dos grafos
split 3-admissiveis. Além disso, pretendemos estudar outras variantes do problema
da coloragao, como a coloragao equilibrada, no contexto de grafos split com o(G) = 2

e o(G) = 3.
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