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SUMERIO

A implantagdo em computador do algonilimo do simplex, devide a Dant
zlg, para nesolvern problemas de medio e grande ponrte de proghama
¢do Linear, exige o desenvolvimento de tichicas computacionais L4
gadas a esparsidade de matrizes, ¢ estudo de ernos de arredonda
menta, que podem mascararn sexriamente os nesulitados finals, ¢ exdige
finalmente, um bom conhecimento de analise numiiica. Apresentamos
caquié alguns -metodos de invensdo de matrizes utilizados na constru
cao de cEdigaa'camputacionaﬁé eficientes de programagdo Linear .
Com infuifo de expor nossa pequena éxpa&iéncéa com o udeo e ¢ desen
voluimento de codigos computacionals de. proghramagdo ELneak, conce
bemos essc trabalho. ‘

"ABSTRACT
An implementfation of Dantzig's S{mptcx Algonithm oriented to solve
medium and farge scale Linear programming problLems must consdidex
sparse mataix techiques, nounding ennons and §inally numericaf
analysis. Some methods which are emploged in efficient Lincan
proeghamming codes are presented. The objective L& fo discuss some
aspects about the use and devefopment of Linean p&og&amm4ng
Aaéiwa&e

*Apresentado na Quinta Escuelg Latinoamericana de Matematica, Mar
del Plata, Argentina, 28 de julho a 8 de agosto, 1980.
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1. INTRODUCAO

Problema de Programacao Linear. Um problema de programagao 1i
near pode ser semprecolecado sob a seguinte forma:

maximizar z = cX , (1)

sujeito a Ax = b (1.2)

x >0, (7 :3)

onde sao dados CTE R"™, A matriz com m linhas e n colunas de posto
m, be R. Deseja-se encontrar x = {x1 Xp we xn)Te R" que maximize

a funcao objetivo (1.1), satisfazendo (1.2) e (1.3).

Particionemos a matriz A em duas matrizes B e N, denominadas
respectivamente matrizes basica e nio basica, onde B @ quadrada
de ordem m e inversfvel isto &,

= [a ceeag] o= (8 N] (1.4)

Aqa]ogamente partacaonaremos X em Xg € Xy e C em Cp e Cp. Se
jam IB e I os conjuntos dos Tndices das variaveis basicas e nao
basicas respectivamente.

Podemos assim, escrever {1.2):

Bxg + Nxy = b {1:.5)

Resolvendo (1.5), isto e, tiraremos os valores de xg em fun
cao de Xy 5 " ,
xg = B b - B~ Nxy “ (1.6}

As componentes da'xB 5ao0 denomanadas var1ave;s bas1cas, pois
estio associadas as colunas de B gue formam uma base do R" e as
de xy de nao basicas. '

Quando fizermos Xy =_O, Xg tomara o valor

' %y = B~ b : _ (1.7).
denominaremos essa solugao basica de (1.2) ou (1.5).

Se uma das ;omponentes de IB for nula, diremos que a solugao
basica e degenerada. Da mesma maneira se ;B >0, denominaremos
que IB & uma solugdo basica viavel, para o problema (1.1), (1.2)
e (1.3), pois alem de sat1sfazer (1.2) satisfaz tambem (1.3 .

Pela teoria do metodo do simplex, ver [6], |[12] e |10|, caso
(el ) bdw2) e 5013 admita uma solugao finita, pelo menos uma sg
lugdo otima serd uma solugdo basica.

Verificaremos tambem que o nimero maximo de matrizes quadra
das diferentes entre elas duas a duas de ordem m,'inversfveis,foE
madas de m colunas dentre as n de A tem um limite superior dado
por (;). Logo o nimero de solugGes basicas e finito.
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0 metodo do simplex parte de uma solucao basica viavel, testa
se essa solucao & otima, caso seja para, caso contrario passa pa
ra outra solugao basica viaveél que difere apenas de uma componen
te em relagao a solugdo anterior, como sera visto mais adiante.

Reescrevendo a funcdo objetivo:

_ z = cg¥p *+ ¥y substituindo xz em fungao de xy, como indica
do em (1.5), teremos: '

-1

2 = ¢gxB b = - E (2= ¢, )% (1.8)
B A B

onde:
- =k
. Ty = cpB 3 {1.%)
0 criterio de otimalidade ¢ dado por: :

Ty H ey B 0  Jjely (1.10)

1

Caso (1.10) seja verificado, xp = B™'b Xy = 0 otimizam c

e
problema em gquestao fornecendo a z o valor z = cBBh]b.

Quande {1.10) nao for verificado, isto e, existir ao menos um
k e IN’ tal que zk = T % 0, nao poderemos garantir que a solugao
em questao sera otima, pois se Xy entrar na base, sempre tomara
valores nao negativos para manter a v1ab111dade, podera fazer com
que z aumente de valor, isto &, z = (zk ck)ecmde e & o valornao,
negativo atribuido a X, quando esta var1ave1 entrar na base.

Come podemos observar X, devera entrar no lugar de uma -varia
vel basica, ‘isso serd feito pela condigao de viabilidade

X X

Bg B
ST = E:.'mﬂo e (1.11)
Ak 3k 2k
b v iEIB
onde Xp, € a

-Esima componente de Xy e a;, & a i-@sima componen-
e
e de

t ap

1
B_]ak; A expressao (1.11) indica que X saira da base,

devemos lembrar que EB e o valor que xs,tomou. Quando nac houver
nenhum Eik > 0, o problema (1.1), (1.2) e (1.3) tem solugao ilimi
tada. Ver 16|, [12] e }10].

Lembremos tambem que quando (1.2) e (1.3) formarem um conjun-
to vazio entao ndoc teremos nenhuma solugao viavel para o problema,
logo nao teremos tambem solugao basica v1ave1 0 proprio  mé&todo
do simplex, . denom1nado das duas fases, trabara esse problema. Ver
(6], |12| e |10]. ‘
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2. METODOS DE INVERSAO DE MATRIZES BASICAS

Considera;éés Gerais. Como foi visto no paragrafo anterior
Xy entrara -no lugar de x., isso quer dizer que a coluna a, substi
tuird a, na base. '

Suponhamos que

B = Ea1 3g.1 2 B ,;"am], a nova base ser? )
— B o= [ag ap «vv 3507 Ay Agyy oo a,]. Sabemos que B - e conhe
cida, queremos conhecer (B) ]. Poderemos ou inverter diretamente

B, as vezes, necessario quando ha uma acumulacac de erros de arre
dondamento maior que um Timite tolerado, ou calcular (B)" : a par
tir de B ], por uma operagao matricial bem simples.

A seguir apresentaremos alguns t1pos de_matr1zes, seus usos e
sua propriedades. :

Todas as matrizes aqui tratadas serdao quadradas de ordem m,
quando isso nao ocorrer assxna1aremos

Seja &y = (0 0...010. ) . cu3a unica componente di ferente
de zero e igual a um g a j-esima, o vetor un1tar1c na diregao J
de Rm, 3

(i) ﬂatriz com apenas uma coluna diferente de zero.

00 0ty 0 ... 0
0 0 < 0 t2k & s O >
E E E 5 £ tk&k , onde ‘
_ o s B . T
Lo 0 0t 0 ... 0 =ty bak k)
b

k- e51ma coluna

{11) Matriz com apenas uma linha d1ferente de zero:

0 0 5% 8 0

0. g g 59

0 0 S 0 | ( o

) = e t,, onde t, = (t, 4t S ) .

tel tep oo e k“k .k k17k2 km

0 0 : 0

0 0 - 0

L J

k-esima linha
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Utilizaremos a notagao tk para indicar um vetor coluna ou ve-
tor linha. ' '
(iii) Matriz quadrada elementar coluna:

E I T 0 ...0 |
0 1 4 0 tZk O .o O
0 0 | b - O 2as © .
0 0 = 0 tkk 0 = Ek =1 +(tk*ek)e_k
? 0 tk+1k v X . 0
LD O sue B tmk 0 1_
onde t, = (ty ty --. tmk)T. Verificaremos _]faci1mente que”
det(E,) = t - Se t  #0 entao podemos ter E
t |
R 4
1 0 s g 0
kk
t .
0 & t” 0
‘ kk
’ = I - L (tk-ek)el
0 [0 1S 1 0 tkk
tyk
t
0 0 P L 1
trk |

E interessante notar que a inversa de uma matriz quadrada ele-
mentar coluna, tambem e matriz quadrada elementar coluna e o grau
de esparsidade de ambas & identico. Lembremos gue:

T 5
Ek =1+ (t- ek)ek (2.1)
-1 1 1
E, =1~ . (te-e e, (2.2)
kk

Para que possamos recompor Eys basta-nos o conhecimento de ty
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e sua posigao (k-esima coluna). 0 mesmo deve ser estendido a E-g.
- 1

- Quando tk = (0 0 o 1 tk+1 K tk+2 Ko tmk} s
primeiras componentes sao nulas e tkkzi‘ Nesse caso a matriz qua

isto & a3 k-1

drada elementar coluna sera triangular inferior. Teros que:
_ B T T i } _
Ek = ] + {tk ek)ek -.I + tﬁ ey s onde tk = 1y B =
T

(00 0 tyi1 kbtksz k °- to) - Ey sempre tera inversa, pois
= _1_ = [ T
tkk = 1. ¢t b I tk ey
(iv) Matriz quadrada elementar linha:
1 0 ... 0 .. 0 ]
0 1 ... 0 i, D
b, ot t t s By = B ¥ gt~ el
Kl “k2 kk km ) k kY 7k ks
0 0 0 ‘ T
onde t, = (tkl tk2 e tkm). Da mesma maneira de t(Ek) 2 tkk; Se
teg £ 0 entao E;] sera:
1 0 0 s o |
0 1 0 - 0
N _ Yk 1 _ _xm I
ek VR ek tek - k
- : - 1
3 =l-— et -e)
: tkk K:k kK
0 0 0 1
i E, = 13 et = el ] (2.3)
k o : _ '
-1 1 g
B = L=4% ek(tk—ek) . (2.4)
kk
Quando t, = (00 ... 1 % 4 e tim! entdo teremos de (2.3)
= T i T :
Bl = I% ek(tk—ek), se t, = (tk gk) = {0 0 5:5 0 B kel cc tkm)

et - [ ']_ e ]
entao Ek = I + ektk e Ek =1 ektk

As matrizes desciitas ‘em (iii) e (iv) sao responsaveis pelos
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métodos de inversdo que apresentaremos brevemente.
(v) Matriz triangular inferior:
fe,, o R 1 1 1 ]
Ly Ly 0 ofl1. o ‘ 0 1 0...0
32] 322 0 227 1 Q 0 522 0 0 1 0
L1 Lz S mm {fm] & . : LG Lot : o0 Loim
L ) - Ly L, L
Ou ainda Lk =1 + (Ek— ek)el ko= Y2 ,m e onde
. T :
fy - A0 0" Lpy -ov Ly - L =y g Lo-1tm
Exemplo: ,
-3 0 0 3 0 0 1 0 O 1 0 0O
L =2 1 O0f=12 1 O 0 1 0 0 1 0
1 2 4 _1 0 1 0 &1 0 0 4
Caso zjj #0335 =1,2,...,m entao det(L) #0 e
-1 -1 -1 =1
L 'LmLm—l Ly
Assim sendo no -exemplo acima:
. ﬂ_] — u_] — T ]
T 6 8 1 0 B 3 0 0
el iR 0 10 2 1 @ =
0 0 4 -2 1 1 0
o 1 0 | 10 ol & 00
0. ¥ @ o .1 0 2
_‘3_ 1 O
1 =
,_0. 0 4 | 0 -2 11— 01
- ] &
— 0 0
Z
- 1 0
1 21 1
S 7 1]

A titulo de verificagao:
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3 0 0 s 0 0 1 0 o0
2 1 0 e 1 0 = lo 1 o0
3
1 -1 1
1 2 4 >3 > 5 0 0 1
(vi) Matriz triangular superior:
Upp Uy oo Ui 10 uy, Tupg,...u uyp 0 .01
0 Uny Uso 0 1 u2m 0 Upp o 0 g . 0
b =18 ¢ 2 B ] Do
LO 0 Ut I_O 0 e LO 0 1 0 0 . 1
U = Um U2 U]
Ou ainda U, = I + (u, - e.) ey onde
k k k k 2
T -
U = (u]k Uk Up g 0 0) , k =1,2, L.
U= U U g Ul
Exemplo: |
5 § 10 2 10 0]- [z 0 0 ]
Y= |0  F- 3 = 0 1 1 0 1 0 o 1 0
0 0 2 0 0 2 0 0 1 0 0 1
Quando Ujj,# 0§ =i 1,2, ,m entao det(U) # 0'e
-1 -1 -1 -1 -1
u - 1 Y 2 U m-1 v m
v no exemplo acima sera: ‘
s 1 211 [ oo bt v o |10 2 -1
vl =lo 1 1| =0 1 0 01 0 0o 1 1 .
0 0 2 0 0 1 1o o 1 0 0 2
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B - -

Lol [1 -1 o] [¥ 0 =3 R S
2 L. R
o 1 ol lo- 1 0] o 1 1 0 R
1 1
o o.1| fe o 1| lo o L 0 0
L wal L “ &
Como verificacgao
101 1 1 1
2 1 2| |5 - % - 7 1 0 0
1 "
0 1 1 0 1 =g = 01 0
o 0o 2] Lo g L] CEifp g o3

2

(vii) Matrizes de permutacao:
Seja a matriz A, queremos encontrar uma matriz A' quando per-

mutamos as colunas a, € ag-

K* = AP ofide P 5 e 8,006 48 € ol o8 quieL]

Desejamos permutar linhas:

C' = PC onde P = leqep . 188 1 "8 18Cuy - €
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Inversao de Matrizes pela Forma do Preduto da Inversa (PFI).
Desenvolveremos aqui um método para inverter matrizes denomi-
nado de forma do produto da inversa, ver tambem 8| e [13].

Seja Bq = (a] Ay +ee A7 9 By oves am) matriz quadrada mxm,
inversivel cuja inversa B‘q & conhecida. =~ Desejamos inverter
By =F(a1a2...al’(_1 roa,y ce- 3,)s B, possue as meémas_colunas de
Bq so que no lugar da coluna g esta r. Tomemos B q r=y =

T
(YqYpee ¥y Yy)
) ; T .

Seja a matriz elementar Ek =1 + (ywek)ek . S& ¥y £ 0 entao
£, & inversivel, isto e, gl 0 a1 (y-e )eT

k . k Ik kD7 = B e

Facilmente podemos verificar que B ¢ = E K B _,

quando E, for inversivel, isto &, quando y, # 0.

Fssas consideragoes sao importantes pois quando utilizamos o
método do simplex temos a cada iteragao inverter uma matriz que
difere de uma matriz, cuja inversa & conhecida, apenas por uma co’
luna. ) ‘ .

Podemos todavia utilizar essa tecnica para inverter uma ma
triz. Para explicar o método da forma do produto da inversa fare
mos esquematicamente sob forma de passos de um algoritmo.

seja B =(ay a, aj a,) mtriz 4x4 que dese jamos inverter.

Tomemos a matriz unitaria, de ordem 4, 1 que sabemos inverter:

I =1

1} By ® 1 # (ay - 91)3{ , supondo que E; seja inversivel, sabemos
calcular E_%, pois E, @ uma matriz elementar.

ii) a; E_} iy o Epm I % (a; - ez}eg , sendo E, inversivel cal
culemos 7). _ :

1o B s 1 T ) ,
jii) ay = £ 2 £ 1 23 o E3 = ] % (a3 - e3)e3 , sendo Lg inversivel
calculemos R .

P gl =l gl 1 T .
iv) Ay E 3 E o, E 1 34 > E4 = I + (a4 - e4)e4 , sendo E4 inver-
sivel, calculemos E'l
. ol ) o gsl e g]
Finalmente B = E 4 £ 3 E 2 E 1 :
Isso sera sempre possivel quando B for inversivel. As vezes

E,, tal como foi apresentado acima nhao & inversivel, pois a pri -
meira componerte a, pode ser nula, quando isso acontecer bqsta
permutarmos as colunas de B.

Queremos encontrar B-], no entanto as vezes precisamos reali-
zar antes do a]gdr?tmo de inversio operacgdoes de permutagao .entre
as colunas de B. Seja entao:r C = BP, c™' = p7 BT, gl 2 pc!

A tTtulo de esclarecimento seja:
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B = (a) a, a3 a4), tomemos C = (a, ag a, a4); cuja inversa

b2 b]

b , b ‘
L 3 » logo B L , onde bl ¢ R?
by - b !

3
b b. |
4 L%

A idéia de deixarmos a inversa sob a forma do produto de inver
sa estd ligada ao problema de esparsidade da matriz considerada,is
to e, desejamos manter a esparsidade da matriz inversa, pelo ménos
de maneira implicita.

Quando implementamos um codigo de programagac linear em compu
tador, estocamos de maneira sequencial em memoria auxiliar (disco
ou fita magngticos) as matrizes E'l , k=1,2,...,m sem explicitar
seu produto. :

Ao resolvermos um problema de programacao linear em computador
pelo metodo do simplex sob forma revisada, temos que calcular veto

res coluna do tipo v = s B™! ou seja:

V= (e ((s EThE

1 - -1
Fieas ETET
'E em memoria auxili-

ar trazendo-a para uma area de trabalho em memdria central e execu

Procederemos da seguinte maneira: leremos E

taremos o produto s E-m = Vl.’ depois leremos E;I] e faremos
viE oy = vp s etc, ate termos lido E'} e executado a  operagao
_]_ "
Vet 1 = V- _ )
Consideremos agora o seguinte produto:
10 lgy . 0
01 P 0
o i : m
(%4 Koo oo Xpe oo X)) 0 0 9y 0 |= (% gz...xk_] ii1 X394 xk+1"‘ﬁn)
L0 0 Gy 1
By

somente a k-esima componente de x foi modificada, tomando o valor

Yol

T
e i94

3 o

i=
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Para calcularmos & = B lp procederemos da seguinte maneira:
1

£ = E‘m(...(E";(E‘} b))...). Como ji foi descrito logo acima tra-
remos para a area de trabalho em.memdria central E'} » & calcula
; _ e#= 1 5 -1 =1 ;

remos b] = E ]b , depois E o € calcularemos bZ—E 2b1 e assim por
diante. '

Chamaremos atencao para a seqguinte operacao matricial:

1 0 5. g +-- 0 11 "x] *g9x, i

01 ...g95...0 X Xp ™t goXy

s

: £ ®og I
B 0 s 9y i 0 Xy 9 Xy

S . . : X1 * Is 1%
D 0 s 9y -+ 1 X .

*m+ In*x

I j T
* 91
Ay 92
Xg-1 : ] 9k
0 + x]< 9
. .
k+1 Iy
xm gm J

A pré-multiplicacao de g1 por um vetor linha ou sua pos-multi
plicagao por um vetor coluna sao as operacgoes mais realizadas em
um codigo de programagao linear, além dos calculos de inversas.

Para realizarmos todas essas operagoes aqui descritas basta ar
mazenarmos apenas a coluna diferente das do tipo ej das matrizes
elementares Ek e dizer sua posigao. Na realidade apenas os elemen-
tos diferentes de zero serdao armazenados.

Inversao de matrizes sob Forma LU. Outra forma interessante

de invertermos uma matriz, quando tratamos de inversas de matrizes
basicas do algoritmo do simplex @ quando essas matrizes se apresen
tam sob forma LU, ver |1| , |2] , |5] e |6].
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Entio B = l D ‘ %.1 g g7t w g M

L U
Exemplo de decomposigao LU, utilizando operaggo elementar.
Seja

Vo= & 1
B=|(0 2 0 , queremos calcular L e U tais que B=LU  ou
1 4 2

ainda no nosso caso supondo B inversivel. Logo L também o sera:
L™'B = U . Sabemos que L"? também sera triangular inferior.

19 Passo
' 1 0 0 i 2k % T2 1
01 0 0 2 0 0 2 0
-1 0 1 1 4 2 0 2 1
=3
| L7y B
290 Passo
R 1 2 1 1 2 1
0 3 0 0 2 0 0 1 0
B =151 0o 2 1 . 0 0 1
-1 -1
L7 L™y B U
39 Passo
oF o ¢=b ool ol L
L =L 2 L 1 1 "2
A : .
1 0 0 1 0 0
Ly=10,. 1 0 s Lo=|0 2 0 diretamente
1 0 1 0 2 1
de L"{ e L'; , pois sao matrizes elementares. Entdo:
‘ (1 0 o
L=LyLl,= |0 20

I 2.1
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49 Passo N
1.2 1 1 0 0 |
0 2 0 = 10 2 0 0 1 0
1 4 2 1 <2 .3 0 0 1
B = L U ‘
Obs.: Temos tambem .
1 0 0
Ltal) Ll - 0 7 0
. =1 =1 1

0 exemplo aqui realizado utiliza a forma de eliminagao, utili-
zando Operqgﬁes com matrizes elementares do tipo E.F.I. |11]. 0b
servamas tambEm que a menos de permutagoes toda matriz tem uma de
composigao LU.

Metodo de Bartels e Golub |1]. Suponhamos agora que ja tenha-

mos B = LU e sua inversa, isto @ B™) = U™V L™, ou ainda escrita
sob forma de matrizes elementares: '

B = U_} U_; s U_L L_; L%E] ;v L-{ como ja foi visto ante
riormente. S ) )

Gostariamos de calcular a inversa de B que difere de B somente
na coluna k, isto e, no lugar de A colocaremos Ek' Operacgao de
pivoteamento no algoritmo do simplex.

SeB =LU,L ' B =U entio

L'V B diferird de U apenas na coluna k, isto e:

» aplicando uma permutagao

N

15§ de maneira que k ocupe a ultima coluna, isto e, va para a

Al
coluna m, e k+1, passe para k, assim por diante até que m passe pa
ra m-1. Denominemos de P essa matriz de permutacgao, entao:
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=L 'Ep

=T —

|
1
|
NN
“L ak

_ Por operacoes elementares, tornaremos L4 B P triangular supe-
rior, como ja foi visto no Ultimo exemplo.

-1 - - s -
Q) g VB P = U
el e T
(L) "= Qm,I Q Kk L.
BP =1Q, ... Q ;U
logo P'T(E)'] = (U)'1 Qé11 . Q'; L=1, ou ainda
(E)“1= Pl(U)'1 (f)"] , foi mantida a inversa de B sob a

forma LU, acrescentando-se a matriz de permutagao P que pode ser
guardada implicitamente.

Métodos Pseudo LU. -Veremos agora uma outra tecnica apresenta-
da por Brayton, Gustavson e Willoughby |5|. Nesse metodo, que deng
minaremos de pseudo-LU, a matriz L sera formada pelo produto de ma

trizes elementares, linhas e colunas, nao mais apenas de matrizes
elementares colunas como foi mos trado no metodo anterior.
Suponhamos B = LU ou de maneira equivalente
B7! - U'} Uh; ce U_; L-L Léll 5 54 th Gostariamos agora de
calcular a inversa-de B, quando B difere de B apenas por uma colu-
na, no local de_ak em B coloca-se Ek
0 metodo faz o seguinte:

seja Ve = L Ek , como no metodo anterior L"]

B €& identico a U
exceto- no que se refere 3 coluna k que agora sera Vi
Para reduzir L—1 B a uma matriz triangular superior operare -

mos como ilustramos a seguir:
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_ __ __ __ __ os elementos dessas regioes

Lo -+ — 7 sio idénticos aos de
KU1l

, isto @, devemos zerar os elemen

tos da linha k de k+1 a m. Seja o vetor
. -1

Wy = Lo -1 wk,k+] T wk,m) £ 0l uk,k+1 <o uk,m) U

Formemos a matriz elementar wk =1 + e, » cuja inversa H_k =
[ - e w,. "
Verificamos que M = W K

Entio a matriz L1 § @ modificada para N_L LV § ficando na
forma desejada. Interessa-nos agora realizar outra transformagao

nesta matriz para que fique com a sequinte forma:

NEl

100 ... i
T - _ W)

o N

Seja t, = N”l L_]rik entao seja Tk = I'+ (& - ek) ez
B

o 1
3y W g

PEy - ey) el .ty # 0 pois & inversivel, caso
k k :
contririo o metodo do simplex ndo deixaria a, entrar no lugar de
- 11 :
ay - N=T g i .
Finalmente realizamos as seguintes operagoes:

-1 =1 -1 _
T WL B =T
‘ -1 =1 =1 =1 -1
(B) = (U) Tigp Mg L
(U)-] pode ser formada facilmente da decomposigao anterior de
-1 =1 -1 =]
U " =Uq U9 ... |

@7 =] ) G T T e )T onde s e
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trizes U. o= ktl, ..., m sao obtidas zerando a k-©sima compo

nente de U

Na memor1a auxiliar do computador, colocaremos no lugar de U,

a matriz unidade (na realidade essa operacgao nao @ necessaria,bas

tando ignorar Uk).
Teremos agora duas listas:

a primeira: UT) UT) ... s (T 20 (Em)_] T-l
a segunda : W l L'% L;I] .. L_l

T, € estocada na lista dos Uj e Wy na lista dos L. Podemos
ainda indicar que:

S R N
T k W k L B =1

, -denominamos

L.l + L -1 e U=+ U

Acabamos de descrever nessa segao trés métodos de atua]uzagao
e inversio de uma base quando difere da anterior pela mudanga de

uma Gnica coluna. No trabalho de Benichou et alii |2] ha uma com

paragao estatistica da utilizacao dos métodos descritos anterior-
- mente. Nessa comparagao o metodo pseudo LU fornece para todos os
exemplos ai tratados uma maior esparsidade da matriz sob forma im
plicita e um menor tempo de computagao. ‘

Para a implantacido de algoritmos que trabalham com sistemas

lineares em computadores com sistemas de.memoria virtual, ver |7]

Alem dos aspectos computacionais de inversao de matrizes aqui
tratados podemos colocar 51gpns problemas tais como: critério de
entrada das variiveis na base, aparecimento de solugoes basicas
degeneradas e erros de arrendondamento. Esses pontos serao vistos
a seguir.

3. CARACTERTSTICAS ADICIONAIS DO METODO DO SIMPLEX
Cr1ter10 de Entrada. Como critério de entrada poderemos uti-

lizar para entrar na base e variavel nao basica Xy associada ao
menor z, - Cpo isto e:

Z,- ¢y = minimo {z = cj} {3:1)
JEIN

quando z,- ¢y for negativo. No entanto, caso esse critério tenha

sido uti]:zadc em cada iteragao, a operagaoc de calculo pode ser

muito lenta, pois a avaliagao de toods os zJ €; para JCI dada

w
[47]
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por cuB~1 a, - cy onde ¢ B“1 4 @ calculado e colocado em  memQ

.
ria cintra1 temos ainda que realizar- as operagoes uaJ—cj1endo to
do o arquivo dos dados originais onde se encontram as colunas a. #®
os coeficientes €y- F sugerido que facamos essa lejtura de todo
arquivo e guardemos apenas as p colunas assoc1adas aos, p menores
257C5 (essa quantidade p & denominada, muitas vezes, nos codigos-
comerciais ex1stentes de "pricing” ). Resolvemos esse problema re
laxado e verificamos se sua otimalidade vale para as demais solu
¢oes nao basicas, caso e€s55a afirmagao seja verdadeira teremos en
contrado o otimo, caso contrario @ repetida a operagao da seleg3o
dos p menores zJ ¢., que na realidade, & realizada em .paralelo
com a verificagao da otimalidade.

Un outro critério & a_escolha de x, para entrar na base asso-

ciada a
Z, - C Z.-C; ;
Tk TR - pinimo fosidid ) (3.2)
By | JsIN Sj
quando zj— Cj for negativo, onde sj 2 a norma euclideana do vetor

que indica a diregao da aresta sobre a qual o método do simplex
caminhara na iteragao considerada. Na realidade s . z-calculado de
maneira apraximada, ver |9]. Esse matodo & denominado de DEVEX.

As comparagoes feitas. na leitura espec1a112ada entre os crité
rios (3.1) e (3.2) mostra, estatisticamente, que o metodo DEVEX
(3.2) reduz o nimero de iteragoes necessarias para encontrar-se
a solucao otima, assim como prove uma melhor estabi 1 dade numeri-
ca, ver |2| e |9].

Solucoes Basicas Degeneradas. Nao devemos esquecer oS proble

mas de degeneragao da solugao basica, fisto &, quando ao menos uma das-
componentes do vetor B “Ib for nula. Nesse caso podera acontecer o
fenomeno de ciclagem, jsto &, uma solugao basica ja obtida em ite
ragoes interiores yolta a ser.basica, fazendo com que 0 ‘algoritmo
cicle. ¢ '

0 mePodo mais atual de evitar ciclagem & a regra de Bland |3],
2 bem simples, no entanto exige uma certa ordem de entrada e saj
da da base, nao permitindo, por exemplo, gque se {se os critérios
(3,33 e 13.2),

Computacionalmente 0s métodos mais frequentemente utilizados
sio os do tipo permutacao, abaixo exporemos um de simples implan-
tacao, para maiores detalhes, ver |4].
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Suporemos que em uma certa iteragao do algoritmo do simplex a
base seja B e que 5_]b tenha ao menos uma componente nula. Para
evitarmos que a solugao basica seja degenerada, daremos um acres-
cimo de valor ¢ > 0 a todas suas componentes nulas.

Consideremos ' ) '

. =1
Xg b (3.3)

adicionaremos ao segundo membro de (3.3) o.vetor coluna ev, onde

+ B~1NxN =B

v & um vetor que contém o valor um nas componentes relativas as
-1 :
nulas de B  'b e zero nas demais:

1

+ BT INxy = B Vb + ev (3.4)

*B
Na realidade (3.4) quer dizer gue o segundo membro do proble-
ma inicial nao sera mais b e sim b + eBv, pois

BxB + NxN = b + eBv

ou ainda i
Ax = bs#eBv (3.5)

Mostra-se que dessa maneira o fenomeno de ciclagem sera evita
do, devemos, no entanto, lembrar que 0 problema originado foi mo
dificado, pois encontraremos a solugao do problema.

maximizar z = cx (3.6)

sujeito a Ax = b + eBv - (3.72)

x > 0 | (3.8)

¢ nao de 1.1}, (1.2) & (1.3). Sabemos que a solugao otima para

(3.5), (3.6) e (3.7) sera tambem dual viavel para (1.1), (1.2) e
(1.3); testamos se seri tambem viavel, caso afirmativo a base oti
ma & a mesma. Caso contrario o algoritmo dual do simplex sera ati
vado.

Foi verificado praticamente em varios exemplos no trabalho
{2]., que quando ¢ estiver entre 10_2 e 10"3 o algoritmo dual do
simplex nao precisou ser ativado.

Erros de Arredondamento. Um dos problemas mais delicados na

implantagao-de um algoritmo esta ligado a instabilidade numérica
provocada pelos erros de arredondamento das maquinas digitais. Co
mo o procedimento principal visto até aqui e a inversao de uma
matriz B, temos que ter em - mente os erros. de arredondamento acumu
lados em cada iteragao para que possamos ter uma boa aproximagao
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de B~1

Suponhamos que apds um certo numero de jteragGes do método do
simplex tenhamos obtido uma aproximagdo da inversa de B, seja E"{
Faremos, a seguir, o produto 68 e verificamos sua distancia em
relagao a matriz unitaria I, caso seja acima de um valor -dado,
reinverteremos B.

As operacgoes que realizam E"]B podem ser muito_onerosas emn
termos computacionais devido ao tamanho de B. MNa pratica apEs-teE
mos computado'cB§_1, tomamos a;, uma cqunq'bEaica e executamos
cBB“]ai que fornecera Ei..Compararemcs Ei com oc, dado original
da seqguinte maneira:

se lfi -

se {ci -

il < € continuaremos com procedimento,
cil . E reinverteremos B."-

0 valor de ¢ depende da precisdao do computador, por exemplo ,
naqueles em que os numeros em virgula flutuante sdo representados
por 48 bits temos tomado e.da ordem de 1076,

4. ASPECTOS PARTICULARES '

Rs vezes, dado a estrutura da matriz A, @ melhor em termos
computacionais resolver sistemas de equagbes lineares éimu]taneos
no lugar de inverter B.

L e calculada para podermos especificar vetd

Lembremos que B~
res:

8- % =" & 5. s g7y

| = 2 -~
u=c (o L i

B
Essas tres expressges poderdo. ser substituidas, respectivamen
te, por:
= X = b By = g
us Chy 3 BxB e. BaJ al
Resolvendo diretamente esses tres sistemas de equacoes simul-
taneas calcularemos u, EB e Ej‘ ;
Nos casos particulares em que a solucao de sistemas lineares
possa ser mais eficiente do que o calculo de inversas, e aconse =
Thavel o desenvolvimento de codigos especificos.
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