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Resumo da Tese apresentada à COPPE como parte dos requisitos necessários para 

a obtenção do grau de Doutor em Ciências (D. Sc.) 

PENALIDADES GENERALIZADAS E MÉTODOS DE LAGRANGEANO 

AUMENTADO PARA PROGRAMAÇÃO NÃO-LINEAR 

Rómulo Alberto Castillo Cárdenas 

Fevereiro / 1998 

Orientador: Clóvis Caesar Gonzaga 

Programa: Engenharia de Sistemas e Computação 

Apresentamos um algoritmo para resolver problemas de programação não 

linear não convexos e diferenciáveis usando uma família de funções de penalidade 

que dependem de dois parâmetros ,8 e r. O algoritmo gera uma seqüência cujos 

pontos limites são soluções do problema considerado. A cada itera o parâmetro 

r diminui enquanto ,8 aumenta somente se o iterado é inviável. Mostramos que 

se a condição de qualificação de Mangasarian-Fromovitz é satisfeita, os iterados 

permanecem viáveis para B suficientemente grande. 

Consideramos também duas famílias de funções de penalidade a ser usadas 

em métodos de lagrangeano aumentado, uma delas com a novidade que a derivada 

no infinito na direção $1 é finita. Introduzimos uma relevante e conveniente 

mudança de variáveis em ambas as classes de penalidades tais que a derivada na 

origem da penalidade é igual a p > O. Um fato interessante a destacar, é que 

estas mudanças nas penalidades conduzem a distâncias de Bregrnan via dualidade 

de Fenchel. Apresentamos um algoritmo de lagrangeano aumentado para cada 

uma das penalidades, cuja convergência está garantida pela teoria existente para 

distâncias de Bregman. Uma prova de convergência ergódica prima1 é mostrada 

e, sob condições apropriadas, a seqüência prima1 é limitada e todos os seus pontos 

limites são soluções ótimas do problema considerado. 



Abstract of Thesis presented to COPPE as partia1 fulfillment of the requirements 

for degree of Doctor of Science (D. Sc. ) 

GENERALIZED PENALTY FUNCTIONS AND AUGMENTED 

LAGRANGIAN METHODS FOR NON LINEAR PROGRAMMING 

Rómulo Alberto Castillo Cárdenas 

Fevereiro / 1998 

Thesis Supervisor: Clóvis Caesar Gonzaga 

Program: Systems Engineering and Computer Science 

We present an algorithm for solving nonlinear and nonconvex differentiable 

programming problems using a familiy of penalty functions depending on the 

parameters ,B and r. The algorithm generates a sequence of points whose limit 

points are optimal solutions for the considered problem. At each iteration, the 

parameter r is decreased and the parameter ,í? is augmented only if the iterate 

is infeasible. We show that if the Mangasarian-Fromovitz constraint qualification 

holds, then the iterates remain feasible for ,í? sufficiently large. 

We consider two families of penalty functions used in the augmented La- 

grangian approach. One of the families has the property that the derivative at 

infinite in the direction +1 is finite. We introduce a convenient and relevant shift 

in both classes of penalty functions such that the derivative at the origin is equal 

to p > O. It  is interesting to emphasize that these shifts in the penalty func- 

tions lead to Bregrnan distantes using the Fenchel duality theory. We present 

an augmented Lagrangian algorithm for each penalty. We show an ergodic con- 

vergence result for the prima1 sequence, furthermore, under suitable conditions 

this sequence is bounded and a11 of its limit points are optimal solutions of the 

considered problem. 
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Capitulo 1 

Introdução 

Inumeráveis problemas surgem naturalmente nas áreas de engenharia e economia 

onde se precisa maximizar ganhos ou minimizar custos sob restrições que variam 

com cada problema dependendo da sua natureza. Estes problemas podem-se for- 

mular ou modelar em termos de funções geralmente nãolineares. Surgem assim os 

problemas de programação nãolinear. Nesta tese estamos interessados em resolver 

inicialmente o problema de programação não linear nãoconvexa diferenciável com 

restrições de desigualdade dado por 

minimizar fo ( x )  

(P) sujeitoa f i ( x ) <  O 

x  E Rn 

onde f i  : R" + R para i = 0,1, .  . . , m são funções continuamente diferenciáveis. 

Posteriormente abordaremos o caso em que as funções envolvidas sejam con- 

vexas e nãodiferenciáveis. 

O método de lagrangeano aumentado foi introduzido no final dos anos 60 

por Hestenes [30] e Powell [52] e nos Últimos anos tem sido objeto de estudo por 

diversos pesquisadores que tem contribuído com grandes avanços teóricos e com- 

putacionais. Inicialmente foi introduzido dentro de um enfoque de penalidade 

para problemas com igualdades com a novidade de nãoexigir ao parâmetro de 

penalização crescer indefinidamente. O método foi amplamente conhecido e ge- 

neralizado para o caso com desigualdades por Rockafellar [56], mostrando uma 



interessante relação de dualidade com o método de ponto proximal. A penali- 

dade usada por Rockafellar tem a desvantagem de nãoser duas vezes diferenciável. 

Surgem então diversos enfoques que tentam melhorar as características das funções 

de penalidade e por outra parte, também o método de ponto proximal inicialmente 

com núcleo quadrático é generalizado com o uso de distâncias de Bregman [10] e 

cp-divergências [59]. Diversos artigos tem estudado a relação entre os métodos de 

lagrangeano aumentado e os métodos de ponto proximal abordando outros tipos 

de problemas como o de desigualdade variacional e problemas com restrições lin- 

eares , ver por exemplo, [8], [33], [6], [ll], [4], [21], [50] e referências ali citadas. 

Uma das dificuldades encontradas nos métodos de lagrangeano aumentado está 

na prova de convergência da seqüência primal onde é introduzida a convergência 

num sentido ergódico, ver [61], [50], [53], [36]. Recentes trabalhos que abordam a 

ligação e situação atual de ambas metodogias com resultados importantes sobre 

a convergência primal são [35] e [37]. 

No capítulo 2 introduzimos duas famílias de penalidades (penalidade tipo I 

e penalidade tipo 11) que por suas características motivaram seu uso nos métodos 

de lagrangeano aumentado estudados no capítulo 5, a principal diferença entre 

elas está no seu comportamento no infinito pela direita. Uma delas pode ser us- 

ada para aproximar a função de penalidade exata e a outra para aproximar a 

função indicadora do segundo quadrante. Assim, neste capítulo usamos a família 

de penalidade tipo I para aproximar a função de penalidade exata através de 

um parâmetro r. Fazemos um resumo das principais técnicas de suavização mais 

importantes que aproximam também a penalidade exata e mostramos que as mes- 

mas seguem o formato padrão intruduzido. Em [14] e [15] mostra-se que a classe 

de penalidades que consideramos pode ser construída por dupla integrasão de 

funções de densidade de probabilidade e é aplicada a problemas de complemen- 

taridade linear, nãolinear e mista. Métodos de penalidade baseados nesta família 

foram considerados por Auslender, Comineti e Haddou [3] para o caso de pro- 

gramação convexa. Apresentamos um algoritmo para resolver o problema (P) 

nãoconvexo e diferenciável usando uma família de funções de penalidade general- 



izadas que aproximam a função de penalidade exata envolvendo os parâmetros ,O 

e r. O algoritmo é simples de programar e gera uma seqüência de minimizadores 

da função critério cujos pontos limites são soluções ótimas para o problema (P). 

O parâmetro ,O 2 1 é responsável pelo aumento da penalidade e é incrementado 

somente em iterados inviáveis. O parâmetro r E (O, 11 diminui em cada iteração 

controlando a precisão da aproximaçao. Um fato a resaltar é que em nossa abor- 

dagem, a partir de um valor de ,O suficientemente grande, os iterados permaneçem 

viáveis e assim ,O nãoprecisa crescer indefinidamente. Isto supera uma dificuldade 

mostrada em [3] onde se precisa que o parâmetro encarregado de aumentar a 

penalidade aumente indefinidamente. A metodologia de penalidade apresentada 

generaliza o método de penalização hiperbólica desenvolvido por Xavier [62] com 

diferentes hipóteses. 

O objetivo principal dos capítulo 3 e 4 é apresentar as ferramentas básicas 

que facilitam a compreensão da temática introduzida no capítulo 5. Assim, no 

capítulo 3 fazemos um resumo do desenvolvimento feito durante os últimos anos no 

estudo de métodos de ponto proximal que usam núcleo quadrático, distâncias de 

Bregman e cp-divergências. Uma documentação com respeito a esta metodologia 

pode ser feita em [46], [55], [10], [12], [21], [32], [33], [34] e nas referências bi- 

bliográficas ali citadas. Destacamos diferentes tipos de provas que neste contexto 

podem ser abordadas para minimizar uma função convexa no ortante positivo. Um 

enfoque diferente para as provas de convergência do método usando separadores 

é feita em [31], neste caso a convergência é provada através de subseqüências. 

Definimos as penalidades do tipo I11 e do tipo IV que serão relacionadas com as 

penalidades tipo I e tipo 11. 

No capitulo 4 estudamos o problema (P) sob hipótese de convexidade. A- 

presentamos os conceitos e teoremas principais sobre convexidade e dualidade que 

são usados em nossa abordagem. A teoria pode ser aprofundada em [54], [28] e 

[29]. Mostramos uma relação de dualidade entre a função de penalidade exata 

e a função Indicadora do intervalo [O,,O] onde ,O é determinado pela inclinação 

da penalidade exata o que motiva a relação de dualidade entre suas respectivas 



aproximações. É considerado o método de lagrangeano aumentado para problemas 

com igualdades e para problemas com desigualdades assim como generalizações 

do mesmo. Um excelente texto nesta abordagem é apresentado por Bertsekas 

[8]. Fazemos um seguimento, de um ponto de vista primal, das distintas famílias 

de penalidades envolvidas em diferentes enfoques, que motiva a abordagem no 

capítulo 5. 

O capítulo 5 introduz duas familias de penalidades. Usando sh@s ou mu- 

danças de variáveis nas penalidades tipo I construímos uma nova família de pena- 

lidades até agora nãoconsiderada em métodos deste tipo e caracterizada por ter a 

derivada no infinito finita e ser duas vezes continuamente diferenciável. Além disso 

mantém na origem a derivada igual a p, o multiplicador de lagrange, que consti- 

tui uma característica fundamental nesta metodologia. Esta mudança também é 

feita para penalidades do tipo 11. Em ambos casos pedimos que suas correspon- 

dentes funções conjugadas estejam definidas na origem e damos exemplos. Um 

interessante fato é que ambas conduzem, via dualidade de Fenchel, a distâncias de 

Bregman no dual. Com isto se garante a convergência da seqüência de multipli- 

cadores a uma solução ótima do problema dual de (P) . Uma prova de convergência 

ergódica para a seqüência primal que envolve os shíifts considerados é mostrada. 



Notação 

Usaremos a seguinte notação nos próximos capítulos. 

Interior do conjunto S. 

Interior relativo do conjunto S .  

Fecho do conjunto S. 

Fronteira do conjunto S. 

Dominio da função f .  

Distância de Bregrnan induzida por h. 

cp-divergência induzida por cp. 

Função de penalidade exata y E R I+ y+(y)  = max{O, y ) .  

Função de recessão na direção d. 

Conjugada da função f .  

Função indicadora do conjunto S. 

Vetor com todas as componentes iguais a 1. 

Norma Euclidiana de R". 

Denota ao conjunto {x E R" 

Denota ao conjunto {x E R" 

Significa que y + O em R?+ 

x > o). I - 

I x > o). 



Capítulo 2 

Métodos de Penalização 

O objetivo principal deste capítulo é apresentar um método para resolver pro- 

blemas de programação nãolinear nãoconvexa diferenciável com restrições de de- 

sigualdade usando funções de penalidade generalizadas parametrizadas. O pro- 

blema de interesse ao longo da presente tese é 

minimizar fo  ( x )  

(P) sujeito a f i ( x )  5 O 

x E Rn 

onde fi : Rn -+ R para i = 0,1,. . . , m são funções continuamente diferenciáveis. 

Introduzimos brevemente os métodos de penalidade clássicos e duas importantes 

famíiias de penalidades que usaremos no transcurso da presente tese. 

Uma função de penalidade bem conhecida e com destaque é a função de 

penalidade exata ou função de penalidade 11, mostrada na figura fig.1 e definida 

como: 

Y E R H- Y+(Y)  = ma@, Y ) .  (2.1) 

Onde nãohouver confusão possível faz-se o abuso de notação y + ( y )  = y+. 



fig.l 

Apresentamos um esquema para aproximar esta função de penalidade exata 

construindo funções do tipo 

onde r E (O, 11, 9 : R + R é convexa, estritamente crescente, de classe C2 e 

pertence a uma das famílias de penalidades introduzidas. 

Mostramos diferentes técnicas de suavização conhecidas que aproximam a 

função de penalidade exata e que são usadas para resolver uma variedade de pro- 

blemas em otimização. resaltamos que estas técnicas seguem o esquema (2.2) e 

algumas das penalidades usadas apresentam a desvantagem de não ser duas vezes 

diferenciável. 

Finalmente é apresentado um novo algoritmo que sob hipóteses razoáveis 

resolve o problema (P) através de minimizações sobre R" da função criterio 

onde B 2 1 e r E (O, 11 são parâmetros e 13 é uma função de penalidade apresentada 

na seção (2.2.1). Observe a presença da aproximação (2.2) da penalidade exata na 

função criterio. Uma análise de convergência do algoritmo proposto é mostrada. 



2.1 Métodos de Penalidade 

Consideremos sob hipóteses gerais o problema de programação não-linear: 

minimizar fo (x) 

sujeito a x E S 

onde f : R" + R é continuamente diferenciável e 

viáveis com intS # 0. 

(2.3) 

S C Rn é o conjunto de pontos 

Existem dois bem conhecidos grupos de métodos clássicos a saber: métodos 

de penalização externa, os quais impõem um peso ou penalidade por pontos que 

não sejam viáveis, e os métodos de penalização interna ou de barreira em que se 

penaliza para manter-se longe da fronteira de S mas sempre no seu interior até 

atingir a otimalidade. 

Ambos tipos de métodos resolvem o problema (2.3) através de uma sequência 

de problemas irrestritos nos quais se adiciona à função objetivo uma função auxi- 

liar ou de penalização gerando uma sequência de pontos dos quais se espera que 

convirjam a uma solução ótima do problema original. 

2.1.1 Método de Barreira 

Considere o problema 

minimizar f, (x) 

(P) sujeitoa fi(x)< O 

x E Rn 

onde fi : Rn -+ R para i = 0,1,. . . , m são funções continuamente diferenciáveis. 

O conjunto viável é S = {x E Rn / fi(x) 5 O para i = 1,. . . , m). Supõe-se que o 

interiorde S , i n tS  = {x E S/fi(x) < O parai  = l , . - - , m )  # 0 

A estratégia a seguir é resolver iterativamente uma sequência de problemas 

irrestritos da forma : 

minimizar FTk (x) 
xEzntS 

com 



onde usualmente definimos 

x E int S H P(x)  = -log(- fi(x)) 

e (r-) define uma sequência de parâmetros positivos que decrescem monotonica- 

mente a zero. 

Sob condições bastante razoáveis, este método gera uma sequência de pontos 

estritamente viáveis que convergem a uma solução ótima do problema através do 

interior (é por esta razão que são chamados de métodos de pontos interiores) crian- 

do uma barreira que mantem os iterados afastados da região inviável. Observe 

que quando f(x) se aproxima da fronteira de S, P(x) + oo. O efeito da bar- 

reira é diminuído quando diminuímos o parâmetro r k  e assim os iterados podem 

gradualmente aproximar-se da fronteira da região viável. Um problema presente 

nesta metodologia é que na medida que r k  decresce, as minimizações tornam-se 

mais difíceis de resolver, criando problemas de mal condicionamento. Geralmente 

precisa-se de uma rotina inicial que forneça um ponto inicial viável. Métodos de 

barreira nãoserão mais discutidos neste capítulo. 

2.1.2 Método de penalização externa 

Métodos de penalização externa resolvem uma sequência de problemas irrestritos 

cujas soluções usualmente são inviáveis ao problema original restrito, iterativa- 

mente a penalidade é incrementada por violação de cada restrição forçando aos 

iterados aproximar-se da região viável. 

Considere o problema 

minimizar f, (x) 

(Pl) sujeito a fi(x) = O 

x E Rn 

onde fi : Rn + R para i = 0,1 , .  . . , m são funções continuamente diferenciáveis. 



A função de penalidade clássica para este problema é a penalidade quadrática 

dada por 

A idéia inicial de penalizar com esta função tem sido generalizada a uma ampla 

classe de funções penalizadoras, ver [8]. 

Resolvemos então uma sequência de problemas irrestritos da forma 

minimizar FBk (x) 
x E P  

com 

onde P(.) é a função penalizadora (2.4) e { P k )  define uma sequência de parâmetros 

que crescem indefinidamente. 

A função penalizadora depende da forma das restrições do problema . Para 

o nosso problema de interesse (P), a penalidade quadrática não é útil pois pe- 

naliza tanto pontos viáveis como inviáveis. Assim em geral, os problemas com 

desigualdades precisam de um tipo de função penalizadora diferente dos problemas 

com igualdades, isto é, precisamos de uma função que penalize somente pontos 

inviáveis. Neste sentido, a função de penalidade mais conhecida é a função de 

penalidade exata dada por 

A função penalizada ou função criterio para os subproblemas é construida como 

onde { P k )  é uma sequência crescente e positiva de parâmetros de penalizaçao. 

Esta função é bem conhecida, ver por exemplo Zangwill [64]. Se a mesma 

tem um minimizador para algum Do > O,  então também será verdade para todo 

Pk > Po. Sob hipóteses razoáveis , é conhecido que se Pk é suficientemente grande, 

então os minimizadores de fpk(.) serão viáveis e conseqüentemente ótimos, isto 

indica que a sequência de parâmetros { P k )  nãoprecisa crescer infinitamente, o 



que evita, ao menos teoricamente, o problema de mal condicionamento. Assim 

podemos encontrar uma solução do problema original com um valor finito do 

parâmetro. No obstante, a principal desvantagem da função de penalidade exata 

consiste em que não é diferenciável dificultando assim o uso de eficientes métodos 

computacionais para resolver os subproblemas. 

Para superar esta dificuldade tem-se proposto como penalidade a função 

Esta função é diferenciável e penaliza somente pontos inviáveis mas persiste o 

problema de mal condicionamento pois é necessário que PI, +- co. 
A seguir mostra-se o comportamento geométrico das penalidades interna e 

externa aplicadas às restrições dadas por fi(x) = -x e f2(x)  = x  - 2. Na fig.2 

ilustra-se a função barreira P(x)  = C:, h e na fig.3 a penalidade quadrática 

o L 
O 1 2 - 2 o 2 4 

fig .2 fig .3 

Na seção (2.7) apresentamos uma nova abordagem que usa aproximações 

suaves da função de penalidade exata que sob hipóteses razoáveis resolve o pro- 

blema (P) sem precisar que PI, + oo. Este esquema gera tanto pontos viáveis 

como inviáveis e a partir de um valor suficientemente grande de PI, os iterados 

permanecem viáveis. 



2.2 Penalidades generalizadas 

Descrevemos dois tipos de funções de penalidade que mantém uma interessante 

relação de dualidade com outros tipos de penalidades que apresentamos no ca- 

pítulo 3. Usaremos alguns conceitos básicos da análise convexa que podem ser 

encontrados nas referências [28], [29] e [54]. 

Para f : Rn + R U {+a) convexa própria fechada definimos sua função de 

recessão (ver pag. 179 em [28] ) como 

d E Rn I+ fó,(d) 

onde x é arbitrário em dom f .  

Consideremos 8 : R + R U {+a) convexa, própria, fechada estritamente 

crescente e de classe C2 no int dom 8. Classificaremos as penalidades em dois tipos: 

2.2.1 Penalidade Tipo I 

Este tipo de funções satisfazem 

a) dom 8 = R. 

b) lim 8(y) = 0. 
*+-o0 

c) 8& (1) = 1. 

Alguns exemplos de funções deste tipo são: 

Resaltamos que a família de penalidades tipo I pode ser construída mediante dupla 

integração de funções de densidade de probabilidade, ver [14] e [15], fato que será 

abordado na seção 2.6. Auslender [3] usou funções semelhantes às do tipo I dentro 

de umesquema de penalidade. 



2.2.2 Penalidade Tipo I1 

Esta família satisfaz 

Exemplos: 

04(y)  = ey - 1. 

& ( y )  = -log(l- y )  com - CXI < ?J < 1. 

Estes tipos de funções aparecem ao longo da tese e serão usados no capítulo 5 para 

definir dois tipos de métodos de Lagrangeano aumentado. A idéia fundamental 

está no fato de que elas podem ser usadas para aproximar a função de penalidade 

exata definida em (2.5) no caso da penalidade tipo I e no caso da penalidade tipo 

I1 a função indicadora de R-, isto é, à função 

Aproximações a função indicadora de R- foram abordadas paralelamente por 

Auslender em [2 ] .  

2.3 Suavização usando penalidades generalizadas 

A seguir apresentamos um esquema para aproximar a função de penalidade exata 

y+ dada em (2.1) e a função indicadora do ortante negativo definida em (2.7) 

mediante a parametrização de funções de penalidades do tipo I e do tipo I1 res- 

pectivamente. 

2.3.1 Suavização da penalidade exata 

Seja 6 uma função de penalidade do tipo I com O E dom 8 e considere o parârnetro 

r E (O, 11. Definimos a função 



Note que para cada r E ( O ,  11, 19, (.) satisfaz as propriedades a),b) e c) para as 

penalidades tipo I. 

A aproximação está determinada pela proposição a seguir. 

Proposição 2.1 O,(.) converge pontualmente a y+(-) quando r + O+. 

Prova: 

Para y E R fixo, temos usando (2.8) e observando que O E dom 6 ,  

lim 0, ( y )  = lim r0  ( y / r  ) = 8; ( y  ) . 
r+O+ ,+O+ 

Se y < 0 ,  então claramente fazendo u = T temos 

6 ( u )  = O = y+. 
r+0+ 

Se y 2 0 ,  então 

lim Or(y) = y6&,(l) = y = y+. 
r+O+ 

Isto completa a prova. 

O interesse deste capítulo é usar esta aproximação como uma penalidade 

num processo iterativo para resolver o problema (P) através da função critério 

onde p 2 1 é um parâmetro responsável pelo aumento da penalidade. Isto é feito 

na seção (2.7). 

2.3.2 Suavização da função indicadora do ortante negativo 

Considerando I9 como uma função de penalidade do tipo I1 com O E dom 6 ,  pro- 

cedemos em forma semelhante ao caso anterior. Considere o parâmetro r E ( O ,  l ]  

e definamos a função 

Y E e ' T ( Y )  = r 1 9 ( ~ / r ) '  P9) 

Notemos de novo que para cada r E ( O ,  11, O,(-)  satisfaz as propriedades a),b) e c) 

estabelecidas para as penalidades tipo 11. 

Enunciamos sem demostração a proposição a seguir por ser semelhante à 

proposição 2.1. 



Proposição 2.2 @,(.) definida e m  (2.9) converge pontualmente à função indi- 

c a d o r ~  definida e m  (2.7) quando r + O+. 

Como observação destacamos que a convergência formulada é uniforme no caso 

em que 8 seja limitada por baixo. 

Na fig.4 ilustra~nos o comportamento geométrico do esquema de suavização 

para aproximar a penalidade exata na medida que r decresce. Na fig.5 se aproxima 

a função indicadora do ortante positivo. 

2.4 Esquema geral de minimização 

Apresentamos um esquema iterativo geral de minimização que será seguido pe- 

los métodos de penalidade considerados para resolver principalmente o problema 

com desigualdades (P). Incluem-se neste enfoque os métodos de Lagrangeano 

aumentado, que podem ser considerados como um caso especial de penalidade 

com atualização dos multiplicadores e serão discutidos no capítulo 4. A seguir 

apresentamos uma descrição do esquema iterativo que será usado na tese. Aqui 

as funções de penalidade são escolhidas a cada iteração e podem ser distintas para 

diferentes restrições. 



Esquema iterativo. 

Entrada: 

Um ponto inicial xO e parâmetros iniciais. 

Inicialização: 

Faça k = 0. 

Iteração k: 

Escolha a penalidade 19; para i = 1, .  . . , m, k = 0,1,2, .  . . e resolva: 

minimizar, { fo (x) + CLfl; ( fi (x))) 

para obter xW1. 

Atualização: 

Atualização de parâmetros usados, k = k + 1. 

Comentário: 

Os parâmetros inicias e as atualizações podem variar dependendo da meto- 

dologia usada, por exemplo, em métodos de penalidade poderíamos trabalhar para 

todo i com a mesma penalidade da forma 6t(y) = pr"6(y) ou B<(y) = ,&r"B(f) 

onde para todo k, ,@e er" são reais positivos e 6 é uma conveniente função de pe- 

nalidade. De forma similar, para métodos de Lagrangeano aumentado poderíamos 

usar para todo i, por exemplo, @(y) = rkp;6(f) onde p é o vetor de multipli- 

cadores de Lagrange. Este esquema geral de minimização pode ser usado para 

formulações primais e para suas respectivas formulações duais. 

2.5 Técnicas de Suavização 

Um dos problemas surgidos com a função de penalidade exata é sua não diferen- 

ciabilidade, o que impossibilita a aplicação de eficientes métodos computacionais. 

Uma das idéias usadas para enfrentar esta dificuldade, consiste em substituir 

a função de penalidade exata (ou problema considerado) por uma aproximação 

suave (ou problema perturbado) controlada por parâmetros que determinam a 

precisão da aproximação. Esta aproximação suave permite o uso de eficientes al- 

goritmos em otimização podendo ser aplicada em diversos tipos de problemas entre 



os que mencionamos o problema min-max, problemas que incluem aproximações 

da norma li, problemas de estruturas em redes, etc. 

A seguir, introduzimos as principais e recentes técnicas de suavização conhe- 

cidas para problemas de otimização diferenciável e nãodiferenciável baseadas em 

aproximações da penalidade exata. 

2.5.1 Primeira Técnica 

Esta foi apresentada por Zang [63] para resolver basicamente o problema min- 

max definido em (2.10). Será evidente o uso de uma aproximação da função de 

penalidade exata. 

O problema min-max discreto-conthuo é definido como: 

minimizarZERn F (x) (2.10) 

onde 

x E Rn t+ F(x)  = max{fi(x)) , i = 1,. . . , m  (2. l i )  

com fi : Rn -+ R i = 1, . . . , m funções pelo menos suaves. 

Bertsekas [8] escreveu a expressão (2.11) como uma composição da função 

barreira exata yS(y) = max{0, y) e as funções fi(x), i = 1 , .  . . , m. 

Assim escrevemos 

A diferença de Bertsekas, Zang usou uma suavização local da função yS(.) intro- 

duzida na função F e controlada por um parâmetro r. Como se mostra na figura 

fig.5, y+ é substituida na vizinhança -r 5 y 5 r por uma função b,(y). Fora 

deste intervalo F não muda. Na medida que r é reduzido a zero, também diminui 

a região onde yS é aproximada e assim temos uma boa aproximação de F. A 

função que suaviza y+(.) é dada por 



onde b T ( y )  é uma função monótona crescente. A aproximação da F é dada por 

G ( x )  = f l ( . )+Y:[f2(4 - f i (x)+Y:[f3(x)  - f 2 ( 5 ) +  

- . . + Y: [ f m  (x )  - fm- i ( x )  1 . . .I] - 
Algumas expressões usadas para b são: 

a) b T ( y )  = &y2 + $ y  + ar. 
3 b) bT(y) = -&y4 + $y2 + ?y + ,r. 

Uma observação importante é que estas aproximações podem-se expresar na 

forma padrão (2.8) correspondente às penalidades do tipo I, assim 

Para a penalidade em a) temos 

1 ? L 2  
~ T ( Y )  = r  ( d T )  + i(:) + a) 

= ri$:) 

onde 6 ( y )  = iy2 + $ y  + a .  
Em forma análoga, para a penalidade em b) temos 

1 3 y 2  
b T ( ~ )  = -r + g ( T )  + $I+ $) 

= ri(:) 

onde 6(y )  = -hy* + iy2 + !jy + &. 
Podemos visualizar a função yS e a sua aproximação bT(y) para r  = 1 na 

figura a seguir. 



Supondo que y:(.) é convexa e pelo menos de classe C1 com respeito a y, 

pode-se provar que: 

limT,o Y: ( Y )  = Y+ 

o que constitui uma propriedade desejável. Assim, controlando o parâmetro r 

fazemos R ( x )  muito próxima a F ( x ) .  

Por exemplo, para m=2 e usando (2.12) temos 

e assim 

Note que F ( x )  é substituída por uma aproximação somente na região que satisfaz 

-r 5 f 2 ( 4  - f1(x) 5 r-  

Esta aproximação foi usada por Tishler e Zang [60] para resolver alguns 

problemas de estimação por regressão onde aparecem operadores do tipo max. 

Dentro de um esquema algorítmico, a idéia é começar com um ponto inicial 

xo E Rn e diminuir iterativamente rk a zero para k = 1,2,. . . minimizando sobre 

R" a função FTk ( x )  obtendo a seqüência {xk} de minimizadores. 

Detalhes sobre este enfoque encontram-se em [63], mas podemos mencionar 

os principais resultados: 

Teorema 2.3 (ver Zang [63]) Seja {rk}  + O uma sequência de números positivos 

e assuma que xk é uma solução de minimizarXEpFTk ( x ) .  Seja z E R" um ponto 

limite da sequência { x k ) ,  então F(2 )  = F(x*)  com x* ponto de mhimo da F .  

Teorema 2.4 (ver Zang [63]) Seja x* um minimizador local de F ( x ) ,  com 

F(x*)  = fi(x*) para um único valor de 1 5 1 I m. Então existe um número real 

positivo T tal que x* é um minimo local de FT(x)  para r satisfazendo O < r < T.  



2.5.2 Segunda Técnica 

A. Ben-Tal e M. Teboulle [7] introduziram uma técnica de suavização para pro- 

blemas de otimização não diferenciáveis fazendo ênfase no problema de minimizar 

a norma lI  e no problema min-max discreto-contínuo definido em (2.10). A idéia 

consiste em substituir o problema original por aproximações suaves que contro- 

ladas por um parâmetro determinam a precisão da aproximação. 

Considere o problema 

onde Fó, é a função de recessão de 0 : Em + R convexa própria fechada com 

O ~ d o r n O e  f i : R n + R ) p a r a i = l  ) . . .  ,m. 

Assim, definimos 
Y Y E Rm H FT(y) = r O(;). 

Observe que 

lim FT (y) = lim r 0 
T-+O T-+O (:) = F&(y) 'dy E Em 

(ver [54] Corolário 8.5.2) 

logo podemos aproximar o problema (2.13) através de F, usando o problema 

perturbado 

com a vantagem que frequentemente 8 é uma função suave e assim são suas aproxi- 

mações. 

Exemplos de aplicação desta abordagem são: 

a) Problema de minimização da norma li. 

Aqui Fó,(y) = 7 3 Y 1  (yi( é a função de recessão de O(y) = Cgl .L/- que é 

suave. 

Assim resolvemos o problema suavizado 



Esta última aproximação foi sugerida por El-Attar et al. (ver referência em [7]). 

b) Problema min-max discreto-contínuo. 

Considere novamente o problema 

minimizarZERn F (x) 

onde 

x E Rn H F(x)  = max{fi(x)), i = 1, .  . . , m 

com fi : R" + R i = 1, . . . , m funções pelo menos suaves. 

Temos que F&(y) = m a x ~ < i < ~ y i ,  - - é a função de recessão de 

m 

y E Rm ct 6 (y) = log C e("). 
i=l 

O problema suavizado resultante é 

Aproximações semelhantes para esta abordagem foram consideradas em [9] e [51] 

no contexto de métodos de multiplicadores. 

Finalmente mostra-se que se x* e xT são respectivamente soluções ótimas do 

problema original e do problema perturbado, e se 

VT > o, VZ, re(:) 2 B,(z), 

então se satisfaz para r > O 

Isto constitui um limitante para o erro na solução. 

2.5.3 Terceira Técnica 

Esta consiste basicamente em aproximar a função de penalidade lI mediante uma 

função linear-quadrática suave controlada por um parâmetro. Esta aproximação 



foi apresentada por M. Pinar e S. Zenios [49] e distintamente da usada por Zang, 

não é simétrica ao redor da quina. 

A r-suavização é dada por 

Esta aproximação é conhecida em estatística computacional como estimador de 

Huber (ver referência em [49]). Madsen K. e Nielsen B. [44] usaram uma versão 

simétrica desta função linear-quadrática para desenvolver um algoritmo finito apli- 

cado a problemas de regressão linear que envolvem minimizações da norma li. 

Funções lineares-quadráticas também são usadas em estatística para desenvolver 

procedimentos de estimação robustos. 

Observe além disso que esta penalidade mantém o formato padrão dado por 

2.8 pois: 
Y YXY) = @(;I 

onde 

I O se y < O  

ij(y)= YZ 
2 se 0 I : y I : r  

1 Y - ~  se y z r .  

Prova-se que : 

lim y:(y) = y+ 
T - t O  

A figura fig.7 mostra esta função de aproximação para r = i. 



fig.7 

Prova-se também que existe uma limitante superior para o erro de aprox- 

imação em função dos parâmetros de penalização. Desenvolve-se um algoritmo 

simples com resultados computacionais satisfatórios aplicados a problemas de pro- 

gramação não linear convexos de classe C'. Também é aplicado ao problema 

min-max discreto-contínuo previamente transformado em um problema não li- 

near convexo. Reportam-se experiências computacionais interessantes na solução 

de problemas de fluxos em redes de grande porte. 

2.5.4 Quarta Técnica 

O método de penalização hiperbólica foi desenvolvido por Xavier 1621 a partir da 

idéia de construir uma penalização intermediária entre a penalização exterior e a 

penalização interior para assim ser aplicado ao problema com desigualdades (P) 

via um enfoque de penalização. Usou a função de penalidade: 

onde a E [O,n/2), r > 0. 
2 

Esta função corresponde 9. hipérbole 5 + $ = 1 rodada ao redor da origem 

e está parametrizada por a e r. O parâmetro a é responsável pelo aumento da 

inclinação da penalidade para pontos inviáveis enquanto que r controla a precisão 



da aproximação. Na fig.8 mostra-se o comportamento quando aumentamos o 

parâmetro a e na fig.9 quando a é fixo e r diminui. O algoritmo formulado 

consiste em, a partir de valores inicias de a e r, resolver o problema irrestrito 

correspondente, diminuir r em cada iteração e aumentar o parâmero ct somente 

iterados inviáveis. 

Xavier [62] mostra teoremas referentes à existência de soluções viáveis e à 

convergência do algoritmo. Posteriormente faz uma ligação entre esta penalidade 

em particular com o método de lagrangeano aumentado. 

Na próxima seção generalizamos estas idéias de suavização para resolver pro- 

blemas de programação nãolinear nãoconvexa diferenciável usando penalidades do 

tipo I. No capítulo 5 usamos estas idéias usando as penalidades tipo I e tipo I1 

dentro de uma metodologia de lagrangeano aumentado para problemas de pro- 

gramação convexa usando mudanças de variáveis. 

2.6 Construção de penalidades tipo I 

Chen M. e Mangasarian apresentam em [14] e [15] uma interessante abordagem 

para construir aproximações suaves da função de penalidade exata mediante dupla 

integração de funções de densidade de probabilidade que são usadas para resolver 

problemas de complementaridade linear, nãolinear e mista. 



Consideremos a função de penalidade exata 

Note que y+ pode-se expressar como 

onde o(.) é a função degrau definida por 

Observe além disso que a função degrau pode-se expressar como 

onde 6(.) é a função delta de Dirac que satisfaz 

a) 6(y) 2 0, para todo y E R, 

b) J": S(x) dx = 1. 

Assim, a função de penalidade exata pode ser obtida por dupla integração 

da função delta de Dirac. Surge então a idéia de propor funções de densidade de 

probabilidade que aproximem a função delta de Dirac para assim obter aproxima- 

ções suaves de suas integrais e conseqüentemente da função de penalidade exata. 

De esta forma, considere funções de densidade d(.) contínuas por partes tais que 

satisfaçam as condições a) e b) satisfeitas pela função 6(.). Definimos a função de 

densidade parametrizada por r ,  como 

onde r é positivo. 

Verifica-se que d,(y) -+ S(y) quando r + 0. 

Isto dá origem à consideração das seguintes aproximações 



Desta forma podemos obter aproximações da função y+(.) mediante dupla in te  

gração de funções de densidade. Em [15] mostra-se a consistência destas relações 

e sua aplicação a problemas de complementaridade linear, nãolinear e mista. 

Métodos de penalização baseados em funções desta classe foram estudados em 

Auslender, Cominetti e Haddou [3], que descrevem algoritmos para o caso con- 

vexo. 

Alguns exemplos desta abordagem são: 

a) Para d(y) = 2 
2 ,)3/2 , 

(s + 

Note que estas aproximações correspondem às penalidades do tipo I. Na 

figura fig.10 mostra-se o comportamento geométrico da função de densidade dT(.) 

para o exemplo em a). Na figura fig.11 mostra-se o,(.). Ambas para alguns 

valores do parâmetro r. O gráfico da correspondente aproximação y,(.) é similar 

ao apresentado na fig. 9. 



2.7 Método de penalidades generalizadas para 

programação nãolinear 

Esta seção constitui a parte principal deste capítulo e introduz um algoritmo para 

resolver problemas de programação nãolinear nãoconvexa diferenciável dentro de 

um enfoque de penalidade usando a família de funções do tipo I que aproximam a 

função de penalidade exata apresentada na seção (2.2.1). Mediante a introdução 

dos parâmetros positivos ,& e r k  e com hipóteses usuais, o algoritmo gera uma 

seqüência de pontos que minimizam os subproblemas irrestritos considerados e 

cujos pontos limites são soluções ótimas para o problema original. O parâmetro 

pk >. 1 é responsável pelo aumento da penalidade e é incrementado somente em 

iterados inviáveis. O parâmetro r k  E (O, 11 diminui em cada iteração controlando 

a precisão da aproximação. 

Auslender, Cominetti e Haddou [3] descrevem um método de penalização 

para problemas de programação convexa baseado em funções que aproximam a 

penalidade exata onde o parâmetro encarregado de aumentar a penalidade pre- 

cisa crescer até infinito. Um fato importante a resaltar é que em nossa abor- 

dagem, a partir de um valor do parâmetro BI, suficientemente grande, os iterados 



permaneçem viáveis e assim Pl, nãoprecisa crescer indefinidamente. A metodolo- 

gia apresentada generaliza o método de penalização hiperbólica desenvolvido por 

Xavier [62]. 

Considere o problema de programação não linear nãoconvexo 

minimizar f, (x) 

(P) sujeito a fi(x) 5 O 

x E Rn 

onde fi : Rn + R para i = 0,1, . . . , m são funções continuamente diferenciáveis. 

Para E 2 O defina o conjunto viável relaxado 

Então So é o conjunto viável para (P). Usaremos as seguintes hipóteses: 

(Hl)  Existe 6 > O tal que S, é limitado. 

(H2) Todas as soluções ótimas de (P) satisfazen a condição de qualificação de 

Cottle (ou Mangasarian-Fromovitz) , digamos; para toda solução ótima x, existe 

h E Rn tal que 

~ f ~ ( x ) ~ h  < O para todo i E I(%) { i  = 1, .  . . , m I fi(x) = O) (ver [45]). 

(H3) Para todo r E (O, 11, P 2 P0 > 1, suponhamos que existe argmin da função 

penalizada fB,T (.) definida em (2.16). 

Um ponto x E Rn será chamado interior se fi(x) < O para i = 1,. . . , m. 

Observe que a condição de qualificação implica a existência de pontos interiores. 

Consideremos novamente as penalidades O ( . )  do tipo I mostradas na seção 

(2.2.1) tal que 

6 : R R é convexa, própria, fechada estritamente crescente, de classe C2 

e satisfaz 



Seja O(.) a função O(.) definida anteriormente com 8 (0) finito e r E (O, i ] .  Considere 

a função definida em (2.8) 

Para todo r E (O, 11, O,(-) é uma penalidade do tipo I. Além disso, temos: 

i) Para y > O, r E (O, 11, 8: (y) = 8' (ylr) > 8' (y) . 

ii) Para r E (O, 11, O, (y) > 8 (y) - 8(0). 

iii) 8, ( a )  converge pontualmente a t+ quando r + O+ ( ver proposição 2.1). 

A propriedade (i) é imediata, e nos leva a (ii). 

Exemplos específicos destas funções 8 ( ver [3] ) são: 

2.7.1 A função penalizada 

A função penalizada é construída usando O,(.) para obter 

onde ,ü > 1 é o peso da penalização. 

Denotemos 

Note que na função penalizada estão presentes os parâmetros ,ü e r .  Quando 

aumentamos p, muda a inclinação da penalização P 8, (-) . O parâmetro r controla 

a precisão da suavização. 

O algoritmo trabalhará com P e r da seguinte forma: r decresce em cada 

iteração (digamos, r := r/2). Em pontos inviáveis P cresce (digamos, ,ü := 2P); 

em pontos viáveis ,i? permanece constante. O produto pr nunca cresce, o que 

garante a seguinte propriedade: 



iv) Se pr é limitado, temos para todo ponto interior x, 

Prova: 
m 

lim p PT (x) = lim pr B 
r+o+ T+O+ i=l 

para um ponto interior x, fi(x) < O para i = 1, . . . , m. Assim temos 

O resultado segue-se pois pr é limitado. I 

Apresentamos um algoritmo para resolver o problema (P) baseado em fun- 

ções de penalidade suaves do tipo I. Em cada iteração resolvemos um proble- 

ma irrestrito obtido ao adicionar à função critério uma função de penalidade 

parametrizada que aproxima a penalidade exata. 

2.7.2 Algoritmo. 

Suponha que para p > i, r E (O, 11, fB,, (.) tem minimizadores. Esta suposição 

será discutida adiante. 

Algorit mo 2.1 

Dados: po = 1, r 0  = 1. Para k = 0,1, .  . . 
Encontre 2% argminZERn { fo (x) + ,f3k CEl 6, (fi (x))) . 

rk+l := r"/. 

Se xk é viável então := ,Ok 

senão ,Ok+, := 2pk. 

Este algoritmo mantém o formato do esquema geral de minimização consi- 

derado em (2.4) anteriormente com O:(.) = p k B T k ( - )  para i = 1, . . . , m e para todo 

k E N. Neste caso a atualização dos parâmetros é dada para P e r .  

As seguintes afirmações são trivialmente certas para seqüências geradas por 

este algoritmo: 



r k  + 0, segue-se por (iii) que O,, + y+. 

,&rl, L 1 e assim por (iv), ,OkPTk (a) + O para todo ponto interior a .  

Se (xk) tem uma subsequência inviável infinita, então ,Or, + +a. 

Outro destaque é que o algoritmo não pertence à classe estudada por Auslen- 

der, Cominetti e Haddou [3]. Eles usam a mesma função penalizada, mas requerem 

que ,&rlv + O e ,BFU + +a. Em nosso enfoque, não precisamos da validade de 

este último limite, de fato, mostramos que sob a condição de qualificação de 

Mangasariam-Fromovitz {,Ok) está sempre limitado, isto é, ,Ok é igual a uma cons- 

tante p a partir de certo valor de k, significando que hPrk( . )  convergirá pontual- 

mente a mE,(fi(.))+, a penalidade exata com um valor fixo para P. 
Podemos afirmar, a partir do fato de que neste algoritmo se aproxima a 

função de penalidade exata usando as funções diferenciáveis 8, que estamos frente 

a uma forte ferramenta para tentar resolver uma considerável quantidade de pro- 

blemas de interesse em otimização. Chen-Mangasarian [14,15] construiram aprox- 

imações da função de penalidade exata para resolver problemas de complemen- 

taridade linear, nãolinear e mista numa abordagem completamente diferente ao 

aqui apresentado. 

De agora em diante assumiremos que {x", {rk), {Pk) são seqüências geradas 

pelo algoritmo. A geometria da função 8 é semelhante ao específico caso da penal- 

idade hiperbólica considerada por Xavier [62] parametrizada por os parâmetros (I! 

e r .  De esta forma, quando Pk aumenta e r k  diminui estamos penalizando pontos 

inviáveis ( fig.8). Na fig.9 ,Ok permanece fixo enquanto rk varia (iterados viáveis) 

aumentando a precisão da aproximação. 

2.7.3 Teoremas 

Lema 2.5 A seqüência (x" é limitada, e todos seus pontos de acumulação são 

soluções viáveis. 



Prova: Em xO temos por definição, para Ic E N 

f o  (x? )+ PT, (xk) > fo (xO) f pTk (2'). (2.17) 

Usando (vi), @(Y) < O,,(?/) + 6(0), para todo 0 E R. Daqui, para k E N, 

PTO (x" )I PT, (x" $-O (O). 

Usando (2.17), 

Agora consideremos um ponto interior 5. Por definição de x 9 a r a  k E N, 

De (2.18) e (2.19) temos, 

onde K é uma constante. 

Se (x" é viável para valores grandes de Ic, então não temos nada que provar. 

Suponha que isto não é verdade. Segue-se que Pk -+ +oo. Por (iv), PkpTk (5) + 0. 

Daqui , pTk (xk) -+ O e consequentemente B,, ( fi (xk)) + O para i = 1, . . . , m. Isto 

k + implica que ( f i ( ~  )) -+ O porque O,,(-) + t+ pontualmente. 

- Por (Hl), vemos que (x" é limitada, caso contrário para alguma sub- 

seqüência infinita e algum i = 1, . . . , m, fi(x" > E .  

- Se 3 é um ponto de acumulação de (x", então pela continuidade das funções e 

k -t do fato que (fi(x )) + 0, concluimos que(fi(~))+ = 0, completando a prova. I 

Lema 2.6 :Todo ponto limite de (x" é uma solução ótima de (P). 

Prova: Seja z um ponto limite de (x", e seja K: c N tal que x" Z. Pelo 

lemma 2.5, 3 é viável. 

Consideremos agora um ponto interior arbitrário 2. Por definição de x" para 

Ic E IC, 

fo(xk) < fo(5) + PkpTk(2) - hpTk (xk). 



Tomando limites para k E IC, temos: PkpTk(j.) 7 0, por causa de (vii), e sempre 

/?kp,k(x" ) 0. Segue-se que 

fo(.) 5 fo(j.) 

para todo ponto interior j.. Pela restrição de qualificação, todas as soluções ótimas 

estão no fecho do conjunto de pontos interiores. Isto implica que fo (2)  5 fo (x*) 

para toda solução ótima x*, completando a prova. I 

Dado um ponto x E Rn, definamos os conjuntos 

I (x)  ={i= 1 ,..., mI fi(x) =O},I+(x) ={i= 1 ,..., m I fi(x) ) O). 

O seguinte lema é conhecido e apresentado em [5] sem prova. 

Lema 2.7 Se x" Z, então para k suficientemente grande, I+(x" C I(z).  

Prova: Assuma que x" 3, e seja i = 1, .  . . , m arbitrário. Devemos provar 

que se i e I(%), então para k grande, i e I+(x". 

Se i I(%), então fi(Z) < O. Então, para um k grande, e pela continuidade de 

fi (.), fi (x" < O, ou equivalentemente, i 9 I+(xk), completando a prova. I 

Teorema 2.8 Seja (xk) uma seqüência gerada pelo algoritmo. Então existe k. E 

N tal que para k 2 k., xk é viável. 

Prova: Suponha por contradição que existe um conjunto infinito K1 C N tal 

que para k E K1, xk é inviável. Pelo lema 2.5, (x" é limitada, segue-se ( x ~ ) ~ ~ ~ ~  

tem um ponto de acumulação x*, o qual é ótimo pelo lema 2.6. 

Seja IC2 C IC1 tal que x" x*. 

Associe com cada k E N o conjunto I+(x" definido acima, as seguintes três 

afirmações são certas para k E K2 grande: 

a) IS(xk) c I(x*), pelo lemma 2.7. 

b) Para i E I(x*), V f i ( ~ ~ ) ~ h  5 -p/2, onde h E R" é dada pela restrição de 

qualificação. Isto segue da continuidade dos gradientes e do fato que xk 3 x*. 

c) P a r a i  41 I(x*), fi(x" ) -p < 0, onde p > O é talque 



Defina o conjunto IC c Kz como o conjunto de índices dos iterados onde 

estes três fatos são satisfeitos. 

Consideremos a derivada direcional na direção h. Por definição de xk, 

V fa,,,,(xk) = O, e daqui , usando o fato que B:(y) = B1(y/r), 

Dividindo por pk e separando convenientemente os índices do somatório, 

Tomando limites para k 7 +m, temos: 

Lado esquerdo: 

V f o ( ~ " ~ h  K + O, porque ,O, 7 +m.  
p k  

fi (xk) 1-1 < -- para i $ I (%) ,  devido a (c). Daqui, por a) 
r k  r k  

f i (x7  K f i (x9  K + -m, e assim O'(-) + O. 
r k  r h  

concluímos que o lado esquerdo converge a O em K. 

Lado direito: 

Para i E I@),  Vfi(xk)'h _< -p/& por (b). Assim: 

+ k porque I (x ) C I(%) por (a), e para i E I+(xk), fi(xk) 2 O e O(.) é crescente. 

Como xk é inviável para k E IC, II+(x")l > 1, o lado direito tem uma limitante 

superior negativa, contradizendo (2.21) e completando a prova. I 



Capítulo 3 

Métodos de ponto proximal e 

minimizaçao sobre li?. 

Neste capítulo apresentamos um resumo sobre as principais abordagems feitas 

sobre o método de ponto proximal. A intenção final é relacioná-las com o problema 

de minimização de uma função convexa definida em R+. Finalmente apresentamos 

algumas funções de penalidade que usaremos em uma abordagem posterior. 

3.1 Método de Ponto Proxirnal Clássico. 

Seja f : R" + R U {i-cm) uma função convexa própria fechada. Consideremos a 

função 

Esta função foi introduzida e estudada por Moreau [48]. O único ponto onde o 

ínfimo é atingido foi denotado por proxf (x). Se f é a função indicadora de um 

conjunto convexo e fechado C C R", então w o x f  (x) coincide com a projeção de z 

sob o conjunto C. Posteriormente Yosida fez a primeira modificação introduzindo 

um parâmetro positivo X para obter a conhecida regularização Moreau-Yosida: 



Cabe destacar que esta regularização constitui uma convolução ínfima, no sentido 

de análise convexa(ver [54]), entre a função f e o termo ou núcleo quadrático, 

preservando o conjunto de minimizadores e tendo um efeito de suavização entre 

outras propriedades. Um estudo genérico de regularizações para problemas de 

minimizacao convexa encontra-se em Sosa [58]. 

Consideremos o problema 

minimizar f (x) 

sujeito a x E Rn 

com f : Rn + R convexa. 

O método de ponto proximal para este problema gera uma sequência {xk) 

em Rn tal que 

xo E Rn e 

sendo {Ak) uma sequência limitada de números reais positivos. 

A idéia geométrica do método é mostrada na fig.12 através de um simples 

exemplo, trata-se de minimizar f (x) = x2 (linha grossa). A partir de xO = -1.5 

e An = 1 fixo, os minimizadores de f (x) + 2 11,  - xkl l 2  para duas iterações do 

método aproximam-se do ótimo x* = 0. 
18 t I 



Este método foi introduzido em otimização convexa por Martinet [46] , sendo 

aprofundado por Rockafellar [55] no contexto de operadores monótonos maximais. 

Lemaire [42] apresenta um survey com as principais propriedades e aplicações do 

método. A seguir apresentamos alguns conceitos e resultados interessantes para 

uma melhor compreensão da temática subseqüente. 

Definição 3.1 U m  operador T : Rn + ?(Rn) é monótono se e somente se 

( x  - y,u - v )  2 O para todo x, y E Rn, u E T(x) ,  v E T(y) .  

Definição 3.2 U m  operador T é monótono maximal se seu gráfico nãoestá inclui- 

do própriamente no gráfico de outro operador monótono distinto, isto é , se T é 

monótono e todo operador monótono T' : Rn + P(Rn) satisfaz: para todo x E Rn, 

se T(x)  C ~ ' ( x )  então T(x )  = ~ ' ( x ) .  

Observação: O conceito de operador monótono maximal constitui uma genera- 

lização do conceito de transformação linear semidefinida positiva para o caso não 

linear. 

Definição 3.3 U m  operador T : Rn + Rn é não expansivo se e somente se 

'V'X,Y E Rn, IIT(x) -T(Y>II 5 1 1 %  - Yll. 

Definição 3.4 U m  operador T : Rn + Rn é firmemente não expansivo se e 

somente se Yx, y E Rn, IIT(x) -T(y)1I2 5 I I x - Y I I ~ -  II(x-Y>-(T(x) -T(Y>>II~. 

Definição 3.5 Seja T : Rn + F(Rn) monótono maximal. T-' é Lipschitz con- 

tinuo e m  O com módulo a > O se existe P, tal que ) ) x  - 5 a IIy 1 1  sempre que 

O E T ( 3 ,  Y E T(x)  e 11Yll 5 P -  

Rockafellar interessou-se inicialmente em achar zeros de um operador monó- 

tono maximal T, assim dado T : R" + P(Rn), x é um zero de T se e somente se 

O E T(x).  O método de ponto proximal para achar zeros de umoperador monótono 

maximal gera uma seqüência definida por: 

Dado xO E R", encontre 



onde { A A )  é uma seqüência limitada de números reais positivos. 

O problema de encontrar zeros de um operador monótono maximal genera- 

liza o problema de minimizar uma função convexa pois se fazemos T = df ,  O E 

T ( x )  é equivalente a O E d f ( x )  implicando 

VY E Rn, f ( Y )  - f (4 2 (O, Y - 2)  2 0 

e assim 

YY E Rn, f (4 5 f ( Y ) ,  

Observe além disso que aplicando condições de otimalidade na expressão 

(3.2) com xW1 como minimizador e usando um operador monótono maximal T 

em lugar de d f temos: 

X b  ( x k  - xktl) E T (x"+') 

ou equivalentemente 

obtendo assim a iteração principal do método de ponto proximal para encontrar 

zeros de um operador monótono maximal. 

Podemos então considerar uma versão aproximada do método através da 

expressão 

com 

assim consideramos 

onde ( ek )  satisfaz Cgo ék < 00. 

As provas de convergência usando esta versão aproximada (ver [55]) estão 

relacionadas com as idéias de não expansividade. Minty [47] mostrou que se X > O 

e T é monótono maximal então I + XT é uma bijeção e ( I  + XT)-' é firmemente 

não expansivo, tudo isto assegura que xN1  em (3.3) é unicamente determinado. 



O teorema 2 em Rockafellar [55] estabelece que se { x k }  satisfazendo (3.5) é 

limitada e T-I é Lipschitz continuo em 0, com uma adequada escolha do módulo 

a definido em (3.5), então o método converge com uma razão de convergência 

linear para AI, suficientemente grande e superlinear se AI, + +co. No teorema 

3 da mesma referência estabelecem-se condições mediante as quais o método em 

sua forma exata converge em um numero finito de passos. Outros estudos sobre 

a taxa de convergência do método em sua forma exata ou inexta foram dados em 

Luque [43] e Lemaire [42]. 

Nos últimos anos algumas sugestões tem surgido com o fim de estender 

a idéia original do método de ponto proximal substituindo o núcleo quadrático 

por outros não quadráticos. Attouch and Wets [ I ] ,  no contexto de regularização 

consideraram núcleos da forma k ( x  - x )  onde 5 : R" + R+ é uma função estri- 

tamente convexa e coerciva tal que k (0 )  = O recuperando assim a aproximação 

de Moreau-Yosida. Humes-Da Silva [31] consideram o método de ponto proximal 

com regularizações da forma 8 ( x  - x k )  com 8 : R" + iR+ estritamente convexa 

e diferenciável na origem. Usando a idéia de separadores [20], mostram que todo 

ponto de acumulação da sequência gerada pelo correspondente método de ponto 

proximal é solução ótima do problema (3.1). 

Iusem [32] considera os conceitos de convergência no sentido de Fejér com 

as quais constrói provas mais simples para a convergência do método de ponto 

proximal com a vantagem de poder estender a idéia para o caso de núcleos não 

quadráticos, especificamente o caso das quase-distâncias que definiremos poste- 

riormente. 

Definição 3.6 A sequência { y k }  C Rn é Fejér convergente a u m  conjunto U C 

Rn com respeito à norma Euclidiana se 

Vk  E N ,  V u  E U : IIYk+l - u I I  5 I l y k  - ~ 1 1 .  

Mostra-se que se uma sequência {x" é Fejér convergente a um conjunto U # @, 
então {x" é limitada. Se um ponto limite s deta sequência pertence a U , então 

lim x" Za. No teorema a seguir usa-se este fato com respeito à sequência 
k++co 
gerada por (3.2). 



Teorema 3.7 (ver teorema 2.1 e m  Iusem [32]) Seja f : Rn + R convexa e 

continuamente diferenciável. Suponha que o conjunto de minimizadores de f sobre 

Rn é não vazio. Então a seqüência gerada por (3.2) converge a u m  ponto x* E U. 

Podemos enfatizar que o método de ponto proximal não representa um esque 

ma computacional implementável com eficiência, mas sim uma forte ferramenta 

conceitual para o análise da convergência de algoritmos em otimização. 

3.2 Quase-dist âncias 

Definição 3.8 Seja X C R" u m  conjunto não vazio. Uma função D : X x X + 
R é uma quase-distância e m  X se e somente se verificam-se as condições: 

a) Vx, Y E X, D(x, Y) > 0. 

b) D(x, y) = O se e somente se x = y. 

O método de ponto proximal tem sido generalizado basicamente substituindo o 

núcleo quadrático por uma quase-distância. Entre elas abordaremos as conhecidas 

distâncias de Bregrnan e as cp-divergências. Mostra-se que as restrições do pro- 

blema original posem ser incorporadas na função critério usando a propriedade de 

coercividade na fronteira que definiremos adiante. Na atualidade o estudo deste 

tipo de métodos está ligado aos métodos de lagrangeano aumentado, os quais 

possuem uma interessante relação de dualidade que será analisada no capítulo 4. 

3.2.1 Distâncias de Bregman 

Sejam S c R" um conjunto aberto com fecho e h : S + R uma função convexa 

e diferenciável em S .  Considere a função Dh : S x S -+ S definida por 

Dizemos que h é uma função de Bregman com zona S se satisfaz as seguintes 

condições: 

B1) h é continuamente diferenciável em S.  



B2) h é estritamente convexa e contínua em S. 

B3) Para todo 6 E R, os conjuntos de nível 

Ll(y,S) = {x E S : Dh(x,y) 5 6) e 

L 2 ( ~ , 6 )  = {y E S : Dh(x,y) 5 6) 

são limitados Vy E S, V x E S respectivamente. 

B4) Se {y" C S é uma seqüência que converge a y* então Dh(y*, yk) converge a 

o. 
B5) Se {x" C S, {y" C S são seqüências tais que {xk} é limitada, limk,, y" 

y* e ~ i r n ~ , ~  ~h (xk, yk) = O então limk-+oo xIC = y*. 

Observações: 

a) Dh é chamada distância de Bregman induzida por h, também é conhecida como 

D-função. 

b) As condições iv) e v) se satisfazem automaticamente em S como conseqüência 

de i), ii) e iii), assim elas precisam ser verificadas somente na fronteira de S. 

c) Dh satisfaz as condições a) e b) da definição (3.8) mas não é uma distância 

(não é simética e não satisfaz a desigualdade triangular). 

d) Dada uma função de Bregman e um conjunto convexo fechado C C R", pode- 

mos definir um operador projeção Ph,C substituindo a norma usual euclidiana por 

Dh(x, y) com solução única pela convexidade estrita de h . 

Seja S C R" um conjunto aberto e convexo e f : R" + R uma função 

convexa e contínua em S.  Considere o problema 

minimizar f (x) 

sujeito a x E S 

O método de ponto proximal usando distâncias de Bregman gera uma seqüência 

1 x 9  contida em S tal que 

ZOES e 

com Ak satisfazendo O < AI, 5 X para algum 1 e k = 0,1, .  . .. 



Definição 3.9 Uma junção de Bregman h é coerciva na fronteira se verifica: Se  

{yk) C S é uma  seqüência tal que limk,,yk = y E ES, então 

l i r n k + , ~ h ( ~ ~ ) ~ ( x  - y" = -m para todo x E S .  

Definição 3.10 Uma função h é coerciva na zona S se para cada y E R", existe 

x E S tal que V h ( x )  = y. 

A coercividade na fronteira foi introduzida por Iusem [34] e constitui uma pro- 

priedade importante pois garante que os iterados de (3.8) permanecem no interior 

de S .  O conceito de coercividade na zona de h é usado para a análise de con- 

vergência do método quando é aplicado ao problema de desigualdade variacional. 

Teorema 3.11 (ver lema 3.1 e m  Iusem [34]) Suponha que S = (a l ,  bl) x . . . x 

(a,, bn), com a j  E R U {-m), bj E R U {m), a j  < bj para todo j e h é separável. 

Então h é coerciva na  zona se e somente se é coerciva na  fronteira e os conjuntos 

de niveis de I lVh(-) I Isão limitados. 

As funções de Bregman foram introduzidas por L.Bregman [ l O ]  no contexto de en- 

contrar pontos comuns entre conjuntos convexos em espaços de Hilbert e sua apli- 

cação em otimização. Censor e Zenios [12] propuseram o método com D-funções 

para o caso de dimensão finita. Posteriores estudos do método podem ser en- 

contrados nas referências [I91 ,[13], [21], [59]. Burachik e Iusem [I 11 apresentam o 

método aplicado a problemas de desigualdade variacional em espaços de Hilbert. 

Em [40] relacionam-se os conceitos de trajetória central derivadas de funçóes ba- 

rreira, de trajetórias de Cauchy em variedades de Riemann e de métodos de ponto 

proximal com distâncias de Bregman. 

Exemplo 1: 

Sejam S = R?+ = {x E R n :  xi > O ,  i =  1, ..., m) e afunção 

estendida com continuidade na origem definindo OlogO=O. Assim obtemos a co- 

nhecida distância entrópica ou divergência de Kullback-Leibler: 



Exemplo 2: 

Se S =  R" e h(x )  = i 11x11, obtemos Dh(x,y)  = 1 1 1 ~ -  y1I2. Recupera-se o 

núcleo quadrático usado no método de ponto proximal clássico. 

Outros exemplos podem-se encontrar em [21] e [32]. No capítulo 5 mostra- 

mos novos exemplos de funções de Bregman. 

A seguir ilustramos o comportamento geométrico das funções Dh. Na fig.10 

apresentamos uma interpretação geométrica para Dh como a diferença entre h e 

sua aproximação linear no ponto y. Na fig.11 mostramos o gráfico de Dh dada por 

Finalizamos apresentando três propriedades importantes das distâncias de 

Bregman e um resultado de convergência do método. 

Proposição 3.12 (ver proposição 9. i e m  Iusem [32]) Seja h uma função de Breg- 

man com zona S ,  então: 

i )  Dh(x, y) - Dh(x, X )  - D ~ ( x ,  y) = ( V h ( y )  - V h ( z ) ,  x - x)  para todo x E 3, 

Y , X  E S ,  

ii) V,Dh(x, y) = V h ( x )  - V h ( y )  para todo x ,  y E S ,  

iii) D h ( ~ ,  y) é estritamente convexa para todo y  E S .  

A propriedade i), é uma variação da conhecida identidade de três-pontos apresen- 

tada em Chen-Teboulle [13], a qual facilita as provas de convergência mostradas 
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en [59] e em [32] no sentido de Fejér convergência. 

Teorema 3.13 (ver teorema 4.1 e m  Iusem [34]) Sejam f : Rn + R uma função 

convexa com dominio efetivo d o m (  f )  fechado tal que dom( f )  n S # 0 e {Ak) uma 

sequência e m  R?+ limitada superiormente. Considere h : 9 + R coerciva na 

fronteira. Então a sequência gerada por (3.8) está contida e m  S e converge a 

uma solução do problema (3.7). 

Outras provas com diferentes hipóteses podem ser encontradas em [21] e [35]. 

Recentemente, Iusem e Monteiro [37], consideraram o problema de minimizar uma 

função convexa diferenciável restrita ao conjunto C = {x E Rn : A x = b, x 2 0) 

com A E Rmxn e b um m-vector real, e seu correspondente problema dual. O 

algoritmo estudado gera uma seqüência {xk} através de 

x k + l  = argminl f (x) + Xk Dh(x, xk) : A x = b ) ,  

com xO > O t Rn, {Ak) C R?+ satisfazendo CEo A;' = oa e h uma família 

de funções de Bregman mais geral. Mostra-se principalmente que a seqüência de 

médias ponderadas da sequência dual converge ao centroide do conjunto ótimo 

dual S". Distâncias de Bregman para o problema de desigualdade variacional são 

analisadas em [ll] e [35]. 

Consideremos cp : (O, +oo) H [O, +a) tal que: 

i) cp é estritamente convexa e três vezes continuamente diferenciável. 

ii) cp(1) = O. 

iii) cp' (1) = O. 

iv) v'' (1) > O. 

v) ~ i r n ~ , ~ $  (t) = -oa. 

Definamos d ,  : R?+ x R?+ + R+ como: 

d, com cp satisfazendo i)-v) é chamada cp-divergência. 



Proposição 3.14 (ver proposição 21.1 em Iusem [32]) 

i) d,(x, y) 2 O para todos x, y E -R;+. 

ii) d,(x, y) = O se e somente se x = y. 

iii) Os conjuntos de nz'vel de d,(., y) são limitados para todo y E R?+. 

iv) Os conjuntos de nz'vel de d,(x, .) são limitados para todo x E R?+. 

v) d,(x, y) é juntamente convexa em x, y e estritamente convexa em x. 

vi) lirnk,, d,(y, y" = O se e somente se limk,,y" y. 

As pdivergências, assim como as distâncias de Bregman são quase-distâncias. 

Não satisfazem a simetria nem a desigualdade triangular. Csiszar [16] introduziu 

as pdivergências como medidas geralizadas de informação sobre o conjunto de 

distribuções de probabilidade D, = {x E R" : C:="=,i = 1, x 2 0) para medir a 

proximidade entre dois elementos do conjunto D,. 

Observe que para y(t)  = t log t - t + 1, a cp-divergência correspondente é 

conhecida como a distância de entropia relativa de Kullback-Leibler e coincide com 

(3.9) como distância de Bregrnan. cp é mostrada na fig.8 e sua correspondente d, 

na fig.9 para dois valores distintos de y. 



Consideremos novamente o problema (3.7) com S = [O, +oo): 

minimizar f ( x )  

( P 2 )  sujeito a x > O 

com f : Rn + R convexa. 

O método de ponto proximal entrópico com pdivergência para este proble- 

ma e dado por: 

Dado x O  E R", 

com { A k }  C R satisfazendo para todo k E N, O < Xk 5 para algum positivo. 

Um estudo completo da convergência do método se encontra em Iusem, 

Svaiter e Teboulle [33] baseada na convergência quase-Fejér introduzida por Er- 

mol'ev [26] no contexto de variáveis aleatórias. Eggermont [22] mostra um esque- 

ma iterativo baseado nas condições de otimalidade para o problema ( P 2 )  para f 

continuamente diferenciável sobre R" e prova a convergência da sequência gerada 

por (3.12) para d,  como em (3.11). 

Apresentamos alguns dos resultados principais sobre a sequência gerada por 

(3.12) e que podem ser encontrados em 1321 e [33]. 

Definição 3.15 A sequência {y" C C?+ é quase-Fejér convergente ao conjunto 

U C R? com respeito à p-divergência d ,  se para cada u E U existe u m a  sequência 

{ c k }  C R++ tal que C;CO=, c,+ < oo e Vk > O 

A necessidade desta nova definição deve-se a que a sequência gerada por (3.12) 

não é sempre Fejér convergente ao conjunto de soluções U com respeito à d ,  para 

cp arbitrária. 

Teorema 3.16 :(ver proposição 13.1 e m  Iusem [S.'$]) S e  {y" E R?+ é quase- 

Fejér convergente a U C R; com respeito à pdivergência d, então { y k }  é limi- 

tada. S e  um ponto de acumulação pertence a U então limk,,y" y.  



Uma condição suficiente para garantir a convergência da seqüência gerada por 

(3.12) a uma solução ótima de (P2) é que 

'pl(t) < ((I) l og t  para todo t > 0. (3.13) 

Algumas funções que satisfazem esta condição podem-se ver em [33]. Particular- 

mente a função &) = tlogt - t + 1 satisfaz esta condição. Temos asssim o seguinte 

resultado. 

Teorema 3.17 (ver corolário 4.4 em Iusem-Svaiter-Teboulle [33]) 

Se ( t)  _< p" (1) log t para todo t > O então a sequência gerada por (3.12) 

converge a uma solução ótima de (P2). 

Resultados referentes à taxa de convergência do método podem ser encontrados 

em [38] e em 1391 para o problema de programação linear con restrições de igual- 

dade. Auslender e Haddou [4] estendem o método com objetivo f convexa sobre 

R" e restrita ao poliedro C = {x E Rn / Ax 5 b) com A de ordem rn x n e 

b E Rm. Também considera o problema de desigualdade variacional mostrando 

convergência. 

Fora do enfoque de ponto proximal, as funções de entropia foram usadas ini- 

cialmente para resolver problemas de programação linear. Eriksson [24] estudou o 

problema de programação linear com restrições de igualdade adicionando à função 

objetivo E vezes uma função entrópica que coincide com a pdivergência (3.11). 

Outros usos de funções entrópicas para programação linear podem ser consultados 

em [23], [25] e referências ali citadas. 

3.2.3 Outra quase-distância 

Ben-Tal e Zibulevsky [6] consideram uma família de funções convexas 

cp : R" + R U {+m) com domcp = (0, +m) tal que: 

a) cp é estritamente convexa e diferenciável em (O, +oo), 

b) 41) = 0, 

c)  (pl(1) = o, 



d) l i m y , o + ~  ( Y )  = -00, 

e) limy+,cp(y) = 0 7  

f) p"(y) 5 M para y 2 1. 

É definida uma quase-distância como 

com 

onde ~ ( y )  > O é crescente em R+ , positiva e sublinear, isto é, 

V y  > O : ~ ( y )  < c y  para algum c >  0. 

A seguinte proposição carateriza as principais propriedades satisfeitas por 

4. 

Proposição 3.18 (ver proposição 5' e m  [6]) Seja f : R: 4 R uma função 

côncava limitada superiormente e cp satisfazendo condições a)-f). Considere a 

quase-distância d, : R; x R+ dejnida por (3.14) e (3.15). Então dp  satisfaz cada 

uma das seguintes afirmações: 

I )  V y  > O ,  d,(., y )  é estritamente convexa sobre R+ respeito do primeiro 

argumento. 

2) Os conjuntos de nz'veis de d,(., y )  são limitados para todo y > 0.  

3)  '),(x, Y )  2 0, d,(G 2) = 0.  

4 )  V y  > 0,  d,(x, y )  = O;) se x < O ,  e limll,ll+,d,(x, y )  = O;). 

Além disso, a sequência { x k )  gerada por 

é bem definida, positiva e a sequência de valores f (x" é não decrescente. 

O processo iterativo definido por (3.16) pode ser usado para resolver o problema 

(P2). Adiamos sua discussão para o próximo capítulo. 



3.2.4 Método de ponto proximal com regularização estri- 

tamente convexa 

Humes e Silva [31] apresentam um método de ponto proximal baseado em uma 

função cp : Rn + R U {+oo) estritamente convexa, fechada e diferenciável na 

origem, cujo dominio efetivo contém uma bola fechada centrada na origem e 

p(0) = o. 

Seja fo : Rn + R U  {+oo} convexa, própria, fechada e limitada por baixo. O 

método de ponto proximal com regularização estritamente convexa para minimizar 

fo sobre R" gera uma sequência {x" tal que a partir de x0 E dom f obtém-se 

xk+l E argminZERn{ fo (x) + r"(% - xk)) (3.17) 

e rk é uma sequência de reais positivoslimitada superiormente. 

Uma novidade a destacar nesta abordagem é o uso de separadores (ver [63]) 

nas provas de convergência. Uma relação entre este método e o método de la- 

grangeano aumentado sera abordada no próximo capítulo. 

3.3 Minimização sobre R+ 

Considere o problema 

minimizar d (s) 

(P2) sujeito a s > O 

com d : Rn + R convexa. 

Para resolver este problema usando distâncias de Bregman tem-se usado 

a propriedade de coercividade na fronteira, que faz com que os iterados per- 

maneçam no interior do ortante positivo. A função de Kullback-Leibler (3.9) 

e outras mostradas em [33] satisfazem esta condição. 

Para as cp-divergências, a coercividade está incluída na definição da cp. Neste 

caso basicamente encontramos na literatura três tipos de provas para a con- 

vergência do método de ponto proximal associado. A primeira é encontrada em 



Eggermont [22] que também usa a cp-divergência de Kullback-Leibler (3.9), des- 

ta  vez num esquema iterativo obtido a partir das condições de otimalidade do 

problema (P2) penalizado com d,. As hipóteses usadas foram que a função ob- 

jetivo seja de classe C1 com conjuntos de nível limitados e gradiente localmente 

lipschitziano. A segunda abordagem e discutida por vários autores é amplamente 

estudada em Iusem, Svaiter e Teboulle [33] e foi discutida nos teoremas 3.16 e 3.17 

da seção anterior. No próximo capítulo consideramos uma hipótese formulada por 

Polyak e Teboulle [50]que conduz à condição (3.13), a qual é indispensável para 

as provas de convergência usadas em [33]. Finalmente Ben-Tal e Zibulesky [6] 

usaram a quase-distância definida em (3.16) obtendo resultados semelhantes de 

convergência com hipóteses diferentes, isto será retomado no capítulo 4. 

As seguintes famílias de penalidades serão usadas no próximo capítulo onde 

se estabelecerá uma relação de dualidade com as penalidades tipo I e tipo I1 

definidas no capítulo 2. 

3.3.1 Penalidade barreira tipo 111 

São funções 8 : R += R U {+m) convexas, próprias e fechadas tais que 

ridom 8 = (O, b) com b > O que satisfazem: 

i) 8 é diferenciável em (O, b). 

ii) 8' (1) = O, 

iii) O(1)  = O 

iv) lim,,,+ el(t) = -m, 

V) limt,b- 8' ( t)  = +m. 

Os extremos do intervalo [O, b] podem ou nãopertenecer a dom 8. 

3.3.2 Penalidade barreira tipo IV 

São as funções 8 : R + R U {+w) convexas diferenciáveis tais que: 

i) ri int 8 = (0, +m). 



ii) 0' (1) = O,  

iii) d(1) = O, 

iv) limt,oO' ( t)  = -m, 

V) limt,+,e(t) = +OO. 

O ponto y = O pode ou nãopertencer a dome. 

Exemplos Qualquer p-divergência 

Na fig.14 mostra-se uma penalidade do tipo I11 e na fig.15 uma do tipo 

IV. No próximo capítulo se estabelecerá uma relação de dualidade entre estas 

penalidades e as penalidades tipo I e tipo 11. 

J- 
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fig.17 fig.18 

Nos próximos capítulos usaremos estas famílias de penalidades I11 e IV. Será 

clara uma relação de dualidade com as famílias de penalidades I e I1 respectiva- 

mente. 



Capítulo 4 

Convexidade e métodos de 

lagrangeano aumentado 

4.1 Convexidade e Dualidade 

Neste capítulo retomamos o problema de programação nãolinear ( P )  introduzido 

no capítulo 2, agora com hipótese de convexidade. Definimos o problema dual (D) 

associado a (P) e formulamos os conceitos básicos de análise convexa para assim 

introduzir o teorema de dualidade de Fenchel que usaremos como enlace entre 

os métodos de lagrangeano aumentado e os métodos de ponto proximal. Estes 

resultados podem ser encontrados em [54], [28] ou [29] . Fazemos um resumo das 

diversas famílias de penalidades e resultados principais considerados nos métodos 

de lagrangeano aumentado. 

Considere o problema: 

minimizar f a  ( x )  

( P )  sujeitoa f i (x)<O i = 1 ,  . . . ,  m 

x E Rn 

com fi : Rn + R U {SW) funções convexas próprias e fechadas para 

i = 0 , 1 , .  . . , m. Seja S* o conjunto de soluções ótimas de (P) e suponha que: 

( A l )  S* é não vazio e compacto. 



(A2) Existe s E domf tal que fi(3) < O, i = 1, .  . . , m (Condição de qualificação 

de Slater). 

Associado ao problema (P) temos o lagrangeano clássico dado por: 

Definimos a função dual lagrangeana como 

p E Em I+ d(p) = inf {l(x, p) : x E Rn) 

e o problema dual lagrangeano associado a P como: 

maximizar d (p) 

(D) sujeito a p > 0. 

Observe que d ( - )  é côncava e assim -d(-) é convexa. 

Denotemos por f e d^ os valores ótimos dos problemas (P) e (D) respectiva- 

mente e (D*) o conjunto de soluções ótimas do problema (D). 

É conhecido que sob a condição de qualificação de Slater, as condições de 

otimalidade (ou condições de Karush-Kunh-Tucker ) para o problema (P)  são 

satisfeitas, isto é; p ara todo par (x*, p*) E S* x D* cumpre-se: 

Além disso, (D*) é nãovazio e compacto (ver (1281 VII-teorema 2.3.2), f = d^ 
e para todo d < d*, o conjunto de nível 

é compacto. 

Definição 4.1 U m  vetor p* é u m  multiplicador de Lagrange para o problema ( P )  

sep* > O e 

in f,,nnl(x, p*) = f. 



Definição 4.2 Seja f : Rn + R U { + a )  uma função convexa. A convexa con- 

jugada de f é a função f * dada por: 

s E Rn i-) f * ( s )  = supx{x ts -  f ( x )  : x E d m f ) .  

Prova-se que f* é fechada e convexa, própria se e somente se f é própria. 

A conjugada g* de uma função côncava fechada g : Rn + R U { - a )  é definida 

como 

g*(s)  = i n fX€~n{x"  - g ( x ) ) .  

A função g* é côncava e fechada . Observe que g* nãoé definida como - f * 

para f = -g, de fato, definindo f=-g, obtem-se 

f * ( s )  = SUPX€P{X" - f ( x ) )  

= S U P X € R ~ { - ( - X ~ S  - g ( x ) ) )  

= -in fxERn {-xts  - g ( x ) )  

= -g*(-s). 

Proposição 4.3 (ver proposição X. I .  S. I em  [29]) 

Sejam f : R + R u { + a )  e f j :  R + R ~ { + w ) p a r a i = l  

convexas próprias fechadas. Tem-se: 

i )  Se h ( x )  = f ( x )  + a! então h*(s)  = f * ( s )  - a para a E R .  

ii) Se  h ( x )  = a! f ( x ) ,  a > 0, então h*(s)  = a f*(:). 

iii) Se h ( x )  = f ( a  x )  , a # O então h* ( s )  = f * (:) . 

, m funções 

iv) Se h ( x )  = f ( x - x) então h* ( s )  = f * ( s )  + st x, para x E Rn.  

V )  Se f ( x )  = CEn=, f j ( x j )  então 

Definição 4.4 Seja f : Rn + R U {+oo) convexa. O vetor s E Rn é um subgra- 

diente de f no ponto x E Rn se satisfaz: 

O conjunto de todos os subgradientes de f no ponto x ,  denotado por d f ( x ) ,  é 

chamado o subdiferencial de f e m  x .  



Para f : Rn + R U {-oo) côncava temos uma definição semelhante inver- 

tendo a desigualdade. 

Proposição 4.5 (ver corolário X. 1.4.4 em [.9]) Seja f : Rn + R U {+oo) con- 

vexa própria fechada, as seguintes implicações são satisfeitas para x, s E Rn: 

Consideremos a função marginal ou função perturbação v : Rm + R definida por 

Sabe-se que esta função e a função dual d definida em (4.1) satisfazem 

de fato: (ver Bertsekas [8]) 

Seja f uma função convexa própria sobre R", e g uma função côncava própria 

sobre R", f * a conjugada convexa de f e g* a conjugada côncava de g. Verifica-se: 

se alguma das seguintes condições é satisfeita: 

a) r i (dom f )  n ri(domg) # 0, 
b) f e g são fechadas, e r i (dom g*) n ri(dom f *) # 0.  

Se a) é satisfeita o supremo é atingido em algum s, se b) é satisfeita o Znfimo 

é atingido e m  algum x; se a) e b) são satisfeitas simultaneamente, o infimo e o 

supremo são necessariamente Jinitos. 



Estudaremos uma interessante relação de dualidade entre os métodos de penali- 

dade que usam aproximações de penalidades tipo I com aqueles que aproximam 

penalidades do tipo I11 o que pode ser inferido a partir do exemplo a seguir: 

Exemplo: Sejam as funções fi : Rn + R U {+a) convexas próprias e 

fechadas para i = O, . . . , m e consideremos a função de penalidade barreira exata 

com 

yi$ = max{O, yi) e pi > O para i = 1,. . . , m. 

Observe que se Vx E R, f (x) = max(0, x) então para todo 

onde I é a função indicadora do intervalo [O, 11 dada por 

I[0,11 (Y) = 
caso contrário. 

Usando as propriedades ii) e v) de funções conjugadas obtemos 

0 se Wi E [O,Pi], i =  1, ..., m. 

= {+a caso contrário. 

Consideremos o problema (P) e o correspondente problema penalizado 

sabe-se que sob a condição de Slater o problema (P) tem solução, e se ,G é um mul- 

tiplicador ótimo então para Pi > jii, i = 1,. . . , m. as soluções de (4.6) coincidem 

com o conjunto de soluções de (P). 

Finalmente, podemos associar a (4.6) um problema dual dado por 

maximizar d (w ) 

(D) sujeito a wi E [O,Pi] i = 1 , .  . . , m. 



que é equivalente a considerar o problema 

4.2 Métodos de lagrangeano aumentado 

Na atualidade, existe uma forte tendência a estudar os métodos de lagrangeano 

aumentado motivada por seu bom desempenho em diversos problemas práticos e 

sobretudo pela rica e elegante ligação teórica com os métodos de ponto proximal 

via dualidade de Fenchel. Um excelente survey neste sentido pode se encontrar 

em Iusem [36] e referências ali citadas, principalmente associado a problemas com 

restrições de desigualdade. No entanto, podemos dizer que o interesse no estudo 

de lagrangeanos aumentados foi iniciado por Rockafellar [56] estendendo o método 

de Hestenes-Powell [57] formulado originalmente para o caso com igualdades. 

Consideremos o problema com restrições de igualdade 

minimizar fo (x) 

(Pl) sujeito a fi(x) = O i = 1, .  . . , m 

x E Rn 

onde as funções fi : Rn + R para i = 1, .  . . , m são continuamente diferenciáveis. 

A idéia original de Hestenes-Powell foi usar a penalidade quadrática para 

o lagrangeano deste problema atualizando os multiplicadores em cada iteração. 

Assim consideraram o lagrangeano aumentado como a função 

onde c > O é o parâmetro de penalização e 1 o lagrangeano de (P l ) .  Resolvemos o 

problema (Pl) através de problemas irrestritos que a partir de p0 geram seqüências 

{x", {P" e {ck) dadas por 

xk+l E argmin{L,k (x, P ~ ) ,  x E Rn} e 

9 - I  = ,$ + 2ckfi(xk) para i = 1,. . . , m  Pz 



A regra de atualização dos multiplicadores obedece a 

O algoritmo tem uma regra de incremento para o parâmetro ck. Todavía, a prin- 

cipal característica deste método é que satisfeitas condições de segunda ordem, 

temos convergência linear de {x" a uma solução local de (P1) e de {pk) aos mul- 

tiplicadores ótimos numa vizinhança destes sem precisar crescer ilimitadamente 

o parâmetro c. Desta forma melhora-se a estabilidade numérica dos métodos de 

penalidade. 

4.2.1 Famílias de penalidades para o lagrangeano aumen- 

tado 

A seguir mostramos uma família de funções de penalidade que são usadas pelo 

método de lagrangeano aumentado para o problema com igualdades (P l ) .  

Família de penalidades (PE) descrita por Bertsekas 

Seja 8 : R + R tal que: 

i) 8 é continuamente diferenciável e estritamente convexa sobre R. 

ii) $(O) = O. 

iii) O1(0) = O. 

iv) limy,-,O1(y) = -00. 

V) limy++,8'(y) = oo. 

Exemplos: 

a) O(y) = Sy2. 

b) e(y) = CUS~(Y)  - I. 

c) Q(Y) = ;IyIp, P > 1. 

O lagrangeano aumentado usando esta família de funções é dado por 



onde r E (O, 11. O método de multiplicadores correspondente ou método de la- 

grangeano aumentado para resolver o problema (Pl) gera seqüências {x", {pk) 

e {rk) a partir de po tal que 

fi (xk) = p: + va (li) , i = i , .  . . , m. 

Novamente a regra de atualização dos multiplicadores satisfaz 

Para o caso com desigualdades, o primeiro enfoque foi dado por Rockafellar 

[56] e [57]. Considerando o problema (P), o clássico lagrangeano aumentado surge 

naturalmente ao considerar folgas nas restrições . Mostra-se, ver por exemplo [8], 

que a minimização com respeito a estas folgas pode ser escrita em termos da 

variável x obtendo uma expressão para L, em termos de x, p e c dada por 

e novamente a regra de atualização dos multiplicadores num processo iterativo 

pode-se obter para (4.9) satisfazendo (4.8) onde a seqüência de parâmetros posi- 

tivos {ck) é limitada. 

Na figura seguinte mostra-se o gráfico de &(max{O, p + ~ ~ ) ~ - p ~ ) ,  que passa 

pelo ponto (-f, - E )  e tem na origem a inclinação p. 

-1 o 
fig. 19 



A principal desvantagem da função de penalidade introduzida por Rockafel- 

lar está em não ter segundas derivadas contínuas ainda que as restrições sejam de 

classe C'. 

Família de penalidades (PI) descrita por Bertsekas 

Para o problema com desigualdades (P), Bertsekas [8] considera uma família de 

penalidades 

y E R, p E R+ I+ p(y, p) E R tal que: 

i) p é contínua em R x R+, continuamente diferenciável em R x R++ e existe 

limp,o+ P(Y,P)-P(Y,~) 
P 

Vy E R e p(., O) é de classe C1 com respeito a y E R. 

ii) p(y, .) é côncava em [O, +w) para todo y fixo. 

iii) Para todo p > O, p(., p) é convexa em R e satisfaz a condição: (convexi- 

dade estrita) 

Se Yo > 0 ou V,P(YO, 4 > 0 então P(Y, P) - P(YO, 1-1) > (Y - YO)V,P(YO, p) 

para todo y # yo. 

iv) p(0,p) = O,  Vp > O. 

v) V,P(~,  P)  = p, VP > 0- 

vi) lim,-,V,p(y,p)=O, Vp? O. 

vii) lim,+, V,p(y , p) = +oo, Vp > O. 

viii) in f,,~p(y, p) > -w, Vp 2 O. 

Dentro desta família de penalidades PI está a subfamília (P;), caracterizada 

por funções da forma 

onde 0 pertence à família (PE) considerada para o caso de igualdades. Para 

, y recupera-se a função clássica de Rockafellar com sua correspondente 0(y) = 1 

função lagrangeano aumentado mostrada em (4.9),pode-se escrever para todo i 

como 



Esta subfamflia será relacionada com outra na seção (4.2.1). 

Também considera a famflia de penalidades (6) que conduz a lagrangeanos 

aumentados duas vezes continuamente diferenciáveis que descrevemos a seguir. 

Família de penalidades (PI) descrita por Bertsekas 

Seja p : R2 + R da forma pO(y) , onde 6 : R 3 R é de classe C2,V6(y) > O para 

todo y E R e: 

i) 6(0) = O. 

ii) @(O) = i .  

iii) lim,,-&y) > -m. 

iv) lim,,-,O1(y) = O e 

v) l ~ m y + ~ 6 1 ( y )  = m. 

Considerando o problema (P), o lagrangeano aumentado correspondente é 

dado por 

x ~ R n , ~ e R m e L T ( x , ~ )  = h ( ~ ) + ~ C E l p [ ' ,  ,/'%I 
= f a  (x) + r Czl pio (e). 

onde P(Y,P) = @(Y) e r E [O, 1). 

O algoritmo consiste em, a partir de um vetor de multiplicadores inicial 

p0 > 0, gerarmos seqüências {x" , {& e {rk} tais que 

A seqüência {r" é decrescente e positiva podendo ser constante a partir de um 

valor apropriado. Observe que p" 0 para todo k. 

Pode-se observar que a regra de atualização dos multiplicadores satisfaz 

Como exemplo de uma penalidade na família (P;) temos o método de multipli- 

cador exponencial determinado por 



Tseng-Bertsekas [61] mostram a convergência da sequência {p" a uma solução 

ótima do problema dual (D) e para a sequência prima1 {xk} conseguese provar 

convergência ao conjunto viável num sentido ergódico, isto é, a convergência da 
ckx" + - - + coxo 

seqüência média dada por yk = e ck = 5 para todo k. O dual da 
c '"+.. .+co 

função p é a quase-distância de Kullback-Leibler (3.9), assim se abrem as portas 

para posteriores estudos relacionando os métodos de lagrangeano aumentado com 

as quasedistâncias. 

Posteriormente, Polyak-Teboulle [50] consideram famílias de penalidades 

com características similares à familia (i1) conseguindo incluir outras penalidades 

conhecidas. 

Família de penalidades descritas por Polyak-Teboulle: 

Considera-se o problema (P) com desigualdades do tipo > e a família de funções 

6 tais que: 

6 : R + R U {-m} estritamente crescente, de classe C2 com dom 6 = (a, +a) e 

a E [-oo, O) , @(a) = -cq @(a) = +m satisfazendo: 

i) 6(0) = O, 

ii) P(0) = 1, 

iii)BM(y) < O,  

iv) limy,+oo6'(y) = 0, 

v) lim,,o+r8(~) = O. para todo y > 0. 

Entre as penalidades incluídas nesta família encontram-se: 

a) 6(y) = 1 - e-Y, y E R (método exponencial) . 

b) O(y) = log (1 + y), y > -1 (barreira modificada logarítmica). 

c) 6 (y) = &, y > -1 (barreira modificada hiperbólica) . 

(barreira modificada com penalidade exponencial) . 

Dada 6 satisfazendo as propriedades i)-v) e r E (O, 11 observe que 

y > O se e somente se r6(y/r) 2 O, 



logo as restrições do problema (P) considerado, podem ser expresadas equivalen- 

temente como 

r 8  (9) 2 0 para i = 1 , .  . . ,rn. 

Considerando o lagrangeano clássico correspondente a minimizar fo sujeito a 

(4.13) obtemos o lagrangeano aumentado dado por 

O algoritmo usado segue o mesmo formato de (4.10) e (4.11). Esta abordagem 

com respeito ao lagrangeano aumentado foi chamado princípio de reescalamento 

nãolinear e conduz naturalmente a um problema dual que envolve cp-divergências 

(ver seção (3.2.2). Dada 8,  definese a função cp como 

umfato importante é que cp satisfaz as condições necessárias que definem uma 

cp-divergência (ver proposição 3.1 em [50]). 

Uma hipótese feita sobre as funções 8 consideradas é que 8' seja logaritmi- 

camente convexa, ou equivalentemente que 8' satisfaça: 

A condição anterior é usada para deduzir a condição 

usada em [33] nas provas de convergência. 

O principal resultado refere-se à convergência num sentido ergódico da se- 

qüência gerada pelo lagrangeano aumentado. Isto é que todo ponto limite da 

seqüência de médias ii? = C;,, $ geradas pelo lagrangeano aumentado converge 

a uma solução ótima de (P). 

Família de penalidades descritas por Ben-Tal e Zibulevsky 

Considere o problema (P) e as funções dadas por 8 : (-00, b) + R estritamente 

convexas, estritamente crescentes e de classe C2 com O < b 5 oo tais que: 



i) O(0) = O. 

ii) 01(0) = 1. 

iii) limy+b O1(y) = w .  

iv) limy,-, O1(y) = 0. 

v) O"(y) > para todo y E [O, b] ,  para algum M > 0. 

Em [6] considera-se o lagrangeano aumentado da forma 

onde ri = n(pi) para i = 1,. . . , m e n : R++ + R++ é uma função não decrescente 

e sublinear, isto é, 

V p  > O : n(p) 5 c p  para algum c > 0. 

O algoritmo gera seqüências como em (4.10) e (4.11) adicionando a atuali- 

zação 

#+I = &p+y (4.17) 

Observe que neste caso r está em função dos multiplicadores, o que foi sugeri- 

do em [61] sem análise de convergência. No dual aparece uma quase-distância 

mostrada em (3.14) que é uma variação das O-divergências consideradas em [33] 

(ver proposição 3.18 no capítulo 3). Com respeito à seqüência primal, a mesma 

tem pontos limites que pertencem ao conjunto de soluções ótimas de (P) . 

Entre as penalidades que satisfazem este enfoque temos: 

a) O(y) = eY - 1. (método exponencial) 

b) O(y) = -log(l - y), -w < y < 1. (barreira modificada) 

Y + ;y2 
1 se y 2 - 5  

c) Q(Y) = { - & - se y 5 -i (quadrákica logaritmica) 

Y + ;y2 
1 se y z - ?  

4 O(Y) = { ( - 2 )  - 1 se y 5 -i (recíproca quadratiia ) 

Considere novamente os problema primal (P) e dual (D) com as hipóteses: 

(Al) O conjunto de soluções S* de (P) é não vazio e compacto. 

(A2) Existe a E dom f tal que fi(a) < O, i = 1, . . . , m (Condição de qualificação 

de Slater). 



Seja 

.f = inf{fo(x) I fi(x) < O,  i = i , .  . . ,m) 

e considere a família de funções cp introduzidas na seção (3.2.3) que determinam 

a quase-distância definida em (3.15): 

é crescente e sublinear, isto é, 

Considere além a seqüência {p" gerada no seguinte processo 

onde d é a função dual e d, definida em (4.18). 

Mostra-se que esta seqüência é decrescente. Uma condição adicional pedida 

é : 

(A3) Seja d um vetor no conjunto de subgradientes de d, com respeito ao primeiro 

argumento, isto é, d E d,d,(s, p). Para todo E: > 0, 36 > O tal que se para algum 

i E (1,. . . , m), di > E: então d,(s, p) > 6. 

A condição de sublinearidade de n e o lema a seguir são importantes para 

que (4.18) satisfaça a propriedade (A3). 

Lema 4.7 (ver lema 2 em [6]) Se (i) O < y < x e O < < c para algum c > O. 

Então 

p(x, y) > f [p;~z)12, onde O < M < oo. 

O teorma principal é o seguinte: 

Proposição 4.8 (ver teorema i em [6]) Suponha que são satisfeitas (Al) e (A2) 

e 8 satisfaz as condições i)-v).Para cada k ,  considere n%erificando a condição 



(4.19). Então as sequências {xk) e {p" geradas pelo método lagrangeano aumen- 

tado satisfazem: 

i )  max{0, fi(x9) + O para i = 1, .  . . , m, 

ii) f (xk) -+ f, 
iii) pffi(xk) + O parai = I , . .  . ,m, 

iv) As  seqüências {xk) e {p" são limitadas e todos seus pontos limite são 

soluções dos problems ( P )  e ( D )  respectivamente. 

A condição (A3) é importante para a convergência do método. A hipótese (A2) 

garante que a seqüência de valores duais implícita em (4.20) é nãodecrescente, 

isto junto a (A3) tornam a válida a afirmação i) do teorema anterior, que junto 

ao fato de que a função n é sublinear conduzem a iii) e ii). 

Família de penalidades descrita por Humes-Da Silva 

Humes e Silva [31]) apresentam um método de lagrangeano aumentado envolven- 

do penalidades com características semelhantes às penalidades da família (P:). 

A principal diferença é que nestas novas penalidades a derivada pela direita 

nãoprecisa ser infinita. Além disso, as penalidades podem nãoser separáveis. Uma 

desvantagem desta família de penalidades é que nãosão duas vezes diferenciáveis. 

Consideremos novamente as funções cp introduzidas na seção (3.2.3) onde 

cp : R" + R U {+oo) é estritamente convexa, fechada, diferenciável na origem, 

cujo dominio efetivo contém uma bola fechada centrada na origem tal que 

cp(0) = o. 

As funções de penalidade tem a forma 

onde I é a função indicadora. 

Exemplo: 

a) P(y,  p) = 9y4/3 + py obtida a partir de p(y) = f Y4. 

Dado o problema (P) ,  o método lagrangeano aumentado proposto gera se- 



qüências {xk}, {p" e {(r"} tais que 

e (rk) é uma sequência de reais positivos. 

Mostramos o teorema principal com respeito à convergência da sequência 

{xk>. 

Teorema 4.9 (ver teorema 6 em Humes-Da Silva [5'1]) Se a condição de quali- 

ficação de Slater é satisfeita e se fo e fi  são continuas para i = 1, . . . , m , então 

todo ponto limite da sequência gerada pelo lagrangeano aumentado converge a uma 

solução ótima do problema ( P )  . 

Finalmente, observe que as famílias de penalidades (PT), as apresentadas por 

Polyak e Teboulle e as consideradas por Ben-Tal e Zibulevsky possuem em comum 

a condição de que a função de penalidade deve crescer mais rápido que uma 

aproximação linear. Poderíamos chamar esta propriedade coercividade lateral. 

No próximo capítulo relaxaremos esta propriedade usando funções de penalidade 

que aproximam a penalidade exata B max{O, y) com /?' > O mostrando uma inte- 

ressante relação dual com os métodos que usam distâncias de Bregman. Por outra 

parte, consideramos uma família de funções com coercividade lateral que através 

de uma conveniente mudança de variáveis ou shifts nos conduzem a métodos de 

lagrangeano aumentado com distâncias de Bregman no dual. 

4.3 Relação entre o método lagrangeano aumen- 

tado e o método de ponto proximal 

No capítulo 3 introduzimos o método de ponto proximal clássico baseado na 

distância euclidiana sendo após generalizado com o uso de quase-distâncias , em 

forma semelhante fizemos um resumo das diferentes famílias de penalidades usadas 

nos métodos de lagrangeano aumentado e dos principais teoremas de convergência 



que respaldam ambos métodos. Por uma parte, os métodos de lagrangeano aumen- 

tado podem ser implementados de forma eficiente e aplicados assim a diferentes 

tipos de problemas práticos, alguns pacotes computacionais para problemas de 

grande porte são o LANCELOT ([31]) e o BOX-QUACAN em suas diferentes 

versões desenvolvido na Universidade de Campinas por M.Martínez e colabo- 

radores. Os métodos de ponto proximal nãopossuem estas características com- 

putacionais mas disfrutam de uma rica e elegante teoria que sustenta suas provas 

de convergência e as de outros métodos como é o caso do lagrangeano aumentado. 

Dado o problema (P), Rockafellar ([56]) introduz o lagrangeano aumentado 

clássico 

onde c > O. Consideremos a função de penalidade 

onde 

Observe que 

Lcb,  P) = f o b )  + P c ( f i ( 4 ,  P). 

Usando o teorema de dualidade de Fenchel (4.5) e (4.4) obtemos 

onde v é a função perturbação definida em (4.3) e d é a função dual. Assim, se 

sob hipóteses razoáveis, associamos o lado direito da expressão anterior com a 



k-iteração do método de ponto proximal dada equivalentemente por 

temos que se xN1 minimiza o lagrangeano aumentado, então pwl atinge o máximo 

no lado direito. Observe que esta última igualdade é equivalente a 

pf+l = max{O, pf + C' fi(xk)} para todo i = I, . . . , rn 

que corresponde a atualização do multiplicador no método lagrangeano aumen- 

tado clássico. Assim se estabelece uma estreita ligação entre o método de ponto 

proximal clássico e o método de lagrangeano aumentado clássico para problemas 

com restrições de desigualdade. A convergência da sequência gerada pelo método 

de ponto proximal a uma solução ótima do problema dual conduz à convergência 

da sequência de multiplicadores gerados pelo método de ponto proximal clássico. 

Isto foi observado pela primeira vez por Rockafellar [56]. 

Bertsekas na seção 5.5 em [8], mostra uma relação similar para as famílias 

de penalidades (PI) e (pI) consideradas nas seções (4.2.1) e (4.2.1) dada por 

onde PT (y, p) = r xzl p[:, pi]. A segunda igualdade pode-se obter em forma simi- 

lar ao desenvolvimento feito para obter (4.4). Note que a penalidade exponencial 

y E R, p E (0, +a) ct p(y, p) = p(eY - 1) está incluida na família (a). 
Teboulle ([59]) considerou lagrangeanos aumentados construídos a partir de 

quasedistâncias e estabeleceu uma direta ligação entre ambas metodologias. 

Consideremos novamente o nosso problema de interesse (P) junto com o seu 

respectivo problema dual (D) e a função lagrangeano definida como 

x E R n , p ~  Rm++ L(x ,p)=  
caso contrário. 



Teboulle define a função lagrangeano aumentado generalizado como: 

onde r > O e D é uma cp-divergência ou uma distância de Bregman. Por exemplo, 

para o caso em que D é uma cp-divergência como definida em (3.10), define 

e sob hipóteses razoáveis, o método de multiplicadores é definido como: 

Dada uma seqüência {r" de números positivos, gere seqüências { x k )  C Rn 

e {p" C RR" tais que 

xk+l = argmin{L,k (x, p" : x E Rn}, 

Observe que se pW1 satisfaz (4.22) , então 

para assim obter 

k I -1 f i (xk+l)  ' !  = pi ( V )  ( T k  ) (4.23) 
= ( * )  (-1 para i = i,. . . , m. 

Esta última igualdade corresponde à atualização dos multiplicadores no método 

de lagrangeano aumentado usado por Bertsekas [8] para a penalidade exponencial 

fazendo cp(y) = ylog y - y + 1. 

Posteriormente, Polyak e Teboulle [50] mostram que a conjugada de cp co- 

rresponde à famiilia de penalidades para o método de lagrangeano aumentado 

considerado na seção (4.2.1). 

Note que a atualização (4.22) é equivalente a 



onde d é a função dual. 

Desta forma, o iterado pktl em (4.22) correspondente à atualização dos mul- 

tiplicadores no método de lagrangeano aumentado considerado também é solução 

do lado direito de (4.24) que corresponde à iteração k do método de ponto proxi- 

mal usando p-divergências para minimizar a função -d(.) no ortante positivo. 

Podemos explicitar ainda mais a relação anterior observando que, para o 

caso convexo e com hipóteses razoáveis, temos usando (4.23) que 

Se xwl minimiza a L+ (x, p" então xw' minimiza E(x, p"'), assim 

d(pk+') = L(x~+' ,  pk+') = fO(xk+') + CE1 pik+' fi(xk+') mas 

Assim, por ser d côncava temos 

onde f (s) = (fi(.), . , f,(.)) e dd(p) é o conjunto de subgradientes em u da 

função côncava d (ver 4.4). 

A atualização dos multiplicadores dada por (4.22) é 

e assim usando a relação (p')-' = (p*)' temos para i = 1,. . . , rn  

fi (xktl) = r k p '  

De (4.25) e (4.26) observamos que 



ou equivalentemente 

que é equivalente a (4.24) 

Iusem, Svaiter e Teboulle [33] mostram um enfoque similar com exemplos de 

funções cp e cp* que satisfazem as relações anteriores. Para o caso em que D é uma 

distância de Bregman, além do trabalho de Teboulle, Eckstein [21] considera pro- 

blemas com restrições de igualdades e problemas com restrições de desigualdade 

para definir métodos de lagrangeano aumentados em forma similar a Teboulle. Um 

estudo completo sobre a interrelação entre estas duas metodologias pode-se encon- 

trar em Iusem [36]. Humes e Da Silva [31] relacionam o método de lagrangeano 

aumentado generalizado que usam as funções de penalidades mostradas em (4.21) 

e o método de ponto proximal definido em (3.17) via dualidade de Fenchel. 



Capítulo 5 

Método de mult iplicadores gerado 

por mudanças nas penalidades 

Introduzimos duas novas famílias de penalidades separáveis que através de apro- 

priadas mudanças ou shifts conduzem a métodos de multiplicadores os quais por 

sua vez geram distâncias de Bregman no dual. Isto representa um novo enfoque no 

contexto deste tipo de métodos. Em primeira instância consideramos uma família 

de penalidades que aproximan a função de penalidade exata e posteriormente 

incorporamos uma família de penalidade coercivas pela direita. Estas famílias 

estão em correspondência respectivamente com as penalidades tipo I e tipo I1 

introduzidas no capítulo 2. 

Consideremos novamente o problema 

minimizar f, (x) 

(P) sujeitoa: fi(x)<O, i=1 ,  . . . ,  m. 

x E R" 

onde fi : R" + R U {+oo) para i = 0,1,. . . , m são funções convexas próprias 

fechadas e S* é o conjunto de soluções ótimas de (P) . 

Suponhamos válidas as hipóteses (Al) e (A2) introduzidas no capítulo 4: 

(Al) S* é não vazio e compacto. 

(A2) Existe J; E dom f tal que fi(iE) < O, i = 1,. . . , m (Condição de Slater). 



Para f : Rn +- R U {+oo) convexa própria fechada consideramos de novo 

sua função de recessão como: 

onde x é arbitrário em dom f .  

Definição 5.1 Uma direção d # O é uma direção de recessão de f se fk (d )  5 0. 

É conhecido que (Al) é equivalente a: 

isto é, que nãoexistem direções de recessão nãonulas. 

5.1 Famílias de penalidades ALl e AL2 

5.1.1 Família de penalidades nãocoercivas 

Consideremos inicialmente uma função O : R + R convexa e crescente tal que: 

i) 0 é estritamente convexa em R. 

ii) 19 é diferenciável em R. 

iii) 0&(1) = 1. (O-coerciva pela direita na classificação dada em [28]) 

iv) lim,,-, O1(y) = 0. 

v) O(.) limitada por baixo. 

vi) s~p , ,~ (y  - O(y)) é finito. 

Comentários: 

Observe que 6 é estritamente crescente, própria e fechada. 

Pelas condições i), ii) e iv) deduzimos que O, (-1) = O. (ver lema 1 em ([6]). 

A condição v) é equivalente a O* (0) ser finito. (ver teorema 27.l.a em ([54]). 

De igual forma vi) é dada para garantir a existência de O* (1). Estas duas condições 

garantem que O(.) nãose afasta infinitamente da função y+. Entre as famílias de 

penalidades consideradas no capítulo 4, a condição iii) é satisfeita somente por 

algumas funções de penalidades consideradas por Humes e Silva [31], mas com a 

desvatagem de nãoser duas vezes diferenciáveis. 



5.1.2 Família de penalidades coercivas pela direita 

Consideremos a função 6 : R +- R U {+m) convexa, própria, fechada, crescente e 

diferenciável com ridom 6 = (-co, b), b E R++ tal que: 

i) 6 é estritamente convexa em (-co, b). 

ii) 13 é diferenciável em (-co, b). 

iii) 6;(1) = +m. (coercividade pela direita) 

iv) lim,,-, B1(y) = 0. 

v) O(.) limitada por baixo. 

Note que a diferença principal entre estas duas famílias de penalidades está 

no comportamento no infinito pela direita, ambas correspondem basicamente às 

penalidades tipo I e tipo I1 definidas no capítulo 11. Suas funções de recessão são 

respectivamente a função de penalidade exata e a função indicadora do ortante 

negativo . As penalidades tipo I e tipo I1 darão origem respectivamente às famílias 

de penalidades que denominaremos ALI e AL2. 

O desenvolvimento que apresentamos é válido para ambas famílias de pena- 

lidades incorporando um parâmetro positivo ,í3 > 1 no caso da família ALI, cuja 

função é a de aumentar gradualmente a penalidade quando for necessário e que 

para o caso da família AL2 não é utilizado. Note que com estas condições O(.) é 

um homeomorfismo sobre dom 6 pois sua inversa existe e é contínua. 

Mudança de variáveis. 

Consideremos a função de penalidade 6 do tipo I. Para i = 1, .  . . , m, dado 

/3i > O e Pi E (O, ,L?), defina a função &(.) como 

Onde nãohouver confusão possível faz-se o abuso de notação gi = jji(pi), 

assim escreveremos (5.3) equivalent emente como 

Pi 
O'(&) = - para i = I , .  . . ,m. 

Bi 

Assim, para cada valor de Pi E (O, ,O) e Pi > 1 está associado um valor de & que 

satisfaz (5.4). Isto determina uma importante mudança de variáveis em nossa 



abordagem. 

Similarmente, para o caso da penalidade do tipo I1 , dados Pi 2 1 e pi E RI;", 

para i = 1, . . . , m, defina a função jji(') como 

Pi E R++ &(Pi) = (Of)-' ( P ~ )  para i = 1, . . . , m. (5-5) 

Novamente, onde nãohouver confusão possível faz-se o abuso de notação 

y . - - (  - yi pi), assim escreveremos (5.5) equivalentemente como 

I 3  = p parai  = 1, .  . . , m .  (5.6) 

É importante destacar que estas mudanças de variável ou shifts, permitem que 

cada função na respectiva família tenha na origem derivada igual a p que é uma 

característica importante quando analisamos o que acontece na sua conjugada. 

Isto mostra-se na seqüência a seguir onde usamos a notação 

Família de penalidades ALI. 

Dados P E R?+, r E (O, 11 fixos, definimos uma penalidade Pp,, pertencente 

à família de penalidades ALI como 

onde I3 é uma penalidade do tipo I, e j j  = jj (p) satisfaz 

para i = 1 , .  . .,m. 

Observação: 

Normalmente P, r e p são fixados e conseqüentemente jji = & (pi) também é 

fixo. Opera-se então com as funções Pp,, (., p) e pBi,, (., pi) . Nestes casos usaremos 

a notação simplificada Pl (.) = PA,, (., p) e pii (.) = pp,,, (., pi). 

Observe que para i = 1 , .  . . , m, Pi e r fixos, temos 



assim, por (5.4) 

e também 

pli(O,pi) = O para i = 1 , .  . .,m. 

Note que se para i = I , .  . . , m  yi < OHpii(yi) <O. 

De fato, 

Y i < O  W F + g i < g i  

H O("+) < O(&) 

H P;r[O(F +gi) - O(jji)] < O 

A fig.20 mostra a variação de pl(y) para p,r fixos, e ,O aumentando, o efeito 

correspondente é penalizar pontos inviáveis. Na fig. 21 observamos que quando 

decrescemos o parâmetro r mantendo p e p fixos estamos aproximando a função 

barreira exata (isto é, a função max {O, x) para x E R). A variação simultânea 

de ambos parâmetros produz ambos efeitos. Em ambas figuras fixamos como 

referência a reta y = (O, 1)x e notamos que P$,~ (O, 1) = 1. 

fig 20 

Alguns exemplos de funções nesta família ALI são: 
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com ii = 2p-b 

d m '  
b) Para O(y) = ln(1-k eY) - ln2 temos 

com g = ln(&). 

Família de penalidades AL2. 

De modo análogo, dado r E (0,1], definimos uma penalidade PT pertencente 

à família de penalidades AL2 como 

onde O é penalidade do tipo 11, e jj(pi) satisfaz 

para i = 1, . . . ,  m. 

Similarmente, quando r e p são fixados, jji = iji(pi) também é fixo. Opera- 

se então com as funções PT(., p) e pT(-, pi). Nestes casos usaremos a notação 

simplificada P2 (.) = PT (., 1-1) e pzi ( a )  = pT (., pi). 

Como exemplos nesta família de funções AL2 temos: 

a) Para Q(y) = ey, 

onde ij = ln(p). Note que, se usarmos O(y) = eY + C com C constante, no lugar 

de O(y) = eu, obtemos a mesma função de penalidade p. 



se y < O  
b) Para 8(y) = temos 

1 - log(l-  y )  se y  2 0, 

com 5 = 1 - l/p. 

Geometria dos shifts. 

Na fig.22 mostra-se o gráfico de uma penalidade 8 e uma reta tangente a B com 

uma inclinação p. O ponto de tangência corresponde a um ponto de abscissa y tal 

que $'($I = p. Na fig.23 ilustramos o fato de que o shift equivale a transladar a 

origem ao ponto (y, O@)). Finalmente, na mesma figura mostramos a penalidade 

p(Y,  p) passando pela origem com derivada p. 

Observa-se que a diferença entre estas famílias de penalidades e as famílias 

consideradas no capítulo 4 consiste, basicamente, no comportamento pela direita 

das penalidades. Também pode-se notar diferenças específicas com cada família 

comparando o domínio de definição da penalidade 8, a limitação por baixo da 

mesma e a sua diferenciabilidade. É importante ressaltar que a introduqão do 



shift dá origem a distâncias de Bregrnan via dualidade de Fenchel. 

5.2 Método de multiplicadores baseados em shifts 

Uma das características principais presentes nos métodos de Lagrangeano aumen- 

tado definidos no capítulo anterior é que a derivada na origem das funções de 

penalidade envolvidas é igual a p. Este fato é satisfeito pelas famílias ALI e 

AL2 como conseqüência dos shifts, assim podemos definir para cada uma destas 

famílias, métodos de lagrangeano aumentado como métodos de multiplicadores 

baseados em shift. Note que em nenhuma das duas familias de penalidades pedi- 

mos a condição 01(0) = 1. 

5.2.1 Método de multiplicadores baseados em shifts para 

a família ALI 

Dados P 2 1, r E (O, 11, consideremos a função penalizada 

com O pertencente à família de penalidades tipo I, e j j  como definido em (5.3) 

satisfaz 
Pi 

i ( ) )  = - < 1 para i = 1, .  . . , m, 
Pi 

Em geral essa função é utilizada com P, r e p fixos, e denotaremos L(.) = Lp,,(-, p). 

Destacamos que p corresponde efetivamente aos multiplicadores de lagrange e 

aparece em forma implkita dentro da definição de j j .  Assim, o papel que P e r 

desempenham pode ser considerado como secundário. 

O método é definido pelo algoritmo a seguir, que será comentado abaixo. Aqui 

suporemos que o cálculo em (5.9) sempre é bem definido. Mostraremos adiante 

que isto é verdade se ,O0 for suficientemente grande. 

Algoritmo 5.1 Dados: ,O0 > e, r0 = 1, p0 E (O,$)  e fjO tal que O'(fjO) = pO/,OO. 

Para k=O, 1,. . . 



Encontre 

Atualize 

k 
Pi 

Para i = 1,. . 

+ )  a r a  i = 1,. . . ,rn. 

. , m: se ,$+I > 2 então ~ : + l  = 2,@ e 
k+l  

calcule tal que 6'($+l) = b, senão 
@i 

-k+1 = -k k+l k = ,@ e yZ yi + ~i //r onde Yi k+l = fi(xk+l) 

Escolha: r"' 5 rk.  

Comentários: 

-k+l k+l  -k+l - I-L. Por definição de yi , 6'(yi ) - p., 
da atualização do multiplicador temos, para i = 1,. . . , m 

segue-se que se ,L$+' = @ então ik+' = $ + 9 onde y!+l = fi(xW1). 

Observe que pela definição de xwl ,  propriedades de subdiferencial e defi- 

nição de L temos: 

a, L,,~ (xk+l, S) = ajo (x"+') + Z=I pksi i (q + gi) afi ( x ~ + ' )  

= a f o  (xW1) + c ~ ,  p;+lafi (x '+~)  

k+l = a , l ( ~ " ~ , p  ) 

Logo cumpre-se que 

o que constitui uma característica importante determinada pela atualização 

do multiplicador. 

e Devido a que p0 > O e 19 é estritamente crescente temos que 0 para 

todo k. 



A atualização de Bk obedece a que o número de vezes em que aumenta é 

finito, devido a que mostramos adiante que a seqüência {p" é limitada. 
-h+1 Assim o cálculo do valor de yi a partir de O'(.) só será necessário em 

algumas iterações. Nessas iterações, para encontrar o valor de ijk+l podemos 
k + l  

resolver ef(gf+l) = para i = 1 , .  . . , m usando, por exemplo, o método 
Bi 

de bissecção. Em ocasiões é possível encontrar uma expressão algébrica para 
k+l  

como = (O1)-I (@). Y% 

Se fa(x" = O para algum i e algum k, então = @O1($) = pk. 

Se xM1 é inviável para a restrição i, pelas características da penalidade pl 

inferimos que cresce e assim o efeito do shift é tal que traslada a origem 

a um ponto onde a penalidade aumenta. 

5.2.2 Método de multiplicadores baseados em shifts para 

a família AL2 

Diversamente da família ALI, chamamos a atenção que nesta famflia AL2 nãoexiste 

o paraámetro p. Assim, para r E (O, 11 consideremos a função penalizada 

onde O pertence à família de penalidades tipo I1 e ij como definido em (5.3) satisfaz 

O'(& (pi)) = pi para i = 1, . . . , m. 

O método é definido pelo algoritmo : 

Algoritmo 5.2 Dados r 0  = 1, p0 = 01(0), jjO = 0. 

Para k=O, 1,. . . 

Encontre 



Calcule 

@+i = k k+1 k Y +Y I r ,  

onde g+l = fi(xk+l) para i = I , .  . . , m. 

Atualize 
-k+l 

= O1(yi ) para i = 1 , .  . . ,m. (5.14) 

Escolha r"' 5 r k .  

A diferença principal entre este algoritmo e o anterior consiste em que para a 

família AL2 nãoexiste o parâmetro P. Os comentários feitos para o algoritmo 

correspondente à família A L I  também são válidos neste caso eliminando as obser- 

vações que envolvem o parâmetro p. O parâmetro r é responsável pela precisão 

da aproximação mas pode se manter fixo em ambos casos. Neste caso, destacamos 

que o cálculo do valor 5% partir de O'(.) nunca é necessário. 

Mostraremos a seguir que as minimizações (5.9) e (5.12) estão bem definidas. 

Lema 5.2 Considere O do tipo I satisfazendo i)-vi) . Seja f : Rn + R U { + a )  

uma função convexa fechada. Sejam r E (0 ,1] ,  B 2 1, p > O fixos e g E R tal que 

O y g )  = r < 5 .  B 

Consideremos 

p r  [~(e + j j )  -O@)]  se x E d o m ( f )  
P ~ X )  = 

caso contrário 

então 'dd E Rn, d # O cumpre-se 

{ ( 1 )  se d E d o m ( f k )  
( ~ l ) ó o ( d )  = 

caso contrário. 

Prova: 

Para p, p e r fixos, escrevemos p como { ,h(x)) + C se x E domf 
~ l ( 4  = 

caso contrário 

onde h ( x )  = + e C = prO(Y). 



Note que h é convexa, fechada e dom h=dom f .  Usando a definição de função 

de recessão ( L I ) ,  temos Vd E Rn, d # O 

Assim usando proposição 2.1 em [3] sobre a função de recessão de funções com- 

postas e o fato que 8 k  é positivamente homogênea obtemos 

caso contrário 

d E d o m ( f 3  

caso contrário. 

Lema 5.3 Considere 8 do tipo 11 e satisjazendo i)-v). Seja f : Rn + R U {+cal 
uma função convexa fechada . Sejam r E ( O ,  11, y > O fixos e j j  E r i  dom 8 tal que 

ef(jj) = p. 

Considere 

. . 

I - caso contrário 

Se domp # 0, então para d E Rn, d # 0,  temos 

(P2>L(d> = 
caso contrário. 

Prova: Similar ao lema anterior omitindo o parâmetro B. I 

Proposição 5.4 Suponha satisfeita a hipótese Ai ,  0 penalidade do tipo II satis- 

fazendo as condições i)-v), r E ( O ,  11 e para cada i = 1,. . . , m sejam pi > O e 

& yi r i  dom 8 tais que O1( j j i )  = pi. Então o conjunto solução do problema 

é não vazio e compacto. 



Prova: 

Considere r E (O, 11 e para cada i = 1,. . . , m sejam pi > O e &gi E ridom 8 

tais que a'(&) = pi. 

Considere além disso 

Queremos mostrar que para i = 1, .  . . , m, L,(., p) não tem direções de re- 

cessão, isto é, 

V d E  R", d#O,  (L,)&(d) > O  

ou equivalentemente o conjunto de minimizadores de L,(., p) é não vazio e com- 

pacto (ver [54] teorema 27.1.d). 

Denotemos Vd E R", d # O, I&(d) o conjunto de índices i = 1, . . . , m tais 

que (fi)',(d) > O para d # O. Similarmente definamos I;(d) = {i I ( fi)', (d) 5 0). 

Além disso, denotemos K = {d E Rn I d E n dom(fi)',, Vi = 0,1,. . . , m). 

Por propriedades sobre função de recessão para adição de funções (ver teore- 

ma 9.3 em [54]), propriedade sobre função de recessão de funções compostas (ver 

proposição 2.1 em [3]) e lema 5.2 temos Vd E K, d # O 

I - 
Mas para d # O,  d E K temos 

caso contrário 

Logo, usando as propriedades i),ii),iii) e iv) satisfeitas por 8 concluimos 

(fo)',(d) se (fi)',(d) 5 O V i  = 1, . . . ,  m 
(LT)&(d) = 

Caso contrário. 

Analisando esta expressão concluimos que se (fo)',(d) 5 O contradiz a hipótese 

(Al) pois existiria d # O tal que (fi)',(d) 5 O Vi = O, 1, . . . , m. 

Logo podemos afirmar (fo)',(d) > O para todo d # O, e conseqüentemente 



Proposição 5.5 Considere 6 do tipo I satisfazendo as condições i)-vi). Suponha 

satisfeita a hipótese A1 e r E (O, 11 fixo. Existe P 2 e tal para todo ,O > P 2 e e 

p E (O, P), o conjunto 

a r g m i n z L ~ , T  (x, P )  

é não vazio e compacto. S e  (fO)co é não negativo a conclusão é válida para todo 

P 2 e.  

Prova: 

Considere r E (O, 11 fixo, p E (O, P) arbitrário e para i = 1, .  . . ,m, ci tais 

que e'(&) = pi/Pi 5 1. 

Considere além disso 

Novamente, por propriedades sobre função de recessão para adição de funções (ver 

teorema 9.3 em [54]), propriedade sobre função de recessão de funções compostas 

(ver proposição 2.1 em [3]) e lema 5.3 temos, sem perda de generalidade, V d  E K: 

com I [ d /  1 = 1 e K definido como na proposicao anterior 

Ló, (d) = 
(fo)',(d) + CEi Pie& ((fi)k(d)) se d E K 

caso contrário 

e assim, como na demonstração da proposição anterior, para Ildll = 1, d E K ,  

Assim, usando as propriedades i),ii,iii) e iv) de 6 concluimos para 

Analisando cada literal nesta última expressão temos: 



1) Se acontece a) é claro que (fo)',(d) > 0, caso contrário se contradiz a 

hipótese (Al) e assim 

(L~,T)',(') > O Vp 2 e. 

2) De b), se (fo)', (d) > 0, então novamente 

S nãovazio e compacto é equivalente a 

Seja (fo)',(d) 5 O. Usando a continuidade da função de recessão, concluimos que 

existe S > O tal que 

Vd E IC, Ildll = 1, . max (fi)',(d) 2 6. z = l ,  ..., m 

Assim temos para /? 2 e, p E (O,@) e b'd E K ,  Ildll = 1, 

para algum j E (1, . . . , m). Portanto, Vd E IC, I ld 1 1 = 1, 

Tomando para todo j = 1, .  . . , m 

obtemos para todo B > p, Vp E (O, ,O), Vd E IC, Ildll = 1, 

I 

Comentário: 

O teorema anterior garante que as minimizações consideradas no algoritmo 

5.1 estão bem definidas desde que se inicialize o algoritmo com .Do 2 p. 



5.3 Dualidade 

O problema dual para (P)  foi definido como 

maximizar d(p)  

(D) sujeito a p 2 O 

onde 
rn 

~ € R ~ , p € R ~ * L ( x , p ) = f ~ ( ~ ) + C p i f i ( x )  e 
i=l 

p E Rrn e d ( p )  = inf { L ( x ,  p)  : x E R").  

Escrevemos o lagrangeano aumentado correspondente à família de penalidades 

ALI como 

onde P é nãodecrescente e definida em (5.7) como 

onde para i = 1, . . . , m, gi(pi) = 8: < 1 como definido em (5.3). Para esta família 

de penalidades mostramos a forma da sua conjugada. Pode-se inmediatamente 

reconhecer no lema a seguir o formato de uma quase-distância de Bregman. 

Proposição 5.6 Seja 8 uma função de penalidade do tipo I que satisfax as pro- 

priedades i)-vi). Dados ,O E Rrn, r E ( O ,  l ]  e p E ( O ,  P ) ,  considere a função 

onde para i = 1 , .  . . , m, satisfaz O'(&) = pi/Pi < 1. Cumpre-se 

rn 

P: ( s )  = r [/i,%* (;) - h%* (E) - (O*)' (E) (si - pi)] . (5.15) 
i=l 

Prova: 

Observe que para cada i = 1, .  . . , m, usando propriedades de funções conjugadas 

(ver proposição 4.3), 



se f (y i )  - B(yi + & )  então f * ( s i )  = 8*(si)  - gi si, e 

se h(y i )  Pi r f (f) então 

h* ( s i )  = Pir f * ( 2 )  
= Pi. (e* (8;) - yi 8;)) 
= @ire* (8;) - r & si. 

Assim, como p(yi)  = h(y i )  - Ci onde Ci = &r O ( & )  temos para i = 1, .  . . , m 

Pi Mas, usando a proposição(4.2) com x = & e si = - obtemos 
Pi 

e assim para i  = I , . .  . , m  

Finalmente obtemos 

I 

Em forma similar enunciamos a seguinte proposição para as penalidades 

AL2 cuja prova é análoga à anterior, basta omitir /3 ou fazer ,& = 1 para todo 

i =  1, . . . ,  m. 

Proposição 5.7 Seja 6 uma  função de penalidade do tipo II que satisfaz as pro- 

priedades i)+), dados r E ( O ,  l] e p E Ry+, considere a função 

onde para i = 1, .  . . , m  gi(pi)  = & satisfaz O' (&)  = pi. Cumpre-se 

Pz* ( s )  = r C[e* (s i )  - e* (p i )  - (8*)'(pi)  (s i  - pi)] 



Prova: Ver proposição anterior 

As seguintes definições e teoremas serão de utilidade. 

Definição 5.8 Uma função f : Rn + R U {+m) é dita suave se e somente se f 

é finita e diferenciável e m  todo Rn. 

Definição 5.9 Uma função f : Rn + R U {+m) própria convexa é dita essen- 

cialmente suave se satisfaz as três seguintes condições para C = int dom f :  

a) C # 0, 
b) f é diferenciável e m  todo C ,  

C)  limk+oolV f (xk)l  = +m sempre que x1, x2,. . . , é uma seqüência e m  C 

convergindo a u m  ponto x na fronteira de C. 

Lema 5.10 (ver lema 26.2 e m  [54]) Asumindo a) b) na definição anterior, a 

condição c) é equivalente a c ') f ' ( x  + X ( a  - x); a - x )  4 -00 quando X J, O para 

todo a E C e todo ponto x na fronteira de C. 

Definição 5.11 Uma função f : Rn + R U {+m) convexa própria é dita essen- 

cialmente estritamente convexa se f é estritamente convexa e m  cada subconjunto 

convexo de {xld f (x) # 0) = domf .  

Teorema 5.12 (Teorema 26.3 e m  [54]) Uma função f : Rn + RU {+a) própria 

convexa fechada é essencialmente estritamente convexa se e somente se sua con- 

jugada é essencialmente suave. 

5.3.1 Quase-distâncias geradas por PjYT,, e P:, 

Dado P 2 e E R" e o intervalo S1 = ( O ,  P) ,  considere a função 

onde O* é a função conjugada de O, penalidade do tipo I que define a família de 

penalidades ALI. Observe que v) e vi) garantem que dom O* = [ O ,  11 (ver teorema 

27.1.a em [54]), segue-se que hl está bem definida em SI. 



Logo podemos escrever (5.15) como 

Definimos 

Da mesma forma, considerando o intervalo Sz = (O, +a) definimos 

onde O* é a função conjugada de O ,  penalidade do tipo I1 que define a família de 

penalidades AL2 com dom O* = [O, + a ) .  Obtemos de (5.16) 

assim definimos 

Observe que em ambos casos, por ser 8 estritamente crescente, e* é estrita- 

mente convexa (ver teorema 4.1.3 em [29]), assim para h = h1 ou h = h2 temos: 

i) D h ( W )  2 0 e 

ii) Dh(s, p) = O se e somente se s = p. 

e assim Dh(s, p) define uma quase-distância. 

Coercividade na Fronteira. 

A penalidade 0 do tipo I é essencialmente estritamente convexa em R por 

ser estritamente convexa em R (ver definições (5.9) e (5.ll)), assim pelo teorema 

(5.12), O* é essencialmente suave em S1 = (0, l ) .  Além disso, e* é definida nos 

extremos O e 1, portanto coerciva na fronteira , daqui concluimos que hl é coerciva 

na fronteira no intervalo S1 = [O, P]. 

De forma análoga, a penalidade 8 do tipo I1 por ser esencialmente estrita- 

mente convexa em R , garante que @* seja essencialmente suave em S = (O, + a ) .  

Além disso, e* é definida em O. Logo, h2 é coerciva em S2 = [O, +m). 



O seguintes teoremas (5.13) e (5.14) podem ser considerados como os prin- 

cipais resultados da presente tese. Garantem que as quase-distâncias Dhl e Dhz 

definidas em (5.18) e (5.20) são distâncias de Bregman. 

Teorema 5.13 Seja /? > e E Rm, Si = (O, ,O) e considere a função 

onde O* é a função conjugada de O, penalidade do tipo I que define a famz.lia de 

penalidades ALI. Então Dhi definida por 

é uma distância de Bregman. 

Prova: 

Enunciamos e mostramos a validade de cada uma das condições, apontadas 

na seção (3.2.1), que são requeridas para que uma quase-distância possa ser con- 

siderada como uma distância de Bregman. Observe que hl é separável e assim a 

análise da prova baseia-se praticamente na função O*, dito de outra forma, pode- 

mos nos limitar ao caso unidimensional. 

B1) hl é continuamente diferenciável em SI .  

De fato, O é estritamente convexa e fechada, pelo teorema 4.1.1 em [29] 

int dom O* # 0 e O* é continuamente diferenciável sobre int dom 6* = (0, I) ,  segue 

se que a condição é satisfeita para hl em S1 = (0, ,O). 

B2) A função hl é estritamente convexa e contínua em = [O, /?I. 
Devido a que 6 é convexa, fechada e diferenciável sobre a =  int dom 6 então, 

usando teorema 4.1.3 em [29] temos que O* é estritamente convexa em cada sub- 

conjunto C C VO(R), e portanto contínua em (O, I) ,  segue-se que hl é contínua 

em S1. Por otra parte, por ser O* convexa, própria e fechada, corolário 7.5.1 em 

(541 temos 



assim, para y = O 

fazendo w = 1 - X temos 

O* (0) = lim O* ((1 - X)x) 
Wl 

O* (0) = lim O* (w) 
7JJJ.o 

e assim O* é contínua em O. En forma semelhante, para y = 1 e 

fazendo x = (1 - X)x + X temos 

O* (i) = 1imx-+., O* ((i - X)x + A) 

= 1imzrl O* (2) 

Segue-se que hl é contínua em S. Observe além disso que por ser O* uma 

função estritamente convexa e fechada nos extremos de S, é estritamente convexa 

em [O, 11. Daí que h1 é estritamente convexa em 31. 
B3) Para todo 6 E R, os conjuntos de nível 

< 6) e r1 (P, 6) = {S E 3 = [O, P] I Dhi (s, P) - 

rz(s, 6) = {p E S = (O, p) I Dhi (s, p) < 6) são limitados para todo p E S e 

para todo s E S respectivamente. 

Isto é imediato pois dom O* é um conjunto compacto. 

B4) Seja {p" C S uma seqüência tal que p% fi então Dhl (fi, 4) -+ 0. 

Sabemos que para todo k ,  se satisfaz 

Basta provar a propriedade para cada termo da somatória o que é equivalente 

a analizar o caso unidimensional, assim, para todo i = 1, .  . . , m, suponhamos que 

pf +- fii. Consideremos três possibilidades: 

a) O < jii < P. 

Sabemos por (B4) que 

pio* (E) - ,&O* (g) - (O*)' (g) (Pi - pf) é limitado para todo ,lii, pf E S 

assim, pela continuidade de O* temos 



Neste caso, observando que 

e P(0)  é finito temos para i = 1, .  . . , m 

Pie* ($6) - pie* (g) - (O*)' ($) (fii 
&@*(O) - Pie* (g) + (O*)' (g) ($)I 

Similar ao caso anterior. 

Logo concluímos que se p% fi então Dhl ( j i ,  ,uk) + O para toda seqüência 

{xk) em S, Vfi E S. 

B5) Se {sk) C S e {,uk) C S são seqüências tais que {s" é limitada, limk,,,uk = 

,G e limk+,Dhl (sk, pk) = O então Zimk+,s" fi. 

Prova: Observe que como a distância definida é soma de termos nãonegativos, 

converge a O se e somente se cada termo da soma converge a zero. Portanto pode- 

mos tratar a convergência em forma separada o que equivale a tratar o caso 

unidimensional. 

Seja {sk)kEK uma subseqüência de {s" convergente a um ponto i?, devemos 

provar que S = fi. 

Consideremos três casos. 

a) O < f i < < .  

Como por hipótese ~imk+,Dhi(sk,,uk) = 0 temos tomando limites para 

e como e* é estritamente convexa em int S, verifica-se s  ̂ = f i .  
b)fi = 0. 

Suponha por contradição que S # 0, então 



como os dois primeiros termos são limitados e O* é coerciva na fronteira, temos 

Logo, Dhi (sk, pk) 7+ O contradizendo a hipótese. 

c) P==P 
Este caso é similar ao anterior. 

Exemplo: 

DadaB(y) = f(~+dY"+4) - 1, P = r  = 1 temos 

O* (s) = - 2 4 4 1  - s) + 1, se definimos 

s E [O, 11 H hl(s) = O*(s) temos 

Teorema 5.14 Seja S2 = R;+ e considere a função 

onde O* é a função conjugada de O, penalidade do tipo II que define a família de 

penalidades AL2. então Dhz definida em (5.20) por 

é uma distância de Bregman. 

A prova é semelhante ao teorema anterior, mostraremos somente B3 pois 

Bl,B2,B4 e B5 se satisfazem pela mesma justificativa dada no caso anterior. 

Provemos que: a) r1(p, 6) = {s E & = R; I Dhz(s, p) 5 6) é limitado para 

todo p E S2. 

Sabemos que Dhz (- , p) é estritamente convexa e nãonegativa para p E S2. 

Para 6 = O e p E S2 o conjunto r1(p,O) = {s E S2 I Dhz(s,p) 5 0) = {O) é 

limitado, segue-se que Fl é limitado para todo S E R e p E Sz. 



b) r2(s ,  6) = {p E S2 = (0, $00) 1 Dh2(s, p) < 6) é limitado para todo 6 E R 

e para todo s E ~ 2 .  

Seja s E S 2  fixo e arbitrário. Suponha que r2 é ilimitado para algum S E R. 

Então existe uma seqüência {pk) em r2(s, 6) tal que pk + oo. 

Como Dh2 é soma de termos nãonegativos, podemos considerar somente um 

destes e restringirmos ao caso unidimensional. 

Observe que, por ser O* convexa, temos 

1) O*(s) 2 e* (p" + ((e*)'(p" (s - p", 

2) B*(s + 1) 2 B*(pk) + (8*)'(pk)(s - pk) + (O*)'(p", 

3) e* (s) 2 e* (s + 1) - (B*)'(s + 1) 

somando I), 2) e 3) obtemos 

dividindo por 2 temos 

Como s + 1 é fixo em S2 temos que B*(s + 1) e finito, mas como (O*)'(.) é coerciva, 

(O*)'(& + +a e assim Dh2 nãopode ser majorada por 6. 

I 

5.3.2 Métodos de ponto proximal usando distâncias de 

Bregman 

Introduzimos dois métodos de ponto proximal baseados nas distâncias de Breg- 

man definidas anteriormente e aplicadas diretamente para maximizar a função 

dual d num conjunto convexo e fechado S. A idéia consiste em mostrar que as 

seqüências geradas por cada um destes métodos, coincidem respectivamente com 

as seqüências gerados pelos algoritmos (5.1) e (5.2) correspondentes aos métodos 

de multiplicadores baseados em shifis definidos na seção (5.2.1). Posteriormente 

establecemos sua convergência a uma solução ótima do problema dual considera- 

do. 



Consideremos o problema 

maximizar d ( p )  

( D )  sujeito a p E [ O ,  p] 

com ,8 2 e fixo. 

O método de ponto proximal para resolver o problema (D), usando a distância 

de Bregrnan definida em (5.18), gera uma seqüência tal que: 

ou equivalentemente 

onde rk E (0 ,  11 para todo k .  Observe que estas expressões estão bem definidas 

pelo fato de ser Dhl (m, p) estritamente convexa e coerciva. 

Observe que 

O teorema a seguir relaciona as seqüências geradas pelo método de multi- 

plicadores com shitfs usando a famflia de penalidades ALI  e o método de ponto 

proximal (5.21) para resolver o problema dual (D). Seguimos o esquema de prova 

mostrado em Iusem ([36]) .  Podemos considerar o vetor ,B fixo pois será mostrado 

na proposição 5.17 a partir de um certo valor de k. 

Teorema 5.15 Considere uma seqüência { r k }  e m  (0 ,1] .  Seja {p" a seqüência 

gerada por (5.21 ) aplicado ao problema (i)) e { i tk} ,  {Dk} as seqüências (5.9)) 

(5.10) geradas pelo algoritmo (5.1) correspondentes ao método de multiplicadores 

com shifts que usa a famz'iia de penalidades ALI. S e  Do = p0 e ,O" ,h' para todo 

k E N onde @ E Ry+, então Vk E N ,  D" pk. 

Prova: 



Consideremos Bk = @ para todo k E N onde P E RI;"+. Usemos indução. 

Suponhamos que para um dado k E N, ,lik = p k  Devemos provar que Dk+l = 

Seja & tal que O' (&)  = $ e suponhamos que ,lik = P com p, rk  fixos para 

todo k. Sabemos que se 

onde 

então 

como ,!i!+' > O, e 1 (. , ,li;+') é convexo temos que (ver 5.11) 

rninimiza o lagrangeano 1 ( - ,  ,li:+') Pi (5.24) 

Por outra parte , para todo p E Rm 

onde f (.) = ( f i ( . ) ,  . . . , fm(.))  e dd(p)  é o conjunto de subgradientes em p da 

função côncava d. 

Note que, de (5.10) temos Vi  = 1 , .  . . ,m 



De (5.25) e por hipótese indutiva, temos Vi  = 1 , .  . . , m 

assim, observando (5.23) e o fato que (O1)-' = (O*)', afirmamos que fiN1 é solução 

de (5.21). Mas pk+l é solução única de (5.21) e obtido a partir do iterado anterior 

pk  Isto significa que fiwl = pwl. 

I 

De forma semelhante dada O, função de penalidade do tipo I1 e o intervalo 

Sz = (O, +m), consideremos a sua função conjugada O* : 3 2  + R e sua correspon- 

dente distância de Bregman DhZ : $2 x S2 + R definida em (5.20) como 

com hz (s) = Czl O* (si). 

Consideremos o problema dual de (P) definido como 

maximizar d(p) 

(D) sujeito a p 2 0. 

O método de ponto proximal para resolver o problema (D) usando a distância de 

Bregman definida em (5.20) gera uma seqüência tal que: 

ou equivalentemente 

onde r% (O, 11 para todo k. 

Observe que 

Enunciamos sem prova o seguinte teorema por ser semelhante ao teorema 

(5.15) anterior. Relaciona as seqüências geradas pelo método de multiplicadores 

com shifts usando a família de penalidades AL2 e o método de ponto proximal 

definido em (5.27). 



Teorema 5.16 Considere uma  sequência {r" com rk e m  (O, 11. Seja (p" a 

seqüência gerada por (5.27) aplicado ao problema (D) e (29 ,  {I"" as seqüências 

(5.12), (5.14) geradas pelo algoritmo (5.2) correspondente ao método de multi- 

plicadores com shifts que usa a família de penalidades AL2. Se  fio = p0 então 

Vk E N, I"" pk. 

Prova: Similar ao teorema anterior. I 

A seguinte proposição é importante pois mostra que a sequência {Pk} gerada 

pelo algoritmo (5.1) correspondente ao método de multiplicadores com shifts que 

usa a família de penalidades ALI é limitada. Este fato garante o uso do método 

de ponto proximal com distância de Bregman Dhl para um valor fixo de P. 

Proposição 5.17 Seja {pk} a sequência (5.22) gerada pelo método de ponto prox- 

imal , então 

i) A sequência {p" é limitada. 

ii) A sequência {P" gerada pelo algoritmo (5.1) correspondente ao método 

de multiplicadores com shifts que usa a famz'lia de penalidades ALI é limitada, 

isto é, existe k1 E N tal que Vk 2 kl, @L Pkl. 

Prova: 

i) Inferimos de (A2) (condição de qualificação de Slater) que a função dual 

d(-) é limitada por cima pelo valor Ótimo f e, pela propriedade B3) o conjunto 

D(., 1-19 tem conjuntos de nível limitados. 

Definimos os conjuntos 

L = {p E S I d(p) > d(pO)} e Q = max{llplloo I p E L}. Assim, pk E L para todo 

k E N. Portanto I l p " l o o  5 Q, Vk E N. 

ii) A atualização de p%o algoritmo (5.1) estabelece que se para i = 1, . . . , m, 

p! > 2 então ,L?!+' = 2@, caso contrário /?!+I = @. Como Vk E N, I lpl lco < Q, 

temos que se para kl E N,  ph 2 2Q então, por construção plC = Pkl para todo 

k 2 kl, k E N. 

I 

Comentamos que a existência do vetor P0 que possibilita as minirnizações 

correspondentes à seqüência {x" no método de multiplicadores definido em (5.1) 



está garantida pela proposição (5.5). Por outra parte, o método de ponto proximal 

definido em (5.22) precisa de um valor fixo de P: a existência deste valor está 

garantida pela proposição anterior após um número finito de iterações. 

5.3.3 Convergência 

Convergência das seqiiência #.  

Teorema 5.18 As seqüências {& geradas pelos algoritmos de ponto proximal 

com distâncias de Bregman (5.21) e (5.27) convergem respectivamente a soluções 

ótimas dos problemas (D) e ( D )  . 

Prova: A convergência das seqüências { p k )  geradas pelos algoritmos métodos 

de ponto proxirnal (5.21) e (5.27) a uma solução ótima dos problemas (i)) e (D), 

está garantida pelo teoremas 4.1 que se mostra em Iusem 1341) (ver teorema 3.13 

enunciado na seção (3.2.1) uma vez que suas hipóteses são satisfeitas. Neste caso, 

usamos distâncias de Bregrnan com funções de Bregrnan coercivas na fronteira, a 

função dual -d(.) é convexa com dom(-d) n S # 0 (com S igual a Si ou S2) e a 

sequência { r k )  é limitada superiormente. 

Convergência das seqiiência { x k )  

Uma dificuldade teórica presente nos métodos de lagrangeano aumentado está em 

estabelecer a convergência da sequência de minimizadores { x k )  a uma solução 

ótima do problema (P), ou bem, na existência de pontos limites de {x") soluções 

ótimas de (P) .  O estudo da convergência tem sido associado juntamente com 

as cp-divergências e com as distâncias de Bregman sob diferentes hipóteses por 

diferentes autores, ver [21], 1331, [41], [50], [l 11 , 1311, estabelecendo a convergência 

da sequência {x" num sentido ergódico, isto é, a convergência de médias de 

{x" a soluções ótimas de (P) (isto foi comentado nas seções (4.2.1) e (4.2.1)). 

Um recente trabalho que aborda amplamente este tema é [36] e retoma novos 



resultados apresentados em [35] válidos dentro de um enfoque que usa distâncias 

de Bregrnan. Comentamos os resultados que incluem o nosso caso. 

Suponha alguma condição de qualificação de tal forma que o conjunto solu- 

ções ,!? dos problemas (P) e (D) satisfaça as condições de otimalidade. 

Definição 5.19 A condição de complementaridade estrita (CCE)  se satisfaz para 

os problemas (P) e ( D )  se para todo (I, p) t ,!? e para i = 1,. . . , m cumpre-se que 

ou pi > o o u  fi(z) < o. 

Teorema 5.20 Suponha 9 # 0 e satisfeita a condição (CCE),  então todo ponto 

limite da sequência {x" gerado pelo método lagrangeano aumentado, se existir, 

pertence ao conjunto de soluções ótimas do problema (P) .  

Comentários: 

Uma desvantagem deste resultado é que a condição CCE de complementari- 

dade estrita é uma hipótese forte, além disso, é suposta a existência de pontos 

de limites de {x", em outras palavras, supõe-se que a sequência {xk} é limitada. 

Kiwiel (411 considerou um lagrangeano duplamente aumentado, isto é, adiciona-se 

ao lagrangeano aumentado uma distância de Bregman que age como um regular- 

izador tornando o lagrangeano resultante estritamente convexo. Define-se assim 

um método de lagrangeano aumentado cuja sequência primal {x" é limitada, 

contudo persiste a dificuldade em mostrar a viabilidade dos pontos limites de 

dita sequência. Este duplo lagrangeano foi introduzido por Eckstein em [21]. Ki- 

wiel define uma seqüência de médias de {x" cujos pontos limites são soluções 

ótimas do problema (P) (convergência ergódica) sob hipótese de complemen- 

taridade no ponto ( ~ , p * )  onde a é um ponto limite da sequência de medias e 

p* = limk,+, Iusem e Burachick [35] mostram que esta complementaridade 

estrita nãoé necessária como hipótese para mostrar a convergência ergódica. Este 

último resultado também é válido para o lagrangeano aumentado nãoduplo e assim 

para o caso considerado nesta tese. Contudo, no seguinte teorema apresentamos 

uma prova de convergência ergódica sem hipótese de limitação para a sequência 

primal e que aproveita o uso dos shifts. O resultado é válido quando usamos 



indistintamente cada uma das famílias de penalidades ALI ou AL2. Mostramos 

o resultado usando a família AL2. 

Comentário: 

Para o estudo da convergência de algoritmos usando barreiras do tipo (ALI) 

podemos considerar constante, sem perda de generalidade, com P > ,!i, onde íí é 

o maior valor de pi no conjunto de nível dual inicial (que é compacto). A função 

PO(.) pode ser considerada como função do tipo (AL2) com a condição iii) um 

pouco relaxada. Toda a análise de convergência será válida para a famíiia (ALI). 

A seguir enunciamos um teorema que será usado como referência. 

Corolário 5.21 (Ver corolário 6.2-20 e m  Fiacco-McCormick [27]) Considere o 

problema (P) convexo satisfazendo a hipótese (Al). Então para ko, kl, . . . , km 

finitos, o conjunto 

é compacto. 

Teorema 5.22 Suponha válidas as hipóteses (Al) e (A2) com respeito ao proble- 

m a  (P) .  Considere as seqüências {x", {p", {r" e {(P" geradas pelo método de 

multiplicadores com shifts definidas nos algoritmos (5.2) e (5.2) correspondentes 

às famz'lias de penalidades (ALI) e (AL2). Considere além destas a sequência de 
c)=, xj/rj  

médias prima1 {z" com zk = . Então llrj 7=1 
i )  Para i = 1,. . . , m, lim Sup f , (~"  ) 0 (Viabilidade ergódica). 

k + w  

i )  Para i = 1, . . . , m lim p( fi(x" = O. k++w 
iii) Todo ponto limite da seqüência de médias primal (3" é solução ótima 

do problema (P) (Convergência ergódica). 

iv) Se além das condições anteriores tivermos adicionalmente a condição: 

se para todo k E N ,  i = 1, .  . . , m 

r" cp! com C > O constante ou 

lrk$1 + o. 
Então para i = 1,. . . , m, lim fi(xk) ) O, {xk) é limitada e qualquer ponto limite 

k- tw 

de {x" é solução ótima de (P).  



Prova: 

Faremos a prova inicialmente usando a família AL2. Considere { j j f )  tal que 

B1(j$) = p: para i = 1, .  . . , m. 

i) Mostremos que para i = 1, . . . , m, lim sup fi(lc" ) O. 
k+oo 

Da iteração (5.13) do algoritmo 5.2 temos que para i = 1, . . . , m, Vk E N 

-k+l - k S 1  01 -k - k ondeB1(yi ) -p i  , (y i ) -p i ,  y f + l =  fi(xwl) er" (0,1]. 

Somando em ambos membros de (5.30) temos, para i = 1, .  . . , m 

Por outra parte, como fi(.) é convexa para i = 1,. . . , m, temos da definição de 

Por teorema (5.18), sabemos que p" p*. 

Para i = 1 , .  . . , m ,  

se pr > O então $ + (o')-~(&), senão$ + -00. 

Em ambos casos ijf é limitado, digamos gt ) M E R. 

Segue-se de (5.31) que 

assim, dividindo (5.33) por c:=l l/rj e usando (5.32) temos para i = 1, . . . , m 

Como r" 1 para IG E N, o último denominador cresce ilimitadamente e portanto 

lim sup fi(z" ) O. 
k + w  

ii) A demonstração deste ítem foi inspirada em Polyak-Teboulle [50]. 



A função d(.) é côncava e por (4.4) yW1 E d d ( ~ ~ + l ) .  Portanto 

logo 
m k (% - 1 y!" > d(& - d ($+I), 

i=l Pi 
assim, 

r" (0, 11 e O é convexa. Então a derivada pi = O'(&) é crescente. Assim, se 

yf+' > O então & - 1 < O. Se yf+' < O então -& - 1 > 0, logo concluímos 
Pi Pi 

que todos os termos da soma acima são negativos e a soma é limitada por baixo, 

portanto 

Logo, para i = 1, .  . . , m 

Para i = 1, . . . , m, se + & > O então é fácil mostrar o resultado: 
yk 

- a\ limr+, jjf = ( ~ l ) - l ( ~ ; )  Temos ,$ = Of(gf), - = y 
r 

tomando limites, temos que 

$ -t O e como rn E (0,1], yf + O. 

Basta portanto estudar o caso em que ~f + 0. 

Suponha ,tomando subsequências se for necessário, que para um dado i = 1, . . . , m, 

Segue-se de (5.34) 

Como por hipótese, IIf + 0, temos 1 yF+ll > -&. Defina 8 = inf O(t). 
Pi tER 



k+l  
a) Se yf+l > 0, usando $+' - jjf = 5 temos pela convexidade de B e 

P; = eyy;), 

Usando (5.35), para k grande e observando que r% (O, 11, 

5 + 6 ,  

> B - ' ( E / ~  + e) y porque a função B é crescente, 

assim 

k+l = ,gr -k+1 
Pi (yi ) > BB'(y) > O. Isto contradiz ~f + O. 

b) Se yf+l < O 

e a contradição segue como no caso anterior 

iii) Sabemos x%inimiza o lagrangeano E ( . ,  ~ 7 ,  logo usando ii) temos 

Usando o teorema de dualidade fraca temos 

Pela definição de {zk) e convexidade de fo temos 

Assim 

lim sup fo(z" )l lim 
c:=1 fo(.j)/ri 

k- tw k-+m Cj=lrJ  k .  = fo* 

porque fo(x" + f * e r% (0, 11. Dado E, para k suficientemente grande, de (5.37) 

e ii) temos 

z" {X E R" I fo(x) < f *  + E ,  fi(x) < €,i = I , .  . . ,m),  
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por teorema 5.21, este conjunto é compacto e assim {z" é limitada. 

Dado 6,  ponto limite de {z'}, então tok 5 6, com K E N. 

Assim fo (6) 5 f * e 6 é viável. 

Segue-se 6 é solução ótima de (P). 

iv) Sabemos que pk + p*. Tome i = 1 , .  . . , m. Se p t  + pH > O,  o resultado 

é imediato por ii). 

Suponha que + 0, portanto Y,k + -CO, $+' + -CO. 

(1) Supondo r" cpf, V k  E N. 

Temos, pela convexidade de 13, 

tomando limite temos 
1 B 2 B + - lim sup fi(xk+l), 
c k- tm 

Assim lim sup fi(xW1) 5 0. 
k-tm 

(2) Supondo Ir"! 1 + O, temos 

logo 
k k+l k + l  = -rkjj: + r  j-ji Yi 

Tomando limites, como + -m e r"! + 0. temos 

lim sup fi(xk+l) 5 0. 
k+m 

I 

Exemplos 

A primeira condição em iv) é identica à usada por BenTal e Zibulevsky. A 

segunda é geralmente mais fraca que a primeira. Por exemplo, para 8(yi) = eyi  

temos em cada iteração 



basta tomar r tal que 

rZ0gpi + O 

ou seja, r = o($), o que é muito maior que p. 

Para 6(y) = y + I/-, 
desenvolvendo O'(&) = pi temos 

temos então -& = 0 (5). 
fl 

Basta fazer rk + O mais rápido que 6, isto é, r" o(@). 

Para a função O(y) = -log(l - y) ambas condições são similares. 

5.4 Relaxação da família de penalidades AL2 

Nesta seção consideraremos as funções de penalidade 6 correspondentes às pe- 

nalidades do tipo I1 eliminando a condição vi), isto é, prescindimos de que 6 

seja limitada por baixo. Isto conduz a que a sua conjugada O*, uma vez feita a 

mudança de variáveis, nãoesteja definida na origem e portanto nãotemos defini- 

da uma distância de Bregrnan em S2 = [O, +oo) pois algumas das propriedades 

deixam de ser satisfeitas. Mas agora, nos restringimos naturalmente a seu interior 

S2 = (0, +m) onde resaltamos se satisfazem as propriedades Bl,B3, e B4 que prin- 

cipalmente usaremos. Embora nãomostremos a convergência de toda a seqüência 

{pk) correspondente ao método de ponto proximal considerado, garantimos que 

todo ponto limite desta seqüência é solução ótima do problema dual. 

Consideramos a função de penalidade do tipo II,6 : R + R u { + ~ )  convexa, 

própria, fechada, crescente e diferenciável com ridom6 = (-oo, b), b E R++ tal 

que: 

i) 6 é estritamente convexa em (-oo, b). 

ii) 6 é diferenciável em (-oo, b). 

iii) 6k (1) = +m. (coercividade pela direita) 

iv) lim,,-, 6' (y) = 0. 



V) e(o) = o. 

A forma da quase-distância correspondente é 

com h2 ( s )  = Cri O* ( s i ) .  

O método de ponto proximal para resolver o problema ( D )  usando a quase 

distância (5.38) gera uma sequência tal que: 

Pk+' E argmin,& { - d ( ~ )  f rkDh2 i (h Pk) } (5.39) 

onde r% (0 ,  11. 

Observe que da condição de otimalidade para este problema temos 

Teorema 5.23 S e  o problema ( D )  t e m  solução e O* é coerciva n a  fronteira, então 

com respeito à sequência gerada por (5.5'9) temos 

i )  A sequência { p k }  está bem definida e m  Sz. 

ii) Seja ,!i E Sz tal que d (,!i) < d ( P ~ + ' ) ,  se satisfaz 

iii) A sequência de valores d(.)  coverge ao valor ótimo d* de ( D )  e portanto 

todo ponto limite da sequência gerada por (5.39) é solução do problema (D) .  

Prova: 

i) Seguese por passo 1 do teorema 4.1 em Iusem [34]. 

ii) Note que a expressão i) em 3.12 dada por 

para todo x E 3, y ,  x E S ,  é válida neste caso para todo x E Sz, y ,  x E S2 e 

h = h2, assim substituindo x por p, y por e x por 1-1"' temos de 5.40 , fazendo 



O resultado segue-se transpondo termos. 

iii) Suponha por absurdo que limk,+,d(p" < d(p*), onde p* é uma solução 

ótima de (D). Logo, para 6 > O temos 

Podemos escolher fi E int S tal que d($ > d(p*) - €12, 

Temos assim que (Vk E N), d(pk) < d(b) - €12, logo por ii), observando que 

Dh2 (pkS1, pk) 2 O se satisfaz 

Daqui, Dh2 ( f i ,  pk) + -00 contradizendo B4. 

Assim, finalmente por corolário 27.2.1 em [54], segucse que todo ponto limite 

de {pk) é solução ótima de (D). I 



Capítulo 6 

Conclusões 

Os resultados principais da presente tese podem-se separar naqueles correspon- 

dentes a métodos de penalidades, como foi observado no capítulo 1, e aqueles 

correspondentes a métodos de multiplicadores que foram abordados no capítulo 

5, contudo que esta última metodologia pode ser considerada como um tipo par- 

ticular de penalidade. Precisamente, este enfoque foi de utilidade na hora de obter 

resultados. Consideramos inicialmente uma família de funções que aproximan à 

função de penalidade exata seguindo um formato que define a esta última como sua 

função de recessão, mostramos que os métodos conhecidos e apresentados seguem 

basicamente o mesmo formato ainda que nos trabalhos originais isto nãofoi perce- 

bido com exceção do trabalho de Ben-Tal e Teboulle ( [7 ] )  que usa um específico 

tipo de função nesta família. Recentemente e paralelamenta a nossa abordagem, 

Auslender ([3]) apresenta um trabalho mais elaborado abordando estas aproxi- 

mações e aplicado a problemas de programação nãolinear baseados em penali- 

dades e abarcando problemas de programação semi-definida. Apresentamos um 

algoritmo para resolver o problema (P) mediante um esquema de penalidade onde 

intervienem as aproximações da penalidade exata parametrizadas por ,O e r. ,O é 

responsável pelo aumento da penalidade e r por a precisão da aproximação. Este 

enfoque, generaliza o método usado por Xavier ([62]) para um caso específico de 

função de penalidade e com diferentes hipóteses. Auslender apresenta um esque- 

ma de minimização similar usando a mesma família de penalidades para resolver 



o problema (P) com hipótese de convexidade, nesse caso precisou incrementar 

a penalidade indefinidamente para mostrar convergência. Em nossa abordagem, 

consideramos o caso nãoconvexo diferenciável e sob a condição de Mangasarian- 

F'romovitz mostramos que a penalidade nãoprecisa crescer indefinidamente. Isto 

abre a possibilidade de aplicar a mesma metodologia em diferentes problemas de 

otimização, podendo comparar o desempenho numérico para problemas de grande 

porte e aproveitando o uso de eficientes métodos computacionais uma vez que as 

penalidades envolvidas são duas vezes diferenciáveis. 

Note que o método de lagrangeano aumentado surge inicialmente como uma 

ferramenta poderosa que melhora o desempenho computacional dos métodos de 

penalidade pois o parâmetro encarregado de aumentar a penalidade nãoprecisa 

crescer indefinidamente e aproveita além disto a diferenciabilidade das funções de 

penalidade. Desta forma a idealizada função de penalidade exata é desplazada 

inicialmente como metodologia eficiênte para resolver o problema (P) via pena- 

lização. Posteriormente observamos a tendência em usar funções de penalidade 

duas vezes diferenciáveis e coercivas pela direita , as quais garantem em forma na- 

tural um incremento na penalidade. Surge então um questionamento: É possível 

usar uma aproximação da penalidade exata como função de penalidade envolvida 

numa metodologia tipo lagrangeano aumentado ?. Isto é respondido afirmativa- 

mente no capítulo 5 com hipóteses de convexidade através de uma novedosa mu- 

dança de variáveis que pode ser aplicada nãosomente As aproximações da função 

de penalidade exata (família (ALI)) senão também à família de penalidades (AL2) 

que inclui o uso da função exponencial. 

Esta mudança, manipula de forma implícita a seqüência de multiplicadores 

e faz com que cada função de penalidade nas famílias consideradas tenha derivada 

na origem igual a p > O. Para o caso da família (ALI), sob hipóteses razoáveis, 

mostramos a existência de um vetor iGi tal que para ,í3 > p o conjunto de soluções do 

problema prima1 é nãovazio e compacto. Definimos um algoritmo equivalente aos 

métodos de lagrangeano aumentado para cada uma das famílias de penalidades 

consideradas mostrando também que para o caso da família (ALI) o parâmetro 



B envolvido é limitado. Um fato importante a destacar é que ambas famílias de 

penalidade conduzem a distâncias de Bregrnan via dualidade de Fenchel, assim 

podemos aplicar os resultados ja conhecidos neste campo para o análise de con- 

vergência. Além disso, mostramos resultados de convergência ergódica primal 

sem precisar da hipótese de que a seqüência primal {xk} seja limitada, melhoran- 

do assim o resultado obtido em Iusem e Burachik [35]. Para o caso das penalidades 

da família (ALI), precisamos que o parâmetro envolvido na conjuda seja fixo para 

poder aplicar o método de ponto proximal tal como é conhecido, esta limitação 

do parâmetro é mostrada e por tanto basta com usar uma limitante superior do 

mesmo. Além disto, o caso da família (ALI) generaliza o método de lagrangeano 

aumentado usado por Xavier [62] usando a penalidade hiperbólica. Futuros testes 

computacionais podem ser feitos para avaliar o desempenho numérico dos métodos 

aqui propostos. 
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