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Consideremos um problema linear inteiro de grande porte,
caracterizado por possuir a seguinte estrutura: a matriz de restrigdes €
esparsa, possuindo uma estrutura bloco-diagonal, juntamente com
varidveis e restricdes de acoplamento. Um dos grupos de restrigdes
dificulta a aplicacdo do esquema de decomposicdo de Benders.

Propomos o seguinte esquema algoritmo. Uma relaxagido Lagran-
geana ¢ feita sobre o citado conjunto de restrigdes. Apresentamos um
processo heuristico para o calculo do multiplicador através da
resolugdo do problema dual, estruturado a partir do método de feixes.
Em cada iteragdo do algoritmo, propomos uma decomposi¢do de
Benders onde sdo fornecidos cotas para o valor da fun¢do e um sg-

subgradiente.
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We consider a large mixed linear infeger problem. The structure
of the constraint matrix is sparse, with independent blocks, and
coupling constraints and variables. One of the groups of constraints to
make difficult the application of Benders scheme decomposition.

In this work we propose the following algorithm. A Lagrangian
Relaxation is made on the mentioned set of constraints; we presented a
process heuristic for the calculation of the multiplier through the
resolution of the dual problem, structured starting from the method of
bundle. For each iterations of that multiplier, we propose a Benders
decomposition scheme where 1s supplied quotas for the value of the

function and an e-subgradient.
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INTRODUCAO

O principal objetivo deste trabalho é o desenvolvimento de uma
metodologia de decomposi¢do que combine a decomposi¢do de Benders
e um processo heuristico para o calculo dos multiplicadores aplicado a
um problema relaxado para a resolugdo de um problema linear inteiro
de grande porte do tipo

min ¢'x + d'y
s.a. Ax + By <b
xe Xy, yeyY
onde Xp = {x: Dx<d, x>0} e Y={y: Fy <f,y >0, yinteiro}

Relaxando-se parte das restrigdes tem-se o respectivo
multiplicador atualizado por um processo heuristico, que resolve um
modelo local do dual relaxado. A cada iteragdo, com o multiplicador
obtido, aplicamos iteragdes da decomposi¢io de Benders sobre o
problema relaxado, obtendo-se um eg-subgradiente e cotas inferior e
superior da solugdo otima. A titulo de comparagdo metodoldgica
aplicaremos também a “Cross Decomposition” ([Van Roy. 83],
[Holmberg. 90a] e [Holmberg. 92a]) ao problema linear inteiro.

A motivagdo deste trabalho surge de um problema linear inteiro
de grande porte proveniente do planejamento de expansdo da rede de

transmissdo digital de um sistema de telecomunica¢des de uma area




urbana equivalente a uma cidade com as dimensdes do Rio de Janeiro
[Moreno. 92].

O conteudo desta tese seguirad a seguinte divisdo:

Uma revisdo bibliografica dos principais trabalhos sobre o
método de feixes e da “Cross Decomposition” é relatada no capitulo 1.

No capitulo 2 apresentamos os problemas nas versdes de
programagdo linear, linear inteira e linear inteira mista.

O capitulo 3 sera dedicado a apresentagdo das relaxagdes lagran-
geanas dos problemas. Abordamos as técnicas classicas de
decomposi¢cdo de Dantzig-Wolfe, Benders e "Cross Decomposition”
aplicada ao problema linear inteiro.

Através de uma proposta de relaxacdo e considerando o problema
dual, descreveremos o método de feixes, conforme a abordagem de
[Lemaréchal. 92], [Hiriart-Urruty and Lemaréchal. 93] e [Lemaréchal
and Sagastizabal. 95]. Este ¢ o tema do capitulo 4.

No capitulo 5, consideraremos uma outra relaxagdo do problema
original. Apresentamos um processo heuristico para o calculo do
multiplicador, estruturado a partir do método de feixe. No lugar do
oraculo, com o valor da fun¢do e um subgradiente, sdo fornecidos cotas
para a funcdo e um e-subgradiente. Isto € feito através do uso de
algumas itera¢cdes de Benders, relativas ao particionamento primal do
problema de programac¢do linear inteiro relaxado. Enfatizaremos

também algumas propriedades de convergéncia.




Finalmente apresentaremos algumas conclusdes no capitulo 6,

visando a continuidade da pesquisa.




CAPITULO 1

ESTADO DE ARTE DA “CROSS DECOMPOSITION” E
PRINCIPAIS TRABALHOS EM METODO DE FEIXES

Introduciao: Relaxacio Lagrangeana

A programacgdo linear inteira ¢ uma eficiente ferramenta na
modelagem e solugdo de um grande nimero de problemas. Sdo eles
provenientes das mais diversas areas, tais como recolhimento de lixo,
planejamento de sistemas de telecomunicagdes, cortes em uma, duas ou
trés dimensdes, etc.

Os problemas de programacgdo linear inteiro de grande porte sdo
freqiientemente impossiveis de serem resolvidos diretamente através de
softwares comerciais. Em tais casos a relaxagdo lagrangeana,
combinada com a otimizag¢do por subgradientes € muitas vezes usada
para achar cotas inferiores para o valor 6timo da fun¢do objetivo. Estas
cotas podem ser usados, por exemplo, no método de Branch - Bound
[Salkin and Mathur. 89], ou apenas para medir a qualidade das
solugdes viaveis. Tais propriedades encontram-se atualmente
incorporadas em softwares comerciais como [CPLEX3.0 97], [OSL1.2
90], conforme descrito em MINTO [Nemhauser et alii. 94]. Outras
estratégias também sdo consideradas: obtencdo de cotas superiores,

uma maior eficiéncia nas rotinas sobre a geragdo de cortes além do




uso do processamento paralelo, veja por exemplo [Nemhauser. 94] para

o primeiro e [Lee. 94] para o ultimo.

A relaxagdo lagrangeana foi utilizada por [Held and Karp. 70} e
[Held and Karp. 71] com seus trabalhos sobre problemas do caixeiro
viajante; os métodos de Branch-and-Bound e enumerag¢do implicita
tiveram consideravel ganho em [Geoffrion 74] com a relaxagéo
lagrangeana; em [Fisher. 8§1], encontramos varias questdes norteadoras
sobre a relaxagdo lagrangeana nos problemas lineares inteiros, dentre
estas como calcular os multiplicadores de Lagrange, de que maneira
escolher dentre as varias relaxa¢des do problema e como obter
solugdes viaveis para o problema primal. Recentes técnicas para
resolver o dual lagrangeano relaxado de problemas de otimizagédo
combinatoria, em um tempo polinomial, utilizando como subrotina o
algoritmo dos Elipsdides 77[Khachian. 79] ou o algoritmo de Vaidya
[Vaidya. 90], tem sido apresentadas desde 1994, com [Bertsimas and

Orlhin. 94].

Outras metodologias de decomposi¢do usam heuristicas
lagrangeanas, combinando a solu¢do do dual lagrangeano, através do
método de subgradientes, juntamente com solugdes primais viaveis
heuristicas. Estas técnicas foram aplicadas a problemas de fluxo em

redes “multicommodity” em [Holmberg. 96a], [Holmberg and Yuan.




96b], [Holmberg and Hellstrand. 96¢], a problemas de localizagio

capacitada em [Holmberg and Ling. 97b] e [Holmberg et alii. 97].

Decomposicio de Benders

Para problemas de programagdo linear inteiro, a decomposigdo de
Benders[Benders. 62] ¢ um método exato e finito. Ela é eficiente
quando o nimero de variaveis inteiras é muito menor do que o namero
de variaveis continuas pois neste caso o problema mestre tem dimenséo
bem menor do que o problema original. Entretanto para problemas de
grande porte, o problema mestre de Benders pode ser de dificil
solucdo, devido a elevada dimensdo. Junta-se a isto a velocidade de
convergéncia, em geral lenta, tornando este método, em muitos casos
ineficiente [Wong. 78]. Além disso, experiéncias computacionais tém
mostrado que um cddigo geral de Branch-Bound aplicado para resolver
o problema mestre de Benders produz freqiientemente uma arvore
muito maior do que para resolver o problema original. Assim sendo, a
desvantagem desta decomposicdo ¢ muitas vezes a dificuldade de
resolver o problema mestre, tornando-a ineficiente. Foram
apresentados varios trabalhos com o objetivo de resolver o problema
mestre aproximadamente com uma maior eficiéncia global. Dentre estes
[Aardal and Larsson. 90], [Cote and Laughton. 84], [Fisher and
Jaikumar. 78], [Hoc. 82], [Paula Jr. and Maculan. 88] e [Rana and

Vickson. 88) que utilizam a decomposi¢do de Benders com a relaxagio




lagrangeana aplicada aos cortes no problema mestre. Este é entédo
resolvido aproximadamente com o método de subgradientes [Poljak.
1967], [Poljak. 1969], [Held et ali1. 74] e [Shor. 85]. Isto transfere a
dificuldade do problema mestre para um muito mais facil, ou seja,
calcular iterativamente o maximo da fun¢do dual. Isto ndo soluciona
entretanto todas as dificuldades. Em [Ferland and Florian. 79] e
[Holmberg. 94b] este método € recusado devido a falta de
controlabilidade (a solu¢do 6tima no problema mestre de Benders pode
jamais alcangar o 6timo no problema mestre relaxado) na solugdo do
problema mestre relaxado. Existem também sugestdes de como obter
um bom conjunto inicial de cortes para o problema mestre de Benders
[Minoux. 84 e¢ 86]. [McDaniel and Devine. 77] sugerem o uso da
relaxag¢do linear para o problema mestre de Benders em um numero

inicial de iteragdes.

“Cross Decomposition”

Motivados por estes insucessos, [Van Roy. 80 e 83] desenvolveu
a “Cross Decomposition” explorando simultaneamente as estruturas dos
problemas primal e dual, combinando as vantagens das decomposi¢des
de Dantzig-Wolfe[Dantzig and Wolfe. 60] e Benders [Benders. 62].
[Holmberg. 94b] realiza um estudo comparativo de diversas
aproximag¢des do problema mestre de Benders, apresentando como um

método eficiente na solugdo de um problema linear inteiro a “Cross




Decomposition” [Van Roy. 80 e 83], [Holmberg. 90], [Holmberg. 92a]

¢ [Holmberg. 94a] .

Aspectos teoricos da decomposi¢do de Benders juntamente com a
“Cross Decomposition” sdo também analisados em [Holmberg. 89 e

90a].

Modificagdes na “Cross Decomposition” para problemas de
programacdo linear e inteira foram feitas por [Holmberg. 97a e 92b].
Estas modificagdes sdo efetuadas através da generalizagdo do método
de Kornat and Liptak [Kornai and Liptak. 65], em que se elimina a
necessidade do uso dos problemas mestre primal e dual. A dindmica
desta decomposi¢cdo estd nos subproblemas, onde se itera os
subproblemas primal e dual. Em vez de se utilizar a solugdo do dltimo
subproblema como entrada para o outro, se usa a média de todas as
solugdes anteriores. A prova da convergéncia desta metodologia

encontra-se em [Holmberg. 94e].

A “Cross Decomposition” aplicada'a problemas que tenham uma
parte linear possui convergéncia finita. Aplicagdes para esta classe
especial sdo: Problemas de Programag¢do Linear, Programag¢ido Inteira
Mista e Programagdo Nado-Linear Convexa com Restrigdes Lineares. A
decomposigdo generalizada de Benders [Geoffrion. 72] é uma estrutura
na qual podemos também tratar problemas de Programa¢ido Nio-Linear

com Restrigdes Convexas e Problemas de Programagio Inteira. Nela, o




subproblema primal ndo ¢é de programacdo linear, entretanto ele
necessita ser convexo para que ndo haja salto de dualidade. A mesma
generalizagdo também ¢ possivel para “Cross Decomposition”
[Holmberg. 90a], onde se conclui que: “A “Cross Decomposition”
generalizada tem convergéncia finita em problemas (Lipschitzianos)
para os quais o algoritmo de decomposi¢do de Dantzig-Wolfe ou o
algoritmo da decomposi¢do generalizada de Benders tem convergéncia

finita.

[Van Roy. 86] aplicou a “Cross Decomposition” a problemas de
localizagdo capacitada com resultados computacionais dos mais
eficientes. Problemas de localizagdo capacitada com custos fixos
também apresentaram bons resultados computacionais para problemas
de pequeno porte, quando abordados pela metodologia da “Cross
Decomposition”[Holmberg. 94c]. Para uma certa classe de problemas
em localizagdo de pequeno porte sdo apresentados métodos de solugio
exata estruturados a partir da “Cross Decomposition” em [Holmberg
and Jornsten. 9la]. Outros problemas de localizagdio capacitada
generalizada (multitipo e multiproduto), juntamente com resultados
computacionais satisfatorios e encorajadores, foram abordados através
da “Cross Decomposition” em [Lee Y. 93]. Em [Holmberg. 90] sio
apresentados resultados de experimentos computacionais com métodos
de solu¢do dual, primal e primal-dual para problemas de compra e

venda, em problemas de programagdo linear estruturados de grande
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porte. Nesta aplicagdo, Holmberg considerou a “Cross Decomposition”
com Benders/ Dantzig-Wolfe ¢ também a generalizagdo de Kornai and
Liptak. Ambas metodologias foram também aplicadas a problemas de
planejamento organizacional[Holmberg. 94d]. Uma comparacdo das
técnicas de Kornai and Liptak e Cross Decomposition para problemas
lineares com estruturas bloco-angular, bem como resultados
computacionais estdo analisados em [Aaadal and Ari. 90]. Um
algoritmo simplificado da “Cross Decomposition” para multipla
escolha com o lado direito das restrigdes foi apresentado por [Kim et
alii. 89]. Aplicagdes envolvendo problemas de transporte estocastico
foram abordados em [Holmberg and Jornsten. 84a], com estudo
comparativo  envolvendo  outros métodos. Com a  “Cross
Decomposition” [Holmberg and J6rnsten. 93] solucionou Problemas

Generalizados da Mochila com coeficientes variaveis.

Método de Feixes

A atualizagdo dos multiplicadores pode ser feita por varios
métodos. Se formulado como um problema linear, o simplex ¢
tradicionalmente utilizado. Por outro lado tem-se, em geral, um dual
nio-diferenciavel e a abordagem classica é o método de subgradientes
([Poljak. 67], [Poljak. 69] e [Shor. 85]), que se sabe ndo ser um
método de descida. Uma alternativa aparentemente ausente na
literatura ocidental é o uso das técnicas de dilatagcdo de Shor[Shor. 70],

onde se garante a monotonicidade dos valores iterados da fungédo
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objetivo. Embora mais complexas, as técnicas de feixes desenvolvidas
originariamente por [Lemaréchal. 75] ¢ [Wolfe. 75] vém sendo cada
vez mais utilizadas. Sobre elas nos deteremos a seguir.

O método de feixes explora os dados das iteragdes anteriores,
vetores iterados, fungdo objetivo, e subgradientes - o feixe de
informagdes, para produzir a nova iteragdo. Teve como trabalho
pioneiro o método de e-descida[Lemaréchal. 76] que tem como modelo
o método de subgradientes conjugados da programacgdo diferenciavel
[Lemaréchal. 75] e [Wolfe. 75]. Kiwiel, em seu livro [Kiwiel. 85],
apresenta uma nova visdo sobre o método de feixes fundamentada nos
métodos dos planos cortantes classicos desenvolvidos por [Kelley. 60]
e [Cheney and Goldstein. 59]. A idéia basica da generalizagdo dos
planos cortantes é de acrescentar uma regularizagdo quadratica a
aproximagdo linear convexa por partes para a fung¢do objetivo, esta
usando as linearizagOes geradas por subgradientes. Para evitar um feixe
de grande dimensdo, ¢ necessario limita-lo. Kiwiel, por exemplo,
apresentou uma estratégia de selecdo de subgradientes baseada nos
multiplicadores associados ao modelo local. Com isto o feixe se
mantém em n + 2 subgradientes, n sendo a dimensdo da varidvel do
problema.

Considera-se trés abordagens para especificar o processo de
estabilizagdo quadratica, que sfo essencialmente equivalentes. A

primeira utiliza a técnica de regides de confianca, veja [Schramm and
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Zowe. 87], [Schramm. 89]. A regularizagcdo de Moreau-Yosida gera o
método proximal usado por [Kiwiel. 90]. O método de nivel
[Lemaréchal et alii. 91] e [Kiwiel. 92] é a terceira técnica de
estabilizagcdo. Todos podem ser vistos no livro [Hiriart-Urruty and
Lemaréchal. 93]. Uma moderna sintese das técnicas de feixes e uso de
métrica variavel ¢é feita a partir do conceito de regularizagdo de
Moreau-Yosida em [Lemaréchal and Sagastizabal. 97] e [Qi and Chen.
97]. Aplicagdes em problemas de controle, envolvendo o método de
feixes podem ser encontradas em [Mikeld and Neittaanméki. 92] e
outras aplica¢des utilizando decomposi¢do lagrangeana, redes e testes
comparativos com outros algoritmos estdo desenvolvidas em [Schramm
and Zowe. 92]; decomposi¢des de grande porte e otimizagdo paralela
em [Medhi. 91]; problemas de roteamento envolvendo janela de tempo
em [Kohl et alit. 95]; otimizagdo da producio diadria em uma rede
elétrica [Lemaréchal and Sagastizabal. 95].

Os bem conhecidos cédigos de Fortran M1FC1 [Lemaréchal and
Bancora. 85] e M2FC2 desenvolvidos por Lemaréchal empregam a
metodologia da e-descida. Mais recentemente, usando a regularizagéo
proximal, tem-se os codigos em Fortran BT, BTNC, BTNCBC, BTCLC,
BTNCLC e NOA desta altima metodologia encontram-se em [Outrata.
91] e [Kiwiel and Stachurski. 88].

Segundo Lemaréchal em [STAG/OPT. 94] “néo ¢é exagero afirmar

que 90 por cento das aplicagdes da ndo-diferenciabilidade aparecem
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nas decomposi¢des, de uma forma ou de outra, enquanto que os 10 por
cento restante mostra-se via o cdlculo de autovalores”.

Citamos ainda [Lemaréchal. 96] quando afirma que “a otimizagdo
ndo-diferenciavel tem como maior deficiéncia a velocidade de

convergéncia”.
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CAPITULO 2

O PROBLEMA PRIMAL

2.1 Introducéao

Consideremos o problema linear inteiro (P), motivado por uma
aplicagdo em um sistema urbano de telecomunicagdes [Moreno et alii.

92].

4 2

(P)[1] vp = min Zc{(xk+2e§yj
k=1 j=1

sa Dx,=d, k=1,...,4
Fy,<f, j=12
Ax, + By, = K, k=1,..,4
Cixz + Cyxy + Coyy = Ks
X, = 0 reais, y; 2 0 inteiros, k=1,....4ej=1, 2
onde as matrizes Ay, By, C,, C;, Cy, Dy, F; tém dimensdes adequadas com

os vetores ¢y, di, €, fj, K, Ks, x¢ e y; envolvidos.

Para efeito de apresentagdo e generalizagdo dos resultados,

consideraremos inicialmente todas as variaveis inteiras.
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4
Sejam X = HXk onde Xk = {st Dka - dk =0 A X 2 0, X
k=1

2

inteiros} e Y = I—IlY] onde Y; = {y;; Fjy;- f; £ 0 A y; 2 0, y; inteiros},
J:

supostos ndo-vazios e limitados, isto é, finitos. Nos também assumimos

que para quaisquer y;eY; j=1,2 existem xe X, k=1,...,4 tais

que os blocos de restrigdes acopladas sejam satisfeitos.

2.2. Notacdes

Consideremos as seguintes notagdes: se ( . ) € um problema de
otimiza¢do entdo v, , € o valor 6timo, RV( . ) regido vidvel do
problema ( . ), Argmin{(.)} denota o conjunto de todos os pontos de

minimo da fun¢ido objetivo sobre o conjunto de restrigdes do ( . ).

Fagamos X = (X )k =1...a € Y = (¥j)j=1.2-

2.3. Os Problemas Linear, Inteiro e Misto

A formulagdo inteira de (P)[1] se escreve:
4 2

(PD[2] vp; = min kZ::1CIt(Xk +J§e§yj

S.a. Akxk + Ble = Kk> k= 1,‘..,

Cixs + Cuxy + Cryy, = K

xeX,yeyY
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Uma relaxagdo continua da variavel x de (PI)[2] gera (P)[1] que se

recscreve.

4 2
(P)[1] vp = min kzlc{{xk + Zeljyj
= j:]

S.a. Aka + Ble = Kk: k= 1,...,4
Cixs + Cyxy +Chyy = Ky

xeXp, YEY

4
sendo Xy = HX(k)R onde X r = {Xi; DXy - d = 0 A X 2 0}
k=1

Ao relaxarmos também a variavel y de (P)[1] se obtém

4 2
(PR)[3] vpgx = min kZ;cf(xk +lee§y]-
= 1=

S.a. Aka + Ble = Kk: k= 1,..., 4

Cixz + Cyxy + Cry, = Ks

x € Xg, V€Yy
2

onde YR = HY(])R7 Y(;)R = {yl’ Fiyl - f' <0 A yi 2 O} sendo XR € YR nio-
=1 ‘ ‘

vazios e limitados.

Proposicio 2.1: RV(PR) o RV(P) o RV(PI)

Vpr < Vp < Vpi




17

CAPITULO 3

DUALIDADE LAGRANGEANA E "CROSS
DECOMPOSITION"

3.1. Introducao
Com o objetivo de apresentar uma cota inferior para o custo
6timo, desenvolveremos um particionamento estruturado a partir da re-

laxag¢io lagrangeana do problema.

3.2. Relaxacio Lagrangeana
Apresentamos uma relaxacdo lagrangeana referente ao ultimo
bloco de restrigdes de (P)[1] ou (PI)[2] e uma relaxagdo lagrangeana

dos blocos de restrigdes de (P)[1] ou (PI)[2].

3.2.1. Relaxacdo Lagrangeana |

Relaxando-se o ultimo bloco de restri¢des de (P)[1], obtemos o

que denominaremos de relaxacio I; tem-se o dual

(D[4] Vp, T m}fiX(P(k)

onde, VA se define a fungido dual
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(@)[5] o(1) = m)m L(x,y, A) = mlnchkxk+ZeJyJ + A(Cix3 + Cyxy
1

+ Cuyz - Ks5) s.a (x,y) e Wy onde W; = {(x, y); x e Xg, y €Y,

Aka + Ble = Kk: k = 1,,4}

O objetivo desta relaxacdo ¢ garantir a separabilidade dos blocos
X3 € x4 de variaveis, em relag¢do a y,, visando em seguida a aplicagdo da
decomposi¢do de Benders. Nesta serdo separados os blocos xi, k= 1,...,4, de

Yi-

Similarmente podemos definir outras duas relaxagdes, a primeira,
substituindo-se Xy por X, a qual corresponde o dual que denominamos
DI;, com fung¢do dual ¢;(A), e, em seguida Y por Y, em
correspondéncia ao dual DR;, cuja funcdo dual ¢ ¢p. Com estas

notagdes respectivas obtemos a seguinte proposi¢do da dualidade fraca.

Proposicdo 3.1: o (M) <op(A) <o),

VDRI < VDI < VDII

¢Or(A) < vp, Op(A) < vpr € @(X) < vp, VA

VDII < vpr € VD <v
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3.2.2. Relaxacao Lagrangeana 11

Com o objetivo de separar todos os blocos de varidveis x € Xy €
y €Y consideremos a relaxagdo dos blocos de restrigdes em (P)[1],
(PD)[2] ou (PR)[3]. Denominaremos de relaxacio II.

Com p = ([ =15, consideremos o dual do problema linear inteiro
(P)[1]

(Din[6] Vo, mfxe(u)

onde, Vu se define a fungdo dual

4 2 4
(O)[7] 8(w) = min L(x,y, p) = min Lekxy + 2ely; + 2pk(Agxi +
(x, V) eWg k=1 j=1 k=1

Biy, - Ki) + pb(Csx; + Cyxy + Coy, - Ks) s.a. (x,y) € Wy onde
Wi={(x,y); xeXpeyeY}.

Como precedentemente, relacionamos aos problemas (PI)[2] e
(PR)[3], respectivamente a DI;; com fungdo dual 6,(n) e DRy, cuja
fun¢do dual é Bx(p); tem-se
Proposicdao 3.2: Ox(p) < 6(p) < 6,(n) Vy,

Vpry < VD, < Vp < Vpy,
Vpr, <Vp, = Vpr, SVpr
Observagido: Os problemas linear, inteiro e misto relaxados 6;, 0 e Og

sd0 separaveis nas varidveis X € y.
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3.3 Condicdes de Otimalidade dos Problemas Duais

As condigdes de otimalidade a seguir sdo encontradas em
[Rockafellar. 72], paragrafo 28, teorema 28.3, pag. 281.

A fun¢do (-@(A)) ¢ semi-continua inferiormente, por ser o
maximo de fun¢des lineares. Admitindo-se que W; é compacto, tem-se

que o subdiferencial de @(A)[5] ¢ dado por
[8] dp(M)={D a,g": o, 20, Y, =1 g" = C3x; + Cuxi + Cry) - K,
T T

L(x',y", A) = o(L)} ver [Lemaréchal. 92].

Como a fungdo objetivo do problema dual é cdncava, A" ¢ uma
solugdo 6tima para (D;)[4] se e somente se

0 e dp(X)

Analogamente, para a segunda relaxagdo se tem, no lugar de g,
acima, o subgradiente:

|( Axi +Byyi - K, \I

(91 W) = b = A4Xiu +P;4Y} _K4 J
Cixhy + Cyxy +Cuys — Ko

sendo L(x', y', u) = 8()
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3.4 Técnicas de Decomposicio

Objetivando resolver o problema linear inteiro consideremos as

seguintes metodologias de decomposigdo, aplicadas a (P)[1].

3.4.1. Decomposicao de Dantzig-Wolfe
Inicialmente abordaremos a metodologia de Dantzig-Wolfe apli-

cada a solucédo do problema (Dy)[6].

Para p fixo, explicitando (6)[7] tem-se o subproblema dual

2

(6)[10] Ve—mlﬂkZ:Cka“"ZeJY; +kzuk(Aka + By -Kp) + p3(Cexs +
1 i=1 =

Caxy +Coys - Ky)
S.4a. Dka dk, k= 1,...,4
Fyi =f j=12

x > 0 real, y > 0 inteiro

Seja X = {(x, y); Dixy = di, Fy;<f;, x, 2 0 reais, y; 2 0 inteiros,
k=1,.,4ej=1, 2 inteiros} um conjunto limitado e sejam {(x*, y*)}

VpePx(finito) um conjunto dos pontos extremos de X. Assim sendo,

(0)[7] é equivalente a

4
IPn{;nZCka +Ze ye+ Y m (Acxf + Byt -Ky) + pd(Cox} +Cx +Cryb -Kj)
<X k=1 k=1



22
O problema mestre de Dantzig-Wolfe(DM)[11] que incluird um
subconjunto P)'( c Py é da forma

(DM)[] 1] VDM — max A

4 2 4
t t
sa. A <Y epxp+Yelyl + YAy + Byl- K +
k=1 j=1 k=1

p5(Cix§ + Cx§ +Coyf - Ky)
Ae R, preal, Vp e Py
O algoritmo da Decomposi¢do de Dantzig-Wolfe[Dantzig and
Wolfe. 60] é um processo iterativo entre o subproblema dual (6)[10] e
o problema mestre de Dantzig-Wolfe (DM)[11]. (DM)[11] fornece um

u para (6)[10] e (8)[10] gera pontos extremos (x, y) € um novo corte
para (DM)[11]. A cada iteragdo, P'X cresce com Vg < Vp , para p
fixo € vpm > vp,. Ap6és um namero finito de iteragdes o algoritmo de

Dantig-Wolfe[Dantzig. 63] para, com vg = vpy = Vp_ .

3.4.2. Decomposicao de Benders

O problema (P)[1] pode ser reescrito como
2 4
gliél{ Ze}-yj + min{Zc}(xk; Arxp = Ki - Bryr, Csx3+Cuxy = Ks - Cahy:
€ j=1 k=1

k=1,...,4, xe Xg}} onde
Q = {yeY,; Ixe Xy tal que Ayxx = Ky - Bryi, Cisx3 + Cuxq = K5 - Cay

k =1,...,4}, que supomos ndo vazio.
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Para yeQ fixo, tem-se o subproblema de minimizagdo interna

(com Xy explicitado):

(P1)[12] vp = min gc;xk
s.a. Dixy = dg k=1,...4
Axy = Ky -Byy k=1,....4
Cix3 + Caxs = K5 - Coy,
X, = 0 k=1,..4

Seu dual ¢ dado por

4 4
(DB)[13] vpy = max 2.div,+2(K; - Byy))" i +(Ks - Cay2)'iis
v,u,w i=1

=1

s.a. Div,+Ay, <¢ i=1,2

Div. +Alp, +Clps <¢; 1=3,4
onde p = (U1,....,1s5)', v = (Vi,...,ve)"
Suponhamos que o poliedro
V = {(v, n); Div,+Alp, <c¢;, i=1,2¢e Div, +Afy; +Cip; <, 1= 3,4}
¢ limitado. Assim sendo podemos definir o conjunto {(v®, pP)}

VpePy(finito) de pontos extremos de V. Neste caso, (P)[1] ¢

equivalente a
2 t 2 t d t t
(P)[1] 1;}313 leerj +I;1€%§{2;divf +Z;‘(Ki —By;) W +(Ks5—C,y,) Mg}
= 1= 1=

Para algum subconjunto Py c Py, tem-se o chamado problema

mestre de Benders.
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(MB)[14] vy = min I

=1

2 4 4
s.a. T 22ely; + 2 divP + 3 (K —Byy)) wf +(Ks - Cayo) it
= i

FeR,yeYeVpePy

O algoritmo da Decomposi¢do de Benders[Benders. 62] ¢ um
processo iterativo entre o dual do subproblema primal (DB)[13] e o
problema mestre de Benders(MB)[14]. (MB)[14] produz um y para

(DB)[13], este gera um ponto extremo (v, p) de V e um novo corte
para (MB)[14]. A cada iteragdo, P'V cresce com Vpg = Vp € VuB < Vp.

O algoritmo converge em um namero finito de passos, com vpg = VM = Vp.

3.4.3. “Cross Decomposition”

O algoritmo da “Cross Decomposition” [Van Roy. 83] e
[Homberg. 85] consiste de uma fase de subproblemas, onde iteramos o
subproblema dual (6)[10] e o dual do subproblema primal (DB)[13].
(0)[10] gera um y para (DB)[13] e uma cota inferior vy < vp, (DB)[13]
gera p para (0)[10] e uma cota superior vpg = vp. Os subproblemas
(6)[10] e (DB)[13] também geram cortes para os problemas mestre
de Dantzig-Wolfe(DM)[11] e Benders(MB)[14], respectivamente.
Lembramos que as cotas ndo tém, em geral, um comportamento
mondtono entre itera¢gdes sucessivas. Assim, os problemas mestres

serdo utilizados quando ndo houver uma diminuig¢do da cota superior




25

correspondente a iteragdo atual, ou, respectivamente, um aumento da
cota inferior. Apds isto, retornamos ao subproblemas.

Mais precisamente, temos os seguintes testes de convergéncia
primal(TCP) e dual (TCD). Sejam v’ e v’ as melhores cotas superior
e inferior sobre vp. Por aperfeigoar, significa aperfei¢coar as cotas

superior e inferior ou gerar um novo e nido determinado corte.

4 4
(TCP): Se > divP+> (K; -Byy))'uf +(Ks —C,oy,)'nf <v7, isto é, se
i=]

i=1
vpp < V', entdo y é uma solugio aperfeigoada em (DB)[13]. Se nio,
use o problema mestre de Benders, cuja solugdo y ¢é levada a

(DB)[13], retornando ao processo iterativo entre os subproblemas

(0)[10] e (DB)[13].

4 2 4
(TCD): Se Y.cpxP+Yelyd +Yum(AxP+ Byyl- Ky) + ps(Cix§ +
k=1 il k=1

Cux§+ Chyb - Ks) > v, isto é, se vp > v', entdo pu ¢ uma solugéo
aperfei¢oada em (6)[10]. Se nfo, use o problema mestre de Dantzig-
Wolfe. Analogamente acima, a solugdo pn € levada a (0)[10].

O algoritmo da “Cross Decomposition” resolve (P)[1] em um

nimero finito de passos [Homberg. 90a].
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CAPITULO 4

UMA APLICACAO DO METODO DE FEIXES

4.1. Introducio

Como veremos, ndo ¢ possivel aplicar diretamente o método de
feixes a metodologia que desenvolveremos junto a relaxagdo I, com a
decomposi¢do de Benders, porém ele ¢ a motivagdo basica para o nos-
so método. Por isto, a titulo de ilustragdo (similar a [Lemaréchal. 92]
e [Lemaréchal and Sagastizabal. 95]) aplicaremos o método de feixes
na resolugdo do dual correspondente a relaxacdo II.

Procedimentos similares também sio encontrados em [Schramm
and Zowe. 92], veja também [Schramm and Zowe. 87], [Schramm. 89],

[Outrata et alii. 91] e [Kiwiel. 95].

4.2. Método de Feixes Aplicado a Relaxacao II

Passemos ao método de feixes aplicado a resolugdo de (Dy)[6].
Suponha, na iteragdo n, conhecidos os multiplicadores (variaveis do
problema dual) ui, i=1,...,n, e respectivos subgradientes hie ao(pt).
Considere um conjunto {1,...,¢/} de indices correspondentes aos ele-
mentos incorporados ao feixe. Seja {n'}, ie{l,...,¢} uma coleg¢do de
pontos auxiliares. Estes pontos sdo os efetivamente gerados pelo algo-

ritmo, € que serdo ou ndo aceitos como iteragdo em fungdo de um teste
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de subida do tipo Armijo([Armijo. 66] e [Pchénitchny and Daniline.
65]). Acompanharemos a formulagdo usual da metodologia de feixes
(veja [Hiriart-Urruty and Lemaréchal. 93] v. II) e definiremos o pro-

blema regularizado, que ¢ uma aproximacdo local de (Dy)[6], dado por

(P15} micz=si -y’

s.a z<(h)Y(m-pu")+e +0(u"), ie{l,. ¢}
onde e; é o erro de linearizagido dado por

e = e(u’, n', h') 1= B(n') - B(n") + (W)'(n" - 7,
e t, > 0, o qual determina o tamanho da diregdo n - u" e é escolhido
através de um determinado critério. A dire¢do © - pn", de subida para 0,
a partir de p", gerara um novo ponto T, que serd ou ndo aceito como
novo iterado, respectivamente correspondendo a um passo sério ou nu-
lo. No primeiro caso se tera u""', caso contrario se tera gerado um no-
vo ponto auxiliar et

Observamos que em (F)[15] esta implicito o modelo local asso-

ciado a 6, dado pela fungdo concava seccionalmente afim:

W) = B(w") + min {(h)'(x-p") + ¢}

Assim, (Fy)[15] ¢ equivalente a

, 1 n
mix{y(r) ~—— [T - 13

n
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Temos entdo o seguinte
Lema 4.1. O problema quadratico (Fi;)[15] possui uma solugdo unica
T caracterizada por
A=p"+t,h, heoyr)
Além disso,
w(n) < B(n") + h'(n-p®) + &, vn
onde
& = w(#) - 6(n") - tallh]* 2 0 .
Sempre seguindo o texto citado, temos a fungdo
0'(n) = w(R) +h'(n - #)
que ¢ a chamada linearizagcdo agregada de 0. Em particular, a solugdo

7 de (Fy)[15] também maximiza a fungdo

1
2t,

1
2t,

0°(n) - 7—llm—pP = w(#) + h'(n-#) - 5—ln—p"|?

Este resultado, junto ao lema anterior levam ao novo modelo
w+(n) = min{w(n), 8(%) + hi(x~7)}.
O que se fez foi acrescentar ao feixe de informag¢des o conjunto

{®n, 6(7n), ﬁ}, onde h é um subgradiente de 6(m). (veja detalhes no

texto citado).
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Dualizac¢io do Modelo Local

Em lugar da resolu¢do direta de (Fi)[15](geragdo de linhas) se
preferird o dual(geragdo de colunas). Definiremos o lagrangeano ¢ a
partir dele obteremos as condig¢des de otimalidade.

Para d ;== m - u",

f . .
LYz, d,8) = z— 5||dP —gmz-(h‘)‘d - e - 8(uY), & 20,

. 1 L
Ly =0 .'.-t—d + 28R = 0

n i=1
Complementaridade:

Ei(z- (h')'d - e - B(u")) = 0, ie{l,... ¢}

Substituindo-se estas equagdes em L, chegamos ao dual de

(Fi)[15], que é o seguinte problema quadratico com restrigdes lineares

(DFi)[16]  ming (&)
g .
s.aa D& =1
1=1
E'> 0

LA £
onde p(2) = JIXEN I + Tee, + 0(")
1= =l
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Das condigdes de otimalidade tem-se também a atualizagdo do

multiplicador
™= b (28 28 h)

onde & ¢ solugdo unica do problema dual acima. [Bazaraa et ali1. 93]

4.3. Descrig¢do do Algoritmo

Descrevemos o algoritmo de feixes aplicado ao problema dual

(Din[6].

l+1

A aceitagdo da solugdo n~ ', o chamado passo sério, é, essencial-

mente uma avalia¢cdo numérica de que “0 cresceu suficientemente” e

7t'€+1 ¢ suficientemente afastado de p", dado pelo respectivo teste do

i calculado, temos o

tipo Armijo. Caso ndo haja aceitagdo do vetor «
passo nulo. Esta ¢ uma caracteristica especifica dos métodos de feixes:
em ambos os casos, novas informag¢des serdo adicionadas ao modelo
local da fung¢ido O(isto é, mais uma restrigdo em (Fj;)[15]) e se pode
também modificar o valor de t,. Um ponto critico dos métodos de fei-
xes ¢ justamente a escolha, quando o passo € nulo, entre as duas se-
guintes opgdes:

a) t, € muito pequeno (observe que valores diferentes de t, causam di-

ferentes diregOes de subida).
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b) O modelo local para 0(gerado pelo conjunto dos residuos das restri-
¢Oes até entdo consideradas e a agregacgdo) é insuficiente para o cal-
culo de uma adequada dire¢do de subida.

Usualmente se enriquece o modelo com novos cortes, €, eventu-
amente se atualiza o passo. Observamos enfim que cuidados devem ser
tomados de modo que a cardinalidade do feixe se mantenha razoavel.
Regra de descarte é portanto um ponto importante na implementagdo

efetiva do método de feixes.

Definicdo 4.2. Um ponto p ¢ uma e-solugdo do problema (8)[7] se

B(u) < 6(1) + € para todo ponto L.
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4.3.1. Algoritmo de Feixes com Penalidade

Inicializagdo: Sdo dados o ponto inicial p', juntamente com uma tole-
rincia de parada 8 > 0 e ¢ > 0 o tamanho maximo do feixe. Escolha
um coeficiente de subida m,e(0, 1), inicialize o conjunto de subida
N = ¢, o contador de iteragSes n = 1 e o tamanho do feixe /=1. Cal-
cule O(u'), através da resolugdo de (0)[7] e h' = h(u') usando [9]. Faga

e; = 0, correspondendo ao feixe inicial (hl, e;), € o modelo inicial

> yi(n) = 0"y + (W)'(n - ph)

Passo 1.0: Calculo Principal e Teste de Parada
Escolha t, > 0 e seja """ a solugdo unica do problema
quadratico (Fy)[15] tal que
"= u" + t,h" com h® e Ay (x"' )
Faga
&, = wa(n"") - O(n") - taf|h7’
5, 1= wa(x"1) - 8(u") - 2|h7°
Se 8, £ 8 pare.
Passo 2.0: Teste de Subida (Busca de Armijo):
Calcule 6(x"*") através de (0)[7] e h(n"™"") usando [9].

Se O(x"") - (") = m;8, nio se verificar, trata-se de

“passo nulo”, va para o passo 4.




Passo 3.0: Passo Sério

1

Faga pu""' = 2" Acrescente n ao conjunto N; para i=1,.../

permutar €; ¢ €, por, respectivamente
e; +0(u") - o™ + (hH)'(urt-u"

&, +0(u") - B(p™"y + (h)'(p™! - p"

Passo 4.0: Controle do Tamanho do Feixe
Se ¢ =/ entio elimine no minimo 2 elementos do feixe ¢
insira o elemento (h", &,).

Denomine (h', &) -1

.....

¢ o novo feixe obtido (com ¢ < £).

Passo 5.0: Insira (h#', €,,) ao feixe, onde €,,; = 0 no caso de passo

sério, e no caso de passo nulo

Cen = O(r") - B + (W' - x")
Substitua ¢ por £ +1 e defina o modelo

Ty (1) = O("™) + minfe; +(h')'(m - p"" )]

Passo 6.0: Faga n=n + 1 e volte para o passo 1.

33
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4.4 Convergéncia do Método de Feixes

Para garantirmos a convergéncia do método de feixe, ¢ suficiente
fixarmos o pardmetro t, = t > O[Lemaréchal. 92]. Entretanto visando a
uma melhor eficiéncia numérica é desejavel adaptar-se t, em cada ite-
ragdo. Além disso, deve-se observar que pequenos valores de t, sdo
desastrosos para a convergéncia, enquanto que o teste de Armijo pode
ndo ser valido para valor algum de t, > 0. Para possiveis implementa-
¢des computacionais, referimos a [Kiwiel. 90], [Outrata et alii. 91] e
[Schramm and Zowe. 92].

A convergéncia do algeritmo ¢ conseqiiéncia direta dos teore-
mas a seguir, em conformidade com [Hiriart-Urruty and Lemaréchal.

93].

Teorema 4.1: Nimero infinito de passos sérios.

Seja o algoritmo aplicado ao problema de maximizagio (Dy)[6],
com uma tolerdncia de parada § = 0. Assuma que N ¢ um conjunto in-
finito.

i) Se

Ztn =+00

neN

entdo {u"} é uma seqiiéncia maximizante.
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ii) Se, além disso, {t,} tem uma cota superior em N, e se (D)[6] tem
um conjunto nio-vazio de solugdes, entdo a seqiiéncia {pu"} converge

para a solugdo.

Teorema 4.2: Numero infinito de passos nulos

Considere o algoritmo com uma tolerdncia de parada & = 0. As-
suma que N é finito: para algum n, cada iteragdo n = n, produz um
passo nulo. Se

t, < t,.1, € para todo n > ng

t2
D =t

n>ny tn—l

entdo pu™ maximiza 0.

Convergéncia Finita

Uma variante do algoritmo acima descrito foi proposta por [Ki-
wiel. 87b] onde ndo ha agregagdo (so entra o subgradiente do oraculo
no passo 2.0) e é definido um processo denominado de selegdo. Neste
se determina uma cardinalidade maxima para o feixe, igual a dimen-
sdo da variavel p do problema mais 2. A selegdio dos subgradientes
esta associada aos multiplicadores ndo nulos do subproblema quadrati-
€0, que serdo em quantidade maxima dada por aquela dimensido mais 1.

(veja o artigo citado).
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Neste trabalho, ¢ demonstrado que sob condi¢gdo de regularidade
do tipo Haar (essencialmente, independéncia linear dos subgradientes
do feixe) a convergéncia, para problemas seccionalmente afins - € o
caso da funcédo 6, é obtida em um numero finito de passos.

Obs: E razoavel supor que este resultado seja extensivel para o algo-

ritmo acima descrito.
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4.5. Recuperacio das Variaveis Primais no Caso Linear Continuo

Para o problema linear continuo (6y) podemos estimar as varia-
veis primais do problema (PR)[3] como uma combina¢do convexa das
variaveis primais obtidas das iteragdes anteriores, conforme [Lema-
réchal. 92] e [Hiriart-Urruty and Lemaréchal. 93] fazem para o método
de planos secantes.

Suponha, no passo 2 do algoritmo que as variaveis primais obti-
das no calculo de 6(n"'') sejam armazenadas em um conjunto {x*,
v¥}, k = 1,...,¢. Assuma também que (F;;)[15] é resolvido através do

dual (DFy;)[16]. Neste caso, podemos considerar a formula

V4
(x(&), y(®) =1§8‘ x*, v5),

da combinagdo convexa gerada pela solu¢cdo de (DFj;)[16]. Temos en-
tdo que

Teorema 4.3. As variaveis primais podem ser obtidas através da for-
n

mula (x(§), y(€)) :Z&E(XK, yg), onde & ¢ o multiplicador solugdo do
=1 ,

problema dual.

Demonstracio: De fato, observamos que o problema primal (PR)[3] e
seu dual (Dj)[6] ndo apresentam salto de dualidade, assim como
(Fi)[15] e (DF)[16]. Observe que (x(§), y(&)) é viavel (os residuos se-

rdo nulos devido a otimalidade). Assim devido também a linearidade
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da fun¢io custo, e chamando de p = p" o multiplicador 6timo associa-

do a &, temos
4 2 4 2

w(p) = ‘;af[];cixi + Zlegyﬁl = kzlchxk@ + ,Z‘iegyj(a) ¢
= 1= = J=

Observagdo: E evidente que a simples substituigdo do multiplicador
6timo no problema primal relaxado devera também resultar em uma

solugdo primal Otima.

4.6. Feixes x "Cross Decomposition”

A comparacdo efetiva entre as duas metodologias aplicadas a
mesma relaxagdo exigiria uma bateria de testes computacionais. Gos-
tariamos no entanto de observar que o esforgo, por iteragdo, leva ao
seguinte:

1) "Cross Decomposition":
i.1. Iteragdo com aperfeicoamento de cotas (poderiamos denominar
de passo sério): resolve-se um problema linear inteiro (6)[10] ¢ um

linear (DB)[13].

1.2. Iteragdo sem aperfeigoamento de cotas (passo nulo): além dg
(0)[10] e (DB)[13], resolve-se o problema mestre linear de Dantzig-

Wolfe (DM)[11], e/ou o problema mestre inteiro de Benders (MB)[14].
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1) Feixes
ii.1. Passo sério: Resolve-se um problema quadratico linear
(Fi)[15] e um problema linear inteiro (8)[7]( ordculo).
i1.2. Passo nulo: o mesmo acima.

Assim, se se supuser que em ambos os algoritmos se tenha passo
sério, K passos nulos, obtemos a seguinte comparagdo, por passo se-
r10:

i) " Cross Decomposition": de 3K + 2 a 4K + 2 subproblemas devem
ser resolvidos;
ii) Feixes: 2K + 2 subproblemas devem ser resolvidos.

Lembramos que a complexidade do problema quadratico linear ¢
equivalente 4 da programacéo linear, sendo que a utilizagdo da forma
dual (DF{))[16] permite o uso de algoritmos particularmente eficientes,
veja [Kiwiel. 86]. Acrescentamos que o problema mestre de Benders
(MB)[14] € inteiro, o que pode acarretar maior complexidade aritméti-
ca.

Deste modo, é, no minimo, desejavel que se realize comparagdes

numéricas entre ps dois glgoritmos.
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CAPITULO 5

UMA METODOLOGIA DE REGULARIZACAO E
DECOMPOSICAO DE BENDERS

5.1 Introducao

A conhecida convergéncia lenta dos algoritmos baseados na
decomposi¢do de Benders em problemas lineares inteiros de grande
porte motivou o desenvolvimento da metodologia que apresentaremos a
seguir, e que pretende acelerar o método classico. Em particular
[Cabral. 93] obteve resultados extremamente lentos para o problema
original citado[Moreno et alii. 92], apesar de ter considerado uma
instancia de pequena dimenséo.

Aplicaremos a decomposigdo de Benders ao problema linear in-
teiro com a relaxagdo I(§ 3.2.1), com atualizagdo dos multiplicadores

por um método do tipo feixes.

5.2 Decomposicio de Benders para o Problema Relaxado I.

O método da decomposi¢io de Benders aplicado ao problema
relaxado (p)[5] consiste em reformular este em um problema
equivalente contendo somente y-variaveis inteiras € uma variavel
continua. Suporemos que aquele problema tem solugdo 6tima finita para

todo A.
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Para cada A, (@)[5] pode ser reescrito como:

2 4
()[5] min{ ejy; + A'Cayz + min{ Defxc + A(Caxs + Caxa); Awxic = K,
j=1 =1
- Bkyl, k= 1,...,4, X € XR}}
onde
Q = {y €Y; IxeX; tal que Ax, = K\ - By, k =1,...,4}, que supomos
ndo vazio.

Para yeQ com y; fixo, o subproblema de minimizagido interna

(com Xy explicitado),

X

4
(L)[17] v = min 2 efxy + A'(Caxy + Cyxy)
k=1

S.a. Dkxk = dk k = 1,...,4

Aka = Kk - Ble k = 1,...,4

v
o
=
Il
i
S

Xk

tem seu dual dado por
4 4
(D)[18] vp = I(H?'D)(ZditVi +2.(K; —Biy;)'y;
Vi i=1

Ci i:1,2

s.a. Dlv,+Alu, <% onde ¢ = o
c;+CiA 1=3, 4,

onde u = (uy,...,us) e v=(vy,...,vy)".




42

Assumiremos que os poliedros

C;, ]=1,2

= - Div. w. < T T o=
U(A) = {(v, u); D;v; + Aju; < T onde ¢ {Ci+Cf7k,i=3, A

sio uniformemente limitados, se necessario acrescentando-se cotas as
variaveis (v, u) e a A. Deste modo podemos definir o conjunto
{(vl, u?))} VqePy),(finito) de pontos extremos de U(L). Neste caso,

(9)[5] é equivalente a

(©)[5] m1n{ZeJyJ +ACyy, + max {Zdtvq +> (K, - iyl)tu?}}

®€Puy (= i=1

Chamando de z;(A) o argumento do minimo, tem-se para qualquer
subconjunto Pﬁ(x) < Py@y, o chamado problema mestre relaxado de

Benders:

(MB)[19] z (A) = %nu% z

4
saz> Zem + A C2Y2+Zidt +Z;<K1—Biy1)‘u?
1= 1=

ze R, yeY Vqe P(‘JO»)
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5.3 Cotas

2
Para A fixo, sejam zy(A) = Zegyj + A'Cyy, + vp o limite superior,
j=1
onde vy foi obtido no dual do subproblema primal relaxado (D)[18] e z (A) o

limite inferior proveniente do problema mestre de Benders (MB)[19].

Entdo
ZL(A) < (p(}\‘) = min L(X, Y. 7\') < ZU(%’)
(x.y)eWM

Para A variavel, se supusermos, como sera feito no algoritmo, que as
restrigdes do problema mestre relaxado de Benders serdo mantidas, de uma a

outra iteragdo em A, entdo zL(XPH) > z; (AP).

5.4 Regulariza¢io Quadratica do Problema Dual

A resolugdo iterativa do problema dual de maximizagdo em ¢
(Dy)[4], que atualiza o multiplicador A, é feita através de um modelo
regularizado local, como na metodologia de feixes. Entretanto,
diferentemente do capitulo anterior, ndo conhecemos, para cada A, o
valor de ¢(A), apenas dispomos das cotas inferior(z (X)) e

superior(zy(A)), dadas acima.
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Suponhamos que estamos na p-ésima iteragio A'. Definiremos o

modelo abaixo, motivados pelo capitulo anterior, veja (Fp)[15]:

(FD[20] w(A") = mix w—51]p-2P |?
{(w,p) B
s.a. w< (g) (p-A") + zy(p), r2>1

sendo t, > 0, o qual determina o tamanho da diregio p - A°.

Comparando-se com a aplicagio da metodologia de feixes do
capitulo anterior, a formulagio acima adapta aquela estrutura, de

acordo com o seguinte:
a) o valor de g' = Cyx§ + Cxj + C,y5 — K; niio corresponde a um

subgradiente, mas a algum ¢, - subgradiente de ¢ em A’

De fato, para (X', y') € W; e A qualquer

A) = min £(x,y, A
o) = min_ L(x,y, 3)

< L£(x',y", A) para algum g, > 0
Da definigfio de £, temos

o(A) < (A-AD'g" + L(x', ¥, A") +¢,, paraalgum g > 0
= (A-AN'g" + o(W) + 5,

isto &, g" €3, o(W")
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b) os cortes lineares, correspondentes ao modelo poliedral local, néo
sio exatos, devido ao descrito no item anterior, ¢ também ao
desconhecimento de @(A"). Este valor é substituido pela cota superior
zy(p"), fornecida pelo dual do subproblema primal relaxado(D)[18]. A
obteng¢do de g', zy(p")(e de z (p')) pode exigir algumas itera¢des do
algoritmo de Benders. De fato, consideraremos aceitavel

(g", zu(p"), z.(p")) se o seguinte teste de qualidade da aproximacio de
o(p") € verificado:

[21] 20(p") - 7(p") < a(zu(A) - zL(A"))

para algum 0 < o < 1.

Observamos que a convergéncia do método de Benders garante
que o teste serd verificado em um namero finito de itera¢gdes [Benders.
62]. Com este teste se garante que o erro maximo no calculo de ¢, de
uma iteragdo para outra em A, decresga. Indiretamente podemos
também esperar que ¢, > 0, onde g, foi definido no item anterior.

Com este conjunto de informag¢des, temos o0 modelo "aproximado”
[22] Qy(p) := min{(g")"(p—) + zy(p")}

Assim, equivalentemeiite, a (F;)[20] temros:

, _i _ap 2
[23] mgX{Qp(p) %, lp—A" 11"}
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E interessante observar que o modelo regularizado (F{)[20] tem
nele embutido o processo(decomposto) dos planos secantes, e pretende
determinar uma dire¢do de subida através dos residuos acumulados,
com o calculo aproximado da fungdo dual @(X) em (Dy)[4], através da
decomposigdo de Benders.

O lema e a proposi¢do que se seguem visam justificar, no
algoritmo 5.5.3, a existéncia e unicidade da solugdo do subproblema
quadratico, assim como seu subproduto que ¢ o subgradiente agregado.
Para maiores detalhes sobre a técnica de agregacgdo, veja o livro

[Hiriart-Urruty and Lemaréchal. 93], se¢do XV.3.1.

Lema S5.1(veja o lema XV.3.1.1, do livro [Hiriart-Urruty and
Lemaréchal. 93])
O problema [23] tem uma solugdo Gnica perl caracterizada pela

seguinte formula
[24] P77 = AP+t £,€0Q,(0")
Além disso
QA < z(Ay) + (&) (M- 2Ap) + &, VA,
onde

[25] &, = Q") - 2o (X)) — Il 8, 1%
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Demonstragio:
Suponha ndo vazio o conjunto gerado pelas restrigdes lineares, a
. A . . . ~ +1 - e~ ..
existéncia e unicidade da solu¢do p”  seguem da defini¢do positiva da

quadratica. A condigdo de otimalidade para esta solugdo €

1
0 e an(ppH) - _t——(pp"-l_}\'p):
p

que ¢ [24].

Temos entdo

Q) < Q™) + (g,)' (- o™
que é equivalente a

Q) < z.(hp) + (8,) (A - Ap) - zL(hy) + Q™) + (8,)'(Ap - PP

Em vista de [24], reconhece-se a expressdo [25] de ¢,,. .

Proposicdo 5.2 (veja a proposigdo XV.3.1.2, do livro [Hiriart-Urruty
and Lemaréchal. 93])
Com a notagdo do lema 5.1, considere uma fun¢ido quadratica

¥: R" > R U {o} satisfazendo

[26] (M) < zi(X) + (8,)'(A - Ap) + &, =1 B(V), VA,

. 1 ~ 1 . . ~
com igualdade em A = p°"". Entdo p?" maximiza a fungdo

F () =P - %ux-x" 2
p
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Demonstragdo:
Usando [24] e [25], as relagdes definindo ¥ podem ser escritas,

sucessivamente:
Y < Q™)+ (gp)t(l- PP - Q™) + (gp)t(PpH' Ap) + 2z (Ap) FE, -

Y < Q™) + () (- P

+ . 1
com igualdade em A = p° ' Subtraindo o termo E—H?x - kPHZ de ambos
P

os lados,

L

P(A) < Q™)+ (g,) (A -p") =22 ,

p
ainda com igualdade em A = p" L. Agora observe que a fungio do lado

direito ¢ maximizada quando

n 1
gp - t_()\’_}\'p) = Oa
p

que corresponde a p° "', dado por [24]. ’
A funcdo @(A) ¢é denominada linearizagdo agregada a
aproximagdo de ¢. Ele majora o modelo Q, conforme descrito no lema

5.1.

Dualiza¢do do modelo local
Aqui também, é mais conveniente que a resolug¢do de (F;)[20]
seja feita através do dual. Definiremos o lagrangeano e respectivas

condig¢des de otimalidade.
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Parad := p - A",

* 1 T T r
Low, d,m)=w-—[dI*- 2n"(w-(g)'d-zy()),n20
Q’tp refl,..l}

L,=0 . 2 =1,
re{l,.. 0}
" 1 Pt
Ly =0 - —d+ 2n'g"=0,
P refl,..f}
Complementaridade:

new-(g)'d - zy(P)] =0, 21
Substituindo-se estas equagdes em L7, chegamos ao seguinte

problema quadratico linear

(DFp[26] min p(n)

s.a. 2 =1

refl...0}

n=0

t
onde p(m) = 2 g P + Dn'zyeH)
2 refl,.. 0} re{l,..0}

Das condi¢des de otimalidade tem-se também a atualizagdo do

multiplicador

p=2A"+t,( 2n'gh),

refl,..0}

onde n ¢é solucdo unica de (DF)[26].
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5.5 O Algoritmo de Feixes Aproximado

5.5.1. O Algoritmo Parcial de Benders

A cada iteragdo, o multiplicador A é usado no subproblema
(D)[18] , que, resolvido, fornece um limite superior zy € gera um novo
corte de Benders para ser incluido no problema mestre relaxado
(MB)[19]. A resolugdo deste fornece um limite inferior z; € uma
variavel y para o subproblema (L)[17], que por sua vez, é resolvido em
x. Com A fixo, este processo ¢ repetido, acumulando-se todos os cortes
no problema mestre de Benders MB[19], até que o teste [21] seja
satisfeito. Ao final deste processo os valores de x, y, zy e zp sdo
levados ao modelo regularizado, para uma nova atualizagdo do
multiplicador A.

Observagdo: Optamos por incluir no modelo quadratico apenas o
corte que corresponde a realizacdo do teste [21]. Poder-se-ia, no
entanto, incluir todos os cortes, deixando para a politica de selegdo a
eliminacdo adequada. (veja passo 4.0, "Controle do Tamanho do

Feixe", algoritmo 5.5.3).
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5.5.2. Teste de Armijo Aproximado

Sempre motivado pelo capitulo anterior, uma aproximagdo do
teste de Armijo(passo 2) do algoritmo 4.3.1, determinara aqui a diregéo

de subida suficiente da aproximagdo de @. Assim, seja

+ 1 + ) + A
8 = Q") - 2u(P") - Il pf LA 1 onde pPl = AP+ 1,8
P

onde Q ¢ dado por [22].

Aproximando-se os valores da ¢ pelas cotas inferior(z (X)) e
superior(zy(p)) tem-se

o(P") - (A7) < zy(P*) - (M)

Para 0 < m; < 1 fornecido, uma aproximag¢do do teste de Armijo
sera satisfeita em p°'' se:

zu(p™"") - 2L(AF) 2 my3,
onde o lado esquerdo € positivo porque

zu(P™™) - 2L (W) 2 zy(p™) -z (P") 2 0

Se compararmos este teste ao que correspondia ao calculo
exato da fun¢do ¢, observamos que a diferenga entre os valores atual
e o candidato foi substituida por uma majoragdo, tanto quanto §, ¢

uma majoragdo do valor exato. Isto permite esperar que o teste de
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parada do método aproximado de feixes ndo serd antecipado, desde
que também se assegure uma boa aproximagdo para a funcio o.

Nos dois proximos topicos apresentaremos, em separado, o
algoritmo externo de atualizagdo de A, baseado em um processo
regularizado, seguindo a decomposi¢do de Benders que ¢ o

fornecedor do oraculo aproximado.
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5.5.3. Algoritmo de Regularizacdo para Atualiza¢io dos Maultipli-

cadores com a Relaxacio I.

Antes de apresentarmos o algoritmo e com a finalidade de
mantermos a notagdo do capitulo anterior, substituiremos o modelo
Fi[20]. Levando em conta a observacido feita na secldo 4.2, ele é

equivalente a

[27] w(AP) = max W—%“p_}hp 2
(w,p) P
s.a. w < (g) ' (p-p)+ e+ zg(W), 121

onde e, :=e(A”, p', g) 1= zy(p") - 2y (A7) + (&) (p"- AP).

Usamos indistintamente g(p') e g'.

Algoritme
Inicializagdo: Sdo dadas tolerdncia de parada § >0e 6 > 0. Seja £ >0 o
tamanho maximo do feixe, t; > 0. Obtenha uma solugfo viavel dual inicial
AL yOeY ex solucdo viavel inicial de (L)[17], isto é, paray = yO, X\ &
solucdo de
Ayx, = Ky - By, k=1,..,4
X, € Xy, k=1,..4
Calcule gl = g(hl). Faga zy(A') := L£(x°, yv°, A'). Estime zi (A1), por
exemplo, através de uma iteracdo do algoritmo de Benders. Escolha

m,e(0, 1) a reducdo do teste de Armijo, ae(0,1) é a redu¢do do teste
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de qualidade da aproximagdo de ¢. Inicialize o conjunto de subida
P = ¢, o contador de iteragdes p = 1 e o tamanho do feixe /=1. Faga

e, = 0, correspondendo ao feixe inicial (g, €;), ¢ o0 modelo inicial

p = Q(p) = zy(A) + (g")'(p - 1))

Passo 1.0: Calcule Principal e Teste de Parada
Seja pp+1 a solu¢do unica do problema quadratico [27],
tal que,
PPt =P+ t,g" com ghe 8Qp(pp+l)
Faca

& 1= Q") — 2L (M) — /187117

+ t A
8y = Qu(p") — 2 () - 11
Calcule através do algoritmo (5.5.4)(oraculo aproximado)

zu(P™ ), zu(p™) e g(p™™).

Se 5, <8 ezuy(p® ') - z.(pP"') < @ pare.

Passo 2.0: Aproximacie do Teste de Armijo
Se zy(p*™h) - z (AD) = m,3,, m, € (0, 1) “passo sério”; caso

contrario, trata-se de “passo nulo”, va para o passo 4.



Passo 3.0: Passo Sério
Faga A""'= p”"'. Acrescente p ao conjunto P; parar=1,...,/
Permutar e, ¢ €, por, respectivamente,
e +zu(W) - Zg(A") + (g)' (7 - A7)

& + 20(A") - zg() + (E)'0F- 27T

Passo 4.0: Controle do Tamanho do Feixe

Se /= { entdo elimine no minimo 2 elementos do feixe e
insira o elemento (g°, €,).

Denomine (g', &)~ ,.__¢ o novo feixe obtido (com ¢ < 0).

Passo 5.0: Insira (g*, €,,) ao feixe, onde €,,; = 0 no caso de passo

sério, € no caso de passo nulo

e = zu(P™ ") - (W) + (g")'(p™ - A7)

Substitua ¢ por ¢ +1 e atualize o modelo

p = Qpa(p) :=min{(g") (p-A"") + 2y (")}

Passo 6.0: Faga p=p + 1 e volte para o passo 1.
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5.5.4 Algoritmo Parcial de Benders para o Problema Linear Inteiro

com a Relaxac¢io I (Ordaculo Aproximado)

Inicializagdo: Faca q = 1

Passo 1: Resolver

4 4
Vp = max Zdi‘vi +Z(Ki —Biyf)tui

(vin) ;5 i=1

Cq i=].,2

t t ~ ~
s.a. D.v.+Au. <¢C onde ¢ = .
oo Yole +ClpPt i=3,4

Se ndo existe uma solugdo, pare: (¢)[5] ndo tem solugdo

viavel. Caso contrario, seja (v*? u”?) uma solugdo, e faga
P+1 :
+ . t 1
zu(p ) = Zej)’j +pCoy, +vp
=l

- : 1 _p, ,
Gere um nova restrigio(corte) a partir de (p* ', v9, u™%).

Va para o passo 2.

Passo 2: Resolver

min z

2 4 4
s.a.z2 Z‘ieﬁyj + (p"" ' Cays Jﬁzld}V? +§(Ki ~Biy))'uf
i= i= i=

ze R,yeYe Vq

Seja (z.(p" ), ypH) a solugdo 6tima; va para o passo 3.




Passo 3: Resolva
u 1
: +
min Xcixe + (p°T)'(Cix; + Cyxya).
k=1

s.a. A=K, -Biy!? k=1,...

1
X € XR k = 1,...,4

: 1 ~ ,
Seja x*" a solugdo; va para o passo 4.

Passo 4: Teste de Qualidade da Aproximacgio de ¢
Se

zu(P*) — zo(P™'1) < alzu(WP) — 2, (WD)

fim
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Caso contrario, fagap + 1 =p, g=q + 1 e retorne ao passo 1.
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Observacaes:

1. O teste de parada do algoritmo 5.5.3 acrescenta a usual tolerancia &
dos feixes, a exigéncia de que a aproximag¢do da fungdo seja
razoavel. De fato, para aproximagdes grosseiras de ¢, é possivel ter-
se falsos passos sérios com o erro & falsamente pequeno, dai a
necessidade da 0-aproximacio.

2. E também conseqiiéncia deste teste que, se 6 for muito pequeno e o
processo for convergente, nas iteragdes finais do algoritmo, podera
ocorrer a necessidade de um grande numero de iteragdes do método
de Benders em cada chamada do oraculo aproximado. Este fato
delimita portanto nosso algoritmo a problemas em que a metodolo-
gia do método de Benders seja adequada(rapida).

3. O problema mestre relaxado de Benders MB[19] deveria ter alguma
heuristica para sele¢do de cortes, tendo em vista que a acumulagdo

de todas as desigualdades explodiria o subproblema.
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Apresentaremos a seguir o fluxograma do algoritmo para o

problema linear inteiro com a relaxagéo I.

[

{y, (v, u?)}

blema Primal.
 Relaxado(L)(17]

\A/
\—* ~ Teste de Q

uahdade

A4
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5.6. Sobre a Convergéncia

Algoritme Principal

Os resultados da convergéncia de [Hiriart-Urruty and
Lemaréchal. 93], dados pelos lemas 3.2.1 e¢ 3.2.3, teoremas 3.2.2 e
3.2.4, capitulo XV, vol. 1l, poderiam ser parcialmente adaptados para
o algoritmo de feixes aproximado. Optamos no entanto por apenas
observar que para 6 suficientemente pequeno os resultados citados
correspondem a garantia da estabilidade do algoritmo de feixes. Isto
pode ser observado através do acréscimo de um pardmetro positivo 6
— 0, na expressdo dos erros de linearizagdo, assim como nos ganhos
previstos pelo modelo (veja, em particular, o lema 3.2.1, capitulo XV,
vol II em [Hiriart-Urruty and Lemaréchal. 93]). Desta forma se
garantia apenas a convergéncia local. Por outro lado, o teste de
qualidade da aproximagio de ¢[21] deve ser suficiente para a da
obtengdo da convergéncia global, pois forca o processo iterativo a
chegar a formulagdo usual dos feixes, com 6 = 0. Sem duavida, com o
risco de ser um algoritmo de elevado custo computacional, conforme

ja foi observado.
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Oraculo Aproximado

A seguir, apresentaremos o conhecido resultado que garante a

nio ciclagem do algoritmo de Benders

Teorema 5.1: Os vetores compostos pelos vértices e respectivos
multiplicadores (vP, u®, AP) gerados a cada iteragdo pelo algoritmo
5.5.4 sdo diferentes entre si.

Demonstragdo: (Similar a [Salkin and Mathur. 89], pag. 360)

Suponhamos os primeiros (p = 1) pontos extremos, digamos
(v, u), (v4 ud),....(v", u) gerados do problema (D)(A)[18] e A',...,A"
obtidos do problema regularizado (F;)[20].

Entdo do passo 2, tem-se

min z

2 4 4
2. 72 2.ely; + (49)'Cays * LoV + Z(Ki ~Biyy) 'w]
J: 1= 1=

ze R,yeYes< p
Seja a solugdo Otima deste problema z, y, isto é para algum k

(1<k<p)

2 4 4 2
[28] z = Zleﬁyj+<xk>‘c2y2+§b%v¥+§(K1—Biy1)‘u¥zzle3yj+ (A)'Cay,
]= 1= 1= 1=

4 4
+ > bivi + 2 (K; —Byy)'u; s=1,..,p
i=1

1=l
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Como z ¢ um limite inferior sobre o custo 6timo primal relaxado

¢, ¢ > z, e de [28]

4 4 2
[29] 2.biv + 2(Ki =By’ < ¢ - (Zely; + (1)'Cay2)
1= 1= J=
Por outro lado, na iteragdo seguinte de (D)(AP"')[18] a solugdo

(v**', u?"") é um vértice de U(A). Entdo

4 4 4
[30] > bivP™ +3 (K, -Biy)) uf*! = kZchxk +HAPT)(Csxs +Cyxy)
2. .

i=1
onde x ¢ uma solugdo de (L)(A)[17].

Como (x, y) ¢ uma solugio viavel de ¢ tem-se
2 4
+1 +1

Zelyj + () Cays + Zelx+ (A D(Cxs +Caxa) 2 0
j:l =1
equivalentemente

2 4

+1 1

0 - Xely; < Lo+ (A7) (Caxs + Caxa) + (17 Cay

j:l =

Combinando-se [29] e [30] tem-se
4 4 2 4

2bivE+ 2 (K- Biyp'ulf + (A9'Coyy < 0 - Lely; < 2ekxy +
i=1 i-1 =1 k=1

4 4
(7»p+l)t(c3x3 + Cyxy) + (kpﬂ)tCzYz = ZbitVipH +> (K "B1Y1)tuip+1 +
i

i=1

(AP ™H'CLy,.
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4 2
Se ¢ - ( Lekx+ (WH)(Caxs + Cux)) = 2ely; + (A77)'Cay, entdo
k=1 j=1 ,

(x, y) resolve o problema linear inteiro relaxado (@)[5].

Caso contrario,

4 4 4 4

[31] 2bvE+ 20K -Biy) 'uf+ (A'Cry, < I bIVPH +3 (K, -By;) ul”
i=1 i=1 i=1 i=1

+ (A" N'Cyy,

e neste caso (v5, u5, A% = (vP*', u”™', A""). Porém da desigualdade [28]

4

4 4 4
§b$v¥ + §<K1—Biy1>‘u%‘ + (AN'Cryy = 3BV + (K -Byy)'u) +
1= 1= 1=1 1=]

(1%)'Cay; s=1,...,p

Por outro lado, de [31] tem-se,

4 4 4 4
Zbit"is +Z(Ki—Biyl)tuis + (ks)lcﬂz < Zbit"ipHJrZ(Ki_Bin)tufH T
i=1

i=1 i=1 =]

(7¥p+1)1C2Y2 s=1,....,p

e assim sendo (V"' P, AP = (v, uf, AY) s=1,....p ¢
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Corolario 5.2. Se ¢ > 1 na m - ésima tteracdo interna, entdo ym+1 £y,
Demonstragdo: (Similar a [Salkin and Mathur. 89], pag. 362)
Suponhamos o contrario, que ao resolver (MB)[19] com m cortes,

a solucdo encontrada y seja repetida. Neste caso, ao resolver do

problema (D)[18], obteriamos um vetor (v*'', u™") satisfazendo
4 4 4 4
2divi+ 2K -Biyp'uf = Zdivi™ + 2 (K ~Biyp'u™!
i=1 i=1 i=1 i=1

para algum /={l..,m}. No entanto, isto s6 ocorre quando o critério de

otimalidade ¢ atingido. .
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CAPITULO 6

CONCLUSOES

Nosso principal objetivo foi apresentar uma técnica alternativa
com uso da relaxagdo lagrangeana na solugdo de um problema em pro-
gramacgdo linear inteira.

O trabalho desenvolvido apresentou um novo algoritmo estrutu-
rado a partir da relaxagdo de um bloco de restrigdes que apresenta di-
ficuldades ao problema, quando abordado por técnicas tradicionais de
Benders. Esperamos poder tirar vantagem computacional do processo
heuristico regularizador sobre outros algoritmos(Dantzig-Wolfe, sub-
gradientes) pois sua dire¢do de busca ¢ determinada por processos si-
milares ao método de feixes, que, comprovadamente vem apresentando
resultados superiores aqueles em diversos problemas de grande por-
te[Schramm and Zowe. 92]. Parece-nos também que dificilmente a
técnica de "Cross Decomposition” seria adaptavel, por alguma forma
de aproximagdo, a relaxag¢do I, como o fizemos com o método de fei-
Xes.

Como extensdes possiveis, consideremos:
1)Adaptar os resultados de convergéncia capitulo XV, vol. II de [Hiri-
art-Urruty and Lemaréchal. 93], objetivando obter uma convergéncia

para o algoritmo de feixes aproximado § 5.5.3.
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2)Implementar os algoritmos § 4.3.1 e § 5.5.3 comparar entre si € com
outras relaxagdes, com o proposito de obter um menor salto de duali-
dade.

3)Implementar a "Cross Decomposition”, objetivando avaliar seu de-
sempenho computacional e comparar com os resultados do algoritmo
§ 4.3.1.

4) Investigar outras aplicagdes com o proposito de verificar a eficién-
cia dos métodos em problemas estruturados.

5) Estender a decomposig¢ido para problemas ndo lineares ¢ ndo hneares
inteiros, utilizando-se da relaxacdo lagrangeana juntamente com o

processo heuristico regularizador.
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