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Dado um grafo G = (V, E), o grafo  clique d e  ares tas  d e  G, denotado Ke(G), 

é o grafo com conjunto de vértices igual a E e tal que existe uma aresta entre 

dois vértices de I(,(G) se e somente se os extremos das arestas correspondentes 

em G estão em uma mesina clique. Um grafo G é grafo  clique d e  a r e s t a s  se 

existe um grafo H tal que G = Ice (H). 

Examinamos, neste trabalho, tanto o operador clique de arestas quanto a 

classe de grafos por ele definida. Estudamos as propriedades básicas do ope- 

rador e sua dinâmica. Apresentamos uma caracterizacão da classe dos grafos 

clique de arestas e investigamos sua relação com a classe dos grafos clique. 

Também estudamos problemas de caracterização associados a aplicação do 

operador clique de arestas a algumas classes de grafos. Finalmente, definimos 

e reconhecemos em tempo polinomial a classe dos grafos aresta-Helly. 
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requirements for the degree of Doctor of Science (D.Sc.) 
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The edge clique graph I(,(G) of a graph G is the one whose vertices corre- 

spond to the edges of G and where two vertices of &(G) are adjacent whenever 

the ends of the corresponding edges of G are in a common clique. A graph G 

is ai1 edge clique graph if there is a graph H such that G = í(,(G). 

We examine both the edge clique operator and the class of edge clique 

grapl-is. We consider some basic properties of the edge clique operator and its 

dynamics. We present a cl~aracterization of edge clique graphs and investigate 

the relationship between edge clique graphs and clique graphs. We also study 

the application of the operator to some special classes of graphs. Finally, we 

consider the edge-Helly graphs and give a polynomial algorithm to recognize 

them. 
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Capítulo 1 

Introdução 

Dado um grafo G = (V, E), o grafo clique de arestas de G, denotado 

Ke(G), é o grafo com conjunto de vértices igual a E e tal que existe uma 

aresta entre dois vértices de I(,(G) se e somente se os extremos das arestas 

correspondentes em G são, dois a dois, iguais ou adjacentes. Um grafo G é 

grafo dique de arestas se existe um grafo H tal que G = K e ( H ) .  Na Figura 1.1, 

temos um grafo G e seu grafo clique de arestas, I - ( G ) .  

Figura 1.1: Grafo e seu grafo clique de arestas. 

Grafos clique de arestas foram definidos e primeiramente estudados por 

Albertson e Collins, em 1984 [2], embora tenham sido implicitamenteutilizados 

por Kou, Stockmeyer e Wong, em 1978 [17]. Outros trabalhos sobre o assunto 

foram feitos por Raychaudhuri [24, 251 e por Chartrand, Kapoor, McKee e 

Saba [Il]. Coletâneas em que este operador aparece foram feitas por Prisner 

[22, 231 e [3] é uma coletânea exclusivamente dedicada a este operador. 

A definicão do grafo clique de arestas descreve uma maneira de se construir 

um grafo, a partir de um grafo dado. Formalmente, podemos considerá-la sob 

dois aspectos: como um operador sobre a classe de todos os grafos ou como 
' 

a própria classe dos grafos que são obtidos segundo a construção definida. 



Neste trabalho, ambos os aspectos são enfocados e, além de uma revisão de 

conceitos e resultados encontrados na literatura, apresentamos nossos próprios 

resultados, em um tratamento uniforme. Deste modo, cada capítulo aborda 

um aspecto da teoria dos operadores em grafos ou do estudo das classes de 

grafos definidas por operadores, contendo as definições necessárias e referentes 

ao particular aspecto enfocado. 

Até o momento, os principais resultados sobre o operador e a classe dos 

grafos clique de arestas eram os seguintes: a determinação de relações entre 

parâmetros de um dado grafo e os de seu grafo clique de arestas, em particular, 

o estudo dos parâmetros: tamanho da menor cobertura de vértices por cliques, 

tamanho da menor cobertura de arestas por cliques, tamanho da maior clique 

e número cromático, e de questões associadas a estes parâmetros, tais como 

número de interseção [24] e perfeição [2]; exemplos de classes de grafos tais que 

a aplica~ão do operador clique de arestas fornece grafos na mesma classe [2,11, 

24, 251; e um algoritmo de tempo exponencial, com o objetivo de reconhecer 

grafos clique de arestas [ll] . 

Além de um tratamento uniforme e apresentação das principais proprieda- 

des que estavam implícitas nos trabalhos anteriores, a estes resultados viemos 

juntar os seguintes: um estudo detalhado da aplicação iterada do operador; 

novos exemplos de classes tais que a aplicação do operador clique de arestas 

fornece grafos na mesma classe; a caracterização de algumas classes de grafos 

cujos grafos clique de arestas pertencem a uma classe especificada; a caracte- 

rização de quais grafos pertencentes a certas classes de grafos são grafos clique 

de arestas; uma caracterização geral dos grafos clique de arestas; e, finalmente, 

condições que um grafo deve satisfazer para que seu grafo clique de arestas seja 

um grafo clique. 

Alguns resultados obtidos durante a elaboração desta tese foram apresen- 

tados em congressos [4, 5, 9, 101 e publicados como relatórios técnicos [6, 7, 81. 

Este texto está organizado do seguinte modo: na seção a seguir são rela- 

cionadas algumas definições básicas de teoria de grafos. A Seção 1.2 é destinada 

à classe dos grafos clique e sua relação com a classe dos grafos clique de arestas. 

No Capítulo 2, apresentamos algumas propriedades básicas do operador 



clique de arestas e da classe de grafos por ele definida. Estas propriedades 

servirão como base para os resultados dos capítulos seguintes. Também neste 

capítulo, na Seção 2.7, apresentamos o resultado de KOLI, Stockineyer e Wong 

[17], onde o operador Ice pela primeira vez foi utilizado. 

No Capítulo 3 são apresentados os resultados sobre a dinâmica do ope- 

rador clique de arestas, isto é, o estudo referente a sua aplicação iterada. No 

Capítulo 4 são apresentadas as classes de grafos para as quais são estudadas 

tanto as aplicações direta e inversa do operador cliqiie de arestas quanto a 

aplicação do operador restrita à classe. Em especial, são tratadas as classes 

dos grafos estrelados e estrelados de limiar. O problema da caracterização de 

grafos clique de arestas é tratado no Capítulo 5. A relacão do operador cliqiie 

de arestas com o operador 2-clique, bem como a classe dos grafos aresta-Helly 

são tratados no Capítulo 6. Neste capítulo também são apresentadas condicões 

para que o grafo cliclue de arestas de um grafo dado seja um grafo clique. 

Finalmente, no Capítulo 7 concluímos com propostas para futuras pesquisas. 

1.1 Definições 

Nesta secão são apresentadas as definições gerais de teoria de grafos que 

serão adotaclas ao longo do texto. As definições que são utilizadas somente em 

uma dada seção ou capítulo são definidos naquela seção ou capítulo. 

Um grafo G é um conjunto finito V ( G )  de vértices e um conjunto E(G) de 

pares não ordenados de vértices distintos, chamados arestas. Se IV(G)I = 1, 

G é chamado trivial. Para alguns propósitos é conveniente reconhecer o grafo 

nulo, denotado @, como o que não tem vértices nem arestas. 

Um vértice u é adjacente a um vértice v em G se {u, v) é uma aresta de G. 

Na maioria dos casos, denotamos uma aresta {u, v) simplesmente por uv. O 

conjunto dos vértices adjacentes a u é denotado NG(u) e denotamos por NG [u] 

o conjunto 1VG(u) U {u) .  Um vértice u de G é isolado quando NG(u) = 0 e é 

universal quando NG[u] = V(G) .  Uma aresta e = uv é incidente aos vértices 

u e v, que são os extremos de e. Em geral, quando o grafo a que estamos nos 

referindo for claro no contexto, os subscritos serão omitidos. 

Dois grafos G e H são isomorfos se existe uma bijeção q5 de V ( G )  em V ( H )  



tal que a aresta uv E E(G) se e somente se $(u)$(v) E E(H).  A função $ é um 

isomorfismo de G em H. Como é usual, não distinguiremos grafos isomorfos, 

isto é, no caso de G e H serem isomorfos, escreveremos simplesmente G = H.  

Um grafo H é um subgrafo de um grafo G, denotado H C G, se V(H) C 

V(G) e E(H) C E(G). Se, neste caso, V(H) = V(G), H é subgrafo gerador de 

G. Se G é um grafo e S C V(G), então o subgrafo induzido por S é o subgrafo 

H de G, tal que V(H) = S e E(H) é o conjunto das arestas de G que têm 

ambos os extremos em S. O siibgrafo induzido por S é denotado G[S]. Se 

existe S tal que H = G[S], então H é um subgrafo induzido de G, denotado 

H 5 G, caso contrário, dizemos que G é sem H.  

Se G é um grafo, o complemento de G, denotado G é o grafo onde V(G) = 

V(G) e para todos u,v E V(G), tais que u # v ,  uv t E(G) se e somente se 

uv E(G). 

Sejam G e H dois grafos. Definimos a interseção de G com H, denotada 

G n H, como o grafo com conjunto de vértices V(G) n V(H) e conjunto de 

arestas E (G) n E (H). Se G n H = 0, definimos a união de G com H, denotada 

G U H, como o grafo com conjunto de vértices V(G) U V(H) e conjunto de 

arestas E(G) U E(H).  Neste caso, definimos também a combinação de G com 

H, denotada G * H, como o grafo com conjunto de vértices V(G) U V(H) 

e conjunto de arestas E(G) U E(H) U {uv : u E V(G) e v E V(H)). Em 

particular, se H é o grafo trivial com V(H) = {x), a combinação de G com H 
- --  

é denotada G* {x). É fácil ver que, para todos os grafos G e H, G U H = G* H 

e, equivalentemente, G * H = c U H.  
Um caminho, P = (v0, VI,. . . , vk), entre v0 e vk, é uma seqüência finita e 

não vazia de vértices distintos, tal que para todo i, 1 5 i 5 k, os vértices vi-1 e 

vi são adj acentes. O comprimento de P, denotado IP 1, é L. Uma seqüência de 

vértices (vo, v l ,  . . . , vk), k > 2, é um ciclo se v0 = v k  e (vO, V I , .  . . , v ~ - ~ )  é um 

caminho. Uma aresta e = uv é uma corda de um ciclo C se u e v são vértices 

não consecutivos de C. A distância d(u,v) entre dois vértices u,v E V(G) é 

o comprimento de um menor caminho entre u e v em G. Se não existe um 

caminho entre u e v, então d(u, v) é considerada infinita. O diâmetro de G é o 

valor diam(G) = max{d(u, v)  : u, v E V(G)). 



Um grafo G é conexo se, para todo par de vértices distintos u , v  em G, 

existe um caminho entre u e v. Um componente conezo de G é um subgrafo 

conexo maximal de G. Um grafo G é desconexo, se não for conexo. 

Uma árvore é um grafo conexo sem ciclos. Um subgrafo de uma árvore 

que também é uma árvore é chamado subárvore. Uma estrela é uma árvore 

que possui um vértice universal. 

O grafo que consiste de um caminho com n vértices é denotado P,, o que 

consiste de um ciclo com n vértices é denotado C,, enquanto que N, denota o 

grafo com n vértices e nenhuma aresta. Em particular, Po = C. = No = 0. 

Um grafo G é completo se quaisquer dois vértices distintos de G são ad- 

jacentes. O grafo completo com n vértices, é denotado I&. Ein particular, 

Iio = 0. O grafo Ii3 também é chamado de triângulo e o grafo I 4  é chamado 

de tetraedro. 

Um conjunto de vértices S C V(G) é uma cíique se G[S] é um grafo 

completo. Em particular, se N [v] é uma clique, então v é um vértice simplicial. 

Uma clique maximaí é uma clique que não está contida propriamante em ne- 

nlmma outra. O conjunto S é estável se S em é uma clique. A família 

das cliques maximais de G é denotada por M(G) enquanto que q(G) denota 

o niímero de cliques maximais de G, isto é, q(G) = I M (G) I. O número de 

vértices de uma maior clique de G é denotado por w(G). O número cromático 

de G, denotado x(G), é o tamanho da menor particão de V(G) em conjuntos 

estáveis. Um grafo G é bom se x(G) = w(G) e é cobom se é bom. 

Dada C = {Ci, . . . , C,) uma família de subconjuntos de vértices em um 

grafo G, dizemos que C é uma cobertura de vértices de G se para todo v E V, 

existe C; E C tal que v E C; e dizemos que C é uma cobertura de arestas de G 

se para todo uv E E (G), existe C; E C tal que u ,  v E C;. Denotamos por 0(G) 

o tamanho da menor cobertura de vértices por cliques maximais e por 0,(G) 

o tamanho da menor cobertura de arestas por cliques maximais de G. 

Um grafo G é uin grafo de interseção se é possível atribuir a cada vértice 

v E V um conjunto S(v), de forma que para cada par de vértices u e v, 

temos uv E E(G) se e somente se S(u) n S(v) # 0. Chamamos uma tal 

família F = {S(v) : v E V) de modelo de interseção de G. E denotamos 



s = U,,v S(v) .  

Dada uma família de conjuntos F = {F; : i E I), dizemos que F satisfaz 

a propriedade Helly quando para todos J C: I e i, j E J, se F; n Fj # B, 

então njEJ Fj # O. Isto é, F satisfaz a propriedade Helly quando para cada 

subfamília F' de F, se F' é formada por conjuntos que se interseptam dois a 

dois, então os elementos de F' têm um elemento em comum. 

1.2 Grafos clique 

Nesta seção revisamos a definição e algumas propriedades dos grafos clique. 

Em particular apresentamos uma possível relação desta classe com a classe dos 

grafos clique de arestas. 

Dado um grafo G = (V, E), o grafo clique de G, denotado I - (G) ,  é o grafo 

de interseção de M (G), a família das cliques maximais de G. Um grafo G é 

grafo clique se existe um grafo H tal que G = IC(H). 

Em 1971, Roberts e Spencer apresentaram uma caracterização dos grafos 

clique. 

Teorema 1.2.1 (Roberts e Spencer [26]) U m  grafo C: é grafo clique se e 

somente se existe uma famz'lia C de cliques de G, que satisfaz as seguintes 

condições: 

(i) C é uma cobertura de arestas de G; 

(ii) C satisfaz a propriedade Helly. 

O Teorema de Roberts e Spencer fornece um critério para verificar se um 

dado grafo G é ou não um grafo clique. Para isto basta testar se alguma 

família de conjuntos de vértices de G satisfaz as condições enunciadas. Cada 

uma das condições pode ser testada em tempo polinomial, mas como um grafo 

possui um niímero exponencial de subfamílias de subconjuntos de vértices, esta 

caracterização não fornece um algoritmo polinomial para o reconhecimento de 

grafos clique. Um dos principais problemas em aberto no estudo dos grafos 

clique é o de encontrar uma boa caracterização para esta classe. 

A relação entre a classe dos grafos clique e a dos clique de arestas foi abor- 

dada em [ll]. Neste artigo aparece a afirmação de que todo grafo clique de 



arestas é grafo clique. Posteriormente, Albertson [I] relatou que Prisner encon- 

t r o ~ ~  um erro na prova apresentada em [ll] e estabeleceu como um problema 

em aberto resolver a seguinte conjectura: 

Conjectura 1.2.1 Todo grafo clique de arestas é grafo clique. 

Neste texto apresentamos alguns resultados que mostram que para classes 

restritas de grafos a Conjectura 1.2.1 é verdadeira. Neste sentido, o seguinte 

resultado será útil: 

Teorema 1.2.2 ([26]) S e  w(G)  5 3, então G é grafo &que se  e s o m e n t e  se  

G n ã o  t e m  o grafo da figura abaixo como  subgrafo. 

Figura 1.2: Grafo proibido para grafo clique com w ( G )  < 3. 



Capítulo 2 

Propriedades Básicas 

Neste capítulo são apresentadas as propriedades básicas do operador clique 

de arestas e da classe de grafos por ele definida. Alguns destes resultados já 

se encontravam na literatura enquanto que outros são, pela primeira vez, aqui 

sistematizados. Em particular, as Propriedades da Preservação de Cliques e 

dos Números Triangulares foram freqiientemente utilizadas e referidas a [2], 

embora não tivessem uma prova detalhada. 

Na Seção 2.1 definimos e apresentamos alguns exemplos de grafos clique de 

arestas. Na Seção 2.2 provamos a Propriedade da Preservação de Cliques, que 

estabelece uma correspondência entre as cliques maximais de um grafo e as de 

seu grafo clique de arestas. Na Seção 2.3 provamos a Propriedade dos Niímeros 

Triangulares que estabelece que a correspondência dada pela Propriedade da 

Preservação de Cliques também relaciona a cardinalidade das cliques considera- 

das, o que fornece uma condição necessária para que um dado grafo seja clique 

de arestas. Na Secão 2.4 estudamos os grafos clique de arestas que possuem 

uma estrutura bastante simples. Também existe uma correspondência entre 

certas seqiiências de arestas de um grafo e os caminhos de seu grafo clique de 

arestas. Este é o assunto estudado na Secão 2.5, enquanto que na Seção 2.6 

estudamos a relação do operador Ice com as operações U, n e * sobre grafos 

e as relações C e 5 entre grafos. Finalmente, na Seção 2.7 apresentamos o 

resultado de Kou, Stockmeyer e Wong, onde o operador clique de arestas foi 

iinplicit amente utilizado, pela primeira vez. 



2.1 Definição e exemplos 

Dado um grafo G = (V, E), o grafo clique de arestas de G, denotado Ke(G), 

é o grafo com conjunto de vértices igual a E e tal que existe uma aresta entre 

dois vértices de I(,(G) se e somente se os extremos das arestas correspondentes 

estão em uma mesma clique de G. Um grafo G é grafo d ique  de arestas se 

existe um grafo H tal que G = IC,(H). Na Figura 2.1, temos um grafo G e 

seu grafo clique de arestas, Ice (G). 

Figura 2.1: Grafo e seu grafo clique de arestas. 

Dado um grafo G com n vértices e m arestas, o grafo Ice (G) tem m vértices 

e pode ser construído em tempo O(m2). De fato, para cada par de arestas de 

G, podemos verificar se elas são adjacentes em Ke(G) testando se estão em 

um mesmo triângulo ou tetraedro de G. Isto é, testando se seus extremos são, 

dois a dois, iguais ou adjacentes e isto pode ser feito em tempo constante. 

Assim, I(, é um operador entre grafos que pode ser utilizado como uina 

transformação polinomial. Nas Se~ões 2.7 e 6.2 apresentamos dois usos do ope- 

rador II, neste contexto. Um, devido a Kou, Stockmeyer e Wong, mostrando 

que um certo problema é NP-difícil e o outro, mostrando que uma certa classe 

de grafos pode ser reconhecida em tempo polinomial. 

Quando G = Ke(H) dizemos que H é uma raiz de G, pelo operador clique 

de arestas. Assim, um grafo é clique de arestas se e somente se possui uma 

raiz. 

Nem todo grafo é clique de arestas. Basta considerar o grafo K2, por 

exemplo. 

Na Figura 2.2 temos dois grafos que são raízes do mesmo grafo clique de 



arestas G. Este é o 

pode ser encontrado 

menor 

em [li] 

grafo que tem esta propriedade. Outro 

$ 
exemplo 

Figura 2.2: Grafos com o mesmo grafo clique de arestas. 

Vejamos agora a aplicação do operador Ice em algumas classes triviais de 

grafos. 

Em primeiro lugar, como é feito usualmente no estudo de operadores, 

I(,(@) = 0. Decorre diretamente da definição qlie ICe(Pn) = NnP1, onde n 2 1, 

ICe(C3) = C3 e I-(C,) = N,, se n > 3. Também temos que se G é um grafo 

com m arestas e sem triângulos induzidos, então ICe(G) = N,. 

Observe que como vértices isolados não são incidentes a nenhuma aresta, 

eles não influem na constr~ição do grafo clique de arestas. Ou seja, se G' = 

G ü Nk, então I - ( G ' )  = IC,(G). 

Em relação ao grafo completo Ii,, temos que IC,(li,) tem c) vértices e 

como todas as arestas de I<, têm seus extremos em uma mesma clique, os 

vértices de I(,(IC',) são dois a dois adjacentes. Assim, ICe(Kn) = K . (3 
Este fato ilustra o comportamento de I -  em relação às cliques de um grafo 

conforme veremos nas duas próximas seções. 

2.2 Propriedade da Preservação de Cliques 

Um conjunto de arestas com ambos os extremos em uma mesma clique em 

G corresponde a um conjunto de vértices dois a dois adjacentes em &(G) e 

vice-versa. Assim, uma clique com pelos menos dois vértices em G dá origem 

a uma clique em Iie(G). Por outro lado, uma clique maximal de ICe(G) dá 



origem a uma clique maxiinal de G. Temos, então, uma correspondência entre 

as cliques maximais de G e as de Ke(G). Assim, ambos os grafos têm a mesma 

quantidade de cliques maximais, quando G não tem vértices isolados. Estas 

observações são formalizadas nos resultados a seguir. 

No que segue, todos os grafos considerados são conexos e têm, pelo menos, 

dois vértices. 

Seja S um conjunto de vértices de G com pelo menos dois elementos. 

Definimos ke(S) como o conjunto das arestas de G que têm ambos os extremos 

em S .  Assim, ke é uma funcão que associa conjuntos de vértices de G a 

conjuntos de vértices de I(,(G). Observe que para cada S c V(G), ke(S) = 

V(I<e (G[Sl)). 

Lema 2.2.1 S e  S é clique de G, então ke(S) é clique de I(,(G). E, s e  ke(S) 

é clique de IC,(G), então existe S' C V(G) ta l  que SI é clique de G e ke(S1) = 

Le (S) 

Prova: Seja S uma clique de G. Por definicão, existe n tal que G[S] = ICn. 

Assim, I(,(G[S]) = K isto é, V(Ke(G[S])) é uma clique de ICe(G). Como (3 ' 
Le(S) = V(I(,(G[S])), temos que ke(S) é uma clique de &(G). 

Suponha agora que Le(S) é clique de Ke(G). Seja S' C V(G) tal que para 

todo u E V(G), u E S' se e somente se existe v E V(G) tal que uv E k,(S). 

Vamos provar que SI é clique. Sejam ui, u2 E SI, tais que ul # u2. Logo, 

existem vi, v2 E V(G) tais que ~ 1 ~ 1 ,  u2v2 E Le(S). Como Le(S) é clique de 

I(,(G), os vértices ul,vl,u2,v2 são, dois a dois, iguais ou adjacentes em G. 

Portanto, ul e uz são adjacentes e SI é clique de G. 

Resta provar que ke(Sf) = ke(S). Se uv E Le(S), então pela definicão 

de S I  temos que u, v E SI. Como S I  é clique, temos uv E Le(S1). Assim, 

ke(S) C ke (SI). Se uv E k, (SI), temos que u,  v E SI e uv E E (G) . Logo, 

existem x,  y E V(G) tais que u x  E ke(S) e vy E L,(S). Portanto, u, v E S e 

uv E ke(S). Assim, ke(S1) C Le(S). i 

Lema 2.2.2 S é clique max ima l  de G se  e somen te  se Le(S) é clique m a x i m a l  

de ICe(G). 



Prova: Resta provar a maximalidade. 

(+) Seja S uma clique maximal de G e suponha que existe C uma clique de 

Ke(G) que contenha propriamente ke(S). Seja uv um vértice de C \ k,(S). 

Como [SI 2 2, considere x, y E S, onde x # y.  Como S é clique, x y  E E(G)  

e portanto, xy E ke(S). Como C é clique e ke(S) C C, temos que xy e uv são 

adj acentes em Ke (G) . 

Assim, x, y ,  u e v estão em um mesmo triângulo ou tetraeclro de G. Observe 

também que, como uv ke(S), um dos vértices, digamos u não pertence a S. 

Como x e y são vértices arbitrários de S, temos que C' = S U {u) é uma 

cliclue de G que contém S propriamente, uma contradição. 

(¢=) Suponha que ke(S) é uma clique maximal de G e que existe C C V(G), 

tal que S = {vl, v2, . . . , v,) está contido propriamente em C. Seja v um vértice 

de C \ S.  

Como C é clique, os vértices v, vl, v2,. . . , vp são dois a dois adjacentes em 

G. Como v S, vvl,vv,, . . . ,.v, k,(S). Assim, em Ke(G), temos que 

{vvl, vv2, . . . , vv,) U : 1 < i # j < p )  = C' é uma clique que contém 

k, (S) propriamente, contradizendo a maximalidade de Ice (S) . i 

Os Lemas 2.2.1 e 2.2.2 garantem que k, é uma fun~ão que associa cliques 

inaximais de G a cliques maximais de Ke(G). Vamos agora mostrar que, neste 

caso, k, é uma bijecão. 

Lema 2.2.3 Se  SI, S2 são cliques maximais de G e ke(Sl) = ke(S2), então 

si = S2. 

Prova: Sejam SI, S2 cliques maximais de G tais que L, (SI) = ke(S2). Considere 

u E Si. 

Como ISII 2 2, existe v # u, tal que v E SI. Como uv E E(G), temos que 

uv E ke(Sl).  Logo, uv E ke(S2) e temos u,v E S2. Assim, u E S2 e SI C S2. 

Analogamente, podemos provar que S2 C Si. i 

Lema 2.2.4 S e  S é u m a  clique maximal de I(,(G), então existe u m a  clique 

maximal S' de G, tal que L,(S1) = S .  



Prova: Seja S uma clique maxiinal de i(,(G). Para cada s E S, existem v; e 

v j ,  vértices distintos de G, tais que s = v;vj é uma aresta de G. 

Seja S' = {v; E V(G) : existe v j  E V(G) e vivj E S). Por construqão, 

ke(S1) = S e, pelo Lema 2.2.2, S' é clique maximal de G. i 

Finalmente, os lemas anteriores têm como conseqüência uma das principais 

propriedades do operador clique de arestas. 

Teoreina 2.2.1 (Propriedade d a  Preservação de  Cliques) Existe u m a  

bijeção entre as cliques maximais de G e as de Ke(G). 

Corolário 2.2.1 S e  G não t e m  vértices isolados, então q(G) = q(I(,(G)). 

Um fato que será utilizado posteriormente é que, como em um grafo 11á uma 

correspondência entre cliques e subgrafos completos temos, pelo Lema 2.2.1, 

que a uma família de subgrafos completos de G está associada uma família de 

cliques de II, (G) . 

2.3 Propriedade dos Números Triangulares 

Além de estabelecer uma correspondência entre as cliques maximais de um 

grafo e as de seu grafo clique de arestas, a funqão ke também estabelece uma 

relaqão entre os tamanhos das cliques. 

n2-n Lembramos que um número da forma ( 2 )  = é chamado de número 

triangular. Assim, os números triangulares são O,  1,3,6,10,15,21,. . . 

Lema 2.3.1 Se  S é u m a  clique de G e IS/ = p, então Ike(S)I = (2). 

Prova: Basta observar que G[S] tem (;) arestas. i 

A funqão k, também estabelece uma relação entre as interseqões das cliques. 

Lema 2.3.2 Se  Si e S2 são cliques de G, então ke(Sl n S2) = Ice(Sl) n ke(S2). 

Prova: Sejam Si e S2 cliques de G. 

Se e E ke(Sl n S2), existem u e v, vértices distintos de G, tais que u, v E 

SI nS2 e e =  uv E E(G). Assim,u,v E Si e u , v  E S2. Como e = uv, temos 

que e E k,(SI) e e E ke(S2). 



Se e E ,%,(SI) n ke(S2), existem u e v, vértices distintos de G, tais que 

U , V  E Si, u,v E S2 e e = uv E E(G). Assim, u,v E SI n S2. Como e = uv, 

temos que e E ke(Si n $2). i 

Juntando as afirmações acima, temos outra propriedade fundament a1 do 

operador clique de arestas. 

Teoreina 2.3.1 (Propriedade dos Números Triangulares) As cliques 

mazimais e as interseções de  cliques maximais em um grafo dique de  arestas 

têm tamanho igual a um número triangular. 

Prova: Seja G = Ke(H) um grafo clique de arestas. 

Se S é uma clique maximal de G, pelo Lema 2.2.4, existe uma clique 

maximal Si de H com, digamos, p elementos, tal que ke(Si) = S.  Assim, pelo 

Lema 2.3.1, S tem e) elementos. 

Se S C V(G) é tal que S = Mi n . . . n Ms, onde Mi,. . . , Ms são cliques 

maximais de G, pelo Lema 2.2.4, existem Mi, . . . , Mi, cliques maximais de H, 

tais que ke(M:) = Mi, 1 5 i 5 S. Pelo Lema 2.3.2, temos Ml í l  . . . n Ms = 

ke (144;) n . . . n ke (Mi) = ke (Mi n . . . n Mi) . Como Mi n . . . n Mi é uma clique 

de H com, digamos, p elementos, pelo Lema 2.3.1, S = ke (Mi n . . . n n/lS) tem 

(:) elementos. i 

Assim, se G tem uma clique maximal de tamanho p, então Ke(G) tem uma 

clique maximal de tamanho (;) , e vice-versa. Conseqüentemente, as cliques 

maximais de um grafo clique de arestas têm tamanho igual a um número 

triangular, o que fornece uma condição necessária para que um grafo seja 

clique de arestas. 

Dizemos que um grafo satisfaz ci Propriedade dos Números Triangulares 

quando suas cliques maximais e interseções de cliques maximais têm tamanho 

igual a um niímero triangular. 

Vamos agora exemplificar o uso desta condição aplicando-a diretamente a 

algumas classes triviais de grafos. 

Corolário 2.3.1 O grafo K, é clique d e  arestas se e somente se n é um 

número triangular. 



Corolário 2.3.2 A menos do grafo trivial, nenhuma árvol-e é grafo clique de 

a~es tas .  

Corolário 2.3.3 Nenhum C,,n 2 4, é grafo clique de arestas. 

No entanto, satisfazer a Propriedade dos Números Triangulares não é sufi- 

ciente para que um grafo seja um grafo clique de arestas. Na Figura 2.3 temos 

um exemplo de tal situação, dado em [ll] .  Este é o grafo com menor niímero 

de cliques maximais que é um contra-exemplo para a recíproca da Propriedade 

dos Números Triangulares. 

Figura 2.3: Grafo que não é clique de arestas de nenhum grafo. 

No Capítulo 4, descrevemos uma classe de grafos para a qual a Propriedade 

dos Números Triangulares fornece uma condição necessária. e suficiente para 

que um dado grafo, pertencente a esta classe, seja um grafo clique de arestas. 

2.4 Grafos sem tetraedros 

Um grafo G sem tetraedros tem w(G) 5 3. Nas Figuras 1.1 e 2.1 temos 

exemplos de grafos nesta situação. 

Nesta seqão, mostramos que a Propriedade dos Números Triangulares não 

é suficiente para que grafos pertencentes a esta classe sejam grafos clique de 

arestas, e que a Conjectura 1.2.1 é verdadeira, neste caso. 

Como G é tal que w(G) 5 3, e G não tem vértices isolados, as cliques 

maximais de G têm 2 ou 3 vértices e, pela Propriedade dos Números Trian- 

gulares, as cliques maximais e as interseções de cliques maximais de K,(G) 

têm (i) = 1 OU (3 = 3 vértices. Como as cliques maximais de tamanho 1 

são vértices isolados, a parte não trivial de I(,(G) é formada por triângulos 

cujas interseções têm somente um vértice. Isto é, dois triângulos de Ke(G) 

não possuem uma aresta em comum. O que implica que I(,(G) também é sem 

tetraedros. 



Na Figura 2.4, temos um grafo G que satisfaz a Propriedade dos Números 

Triangulares, não tem um tetraedro como subgrafo induzido, porém não é um 

grafo clique de arestas. De fato, se G tivesse uma raiz H, por definicão, H 

teria 9 arestas e, pela Propriedade da Preservacão de Cliques, 5 triângulos, o 

que é impossível. 

Figura 2.4: Grafo que também não é clique de arestas de nenhum grafo. 

Finalmente, para concluir que a Conjectura 1.2.1 é verdadeira para grafos 

sem tetraedros, basta observar que como o grafo da Figura 1.2 possui triângulos 

com arestas em comum, ele não pode ser subgrafo de nenhum grafo clique de 

arestas sem tetraedros. Logo, pelo Teorema 1.2.2, temos o seguinte. 

Teoreina 2.4.1 Se w(G) 5 3, então Ke(G) é grafo clique. 

Na Secão 6.3, abordaremos o caso em que w(G) = 4. 

2.5 Caminhos e componentes 

O grafo clique de arestas de um grafo conexo nem sempre é conexo. Basta 

considerar, por exemplo, o grafo P3. Nesta secão, caracterizamos os grafos G 

para os quais Ke(G) é conexo. Consideramos, principalmente, uma selacão 

existente entre certas seqüências de arestas de G e as seqüências de vértices 

associadas a elas em Ke(G). Esta relação decorre diretamente do fato que duas 

arestas têm extremos em uma mesma clique de G se e somente se os vértices 

correspondentes são adjacentes em I -  (G). 

Lema 2.5.1 U m a  seqüência de arestas (el, e i ,  . . . , ek) é tal que e;e;+~, 1 5 i < 
k, t ê m  extremos e m  u m a  mesma clique de G se e somente se ( e ~ ,  ea, . . . , ek) é' 

u m  caminho e m  I(, (G) . 



Um componente e m  arestas de um grafo G é um subgrafo maximal (não 

necessariamente induzido) Gi de G, tal que para cada par de arestas e, f de 

Gl , existe uma seqiiência de arestas e l ,  . . . , e k  também de G1, onde e1 = e, 

ek = f e e;, e;+l têm extremos em uma mesma clique de G. Um componente 

em arestas que consiste de um único vértice é chamado trivial. Dizemos que G 

é conexo e m  arestas quando tem no máximo um componente em arestas não 

trivial. Observe que o conjunto dos componentes em arestas não triviais de G 

formam uma partição das arestas de G. 

O teorema abaixo caracteriza os grafos cujo grafo clicpe de arestas é 

conexo. 

Teorema 2.5.1 U m  grafo G é conexo e m  arestas se e somente se I(,(G) é 

conexo. 

Prova: Seja H = Ke(G). 

(+) Seja G um grafo conexo em arestas. Se G consiste somente de compo- 

nentes triviais não há nada a ser provado. Caso contrário, considere o único 

componente em arestas não trivial G1 de G, e desconsidere os triviais. Seja 

Hl o subgrafo de H induzido pelo subconjunto de vértices de V ( H )  correspon- 

dente às arestas de Gl. Como Gi é conexo em arestas, pelo Lema 2.5.1, para 

qualq~ler par de vértices e e f de Hl, existe um caminho entre e e f em H.  

Assim, Hi é conexo. Como H = Hl, H é conexo. 

(e) Suponha que H é conexo e que G não é conexo em arestas. Sejam G1 

e Gz dois componentes em arestas não triviais, distintos, de G. Sejam H1 e 

H2 os subgrafos de H induzidos pelos subconjuntos de V(H) correspondentes 

às arestas de Gl e Gz, respectivamente. Temos que nenhum vértice de Hl 

tem um adjacente em H que não pertence a Hl pois, caso contrário, Gi não 

seria um componente em arestas de G. O mesmo vale para H2. Assim, H é 

desconexo, uma contradicão. Logo, G é conexo em arestas. i 

Como conseqüência deste teorema e do fato que componentes em arestas 

não triviais formam uma partição das arestas de G, temos que existe uma cor- 

respondência entre os componentes em arestas de G e os componentes conexos 

de I(,(G), de forma que se G1, . . . , Gt são componetes em arestas de G, então 



I(,(Gl), . . . , Ke(Gt) são os componentes conexos de lir,(G), e vice-versa. 

Teorema 2.5.2 GI, . . . , Gt são os componentes em arestas não triviais de um 

grafo G se e somente se Ke(G1),. . . ,Ke(Gt) são os componentes conezos de 

Ice ( G) 

2.6 Operações e subgrafos 

Nesta seção estudamos a relação do operador II, com as operações n, U 

e * sobre grafos e as relações 2 e 5 entre grafos. Alguns destes resultados 

podem ser utilizados como ferramentas na caracterização de grafos clique de 

arestas e outros dão informação sobre os grafos clique de arestas em termos de 

seus subgrafos ou subgrafos induzidos. 

Prova: Os grafos considerados têm o mesmo conjunto de vértices. De fato, e é 

um vértice de Ke(G n H) se e somente se e é uma aresta de G n H se e somente 

se e é uma aresta tanto de G quando de H se e somente se e é um vértice tanto 

de I(,(G) quanto de I(, (H), isto é, e é um vértice de Ke(G) n I(,(H). 

O mesmo ocone com o conjunto de arestas. De fato, ef é uma aresta de 

IC,(G n H) se e somente se e e f são arestas cujos extremos estão em uma 

mesma clique de G n H  se e somente se os extremos de e e f estão em uma 

mesma clique de G que também é de H se e somente se e f é uma aresta tanto 

de Ice (G) quanto de Ií, (H), ou seja, de I(, (G) n Ice ( H ) .  i 

Teoreina 2.6.2 IC,(GU H) = Ke(G) U IC,(H) 

Prova: Os grafos considerados têm o mesmo conjunto de vértices. De fato, e é 

um vértice de I(,(Gu H) se e somente se e é uma aresta de GU H  se e somente 

se e é uma aresta de G ou de H se e somente se e é um vértice de Ii,(G) ou 

de I - ( H )  se e somente se e é um vértice de I - ( G )  U Ke(H). 

O mesmo ocorre com o conjunto de arestas. De fato, e f é uma aresta de 

I(,(G U H) se e somente se e e f são arestas cujos extremos estão em uma 

mesma clique de G U H .  Como G n H = 0, isto só acontece se e somente se e 



e f têm extremos em uma mesma clique de G ou (exclusivo) em uma mesma 

clique de H. Isto acontece, se e somente se e f é uma aresta de Ke (G) ou e f é 

uma aresta de Ke(H), isto é, de Ke(G) U Ke(H). i 

Decorre deste teorema que, no estudo da classe dos grafos clique de arestas, 

podemos considerar apenas grafos conexos, isto é, um grafo desconexo é clique 

de arestas se e somente se cada um dos seus componentes conexos é um grafo 

clique de arestas. 

Nem sempre Ice (G * H) = Ice (G) * I& (H). De fato, tomando G = Ic2 e 

H = Icl, temos que Ice (G * H) = I(, (I&) = I& mas I(,(G) * IC, (H) = K1 * 0 = 

I(i . 

Teoreina 2.6.3 Se G C H, então Ke(G) C I(,(H). 

Prova: Se e é um vértice de Ke(G), temos que e é uma aresta de G. Portanto, 

e é uma aresta de H, ou seja, um vértice de Ke (H). 

Se ef é uma aresta de I(,(G), temos que e e f são arestas cujos extremos 

estão em uma mesma clique de G. Logo, e e f são arestas cujos extremos estão 

em uma mesma clique de H, ou seja, e f é uma aresta de IC, (G) . i 

Teoreina 2.6.4 Se G 5 H, então Ke(G) 5 Ke(H) 

Prova: Resta provar apenas que se e e f são vértices não adjacentes em Ice (G) , 
então também não o são em Ke (H). 

Sejam e e f vértices de I(,(G) tais que e f $ E ( I - ( G ) ) .  Portanto, os 

extremos de e e f não estão em uma mesma clique de G e como G 4 H, 

não podem estar em uma mesma clique de H .  Assim, e e f são vértices não 

adjacentes de Ke (H). i 

Teorema 2.6.5 G 5 Ke(G * {x)). 

Prova: Seja V(G) = {vi, vz, . . . ,vn). Considere o conjunto S = {vlx, . . . , vnx) 

de vértices de I(,(G * {x)). 

É claro que existe uma correspondência entre S e V(G). Além disso, v;x 

e vjx são adjacentes em Ice (G * {x)) se e somente se as arestas v;x e vjx têm 
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O seguinte resultado foi estabelecido por vários autores. Temos a seguir a 

prova encontrada em [24]. 

Teorema 2.7.1 Para todo grafo sem vértices isolados G, i(G) = O,(G). 

Prova: 

Seja F = {S(v) : v E V} um modelo de interseção de G para o qual 

ISI seja mínimo, isto é, S = {1,2, ... , i (G) ) .  Seja V, = {v : j E S(v)), 

para todo j E S. Claramente, Vi, Vz . . . , x(G) cobrem as arestas de G e são 

cliques. Considere Ci uma clique rnaxirnal que contém K ,  1 5 i < i(G). Como 

Cl , C2, . . . , é uma cobertura de arestas por cliques maximais, temos que 

Qe(G) 5 i(G)- 

Seja {Cl,. . . , uma cobertura mínima de arestas por cliques ma- 

ximais de G. Seja S(v)  = {j : v E Cj). Como G não tem vértices isolados, 

{S(v) : v E V) é um modelo de interseqão de G e, porta~lto i(G) < Oe(G). i 

Como conseqiiência da Propriedade da Preservação de Cliques, para todo 

grafo sem vértices isolados G, Oe(G) = Q(Ke(G)) .  Logo, temos o seguinte 

resultado: 

Corolário 2.7.1 Para todo grafo sem vértices isolados G, i(G) = O(Ke(G)). 

Kou, Stocltmeyer e Wong, em 1978 [li'], mostraram que o problema de 

determinar i(G) é NP-difícil, usando esta relaqão e o fato que determinar B(G) 

para um grafo arbitrário G é NP-difícil. 



Capítulo 3 

Dinâmica 

A dinâmica de grafos é o estudo da aplicação iterada dos operadores à 

classe de todos os grafos. A aplicação iterada de um operador é definida re- 

cursivamente e, em particular, para o operador IC, por Ic (G) = Ke(K,T-' (G)) 

com I-C,1 (G) = Ke(G) e K:(G) = G. 

No livro Graph Dynamics, Prisner [22] apresenta uma coletânea dos ope- 

radores em grafos e suas propriedades, tentando dar um tratamento uniforme 

aos resultados e terminologia no assunto. Além de apresentar resultacios de 

sua própria autoria, ele faz um levantamento de todos os resultados que até 

então haviam sido publicados, tanto referentes a operadores específicos quanto 

a princípios gerais que podem ser aplicados a família de operadores. 

Em [22] o operador IC, é denotado Qzt4 pois é um dos elementos da família 

dos operadores @k,m, onde dado G, o grafo @s,m(G) tem como vértices todos os 

subgrafos completos com lc elementos de G e dois tais subgrafos são adjacentes 

em Qklm(G) se são subgrafos de um mesmo subgrafo completo de G com no 

máximo m vértices. 

Albertson e Collins [2] estudaram a aplicação iterada do operador clique de 

arestas no contexto dos grafos bons e cobons. Provaram que existe um inteiro 

m tal que í(e(G) é tanto bom quanto cobom, para todo r 2 m. Ein [3], estes 

resultados são tratados com algumas melhorias. 

Neste capítulo, apresentamos um estudo da dinâmica do operador clique 

de arestas, usando a terminologia de [22]. Cada seção contém as definições 

dos problemas a serem tratados e as soluções, referentes ao operador clique de 

arestas. Como veremos, as questões relacionadas à dinâmica deste operador, 



na maioria dos casos, têm solução simples. 

3.1 Grafos fixos e periódicos 

Dizemos que um grafo G é fixo se Ke(G) = G, isto é, se G é um ponto fixo 

de Ke. 

Quanto ao problema da caracterização de grafos fixos, temos que 11',(1(3) = 

I& e, pela Propriedade dos Números Triangulares, este é o único grafo conexo 

fixo pelo operador clique de arestas. De um modo geral, os únicos grafos 

fixos pelo operador clique de arestas são os grafos em que cada um dos seus 

componentes conexos é um triângulo. 

A periodicidade é a caracterização dos grafos G tais que K,T(G) = G para 

algum natural r.  Tais grafos são chamados de periódicos e o menor tal r é o 

perzódo de G. 

É claro que os grafos fixos têm período 1. E, como as cliques de I(,(G) e as 

de G tem tamanhos relacionados pela Propriedade dos Nilineros Triangulares, 

os únicos grafos periódicos são os fixos. 

3.2 Maior clique e mortalidade 

Mortalidade é a caracterização dos grafos G tais que K;(G) = 0, para 

algum r. 

Já vimos que se w(G) = 1, isto é, se G = Nk, então I(,(G) = 0. Por 

outro lado, se w(G) = 2, então I(,(G) = Nk, com L > 0, isto é, G é formado 

por 5 componentes em arestas que são arestas e, possivelmente alguns vértices 

isolados. Logo, 1 - ( G )  = 0. Assim, se w(G) 5 2, então I<Z(G) = 0, para todo 

r 2 2. De uma forma geral, 

pois, se C é uma clique de G com w(G) elementos, então pelas Propriedades 

da Preservação de Cliques e dos Números Triangulares, em Iie(G) a clique 

correspondente a C tem (wy)) elementos e, não existe em Ii,(G) uma clique 

com mais do que (W(zc)) vértices pois, caso contrário, a clique correspondente 



a ela em G teria mais do que w(G) elementos. Assim, 

w ( I -  (G)) = y c ~ l ( G ) ) )  

Conseqüentemente, no caso em que w(G) 2 3, o grafo I(,'(G) não será o 

grafo nulo, para nenhum r. 

3.3 Número de cliques maximais 

Um parâmetro que é quase um invariante pela aplicação de Ice é o número 

de cliques maximais. 

De fato, dado um grafo G sem vértices isolados, pela Propriedade da 

Preservação de Cliques q(G) = q(Ke(G)). Se G tem p vértices isolados, então 

q(G) = q(G1 U N,) = q(G1) $ p, e, neste caso, q(G) = q(K(G))  + p. Se 

G tem p vértices isolados e t componentes em arestas que são arestas, então 

I(,(G) = G' u Nt. Assim, q(II,(G)) = q(G) - p e q(K:(G)) = q(Ice(G)) - t .  

Portanto, q(I<z(G)) = 4(Ke(G)) - t - p. Pela Propriedade da Preservação 

de Cliques, como I(,T(G) não terá vértices isolados quando r 2 3, temos que 

q(K(G))  = q(K-l(G)).  

3.4 Conexidade 

É o estudo da relação conexo/desconexo entre um grafo e seu grafo clique 

de arestas iterado. 

Vamos considerar somente grafos G tais que nem G nem I(,(G) têm 

vértices isolados. 

Pelo Teorema 2.6.2, se G é desconexo, então IC,(G) é desconexo e, portanto, 

I(,'(G) é desconexo, para todo r. 

Se G é conexo mas tem mais de um componente em arestas, então pelo 

Teoreina 2.5.2, Ke(G) é desconexo e, neste caso, K;(G) é desconexo, para 

r 2 1. 

Por outro lado, se G tem apenas um componente em arestas, Ke(G) 

também será conexo e analogamente, pode ter um ou mais componentes em 

arestas. Se tem mais de um, I - ( G )  é desconexo e I<: (G) é desconexo, para 



r > 2. Caso contrário, 1(,2(G) é conexo e não tem interseções de cliques de 

tamanho 1 ou 2. O teorema a seguir trata deste caso. 

Teorema 3.4.1 S e  G não tem cliques maximais e nem interseções cle diques 

maximais de  tamanho menor do que três, então G < I(,(G). 

Prova: Sejam Cl,. . . ,C, as cliques maximais de G e C;, . . . ,C; as cliques 

maximais correspondentes de IC, (G) . 
Particione V(G) em, no máximo, 24 - I conjuntos, definindo, para todo 

subconjunto não vazio X de {1,2, . . . , q), o conjunto C(X) como o conjunto 

dos vértices de G que estão exatamente nas cliques maximais de G cujos índices 

estão ein X. 

De forma análoga, particione V(I(,(G)) nos conjuntos C1(X). 

Os seguintes fatos são verdadeiros para todos X, Y C {1,2, . . . , q) e decor- 

rem imediatamente da. definição: 

Fato 1: C(X) = 0 se e somente se C1(X) = 0. 
Fato 2: IC(X)I 5 ICf(X)I 

Fato 3: Se X # Y, u E C(X) e v E C(Y), então uv E E(G) se e somente se 

( C (X) I elementos em 

para todos x E C(X) e y E C(Y), xy E E(G). 

Pelo Fato 2, para cada X C {1,2,. . . , q ) ,  escolha 

C1(X), para corresponcler aos vértices de C(X). 

Vamos agora mostrar que o subgrafo induzido em 

escolhidos acima é G. De fato: 

Ice (G) pelos vértices 

Sejam u e v vértices de G e u' e v' seus correspondentes em I - ( G ) .  Con- 

sidere u E C(X), v E C(Y). Conseqüentemente, u' E Cf(X) e v' E C1(Y). 

Se uv E E(G), então existe pelo menos uma clique C; de G que contém 

tanto u quanto v e, portanto, i E X n Y .  Em Ke(G), a clique C;' contém C'(X) 

e C1(Y). Logo, u' e v' pertencem a C;' e u'v' E E(I(,(G)). 

Se uv @ E(G), então não existe uma clique em G que contém tanto u 

quanto v e, portanto, X n Y = 0. Assim, se u'v' E E(II,(G)), existiria pelo 

menos uma clique C;' de Ke(G) que conteria tanto u' quanto v' e, portanto, 

i E X n Y, uma contradição. w 

Podemos também mostrar que, sob as hipóteses do teorema, todos os 



vértices de I - ( G )  ou estão na cópia de G ou são adjacentes a algum vértice 

da cópia de G. De fato, se e é um vértice de I(,(G), então existe X tal que 

e E C1(X). Logo, os extremos de e pertencem a C(X) e, portanto, C(X) # 0. 

Assim, existe um vértice de C1(X) na cópia de G. Como C1(X) é clique, e está 

na cópia de G ou é adjacente a um vértice na cópia de G. 

Aplicando os resultados acima ao grafo I<: (G) , temos que J(,2 (G) 5 I(e3 (G) , 
e 1-:(G) é conexo. Indutivamente, temos que I(,'(G) é conexo, para todo r. 

3.5 Diâmetro 

Para vários operadores 4, em grafos, é conhecido que, para um grafo conexo 

G, o grafo 4(G) é conexo com diâmetro entre diam(G) - 1 e diam(G) + 1 [23]. 

Nesta seção, mostramos que o diâmetro de um grafo clique de arestas não 

tem este comportamento. 

Como já foi observado na Seção 3.4, o grafo clique de arestas de um grafo 

conexo pode não ser conexo. 

Figura 3.1: Grafo e seu grafo clique de arestas. 

Mostramos agora, uma família de de grafos em que diam(G) = 2 mas 

diam(li;, (G)) = [tJ $1, onde n é um número arbitrário. Na Figura 3. i, temos 

um exemplar desta família com n = 7, isto é, cliam(G) = 2 e clium(Ke(G)) = 4. 

Em geral, dado n, n 2 4, basta considerar o grafo W, = C, * I - ,  chamado 

roda com n raios. Este exemplo mostra que o diâmetro de um grafo clique de 

arestas pode ser arbitrariamente grande comparado ao diâmetro de uma de 

suas raízes. 

Como exemplo em que o diâmetro se mantém sob a aplicação do operador 



Ice, considere a família dos grafos completos. De fato, basta observar que 

diam(Kn) = 1, para todo n > 2, e o clique de arestas de um grafo completo 

também é completo. 

De uma maneira geral, o comportamento do diâmetro de um grafo em 

relação ao operador clique de arestas depende da estrutura do grafo. 

Se o grafo G é desconexo, seu diâmetro é infinito mas, se G = H U Nk onde 

H é um grafo conexo, IC, (G) = Ke (H) e o diâmetro de Ke (G) é finito. Porém, 

se G tiver mais de um componente conexo não trivial, IC,(G) tem diâmetro 

infinito. 

Se o grafo G for conexo, mas tiver um só vértice, Ke(G) = (4. Se G tiver 

exatamente dois vértices, G = K2 e IC,(G) = &. Assim, diam(G) = 1 e 

diam(Ke(G)) = O. Este é o único caso de grafo conexo em que o diâmetro 

diminui. De fato, o teorema a seguir mostra que o diâmetro de um grafo clique 

de arestas com um número suficiente de vértices não é menor que o diâmetro 

do grafo original. 

Teorema 3.5.1 ((41) Se G é um grafo conezo com pelo menos três vértices, 

então diam(Ke(G)) 2 diam(G). 

Prova: Considere que diam(G) = d. 

Se Ke(G) é desconexo, então diam(Ke(G)) é maior que o de G, dado que 

é infinito. 

Se d = 1, então G é um grafo completo e Ke(G) também é um grafo 

completo. Assim, diam(Ke (G)) = 1. 

Quando d > 1 e Ke(G) é conexo, suponha por absurdo que diam(I(,(G)) < 
d. Sejam u e v dois vértices quaisquer de G. Considere P um caminho de 

comprimento mínimo entre u e v em G. Se IPI = 1, então a distância entre 

u e v em G é 1 e, portanto, menor que d, Se lPl > 1, seja e a primeira 

e f a última aresta de P. Em Ke(G), e e f são vértices. Como Ke(G) é 

conexo, existe um caminho de comprimento mínimo entre e e f em I - ( G ) .  

Seja e = uovo, ulvl,. . . , ukvk = f este caminho. Como diam(Ke(G)) < d, 

temos que k < d. Pelo Lema 2.5.1, em G, U ~ V O , U ~ V ~ ,  . . . ,ukvh são arestas 

com a propriedade que os vértices u;, v;, u;+l, v;+l são iguais ou adjacentes, 



O 5 i < k .  Logo u = uo,ul,. . . ,uk-l,vk = v,  é uma seqüência de vértices de 

forma que u; e u;+l ou são iguais ou são adjacentes, O 5 i < L. Logo, existe 

em G um caminho de u a v de comprimento menor que d. Assim, a distância 

entre qualquer par de vértices de G é menor que d, e portanto diam(G) < d, 

uma contradição. i 



Capítulo 4 

Classes de Grafos 

Neste capítulo, estudamos a aplicação do operador clique de arestas sobre 

algumas classes de grafos. Alguns problemas surgem naturalmente quando 

consideramos uma subclasse C da classe de todos os grafos Ç e um operador 4. 
Dentre estes, neste trabalho tratamos dos problemas de caracterizaqão das 

classes li;,(C) = {I(,(G) : G E C) ,  dos grafos clique de arestas dos grafos de C ;  

IC1(C) = {G E Ç : I(,(G) E G), dos grafos cujos grafos clique de arestas 

pertencem a C ;  e da classe I(,(G) nC, dos grafos de C que são clique de arestas. 

Nenhum resultado relativo a estes problemas era, até então, conhecido. 

Outro problema que será tratado é o de determinar se a classe C é fechada 

sob o operador Ice, ou seja, se Ke(C) C C.  Neste caso, dizemos que a classe é 

dique-de-arestas-fechada. Algumas classes clique-de-arestas-fechadas já eram 

conhecidas e, neste capítulo, apresentamos outros exemplos deste tipo de 

classe. 

Um problema que naturalmente se coloca quando C é uma classe fechada 

é o de determinar se C é uma classe fixa, ou seja, se IC,(C) = C.  No caso das 

classes aqui consideradas, este problema tem solução trivial. De fato, como o 

grafo completo com dois vértices não é grafo clique de arestas de nenhum grafo, 

temos que qualquer classe de grafos que possua o grafo K2 como elemento, não 

é fixa sob o operador Ice. Como I(2 é um grafo em todas as classes consideradas 

neste capítulo, nenhuma delas é fixa. 

Na seção a seguir revisamos a literatura, de forma a compilar as classes 

de grafos fechadas sob o operador i(,. Uma revisão mais detalhada pode ser 

encontrada em [3]. 



As seções seguintes são destinadas às classes de grafos estrelados, estre- 

lados de limiar, partilhados e de limiar, com um estudo dos problemas de 

caracterização relacionados à aplicação do operador I(, em cada uma delas. 

As relações de inclusão entre estas classes de grafos são ilustradas no diagrama 

a seguir. 

Estrelados de Limiar Partilhados 

Figura 4.1: Diagrama de inclusão das classes de grafos. 

A classe dos grafos estrelados (starlike grapks) é considerada na Secão 4.2, 

onde caracterizamos os grafos cujos grafos clique de arestas são estrelados, 

provamos que esta classe é clique-de-arestas-fechada e mostramos que, neste 

caso, as outras duas classes associadas aos problemas de caracterização são 

iguais. A Seção 4.3 trata da classe dos grafos estrelados de limiar (starlike- 

threshold graphs), onde também caracterizamos os grafos cujos grafos clique de 

arestas são estrelados de limiar, provamos que esta classe é clique-de-arestas- 

fechada, mostramos que, neste caso, as outras duas classes também são iguais 

e provamos que a Propriedade dos Números Triangulares é swficiente para que 

um grafo estrelado de limiar seja clique de arestas. Finalmente, na última 

seção, tratamos da classe dos grafos partilhados (spíit graphs) e da classe dos 

grafos de limiar (threshold graphs). Nestes casos, os grafos clique de arestas que 

estão em cada classe são os mesmos e têm uma estrutura bastante simples. Os 

grafos cujos grafos cliques de arestas estão em alguma destas classes também 

são os mesmos e também são bastante simples. Além disso, nenhuma delas é 

clique-de-arest as-fechada. 



4.1 Classes clique-de-arest as-fechadas 

O primeiro exemplo de classe de grafos clique-de-arestas-fechada foi dado 

por Albertson e Collins, no artigo pioneiro sobre o operador Ii, [2]. Posterior- 

mente outros resultados deste tipo foram obtidos por Raychauduri [24, 251 e 

por Cliartrand et al. [ l l] .  

Nesta seção revisamos estes resultados. Uma revisão mais detalhada pode 

ser encontrada em [3]. 

Grafos bons 

Baseados no fato que r$) = w(Ii,(G)) < x(Ke(G)) < ('y)), Albertson 

e Collins [2] provaram que a classe dos grafos bons é clique-de-arestas-fechada. 

Grafos planares 

Um grafo G é planar se pode ser desenhado no plano sem cruzamento de 

arestas. 

A classe dos grafos planares não é clique-de-arestas-fechada. Porém Al- 

bertson e Collins [2] provaram que, se G é planar e w(G) 5 3, então Ke(G) é 

planar. 

Grafos cordais 

Um grafo G é cordal se todo ciclo em G com pelo menos quatro vértices 

tem uma corda. 

Existem três provas de que a classe dos grafos cordais é clique-de-arestas- 

fechada. 

A primeira, de Albertson e Collins [2], é baseada no fato de que todo grafo 

cordal que não é completo tem um corte clique. 

A segunda prova é de Raychaudhuri [24], e é baseada no esquema de eli- 

minação perfeita de um grafo cordal G, que produz diretamente um esquema 

de eliminação perfeita no grafo I(,(G), dado pelas arestas de G. 

A terceira, também de Raychaudhuri [25], é baseada no fato de que os 

grafos cordais são grafos de interseção Helly e é conseqüência de um teorema 

geral descrito posteriomente, nesta seção. 



Grafos fortemente cordais 

Um grafo G é fortemente corda1 se existe um esquema de eliminação forte 

de G, onde um esquema de el iminação forte de uin grafo G é uma ordem 

o = (vl, v2, . . . , vn) de V(G), tal que se v, < vj e vk < vl em a e vk, vl E N[vi] 

e vk E N[vj], então vl E N[vj]. 

Um grafo é fortemente corda1 se e somente se existe uma permutação das 

linhas e colunas de sua matriz de incidência clique por vértice, que não contém 

a submatriz (i i). 
Raycl-iaudhuri [24], usando a caracterização acima, provou que a classe dos 

grafos fortemente cordais é clique-de-arestas-fechada. 

Grafos de intervalo 

Um grafo G é de intervalo se é o grafo de interseção de uma família de 

intervalos sobre a reta real. 

O fato que a classe dos grafos de intervalo é clique-de-arestas-fechada 

também segue do teorema geral sobre grafos de interseção Helly. 

Independentemente, este resultado também foi provado por Chartrand et 

al.[ll], pela construção do modelo de intersecão do grafo. 

Grafos de indiferença 

Um grafo G é de indiferença se G é o grafo de interseção de uma família de 

intervalos de comprimento unitário sobre a reta real. Decorre da definição que 

todo grafo de indiferença é grafo de intervalo. Roberts provou que um grafo 

de intervalo é de indiferenca se e somente se não possui I<1,3. 

A classe dos grafos de indiferença não é fechada sob o operador clique de 

arestas. Na Figura 4.2 temos um grafo de indiferenca G com w(G) = 4. Este 

grafo tem exatamente três cliques inaximais, a saber: {1,2,3,4), {2,3,4,5} e 

{3,4,5,6). Observamos que as arestas 34, 13, 25 e 46 formam um KIls em 

Ke (G) 

Porém, temos que: 

Teoreina 4.1.1 ([3]) S e  G é de indiferença e w(G) 5 3, então  I(,(G) é de  

indiferença e w(K,(G)) 5 3. 



Figura 4.2: Grafo de indiferença com grafo clique de arestas não de indiferença. 

Grafos linha 

Dado um grafo G, o grafo linha de G, denotado L(G), é o grafo com 

conjunto de vértices igual a E e tal que existe uma aresta entre dois vértices 

de L(G) se e somente se as arestas correspondentes em G têm um extremo em 

comum. Um grafo G é grafo linha se existe um grafo H tal que G = L ( H ) .  

São conhecidas duas provas de que a classe dos grafos linha é clique-de- 

arestas-fechada: a de Chartrand et al. [11] e a de Raychaudhuri [25], ainbas 

de 1991. A primeira faz uso de um operador chamado STP enquanto que a 

segunda constrói o modelo de linha para o grafo Ke(G).  Ambas exibem o grafo 

H tal que L(H)  = Ke(G),  quando G é um grafo linha. 

Grafos de interseção Helly 

Suponha que G é um grafo de interseção com modelo de intersecão S = 

{S(v l ) ,  . . . , S(v,)), tal que S C D, onde D é uma família onde todos os ele- 

mentos possuem uma estrutura especificada. Por exemplo, D pode ser a família 

de todos os intervalos da reta real, ou ainda, todas as cliques de um grafo. 

Denotamos S(x  y )  = S ( x )  n S ( y )  quando S (x )  n S (y )  # 0 ,  isto é, quando x y 

for uma aresta de G. Considere S' = {S ( zy )  : xy E E(G)) .  

Teorema 4.1.2 (1251) Seja G um grafo d e  interseção. Se existe um modelo 

d e  interseção S = { S ( v )  : v E V )  de  G com S C D, satisfazendo 

(i) S(xy)  E D, para toda xy E E(G); 

(ii) S satisfaz a propriedade Heííy; 



então S' é u m  modelo de interseção de Ke(G). Isto é, Ke(G) é u m  grafo de 

interseção de conjuntos pertencentes a D. 

Usando o Teorema 4.1.2 podemos provar que várias classes de grafos de in- 

terseção são clique-de-arestas-fechadas, somente provando que elas satisfazem 

às condições (i) e (ii). Tal abordagem foi utilizada por Raychaudhuri em [25], 

para mostrar que a classe dos grafos cordais e a classe dos grafos com boxicity 

n são cliq~ie-de-arestas-fechadas, onde a boxicity de um grafo G é a dimensão 

do menor espaço euclideano onde G pode ser representado como grafo de in- 

terseção de retângulos generalizados com todos os lados paralelos aos eixos 

coordenados. Um grafo é de intervalo se e somente se sua boxicity é O ou 1. 

Outras classes de grafos nas quais o Teorema 4.1.2 também pode ser apli- 

cado são as classes dos grafos de caminho: UV, DV e RDV. Onde um grafo 

é UV se é grafo de interseqão de uma família de caminhos em uma árvore, 

um grafo é DVse é grafo de interseção de uma família de caminhos direciona- 

dos em uma árvore direcionada, enquanto que um grafo é RDV se é grafo de 

interseção de uma família de caminhos direcionados em uma árvore enraizada. 

Pode-se provar facilmente que q~ialquer família de caminhos em uma árvore 

satisfaz a propriedade Helly e, interseção de caminhos em árvore também é 

um caminho. Assim, temos que as classes de grafos de caminho também são 

clique-de-arest as-fechadas. 

Nas seções seguintes temos mais dois exemplos de classes de grafos que são 

clique-de-arest as-fechadas. 

4.2 Grafos estrelados 

Nesta seção, estudamos os problemas de caracterizacão relacionados a 

classe dos grafos estrelados e a aplicação do operador clique de arestas. 

Um grafo G é estrelado se existe uma partiqão C, D1,. . . , D, dos seus 

vértices, tal que C é uma clique maximal e, para todo u E D;, v E Dj, com 

i # j temos que uv E(G), enquanto que se i = j, então 1V[u] = N[v] .  Neste 

caso, C, D1,. . . , D, é chamada uma partição estrelada de G. 

Segue da definição que cada D; é uma clique contida em exatamente uma 



clique maxiinal Ci, e D; = C; \ C. Segue também que D; é o conjunto dos 

vértices simpliciais de C;. 

Os grafos estrelados foram introduzidos por Gustedt [15] como os grafos 

de interseção de subárvores de uma estrela. Uma caracterização por subgrafos 

proibidos para esta classe de grafos é dada em [7, 101. 

A seguinte classe de grafos fornece a caracterização da imagem inversa dos 

grafos estrelados, pelo operador liT,. 

Seja G um grafo e Gl, . . . , Gt seus componentes em arestas, t > 1. Dizemos 

que G é um grafo estrelado generalizado quando um dos componentes, digamos 

G1, é estrelado, enquanto G2, . . . , Gt são grafos completos. 

Teoreina 4.2.1 Seja H = I(,(G). Então G é um grafo estrelado generalizado 

se e somente se H é um grafo estrelado. 

Prova: Seja H = Ke(G). 

(J) Seja G um grafo estrelado generalizado e Gl,. . . , Gt seus componentes 

em arestas, t > 1, onde G1 é um grafo estrelado e G2, . . . , Gt são grafos com- 

pletos. Sem perda de generalidade assuma que G não tem vértices isolados. 

Seja C, D1,. . . , D, um partição estrelada de Gl, e C, C7,. . . , C, suas cliques 

maximais correspondentes. Pelo Teorema 2.5.2, considere Hl = I(, (G1). 

Pela Propriedade da Preservação de Cliques, Hl tem s + 1 cliques maximais 

C', C;, . . . , C:, e os vértices de C;' são as arestas de G1 que têm ambos os ex- 

tremos em C;, 1 5 i 5 S .  Similarmente para C'. Defina D: = C;( \ C'. Vamos 

mostrar que C', Di, . . . , DL é uma partição estrelada de Hl. 

Observe que os vértices de D: são as arestas de Gl que possuem ao menos 

um extremo em D;. 

A seguir, vamos mostrar que C', Di, . . . , DL é uma partição de V ( H l ) .  

Considere as intersecões destes conjuntos. Claramente, C' n D: = 0, por 

definisão. Suponha que D: n Dg # 0, onde i # j ,  e seja e E V(Hl) um vértice 

desta interseção. Pela observação acima, e é uma aresta de Gl tendo ao menos 

um extremo em Di e ao menos um extremo em Dj. A existência de uma 

tal aresta contradiz o fato de C, D1,. . . , D, ser uma partição estrelada de Gl. 

Conseqiientemente, C', D: , . . . , DL é realmente uma partição de V(Hl). 



Resta mostrar que a partição é estrelada. Seja e E D: e f E Dg. Então 

e é uma aresta de Gl com ao menos um extremo em D;, enquanto f tem ao 

menos um extremo em Dj. Se i # j ,  como G1 é estrelado, não existe clique de 

G1 contendo os extremos de ambas as arestas e e f .  Deste modo o par e f não 

é uma aresta de Hl. Agora, se i = j, considere z E NHl[e]. Se z E C;', então 

z E N H l [ f ] .  Quando z $! C;(, como ez E E(Hl), existe Ci, tal que e ,z  E Ci. 

Claramente, i # L. Deste modo, e E C,( n C;. Como e $ C', segue que 

e E D: n Di,  contradizendo o fato de C', D:, . . . , Dt ser uma partição. Deste 

modo o caso z $! C;( não ocorre, o que implica que NH, [e] C NHl [ f ] .  De maneira 

análoga, conclui-se que NHl [e] C N f i  [ f ] .  Conseqüentemente, N f i  [e] = ]VHl [ f ]  

e, por definição, Hl é um grafo estrelado com partição C', D:, . . . , DS. 

Finalmente, considere os outros componentes em arestas de G. Como 

Gz , . . . , Gt são componentes em arestas de G, pelo Teorema 2.5.2, temos que 

H; = I(,(G;) e H2, .  . . , Ht são componentes conexos de H .  Além disso, como 

G; é completo, H; também é completo. Assim, assumindo que DS+; = V(H;+1), 

1 5 i 5 t - 1, segue que H é estrelado pois C', Di, . . . , Dl, Dl+l,. . . , DS+,-, é 

uma partição estrelada de H. 

(G) Suponha que H é um grafo estrelado. O objetivo é provar que G é um 

grafo estrelado generalizado. Sejam RI,. . . , Ht os componentes conexos de 

H.  Pelo Teorema 2.5.2, o grafo G é formado pelos componentes em arestas 

Gl,. . . , Gt, onde H; = K,(G;), com a possível adicão de alguns vértices iso- 

lados. Como H é estrelado, no máximo um dos componentes conexos, di- 

gamos Hl , não é um grafo completo. Considere Hl e Gl. Seja C', D:, . . . , DS 

uma partição estrelada de Hl e C', C:, . . . , C: as cliques maximais correspon- 

dentes. Pela Propriedade da Preservação de Cliques, G1 tem exatamente s + 1 

cliques maximais C, Cl, . . . , C,, correspondentes a C', C:, . . . , C:, respectiva- 

mente. Defina D; = C; \ C, 1 < i < s. Os seguintes fatos serão úteis para 

provar que C, D1,. . . , D, é uma partição estrelada de Gl. 

Fato 1: u , v ~ C ; n C ~ , u # v e i # j + - u , v ~ C .  

Como u # v e u, v E C; n Cj, temos que a aresta uv de Gl é um vértice de 

Hl que pertence a C;( e C;. Como H1 é estrelado e i # j, C: n C; C C'. Assim, 

uv é um vértice de C', o que implica que u, v E C. 



Fato 2: D; n Dj # 0 e i # j + C n C; n Cj = 0. 

Seja i # j e u E D; fl Dj. Suponha que existe v E C n C; í l  Cj. Então 

u # v,  pois u gf C. Além disso, temos que u, v E C; n Cj. Aplicando o Fato 1, 

concluímos que u, v E C, contradizendo u gf C. Consequentemente, nenhum 

tal vértice v pode existir. 

Fato 3: D;nD,  # O , C n C ; # O e i # j + C n C j = O .  

Seja i # j, u E D; n Dj  e x E C n  C;. Suponha que existe y E C n  Cj. 

Pelo Fato 2, x 6 Cj. Assim x, y e u são vértices mutuamente adjacentes de Gi. 

Isto é, xu e yu são vértices adjacentes de Hl . Note que xu é um vértice de D:, 

pois x, u E Ci e u gf C. Analogamente, yu está em D;. Como C', Di, . . . , Dt 

é uma particão estrelada de RI, D: n D; = Q),  e assim xu e yu não possuem 

extremos em uma mesma clique de G1, uma contradição. Assim, não pode 

existir nenhum vértice em C n Cj. 

Fato 4: Cf l  C; # 0. 

Suponha que CnC; = 0, para algum i. Como Hl é o grafo clique de arestas 

de Gl, C' n C/ = 0. Como Hl é estrelado, isto implica que Hl é desconexo, 

uma contradição. Assim, C n C; # Q). 

O seguinte argumento mostra que C, Di, . . . , D, é uma partição de V(G1). 

Recordamos que C n D; = 0, por definicão. Suponha que existem i e j, tais que 

D; n Dj # 0 e i # j. Pelo Fato 3, ou C n C; = Q)  ou C n Cj = Q),  contradizendo 

o Fato 4. Deste modo, C, Di, . . . , D, é realmente uma partição de V(Gi). 

Considere agora um par de vértices distintos u, v E V(G1), tais que u E D; 

e v E Dj. Suponha que i # j e uv E E(Gl). Consequentemente, u e v 

pertencem a uma clique maximal Ck. Como u, v gf C, segue que u, v E Dk. 

Se L = i ,  então Dj n Dk # 0. Se k # i ,  também temos que Dj n Dk # @. 

Mas qualquer uma destas situações contradiz o fato de C, D1,. . . ,LI, ser uma 

particão de V(G1). Deste modo uv E(Gl). Considere a segunda alternativa 

i = j , e considere z E NGl [u] . Se z E C;, então z E NGl [V]. Quando z 6 C;, 

como uz E E(Gl), existe Ck, tal que u ,z  E Ck. Claramente, i # L. Deste 

modo u E C; n Ck. Como u C, segue que u E D; n Dk, contradizendo 

o fato de que C, Di, . . . , D, é uma partição. Deste modo a situação z 6 C; 

não ocorre, implicando que NG, [u] C NG1 [v]. Analogamente, prova-se que 



NG1 [V]  c NG1 [u] . Conseqüentemente, NGl [u] = NGl [v], implicando que Gl é 

um grafo estrelado com particão C, Di, . . . , D,. 

Finalmente, considere os outros componentes conexos H2,.  . . , Ht de H. 

Cada um é um grafo completo. Deste modo, pelo Teorema 2.5.2, G2, . . . , Gt 

são os componentes em arestas de G e também são grafos completos. Con- 

seqüentemente, G é um grafo estrelado generalizado. 

Como consequência deste teorema temos que a classe dos grafos estrelados 

e a dos estrelados generalizados são clique-de-arestas-fechadas. 

Corolário 4.2.1 Seja H = Ke(G). Se  G é estrelado, H também é. Se  H é 

estrelado e conexo, então G é estrelado. 

No entanto, um grafo estrelado conexo pode ter mais de uma raiz coiiexa. 

De fato, na figura a seguir temos um exemplo de dois grafos estrelados conexos 

distintos que são raízes do mesmo grafo estrelado conexo. 

H1 e H2 Ice (H1 ) = I(e (H2) 

Figura 4.3: Grafo estrelado conexo com duas raízes 

Outra consequência do Teorema 4.2.1 é que se H é um grafo estrelado 

que é um grafo clique de arestas, então existe um grafo estrelado G tal que 

Ke(G) = H, isto é, quando C é a classe dos grafos estrelados, temos que 

Ke ( C )  = Ice (6) n C .  

Corolário 4.2.2 U m  grafo é clique de arestas de u m  grafo estrelado se e so- 

mente  se é u m  grafo estrelado e é clique de arestas, 



4.3 Grafos estrelados de limiar 

Nesta seção, estudamos os problemas de caracterização relacionados a 

classe dos grafos estrelados de limiar e a aplicação do operador c l i q ~ ~ e  de 

arestas. 

Um grafo estrelado de limiar é um grafo estrelado G cujas cliques maxi- 

mais admitem uma ordenação C, Ci, . . . C,, de modo que C n C; C C n C;+l. 

Tomando D; = C; \ C, a partição C, Dl, . . . , D, é uma partição estrelada 

especial de G, chamada partição estrelada de limiar. 

Grafos estrelados de limiar surgiram naturalmente no estudo de grafos 

clique de arestas, sendo uma classe de grafos para a qual a Propriedade dos 

Números Triangulares fornece uma condição suficiente para que grafos nesta 

classe sejam cliq-cie de arestas. Eles também são os grafos clique de arestas dos 

grafos de limiar. Uma caracterização por subgrafos proibidos para a classe dos 

grafos estrelaclos de limiar é dada em [7]. 

A seguinte classe de grafos é similar àquela definida na seção anterior, 

para grafos estrelados e fornece a caracterização da imagem inversa dos grafos 

estrelados de limiar, pelo operador I(,. 

Seja G um grafo e Gl, . . . , Gt seus componentes em arestas, t > 1. Dizemos 

que G é um grafo estrelado de limiar generalizado se um dos componentes, 

digamos Gl, é estrelado de limiar enquanto os outros são grafos completos. 

Teorema 4.3.1 Seja H = &(G). Então G é u m  grafo estrelado de l imiar 

generalizado se e somente se H é um grafo estrelado de limiar. 

Prova: Seja H = IC,(G). 

(=+) Seja G um grafo estrelado de limiar generalizado, Gl, . . . , Gt seus com- 

ponentes em arestas não triviais, e assuma que G não possui componentes 

triviais. Assim, podemos considerar que Gl é um grafo estrelado de limiar e 

G2,.  . . , Gt são grafos completos. Pelo Teorema 2.5.2, temos que Hl, . . . , Ht 

são os componentes conexos de H, onde H; = Ke(G;). Vamos provar que H é 

um grafo estrelado de limiar. 

Seja C, D1, . . . , D, uma partição estrela,da de limiar de G1, com cliques 

maximais C, Cl, . . . , C,, onde D; = C; \ C e C n Ci C . . . C C n C,. Pelo 



Teorema 4.2.1, Hl é um grafo estrelado com partição estrelada C', Di, . . . , Dt 

e cliques maximais C', C:, . . . , C:, onde D: = C;' \ C'. Resta mostrar que 

C' 0 C,( c C' n C;'+,. Seja e E C'n C;'. Então e é uma aresta de G1, que 

possui ambos os extremos em C n C;. Como C n C; C C n C;+1, a aresta e tem 

ambos os extremos também em C n C;+i. Conseqiientemente, e E C' n C;'+1 e, 

portanto, Gl é um grafo estrelado de limiar. 

Como os outros componentes em arestas G2,.  . . , Gt são grafos comple- 

tos, H2, .  . . , Ht também são grafos completos e são disjuntos. Assumindo que 

D;+; = V(H;+l), 1 5 i 5 t - 1, segue que H é estrelado de limiar, pois 

C', DS,,, . . . , DS+,-,, 0:) .  . . ,D; é uma partição estrelada de limiar de H. 

(e) Seja H um grafo estrelado de limiar e Hl, . . . , Ht seus componentes 

conexos, onde H2, .  . . , Ht são grafos completos. Denote por C', Di, . . . , D; uma 

partição estrelada de limiar de Hl, e por C', C:, . . . , C: suas cliques maximais 

correspondentes. Então G consiste de componentes em arestas não triviais 

Gl, . . . , Gt com possivelmente um número arbitrário de vértices isolados. Pelo 

Teorema 4.2.1, Gl é um grafo estrelado enquanto que G2, . . . , Gt são subgrafos 

completos de G. Seja C, D1,. . . , D, a partição estrelada de Gi, correspondente 

a de Hl, e C, Cl, . . . , C, suas cliques maximais, onde D; = C; \ C. Resta provar 

que C n C; c C n C;+i. Como Hl é conexo, temos que /C' n C;'I > 1, impli- 

cando que I C n C; I > 2. Escolha, arbitrariamente, um par de vértices distintos 

u, v E C n C;. Então, uv é uma aresta de Gl com ambos os extremos em C n C;. 

Conseqüentemente, H1 contém o vértice uv E C' n C;'. Como Hl é estrelado 

de limiar, segue que uv E C' n C:+,. Isto significa que uv é uma aresta de Gl 

que tem ambos os extremos em C n Isto é, u, v E C n C;+1, o que mostra 

que C n C; C C n C;+,. Deste modo, C, D1, . . . , D, é uma partição estrelada 

de limiar de G1. Como H2, . . . , Ht são grafos completos, seus componentes 

em arestas correspondentes, G2, . . . , Gt , também são. Assim, G é um grafo 

estrelado de limiar generalizado. i 

Como conseqüência deste teorema, temos que a classe dos grafos estrelados 

de limiar é clique-de-arestas-fechada. 

Corolário 4.3.1 Seja H = I(,(G). S e  G é um grafo estrelado de l imiar,  H 



também é. Se H é u m  grafo estrelado de limiar coneao, então G é u m  grafo 

estrelado de limiar. 

Analogamente ao caso dos grafos estrelados, outra conseqiiência do Teo- 

rema 4.3.1 é que se H é um grafo estrelado de limiar que é um grafo clique 

de arestas, então existe um grafo estrelado de limiar G, tal que I(,(G) = H, 

isto é, quando C é a classe dos grafos estrelados de limiar, também temos que 

rc, (c) = I<, (g )  n c. 

Corolário 4.3.2 U m  grafo é clique de arestas de u m  grafo estrelado de limiar 

se e somente se é u m  grafo estrelado de limiar e clique de arestas. 

A seguir, descrevemos exatamente que grafos estrelados de limiar são grafos 

clique de arestas. Em particular, mostramos que satisfazer a Propriedade dos 

Números Triangulares é suficiente na classe dos grafos estrelados de limiar. 

Teoreina 4.3.2 Seja H u m  grafo estrelado de limiar. Então H é u m  grafo 

clique de arestas se e somente se suas cliques maaimais e interseções de cliques 

maximais t ê m  u m  número triangular de elementos. 

Prova: Basta provar a suficiência. Por hipótese, H é um grafo estrelado de 

limiar no qual todas as cliques maximais e interseções de cliques maximais têm 

um número triangular de elementos. Sem perda de generalidade, assuma que 

H é conexo. Vamos mostrar que existe um grafo (estrelado cle limiar) G, tal 

que H = Iie(G). 

Seja C', D:, . . . , Di uma partição estrelada de limiar de H e C1,.C:, . . . , C: 

as clique maximais correspondentes. Como C', C:, . . . , C: e C1n C;' são cliques 

que possuem um número triangular de elementos, existem inteiros positivos 

c,  ci, n; satisfazendo IC'l = (i), IC;'l = (:) , lC1nC;'l = e), 1 < i 5 S .  Observe 

que um grafo estrelado de limiar é unicamente determinado pelos números s ,  

I C 1 ,  I C; I e I C n C; 1 ,  1 5 i 5 S .  Vamos construir G, descrevendo uma partição 

de vértices C, Di, . . . , D, que é uma partição estrelada de limiar de G. As 

cliques maximais correspondentes serão C, Cl, . . . , C,, onde Di = C; \ C. 

Inicialmente, defina C como uma clique de cardinalidade c.  Em seguida, 

defina no = O,  C. = 0 e para 1 5 i 5 s ,  construa C; como segue. Defina 



C n C; = (C n ü C;*, onde C;* C C \ C;.-, e IC;*l = n; - n;-,. Agora, defina 

uma clique D; consistindo de ci - n; vértices novos. Finalmente, para cada par 

de vértices u, v E V(G), tal que u E C n C; e v E D;, inclua em G a aresta 

uv. Consequenteinente, C; é uma clique maximal formada por c; vértices. A 

coilstrução de G está completa. 

Note que a construcão acima requer a existência de uma clique C;* C C \ 
C;-1, possivelmente vazia, de cardinalidade ]C: I = n; - n;-1. Entretando isto 

está assegurado pelo seguinte fato. Como a particão C', Di, . . . , Di é estrelada 

de limiar, C'n C;'-, C: C'n C: e deste modo n;-1 5 n;. Como ICn C;-l I = n;-I 

e c > n; segue que existe C: 2 C, como requerido. Consequentemeiite, C é 

uma clique maximal e a contrução de C n C; é bem sucedicla. Também a de 

Di, pois c; > n;. Como n; é um inteiro positivo, G não tem vértices isolados. 

Claramente, G é um grafo estrelado, com partição estrelada C, D1, . . . , D,. 

Além clisso, C n C;-l c C n C;. Assim, G é um grafo estrelado de limiar. 

Resta mostrar que H = Ií,(G). Seja H" o grafo clique de arestas de G. Pelo 

Teorema 4.3.1, H" é um grafo estrelado de limiar com partição correspondente 

C", Dy, . . . , D: e cliques maximais C", C:, . . . , C:, onde Dy = C;" \ C" e C" n 
C ; "  C C" n C;". Como ICI = c, temos /C"] = (i). Considere cada clique 

maximal C;" de H". Segue das definições de C n C; and C; que I C" n C;" I = 

(2) e IC;"l = (2). Comparando H e H" concluímos que ambos coincidem. 

Conseqiientemente, H é um grafo clique de arestas. m 

Como conseqüência deste teorema temos que, ao contrário dos grafos es- 

trelados, um grafo estrelado de limiar conexo tem apenas uma raiz conexa. 

O Teorema 4.3.2 não pode ser estendido para grafos estrelados. Basta 

observar que o grafo da Figura 2.3, que é um exemplo de grafo que satisfaz a 

Propriedade dos Números Triangulares mas não é um grafo clique de arestas, 

é um grafo estrelado. 

4.4 Grafos partilhados e grafos de limiar 

Nesta seção, estudamos os problemas de caracterizacão relacionados tanto 

a classe dos grafos partilhados quanto a dos grafos de limiar, e a aplicação do 



operador clique de arestas. 

Um grafo partilhado é um grafo cujo conjunto de vértices pode ser parti- 

cionado em uma clique e um conjunto estável. 

Segue da definição que se G é um grafo partilhado, então ele é um grafo 

estrelado com partição estrelada C, Dl, . . . , D,, tal que ID;I = 1, 1 5 i 5 S. 

Os grafos partilhados foram definidos por Foldes e Hammer [13] e têm sido 

intensivamente estudados [14, 181. 

A classe dos grafos partilhados não é clique-de-arestas-fechada. Basta 

tomar como exemplo o grafo da Figura 1.1. 

Para estudar a classe obtida pela aplicação de IC, na classe dos grafos 

partilhados, necessitamos das classes de grafos definidas a seguir. 

Seja G um grafo e Gl, . . . , Gt seus componentes em arestas, t 2 1. Dizemos 

que G é um grafo partilhado generalizado se um dos seus componentes, digamos 

G1, é partilhado, enquanto os outros consistem de uma única aresta. 

Seja G um grafo estrelado com particão estrelada C, Dl, . . . , D, e cliques 

inaximais C, Cl,. . . ,Cs, onde D; = C; \ C. Dizemos que G é singular se 

Icncil= ( P . 1 ) , 1 < i < s .  

Teoreina 4.4.1 Seja H = Ke(G). Então G é um grafo partilhado generali- 

zado se e somente se H é um grafo estrelado singular. 

Prova: Seja H = I(,(G). 

( J )  Seja G um grafo partilhado generalizado com componentes em arestas 

G1,. . . , Gt. Assuma que G não tem vértices isolados e que cada um dos 

componentes G2, .  . . , Gt consiste de uma única aresta. Seja C, D1,. . . , D, 

uma partição estrelada de G1 e C, Cl, . . . , C, suas cliques maximais, com 

D; = C; \ C. Além disso, IDil = 1. 

Seja Hl = Ke(Gi). Pelo Teorema 4.2.1, o grafo Hl é estrelado. Seja 

C', Dí , . . . , DS a partição estrelada correspondente de Hl e C', C:, . . . , C: suas 

cliques maximais. Vamos mostrar que Hl é singular. Como ID;I = 1 e deno- 

tando D; = {v;), temos N(v;)  = C n C; # 0, pois Gl é conexo. Deste modo, 

D: é formado pelo conjunto de arestas de Gl que são incidentes a v;. Assim, 

I D: / = IC n C; I .  Por outro lado, pela Propriedade dos Números Triangulares, 



]C' n C:l = ( lC21) .  Conseqiientemente, /C' n C:l = (I:II) o que implica que 

Hl é singular. Deste modo, H is singular, pois cada H; é um grafo trivial. 

(e) Seja H um grafo estrelado singular e Hi, . . . , Ht os componentes conexos 

de H.  Pelo Teorema 2.5.2, o grafo G é formado pelos componentes em arestas 

não triviais G1, . . . , Gt , onde H; = &(G;). Pelo Teorema 4.2.1, um destes 

componentes, digamos G1, é estrelado, enquanto os restantes são subgrafos 

completos de G. Sejam C, D1,. . . , D, e C', D:, . . . , D; particões estreladas cor- 

respondentes de Gl e Hl, respectivamente, com C, Cl,. . . , C, e C', C:, . . . , C: 

as cliques maximais destes grafos. Vamos mostrar que G1 é um grafo partilha- 

do. 

Sabemos que C' n C;( # 0, pois de outro modo Hl seria desconexo, uma 

IC"" 1) contradição. Como Hl é singular, I C' ii C: I = ([:i1). Como I C' í7 C;> I = ( 
e IC' n C:l > O segue que ID:I = ]C n Gil. Como ID:I = + lD;llC n Gil, 

concluímos que I D; I = 1. Conseqiientemente, G1 é um grafo partilhado. 

Finalmente, considere os outros componentes em arestas, G2,.  . . , Gt, que 

são grafos completos. Logo, temos que cada um dos componentes conexos 

H2, .  . . , Ht é um grafo completo. Isto é, tomando D:+; = V(H;+l), temos que 

C', D:, . . . , DS, D:+, . . . , D:+,-, é uma particão estrelada de H, satisfazendo 

C' n C: = 0, para j > S .  Como H é singular, [C' n C: 1 = (I?') , Isto implica 

que ID(i 1 = 1, isto é, Di é um vértice isolado. Conseqüentemente, cada um dos 

componentes conexos H2, . . . , Ht é um grafo trivial, o que implica que cada um 

dos componentes G2, . . . , Gt é um componente em arestas com dois vértices. 

Assim, G é um grafo partilhado generalizado. i 

Corolário 4.4.1 Seja H = &.(G). Se  G é u m  grafo partilhado, então H é 

u m  grafo estrelado singular. S e  H é u m  grafo estrelado singular conexo, então 

G é u m  grafo partilhado. 

A seguir, vamos caracterizar os grafos partilhados que são grafos clique de 

arestas. Na verdade, temos que estes grafos possuem uma estrutura bastante 

simples. 

Teorema 4.4.2 Seja H u m  grafo partilhado. Então H é u m  grafo clique de 



arestas se e somente se existem um número triangular t e um  natural c, tais 

que H = Kt U Nc. 

Prova: Seja H um grafo partilhado que é um grafo clique de arestas. Então 

os vértices de H podem ser particionados em uma clique C e um conjunto 

estável I. Como H é um grafo clique de arestas, C é uma c l iq~~e  com um 

número triangular de vértices. Suponha, por absurdo, que 111 > 1 e I não 

é uma coleção de vértices isolados. Consequentemente, existe v  E I, tal que 

NH(v)  # 0. Claramente, NH[v] é uma dique maximal de H, enquanto que 

NH(v)  é uma interseção de cliques maximais. Estas condições implicam que 

tanto 1% ( v )  quanto NH [v] tem um número triangular de vértices. Como eles 

diferem em apenas um vértice, temos apenas duas possibilidades: INH(v) I = O 

ou I NH(v )  1 = 1. A primeira alternativa não ocorre porque NH(v)  # 0. No 

segundo caso, I NH(v )  1 = 1 e v  tem um único vértice adjacente w E C. Isto 

implica que os vértices v  e w formam uma clique maximal cle tamanho dois, que 

não é um número triangular. Assim, H não é um grafo clique de arestas, uma 

contradicão. Consequentemente, H consiste de uma clique com um número 

triangular de vértices e um número arbitrário de vértices isolados. 

A recíproca é imediata. i 

O problema de caracterizar os grafos cujo grafo clique de arestas é parti- 

lhado também tem uma solução simples. A saber, esta classe é formada pelos 

grafos que possuem no máximo um componente em arestas que é completo e 

os outros consistinclo de um único vértice ou uma única aresta. 

Finalmente, vamos considerar os problemas de caracterização relacionados 

a classe dos grafos de limiar e a aplicação do operador clique de arestas. 

Um grafo de limiar é um grafo estrelado de limiar com partição estrelada 

cle limiar C, D1,. . . , D,, tal que IDil = 1. 

Os grafos de limiar foram introduzidos por Chvátal e Hammer [I21 e têm 

sido intensivamente estudados (14, 181. 

A seguinte caracterização dos grafos de limiar em termos dos grafos estre- 

lados e partilhados será útil. 



Teoreina 4.4.3 ([12]) U m  grafo G é u m  grafo de limiar se e somente  se G 

é u m  grafo estrelado de l imiar e também u m  grafo partilhado. 

Segue do teorema acima que os grafos clique de arestas dos grafos de 

limiar podem ser descritos pela combinação dos resultados correspondentes 

para grafos estrelados de limiar e partilhados, com as devidas modificações. 

A definição a seguir é similar àquela para o caso dos grafos partilhados. 

Um grafo com componentes em arestas Gi, . . . , Gt é um grafo de l imiar  

generalizado se um de seus componentes, digamos Gi, é um grafo de limiar e 

os outros consistem de uma única aresta. 

Teoreina 4.4.4 Seja H = I(,(G). Então G é u m  grafo de l imiar generalizado 

se e somente  se H é u m  grafo estrelado de l imiar singular. 

Prova: Conseqüência dos Teoremas 4.4.3, 4.3.1 e 4.4.1. i 

Corolário 4.4.2 Seja H = I - ( G ) .  Se  G é u m  grafo de limiar, então H é 

u m  grafo estrelado de l imiar singular. S e  H é um grafo estrelado de  l imiar  

singular conezo, então G é u m  grafo de limiar. 



Capítulo 5 

Caracterizacão I, 

Os grafos clique de arestas não admitem uma caracterização por subgrafos 

proibidos pois é sempre possível exibir um grafo clique de arestas que possui 

um dado grafo G como subgrafo induzido. De fato, o grafo Ke(G * {x)) é 

clique de arestas e, pelo Teorema 2.6.5, possui G como subgrafo induzido. 

Desde o artigo pioneiro de Albertson e Collins [2], sobre grafos clique de 

arestas, a questão de encontrar uma caracteriza@io para esta classe de grafos 

tem sido citada como uma questão relevante a ser respondida [22]. Neste 

capítulo, descrevemos uma caracterização dos grafos clique de arestas. 

A única outra caracterização existente para esta classe de grafos, é devida 

a Chartrand et al. [ll], e é feita através de um algoritmo exponencial de 

reconhecimento, cujo primeiro passo consiste em testar se o grafo dado satisfaz 

a Propriedade dos Números Triangulares. Nossa caracterização é alternativa 

mas também deixa em aberto a questão do reconhecimento polinomial desta 

classe de grafos. 

Como observado na Seção 2.6, para caracterizar os grafos clique de arestas 

basta caracterizar os grafos conexos. Assim, neste capítulo, todos os grafos 

considerados são conexos. 

5.1 Rotulações e caracterização 

Uma k-rotulação de um grafo G é uma atribuição de um conjunto não 

vazio !(v) C_ (1,. . . , n )  a cada vértice v E V(G), de modo que [!(v)] = k e 

todos os conjuntos de rótulos !(v) são distintos. 

A Figura 5.1 mostra um grafo G e uma 2-rotulação de G. 



Figura 5.1: Um grafo e uma 2-rotulação. 

Dado uin conjunto S C V(G), seja l(S) o subconjunto dos números na- 

turais i em {I , .  . . ,n), tais que i E &(v), para algum v E S, isto é, l(S) = 

u{&(v) : v  E S). 

Um conjunto S de vértices que possui um número triangular de elementos é 

lJ?(S) l fortemente triangular, com respeito a uma k-rotulação & de G, se ISI = ( ). 
No exemplo da Figura 5.1, tomando A = { a ,  c, d), B = {a, b, c )  e C = 

{c, d, e), temos que &(A) = l(C) = {1,2,3,4) e &(B) = {1,2,3). Todos os 

coiljuntos A, B e C têm um número triangular de elementos mas somente B é 

fortemente triangular (com respeito a 1). Assim, C é uma clique maxiinal de 

G que não é fortemente triangular, enquanto que D = {a, d, e) é um conjunto 

fortemente triangular, que não é uma clique. 

Neste texto, consideramos somente 1 e 2-rotulações. As seguintes proprie- 

dades serão úteis e clecorrem imediatamente da definição. 

Lema 5.1.1 Se & é uma I-rotulação de um grafo G, então para todo conjunto 

G V@), ISI = It(S)I. 

Lema 5.1.2 Se & é uma 2-rotulação de um grafo G, e S é um conjunto forte- 

mente triangular de G, com respeito a l, então para todo {i, j )  C &(S), existe 

um vértice v E S tal que l(v) = {i, j ) .  

O teorema a seguir caracteriza grafos clique de arestas em termos de 2- 

rotulações especiais. 

Teoreina 5.1.1 Um grafo H é um grafo clique de arestas se e somente se 

admite uma 2-rotulação tal que todo conjunto S C V(H), satisfaz: 

(1) Se S é uma clique maximal, então S é fortemente triangular; 

(2) Se S é fortemente triangular, então S é uma clique. 



Prova: ( J )  Seja H um grafo clique de arestas. Por hipótese, existe um grafo 

G tal que H = Ke(G). Seja IV(G)I = n e considere uma 1-rotulação arbitrária 

g de G, tal que g(V(G)) = (1,. . . , n). Defina uma 2-rotulação h de H, como 

segue. Para cada aresta uv E E(G), o rótulo do vértice uv E V(H) é definido 

como h(uv) = g(u) ~ g ( v ) .  Como g é uma 1-rotulação de G e H = Ke(G) temos 

que h é realmente uma 2-rotulação de H e, além disso, h(V(H)) 5 (1, . . . , n). 

Além do mais, h(V(H)) = (1,. . . , n )  se G não tem vértices isolados. Seja 

S C V(H) e considere os seguintes casos: 

Suponha que S é uma clique maximal de H.  Pela Propriedade da Preserva- 

ção cle Cliques, existe uma correspondência entre as cliques maximais de H e as 

de G. Seja SI a clique maximal de G, correspondente a S. Conseqiientemente, 

[SI = (121) e, pela definição de h, g(S') = h(S). Por outro lado, pelo 

Lema 5.1.1, ISII = Ig(S1)I. Assim, 

ou seja, S é fortemente triangular. 

Suponha que S é fortemente triangular (com respeito a h). Logo, ISI = 

(lh2)1). Pelo Lema 5.1.2, cada par de elementos distintos de h(S) é o conjunto 

de rótulos de algum vértice de S. Considere um subconjunto de vértices SI 

de G tal que g(S1) = k(S). Note que cada conjunto de rótulos {i, j) 5 h(S) 

corresponde a uma aresta uv E E(G), de modo que u,v E SI, g(u) = {i) e 

g(v) = {j). Desta maneira, SI é uma clique e, conseqüentemente, S é uma 

clique e (2) é verdadeiro. 

(e) Suponha que H é um grafo que admite uma 2-rotulação h, de modo que 

todo conjunto S C V(H) satisfaz as condições (1) e (2) do teorema. Temos 

que provar que H é um grafo clique de arestas. Abaixo, descrevemos como 

construir um grafo conveniente G e mostramos que H = Ke(G). 

Assuma, sem perda de generalidade, que h(V(H)) = {1,2,. . . , n). Defina 

um grafo G, juntamente com uma 1-rotulação g de G, da maneira a seguir. 

Para cada i E h(V(H)), G contém um vértice e seu rótulo em g é {i). Para 

cada vértice de V(H), cujo rótulo é {i, j), G contém uma aresta incidente 

ao par de vértices cujos rótulos em g são {i) e {j). A descricão de G está 



completa. Mostramos agora que H = i(,(G). 

Claramente, a construcão de G assegura que existe uma correspondência 

entre as arestas de G e os vértices de H. 

Sejam e e f duas arestas distintas de G, cujos extremos pertencem a uma 

mesma clique C. Temos que provar que os vértices correspondentes e e f em 

H são adjacentes. 

Denote por S o conjunto das arestas de G que possuem ambos os extremos 

em C. Denote por S' o conjunto de vértices de H correspondentes às arestas 

de S. Claramente, IS'I = ]SI = (1T1). Além disso, g(C) = h(S1) e, pelo 

Lema 5.1.1, Ig(C)I = ICI. Deste modo, ISII = (Ih(F)l), isto é, SI é fortemente 

triangular. Aplicando (2)) concluímos que S' é uma clique de H. Como e, f E 

SI, concluímos que e e f são vértices adjacentes em H. 

Finalmente, considere dois vértices adjacentes e e f de H. Resta provar 

que as arestas correspondentes e e f têm extremos em uma mesma clique em 

G. Denote por SI uma clique maximal de H que contenha tanto e quanto f .  

Seja S o conjunto das arestas de G, correspondentes a S I  C V ( H ) .  Denote 

por C C V ( G )  o conjunto dos extremos das arestas de S.  Então h(S1) = 

g ( C )  e IS'I = ISI. Como S' é uma clique maximal, aplicando (I), temos que 

ISII = (lh(T)I) e concluimos que ISI = (Ig(F)l). Pelo Lema 5.1.1, Ig(C)I = ICI 

e, conseqüentemente, ]SI = (Iy1). Isto é, cada par de vertices u, v E C, é uma 

em extremos aresta de S.  Assim, C é uma clique e, portanto, e e f E E(G) t* 

em uma mesma clique de G. i 

Uma 2-rotulação l é boa se satisfaz as condições (1) e (2) do Teorema 5.1.1. 

A 2-rotulação dada na Figura 5.1 não é boa, dado que, por exemplo, o 

conjunto D = { a ,  d, e) não satisfaz a condicão (2). Mas o grafo G admite uma 

2-rotulacão boa. Como exemplo considere a rotulação abaixo: 

Como conseqüência do Teorema 5.1.1, o problema do reconhecimento dos 

grafos clique de arestas consiste em determinar se o grafo admite ou não uma 

rotulação boa. Não sabemos se este problema pode ser resolvido em tempo 

polinomial. Porém, dada uma 2-rotulação 1 de um grafo H podemos determi- 



nas se ela é ou não boa de maneira eficiente. De fato, dados H e 1, construa 

o grafo G, 1-rotulado, conforme é feito na prova do teorema. Em seguida, 

construa o grafo Ke(G), 2-rotulado. Finalmente, verifique se H é ou não igual 

a I(,(G). Que este procedimento pode ser executado em tempo polinomial é 

uma conseqüência de que podemos construir G, Ke(G) e verificar se dois grafos 

rotulados com o mesmo conjunto de vértices têm o mesmo conjunto de arestas, 

em tempo polinomial. 



Capítulo 6 

Grafos Aresta-Helly 

Neste capítulo são estudadas as relações entre a classe dos grafos clique e a 

dos 2-clique e também entre a dos grafos Helly e a dos aresta-Helly. Em ambos 

os casos, o operador clique de arestas é utilizado como uma transformação entre 

grafos mostrando, no primeiro caso, que as classes consideradas coincidem e, 

no segundo, que elas estão relacionadas polinomialmente. 

Além disso, no caso especial em que a maior clique do grafo tem tamanho 

quatro são estabelecidos alguns resultados referentes a Conjectura 1.2.1. 

6.1 Grafos 2-clique 

Uma aparente variação da idéia de grafo clique é obtida quando se comi- 

dera o grafo de interseção das cliques maximais impondo-se que as cliques se 

intersept am em pelo menos dois vértices. 

Dado um grafo G = (V, E), o grafo 2-dique de G, denotado K2(G), é o 

grafo com conjunto de vértices igual a M(G)  e tal que existe uma aresta entre 

dois vértices de K2(G) se e somente se as cliques correspondentes em G têm 

pelo menos 2 vértices em comum. Um grafo G é 2-dique se existe um grafo H 

tal que G = I(1 (H). Na Figura 6.1, temos um grafo G, seu grafo clique e seu 

grafo 2-clique. Decorre da definição que, para todo grafo G, o grafo K2(G) é 

subgrafo gerador de IC(G). 

Nesta seção, baseados em resultados apresentados em [20] e [22], mostra- 

mos que as classes dos grafos clique e 2-clique coincidem. Para isto estabelece- 

mos algumas relações entre os operadores clique, 2-clique e clique de arestas. 

O teorema a seguir, foi enunciado sem prova por McKee [20]. 



Figura 6.1: Grafo, seu grafo clique e seu grafo 2-clique. 

Teoreina 6.1.1 Para todo grafo G s e m  vértices isolados, IC2(G) = K ( í ' ( G ) ) .  

Prova: Seja G um grafo sem vértices isolados e considere que IC2(G) = H .  

Vamos mostrar que H = IC(I(,(G)). Para isto basta observar que os vértices 

de H = K2(G) são as cliques maximais de G e, os vértices de K(Ke(G)) são as 

cliques maximais de Ke(G) que, por sua vez, estão em correspondência, pela 

Propriedade da Preservacão de Cliques, com as cliques maximais de G. Logo, 

há uma bijeção dos vértices de K2 (G) nos vértices de K(Ke (G)). 

Sejam u e v dois vértices adjacentes em IC2 (G). Então, Mu e M,, as cliques 

maximais correspondentes a eles em G são tais que IMu n Mvl > 2. Logo ML 

e Mi, as cliques maximais correspondentes a Mu e M, em IC,(G), têm pelo 

menos um vértice em comum e MA n ML # @. Logo, os vértices correspondentes 

a u e v em íC(ICe(G)) são adjacentes. 

Reciprocamente, se MA e MA são cliques maxiinais em I(,(G) com in- 

terseção não vazia, as cliques maxiinais correspondentes Mu e M, em G têm 

pelo menos dois vértices em comum e Mu e M, corresponderão a vértices 

adjacentes em I& (G). i 

Corolário 6.1.1 ([20]) Todo grafo 2 -c l ipe  é grafo clique. 

Prova: Seja G um grafo 2-clique. Logo existe um grafo H tal que G = I(,(H). 

Se H não tem vértices isolados, pelo Teorema 6.1.1, K2(H) = K(Ke (H)) 

e, portanto G = K(ICe(H)). 

Se H tem vértices isolados, VI,. . . ,v,, considere H' o grafo obtido de H 

retirando-se estes vértices. Construa ICe(Hr). Acrescente a ICe(H1) os vértices 



VI,  . . . , v, obtendo o grafo G'. Segue do fato que os operadores IC e K2 preser- 

vam vértices isolados que G = K (G'). 

Portanto, em ambos os casos, G é grafo clique. 

Na Figura 6.2, temos o mesmo grafo da Figura 6.1, seu grafo clique de 

arestas e o grafo clique do seu grafo clique de arestas. 

Figura 6.2: Grafo, seu grafo clique de arestas e o grafo clique do clique de 
arest as. 

Teorema 6.1.2 ([22]) Para todo grafo G, K(G) = IC2(G * {x)) . 

Prova: Seja G um grafo qualquer e considere G1 a combinação de G com o 

grafo trivial cujo único vértice é x, isto é, G = G* {x). Obviamente, M é uma 

clique maximal em G se e somente se M' = M U {x) é uma clique maximal 

em G'. Logo, existe uma correspondência entre as cliques maximais de G e as 

de G'. 

Sejam u e v dois vértices adjacentes em IC(G). Então, Mu e Mv, as cliques 

maximais correspondentes a eles em G são tais que IMu n Mv 1 > 1. Logo 

MA e ML, as cliques maximais correspondentes a Mu e Mv em G são tais que 

1Mi n MLI >_ 2. Logo, os vértices u e v em K2(G1) são adjacentes. 

Reciprocamente, se MA e ML são cliques maximais em G' tais que IAIA í l  

MLI > 2, as cliques maximais Mu e Mv correspondentes a ML e ML em G têm 

intersecão não vazia e, os vértices u e v em K(G)  são adjacentes. 

Corolário 6.1.2 ([22]) Todo grafo clique é grafo 2-dique. 

Decorre dos Corolários 6.1.1 e 6.1.2 que as classes de grafos clique e 2-clique 

coincidem. E também que todo grafo clique tem, entre suas infinitas raízes, 

uma que é clique de arestas. A Figura 6.3 resume estas observacões. 



Figura 6.3: Relação entre os operadores clique, 2-clique e clique de arestas. 

Observamos que a Conjectura 1.2.1, neste contexto, se resume em deter- 

minar se a classe dos grafos clique é clique-de-arestas-fechada. 

6.2 Grafos aresta-Helly 

Um grafo é Heííy se a família de suas cliques maximais satisfaz a pro- 

priedade Helly. Todo grafo que possui um vértice universal é Helly. 

Em 1968, Hamelink [16] provou que todo grafo Helly é grafo clique. Dado 

um grafo Helly G, usando o método de Hamelink pode-se efetivamente cons- 

truir um grafo H, tal que K ( H )  = G. Porém a condicão da família de cliques 

maximais satisfazer a propriedade Helly não é necessária para que um grafo 

seja clique. Na Figura 6.4, os grafos H e G são tais que K ( H )  = G mas as 

cliques maxiinais { a ,  b, c,  d) ,  {b, e, f ,  g )  e {d, 9, h, i) de G se interseptam duas a 

duas e não possuem um vértice em comum. Em 1997, Szwarcfiter [27] provou 

que os grafos Helly podem ser reconhecidos em tempo polinomial. 

Figura 6.4: Grafo e seu grafo clique que não é Helly. 



Nesta seção vamos estudar uma variação da idéia de grafo Helly con- 

siderando que, na verificação da propriedade Helly, as interseções das cliques 

devam ter mais de um elemento. 

Uma família F de conjuntos satisfaz a pr.opriedade Helly para dois elemen- 

tos se para toda subfamília 7' de F, formada por conjuntos que se interseptam 

dois a dois em pelo menos dois elementos, existem dois elementos que estão 

em todos os conjuntos de F'. 

Se F é uma família de cliques, F satisfuz a propriedade Helly em arestas 

quando F satisfaz a propriedade Helly para dois elementos. Se F é uma 

família de grafos, F satisfaz a propriedade Helly em arestas quando .F satisfaz 

a propriedade Helly e a interseção é considerada nos conjuntos de arestas. 

Um grafo é aresta-Helly se sua família de cliques maximais satisfaz a pro- 

priedade Helly em arestas. Todo grafo que possui dois vértices universais é 

aresta-Helly. Mas, nem todo grafo aresta-Helly possui vértice universal. De 

fato, o grafo G da Figura 6.4 é aresta-Helly, dado que não possui três cliques 

maximais que se interseptam duas a duas em dois elementos, mas não possui 

vértice universal. 

Vamos agora considerar as relacões entre as classes de grafos clique, Helly 

e arest a-Helly. 

Na Figura 6.5, temos o grafo P, que não é aresta-Helly, dado que os grafos 

induzidos pelas cliques maximais {a, b, c, d), {a, d, e, f )  e {a, b, f ,  g} têm, dois 

a dois, uma aresta em comum mas não existe uma aresta que está em todos 

os três grafos. 

Figura 6.5: Grafo P, que não é aresta-Helly. 

Como o grafo P possui um vértice universal, P é Helly. Assim, nem todo 



grafo Helly é aresta-Helly. Por outro lado, o grafo G da Figura 6.1 não é 

Helly, dado que as cliques maximais a, c e d têm, duas a duas, um vértice 

em comum e não existe um vértice que está em todas as três cliques, mas é 

aresta-Helly, pois as únicas famílias de cliques maximais que contém cliques 

que se interseptam duas a duas têm no máximo duas cliques. Portanto, nem 

todo grafo aresta-Helly é Helly. 

Além disso, como G não é grafo clique, dado que qualquer família de cliques 

de G que cobre as arestas deve conter as cliques a ,  c e d como elementos, e 

estas formam uma siibfamília que não satisfaz a propriedade Helly, temos que 

nem todo grafo aresta-Helly é clique, e nem Zclique. Por outro lado, o grafo 

da Figura 6.6 é grafo clique mas não é aresta-Helly, dado que possui as cliques 

maximais {b, C, d, e), {b, e, g, h) e {d, e, i, h), e também não é Helly, dado que 

possui as cliques maximais {a, b, c, cl), {b, f ,  g, h) e {d, h, i, j ) .  Assim, nem 

todo grafo clique é aresta-Helly ou Helly. 

Figura 6.6: Grafo clique mas não aresta-Helly. 

A Figura 6.7 resume estas observações. 

Embora sejam incomparáveis, as classes dos grafos arest a-Helly e Helly 

estão relacionadas pelo operador clique de arestas. 

Teoiema 6.2.1 Um grafo G é aresta-Helly se e somente se ICe(G) é Helly. 

Prova: ( J )  Seja C' uma família de cliques maximais de Ke(G) que se inter- 

septam duas a duas. Pela Propriedade da Preservação de Cliques, as cliques 

inaximais da famíliaC correspondente a C' em G têm, duas a duas, dois vértices 

em comum. 



Figura 6.7: Diagrama das classes clique, Helly e aresta-Helly. 

Como G é aresta-Helly, existe uma aresta a de G cujos extremos pertencem 

a todas as cliques de C. Em &(G), a é um vértice que, pela Propriedade da 

Preservação de Cliques, está em todas as cliques de C' e, portanto, Ií,(G) é 

Helly. 

(e) Seja C uma família de cliq~ies maximais de G que se interseptam duas 

a duas em dois elementos. Pela Propriedade da Preservacão de Cliques, as 

cliq~ies maximais da família C' correspondente a C em IC,(G) têm, duas a 

duas, um vértice em comum. 

Como IC,(G) é Helly, existe um vértice a de Ice(G) que pertence a todas 

as cliques de C'. Em G, a é uma aresta que, pela Propriedade da Preservação 

de Cliques, tem ambos os extremos em todas as cliques de C e, portanto, G é 

aresta- Helly. i 

Como conseqüência do Teorema 6.2.1 temos um algoritmo polinomial para 

reconhecer grafos aresta-Helly. De fato, dado um grafo G, para decidir se 

G é aresta-Helly, basta construir I(,(G) e aplicar o algoritmo de Szwarcfiter 

[27] para verificar se Ke(G) é Helly. Dado um grafo G com n vértices, m 

arestas e t triângulos, o grafo Ke(G) tem m vértices, m' = O(m2) arestas e 

t' = O(m3) triângulos. Como a complexidade do algoritino para testar se um 

grafo G é Helly é O((n + t)m), a complexidade para testar se G é aresta-Helly 

é O((m + t')ml). 

Observamos que nem a classe dos grafos Helly e nem a dos aresta-Helly 



são clique-de-arest as-fechadas. 

6.3 K4-coberturas Helly em arestas 

Uma abordagem para resolver a Conjetura 1.2.1 é encontrar condicões 

sobre G para que Iir,(G) seja grafo clique e mostrar que todo grafo satisfaz 

estas condicões. Nesta seção apresentamos uma condição suficiente sobre um 

grafo G para que seu grafo clique de arestas seja um grafo clique e consideramos 

detalhadamente esta condição no caso em que w(G) = 4. A condição é dada 

em fungão da propriedade Helly em arestas e da cobertura do tipo definido a 

seguir. 

Uma família de subgrafos completos de um grafo G é uina K4-cobertu~a 

de G se para todo subgrafo completo H de G com no máximo quatro vértices, 

existe um elemento B da família tal que H é subgrafo de B. 

Para todo grafo G, a família dos grafos induzidos pelas cliques inaximais 

de G é uma K4-cobertura. 

Teorema 6.3.1 Se  existe uma K4-cobertura do grafo G que satisfaz a pro- 

priedade Helly em arestas, então ITC,(G) é grafo dique. 

Prova: Seja B uma K4-cobertura de G que satisfaz a propriedade Helly em 

arestas e seja B' a família de cliques de Ke(G), associacla a B. Pelo Teorema 

de Roberts e Spencer, para provar que Iie(G) é grafo clique basta mostrar que 

B' cobre as arestas cie IC,(G) e satisfaz a propriedade Helly. 

Seja ab uma aresta de IC,(G). Em G, a e b são arestas cujos extremos 

estão em uma mesma clique. Seja H o subgrafo completo de G induzido pelos 

extremos de a e 6. Como H tem no máximo quatro vértices, existe B E B tal 

que H é subgrafo de B.  Seja B' a clique correspondente a B em Ke(G). Por 

construção, a e b são vértices de B'. Assim, temos que B' cobre a aresta ab. 

Seja 2)' uma subfamília de B' cujos elementos possuem, dois a dois, in- 

terseção não vazia. Seja D a subfamília de B, correspondente a 23'. Como 

os elementos de D' possuem dois a dois um vértice em comum, os elementos 

de D possuem, dois a dois, uma aresta em comum. Por hipótese, B satisfaz 

a propriedade Helly em arestas, logo existe uma aresta a de G que pertence 



a todos os elementos de V. Em I(,(G), a é um vértice que está em todos os 

elementos de D'. Assim, 8' satisfaz a propriedade Helly. 

Observamos que nem todo grafo possui uma K4-cobertura que satisfaz a 

propriedade Helly em arestas. Em particular, existem grafos que não possuem 

tais coberturas e cujos grafos clique de arestas são grafos clique. Na verdade, a 

recíproca do Teorema 6.3.1 não é verdadeira. Por exemplo, o grafo G, ilustrado 

na Figura 6.8, é grafo clique de H e é clique de arestas do grafo P, da Figura 6.5. 

O grafo P é a única raiz sem vértices isolados, pelo operador clique de arestas, 

de G mas P não possui uma li4-cobertura que satisfaz a propriedade Helly em 

arestas. De fato, toda K4-cobertura de P deve conter os grafos induzidos pelas 

cliques {a, b, c, d), {a, d, e ,  f) e {a, b, f , g )  como elementos, mas estes formam 

uma subfainília que não satisfaz a propriedade Helly em arestas. 

Figura 6.8: Grafo clique que é clique de arestas do grafo P. 

Não sabemos se é possível testar a hipótese do Teorema 6.3.1 em tempo 

polinomial. O problema recai no fato de que, para encontrar uma família de 

subgrafos completos de G que é uma Ii4-cobertura que satisfaz a propriedade 

Helly em arestas, pode ser necessário examinar todas as famílias de subgrafos 

completos de G, e o conjunto dessas famílias contém o dos grafos iilduzidos 
I 

pelas cliques maximais de G. E do conhecimento geral que um grafo pode 

conter um nfimero exponencial de cliques maximais [21]. 

No entanto, no caso dos grafos cuja maior clique tem exatamente quatro 



vértices, temos duas condições necessárias e suficientes que conduzem a algorit- 

mos polinomiais para testar se um grafo satisfaz a hipótese do Teorema 6.3.1. 

Teoreima 6.3.2 Seja G um grafo tal que w(G) = 4. Existe uma ICi-cobertura 

de G que satisfaz a propriedade Helly em arestas se e somente se G é aresta- 

Helly. 

Prova: (3) Como w(G) = 4, toda li4-cobertura de G sem elementos com- 

paráveis por inclusão é exatamente a família dos subgrafos induzidos pelas 

cliques maximais de G. 

(e) Vale para todo grafo aresta-Helly pois basta considerar a família de sub- 

grafos induzidos pelas cliques maximais de G. i 

Teorema 6.3.3 Seja G um grafo tal que w(G) = 4. Existe uma I<4-cobertura 

de G que satisfaz a propriedade Helly em arestas se e somente se P não é 

subgrafo de G. 

Prova: Vamos provar que P é subgrafo de G se e somente se não existe uma 

IL-cobertura de G que satisfaz a propriedade Helly em arestas. 

(j) Como w(G) = 4, toda &-cobertura de G deve contes cada K4 de G 

como elemento. Se P é subgrafo de G, os subgrafos induzidos pelas cliques 

{a, b, c,  d), {a, d, e,  f )  e {a, b, f ,  g} de P, cf. Figura 6.5, devem ser elementos 

de toda 1-4-cobertura de G. Assim, nenhuma I-4-cobertura de G satisfaz a 

propriedade Helly em arestas. 

(e) Suponhamos que G não possui uma K4-cobertura que satisfaz a pro- 

priedade Helly em arestas. Seja C a família dos subgrafos de G induzidos pelas 

cliques maximais de G. Como C é uma IC4-cobertura de G, C não satisfaz a 

propriedade Helly em arestas. Seja C' C C uma família minimal em relacão 

a não satisfazer a propriedade Helly em arestas. Assim, C' tem pelo menos 

três grafos completos maximais Cl, Cz e C3. Sejam C: = C' \ {Ci). Como 

cada C: satisfaz a propriedade Helly em arestas, podemos tomas as arestas 

e1 E E(C2) n E(C3), e2 E E(Cl) n E(C3) e e3 E E(Cl) n E(C2), tais que 

e; $ E(Ci). 



Como tanto e1 quanto e2 são arestas de C3, tanto e1 quanto e3 são arestas 

de C2 e tanto e2 quanto e3 são arestas de Cl, os extremos de el, e2 e e3 são, 

dois a dois, iguais ou adjacentes e como w(G) = 4, definem no máximo quatro 

vértices. Assim, a menos de isomorfismo, t,emos apenas três casos para um 

subgrafo H, gerado por el, e2 e e3. 

Caso 1: H E IC3. Neste caso, como e2 e e3 estão em Cl, a aresta e1 tem ambos 

os extremos em Cl, uma contradição. 

Caso 2: H E P3. Sem perda de generalidade, podemos assumir que P3 = 

(el, e2, e3). Neste caso, o extremo comum a e1 e a e2 está em Cl f l  C2 í l  C3 e 

o extremo comum a e2 e a e3 também está em Ci n Cz n C3. Assim, e2 tem 

ambos os extremos em Cz, uma contradiqão. 

Caso 3: H E K1,3. Neste caso, el, e2 e e3 induzem um K4 em G. 

Como Cl, C2 e C3 são maximais, existem vértices xl , x2 e 
2 

23 que não são extremos nem de el, nem de e2 e nem de 

e3, tais que x; E Ci. O subgrafo gerado por el, ez, e3, x1, 

V 2 2  e x3 contém o grafo P .  i 
3 

Como w(G) = 4, o fato de G não ter um subgrafo isomorfo a P é equivalente 

a G não ter nenhum subgrafo isomorfo a um dos grafos da Figura 6.9 como 

subgrafo induzido. 

Figura 6.9: Possibilidades para o caso H E 

Assim, temos: 

Corolário 6.3.1 Se w(G) = 4, então as seguintes afirmações são equivalentes. 

(i) Existe uma I<4-cobertura de G que satisfaz a propriedade Helly em 

arestas; 

(ii) G é aresta-Helíy; 



(iii) P não é subgrafo de G; 

(iv) G não t e m  P ,  Pl, P2 n e m  P3 como subgrafo induzido. 

Como conseqiiência do Teorema 2.4.1, do Teorema 6.3.1 e do Corolário 

acima, temos que: 

Corolário 6.3.2 Se  w(G) 5 4 e P não é subgrafo de G, então I(,(G) é grafo 

dique. 



Capítulo 7 

Conclusões 

Neste capítulo, revisamos os problemas em aberto presentes no texto, como 

forma de sugerir direções para pesquisas futuras no assunto. 

No Capítulo 3 apresentamos resultados referentes à aplicacão iterada do 

operador clique de arestas. Segundo os resultados obtidos, a dinâmica deste 

operador não é complicada. Mas permanece ainda a questão proposta em [2] de 

estudar a dinâmica dos operadores #k,m, que são uma generalizaqão do clique 

de arestas e, além de relacionar as dinâmicas destes operadores, estender os 

outros resultados aqui apresentados aos operadores #k,,. 

No Capítulo 4 revisamos os resultados referentes às classes de grafos clique- 

de-arestas-fechadas e resolvemos problemas de caracterização relativos à apli- 

caqão do clique de arestas a quatro classes de grafos: a dos grafos estrelados, 

a dos estrelados de limiar, a dos partilhados e a dos grafos de limiar. Para 

cada classe descrevemos uma classe de grafos que contém os grafos clique 

de arestas dos grafos que pertencem a classe dada. Também, em cada caso, 

caracterizamos os grafos cujos grafos clique de arestas pertencem à classe dada 

e descrevemos quais grafos estrelados de limiar, partilhados e de limiar são 

grafos clique de arestas. Alguns problemas em aberto, referentes ao tema 

deste capítulo, são o de determinar outras classes de grafos que são clique- 

de-arestas fechadas, em particular, determinar se a classe dos grafos clique é 

clique-de-arestas-fechada. O de caracterizar q~iais grafos estrelados são grafos 

clique de arestas. E o de resolver os problemas de caracterização associados a 

aplicação do operador clique de arestas a outras classes de grafos. 

No Capítulo 5 descrevemos uma caracterização para os grafos clique de 



arestas, baseada no conceito de 2-rotulaqão. Apesar de sabermos verificar de 

maneira eficiente se uma dada 2-rotulacão é boa, não conhecemos um algoritmo 

eficiente para o problema de decidir se um dado grafo admite ou não uma 2- 

rotulacão boa. Permanece em aberto o problema do reconhecimento dos grafos 

clique de arestas. 

No Capítulo 6 definimos a classe dos grafos aresta-Helly e mostramos que 

ela pode ser reconhecida em tempo polinomial. Também neste capítulo, es- 

tudamos a questão de se estabelecer relações entre a classe dos grafos clique 

e a dos grafos clique de arestas. Conjectura-se que a classe dos grafos clique 

de arestas é uma subclasse da dos grafos clique. Nossos resultados implicam 

que um possível contra-exemplo para esta conjectura deve ter pelo menos uma 

clique com seis vértices. 
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