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Resumo da Tese aprese~lt~ada à COPPE/UFRJ coino parte dos requisitos necessários 
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Manoel Bezerra Campêlo Neto 

Orient adora: Susaila Scheiinberg de Malder 

Prograina: Engenharia de Sistemas e Computacão 

A ateiição deste traballio é concentrada iio probleina de programacão linear 

em dois níveis. Suas características e propriedades básicas são apresentadas. Os 

priiicipais algoritmos existentes lia literatura são descritos. Em dois deles, problemas 

são detectados e coiitoriiados. 

Usando-se uni método de penalidades, são derivadas caracterizacões dos ótimos 

locais e globais, bem coino dos casos de inviabilidade e iliinitacão do problema em 

dois níveis. Em particular, o conceito de ponto de equilíbrio foi introduzido para 

o deseilvolviinento da análise local. Os resultados obtidos são relevantes tanto do 

ponto de vista teórico quanto iiumérico. 

Um algoritmo local e outro global são propostos. Resultados coinputacioiiais são 

apreselitados e algumas coinparacões realizadas com algoritmos já existeiites. 
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T11e focus of tl-iis work is the linear bilevel prograininiiig problem. Its basic cliar- 

acteristics aild properties are preseilted. The inaiil algorithins from the literature 

are described. 111 a couple of them, probleins are detected aild overcome. 

Cl-iaracterizations of local aiid global optima of the bilevel problem are derived 

by usiilg a peilalty inethod. Tl-ie cases of iilfeasibility aiid uilbouildediiess are cllar- 

acterized as well. 111 particular, the coilcept of ecluilibrium poiilt was iiltroduced to 

develop the local aiialysis. The results obtaiiled are relavailt from the tl-ieoretical 

aild ilumerical points of view. 

A local aild a global algorithins are proposed. Coinputioilal results are preseilted 

and comparisoils are carried out with existing algorithins. 
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Introducão D 

A programação em dois níveis é um ramo da programação matemática que se ocupa 

de problemas de otiinização, onde a região viável é parcialmente definida pelo 

conjunto de soluções de um segundo problema, parametrizado pelas variáveis do 

primeiro. Este tipo de foriil~~lação é adequada para descrever sistemas hierárquicos, 

onde as ações de um nível superior delimitam as possibilidades do nível inferior, mas 

são também iilflueilciadas pelas reações deste. 

O presente trabalho é dedicado ao estudo do problema de prograinação linear em 

dois níveis (PLDN). Nos dois primeiros capítulos, descrevemos resultados e algorit- 

mos já coaliecidos. Nos dois seguintes, apreseiltainos a nossa efetiva coiitribuicão. 

Adicioilalmente, no quinto capítulo, identificamos incorreções em artigos publicados 

e sugerimos formas de coiltorná-las. 

No capítulo 1, destacamos as principais características e propriedades de PLDN, 

l~ein coino suas relações com outros problemas de programação inateinática. Ilus- 

trainos as características peculiares através de exemplos e introduziinos, em alguns 

casos, novas deinoilstrações e extensões de propriedades coiihecidas. 

Descrevemos, no capítulo 2, os priilcipais algoritinos já existent,es para PLDN. 

Apontamos, em particular, que tipos de soluções eles eilcoiltrain: se soluções globais, 

locais ou apenas pontos estacioiiários. Ideiltificainos também as hipóteses que são 

assumidas, no intuito de verificarmos quão restritivos são os algoritinos e, priilcipal- 

mente, de ailalisarmos que condições poderiam ser relaxadas em nosso trabalho. 

O deseilvolviineiito efetuado nos capítulos 3 e 4 fundamenta-se essencialmente 

em um método de penalidade. A aplicação de uma única inetodologia uniformiza 

toda a teoria desenvolvida, o que não acontece na literatura. Ao mesmo tempo, ela 

permite a rigorosidade necessária para a dedução das propriedades. Além disso, o 

uso de penalidade proporciona uin enfoque computacioilal direto. 



Realizamos, no capítulo 3, análises teóricas global e local do problema. Abor- 

damos, a priilcípio, o caso mais estudado em outros trabalhos, onde só existem 

restrições no segundo nível (PLDNP) . Esteildemos para o problema geral, quando 

possível, as propriedades obtidas. Exemplificamos também os casos onde a extensão 

não é válida. 

Na análise global, mostramos, através do problema penalizado, em que situacões 

o problema original possui solução, é iiiviável ou é ilimitado. Em geral, a existência 

de solucão global é assumida por hipótese, e os casos de iilviabilidade e iliinitação 

não são abordados. 

Na análise local, caracterizamos as soluções locais e solucões locais estritas do 

problema. Para tal, introduzimos o conceito de poilto de equilíbrio do problema pe- 

nalizado, que carrega um apelo coinputacioiial intrínseco. Observamos que análises 

locais detalhadas de PLDN são raras na literatura. 

A partir dos resultados teóricos do capítulo 3, propomos, i10 capítulo 4, dois 

algoritmos que se estruturam sobre a noção de ponto de equilíbrio. O primeiro 

encontra ótimos locais e o segundo, E-soluções globais de PLDNP. Apresentamos 

resultados coinputacioilais para ambos os algoritinos, aplicados a problemas-teste 

aleatórios. Quando possível, efetuamos comparações com resultados disponíveis na 

literatura. 

No capítulo 5, identificamos alguns erros em duas publicacões de 1993 e sugeri- 

mos modificacões para contornar as dificuldades observadas. É importante destacar 

que a investigacão destes problemas, que aparecem tanto na parte teórica quaiito 

algorítmica, foi o ponto de partida para o deseilvolviineilto deste tralm.ll-io. 

Por último, apresentamos nossas conclusões e perspectivas de trabalhos futuros 

no capítulo final. 



Capítulo 1 

Programacão a Linear em Dois 
Níveis 

Este capítulo tem como objetivo apresentar o probleina de programacão linear em 

dois iiíveis (PLDN), suas características, aplicacões e relacões com outras áreas da 

programação matemática. A secão 1.1 formula o problema, introduz a notação a 

ser utilizada e ilustra características peculiares a PLDN através de exemplos. A 

secão 1.2 formaliza as priilcipais propriedades do problema. A secão 1.3 descreve 

várias reformulacões de PLDN que são usadas lia literatura. A secão 1.4 dá uma 

idéia da alxangêilcia da programação liilear em dois níveis, eilunieraildo problemas 

clássicos de otimizacão que podem ser formulados como um PLDN. A seção 1.5 

apresenta relações entre esse ramo da programacão matemática e programação bi- 

critério e jogos de Stackelberg. Fiilalineilte, a secão l . G  cita algumas das aplicacões 

existentes lia literatura. 

1.1 O problema 

Muitos processos decisórios envolvem a participacão de agentes que estão inseridos 

em uma estrutura hierárquica de poder ou influêilcia. Frequentemente, cada nível 

nesta hierarq~~ia tem objetivos próprios (coaflitailtes ou não) e controla alguinas 

variáveis específicas, mas tem seu espaco de decisão total ou parcialmente determi- 

nado por outros níveis. 

A programação em dois níveis é uma área da programação mateinática cujo 

objeto de estudo são exatamente problemas de otiinizacão eiivolvendo dois níveis 

hierárquicos com as características acima descritas, sendo que o agente do segundo 



nível (o seguidor) está subordinado ao do primeiro (o líder). 

Ao seguidor, que controla as variáveis y, está associado o seguinte problema de 

otiinizacão: 

P ( z )  max f i (z ,  y) s.a y E W2(z) 

onde f2 : Rnl x Rnz + R e T/V2(z) é o conjunto viável parainetrizado pelas variáveis 

z controladas pelo líder. 

O problema do primeiro nível é definido em fuiqão do conjunto de solucões Y (x) 

do problema paramétrico P(x) ,  do seguiilte modo: 

inax fl(x, y) s.a (z,  y) E I%, y E T(z )  C Y(z) (1.1) 

onde fl : Rnl x sSZn2 + sSZ, I/& C Rnl x Rnz é um conjunto fechado, e T (z ) ,  um 

subcoiljuilto de solucões do problema do seguidor. 

A escolha da multifuilcão 'T leva em conta a espectativa do líder em relagão à 

resposta do seguidor. As duas principais opcões são 

T(x) = arg min{ f l (z ,  y) : y E ~ ( z ) ) ,  (1.3) 

que definem respectivamente os problemas cooperativo e não cooperativo (Zhaiig 

[1311). No primeiro caso, supõe-se que o líder é capaz de induzir o seguidor a 

escolher dentre suas soluções aquela que seja mais coilveiiieilte ao primeiro nível. 

No segundo caso, adota-se a estratégia mais coilservadora possível e se coilsidera 

que o seguidor reage com a pior resposta para o líder. 

O caso cooperativo equivale a tomar equivalentemente 'T = Y, gerando o pro- 

Neste trabalho considera-se a formulacão acima, onde as fuilções fl e f2 são 

lineares e os coiljuiltos Wl e TW2(x), poliedros. Assim, define-se o problema de 

programacão linear em dois níveis: 



T T (PLDN) ?lX f l ( ~ ,  y) = c,z +c,y 

s.a Blz + B2y 5 b 

z > O,  y solução de 

inax f2(s, y) = dTY 
Y 

s.a Alx + A2y 5 a 

y > O  

onde z, cl E !Rn1, c2, d ,  y E !Rn2, a E !Rnz2, b E !Bml, Ai E !R1n2Xn1 , A~ E s m ~ x n . 2  ) 

Bi E Rml x n l  e Bs E ?Rmixnz. Por associação ao decisor do primeiro nível, diz-se que 

z é a variável do líder e (1.4) e (1.5) são respectivaiiieiite sua função objetivo e suas 

restrições explícitas. Ailalogaineilte, y é denominada a variável do seguidor e (1.7) 

e (l.8), sua função objetivo e suas restri@es. 

Vale a pena meilcionar que alguns autores adicionam um termo e111 z à f ~ ~ i q ã o  

objetivo do segundo nível. C01110 este termo é constailte, preferimos descartá-lo. 

Entretanto, a definição de f2  como função de ambas as variáveis é convenieilte para 

sua representação no niesino espaço que fl. 

O problema PLDN tem sido bastante estudado nas duas últimas décadas, como 

iiiostra a extensa revisão bibliográfica. realizada por Vicente e Calaniai [116]. Res- 

salte-se, porém, que a maioria dos trabalhos versa sobre o problema em dois níveis 

que não inclui as restrições (1.5). Este modelo particular, a ser refereilciado por 

PLDNP, é revisado por Wen e Hsu [I201 e Beil-Ayed [19]. 

Associados ao problema, são definidos os seguintes conjuntos: 

e Conjunto viável relaxado: 

e Conjunto viável do segundo nível para cada x E !R?: 

e Conjunto solução do segundo nível para cada s E %?: 

Y (z) = arg max{dTy : y E M/ (z) ) . 

Também cl~amado conjunto reação do seguidor. 



9 Coiijunto viável de PLDN: 

V = {(x, y )  E TV : y  E Y(x)). 

Deiioiniiiado igualmente coiljuilto de reações racioiiais ou região induzida. 

9 Conjunto solu@io de PLDN: 

V* = arg inax{c~x + cry : (2, y )  E V). 

Uma vez que o conjunto viável V está contido iio conjunto viável relaxado W,  

pode-se definir a seguinte relaxaç6o para PLDN: 

T 
( P R )  i n a x c , x + c ~ y  s.a ( a , y )  E PV, 

cujo coiijunto solução será denotado por 

T T W* = arg inax{cl x + c2 y  : (x, y  ) E W )  . 

Os exemplos a seguir ilustram relações entre os conjuntos aciii~a definidos e 

procuram ressaltar algumas de suas características peculiares. 

Exemplo 1.1.1 

No exemplo (E 1), o coiijuiito viável relaxado é dado por 

correspoiideildo no gráfico à região delimitada pelo triângulo ABC. Assim, para 

cada x > 0, segue-se que 



Se 2 - x  > 2, ouseja, s e x  5 1, então W(x) = {y E 3 :  2 - x  < y < 2). Do 

contrário, tem-se W(x) = {y E 3 : x 5 i . ~  < 2). Portanto, encontra-se 

Graficaineilte, tV  (x) correspoiide a um segmento vertical no triângulo A B C. 

O coiijunto solucão do seguidor é Y (x) = aig max{-y : y E W(x)). Logo, 

tem-se 
(2 -x) ,  s e O < x < l  

s e l < x < 2  
s e x > 2  

ou seja, Y (x) é a extremidade inferior do segmento que descreve W (x). 

Como não existem restrigões no primeiro nível além de x > 0, segue-se que 

V = {(x,y) : x > 0,y E Y(x)), isto é, 

v = {(x, 2 - 2) : o < x < 1) U {(x, 2) : 1 5 x 5 2). 

Assim, o coiijuilto viável de PLDN é definido pelos segmentos em negrito no gráfico. 

Observe-se que este conjuiito é não convexo. 

A fuacão objetivo do líder fl(x, y) = y atinge seu máximo sobre V siinultailea- 

mente quando x = O ou x = 2, ou seja, nos pontos A = (0,2) e C = (2,2). Note-se, 

pois, que V* é constituído por pontos extremos do coiljuilto V. A semelhaiiça de um 

problema de programacão linear, alguma solucão de PLDN, se existir, é um ponto 

extremo do seu conjunto viável, que corresponde a um vértice do coiljuilto viável 

relaxado. A difereiqa é que o conjunto de solucões pode não ser coiiexo, nem, muito 

menos, convexo. 

Quanto à solucão do problema relaxado (PR), vê-se que todos os pontos do 

segmento A C  são máximos de fl(x, y) sobre W .  Sendo assim, tem-se neste caso 



Exemplo 1.1.2 

O exemplo (E2) origina-se de (El) com a retirada da restrição y 5 2 do segundo 

nível e iiiclusão de x < 2 no primeiro. Assim, obtém-se 

que correspoilde ao coiijuiito coilvexo ilimitado indicado na figura. Então, para cada 

x > 0, tem-se 

Segtiiiido-se os mesmos cálculos aplicados a (E 1) , encontra-se 

[2-z,+oo),  s e 0  5 x 5 1 w (x) = 
[x, + c 4  s e x > 1  

Sendo assim, W(x) f 0 para todo x > O e corresponde agora a uma semi-reta 

vertical limitada inferiormente. 

O coiijuiito sol~yão do segundo nível, dado por Y(x) = argmax{-y : y E W ( x ) }  

para cada x > 0, vale então 

Y (x) = 
s e x > l  

O coiijunto viável de PLDN é formado pelos pontos (x, y) satisfazendo as restri- 

qões do primeiro nível e tais que y E Y(x), ou seja, V = {(x, y) : O 5 x 5 2, y E 

Y (x)). Logo, segue-se que 

v = {(x, 2 - 2) : O I x 5 1) U {(x, z )  : 1 O' x _< 2) 

Como V não se altera com relaqão a ( E l ) ,  o mesmo acontece com o coiijuiito sol~qão 

de PLDN. Coilseclueiiteinelite, 



Eiitretanto, a fuilção do líder fl(x, y) = y é ilimitada sobre TV, pois (0, y) E W para 

todo y > 2. Portaiito, TV* = 0. Perceba-se, assim, que V* c TV*, embora V C W. 

Mais ainda, note-se que PLDN pode ter solução, inesino quando o problema relaxado 

(PR) não tem. 

Vale a pena ineiicioiiar que se a restrição x < 2 fosse transferida do primeiro para 

o segundo nível, o coiijunto viável V e o conjunto viável relaxado TV perinaiiece- 

riam os mesmos. Coiiseq~~eiiteiileilte, ficariam também iilalterados os coiijuiitos de 

sol~qões V* e TV*. Na verdade, esta propriedade é válida para qualquer restricão 

que só envolva a variável do líder. 

Exemplo 1.1.3 

( E  3) max f l  (x, y) = y 

s.a x > O ,  ysoluçãode 

niax f2(x, y) = -y 

s.a x + y > 2  

z - y l 0  

> 312 Y - 
> o Y - 

O exemplo (E3) é obtido de (El) com a troca da  restricão y < 2 por y > 312. 

Neste caso, teiii-se 

W = { ( x , y ) E X x X :  x f y > 2 ,  z - y < 0 ,  x > O ,  y > 3 / 2 ) .  

Como se observa no gráfico, o coiijuiito W descreve uma região coilvexa ilimitada. 

Para cada z > 0, tem-se agora 

resultaiido em 
[2 - x ,+m) ,  se O < x < 112 
[3/2, f m ) ,  se 112 < z < 312 

[x, +a), se x 2 312 

Observe-se que W(x) correspoiide a uma semi-reta vertical em W 

A partir da expressão acima, determiiia-se que o conjunto solucão do seguidor 

Y (z) = arg inax{- : y E W (x)) é dado por 

(2 -x) ,  s e O < x <  112 

(3121, se 112 < x < 312 

{x>, se z > 312 



Como o coiijuiito viável de PLDN é V = {(x, y) : x > O,  y E Y (x)), segue-se que 

correspondendo à região em negrito do gráfico. Neste caso, o conjunto V é ilimitado. 

Mais ainda, como ( 2 , ~ )  E V para todo x > 312, tem-se que a f~mção do líder 

f l(z,  y) = y é ilimitada sobre V, resultando em V* = 0. Evidentemente, o problema 

relaxado (PR) também não tem solução por motivo similar, de modo que W* = 0. 

Embora PLDN não teilha solucão global nesta situação, é fácil notar que o ponto 

A = (0,2) é um ótimo local. De fato, em uma certa viziilhailça de A, todo ponto 

em V eilcoiitra-se sobre o segmento A B, sendo da forma (x, y) = (x, 2 - x) . Logo, 

e, por coiiseguiiite, A é uma solu~ão local de PLDN 

Pode-se perceber nos exemplos anteriores que as regiões viáveis de PLDN são 

coilexas. Esta situação deve-se ao fato de que as restrições do primeiro nível, quando 

consideradas, dependiam unicamente da variável x. Todavia, a coiiexidade de V 

pode não se manter quando as restricões do líder eiivolvem a variável y do seguidor, 

como mostra o seguinte exemplo. 

Exemplo 1.1.4 

(E4) max f l(x, y) = y 

s.a y > 312 

x 2 0, y solu@io de 

max f2(x, Y)  = -Y 

O exemplo (E4) constitui-se em uma modificacão de (E3), produzida pela trails- 

ferêiicia da  restricão y 2 312 do seguildo para o primeiro nível. Assim, o coiijuiito 

viável relaxado não muda, sendo iiovaineilte igual a 



Por outro lado, o conjunto viável do seguidor torna-se menos restrito. Para cada 

x 2 0, tem-se 

implicando 

Destaque-se que o coiljuilto viável do segundo iiível é maior que aquele associado 

a (E3) qtiaiido 112 < x < 312, como se observa na figura. Esta expaiisão de 

W(x) faz com que o conjunto solução do seguidor seja diferente para x no intervalo 

especificado. De fato, coiisideraildo-se que Y (x) = arg max{-y : y E TV (s)), chega- 

Y (,> = {it;s}, S ~ O < Z < I  
s e x > 1  

O conjunto viável de PLDN é definido pelas restrições do primeiro iiível junta- 

mente com y E Y(x). Logo, tem-se V = {(x, y) : x > O,  y > 312, y E Y(z)) ,  ou 

ainda, 

V = {(x ,2 -  x) : O < x 5 1/21 U {(x,x) : x 2 3/2), 

representado no gráfico pela união do segmento AB e da semi-reta com origem em 

C. Fiilalmente, como (x, x) E V para todo x > 312, coilclui-se que fi (x, y) = y é 

ilimitada sobre V. Coilsequentemeiite, V* = W* = 0. 

É importante notar que a transferência da restricão do segundo para o primeiro 

iiível reduziu o conjunto viável de PLDN. Verifique-se, assim, que uma restrição 

contendo a variável y afeta diferentemente o conjunto V, dependendo do iiível em 

que ela é considerada. Observe-se também que este tipo de restricão, se posicioiiada 

no líder, pode gerar uma região viável de PLDN desconexa. 

Além de desconexo, o coiijunto viável V também pode ter pontos isolados, como 

acontece com o coiljuiito solução V*. Por exemplo, substituindo-se em (E4) a res- 

trição y > 312 por y > 2, isto é, elevando-se tal restrição até o ponto A, este ponto 

passa a ser uma solução viável isolada de PLDN. 



Exemplo 1.1.5 

No exemplo (E5), adaptado de Bialas e Karwaii [26], deseja-se dar uma idéia da 

possível geometria do conjunto viável V em espaços de dimensões maiores que dois. 

Neste exemplo, tein-se que a região viável relaxada é definida por 

que representa o sólido lia figura. Assim, para cada x > 0, segue-se que o conjunto 

viável do seguidor é 

Ailalisando-se os termos em x lia expressão de W (x), vê-se que dois casos devem 

ser considerados: O 5 x _< 1 e x > 1. No primeiro caso, tein-se 1 + z I 3 - x e 

-1 f x < 1 - x. Por c011seguinte, 

No segundo caso, segue-se que 

Em particular, se x > 2 na expressão acima, coilclui-se que W(x) = 0. 

Coiisiderando-se as duas primeiras inequações em (1.10) e em (1.1 1) , a expressão 

de W (x) pode ser simplificada em alguns casos, obtendo-se 



No gráfico, W(z)  está associado aos pontos A  (se x = O) ou C (se z = 2) ou corres- 

ponde a figuras paralelas ao plano yiy2 (se O < x < 2). Neste último caso, TW (x) é 

delimitado ora por triâilgulos ora por trapézios, conforme se observa no desenho. 

Para cada z > O,  o conjunto solução do seguidor é Y (z) = arg inax{y2 : (yl, y2) E 

TV(x)}. Quando O < z < 112 ou 312 < z < 2, Y(z) é definido por uin ponto da 

reta determinada pelos planos associados às restrições (11) e (111) ou (I) e (IV) 

respectivamente. Quando 112 < x < 312, também a restrição y2 < 112 torna-se 

efetiva e Y(z) é dado por um segmento do plano y2 = 112 perpendicular ao eixo z .  

Na verdade, encontra-se 

Sendo assim, o conjunto viável de PLDN é definido por 

V = {(z, 1, z )  : O < z < 1/21 U 

{(z, y1,1/2) : 112 < z < 1, 312 - x 5 yl 5 112 + z} U 

e representado no gráfico pelos segmentos AE e GC e pela região delimitada pelo 

retângulo E F G H .  Note-se que o coiijunto viável V é coiistituído por faces de dife- 

rentes dimensões do conjunto viável relaxado W 

Diretamente da  figura, coilstata-se que o máximo da função do líder fl(z, y) = yl 

sobre V é atingido no ponto F  e sobre W é encontrado no poiito B. Portanto, tem-se 

V* = {(l,3/2,1/2)) e V V *  = {(I, 2, O)}, 



Fiiialineiite, vale a pena observar que os intervalos [A, E) e (G, C] compõem-se de 

ótimos locais para o problema. De fato, dado (x, yl, ya) E [A, E) U (G, C], é sempre 

possível coiistruir uma viziiihaiiga onde todos os pontos viáveis de PLDN estejam no 

mesmo segmeiito que (x, yi, ya) . Além disso, pela expressão de V, coiistata-se que 

todo poiito em [A, E )  é da forma (x, 1 ,x)  , com O < x < 112, e que qualquer poiito em 

(G, C]  expressa-se como (%, I ,  2 - x), para 312 < x 5 2. Logo, fl(x, y,ya) = yi = 1 

para todo ponto (x, yi, yz) nestes iiitervalos, o que leva à coiiclusão desejada. 

1.2 Propriedades 

Como os próprios exemplos ilustram, muitas características de PLDN iião são co- 

mumeiite encontradas na maioria dos problemas tradicioiiais de prograinagão mate- 

mática. Nesta secão são forinalizadas as priiicipais propriedades de PLDN. 

O conjunto viável V de PLDN está contido iio conjunto viável relaxado W .  Esta 

relação pode ser explorada para se estudar a geometria da região viável de PLDN. 

Na verdade, o coiijuiito V está ligado a faces do poliedro W.  

Definicão 1.2.1 Seja C u m  conjunto convexo. Uma face de C é u m  subconjunto 

convexo C' de C que satisfaz a seguinte condição: se x, y E C e (1 - X)z f Xy E C' 

para algum X E (O, I), então x, y E C' .  A s  faces de dimensão zero são chamadas 

pontos extremos de C (Rockafellar [97, pág. 1621). 

Se o coiijuiito coiivexo é um poliedro, suas faces também são poliedrais e, por- 

tanto, coiijuntos fechados. Neste caso, o número de faces é fiilito, e as faces de 

dimensão zero são os vértices do poliedro. Ressalte-se que os vértices de uma face 

são vértices do coiijunto origiiial. 

Quando não existein restrições no primeiro nível ou elas só depeiidem da variável 

x, a caractei-izagão do coiijuiito viável V como faces do coiijuiito viável relaxado VV 

pode ser iiiferida de resultados de Gallo e Ülkücü [59, lema 1.1.21 e Beiisoii [23, 

teorema 3.21. 

Seguindo a mesma argumeiitacão apresentada em [59] mostramos iio teoreina 

1.2.1 abaixo que esta propriedade continua válida mesmo se B2 # 0, isto é, se existem 

restrigões no primeiro nível eilvolveiido a variável y. Para melhor entendimento, 



estabelecemos priineiro o seguinte resultado auxiliar, onde se denota interior relativo 

de uni conjunto C por ir C.  

Lema 1.2.1 Seja C um subconjunto convexo e não vazio do conjunto viável relaxado 

TV. Se  ir C n V # 0, onde V é o conjunto viável de PLDN, então C V.  

Prova: Sejam C C W um coiijuizto convexo e w = (2, y) E ir C n V. Se diin C = 0, 

então C = ir C = {w). E como W E V, tein-se C & V. Assuma-se agora que 

diin C > O e seja w' = (x', y') E C ,  w' # w. Deseja-se mostrar que w' E V. Como 

(x', y') E W,  basta então verificar que y' resolve o problema P(x l )  do seguidor, ou 

seja, que dTy' > dTy para todo y E W ( x 1 ) .  

Posto que C é convexo e w E ir C ,  existem w'' = (x", y") E C e O < a < 1 

verificando 6 = a w '  + (1 - a)wl '  (Roclcafellar [97, teorema 6.41). Assim, 

Seja y E W(xl) # 0 e defina-se 

Então, tem-se 

(z, jj) = a(d, y) + (1 - a)(xl', y"). 

Coiisidere-se o conjuiito 

I% = {(x, y) : x > O,  y E W ( x ) )  = {(x, y) > O : Aix + A2y < a } .  

Como (x', y) E TV, (d', y") E C C W C e W é convexo, segue-se que (%,C) E W .  
Logo, jj E W(2).  E como W = (Z,  y) E V, tein-se Y E Y ( 2 ) .  Portaiito, dTy > dTjj. 

Substituindo-se as expressões de y e jj, obtém-se que 

Sendo a > 0, deve-se ter dTy' > dTy. Portaiito, dTy' 2 dTy para todo y E W(xl). i 

Teorema 1.2.1 Sejam Wi, Z E I, as faces de TV. Então existe I' C I tal que 

OU seja, o conjunto viável de PLDN é união de faces do conjunto viável relaxado. 



Prova: Seja I' = { i  E I : I/Vi C V). Tem-se que I' # 0, pois pelo inenos a face 

vazia de TV satisfaz a definicão de I'. Além disso, I' c I é finito, pois o número de 

faces é finito. Então, claramente, 

Se V = 0, a iiiclusão inversa se verifica trivialineilte. Do contrário, seja w E V TV. 

Como TV é coiivexo, tem-se que w E ir Wi1, para algum i' E I (Rocliafellar [97, 

teoreina 18.21). Assim, w E ir T/Vit n V.  Como Wit C T/V e I/Vil é convexo, segue-se 

do lema 1.2.1 que Wit C V. Logo, i' E I' e ,  consequentemente, w E I/Vit  C UiEIl I/Vi. 

Portanto, 

Corolário 1.2.1 O conjunto viável V de PLDN é.fechado. 

Prova: Pelo teoreina 1.2.1, V é a união de conjuntos fechados. Logo, V é uin 

coiljuiito fechado. rn 

O fato do conjunto viável ser fechado assegura a boa definicão de PLDN como 

uin problema de inaxiinizacão, pois o supremo da f u q ã o  do líder sobre V, se finito, 

é atingido em um ponto do conjunto. Seiido assim, PLDN é iilviável, ilimitado ou 

tem solucões globais. Ressalte-se, por outro lado, que a não coiivexidade do conjunto 

viável possibilita a existência de ótimos locais, conforme ilustram os exemplos. 

Embora não coiivexo, o conjunto viável V pode ser substituído por sua eiivoltória 

convexa (co) na  definicão de PLDN. Este resultado não aparece demonstrado lia 

literatura, o que fazemos a seguir. 

Teorema 1.2.2 Associado a PLDN, seja definido o seguinte problema convexo 

PLDN, max fi(x, y )  s.a (x,  y )  E co V. 

Os problemas PLDN e PLDN, são simultaneamente inviáveis, ilimitados ou têm 

solução. Neste último caso, tem-se ainda que: 

(i) Toda solução de PLDN é solução de PLDN,. 



(iz) Toda solução extrema de PLDN é solução extrema de PLDN, e vice-versa. 

Prova: Se PLDN é iiiviável, então V = co V = 0 e, coiisequenteineiite, PLDN, 

é iiiviável. Se PLDN é ilimitado, como co V > V, segue-se que PLDN, também é 

ilimitado. Finalineiite, assuma-se que PLDN tein solução (x*, y*) . Eiitão, PLDN, é 

viável. Seja (x, y) E co V. Logo, 

onde I é um coiljuiito fiiiito, (xi, yi) E V e ai 2 O para i E I e CiEI ai = 1. Assim, 

E coino (x*, y*) E co V, tem-se que (E*, y*) é solução de PLDN,. Usaiido-se 

as três iinplicacões obtidas, chega-se, por coiitraposicão, às implicacões iiiversas, 

coinpletaiido-se a prova da  primeira parte do teoreina. Eiitão, a partir do item (i),  

que já está deinoiistrado, obtém-se o item (ii), usaildo-se o fato de que todo poiito 

extreiiio V é ponto extremo de co V e vice-versa. 

É importante observar que a equivalência entre PLDN e PLDN, iião é total, pois 

iiein toda solucão deste problema é solucão daquele. De fato, iio exemplo ( E l ) ,  

tem-se co V = W. Coiisequeiiteineiite, o coiijuiito solucão de PLDN, é W*. E, coino 

visto nesse exemplo, V* C W*, mas W* @ V*. 

Os próximos resultados se referem à existêiicia de solucões extremas de PLDN. 

Eles foram estabelecidos iiiicialmeiite para PLDNP por Caiidler e Towiisley [42], 

Bialas e Karwaii [25, 261 e Bard [10], sob hipóteses de compacidade do coiijuiito W 

e de solução úiiica do seguidor para cada x fixo do líder. Depois, forain estendidos 

para PLDN por Savard [98], sem coiidi~ões particulares. Embora estas propriedades 

já sejain conhecidas, as deinonstracões aqui apresentadas diferem das anteriores. 

Como coilsequêiicia do teoreina 1.2.2, mostra-se que a prograinaqão liiiear ein dois 

níveis tem em comum com a programação liiiear clássica a seguinte característica: 

Teoiema 1.2.3 S e  PLDN t e m  solução, pelo menos u m a  delas é atingida e m  um 

ponto extremo do conjunto viável V. 



Prova: Se PLDN tein soluqão, o teorema 1.2.2 garante que PLDN, também tem. 

E como PLDN, é dado pela maxiinização de uina fuilção linear sobre um coiijuilto 

coilvexo, pelo iiieilos uma de suas soluções é atingida ein uni poiito extremo de co V. 

Novainente pelo teoreina 1.2.2, segue-se que esta é uma soluqão de PLDN e um 

ponto extremo de V. 

Coilsideraiido-se o resultado acima, é iinportaiite caracterizar os poiitos extremos 

de V. 

Teorema 1.2.4 Todo ponto extremo do conjunto viável V de P L D N  é u m  vértice 

do conjunto viável relaxado W .  

Prova: Seja w uin poilto extreino de V. Pelo teorema 1.2.1, w E Wi V, onde T/h 

é uina face de TW. Sejam w', w" E W e O < a < 1, tais que w = a w '  + (1 - a)wU. 

Coino w pertence a face Wi, segue-se da defiiiição 1.2.1 que w', w" E Wi C V. Então, 

sendo w um ponto extremo de V, deve-se ter w = w' = w". Portanto, w é vértice de 

vv  . 

Diretaineiite dos teoreinas 1.2.3 e 1.2.4 decorre que: 

Corolário 1.2.2 Se  P L D N  t e m  solução, pelo menos u m a  delas é atingida e m  um 

vértice do conjunto viável relaxado W .  

Esta propriedade tein motivado o deseilvolviineilto de muitos algoritinos que 

procuram resolver PLDN através da pesquisa de vértices do coiijuiito viável relaxado. 

Mais ainda, ela fuiidameilta a aplicacão e/ou adequação de ferrailieiltas típicas de 

prograiiiação liiiear para PLDN. 

Outra característica iinportailte do conjunto viável V é a sua coilexidade quaiido 

as restrições do líder só dependem da variável x .  

Definição 1.2.2 U m  conjunto C é dito conexo quando não pode ser escrito como 

a união de dois conjuntos A e B não vazios e abertos e tais que 

onde c1 denota o fecho do conjunto (Benson [23]). 



O conceito de coilexidade de conjuntos está ligado à idéia de continuidade. Na 

verdade, um conjunto C é coilexo quando existe sempre tiin "camiiil-io coiltíiluo" de 

pontos de C entre qualquer par de pontos deste coiijunto. 

A seguinte propriedade é demonstrada por Benson [23]. 

Teorema 1.2.5 S e  as restrições do primeiro n h e l  independem da variável do se- 

gundo nivel, isto é, B2 = 0 ,  então o conjunto viável V de P L D N  é conexo. 

Verifique-se que o resultado acima não se mailtém válido quando B2 # 0. O 

exemplo ( E 4 )  ilustra a desconexidade de V quando existem restrições no primeiro 

nível dependeiites da variável y 

Um último aspecto ilustrado pelos exemplos da seção anterior diz respeito à 

iilfluêiicia, sobre o coiijunto V, do posicionainento de uma restricão no priineiro ou 

segundo nível. Para se estudar este ponto, considerem-se os seguintes problemas de 

programacão linear em dois níveis, com as restri~ões Qlx + Q2y 5 q pertencendo 

ora ao líder ora ao seguidor. 

max cTx + cTy 
ZiY 

x  > O ,  y solução de 

inax dTy  
M 

T T max cl x  + c2 y  
Z,M 

max d T y  
M 

s.a A l x + A 2 y < a  

onde Ql ,  Q2 e q possuem dimeasões apropriadas. 

Viceilte [115, teoreina 11 mostra que a trailsferêilcia de uma restri~ão do primeiro 

para o segundo nível pode expandir a região viável do problema. Na verdade, o 

efeito é o mesmo quando ela só depende de x.  Estas propriedades são demonstradas 

a seguir. 

Teorema 1.2.6 O conjunto viável de PLDNl está contido n o  conjunto viável de 

PLDN2.  E m  particular, se Q2 = 0 ,  estes dois conjuntos são iguais. 

Prova: Os conjuntos de soluções para o segundo nível de PLDN1 e PLDN2 são 

respectivamente 



Seja (2, y) viável para PLDNl. Então, Qlx +Q2y < q e y E Yl(x). Logo, y E Y2(x). 

Além disso, como Blx + Bzy < b e x 2 0, tein-se que (x, y) é viável para PLDN2. 

Assuma-se agora que Q2 = O e seja (x, y) viável para PLDN2. Então, Qlx 5 q e, por 

conseguinte, Y2(x) = Yl(x). Como y E Y2(x) = Yi(x) e (x, y) satisfaz as restrições 

do primeiro nível de PLDN1, segue-se que (x, y) é viável para este problema. i 

O caso de igualdade eiitre os coiijuiltos viáveis resulta nas seguintes equivalêilcias. 

Corolário 1.2.3 S e  Q2 = 0, então os problemas PLDNl e PLDN2 são equiva- 

lentes. 

Corolário 1.2.4 Se  as restrições do primeiro n h e l  e m  P L D N  só  envolvem a va- 

riável x, ou seja, B2 = 0 ,  então P L D N  é equivalente ao P L D N P  obtido pela trans- 

ferência destas restrições para o segundo nz'vel. 

1.3 Forrnulacões equivalentes 

Uma prática natural para se estudar e resolver um problema consiste em fazer asso- 

ciações com outros prob1ema.s coilhecidos. No caso de PLDN, diversas abordagens 

que o tratam indiretamente têm sido propostas. Nesse sentido, são usadas refor- 

inulações do problema que, além de suscitarem diferentes análises teóricas, tainbéin 

permitem o deseiivolvimeilto de métodos de resolução alterilativos. 

Os modelos matemáticos equivalentes a PLDN mais usados lia literatura são 

apresentados a seguir. 

Modelo com restrições d e  complementar idade linear 

A grande dificuldade em se lidar com PLDN encontra-se no fato de que uma 

parte de suas restrições é dada implicitameilte pelo conjunto solucão de um segundo 

problema de otiinização. Uma maneira de se escapar a esta estrutura multinível 

consiste em substituir o problema do seguidor por suas coiidições de Karusl-i-Kul-in- 

Tucker (KKT). Esta estratégia é usada, eiitre outros, por Bialas e Karwan [26], Bard 

[6, 91, Júdice e Faustino [73], 0nal  [94] e White e Ailandaliilgam [127]. 



A forinulação obtida com as condições de otimalidade do seguidor é: 

T T (P )  inax c lz  + c2 y 

s.a Blz + B2y 5 b 

A1z+A2y+w = a  

z > o , y > o , w  > o  
T A 2 ~ . -  v = d 

11. > 0,v > o 
T T v y = u  w = o  (1.12) 

onde w E ?Rnz2 é uma variável de folga, e u E !RIn2 e v E !Rnz são variáveis duais 

associadas às restrições do segundo nível. 

O problema (P) é equivalente a PLDN, no sentido de que um ponto (z, y) é 

solução global deste se, e someiite se, (z, y, w, 71, v) é solução global daquele para 

algum (w , u., v) (Audet et al. [4, proposição 3.31). Esta equivalêilcia deve-se ao fato 

de que as condições de otimalidade de KKT são necessárias e suficientes para o 

problema linear do segundo nível. 

Embora seja (P) um problema tradicional (em um único nível) de programação 

não linear, os métodos de solução usuais não são efetivos. A iião convexidade do 

conjunto viável, gerada pelas restrições de complementaridade (1.12), torna difícil a 

determim@o de ótimos globais. Duas alternativas para se descrever estas restrições 

são apresentadas a seguir. 

Modelo separável 

Uma função f : ?Rp1 x W2 x . x %Pk + !R é dita separável quando 

para um conjunto de funções fi : ?RPi + !R, i = 1,2, . . . , k.  Em decorrência, um 

problema de otimização é separável se tanto o objetivo quando as restrições são 

expressos por fuilções separáveis. 

Um modelo separável equivalente a (P) é obtido por Bard e Falk [12] com a 

reformulação das restrições (1.12). Visto que em (P) as variáveis são todas não 

negativas, estas restrições podem ser substituídas por 



ou, equivalelltemeilte, por 

Então, definindo-se 

a expressão (1.13) traiisforma-se em 

Desta forma, o problema (P) e, coilsequentemeiite PLDN, podem ser reescritos 

como: 

T T (PS) inax cl z + c2y 

s.a Blz + B2y 5 b 

Nesta forinulação, mantém-se a não coilvexidade do conjunto viável e perde-se 

a difereilciabilidade do problema, devido ao LISO da fuiiqão m i n { }  para redefiiiir as 

condições de folgas compleinentares. Por outro lado, obtém-se a sua separabilidade, 

pois tanto a fuiqão objetivo quanto as restrições são agora expressas por f~uiqões 

separáveis em z ,  y, w, Z L ,  v ,  V e W .  Esta estrutura do problema (PS) é explorada por 

Bard e Falk [12], que usam um algoritino tipo branch-and-bound para resolvê-lo. 

Modelo de prograinação linear 0-1 mista 

Quando o problema (P) tem solução, outra possibilidade para se representar 

as restrições de complementaridade (1.12) encontra-se na introdução de variáveis 

binárias 0-1, conforme sugerido por Fortuny-Ainat e McCarl [54]. 

Seja 11 .z 1 I m =  max{lzjl : j = 1,2, . . . , p) a norina infinito do vetos z E V'. 

Então, considerando-se z* = (z*, y*, w*, u*, v*) uma solução de (P)  e tomando-se 



Ad > 11.~*11~~, u n a  formulacão equivalente ao problema é dada pelo seguinte modelo 

de programacão linear 0-1 mista: 

T T (PI) max cl x + c2 y 

s.a Blx + B2y < b 

Alx+A2y+w = a  

A ~ U - v = d  

x > O  

O < y < M u  

O < v < M(el - v) 

O < w < M w  

O < u < M(e2 - w) 

u E { 0 , 1 ) n ~ 2 , ~  E {0,1)1n2 

onde e: = (1 ,1 , .  . . ,1) E !Rn2, e; = (1,1,. . . , I )  E !RInz e {O, 1)P representa o 

conjunto dos vetores p-diineilsioimis com compoiieiltes O- 1. 

Observe-se que as restricões (1.14)-(1.15) forçam yj = O ou vj = 0, dependendo 

se uj = O ou uj = 1 respectivaineiite. Da mesma forina, as restriqões (1.16)-(1.17) 

obrigam a se ter tu ,  = O ou ui = O respectivamente quando wi = O ou wi = 1. Por 

outro lado, a escolha de &I, que limita o valor das variáveis coiltíiluas, garailte que 

uina solucão global de (P) seja viável para (PI). Ein coilsequêacia, este modelo é 

equivalente a (P) e, por coiiseguinte, a PLDN. Deve-se ressaltar que esta correspon- 

dência parte da  hipótese de que o problema origiilal tem solução. 

A representacão das restriqões de coinpleinentaridade como em (PI) é usada 

por Fortuily- Ainat e I\/IcCarl [54] para reformular problemas ein dois níveis coin 

fuilções objetivo quadráticas. A soluqão do modelo é obtida através de uin método 

Modelo de penalidade 

Uma forina indireta de se tratar as restriqões de folgas coinplementares em (P) é 

introduzi-las na fuiqão objetivo do líder como um termo de peilalidade. Esta idéia 

é empregada por Bard [9], Aiiandaliiigam e White [3, 1271, 011al [94], Arnouzegar e 

Moshirvazari [2], Cainpêlo et al. [35] e Campêlo e Scheimberg [36, 371. 

Para um parâinetro de penalidade A4  2 0, define-se o seguinte problema: 



T P(M) max cl x + cTy - M ( U ~ W  + vTy) 

s.a Bln: + B2y I b 

Alx + A2y + w = a ,  

z > o , y > o , w  > o ,  
A ~ U  - v = d ,  

u > O , v > O  

Observe-se que a não coiivexidade do coiijuilto viável de (P) foi transferida agora 

para a função objetivo e que P (M)  é um probleina biliilear para cada hI fixo. 

Quando não existein restrições no primeiro nível e sob coiidicões de existência de 

soltqão e compacidade do coiljuilto viável relaxado TV, Bard [9, teorema 11 mostra 

que as soluções extremas de PLDN e P ( M )  são correspondentes para um certo valor 

do parâinetro de peilalidade Ad. Cainpêlo et  al. [35, teoreina 71 enfraquecem a íiltiina 

hipótese e mostram que é suficiente supor a função do líder limitada superiormente 

em TV para se obter a inesina correspoildêilcia. Na verdade, estes resultados podem 

ser estendidos para o caso onde existem restricões lineares no líder. 

Vale a pena meizcioilar que Ailaiidaliilgam e Wl-iite [3, teorema 31 apresentam 

outra demoiistração de que solucões de P ( M ) ,  para um certo valor de Ad, fornecem 

solucões de PLDN. Esta propriedade é usada em seguida por Wl-iite e Ailandaliilgain 

[127]. Entretanto, as hipóteses consideradas pelos autores são inválidas (Cainpêlo 

et  al. [35]). 

Modelo convexo reverso 

Um probleina linear acrescido de uma restrição g(z) > 0, onde g : + 3 é 

uma função convexa, é dito um problema convexo reverso (Tuy et  al. [111, pág. 

31). Esta definicão decorre justamente do fato da restrição g(z) > O ser chainada de 

convexa reversa (Horst e Tuy [69, definição 1.41). 

Um modelo convexo reverso equivalente a PLDN é usado por Tuy et  al. [111, 

1121, Tuy [I091 e Tuy e Ghaiiiladam [110]. Este modelo é obtido a partir da descricão 

de PLDN como: 

T (PLDN) max clx +cay 
%?I 

s.a Blz  + B2y < b 

x > o,y E Y(z) 



Posto que ~ ( x )  = argmax{dTy : y E TW(x)), a restrição y E Y(z) é igual a 

onde 4 : W 1  + 3 U (-00, + m )  é a fuizgão inargiizal do seguildo nível, dada por 

Além disso, como dTy < 4(x) para todo y E W ( z ) ,  a equagão (1.22) torna-se 

Assim, reescreve-se (l.lg)-(l.21) como: 

T (PCR) inax cl z + c?y 

s.a B1x + B2y _< b 

Alx + A2y 5 a 

x > O , y > O  

dTy - 4(2) > O 

A fuiqão inargiizal 4 é côncava (Tuy et al. (111, proposiqão I]). Coiisequeizte- 

mente, g (z, y) = dTy - 4(z) é convexa, ou seja, tem-se uma restricão convexa reversa 

em (1.23). Portanto, (PCR) é tiin problema convexo reverso e pode ser tratado com 

técnicas específicas (ver Horst e Tuy [Gg]). 

Modelo de programação semi-infinita 

Uin modelo de programação semi-iizfiilita é um modelo de otiinização onde existe 

um i~úinero iizfinito de restrições descritas parasnetricameilte (Bazaraa et al. [17, 

pág. 1831). 

Bard [C] observa que PLDN pode ser descrito através de um modelo de pro- 

gramação seini-infinita. De fato, o coiijuizto solução do segundo nível pode ser 

representado por um ilúinero iizfiilito de desigualdades paramétricas, ou seja, 

Y(x) = {y E %n'2 : dTy > dTw 'dw E W(x)). 

Sendo assim, a forin~ilagão (1.19)- (1.21) é reescrita como: 

T T (PSI) inax cl z + c2 y 

s.a Blx + B2y < b 

Alx + A2y F a 

z > O , y > O  

dTy > dTw 'dw E W(z) 



Usando este modelo, Bard [6] propõe condições necessárias de otimalidade para 

PLDN. Entretanto, elas são incorretas, conforme verificado por Savard [98, seção 

2.31. Como coilsequêilcia, os algoritinos sugeridos por Bard [6], LeBlailc e Boyce 

[78] e Üdii  [113], que se baseiam nestes resultados, são inexatos e foriiecem apenas 

uma solução viável para PLDN. Estas coilstatações são feitas respectivameilte por 

Haurie et al. [62], I\/Iarcotte 1821 e Caiidler [38]. Destaque-se ainda que exteilsões 

destas condições de otimalidade, apresentadas por Bard [7, 101 para o caso não 

linear, também não são válidas pelo mesmo motivo (Clark e Westerberg [47]). 

1.4 Problemas relacionados 

Para se ter uma idéia da abrailgêilcia da  programação linear em dois níveis, esta 

seção apresenta importantes problemas de programa@o matemática que podem ser 

vistos como casos particulares de PLDN. 

Programacão max-min linear 

A form~ilação geral de um probleina niax-iniii linear, apresentada por Falk [51], 

é dada por 

T (PNIM) maxmin{cl x + czy : Alx + A2y 5 a) 
x 2 0  y20  

onde cl, c2, a ,  2, y são vetores e Ai, A2 são matrizes. Um ponto (x, y) é coilside- 

rado viável para PNIM quando satisfaz as restrições e, fixado x, o problema de 

iniilimização interno tem solução. 

Definido desta forma, o problema acima constitui um caso especial de PLDN 

onde as fuilções objetivo do primeiro e segundo níveis são simétricas ein relação à 

adição. De fato, PMM equivale a: 

T T (PLDNI) max c lx  + c2 y 
x,7/ 
s.a x 2 O,  y solução de 

T inax -c2 y 
!I 

s.a A1x + A2y 5 a 

y > O  

As seguintes constataqões confirmam a equivalêixia piopalada. Primeiro, note- 

se que o termo -cTx pode ser adicionado à fuiição objetivo do seguidor, uma vez 

que a variável x está fixa i10 segundo nível. Segundo, verifique-se que é indiferente 



neste caso se considerar a inaxiiniza.ção da fuilção objetivo do líder apenas sobre 

x ou sobre ambas as variáveis. Realmente, dada a simetria eiitre os objetivos, a 

parcela cTy lia f~mção do líder é a mesma para qualquer reação y do seguidor com 

respeito a um determinado x. 

Relações entre probleinas max-min e PLDN são estudadas por Bard e Falk [12] 

e Audet e t  al. [5]. 

P rogramação  bilinear 

Uin problema de programacão bilinear é definido pelo seguinte modelo qiiadrá- 

tico: 

(PBL) max cTx f x T ~ y  + dTy 

s.a Bx < b, z > O 

A y I a ,  y L O  

onde a,  b, c, d, 2; y são vetores e A, B, Q são inatrizes. 

Este problema tem sido bastailte estudado na literatura, entre outros, por Koiiilo 

[75], Vaisli e Slietty [114], Gallo e Üllrücü [59], Sberali e Shetty [99], Tliieu [106], 

Júdice e Faustino [72], Horst e T L I ~  [69], White [126]. 

O problema PBL pode ser reescrito como 

rnax cTz + f (x) s.a Bx < b ,  x > 0, 

onde 

f (x) = s~~p{(Qx + d)Ty : Ay < (II y > O).  (1.24) 

Assuim-se, a princípio, que o conjunto y = {y > O : Ay < a) seja não vazio. 

Então, pela teoria da dualidade, tem-se 

f (x) = iiif{aTv : A ~ V  > Qx + d, v > 0). 

Portanto, sob a hipótese considerada, PBL é equivalente ao seguinte PLDN: 

(PLDN2) max cTx + aTv 
V' 

v solução de 
T max -a v 

u 

s.a A ~ V  - Qx 2 d 



Quando o conjunto y é vazio, o problema do segundo nível em PLDN2 pode ser 

iilviável ou ilimitado, pois ele corresponde ao dual do problema linear em (1.24). Em 

ambos os casos, segue-se que PLDN2 é inviável, mantendo-se assim a eq~iivalêiicia 

com PBL. 

Na verdade, PLDN2 pode ser convertido em um problema em dois níveis sem 

restrições no líder, conforme o corolário 1.2.4. De fato, as restrições do líder não 

eiivolvein a variável v do seguidor e podem ser transferidas para o segundo nível. 

Uma relação inversa entre programação linear em dois iiíveis e programação 

biliiiear pode ser estabelecida a partir do problema peiializado P ( M ) ,  apresentado 

na seção 1.3. Como meilcioilado, P(A4) é um problema biliiiear para cada valor do 

parâmetro de peiialidade. Além disso, sob certas hipóteses, existe um valor fiiiito 

deste parâmetro para o qual PLDN e P (M) possuem soluções correspoiideiites. 

Programação linear 0-1 mista 

O problema de programaqão linear 0-1 mista é formulado, de acordo coin Audet 

et al. [4], como: 

T (PLIM) inax clx + cify 

s.a B1x + B2y 5 b 

x 2 O,  y E { O , l ) P  

onde {O, 1)P representa o conjunto dos vetores p-dimensioilais coin coinpoileiites 0-1, 

cl, ca, b, x, y são vetores e Bl, B2 são matrizes. 

Iiitroduziildo-se uma variável auxiliar v E W, as restrições de integralidade de 

PLIM podem ser substituídas por um problema de prograinação linear, gerando o 

seguinte modelo em dois iiíveis: 

v = O,  v solução de 
T max e v 

V 

s.a v 5 y 

onde eT = (1,1, .  . . ,1) E Sp. 



A equivalêiicia entre os problemas acima decorre da correspondêilcia entre seus 

coiijuiitos viáveis. De fato, verifique-se que a solução do seguidor em PLDN3 é 

sempre 

Assim, o conjunto viável de PLDN3 é 

Logo, tendo em vista que cada restrição yj E {O, 1) é equivalente a inin{yj, 1 - yj) = 

0, segue-se que um ponto (z, y) é viável para PLIM se, e someiite se, (z,  y, O) é 

viável para PLDN3. Fiiialmente, coiiio os dois problemas possuem a mesma fuiicão 

objetivo, conclui-se que terão soluções ótimas correspondentes, 

Embora possa parecer artificial, a reformulação de PLIM como uin PLDN sugere 

que um problema linear em dois níveis seja pelo menos tão difícil de ser resolvido 

quailto um problema de programacão inteira (Audet et  al. [4, seção 51). 

Viceiite et al. [I181 apreseiitain outro modelo em dois níveis equivalente a PLIM. 

Em vez de forcar v = O,  como em PLDN3, esta restrição é peilalizada na f u q ã o  

objetivo do líder, obtendo-se o seguinte problema: 

T T T (PLDN4) inax cl z + c2 y - M e  v 
X,Y," 
s.a Blz + B2y 5 b 

x > O , O _ < y _ < e  

v solução de 

max eTv 
V 

s.a v 5 y 

u s e - y  

v > o  

onde eT = (1,1,. . . ,1) E P. De acordo com o corolário 1.2.4, note-se que as res- 

trições do primeiro nível podem ser transferidas para o segundo, gerando-se assim 

um PLDNP. 

Considerando que o problema PLDN4 tem solução única para todo A I  2 0, 

para algum &I fiaito. Esta é uma coiisequêilcia do teorema 3.2 em [l 

lado, relembre-se, da seção 1.3, que PLDN pode ser transformado em 

linear 0-1, que também depende de uma coiistaiite desconhecida &I. 

Vicente e t  al. [I181 mostram que este problema e PLIM tem as mesmas soluções 

181. Por outro 

um problema 



Finalinente, vale a pena meilcionar que a idéia usada na obtenção de PLDN3 

também é empregada por Audet et  al. [4] para substituir variáveis biilárias no 

primeiro nível por variáveis contínuas. Se a variável binária é v E {O, 1)P, então 

defiile-se uma variável coiltíilua v E Rp, acrescentam-se as restricões v = O ao 

primeiro nível e v I v e v I e - v ao segundo e adiciona-se o termo eTv à f~mcão do 

seguidor. Este tipo de probleina linear-misto em dois níveis é considerado por Bard 

e Moore [14, 881, Weii e Yang [125] e Viceilte et  al. [118]. 

Coinpleinentaridade linear generalizada 

Seja o problema de otiinizacão linear com restrições de coinplementaridade, con- 

siderado por Júdice e Mitra [74]: 

(PLRC) inax cTxl + c2x2 + c:x3 (1.25) 

s.a Qixl+ Q 2 x 2  + Q 3 ~ 3  = q (1.26) 

x l >  o, X2 2 O, x3 2 0 (1.27) 
T x2x3 = O (1.28) 

onde cl,  c2, CQ, q ,  x l ,  XZ, x3 são vetores e Q1, Q2, Q3 são matrizes. 

Este modelo geileraliza o clássico problema de coinplementaridade linear, que é 

dado pelas restricões (1.26)-(1.28)) quaildo Q1 é a matriz nula e Q3, a identidade. 

Além disso, ele pode ser usado para descrever vários probleinas de otiinização, entre 

os quais problemas de programação quadrática e de iilequações variacioilais lineares 

(Júdice e Mitra [74]). 

O probleina PLRC pode ser reforinulado através do segiiiilte PLDN: 

v = O ,  v solução de 

inax e' v 

onde eT = (1,1, .  . . ,1) E RP tem a mesma dimensão de ~ 2 ,  XQ e v. 

De fato, a solução do seguidor em PLDN5 é dado por 



Assim, o conjunto viável de PLDN5 é 

Além disso, como (xa, x3) > O em ambos os problemas, a restrição i n i i l { ~ ~ ~ ,  x3j) = O 

é equivalente a x2jx3j = O. Portanto, tem-se que um ponto (xl, xz, x3) é viável para 

PLRC se, e somente se, (xl, x2, x3, O) é viável para PLDN5. Esta correspondêilcia 

entre os conjuntos viáveis e o fato das funções objetivo serem iguais resultam na 

equivalência entre os dois problemas. 

Reciprocamente, PLDN pode ser expresso como um PLRC (Júdice e Mitra [74]). 

Considere-se a seguinte reformulação de PLDN, apresentada ila seção 1.3. 

T T (P) inax c l z  + c2 y 

s.a B1x + Bay + w = b 

Então, o PLRC equivaleilte é obtido definindo-se: 

1.5 Relações com outras abordagens 

Esta seção correlaciona o problema de programação linear em dois níveis aos pro- 

blemas de otimização bicritério e de Stackelberg. Estas duas outras form~ilações 

também consideram múltiplos objetivos e são frequentemente associadas a PLDN. 

1.5.1 Programação bicritério 

A programação bicritério procura determinar um compromisso siinultâneo entre 

dois objetivos, considerados sob um mesmo conjunto de restrições. No caso linear, 



o problema de programação bicritério é forinulado como: 

(PLBC) max (cTz, dTz) 

s.a Az 5 a 

z > o 

onde a, c, d, z são vetores e A é uma matriz. 

Associado a PLBC não existe o conceito de solução ótima, mas de solução efi- 

ciente (ou Pareto-ótima), entendida como uma solução viável que não pode ser 

siinult aileaineilte melhorada pelos dois objetivos. Mais precisamente, define-se: 

Definição 1.5.1 Uma solução eficiente (ou Pareto-Ótima) para PLBC é u m a  

solução viável z* tal que, para cada outro ponto z viável, acontece um dos seguintes 

casos: 
T T T *  T T *  

C z < cTz*, OU dTz < dTz*, ou C z = C z e d z = d z 

Ao contrário, se z* e z viáveis não satisfazem u m  destes casos, diz-se que z* é u m a  

solução dominada  por z. 

O próprio conceito de solu@o eficiente mostra que não se considera em PLBC 

uina hierarquia entre os objetivos. Na verdade, supõe-se que eles sejam de uin único 

decisor ou grupo harmônico de decisores. 

Uina coilhecida caracterização para sol~ições eficientes (ver Zeleny [129]) é dada 

a seguir: 

Teorema 1.5.1 Uma solução z* é eficiente para PLBC se, e somente se, existe 

X E (O, 1) tal que z* é solução Ótima do problema 

max XcTz + (1 - X)dTz s.a Az 4 a ,  z 2 O 

Vários traball-ios procuram estabelecer relações entre PLDNP e o PLBC definido 

pelas funções objetivo do líder e do seguidor. 

Ein 1983, Bard [6, seção 21 afirma equivocadamente que toda solução (z*, y*) de 

PLDNP é solução do problema paramétrico 

max ~ ( c y z  + c;y) + (I - ~ ) d ~ y  

s.a Aiz +A2  5 a 

~ > O , Y > O  



para uni certo X E (O, 11. Tal constatacão o leva a coilcluir que uma solução de 

PLDNP é eficiente com respeito às funções objetivo do primeiro e segundo níveis. 

Esta coilclzisão é reafirmada por Bard [10, corolário 41 em um trabalho do ano 

seguinte. 

Üiilü [113] mostra, em 1987, que o resultado de Bard não é correto em geral e 

aponta como única excecão o caso onde X = 1 e PLDNP tem múltiplas soluções 

(ver [113, corolário 21). Entretanto, em 1988, Caildler [38] apresenta outro contra- 

exemplo numa situação diferente. Em 1989, Weil e Tsu [122, teorema 31 supõem 

provar que iiina solução de PLDNP é eficiente quando cTd > 0, isto é, ytiando os 

vetores de coeficientes da variável y nas fuilcões objetivo do primeiro e segundo 

níveis definem um ângulo agudo. Esta condicão também não é válida. 

Na verdade, Marcotte e Savard 1841 verificam que uma solução de PLDNP só é 

garaiitidameilte Pareto-ótima para as funções do líder e do seguidor, se c2 = kd para 

algum k > O. Este resultado esclarece que iião existe uma correspoiidêilcia direta 

entre PLDN e o PLBC associado. O exemplo a seguir ilustra esta observaqão. 

Exemplo 1.5.1 

(EG) max fi(z,y) = -x+2y  

s.a z 2 O, y solução de 

max f2(x, Y) = -Y 

s.a z - 9 5 0  

0 5 ~ 5 2  

O coiijuiito viável de (EG) e o coiljuilto de soluqões eficientes são dados respec- 

tivamente pelos segmentos A B  e AC na figura. Verifique-se, então, que a única 

solucão simultaiieaineiite viável para (EG) e eficiente com respeito às f~~ilções do 

líder e do seguidor encontra-se no ponto A, que correspolide a pior solução possível 

para o problema de dois iiíveis. Por outro lado, a solução ótima de (EG), dada pelo 

poilto B, não é eficiente. De fato, ela é dominada por todos os pontos da  região 

poiltilhada. 

Em particular, a solução de (EG) é domiliada por todas as soluções eficientes do 

intervalo [C, D]. Em um extremo (ponto C) o valor da função objetivo do primeiro 



nível é iacremeiitado e o valor da função objetivo do segundo nível se inantéin. No 

outro extremo (ponto D) acontece o inverso. Nos pontos intermediários, ainbas as 

fuiições são mellioradas. De qualquer modo, se o líder e o seguidor acordarem em 

escolher uma solução em [C, D], ileillium dos dois estará perdendo. 

Considerando estas hipóteses de cooperação entre os dois níveis, Wen e Hsu [I211 

e Wen e Liii [I241 propõem algoritmos para eiicoiitrar solu~ões eficientes "inelliores" 

que a solução de PLDNP. 

1.5.2 Jogos de Stackelberg 

O problema estático de Stackelberg [I031 é um problema da teoria de jogos, onde 

dois agentes procuram otiinizar seus objetivos individuais, sujeitos a coiljuiitos in- 

terdependentes de restrições. O jogo é sequencial e a ordem é especificada a priori. 

O primeiro jogador, o líder, escolhe sua estratégia e espera a reação do segundo jo- 

gador, o seguidor, que tem seus moviineiltos influeiiciados pela escolha do primeiro. 

Maiores detalhes podem ser encoiitrados em Simaaii e Cruz [101, 1021. 

No caso liilear, o problema é formulado como: 

(PES) inax cTx + cFy(x) 
x 

s.a ~ l x  f Bzy(x) I b 

x 2 0, y(x) solução de 

max dTy 
Y 

s.a Alx f A29 < a 

y > o  

onde y(.) é uma aplicação que mapeia x em um ponto 

Dado que a soluqão de PES depende da aplicação y(.), alguns autores (p.e. 

Shimizu et  al. [100]) afirmam que este problema é mal-posto. Para contorilar tal 

dificuldade, costuma-se assumir que o problema do seguidor tem solução única para 

todo x. 

Alterilativameiite, duas variantes de PES são definidas quando se coiisidera que o 

líder conhece todo o colijuiito Y (x) de soluções do seguidor e não apenas um elemento 

y(x). Estas forinulações originam respectivamente o problema forte (PESF) e o 



problema fraco (PESf) de Stackelberg, descritos a seguir (ver Loridan e Morgail 

[sol 1 . 
T T T T (PESF) max max cl x + c2 y 

x 
(PESf) max niin cl x + c2 y 

Y x Y 

s.a Blx + B2y 5 b s.a B1z + B2y 5 b 

x 2 O,  y  solução de x 2 O,  y  solução de 

inax dTy max dTy 
Y Y 

s.a Alx + Azy 5 a s.a Alx + Azy < a 

y 2 0  y 2 0  

Note-se que PESF corresponde exatamente a PLDN. Por isso mesmo, PLDN 

é muitas vezes descrito como um jogo de soma não zero com as características 

mencionadas no início desta subsecão. 

Na verdade, PES, PESF e PESf enquadram-se dentro do modelo geral de pro- 

blemas em dois níveis (1. l), apresentado no início do capítulo. O primeiro problema 

é definido por T(x) = {y(x)}. Já os outros dois correspondem exatamente aos casos 

cooperativo (1.2) e não cooperativo (1.3). Quando a solução do seguidor é única 

para todo 2, ou seja, Y(x) é um coiijuiito unitário, os três poblemas coiiicidein. 

Modelos de programação linear em dois níveis têm sido usados para descrever diver- 

sas aplicações práticas. A estrutura multinível se adequa bem à formulagão de pro- 

blen~as que eilvolvem um processo de decisão hierárquico. Entre as várias aplicações 

existeiites na literatura destacam-se as seguintes. 

O problema de projeto de redes (network design problem) está relacionado à 

modificação de um sistema de transporte, pela adição de novos camiill-ios OLI a ine- 

lhoria de ligações já existentes. Uma formulação em dois níveis para este problema 

é proposta por LeBlaiic e Boyce [78] e depois generalizada por Beii-Ayed et al. 

[22]. Uma nova formulacão é apresentada por Ben-Ayed et al. [21] para resolver o 

problema em uma rede real específica. Marcotte [81], Friesz et al. [57], Marcotte e 

Marquis [83] e Suh e Kim [I051 também usam modelos em dois iiíveis para abordar 

problemas de projeto de redes com restrições de equilíbrio. Migdalas [86] analisa 

ambos os problemas meilcioilados e descreve várias possibilidades de solucão. 



Ainda na área de redes, Floriaii e Clieil [52, 53, 461 estudam o problema de es- 

timação de matrizes de demanda de fluxo entre pontos origem e destino. Tobin e 

Friesz [I071 e Friesz e t  al. [56, 581 consideram problemas de localização de facili- 

dades. Zhaiig e Zl-iu [I301 e Wolf e Sineers [I281 aplicam modelos de dois iiíveis para 

dimensioiiar redes de escoamento de fluidos, onde a topologia já está definida, mas 

é preciso determinar os diâmetros dos canos a serem usados. 

A programação em dois níveis também tem sido empregada no planejamento 

de políticas ótimas nos setores elétrico e agrícola. No primeiro caso, citem-se os 

trabalhos de Savard [98], Haurie e t  al. [61] e Hobbs e Nelson [67] e, no segundo, 

os de Caiidler e Nortoii [40, 411, Caiidler e t  al. [39], Fortuiiy-Ainat e NIcCarl [54], 

Parraga [96], Bisscliop et al. [28], 0iial [93] e 011al e t  al. [95]. 

Problemas de gerência, adiiniiiistração e plaiiejamento na área goveriiaineiltal 

são coiisiderados por Cassidy e t  al. [43], Kylaiid [76], deSilva [50] e Bard e t  al. [15]. 

No setor privado, este tipo de problema é abordado por Burton e Obel [33] e Bard 

[8], na coordeiiação de firmas multisetoriais; por Miller e t  al. [87], lia localização de 

pontos de entrega em domicílio; por Parraga [96] e Wen e Jiang [123], no sistema 

fiiianceiro. 

No campo ecoiiôinico aparecem diversas aplicações, em particular aquelas associ- 

adas ao problema estático de Stackelberg. Entre as referências estão Fortuny-Amat 

e McCarl [54], Friedmaii [55], Weii [I191 e Dempe [49]. 

Fiiialineilte, podem-se ineiicioiiar trabalhos lia área militar (Brackeii e t  al. [29] 

e Brackeii e McGill [30, 31, 321)) em eiigeiiharia (Stavroulakis e Gume1 [I041 e 

Herskovits e t  al. [65]) e lia indústria (Nicliolls [91, 921). 

Embora alguiis dos traballios citados não coiisiderem apenas formulações linea- 

res, uma alteriiativa para a obteiicão de soluções aproximadas encontra-se muitas 

vezes na liiiearização do modelo origiiial. 



Capítulo 2 

Algoritmos existentes 

Este capítulo destina-se a apreseiitar os principais algoritmos que existem na lite- 

ratura para resolver PLDN local ou globalmente. Cada seção descreve um grupo 

de algoritinos construídos sobre uma idéia ou estratégia comum, relacionada a: (i) 

eii~meração de vértices, (ii) complemeiltaridade linear, (iii) branch-and-bound, (iv) 

fuiições de penalidade, (v) coilvexidade reversa e (vi) métodos de pontos interiores. 

Antes dos algoritmos, a primeira seção estuda a complexidade de PLDN. 

2.1 Introdução 

A dificuldade em se resolver PLDN pode ser deduzida da coilstatação de que todo 

problema de programação inteira 0-1 pode ser formulado como um problema linear 

em dois níveis, conforme seção 1.4. Assim, problemas de programação 0-1 recoill-ie- 

cidamente difíceis, como o problema da mochila, são casos particulares de PLDN. 

Alguns trabalhos têm se dedicado a estudar a complexidade teórica de PLDN. 

Um dos primeiros esforços nesta direção foi empreendido por Jeroslow [71], que 

mostra ser PLDNP um problema NP-difícil. Demoiistrações mais coiicisas deste 

resultado são apresentadas em seguida por Beil-Ayed e Blair [20] e Bard [ l l ] .  Em 

liillias gerais, isto significa que é pouco provável a existêiicia de um algoritino poli- 

iiomial para resolver o problema. Mais ainda, não se espera que a obtenção de 

&-soluções para PLDN possa ser feita em tempo polinomia1 no tamaiiho do pro- 

blema e em E.  Esta é a coiiclusão decorrente de um resultado estabelecido por 

Hailseil e t  al. [60, corolário 3.21. 

Mais recentemente, Vicente et  al. [I171 mostram que mesmo a verificação de 

otimalidade local em PLDN é NP-Difícil. Além disso, Calamai e Viceiite [34] apre- 



sentam uma técnica para gerar problemas lineares em dois níveis coin um ilúinero 

expoileilcial de ótimos locais. 

Toda esta dificuldade em se resolver PLDN tem motivado a proposicão de uma 

variedade de métodos imnéricos de solução. Seguindo-se Hanseii e t  al. [GO] e Viceilte 

e Calamai [116], nas seções seguintes procura-se agrupar estes procedimentos, de 

acordo com suas características centrais. Esta classificação, porém, não é rígida, já 

que existe sempre alguma iatersecão de idéias entre grupos distintos. 

Para cada classe de algoritmos, sua característica básica é apresentada e um ou 

dois representantes são descritos com maiores detalhes. A escoll-ia destes algoritmos 

teve como base os seguintes critérios: a frequência com que são citados lia literatura 

e a sua utilização c01110 referência no decorrer deste trabalho. 

É importalite observar em cada caso quais são as hipóteses consideradas. Adi- 

ante-se que a maioria dos algoritmos supõe alguma condicão de compacidade e que 

a totalidade deles não trata o caso oiide PLDN é ilimitado. 

2.2 Enumeraqão de pontos extremos 

De acordo c0111 os teoreinas 1.2.3 e 1.2.4, uma solucão de PLDN, se existir, está em 

um ponto extremo de seu conjunto viável V, que é um vértice do conjunto relaxado 

W .  Sendo assim, uma estratégia para se resolver PLDN é pesquisar os vértices de 

W , Dois procedimentos que empregam esta estratégia são descritos abaixo. 

2.2.1 K -ésimo melhor vértice 

Bialas e Karwail [24, 261 propõem um algoritmo para resolver PLDNP globalineilte, 

sob as hipóteses de coinpacidade do coiljuilto viável relaxado W = {(x, y )  > O : 

Alx + A2y 5 a )  e de solucão única do problema do seguidor 

para cada x 2 O ([26, pág. 10131). O procediineilto, designado K-ésimo melhor, 

consiste em enumerar os vértices de W ,  conforme a ordenação dada pela função do 

líder, até obter um ponto extremo do conjunto viável V. 

2 2 Seja (xl, yl), (x , y ), . . . , (xp, yP) uma ordenação dos vértices de W,  oiide 



A luz do corolário 1.2.2, resolver PLDNP é equivalente a determinar o menor índice 

k tal que (ak, y" seja viável para PLDNP, ou seja, 

k = inin i E 1 ,2 , .  . . , p }  : E V } .  '0 
Assim, deve-se ei~coiltrar a k-ésima melhor solugão extrenia do problema relaxado 

(PR), que é definido pelo máximo da função do líder fi sobre o conjunto TV. 

É possível mostrar que a k-ésirna melhor solução extrema de (PR) é adjacente 

a alguin vértice (zi, yi) para i E {1,2,. . . , k - 1) (Shiinizu et al. [100, proposicão 

5.3.41). Usando este resultado, Bialas e Karwan [26] apresentam o seguinte algo- 

ritmo, onde T representa o conjunto de vértices a avaliar e T, os vértices já avalia- 

dos. 

Algoritmo (Bialas e Karwan [26]) 

Passo 1 Resolva o problema relaxado (PR) via método siinplex, obtendo unia solu- 

ção extrema (zl, yi). Faça i = 1, T = {(zi, yi)} e T = 8. Vá para o passo 

Passo 2 Resolva o problema do seguidor p(xi) via método simplex, obtendo iji. Se 

iji = Yi, então (zi, yi) E V e é solução ótima de PLDN; pare coin k = i .  

Senão, vá para o passo 3. 

Passo 3 Seja T~ o subcoiljuiito de vértices (z, y ) de W, adjacentes a (zi, yi) , tais que 

fl(z,  y) 5 fl(zi,yi). Faça T = T U  {(zi, yi)) e T = (TU T ~ )  \ T. Vá para 

o passo 4. 

Passo 4 Faça i = i f 1 e escolha (zi, yi) E arg inax{fl(z, y) : (z, y) E T}. Volte para 

o passo 2. 

A coilvergêilcia do algoritmo é clara, pois o ilúinero de vértices de W é finito 

e cada vértice é coilsiderado no máximo uma vez. Sua otimalidade decorre do 

corolário 1.2.2. 

Observe-se que o procedimento acima não coiisidera o caso iiiviável, embora os 

autores não assumam uma hipótese garantindo a existêilcia de solução. A iilviabili- 

dade de PLDNP seria detectada após a iilvestigação de todos os vértices de W. 



Este algoritino pode ser também aplicado ao probleina com restrições no priineiro 

nível PLDN (Shiinizu et  aí. [100, seção 16.3.11). Mais ainda, a hipótese de solução 

única do seguidor pode ser descartada. Neste caso, a coiidi@.o Yi = yi do passo 2 

deve ser substituída por dTYi = dTyi. Também a hipótese de coinpacidade de W 

pode ser relaxada, pedindo-se apenas que (PR) não seja ilimitado. 

Poucas experiências computacioilais com problemas gerados aleatoriamente são 

relatadas por Bialas e Karwan [26]. Mesmo assim, os autores observam que o de- 

sempenho do algoritino é fortemente iilflueilciado pela posição relativa da solu@,o 

de (PR) com respeito à solução de PLDN. 

2.2.2 Pesquisa de bases otimais do seguidor 

Caildler e Towilsley [42] sugerem um algoritino para encontrar soluções globais de 

PLDNP, realizando uina enuinera@io implícita das bases otiinais do problema do 

seguidor P(s). A hipótese considerada é de que P ( z )  possua solu@o única para 

cada s 2 O ([42, pág. 611). Na verdade, nota-se, no desei~volvimei~to do trabalho, 

que os autores também assumem PLDNP não ilimitado. 

Como Candler e Towiisley [42] traball-iain com restrições de igualdade, vai-se 

supor que o problema do segundo nível é 

Sem perda de generalidade, considera-se que a variável y iilcorpora as variáveis de 

folga por ventura existentes. Caildler e Townsley 142, pág. 621 assumem que A2 

teill-ia posto cheio. 

Por ser um probleina linear, P(z) tein solução ótima em um vértice de W(x) = 

{y > O : A2y = a - Ais). Assim, algum ótimo de PLDNP, se existir, está associado 

a uma subinatriz básica de A2. 

Sejam, então, B uina base da matriz A2 e dB, y~ as partes de d ,  y correspondentes 

a B. Se B é uma base ótima de P (x )  para algum x, eiltão 

Além disso, sendo B unia base viável, deve-se ter 



Observe-se que apenas a condição de viabilidade (2.2) depende do valor de x, 

diferentemente da condição de otimalidade (2.1). Assim, dada uma base B satis- 

fazendo (2.1), toda solução do seguinte probleina é viável para PLDNP. 

PR(B) inax cTx + 
X,YB 

s.a Alx + ByB = a 

x 2 0 , ~ ~  2 o 

Além disso, como já ineilcionado, pelo menos uma solução ótima de PLDNP, se 

existir, está associada a uina base B que verifique (2.1). Logo, tal solução é dada 

por uin ótimo de PR(B). 

A partir destas constatações, Candler e Townsley (421 propõem uin método que 

enumera iinplicitainente todas as bases de A2 satisfazendo a condição de otiinalidade 

(2.1). Na descrição formal do algoritmo, os autores assumem que PLDNP não seja 

ilimitado ([42, pág. 711). Isto garante a mesma condição para PR(B) para todo B 

que satisfaça (2.1). 

O algoritino começa com uma base B de A2 = [B N] que satisfaça (2.1). Então, 

aplica-se o método siinplex ao problema linear PR(B). Na verdade, o quadro siinplex 

é forinado com todas as variáveis (x, y), inclusive as variáveis associadas à matriz 

N,  que são mantidas como não básicas. 

Caso PR(B) tenha solução, a partir dos custos reduzidos do quadro ótimo é 

possível deteriniimr o conjunto Ti, de colunas não básicas de A2, que podein incre- 

ineiitar o valor corrente da f ~ ~ i q ã o  objetivo ao entrar na base. De forma siinilar, 

se PR(B) é inviável, os custos reduzidos do quadro final da fase I do siinplex são 

~isados para encontrar o conjunto T2, de colunas não básicas de A2, que podein 

reduzir a inviabilidade. Por outro lado, considerando-se o processo enuinerativo, a 

definição dos novos conjuntos Ti e T2 deve levar em conta sues valores anteriores. 

Desta forma, a enumeração a partir de B fica restrita às bases satisfazendo Ti n T2. 

Para verificar se um subconjunto C C TI n T2 de coluilas não pode fazer parte 

de uina base satisfazendo (2. I ) ,  o algoritmo resolve o dual do probleina do seguidor 

com as restrições relativas às colunas em C forçadas a serem igualdades. Se este 

problema é inviável, não existe base formada a partir de C. 

A escolha do subconjunto C C TI n T2 a ser testado é realizada através de um 

problema inteiro 0-1. Caso C não verifique o teste descrito acima, u111a restrição 



proibindo a escolha deste conjunto é incluída no problema inteiro 0-1. Uma solução 

para o novo problema é gerada ou se verifica sua iilviabilidade. Este seguiido caso 

implica a 11.50 existêiicia de um subcoiljuiito de TI n T2 que possa geras uma base, 

fiilalizaildo o processo eiluinerativo. 

Candler e Towilsley [42] não reportam experiências coinputacioimis com o algo- 

ritmo. Estretaiito, Baid [6] verifica que seu desempeiilio é pior, qiiaiido comparado 

ao procedimento da subseção ailterios. 

2.3 Complementaridade linear paramétrica 

Jiídice e Faustiilo [73] apreseiltain um procediineiito que fornece E-soluções globais 

de PLDNP, resolvendo uma sequêilcia de probleinas paramétricos de complemeiltari- 

dade linear. Os autores assumem que PLDNP seja não ilimitado, como se percebe 

adiante lia descricão do algoritino. 

Os problemas de complemeiltaridade linear se origiiiam da reformulação (P), 

vista na seção 1.3 e reescrita a seguir para o problema sem restrições no primeiro 

nível. 
(P) max 

A idéia é substituir a fuiição objetivo de (P) pela restrição 

onde X é um parâmetro a ser iiicreineiitado iterativamente. Assim, gera-se o seguinte 

problema de coinpleinentaridade linear paramétrico: 

Na verdade, observe-se que este problema é mais geral do que o problema de com- 

pleineiitasidade linear padrão, pois ilão há restricão de coinpleineiitasidade para 

algumas variáveis. 



Um ótimo global (x*, y*) de PLDNP, se existir, é dado pela solução de PCL(A*), 

onde A* é o maior valor de A tal que PCL(X) tem solução. Para encontrar unia 

E-solução global, ou seja, uma solução viável (x, y) satisfazendo 

o método proposto começa determiiiaiido uina solução (xO, yO) do problema obtido 

de PCL(A) com a retirada da restrição wo = cFx + c;y - A .  Por coiiveiliêilcia, este 

problema inicial é denotado por PCL(Ao), onde Ao = cTxO + cTyO. Ele corresponde 

a eiicontrar uma solução (xO, yO) viável para PLDNP. 

A partir de PCL(Ao), resolve-se uma série de problemas PCL(Ak), k > 1, onde 

{Ak) é uma sequêilcia crescente, definida por 

sendo (x"', yk-l) uma solução de PCL(An-l) e y um escalar positivo. 

O método termina quando, em uma iteração k, o problema PCL(Ak) não tem 

solução. Quando isto acontece, por (2.3), tem-se que 

f1(x*, y*) = csx* + c;y* < h. 

Assim, da expressão (2.4)) segue-se que 

Portanto, 
k-1 k-1 k-1 k-1 

0 5 f l ( l ~ ' * , ~ * )  - f l b  , Y  ) < ~ l f l ( ~  , Y  )I, 

implicando que (&I, yk-l) é uma &-solução de PLDNP para 

Na prática, tomando-se y > O bem pequeno, esta solucão acaba sendo um ótimo 

global. Por outro lado, esta opção pode fazer o algoritmo avaiqar mais lentamente. 

Algoritmo (Júdice e Fautiilo [73]) 

Passo O Faca k=O. 

Passo 1 Resolva PCL(Xk). Se não existe solução, vá para o passo 2. Senão, seja 



k k  (xk, yk) a solução obtida. Faça Xk+i  = fl(xk, yk) + 71 fl(x , y ) I ,  para 7 > O 

fixo. Faça k = k + 1 e repita o passo 1. 

Passo 2 Se k = O, PLDNP é iilviável. Senão, (xk-I, yk-l) é uma E-solucão de 

PLDNP, com E = 7 1 f l(xbl, yk-l)1. 

Como se vê, este algoritmo não considera o caso ilimitado, conforme rneilcioiiado 

no início da seção. Neste caso, o probleina PCL(X) teria solução para todo X 2 Ao. 

A eficiência coinputacioilal deste procedimento depende fortemente de como os 

problemas PCL(Xk) são solucioilados. Embora existam algoritinos para resolver 

o probleina de complemeiltaridade linear tradicioiial (ver Murty [gol), eles não se 

aplicam diretamente a PCL(Xk). Júdice e Faustiiio [73] deseilvolvem, então, um 

método eilumerativo híbrido para este fim. 

Tal processo eilumerativo pode ser visualizado através de uma árvore biilária, 

onde cada ramo é obtido fixando-se em zero uma variável de v = (u,, v) ou de 

w = (w, y). O nó inicial corresponde ao sistema linear obtido do probleina PCL(Ak) 

sem as restições de coinplemeiltaridade. Cada iió subsequeilte está associado ao 

sistema relativo ao seu nó ailtececessor, acrescido da restrição vi = O ou w, = 0, 

conforme seja a variável fixada que lhe originou. 

Para se encontrar uma solução desse sistema, considera-se, na verdade, o pro- 

blema mil1 vi ou mil1 wi sujeito ao sistema de equacões lineares do nó precedente. 

Caso o valor ótimo do probleina seja positivo, o sistema não tem solução e, por 

coilseguiiite, não é preciso ramificar o nó. O processo termina quando esta situação 

acontece para todos os nós da árvore. Heurísticas baseadas em Al-Khayyal [I] são 

empregadas em cada nó para reduzir o ilúinero de subprobleinas gerados. 

Júdice e Faustino [73] apresentam testes coinputacioiiais usando problemas de 

pequeno e médio porte com estrutura esparsa. Para os problemas testados, seu 

procediineilto mostra-se mais eficiente que o algoritmo de Bard e Moore [13], descrito 

na próxima seção. 

Vale a pena mencioiiar que o algoritmo de Júdice e Faustino [73] é uma inodi- 

ficacão do algoritino PCP (Parametrzc Complementary Pivot) ,  proposto por Bialas 

et al. [27, 261 para resolver PLDNP. Na verdade, Ben-Ayed e Blair [20] inostrain 

que o algoritino PCP não encontra sempre um ótimo global do problema. 



A possibilidade de PLDN possuir ótimos locais sugere a aplicação de algoritinos 

eiluinerativos, como visto lias secões aliteriores. Alguns desses processos se asseme- 

lham a procediineiitos tipo branch-and-bound, que é um método geral de otimização 

global (Horst et  al. [68, seção 3.71). 

Nesse método, o conjunto viável é dividido subsequei~cialmente em partes cada 

vez mais refinadas (branching). Ein cada subconjunto, é calculado um limite superior 

para o máximo da função objetivo (bounding). Caso o limite superior seja menor 

que um limite inferior disponível, o subcoiijuilto iião precisa ser particioliado, pois 

não contém o ótimo do problema (prz~nnin~).  

Um processo branch-and-bownd pode ser visualizado através de uma árvore de 

busca. O iió inicial dessa árvore está associado ao probleina-alvo, e os descendentes 

de um nó correspoiidem a subproblemas definidos pela partição do conjunto viável 

relativo a esse nó. 

Nesta seção, dois algoritmos tipo branch-and-bound são descritos. O primeiro 

deles resolve a reformulação (P), e o segundo trata PLDN diretamente. 

2.4.1 Fixacão de variáveis complementares 

Bard e Moore [13] sugerem um método para resolver globalmente um problema 

liiiear-quadrático em dois níveis onde as restricões do líder só dependem da variável 

s .  O algoritino proposto pode ser aplicado a PLDN (Sl-iimizu et  al. [ l O O ,  seção 

l6.3.2]), sob as mesmas hipóteses origiiiais, quais sejam: coinpacidade do conjunto 

viável relaxado e reposta única do seguidor para cada s > O (Bard e Moore [13, pág. 

2821, Shimizu et  al. [100, pág. 3921). 

O método considera a formulação equivalente a PLDN dada por: 

T T (P) max clx + c2y 

s.a Blz  + B2y 5 b 



A idéia básica é tratar as restrições não lineares (2.11) através de um procedimento 

tipo branch-and-bound que enumera implicitamente todas as solu@es viáveis coin- 

pleinentares. 

A estratégia de ramificacão (branching), bastante simples, coilsiste em fixar em 

zero uma das variáveis (u,, v)  ou sua complementar em (w, y ) .  Assim, cada sub- 

problema é definido por (P) com algumas variáveis ideiiticameilte iiulas. Um limite 

superior para cada subproblema é dado pelo valor ótimo da relaxação linear que des- 

considera as restri~ões de compleineiltaridade (2.11). Se a solucão obtida também 

satisfaz (2.11), ela é viável para PLDN e fornece um limite inferior para o problema. 

Na descricão do algoritino, a seguinte ilota@o é empregada. Por conveiliêilcia, 

define-se v = ( I A ,  v) e w = (w , y) ,  de modo que a variável vi seja complementar a 

wi para todo i E I = {1,2, . . . ,ma f na). O subproblema corrente, onde algumas 

variáveis vi ou wi são ilulas, é identificado pelos conjuiitos 

Usa-se também uma lista L dos índices em I+ U I-, ordenada conforme a sequência 

em que as variáveis foram fixadas. Finalmente, considera-se F* = fl(z*, y*), onde 

(z*, y*) é a melhor solucão encontrada. 

Algoritmo (Bard e Moore [13]) 

Passo O (Iilicializacão) Faca I+ = I- = 0, I' = I, L = 0 e F* = -00. 

Passo 1 (Iteracão) Considere o problema (2.5)-(2.10) com vi = O para todo i E I+ 

e wi = O para todo i E I-. Se este problema é iilviável, vá para o passo 5. 

Seiião, seja (a, G ,  ü) uma solucão. 

Passo 2 (Teste de otiinalidade) Se fl(a,  y) 5 F*, vá para o passo 5. 

Passo 3 (Ramificacão) Se viwi = O para todo i E I, ( 5 ,  w, ü) é viável para (P) : vá 

para o passo 4. Senão, seja i. E argmax{viwi : i E I'); faca I+ = I+ u {io), 

I' = I' \ {io) e acrescente i. ao final da lista L; volte para o passo I .  

Passo 4 (Atualizacão) Faca (z*, y*) = (a, y) e F* = fi(x*, y*). 

Passo 5 (Backtracking) Se L C I-, então todos os subproblenias já foram coilside- 

rados; vá para o passo 6. Senão, volte ao subproblema mais recente que 



ainda deve ser pesquisado, determinando o último elemento il de L tal 

que il E I+; seja L os elementos de L depois de il; faça I f  = I+ \ {i1), 

I -  = I -  U {i1) \ 1, I' = I' U L; volte para o passo 1. 

Passo 6 (Término) Se F* = -m, então PLDN é inviável. Senão, (z*, y*) é solução 

ótima de PLDN. 

Observe-se no passo 3 que a regra usada para ramificação consiste na escolha 

da máxima folga compleinentar viwi > O e na fixacão de vi = 1. Note-se também 

que os elementos são acrescidos no final da lista L. Desta forma, ao se chegar ao 

passo 5, o último eleinento em L que pertence a I+ está associado ao subproblema 

mais recente que é viável (passo I), cujo limite siiperior é maior que F* (passo 2) e 

que ainda viola uma condição de complementaridade (passo 3). Estas observações 

esclarecem a escoll-ia de il no passo 5. 

A coinpacidade do coiljunto viável relaxado, definido por (2.6)-(2.8), é usada 

para assegurar a boa definição do passo I. Assim, garante-se também que PLDN 

não seja ilimitado. Já  a hipótese de solução única do problema do seguidor para 

cada z é necessária na demonstração de que o algoritmo encontra um ótimo global 

de PLDN (Sliiinizu et al. [100, proposição 16.3.11). 

Outros algoritinos que também utilizam procedimentos tipo branch-and-bound 

para tratar as restrições de coinplementaridade são apresentados por Fortuny-Amat 

e McCarl [54] e Bard e Falk [12]. No primeiro trabalho, os autores usam a refor- 

inulação de (P) dada pelo problema de prograina@io linear 0-1 mista (PI), descrito 

na secão 1.3. Neste caso, um procedimento branch-and-bound padrão para este tipo 

de problema é usado. 

Já  Bard e Falk [12] utilizam o modelo (PS), também visto na seção 1.3, que 

define um problema de prograinação não convexa separável. Então, determinam um 

poliedro contendo a região viável do problema e aplicam um procedimento branch- 

and-bound que subdivide este poliedro em subcoi~juntos disjuntos. Um limite su- 

perior para o problema é dado pela inaximização da função do líder sobre cada 

subconjunto e a escoll-ia do maior valor obtido. Uin teste de otimalidade verifica se 

a solução gerada é um ótimo global para a aproximação linear por partes do pro- 

blema separável. Se o teste falha, o subconjuiito correspondendo ao iilaior limite 

superior é subdividido em dois ou três poliedros e o processo continua. 



2.4.2 Eliminaqão de variáveis do seguidor 

Hanseil et al. 1601 deseilvolvem um algoriino tipo branch-and-bound para resolver 

globalineilte o problema PLDN, cuja forinulação é reescrita abaixo. 

T T (PLDN) max fl (z, y) = cl z + c2 y 
X,Y 

(2.12) 

s.a Blz f B2y < b (2.13) 

z > O,  y solução de (2.14) 
T max fi(z, y) = d y 

?.I 
(2.15) 

s.a Alz f A2y < a (2.16) 

Y > O  (2.17) 

Hanseii et al. [60, pág. 11951 assumem que o conjunto definido pelas desigual- 

dades em (2.14), (2.16) e (2.17) seja compacto. Esta condicão também garante a 

coinpacidade do coiljuiito viável relaxado W,  que é definido pelas mesmas restricões 

juiltameilte com (2.13). Embora afirmem que esta hipótese é considerada por sim- 

plicidade, os autores não apreseiitam ileillmma indicacão de como tratar os casos 

ilimitados. 

A estratégia básica de ramificação (branching) consiste na escoll-ia de restricões 

do seguidor que devein ser tomadas como igualdades. Assim, geram-se subprobleinas 

de PLDN, onde algumas variáveis yj foram eliminadas. Um limite superior para o 

valor ótimo de cada subproblema é obtido através da solucão do problema relaxado 

(PR) defindo pelas variáveis restantes. 

Para fuiidameatar sua estratégia de ramificação, Haiiseil et al. derivam condicões 

necessárias de otiinalidade, expressas em termos das restricões que devem ser ativas 

na solução do problema do seguidor para cada z fixo. Neste sentido, para cada unia 

das 1n,2 + n2 restricões do seguidor (iiicluiildo as de não negatividade) eles associam 

uma variável binária ai, tal que ai = 1, se a i-ésima restricão deve ser ativa, e 

ai = 0, caso contrário. Então, estabelecem a segriinte propriedade, que é básica 

para o deseilvolvimeilto do algoritino. 

Teorema 2.4.1 Toda solução viável para PLDN verifica o seguinte conjunto R de 

relações para j = 1,2, . . . ,122. 



No procedimento proposto, a ramificação é feita fixando-se uma ou mais variáveis 

ai em O ou 1. No caso mais simples, uma única variável é escolhida. Alternativa- 

mente, seleciona-se uma relação de (2.18)-(2.19), por exemplo ai, + ai, +. . . + ai3 + 
. . . > 1. Neste caso, a ramificacão é efetuada de acordo com a regra (ai, = 1) ou 

(ail = O e ai, = 1) ou (ai, = ai, = O e ai, = 1) e assim por diante. 

Quando se fixa ciii = 1, a i-ésima restricão do seguidor torna-se uma igualdade. 

Com isto pode-se eliminar uma variável yj da igualdade obtida. De fato, explicita-se 

yj em função das outras variáveis e substitui-se sua expressão nas restrições. Assim, 

gera-se uin sulsprobleina com menos variáveis. 

Quando se faz ai = O,  a i-ésima restricão do seguidor no subproblema obtido deve 

ser unia desigualdade estrita. Como é difícil trabalhar com variáveis estritamente 

positivas (de folga, no caso), vai-se substituir o problema do seguidor pelo seu dual 

com a i-ésiina variável fixa eni zero (isto deve acontecer pelo teorema de folgas 

complementares) . 

O conjunto R de relacões também muda, à medida que variáveis ai são fixadas. 

Se o subproblema é obtido pela ramificação ai = 0, exclui-se esta variável de todas as 

expressões (2.18)-(2.19). Caso o subprobleina seja gerado por ai = 1, as relações em 

R que incluem esta variável são eliminadas, pois as desigualdades são trivialmente 

satisfeitas. Por outro lado, novas relações podem ser obtidas com a eliminacão de 

variáveis y j ,  visto que os coeficientes das restrições se alteram. Finaliiiente, são 

descartadas as relações que se tornam redundantes. 

Alguns testes são usados no algoritmo para detectar se o subprobleina cor- 

rente não precisa sei ramificado. Sejam PR e ~ ( z ) ,  respectivamente, os problemas 

relaxado e do seguidor, definidos pelas variáveis que restaram no subproblema. 

Considere-se ainda o conjunto de relações correntes R. Os testes e as conclusões 

decorrentes são: 

(i) uma relação r,, E R não pode ser satisfeita, o dual de ~ ( z )  é inviável ou f>K, é 

inviável: o subprobleina também não possui soluções viáveis. Observe-se, no 

segundo caso, que a iilviabilidade do dual implica a mesma situação no primal, 

pela hipótese de compacidade considerada. 

(ii) PR não possui variáveis y ou sua solução é viável para PLDN: a solução do 



subproblema é igual a de m. Em particular, se esta solugão é viável para 

PLDN, ela fornece um limite inferior para o problema. 

(iii) O valor ótimo F da solução de PR é menor que um limite inferior disponível: 

a soluqão de PR não pode ser ótima para PLDN. 

Na verdade, no teste (iii), outro limite superior para o subproblema, mais forte 

que F, é usado no algoritmo. Este limite é determinado, como se descreve a seguir, 

através do cálculo de penalidades usuais em programação linear-inteira mista. 

Considere-se o problema linear PR com as restrições transformadas em igual- 

dades. Seja z o vetor de variáveis deste problema, ou seja, z é composto por x,  as 

variáveis y j  remanescentes e as variáveis de folga iiltroduzidas. As expressões da 

fuiiqão objetivo e das restriqões de m, com respeito a sua solução básica ótima 2, 

são dadas por: 

oiide J B ,  JN são OS índices das variáveis básicas e não básicas, C > O é o vetor de 

custos reduzidos e Ã é a matriz de restriqões expressa na base atual. Assim, a 

peilalidade para se ter z i  = O é 

isto é, pi = O (se i E JN) OU pi corresponde ao decréscimo em F com a retirada de 

.;z da base (se i E JB). 

Seja, então, 1-k E R uma relaqão que deve ser satisfeita pelo subproblema cor- 

rente, oiide rk = CiE Jk ai 2 1. Logo, pelo menos uma variável de folga zi (i E J k )  

deve ser zero. Sendo assim, um limite superior para o valor Ótimo do subprobleina 

é dado por 

Mais ainda, levando-se em consideração todo o conjunto R de relaqões que devem 

ser satisfeitas, obtém-se um limite ainda melhor 

-11 - F = F - inax ~ i n  pi. 
k: rkER Z E J ~  



Após estas explicações, pode-se fiiialmeiite descrever o algoriino de Hailseil et al. 

[60]. Destaque-se que, no subproblema corrente, PR e ~ ( x )  denotam respectiva- 

mente o problema relaxado e o problema do seguidor dados pelas variáveis reinanes- 

cent es. 

Algoritmo (Hailseil et al. [Gol) 

Passo 1 

Passo 2 

Passo 3 

Passo 4 

Passo 5 

Passo 6 

(Iiiicialização) Obteiiha uma solução inicial (xl,, yh) viável para PLDN 

com uma lieurística. Iiiicialize a melhor solução encontrada (x*, y*) com 

(xh, yh) e faça F* = fl(x*, y*). Se ilehuina solução lieurística pode ser 

encontrada, iiiicialize (ã*, y*) com um ponto arbitrário e faca F* = -00. 

Coiisidere todas as variáveis ai livres (i = 1 , 2 ,  . . . , ma + 7 ~ ) .  Faça R = 0 

e considere o problema corrente igual a PLDN. 

(Primeiro teste de otiinalidade) Resolva m, obtendo (a, y) . Se F* > 
f i  (c g), vá para o passo 13 (backtracking). 

(Primeiro teste de viabilidade) Resolva o dual de P(a). Se não existe 

solução viável, vá para o passo 13. 

(Teste de solução, parte I) Verifique se (Z, jj) é viável para o subprobleina 

corrente: resolva P (%), obtendo y"; se dTjj = dTy", então (5 ,  i) é viável; 

senão vá para o passo 6. 

(Teste de solução, parte 11) Verifique se (z, y) é viável para PLDN: resolva 

P(a) ,  obtendo jj; se dTjj = dTjj então (a, v) é viável; senão vá para o passo 

6. Atualize F* e (x*, y*) se fl(%, jj) > F*; vá para o passo 13. 

(Seguildo teste de otiinalidade) Calcule todas as penalidades p, associadas 

a variáveis de folga estritainente positivas lia solução ótima de m. Faça 

as outras penalidades pi iguais a zero. Então, para todo k tal que r k  E R, 

calcule 

n k  = ipiii pi 
Jk 

e determine 

II = inax n k .  
k  

Se F* > f l (Z, j j )  - II, vá para o passo 13. 



Passo 7 (Segundo teste de viabilidade) Se PR é iilviável, vá para o passo 13. 

Passo 8 (Primeiro teste de otimalidade condicioilal) Para cada i. tal que F* > 
fl (5,  y) - pi, fixe ai = O e atualize R. 

Passo 9 (Terceiro teste de otiinalidade) Se R contém uma relação r k  tal que a j  = O 

para todo j E Jk, vá para o passo 13. 

Passo 10 (Teste de otiinalidade relacioilal) Para cada yj que ainda aparece em 

f2(x, y), inclua em R relações tipo (2.18)-(2.19)) caso sejam i60 reduii- 

dantes. Retire de R todas as relações que se torilarem reduiidaiites. 

Passo I1 (Segundo teste de otiinalidade coiidicioilal) Se R contém uma relação r k  

tal que aj = O para todo j E Jk - {i), faça ai = 1. Elimine uma variável 

y j ,  inodificando o subproblema corrente e retorile ao passo 2. 

Passo 12 (Ramificação) Aplique a regra de rainificação selecionada de modo a esco- 

lher ou uma variável ai livre ou uma relação r k  E R onde todas as variáveis 

ai (i E Jk) estão livres. No primeiro caso, rainifiq~le c0111 a, = 1. No 

segundo, ramifique fazendo a primeira variável ai em rk igual a 1. Eliiniile 

uma variável yj, obtendo um novo subprobleina e retorne ao passo 2. 

Passo 13 (Backtracking) Se a rainificacão ocorreu em uma variável, determine a 

última variável ai = 1 escolhida para ramificasão; faça ai = O e torne 

livres todas as variáveis aj fixadas em O depois que a, foi fixada ein 1. 

Caso contrário, considere a última relação rk para a qual menos de I JkI 

rainos teiihaiii sido explorados; considere o próximo ramo. Se não existe 

tal variável ou relação, pare. Senão, atualize o subproblema corrente e 

retorile ao passo 2. 

Como se vê i10 passo 12, a regra de ramificação não está especificada. Hailsen 

et al. [60] testam sete diferentes opcões e apresentam resultados computacioaais 

coinparativos entre elas. 

Vale a pena notar que a hipótese considerada pelos autores é iinportante para 

garantir a existência de solução dos problemas m, ~ ( z )  e P(x)  e, consequeiiteineiite, 

a boa definicão do algoritino. 



2.5 Penalização de folgas complementares 

Esta seção apresenta dois algoritmos que pretendem resolver PLDNP globalmeiite, 

através da reforinula@o que peilaliza as restrições de folgas coinplemeiltares. O 

primeiro algoritino usa o parâmetro de penalidade implicitamente, e o segundo, de 

uma forma explícita, como nos métodos usuais de penalidade. 

Ambos os procedimeiltos apreseiitain problemas, que serão detectados e/ou con- 

tornados a partir dos resultados obtidos no capítulo 3. Por este motivo, descrevem-se 

agora apenas as idéias gerais destes algoritmos e volta-se a ailalisá-10s oportuiiaineilte 

no capítulo 5. 

2.5.1 Penalidade implícita 

0iial [94] propõe um procedimento para encontrar E-soluções globais de PLDNP, 

gerando ótimos locais do problema 

(P) inax c lx  +cTy 

s.a Alx + A2y + w = a 

x 2 o , y > o , w  2 0  
T A 2 u - v = d  

u . 2  0,v > o 
vTy = uTw = O 

Embora o autor não explicite qualquer hipótese para evitar que PLDNP seja iliiiii- 

tado, a descrição do algoritmo sugere que esta coiidição é assumida. 

Os ótimos locais de ( P )  são obtidos a partir do problema peiializado 

que peiializa as condições de complemeiitaridade através de um parâinetro A4 2 O. 

A seguinte defiiii@o é introduzida por 0ild [94]: 



Definição 2.5.1 Uma solucão local estável do problema penalizado P(Ad) é u m a  

solução viável tal que (i) maximiza localmente (2.20), e (ii) tanto o ponto solução 

quanto o valor da função objetivo não se alteram para qualquer h!! > Mo, para algum 

valor sz~ficientemente grande AJO. 

0nal [94, proposição 11 mostra que o t emo  de penalidade se anula em uma 

soluqão local estável. Assim, uma solução local estável é um ponto viável para (P). 

Mais ainda, trata-se de uma solução local deste problema, como será demonstrado 

na seção 3.3. 

O algoritino proposto por 0im1 [94] compõe-se de duas fases. A primeira encontra 

uma solução 10 cal do problema penalizado, considerando o parâmetro 114 iinplicita- 

mente como um valor dominante. Isto é feito através de uma adaptação do algoritmo 

de Beale [18], que determina ótimos locais de problemas quadráticos. A solução local 

obtida (5, v, G ,  C, 6) é estável e, por conseguinte, um ótimo local de (P) .  

A segunda fase aplica o mesino procedimento ao problema P1(Ad), definido por 

P (Ad) com o corte linear 

onde E > O é uma tolerância aceitável. Se a solução local obtida é estável, o processo 

é repetido com o corte atualizado. Caso PJ(Ad) seja inviável ou a soluqão local não 

anule o termo de penalidade, Õilal deduz que não mais existe solução satisfazendo 

(2.21)-(2.25) e as folgas compleineiitares. Isto o leva a concluir que a última solução 

viável obtida é €-ótima para PLDNP. Entretanto, como será mostrado no capítulo 5, 

esta argumentação não é correta. 

O algoritmo de 0nal [93] é descrito a seguir 

Passo O Inicialize k = O e F; = -oo (F; é o valor da solução local encontrada na 

iteraqão L ) .  

Passo 1 Se (2.21)-(2.22) ou (2.23)-(2.24) são inviáveis, vá para o passo 5. Senão, 

encontre soluções básicas viáveis (5, v, G)  e (G, v). 

Passo 2 Substitua os valores das variáveis básicas na função (2.20), expressando- 

a em termos do valor corrente FO = Fhf(z, @, zü , ü, G )  e das variáveis não 



básicas (xN, YN, WN) e (uaN, vN). Calcule as derivadas parciais da função 

em relação às variáveis não básicas e depois iguale estas variáveis a zero, 

obtendo 

Se (P,, P,, P,) 5 O e (P,, P,) > O, vá para o passo 4. Senão, vá para o 

passo 3. 

Passo 3 Escolha para entrar ila base a variável (primal ou dual) com o maior coefi- 

ciente positivo em (P,, P,, Pw , -&I P,, - Ad P,) . Determine a variável a sair 

pelo critério usual do método siinplex. Pivoteie e volte ao passo 1. 

Passo 4 A soluqão corrente é localmente ótima. Se F O  envolve A4 (solução instável), 

vá para o passo 5. Senão, atualize k = k f l e F i  = FO.  Escolha e > O e 

forme o corte (2.25) com fi(?i, y) = FO.  Defina uma nova variável de folga 

e acrescente a nova equaqão ao sistema primal. Volte ao passo 1. 

Passo 5 Pare. Se k = O, o problema é iilviável. Se k > 1, a solução obtida na 

iteração k é ótima. 

No capítulo 5 será visto que a coilclusão do passo 5 não é correta em geral. Na 

ocasião, tainbéin se analisará o comportamento do algoritino quando PLDNP for 

ilimitado. 

2.5.2 Penalidade explícita 

White e Aiiandaliilgain [I271 também usam o problema peilalizado (2.20)-(2.24) 

para resolver PLDNP, sem considerar explicitainente as variáveis de folga w e v .  Os 

autores adotam a seguinte formulação: 

onde 

e 

T'V = {(x, y) > O : Aix + Azy < a), U = {u > O : A?U. > d )  



Na verdade, p(Ad) é substituído pelo probleina equivalente 

inax O(u,hI), 
uEU 

onde 

O(u,, Ad) = max{P(z, y ,  u, M )  : (z, y) E w) 
X,Y 

é uma função convexa em u E !Rm2, para h1 fixo. 

A boa definição de O é garantida pelas seguintes hipóteses consideradas por 

White e Ailandalingam [I271 : 

[Al] Se 2* é uma solução ótima do líder eiltão o conjunto solução do seguidor Y (z*) 

é um íiiiico ponto. 

[A21 Os poliedros T/V e U são não vazios e compactos. 

Estas hipóteses também são usadas para demoilstrar que a penalidade acima é 

exata. A partir deste resultado, TVhite e Ailandaliagam [127] propõem um algoritino 

para determiilar soluções globais de PLDNP, resolvendo uina sequência de probleinas 

P (M) ,  onde o parâinetro Ad é iiicrementado iterativameilte, até obter uma solu@io 

que anule o termo de penalidade. 

A convergência e a boa definição deste procediineilto são comprometidas pela 

invalidade da suposiqão [AZ], conforme será visto 110 capítulo 5. Adiante-se, porém, 

que tais propriedades serão reestabelecidas a partir dos resultados obtidos no pró- 

ximo capítulo. 

De modo a resolver o probleina (2.26), para cada valor fixo de Ad 2 O,  White e 

Ailandaliilgain [I271 usam uma modificação do algoritmo de Tuy [I081 para eiicoiitrar 

máximos de funções convexas sobre poliedros. O procedimento utilizado consiste 

em determiaar um ótimo local (um vértice de U nielhor que os vértices adjacentes), 

aplicar cortes que excluam este ótimo e procurar uma nova solução local. Se os 

cortes toriiaram o problema iilviável, uina solução de (2.26) para o valor corrente de 

&I foi então localizada. Caso anule o termo de penalidade, esta é uina solução de 

PLDN. Caso contrário, hI é iilcrementado, e o processo, reiiliciado. 

Também no capítulo 5, serão identificadas imprecisões na definição dos cortes e 

na verificação de que a solução de P(hI), para Ad fixo, já foi obtida. Na ocasião, o 

algoriino será descrito detalhadamelite. 



2.6 Restricão convexa reversa 

Como visto na seção 1.3, o problema PLDN pode ser reescrito através do seguinte 

modelo reverso convexo: 

T (PCR) max fi(z, y) = cl x i- cTy 

s.a (x, y) E W 

dTy - $(x) > O 

oiide W é o conjunto viável relaxado, 

TV = {(x, y)  E Rnl x Rnz : A1x + A2y 5 a,  Blx + Bay F b, x > O,  y > O),  

e $ é a função margiilal dada por 

Se $(x) é finito, pela teoria da dualidade, segue-se que 

Então, $ é uma função côacava, pois é o mínimo de uma familia de fuiqões lineares 

(Roclcafellar [97, teorenza 5.51). 

Tuy [I091 apresenta duas reforinulações deste modelo convexo reverso, que reduz 

o problema à dimensão k f 1, onde k é o posto da matriz Ai. Estas novas forinulações 

são obtidas via projeqão ou dualização do modelo origiilal. Em cada caso, é sugerida 

uma estratégia de deconiposição do modelo gerado. 

2.6.1 Decomposiqão prima1 

Assuma-se que posto(Al) = k e seja E E %bxnl uma subinatriz formada por k 

vetores linha de AI, linearmeilte independentes. Particione-se E = [B N] , oiide B E 

Rbxb é uma base de E, e defina-se ET = [ ( B - ' ) ~  O] E Rkxnl. Tuy e Gl-iaimadam 

[I101 mostram que (2.27) é equivalente a: 



onde 

Observe-se que dK(x) é dado pelo problema dual (2.28) com as variáveis limitadas 

por K. Na verdade, está implícito no deseiivolviinei~to de Thy e Ghaililadain [I101 

que $(x) é fiilito para todo x viável para (2.29). Isto garante a boa definição de 

dK(x) e a existência de K tal que dr.(x) = 4( x) [110, proposicão 11. 

Um algoritino tipo branch-and-bound para resolver (2.29) globalmeiite é proposto 

por Tuy e Gl-iannadain [110]. Na descrição do algoritino, assume-se que o problema 

relaxado tenha solução e que o conjunto {Ex : (x, y) E TV) seja compacto. 

O método começa coiistruindo uin simplex So C Sk com diineiisão k ,  tal que 

{Ex E Sk : (x, y) E TV) C So. Então, o processo de busca segue, particioilando So 

em subsiinplex cada vez menores. 

Para cada subsiinplex S gerado, calcula-se um limite superior P(S) para o sub- 

problema obtido de (2.29) com t E S. Se S = [si, s2 , .  . . , sk+'], este limite é dado 

pelo valor ótimo do seguilite problema linear: 

De fato, como dIc é côilcava, tem-se que 

para todo t E S. Logo, (2.30) é uma relaxação de (2.29) para t E S .  

A estratégia de ramificação consiste em particioliar o subsimplex S com maior 

liinite siiperior P ( S )  O modo como se procede a esta subdivisão é detalhado por 

Tuy e Ghaililadain [110]. A seguir descreve-se suciiltaineilte o algoritmo. 



Algoritmo (Tuy e Ghaililadain [110]) 

Passo O Resolva o problema relaxado (PR), obtendo (xO, yO). Se dTyO = q5(z0), 

pare: (zO, yO) é uma solução ótima de PLDN. Senão, coilstrua um siinplex 

S em R ~ ,  conteildo a imagem de W 110 mapeaineiito (2, y) H E z  E 9'. 

Seja Pl = R i  = {S). Se existe solução viável disponível (xl, yl) E V,  faça 

F1 = fl(zl, yl); senão F1 = -m. Faça i = 1. 

Passo 1 Para cada simplex S = [sl, s2, . . . , sW1] E Pi, calcule os valores $ K ( ~ ~ j ) ,  

j = 1,2, . . . , k + 1, e resolva o problema (2.30), obtendo uma solução 

básica (z (S) , y (S) , X (S)) com valor ótimo P(S). Seja t (S) = E~(s )  = 

X j  (S) sj. 3=1 

Passo 2 Atualize (xi, yi) e Fi, comparando a melhor solução disponível com as novas 

soluções viáveis obtidas para PLDN. Se neilliuma solução viável foi gerada, 

os valores são coilservados. 

Passo 3 Retire de Ri todo simplex S com P(S) 5 Fi, obtendo R:. Caso R: = 0, 

pare: se F' > -m,  (z" yi) é solução de PLDN; senão, PLDN é iilviável. 

Passo 4 Seja Si E arginax{P(S) : S E R:). Subdivida Si, obtendo a partição 

Faça Ri+1 = Ri \ {Si) U Pi+1, i = i + 1 e retome ao passo 1. 

Tuy e Ghaniladam [I101 observam que o procedimento acima pode não terminar 

em tiin número finito de passos. Neste caso, mostram que todo ponto de actiinulação 

da sequêilcia gerada {(xi, y2)) é uma solução de PLDN ([110, teorema 11). Por outro 

lado, os autores sugerem um critério de parada que resultaria na obtelição de um 

ótimo para a &-aproximação de PLDN gerada quando y não precisa ser uma solução 

exata, mas uma &-solução do seguidor. 

Aspectos de iinplementação relacioilados à coilstrução do siinplex inicial, às re- 

gras de subdivisão e à escoll-ia da coiistailte K podem ser encontrados lia referência 

original. Experiências computacioi~ais são reportadas para probleinas-teste gerados 

aleatoriamente, com tamailhos variando de (7x1, n2) = (50,30) e (7ni, 7n2) = (10,2) 

até (n1, 7x2) = (400,100) e (7nl,7n2) = (55,20). E111 todos os problemas, 7x2 5 771 e 

k = m  2 « n,l + 122. Estas características são apropriadas para o bom desempeiil-io 

do algoritmo. 



2.6.2 Decomposicão dual 

Seja o conjunto convexo 

C = {(x, y) : dTy - $(x) < O), 

Então, o modelo (2.27) pode ser reescrito como: 

(PCR) inax f ~ ( x ,  y) s.a (x, y) E W \ C. (2.31) 

Note-se que o conjunto viável relaxado 

W = {(x, y) E F1 x !Rnz : Alx + A2y < a ,  Bix + B2y I b, x i: O,  y i: O ) ,  

está contido no fecho de C ,  ou seja, 

1/17 C c1 C = {(x, Y)  : dTy - $(x) 5 O). (2.32) 

A partir da equivalêilcia entre (PCR) e PLDN, coilclui-se que (x*, y*) é uma 

E-sol~qão de PLDN se, e somente se, 

A coilclusão de que uin ponto (x*, y*), viável para (2.31), é unia E-solução de 

PLDN pode ser feita através do seguinte problema 

T inax q(x, y) = d y - $(x) s.a (x, y) E W,. (2.34) 

Quando TVÉ = 0, (x*, y*) é clarameilte uina E-soluqão de PLDN. Do contrário, o pro- 

bleina (2.34) tem sempre solu~ão, pois 7 (x, y) 5 O para todo (x, y) E W , conforme 

(2.32). Em particular, uma solução (5, y) é um vértice de W,  uma vez que 17 é uma 

fuiqão convexa e WE um poliedro. Caso p) < 0, tem-se que T/V, C C e, por 

conseguinte, (x*, y*) é uma E-soluqão. Senão, (5, y) E I/V, \ C é um ponto melhor 

que (x*, y*). 

Explorando estas idéias, Tuy et al. [I111 sugerem o seguinte algoritino para 

encontrar &-soluções de PLDN, a partir da solução do probleina relaxado (PR). 



Embora o procedimeildo possa começar com qualquer ponto de W ,  a existência de 

solução para (PR) é condição suficiente para evitar que PLDN seja ilimitado. 

Algoritmo (Tuy et al. [lll]) 

Passo O Resolva o problema relaxado (PR) , obtendo (xO, yO). Se dTyO = q5(x0), pare: 

o o (xO, yO) é uma solução ótima de PLDN. Senão, faça TVl = W - (x , y ), 
o o C = C - ( x  , y ) e k = l .  

Passo 1 Através do problema (2.34)) encontre (x" yk) E Wk\C ou mostre que Wk C 

C. No primeiro caso, defina I/Vk+l = wln {(x, y) : fl(z, y)  > fl(xk, Y') +e), 

para e > 0; faca k = k + 1 e repita o passo 1. No segundo caso, vá para o 

passo 2. 

Passo 2 Se k = 1, PLDN é iilviável. Senão, (xk-I, y"') é e-solução de PLDN, pois 

wk = I/VI n { ( x , ~ )  : f&, Y)  fl(xk-I, yk-l) + E )  C C. 

A trailslação dos coiljuntos M7 e C 110 passo O é importante para iniciar o inétodo 

usado para resolver o problema posto no passo 1. Note-se que PLDN é igualmente 

equivalente a (2.3 1) definido pelos coiljuiitos trailsladados. Assim, a condicão de 

otimalidade (2.33) e as coiiclusões a partir do problema (2.34) coiltiiluam válidas 

após a trailslação. 

A resolucão do problema (2.34) no passo 1 é efetuada com um inétodo de 

otimização global cl~ainado anexação poliédrica (ver Horst e Tuy [69]). Este método 

coilsiste em construir uma sequência de poliedros 

P1 c P 2 C  P 3 C  . . .  C C ,  

que vão se expandindo no interior de C.  Para cada poliedro Pi é resolvido um 

conjunto de problemas lineares (um para cada faceta de Pi), que permitem descobrir 

se Wk c Pi ou encontrar uin vértice (xi, yi) E Wk \ Pi. No primeiro caso, o processo 

pára, pois TVk Ç Pi c C. O mesmo acontece se (xi, yi) E Wk \ C .  Finalmente, se 

(xi, yi) E Wk n C ,  forma-se o poliedro Pi+1 = co(Pi U {(zi, yi))), e o processo segue 

(c00 denota a eiivoltória convexa). Coino o número de vértices de Wk é fiilito, 

eventualmente um dos dois critérios de parada é satisfeito por uin poliedro Pk. 



Na verdade, o algoritmo não lida diretamente coin o poliedro Pi, mas coin seu 

polar 

P; = {(v, w)  : zTv f YTw < 1 V(Z, y) E Pi). 

Isto porque as facetas de Pi são definidas pelos vértices de P,*. Assim, o algoritmo 

gera de fato uma sequêiicia 

3 C*, 

onde C* = {(v, w )  : xTv f YTw 5 1 V(z, y) E C)  é o conjunto polar de C .  

Neste sentido, Tuy [I091 observa que o algoritino trabalha no espaço dual do pro- 

blema (2.31) e realiza uma aproxiinação externa (outer approximation) do coiijuiito 

polar C*. Além disso, Tuy et  al. [I111 deinoiistram que C* está contido em um cone 

de dimeilsão igual a posto(Al) + 1. Logo, o algoritmo fica restrito a este espaqo de 

dimensão menor que a origiilal 17.1 + nz. 
Outro procedimeiito, que combiila branch-and-bound e outer approzimation, é 

proposto por Tuy et al. [I121 para resolver PLDN através de uma reforniulação de 

(2.31). O iiovo modelo correspoiide a inaxiinização de uma fuiição quasi-convexa 

(ver [112, proposicão 271) sobre o conjunto polar C* de C.  A equivalêiicia com 

PLDN é obtida sob as hipóteses de que o coiljuiito W é compacto e iião vazio e de 

que a função 4 é coiitíiiua. 

Mencione-se que iião são apresentados resultados computacioliais nein para este 

segundo algoritino iiein para o primeiro. 

Pontos Interiores 

Herskovits e Leoiitiev [64] coilsiderain probleinas de prograinação não linear em 

dois níveis, onde o probleina do seguidor é convexo para cada x. É sugerido um 

algoritino para eiicoiltrar soluções viáveis satisfazeiido condições de otiiiialidade de 

primeira ordem. A abordagem ao problema de dois níveis baseia-se na forinulacão 

que substitui o probleina do seguidor por suas coiidiqões de Karus11-Kuhii-Tuclcer. 

Particularmente, no caso linear, tal forinulação correspoiide ao probleina (P ) ,  

reescrito a seguir de modo coerente com a notação de Herskovits e Leoiltiev [64]. 



T T (P )  max fi(x, y) = cl z + c2y 

s.a Blz + B2y 5 b 

A l z + A 2 y < a  

~ T z e  - v = d 

x > o , y  > O ) U >  O ) V  > o 
? L ~ ( A ~  + AZy - a) = O 

vT(py) = O 

Notando a não regularidade do problema (P) ,  os autores apresentam a seguinte 

formulação alteriiativa: 

( P / )  Encontre v = (x, y, u, v) satisfazeildo 

tal que resolva 

(R) 1ny f ( 4  = f i b ,  Y )  

s.a Blz + B2y 5 b 
T A 2 u - v = d  

u . ~ ( A ~ ~  +A2y - a) = O 

v ~ ( - ~ )  = O 

onde (R) é agora um problema regular. 

Sob a hipótese de que toda sol~iqão local de (P) é estritanieiite complementar, 

OU seja, 

v + y > O, u + (a - Aix - A2y) > O V(x, y, v, u) soluqão local de (P), 

Hersliovits et al. [65] mostram que (P) e (P/) têm os mesmos ótimos locais. Assim, 

uma soluqão de PLDN é dada por uma solução de (R) satisfazeildo (2.35). 

Herlcovits e Leontiev [64] sugerem um algoritmo para determinar pontos que 

verifiquem as restrições (2.35) e as condições de primeira ordem de Karusl-i-Kuhil- 

Tuclier (KKT) do problema (R). O algoritmo é baseado em um método de pontos 

interiores proposto por Heiltovits [631, descrito resumidamente a seguir. 

Seguindo-se a ilotaqão adotada por Herskovits [63], denote-se por g(v) 5 O e 

h(v) = O as restrições de desigualdade e igualdade em (R) e sejam X > O e p os 

inultiplicadores de Lagrailge associados a estas restrições respectivamente. Defina-se 



o colljunto 

A = {v : g(v) < O,  h(v) < O}. 

Dados um ponto inicial v0 E A e multiplicadores X0 > O e pO, o algoritino de 

Herkovits [63, pág. 1401 gera uma seqiiêiicia de pontos v" E (as igualdades são 

satisfeitas apenas no limite) e multiplicadores X k  > 0, p\ue convergem para pontos 

verificando as condicões de KKT. 

A partir do ponto corrente (vk, X k ,  pk), determina-se uma direqão de descida 

prima1 d" viável para A, e realiza-se uma busca linear inexata para se obter o novo 

ponto. A direção dk é obtida através de uma deflexão da direcão de descida dl, que 

é determinada pela solu$io do sistema 

onde B é uma matriz simétrica e definida positiva e A e G(vk), matrizes diago- 

nais com Aii = A: e G,~( .V~)  = gi(x). Em particular, B pode ser a l-iessiana da 

f~iilção lagrailgeaiia em (vk, X k ,  p" ou uma aproximacão dessa matriz ou mesmo a 

matriz ideiltidade. No primeiro caso, o sistema acima corresponde a uma itera@,o 

de Newton para o sistema KKT associado a (R). 

A deflexão de dl é gerada a partir da solu@,o da de um segundo sistema, dado 

por 

onde wi > O e we > O são parâmetros. A diregão dk é então calculada c01110 

sendo o escalar p > O escolhido de forma a se ter uma direção de descida. 

Uma busca linear sobre dk fornece o novo ponto v"' = v + tdk, onde a deter- 

mina@~ de t > O garante que vk+l E A. A atualiza@o dos parâmetros wi > O e 

we > 0, dos inultiplicadores X e p e da matriz B pode sei feita de diversas formas. 



Em particular, se B não é a hessiana da f~~nção  lagrangeana, os imltiplicadores ,LL 

nem são usados explicitamente e, por isso, não precisam ser atualizados. 

A modificacão introduzida no algoritmo para tratar o problema (P') ocorre na 

busca linear. Ela é realizada de modo a assegurar que toda a sequência satisfaça 

(2.35). Para tal, o ponto v0 deve verificar essas restrições. 

Além de condições técnicas (Herskovits [63, pág. 129]), as seguintes hipóteses 

são assumidas para mostrar a convergência do algoritmo: 

1. Existe k E X tal que o coiljunto {v : g(v) 5 0, /%(v) < O, f (v) 5 k }  é compacto 

e tem interior não vazio. 

2. Os pontos estacionários de (R) são isolados ou const,ituein conjuntos compactos 

com as mesinas restriqões ativas. 

3. A sequência gerada pertence a um conjunto coinpacto. 

Sob as condições acima, Herskovits [63] mostra que todo ponto de acumulacão da 

sequência gerada pelo algoritino é uin ponto KKT para o problema (R). Recorde-se 

ainda que as restricões (2.35) são verificadas pela sequência. 

Experiências computacionais com o algoritmo aplicado a problemas em dois 

níveis são mencionadas por Herskovits e Leontiev [64]. 



Capítulo 3 

Análise teórica do problema 

Neste capítulo coiiceiitrainos nossa ateiqão no problema linear em dois níveis sem 

restriqões no líder (PLDNP). A seqão 3.1 apresenta nossa abordagem ao problema 

e introduz a notaqão a ser utilizada. Ainda nesta primeira seqão, derivamos uma 

propriedade básica que será usada no deseiivolvimeilto teórico das seções seguintes 

e na definiqão dos algoritmos propostos no próxiino capítulo. 

Na seqão 3.2 caracterizamos as situaqões de existência e iiiexistêacia de soluqões 

globais para PLDNP, através de um problema peilalizado auxiliar. Iiitroduzimos 

o conceito de ponto de equilíbrio do problema peilalizado na seqão 3.3, de modo a 

estudar condiqões de otimalidade local para PLDNP. Na subseção 3.3.1 derivamos 

caracterizaqões de soluqões locais e, lia subseqão 3.3.2, de soluções locais estritas. Na 

subseqão 3.3.3, obtemos ainda condições necessárias e/ou suficientes de otimalidade 

para um ponto de equilíbrio, que são mais atrativas do ponto de vista computacioilal. 

Fiilalmeilte, lia seção 3.4 estendemos para PLDN, quando possível, os resultados 

obtidos para PLDNP. Os casos onde a generalizaqão não acontece são ilustrados 

através de exemplos. 

3.1 Preliminares 

Recorde-se que o problema PLDNP é formulado como 

T (PLDNP) inax f i (x, y ) = cl x + czy 
"%Y 

s.a x 2 O,  y solução de 

inax f2(z, g )  = dTy 
Y 

s.a Alz + A2y < a 

Y > O  



onde cl ,  .?: E !Rnl, c2, d ,  y E !Rn2, u E !RIn2, AI E !Rmzxn1 e A2 E !Rnzzxnz. 

Este probleina têin sido exteilsivaineiite estudado lia literatura, como inostraiil as 

revisões bibliográficas de Weii e Hsu [I201 e Vicente e Calamai [ l l G ] .  Eiltre os vários 

trabalhos podem-se citar Caildler e Towilsley [42], Bard [G, 101, Bialas e Karwail 

[26], Dempe [48], Júdice e Faustiilo [73], Ben-Ayed [19], Wl-iite e Aaaiidaliilgain 

[127], 0iial 1943, Liu e Hart (791, Amouzegar e Moslrirvaziri [2]. 

Einbora existam muitos trabalhos sobre este probleina, a quase totalidade deles 

coilsidera hipóteses de coinpacidade ou de, pelo ineilos, existêiicia de solução. Aqui, 

coasegriiinos derivar resultados teóricos que permitem caracterizar tanto as situações 

de existência de solução quanto as de iilviabilidade e iliinitação de PLDNP. Estes 

resultados são tainbéin importantes do ponto de vista prático, na medida em que 

podem ser usados para deseilvolver métodos de solução para o probleina. 

Nossa abordagem coilsiste ein exainiilar PLDNP através da análise de dois pro- 

blemas relacioilados, que aparecem na literatura. O primeiro deles é obtido pela 

substituição do problema do segundo nível por suas condições de otimalidade de 

Karush-Kuhil-T~~cker, resultando lia seguinte forinulação apresentada na seção 1.3: 

T T (P) max cI z + c2 y 

s.a Aiz + A2y + w = U, 

.?: > 0,y >O,w > O, 

A& - v = b, 

u > 0,v 2 O,  
T T u w = o , v  y = o  

onde 11. E !RnQ é a variável dual e w E !Rm2 e v E !Rn2 são as variáveis de folgas 

priinais e duais respectivamente. 

A utilização do problema (P) ein lugar de PLDNP aparece, por exeinplo, em 

Bard [10], Júdice e Faustiiio [73], 0iial [94] e White e Anandaliiigain [l27]. Como 

foi visto lia seção 1.3, uma solução global de (P), se existir, está ligada a uma solução 

global de PLDNP, e vice-versa. Mais ainda, notainos que os casos de iilviabilidade 

e iliinitação tainbéin correspoiidein. Neste sentido, dizemos que (P) e PLDNP são 

problemas globalmeilte equivalentes. 

Ressalvainos, todavia, que nem todas as soluções locais de (P) estão associadas 

a soluções locais de PLDNP, conforme mostrareinos adiante. Esta observacão é 



importante, dado que muitos algoritinos propostos eiicoiltram ótimos locais de (P) 

e não verificam se a mesma propriedade é válida em relação ao problema original. 

A dificuldade em se tratar o problema (P) resulta da não coilvexidade do seu 

conjunto viável, gerada pelas restricões de folgas compleinentares (3.6). Como visto 

na seção 1.3, uma abordagem alternativa para (P) consiste na peilalizacão de tais 

restrições não lineares e sua introdugão na fuiqão objetivo (3.1). Desta forma obtém- 

se o segundo problema auxiliar: 

T P(M) max cl z + - ~d (uTw + vTy ) 

s.a Aiz + Azy + w = a,  

z > O,y> 0,w > o, 
~ i f u  - v = b, 

u > o , v > o  

onde Ad 2 O é o parâinetro de penalidade. Observe-se que P ( M )  é um problema 

bilinear para cada Ad fixo. 

Esta função de peaalidade têm sido considerada ila literatura sob hipóteses de 

compacidade que garantem, entre outras propriedades, a existência de solucão de 

P(A4) para todo M > O. Por exemplo, Bard [9], 0nal [94] e Ainouzegar e Mosliir- 

vaziri [2] coilsiderain, direta ou indiretamente, que as restrições (3.8)- (3.9) definem 

um conjunto não vazio e compacto. Já Ailandalingam e White [3, 1271 assumem 

esta mesma condição tainbém para o conjuilto definido por (3.10)-(3.11). 

Sob a primeira hipótese, Bard [9] mostra que uma solucão extrema de P(Ad*) é 

um vértice ótimo para (P) e vice-versa, para algum Ad* > O. Em [35] Campêlo et 

al. relaxam a condição de coinpacidade e provam que é suficiente considerar (3.1) 

limitada superiormente sobre (3.8)- (3.9). 

Aqui, descoilsideramos qualquer suposição sobre o conjunto viável de P ( M )  

e mostramos que esta penalidade é também útil em situações de iilviabiliclade e 

ilimitação. Mais ainda, usamos este problema penalizado para caracterizar as solu- 

ções locais de PLDNP. Indicamos também que o parâmetro de penalidade M pode 

ser considerado de forma implícita, conforme sugerido por 0nal [94]. Esta carac- 

terística é atrativa do ponto de vista computacional. 

No intuito de simplificar a notação utilizada, considerem-se as matrizes e vetor 



em blocos 

onde n = nl+na+m,z, Ik é a matriz identidade de ordem (k x k )  e O é uina matriz nula 

de dimeilsão apropriada para cada caso. Definam-se também os seguiiltes coiljuntos: 

Note-se que Z corresponde ao conjunto viável relaxado com a introdução das variá- 

veis de folga e que S é o coiijuilto dual do seguidor iinerso em !Rn. 

Com esta notação, os problemas auxiliares são reescritos como: 

(P) inax F (z , s )  = cTz P(A4) inax F ~ ( ~ , s )  = cTz - MS T z 

s.a Z E Z , S E S  s.a ~ E Z , S E S  

sTz = O 

Denote-se por X, o conjunto de vértices de um poliedro X e por V [P] o valor 

ótimo de um problema de niaxiinizaqão (P) , ressalvando-se que se considera V [P] 

igual a -oo ou f oo quando (P) é iilviável ou ilimitado respectivamente. 

Por último, recorde-se que a norma infinito de u111 vetor v = (y, u2, . . . , vp) é 

IIuIIm= inax{lv,l : 1 5  i 5 p )  edeiiote-se por B,(ü) = {v E !Rp :Ilv-iIloo5 E) a 

E-viziiil-iança de ü E %p nesta norma. 

Estabelecemos agora um resultado que mostra um caininho de como encontrar 

soluções viáveis de (P), a partir de pontos viáveis do problema relaxado ou do 

problema dual do seguidor. 

Lema 3.1.1 Se  os conjuntos Z e S são não vazios, as seguintes propriedades aná- 

logas se verificam: 

(i)  Se  z E Z então existe (2, s^)  E Z x S ,  viável para o problema (P) satisfazendo: 

(2.1) 5 E arg miii{zTs : s E S), 

(2.2) 5 E S,, associado a u m a  base E de D, e 

(2.3) Z~ = zT - z ~ E - ~ D ,  onde z~ é parte de z relativa a E 

(ii) Se  s E S então existe (2, 5) E Z, x S viável para o problema (P) satisfazendo: 



(ii.1) E E arginin{sTz: z E Z), 

(22.2) E E Zv, associado a uma base B de A, e 

(22.3) S~ = (O, VT, iiT), onde (7;T, VT,  iiT) = sT - S$B-'A e SB é parte de s 

relativa a B .  

Prova: 

(i) Seja z E Z. Posto que S # 0 e zTs > O para todo s E S, o problema linear 

iniii{zTs : s E S) tem solu@o. Mais ainda, existe 

2 E arginin{zTs : s E S,,) C argmiiz{zTs : s E S). (3.12) 

Seja E uina base relativa a iT = ( ( ~ - ' d ) ~ ,  O).  Particioilein-se D = [E R] e zT = 

T T  (zE, zR). Coilsidere-se o vetor de custos reduzidos não negativos associados a (3.12), 

OU seja, 

T -1 T -1 E T =  (O,z;-zEE R) = z T - z E E  D 2 O. 

Como  DA^ = [O - I,, A;][A1 A2 I,,]~ = 0, obtém-se que A& = Az = a. Logo, 

E E 2. Fiilalineiite, pelas expressões particionadas de E e 3, conclui-se que = 0. 

Portailto, (E,;) é viável para (P). 

(ii) Seja s E S .  Por raciocínio análogo ao aplicado ao item (i), conclui-se que existe 

2 E argniin{sTz : z E Z), E E Zv e associado a uma base B. Considerem-se 

A = [B N], sT = (sz, sg)  e o vetor de custos reduzidos 

Como A D ~  = O e 2T = ((B-',)~, O),  deduz-se da expressão acima que 

Particione-se 3: = ( T ~ ,  G~ ,u AT ), de acordo com a estrutura de D, e seja s^T = 

-T T (O, v ,i2 ). Então, por (3.13) e levando-se em conta que > 0, D = [O - I,, A;] e 

E 2 0, segue-se que 

Por conseguinte, ŝ  E S e (E,;) é viável para (P). 



A propriedade acima será usada no deseiivolviinento teórico que se segue: a parte 

(ii) lia análise global e a (i), ila análise local. Mais ainda, o eiifoque algoiítinico que 

ela enseja será empregado no capítulo 4. Neste caso, usa-se, na verdade, o seguinte 

corolário. 

Corolário 3.1.1 S e  os conjuntos Z e S são não vazios, as seguintes propriedades 

análogas se verificam: 

(i) Se  z E Z e S E arg iniii{zTs : s E S,) então existe 2 E Z tal que (2, S) é viável 

para o problema ( P ) .  

(zi) S e  s E S e 2 E arg miii{sTz : z E 2,) então existe S E S tal que (2,s) é viável 

para o problema (P) . 

Prova: Na deinonstração do leina 3.1.1, nota-se que S é um elemento arbitrário de 

arginin{zTs : s E S,) na expressão (3.12). Logo, segue-se o itein (i) do corolário. 

Analogameiite, coiiclui-se que o item (ii) se verifica. 

Análise global 

Nesta seção caracterizainos os casos de existência e inexistência de solução global 

para o problema PLDNP, através da análise do problema peiializado. Mais precisa- 

mente, deinoiistrainos a ocorrência das seguintes possibilidades: ou ainbos os pro- 

blemas (P) e P ( M )  são simultaiieaineiite iilviáveis ou ilimitados para todo Ad > 0, 

ou existe Ad* > O tal que eles têm o mesmo coiijunto de solucões globais para todo 

114 > M*. O resultado análogo, com respeito a PLDNP, é obtido diretamente da 

equivalência global entre este probleina e (P) .  

Para examinar as várias situações, mostramos primeiramente que a penalidade 

que estainos usando é exata para uma formulacão mais geral que (P) .  Coiisiderainos 

os problemas abaixo: 

(P)  max F(z,s) P ( M )  max TA&, s)  = F(z ,  s) - AdsTz 

s.a z E 3 , s  E S s.a z E 2 , s  E S 

sTz = O 

onde 2, S C 87 são poliedros quaisquer, F : 8" x ?Rn + % é uma função linear e 

1W > O é o parâmetro de penalidade. A introdução deste probleina mais geral (F) e 



de seu correspondeilte problema peiializado é coiiveiiieilte para o nosso deseiivolvi- 

ineiito teórico. 

Obtemos a seguinte propriedade para estes problemas: 

Lema 3.2.1 Se o problema (P) é viável e o problema P(Ado) tem solução para 

algum Mo 2 0, então existe Ad* > &Io tal que: 

( I )  Existe (z*, s*) E Z, x S, satisfazendo 

( s*)~z*  = O e V[P] = V[P(Ad)] = .F(z*, s*) b'Ad > M*. 

(2) Mais ainda, (P) e P(A4) têm o mesmo conjunto (não vazio) de soluções globais 

para todo Ad > &I*. 

Prova: 

(1) Pelas hipóteses consideradas, F(M) é viável para todo &I E S. Por outro lado, 

dado que V [P (Mo)] < +a para algum Mo > O e sTz > O para todo (z, s) E Z x S ,  

segue-se que 

Logo, P(Ad) tem solucão para todo M 2 Mo. Mais ainda, pelo menos uma solução 

é atingida em um vértice, uma vez que ?(A&) é um problema bilinear para cada Ad 

fixo (ver Horst e Siiy [69, proposicão IX.11). Eiltão, obtém-se que 

Seja o conjunto Z, x S, particionado nos subcoi~juiltos finitos 

Como (P) é viável, deve-se ter C. # 0. De fato, suponha, por coiitradicão, que 

C. = 0 e seja (2, S) E Z x S coin zT.Z = O. Então, para todo Ad > inax{(F(z, s) - 

F ( z ,  S))/sTz : z E Z,, s E S,), com A4 > Mo, tem-se 

rnax(F(z,s) - &lsTz: z E 2,,s E S,} < F ( z , s )  < V[P(M)],  

o que contradiz (3.14). Assim, C. # a). Seja, então, (z*,  s*) E C. satisfazendo 



Se C1 # 0, tome-se 

Ad* = max &Io, max{ (+(z, s) - F(z*, s*))/sTz : (z, s) E c~)}  . { (3.17) 

Portanto, para cada Ad 2 &I*, segue-se que 

iid > (.F(Z,S) -3(z*,s*))/sTz b'(z,s) E C1. 

Assim, 

L(Ad) = max{F(z, s) - MsTz : (2, S) E Ci) < 3(z*,  s*) b'M > Ad*. (3.18) 

Usando-se (3.14)-(3.18) e levando-se em conta que &I* 2 Mo, obtém-se que 

Se C1 = 0, trivialmente tem-se V[P(Ad)] = F(z*,  s*) para todo Ad 2 Ad* = Mo. 

Fiilalmeiite, como (s*)~z*  = O por (3.16), conclui-se que 

o que prova a primeira parte. 

(2) Seja A? > Ad*. Pelo resultado acima, tem-se 

Denotem-se por O[P] = argmax(P) e O[P(@)] = arg max(P(G))  os coiljuiltos 

solugões de (P) e P (A?). Por (3.2 I), verifica-se que 

Além disso, o fato de toda solugão viável para (P) ser viável para ~ ( 4 7 )  juiltaineilte 

com (3.21) garantem que 

O [P] C O [P (G)] . (3.23) 

Seja, agora, (z, s)  E O [P (n/r)]. Como A? > &I*, segue-se novamente de (3.21) que 



Assim, as relações acima são satisfeitas lia igualdade. Isto implica (A? - M*)sTz = O 

e, conseq~ienterneilte, sTz = O. Portanto, (z, s) é viável para (P) e V[?] = F(z ,  s), 

isto é, (2 ,  s) E O[?]. Logo, 

O [?(A?)] C O [P]. (3.24) 

Como A2 > &I* é arbitrário, a segunda parte segue de (3.22)-(3.24). rn 

Note-se que a definição de Ad* coincide com a expressão dada por Bard [10], 

quando C1 # 0 e P(Ad) tem solução para todo Ad. Adicioiialmeilte, observe-se que 

o segundo item do lema não se verifica para Ad = Ad*. Realmente, quando A J *  

é dado pelo seguildo termo de (3.17), segue-se de (3.18)-(3.19) que V [P(M*)] = 

L(Ad*) = F ( z ,  s) para algum (z, s) E Ci. Então, (z, s) é ótimo para P(Ad*), mas 

iilviável para (P) . 

Está claro que o lema 3.2.1 abrange os problemas (P) e P(M),  uma vez que são 

instâncias especiais de (P) e P (M) ,  onde Z = 2, S = S e F ( z ,  s) = cTz. Assim, 

obtemos diretamente a primeira propriedade relacioizaildo os problemas auxiliares. 

Proposição 3.2.1 S e  o problema (P) é viável e o problema P(Ado) t e m  solupío 

para algum Mo 2 0, então existe &I* > &Io tal que (P) e P(Ad) têm o mesmo 

conjunto (não vazio) de soluções globais para todo &I > M*. 

Vale a pena ressaltar que as hipóteses da proposição acima são mais fracas que 

aquelas consideradas por Bard [9] e Campêlo et al. [35]. Observe-se taillbéin que a 

implicação inversa a esta proposiqão se verifica trivialmente. 

Agora, direcioilamos nossa ateiição às situações que a proposição 3.2.1 não 

abrange, ou seja, iliinitação e iiiviabilidade. Começamos estudando o caso ilimi- 

tado, a partir da introduqão do seguinte problema que envolve direções de recessão 

do conjunto prima1 definido por (3.2)-(3.3) : 

P,. (Ad) max FM (h, s) = cTlz - &I sTh 

s.a h E Z,, s E S 

onde 2,. = {h E ?Rn : Ah = O, h 2 0,Il hll,< 1) é o cone de recessão de Z (ver 

Rockafellar [97, pág. 611) restrito ao hipercubo unitário. 

Estabelecemos, preliininarmente, duas propriedades que relacioilain P(Ad) e 

P7-(44). 



Lema 3.2.2 Seja A> > 0. O problema P(A>) é ilimitado se, e somente se, o conjunto 

Z é não vazio e v[P,.(A>)] > 0. 

Prova: Seja A? > O. Assuma-se que P(G) é ilimitado. Então, Z # 0 e S # 0. 
Mais ainda, do teoreina de representação poliédrica (Bazaraa at al. [17, teorema 

2.6.71)) deduz-se que Z = {z + alz : z E co(Z,), 12 E Z,., a: > O), onde co(.) denota a 

eilvoltória convexa. Assim, segue-se que 

+W = v[P(M)] = S L I ~ { C ~ Z  - MsTz : z E Z, s E S) (3.25) 

= suP{cTz - MsTz + Q(C - M s ) ~ ~  : z E CO(Z,), 1z E Z,, a: > O, s E S) .  

Por coiitradi@io, suponha-se que v[P,(A?)] 5 O. Logo, (c - ~ 2 s ) ~ h  _< O para todo 

(h, s) E Z, x S. E como sTz > O para todo (z, s)  E co(Z,) x S ,  a expressão (3.25) 

resulta em 

+W = v[P(A~)] < sup{cTz : z E co(Zv)), 

o que é uma contradição, pois co(Z,) é um coiljuilto compacto. Portanto, deve-se 

ter v[P,.(A~)] > 0. 

Reciprocamente, assuma-se que Z # 0 e V[P,.(n/r)] > O. Então, existem Z E Z 

e (h,  S) E 2,. x S com (c - A ? s ) ~ ~  > O. Além disso, como + arh E Z para todo 

a > 0, obtém-se que 

Assim, P (A%) é ilimitado. 

Lema 3.2.3 O problema P(Ad) é ilimitado para todo Ad > O se, e somente se, o 

conjunto Z é não vazio e existe (h*, s*) E (Z,.), x S, tal que ( ~ * ) ~ h , *  = O e cTh* > 0. 

Prova: Seja P ( M )  ilimitado para todo A4 2 0. Então, tem-se Z # 0 e S # 0. Além 

disso, como O E Z,, o problema (P,) dado por max{cTlz : lz E Z,, s E S, sT1z = 0) é 

viável. Por outro lado, sendo 2,. um conjunto compacto, verifica-se que V[P,.(O)] = 

max{cTlz : h E 2,) < f co. Portanto, aplicando-se o lema 3.2.1 a (P,) e P,(Ad), 

assegura-se que existem A4* > O e (h*, s*) E (Z,.), x S, tais que 



Como P(Ad*) é ilimitado por hipótese, segue-se do lema 3.2.2 que 

Reciprocamente, assuma-se que Z # 0 e seja (h*, s*) E (Z,.), x S, com ( ~ * ) ~ h *  = O 

e cT12* > O .  Então, 

para todo Ad > O. Do lema 3.2.2 resulta que P ( M )  é ilimitado para todo A!! > 0. i 

Agora podemos apreseiltar a seguinte equivalência: 

Proposicão 3.2.2 O problema (P) é i l imitado se, e somen te  se, o problema P(Ad) 

é i l imi tado  para todo 114 > 0. 

Prova: Se (P) é ilimitado, P ( M )  também é ilimitado para todo Ad > 0, pois 

V[P(M)] > V[P] = +m para todo M > O. Por outro lado, seja ~ ( 1 4 )  ilimitado 

para todo Ad > O. Pelo lema 3.2.3, Z # 0 e existe (h*, s*) E (Z,.), x S, tal que 

Dado que Z f 0 e s* E S, o lema 3.1.1 garante a existência de (5, i) E Z, x S com 

onde 

-T -T e ;T - (+T +T -T iT = (0,v ,U ) O - , ,u, ) = ( s * ) ~  - ( s B )  B-'A > 0 ,  (3.28) * T 

sendo B uma base relativa a 5. Por outro lado, coino 11 E (z,),, tem-se 

h,* 2 O e Ah* = 0. 

Mais ainda, por (3.28), (3.29) e (3.26), segue-se que 



Logo, por (3.27), (3.30), (3.31) e dado que s  ̂ E S deduz-se que (2 + ah*, s^) é viável 

para (P) para todo a ) O. Então, a partir de (3.26), resulta que 

ou seja, (P )  é ilimitado. 

Para o caso iilviável, obtemos a seguinte propriedade: 

Proposição 3.2.3 Se.ja 17 2 0. O problema (P) é inviável se, e somente se, o 

problema ~ ( 1 2 )  é inviável. 

Prova: Seja A? ) O. Se P(G) é iilviável, claramente (P) é iilviável, pois a região 

viável deste segundo problema está contida no conjunto viável do primeiro. Assulna- 

se agora qne (P)  é inviável. Supoilha-se, por absurdo, que ~ ( f i )  é viável. Então, 

Z # 0 e S # 0. Pelo lema 3.1.1, existe (;,i?) viável para (P), coiitradizendo a 

hipótese. 

Note-se que o problema P(#) é iiiviável para algum a se, e somente se, P(&I) é 

inviável para todo A4. Então, sulnarizando as relações entre os problemas auxiliares 

dadas pelas proposicões 3.2.1-3.2.3, temos que: 

Teoreima 3.2.1 Exatamente um dos seguintes casos acontece: 

( I )  os problemas (P) e P(Ad) são inviáveis para todo iLI 2 0; 

(2) os problemas ( P )  e P(Ad) são ilimitados para todo &I 2 O; 

(3) os problemas (P) e P(Ad) têm o mesmo conjunto (não vazio) de soluções 

globais para todo Ad > A4*, para algum &I* 2 0. 

Corolário 3.2.1 Existe Ad* 2 O tal que os problemas ( P )  e P(A4) têm o mesmo 

conjunto de soluções globais para todo &I > &I*. 

Fiilalmeilte, expressamos o resultado do teoreina 3.2.1 em terinos do problema 

origiilal. 

Teorema 3.2.2 Os problemas PLD N P e P(Ad) são ambos inviáveis ou ilimitados 

para todo &I 2 O, ou então eles têm solução para algum &Io > O. Neste últ imo caso, 

z* é uma solução global de  P L D N P  se, e somente se, existe s* tal que (z*, s*) é 

solução global de P ( M )  para todo A4 > &I*, para algum Ad* > Mo. 



Na subseção 3.3.2 mostraremos que um ponto z* é uma solução global estrita de 

PLDNP se, e somente se, existe s* tal que (z*, s*) é soluqão global estrita de P(A4) 

para todo íVI > Ad*, para algum &I* >. 0. 

3.3 Análise local 

Recorde-se que as regiões viáveis de PLDNP e (P) e a f~mção objetivo de P(Ad) 

não são convexas. Logo, estes problemas podem ter ótimos locais. Na próxima 

subseqão apresentamos relaqões teóricas entre as soluqões locais destes problemas, 

que são também interessantes do ponto de vista iiuinérico. Os resultados obtidos 

são reexamiimdos na subseqão 3.3.2, de modo a derivar condições de otimalidade 

estrita. Visando mais ainda o aspecto coinputacioiial, derivamos outras condicões 

de otiii~alidade na subseção 3.3.3. 

3.3.1 Ot irnalidade local 

Para nosso deseilvolvimeilto, será útil considerar as fuiições ponto-conjunto 

que levam um poiito z E Z C !Rn (s E S C !Rn) em um poliedro S(z) C S 

(z(4 c 2). 
Note-se que a região viável do problema (P) é dada igualmente pelo gráfico das 

aplicações S(.) e Z( . ) .  Com efeito, 

{(z, s) E z x s : sTz = O} = {(z, S) : z E 2, S E S(z)} = {(z, S) : S E S, z E Z(S)}. 

Já o coiijuiito viável de PLDNP é o domínio da aplicação S(.), ou seja, 

dom S(.) = {z E Z : S(z) # 0). 

Observe-se tainbém que dom S(-) # 0 se, e someilte se, dom Z(.) # 0. 

Particularineiite, quando z é um poiito viável para PLDNP, obtemos a seguinte 

caracterizacão do conjunto S(z). 

Lema 3.3.1 Se z é viável para o problema P L D N P  então S(z) é uma face não 

vazia de S e seu conjunto de vértices, também não vazio, é S,(z) = S(z) n S,. 



Prova: Seja z um ponto viável para PLDNP. Então, S(z) # 0. Coino z 2 O e s 2 O 

para todo s E S, S(z) é o conjunto solu@io do problema linear iniil{zTs : s E S) e, 

por conseguinte, uma face não vazia de S .  Assim, o conjunto de vértices de S(z) é 

tainbém não vazio e composto por vértices de S. Esta coizstata@io implica a segunda 

parte do eiiuiiciado. 

A seguir estabelecemos dois resultados auxiliares que serão usados para derivar 

relaqões locais entre os problemas PLDNP e (P). 

Lema 3.3.2 Verificam-se as seguintes propriedades: 

(i) S e  Z E Z então existe E > O tal que S(z) C S(Z) para todo z E Z f l  B,(z). 

(2) Se S E S então existe E > O tal que Z(s) Ç Z(S) para todo s E S n B,(S) 

(3) S e  (2, S) E Z x S então existe E > O tal que S(z) C S ( Z )  e Z(s) C Z(S) para 

todo (z, s )  E (Z  x S) n B,(z, s), onde B,(z, S) = B,(z) x B,(s). 

Prova: 

( 1 )  Seja E 2. Coilsiderein-se dois casos: Z = O e 2 # O. Se = 0, então 

S(2) = S .  Portanto, como S(z) C S para todo z E Z ,  tein-se que S(z) c S(Z) para 

todo z E Z n B,,(z) e todo EI > O. Se 5 # 0, particioae-se o conjunto de índices 

J = {1,2, . . . , p) nos subcoiljuntos 

Primeiro vai-se provar que existe uma viziilhaiqa B,, (2) tal que, se z E Z n B,, (Z), 

então zj  z;. 0 para todo j E Ji. Com efeito, posto que # 0, deve-se ter J1 # 0. 

Para cada j E JI, defina-se Cj = { z  E gn : zj  = O). Assim, o conjuilto Cj é fechado, 

coiwexo e não-vazio (O E C j )  Coino 2 $ Cj, de acordo com Rockafellar [97, corolário 

11.4.2 e teoreina 11.41, existe um hiperplailo separando Z e Cj fortemente e, portanto, 

Consequeiitemente, existe EI E 3 tal que 



Seja z E Z n B,,(z) # 0. Eiitão, z 6 Cj para todo j E Ji. Assim, zj > O para 

todo j E J1, como desejado. Mostra-se agora a iilclusão S(z) c S(2). Novamente, 

dois casos são coiisiderados. Se S(z) = 0, trivialmente S(z) C S(2) (pode acoiitecer 

S(Z) = 0). Do coiitrário, seja s E S(z). Como sTz = 0, deve-se ter s j  = O para todo 

j E Jl. Por conseguinte, 

Logo, s E S(Z), implicando S(z) c S(2). Assim, existe EI > O tal que 

(2) Permutaildo-se 2 com S e Z com S lia arguinenta@o acima, mostra-se ailaloga- 

ineiite que existe EZ > O tal que 

(3) Para demoilstrar este último item, basta tomar E E 8 tal que O < E < 

in i i l{~~,  E ~ ) .  O resultado segue-se de (3.32)-(3.33). 

Corolário 3.3.1 Seja (2,s) E Z x S .  Existe E > O tal que todo ponto (2,s) E 

B,(z, s), viável para o problema (P) ,  satisfaz sTz = sTz = zTs = 0, isto é, ( a ,  S) e 

(2, s) também são viáveis para (P ) .  

Prova: Seja (2, i?) E Z x S. Pelo lema 3.3.2, existe E > O tal que 

Seja (z, s) E B,(z, s), viável para (P). Eiitão, s E S(z) e z E Z(s). Além disso, 

como (z, s) E (Z x S) n B,(z, s), segue-se de (3.34) que s E S(Z) e z E Z(S). Logo, 

zTs = gTZ = 0. 

Podemos agora caracterizar as soluções locais do problema PLDNP em f~mqão 

das soluções locais de (P). 

Teorema 3.3.1 U m  ponto Z é u m a  solução local do problema P L D N P  se, e so- 

mente  se, 2 é viável para P L D N P  e (2, s) é u m a  solução local do problema ( P )  para 

todo vértice s E S,(z). 



Prova: Seja Z E Z uma solução local de PLDNP e B,(z) uma E-viziilhaiqa onde Z 

é globalmente ótima. Entiio, 

cTz < cT2 b'z E B,(z) com S(z) # 0. (3.35) 

C01110 2 é viável para PLDNP, pelo lema 3.3.1, tem-se S,(Z) # 0. Seja, então, 

i? E S, (2). Logo, (2, s) é viável para (P)  . Considere-se (z, s) E B, (z, 5) , viável 

para (P) .  Assim, a E B,(z) e S(z) # 0. Logo, por (3.35), deve-se ter cTz 5 cT2. 

Portanto, (2, S) é uina soluqão local de (P). Como s é um elemento arbitrário em 

S,(Z), coilclui-se que (2, s) é uma soluqão local de (P) para todo s E S,(Z). 

Reciprocamente, seja Z E Z com S,(Z) # 0 e (2, s)  soluqão local de (P) para todo 

s E S,(Z). Pelo leina 3.3.2, existe > O tal que S(z) c S ( Z )  para todo z E Zn B@). 

Assim, 

S, (z) = S(Z)  n S, c S(Z) n S, = S, (2) b'z E z n B,(z) . (3.36) 

Suponha-se, por contradição, que não é solução local de PLDNP. Dado que Z é 

viável para PLDNP, existe outro ponto 2, viável para o problema, tal que 

Pelo lema 3.3.1, existe ŝ  E S,(d). E, por (3.36)-(3.37), S E S,(Z). Defina-se z(X) = 

XB + (1 - X)Z. Como B e Z pertencem ao poliedro Z(s^), então z(X) E Z(S) para todo 

X E [O, 11. Logo, (z(X),s^) é viável para (P) para todo X E [O, 11. Mais ainda, por 

(3.37), obtém-se que 

para todo X E (O, 11. Como z(X) t 2 à medida que X -+ 0, tem-se que, para cada 

E > 0, existe X E (O, 11 tal que ( % ( A ) ,  2 )  E B,(z, 5) e é um ponto viável para ( P )  

satisfazendo (3.38). Portanto, existe ŝ  E S,(Z) tal que (2, s^) não é solução local de 

(P ) ,  o que contradiz a hipótese. Logo, deve ser uma solução local de PLDNP. i 

Esclarecemos que um ponto Z pode não ser uma soluqão local do problema 

PLDNP se (2, S) é uma soluqão local de (P )  apenas para algum S E S,(Z). Esta 

situação é ilustrada pelo exemplo (El) ,  apresentado na figura 3.1. O conjunto viável 

de PLDNP é mostrado em negrito. Então, está claro que o ponto A é a solução global 



Y 
(E l )  max fl(x, y) = -x 

s.a x > O,  y solução de 
max f2(x, y) = -y 
s.a x + y > 2  

2 - y l 0  
y > O  - 

Figura 3.1 : 

e o poiito B , correspoiideiido a 2 = ( 2 ,  jj, wi, ~ 2 ) ~  = (1,1, O,  E 2, iião é solução 

local de PLDNP. Entretanto, para S = (O,  ü, ül, = (0,0, O, l)T E S,(Z), o poiito 

(2,s)  é uma solucão local de (P) .  De fato, pelo corolário 3.3.1, qualquer poiito 

viável (z, s) em uma certa vizinhaiiça de (2, S) deve satisfazer STz = O. Então, 

coiisideraiido-se z = (x, y, wl, w ~ ) ~ ,  deve-se ter w2 = O, ou seja, x = y. E como 

x + y > 2, segue-se que x t: 1. Assim, F (z , s )  = f l ( ~ , ~ )  = -x 5 -1 = F(z,s) .  

Portanto, (2, S) é uma solução local de (P). Por outro lado, existe outro ponto 

S = (0,0,1, E Su(Z)  tal que (z, S) não é solução local de (P) . 

O teoreina 3.3.1 sugere a busca de soluções locais do problema PLDNP eiitre 

solugões locais de (P). Na verdade, estes pontos podem ser caracterizados através 

do problema peiializado, o que é coinputacioilalmeilte atrativo. 

De modo a estabelecer relações eiitre ótimos locais dos problemas (P )  e P(&I), 

iiitroduziinos o seguintes conceito. 

Definição 3.3.1 Um ponto (2, S) é um ponto d e  equilíbrio do problema penali- 

zado P(Ad) se existe A? > O tal que, para cada A4 > a, verzjica-se 

max F~ (2, S) = FM(2, 5) = max FM(z, S) , 
SES zEZ 

(3.39) 

onde ~ ~ ~ ( z ,  s) = cTz - MsTz 

A iloção de equilíbrio requerida pela definicão acima estende aquela usada pelo 

algoritmo mountain climbing (Koiiilo [75]) para um problema bilinear. Realmente, 

em nosso caso, a igualdade (3.39) deve ser satisfeita para todo &I > i@, sigiiificaiido 

que o equilíbrio tem de ser verificado por uma família de problemas bilineares para- 



inétricos P(A4). Esta característica gera a seguinte propriedade relacionada ao termo 

de coinplementaridade da fuiqão de penalidade. 

Lema 3.3.3 S e  (2,s) é um ponto de equilíbrio do problema penalizado P(Ad), então 

Prova: Seja (2, .i?) um ponto de equilíbrio do probleina penalizado. Por (3.39), 

pode-se tomar Ad > ~ / l  > O para o qual 

cTz - A J Z ~ S  = max{cT2 - M Z ~ S  : s E S ) .  

Então, deve-se ter 

zTs = miil{zTs : s E S ) ,  

o que prova a igualdade da esquerda. Novamente por (3.39), tem-se que 

Suponha-se, por coiitradicão, que ST2 > gTi = i n i i l { ~ ~ z  : z E 2). Então, ST(z - 

i )  > O. Tome-se Ad > max{a, cT(z - i)/gT(2 - i ) ) .  Assim, 

contradizendo (3.41)) pois A4 > A>. Portanto, 

= i n i i l { ~ ~ z  : z E Z ) ,  

e a demoilstra@o está completa. rn 

Note-se que a recíproca do lema acima não é verdadeira. De fato, podem existir 

2, Z E Z e i? E S com STz = STZ = O e cTZ > cT2. Neste caso, (2, s) verifica a 

coiidi@io (3.40)) mas não é ponto de equilíbrio. 

Agora mostramos que um ponto de equilíbrio satisfaz a condição de cornpleinen- 

taridade. Esta propriedade é essencial para caracterizar pontos de equilíbrio como 

soluqões locais do problema (P) .  

Proposicão 3.3.1 S e  (z, S) é um ponto de equilibrio do problema penalizado P(M) ,  

então STz = 0. 
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Prova: Seja (2,s) uin ponto de equilíbrio do problema peilalizado. Pelo lema 3.3.3, 

tem-se que 

m i i i { ~ ~ s  : s E S) = sTz = miil{f l~ : z E 2). (3.42) 

Posto que S # 0 e E Z, pelo lema 3.1.1 existe (E, i) E Z x S, com 

onde E é um base relativa a i? = ( ( ~ - ' d ) ~ ,  o ) ~ .  Pelas duas primeiras equações em 

(3.42) e (3.43) e a expressão de i segue-se que 

Então, usando-se o fato de que 2 E Z na igualdade da direita em (3.42) e coilside- 

raildo-se a expressão de E, (3.44) e DS = d, obtém-se que 

Portanto, STz = 0. 

A identificação de soluções locais do problema (P) pode ser também realizada 

através da noção de solução local estável do problema peilalizado, apresentada por 

0nal [94] (ver definição 2.5.1). A seguir introduziinos um coiiceito similar. 

Definição 3.3.2 Um ponto (2, S) é uma solução local parcialmente estável do 

problema penalizado P(A4) se existe > O tal que (2, S) é uma solução local de 

P ( M )  para todo Ad > a. 

Em sua definição, 0iml exige uma estabilidade dupla: tanto o ponto solução 

quanto o valor da função objetivo não devem se alterar a partir de uin certo valor 

1v. Na verdade, mostra-se que soluções locais estáveis e parcialmeilte estáveis são 

equivalentes, se definidas especificamente para P(A4). A diferença entre os dois 

conceitos torim-se aparente quando eles são estendidos para o problema peilalizado 

relativo ao problema em dois níveis com restricões 110 líder, que coiisideraremos na 

seção 3.4. 

A equivalêilcia entre as duas definições para P ( M )  é coiisequêilcia direta da 

seguinte caracterização de soluções locais do problema (P).  



Teorema 3.3.2 Dado o problema (P ) ,  as seguintes afirmações são equivalentes. 

( I )  o ponto (z, S )  é u m a  solução local de ( P ) ;  

(2) o ponto (2, S) é u m a  solução local parcialmente estável do problema penalizado 

P(A4); 

(3) o ponto (2, S) é um ponto de equilibrio do problema penalizado P(Ad). 

Prova: 

(1 )  + (2): Seja (2, S) E Z x S uma solução local de (P) e B,(2, 2) uma e-viziiil-iaiiqa 

onde (2, S) é globalmente ótima. Coiisiderein-se os problemas (P) e P(Ad) dados 

na seção 3.2 com Z = Z n B,(2), S = S í l  B,(s) e F ( z , s )  = cTz. Como Z e S 

são conjuntos compactos não vazios, P ( M )  tem solucão para todo h!! E 3. Note-se 

também que (2,s)  é viável para (P) e que V[?] = cT2. Então, pelo lema 3.2.1, 

existe A? 2 O tal que 

Portanto, (2, S) é uma soluqão local parcialmente estável do problema penalizado. 

(2) + (3):  Seja (2, S) E Z x S uma soluqão local parcialmente estável do problema 

penalizado. Então, a derivada direcioiial de FAd em (2, S) em qualquer diiecão viável 

é não positiva para todo h!! 2 A?, para algum A? >. O. Como Z x S é convexo, isto 

significa que deve-se ter 

A expressão acima com z = Z gera 

Portanto, 

F ~ ( 2 , s )  =niax{FM(2,s): s E S) VAd 2 A7. (3.47) 

Por outro lado, fazeiido-se s = S em (3.45), obtém-se 



De (3.47) e (3.49), segue-se que (2, S) é um ponto de equilíbrio do problema penali- 

zado. 

(3) + (1): Seja (2, S) E Z x S um ponto de eq~iilíbrio do problema penalizado. 

Então, existe a > O tal que 

C ~ Z - I I ~ S ~ ~  5 C ~ Z - A ~ S ~ Z  ~z E 2. (3.50) 

Pela proposição 3.3.1, (2, S) é viável para (P) . Além disso, pelo corolário 3.3.1, 

existe E > O tal que 

sTz = STZ = O 'v'(%, S) E B,(z, S), viável para (P) .  (3.51) 

Usando-se (3.50)-(3.51), conclui-se que cTz 5 cTZ para todo (z, s) E B,(z, 5) viável 

para (P). Portanto, (2, S) é uma solução local de (P). 

Os teoreinas 3.3.1 e 3.3.2 nos permitem caracterizar as soluqões locais de PLDNP 

como a seguir. 

Teorema 3.3.3 Um ponto Z é uma solz~ção local do problema P L D N P  se, e so- 

mente se, Z é viável para P L D N P  e (2, s) é um ponto de equili'brio (ou solução local 

parcialmente estável) do problema penalizado P ( M )  para todo vértice s E S,(Z). 

De acordo com esta caracterização, um ponto Z é clarameilte uma solução local 

do problema PLDNP quando (2, S) é um poilto de equilíbrio e S é o único vértice 

em S complementar com 2. Esta situação pode ser identificada pesquisaildo-se os 

vértices adjacentes a S, como mostra a seguinte resultado. 

Corolário 3.3.2 Seja (2, S) um ponto de eqz~ili'brio do problema penalizado P(A4). 

Se 5 E Sv e ZTs > O para todo s E Sv adjacente a S, então é uma solução local do 

problema P L D N P .  

Prova: Seja (2, S) um poilto de equilíbrio. Pela proposição 3.3.1, S E Sv (z) e, por 

coaseguiilte, Z é viável para PLDNP. Então, o leina 3.3.1 garante que S(Z) é uma 

face de S. Por hipótese, s @ S(Z) para todo vértice s E Sv, adjacente a 5. Logo, 

Sv (z) = { s ) .  Assim, pelo teorema 3.3.3, segue-se que (2, S) é uma solução local de 

PLDNP. 

Outra coildiqão suficiente para otimalidade local em PLDNP é dada abaixo. Ela 

é mais fraca, porém mais difícil de se verificar computacioi~almente. 



Teoreina 3.3.4 Seja (i?, S) um ponto de equilz%rio do problema penalizado P (&I) . 

Se existe E > O tal que 

então Z é u m a  solução local do problema PLDNP.  E m  particular, se S E Sv, pode-se 

substituir S(z) por Sv (z) e m  (3.52). 

Prova: Seja (2, S) um ponto de equilíbrio. Pela proposiqão 3.3.1, tein-se que S E 

S ( i?).  Então, pela definiqão 3.3.1, segue-se que 

para algum A? > O. Recorde-se que o conjunto viável de (P) pode ser definido como 

{z E Z : S(z) # 0). Agora assuma-se que existe E > O satisfazendo (3.52), isto é, 

STz = O para todo z E Z n B,(z) com S ( x )  # 0. Então, 

niax{cTz : z E Z n B,(i?), S(z) # 0) 

= niax{cTz - a s T z  : z E Z n B, (a), S(z) # 0) 

< max{cTz - MsTz : z E Z) = cT2. - (3.53) 

Como 3 E Z n B,(i?) e S(Z) # 0, a igualdade se verifica em (3.53). Logo, é uma 

sol~qão local de PLDNP. Além disso, como S(z) # 0 implica S,(z) # 0 (lema 3.3. I), 

pode-se substituir S(z) por Sv(z) em (3.52) quando S E Sv. rn 

Observe-se que a coiidição (3.52) significa que todo ponto viável do problema 

PLDNP, dentro de alguma vizinhaiiqa de i?, seja complemeiitai a S. Tal condiqão é 

realmente mais fraca que as suposiqões do corolário 3.3.2. De fato, estas hipóteses 

implicam que Sv(i?) = {s). Assim, (3.52) se verifica, pois, pelo lema 3.3.2, S(z) C 

S(Z) para todo z E Z n B,(z), para algum E > O. Entretanto, a coiidiqão (3.52) não 

é suficiente para Sv(i?) = {s), como mostra o exemplo (E2), figura 3.2. 

Considere-se o poiito A, relativo a Z = ( 2 ,  y,  Gi, wa, ~ 3 ) ~  = (0,2,0,2, E Z. 

Para S = (O,v, ?i1, ü2, ~ 3 ) ~  = (0,0,1, O,  O)T E S, tem-se que (2, S) é um poiito de 

equilíbrio. Realineiite, para todo A4 > 0, tein-se que FM(i?, S) = O, FAd(i?, s) 5 O 

para todo s E S e FA4(z, 5) 5 O para todo z E 2. Além disso, para E E (O, I), 

qualquer ponto z = (z, y , ~ i , w z , w ~ ) ~  E B,(z), viável para (P) ,  tem wi = O. Isto 



(E2) max f i (x, y ) = - x 
s.a x 2 O ,  y solução de 

max f2(2, y) = -3 
s.a z + y > 2  

2 - y s o  
2 x f y > 2  
y > o  

Figura 3.2: 

implica que sTz = O e, portanto, (2,s)  satisfaz (3.52). Todavia, as hipóteses do 

corolário 3.3.2 iião são satisfeitas, pois iT2 = O para i = (0,0,0, O, l)T E S,, isto é, 

i E S,(Z) com S adjacente a i?. 

Fiiialinente, vale a pena meilcioiiar que, para um poiito de equilíbrio (2, s), a 

expressão (3.52) fornece uma coiidi@o suficiente mas iião necessária para 2 ser uma 

soluqão local de PLDNP. De fato, no exemplo (E2) (ver figura 3.2), se a fuii@o 

objetivo do primeiro nível é substituída por fi(x, y) = -y, a solução global será 

atingida no poiito B, que iião satisfaz a coiidi@io (3.52). 

3.3.2 Otimalidade local estrita 

Nesta subseqão caracterizamos soluções locais estritas do problema origiiial e dos 

problemas auxiliares. A priiicípio, note-se que ótimos locais estritos de PLDNP 

e (P) podem ser relacioiiados examelite como no teorema 3.3.1, apenas trocando- 

se o termo local por local estrito. A deinoiistra@o segue os mesmos argumeiitos. 

Entretanto, usando-se as seguintes definições, que são iiaturais neste contexto, pode- 

se apresentar uma caracteriza@io mais simples. 

Definição 3.3.3 U m  ponto (2,s) é um ponto de equilíbrio estrito do problema 

penalizado P ( A d )  se é um ponto de equilz'brio e existe iVI 2 tal que 

onde i@ é dado pela definição 3.3.1. 



Definicão 3.3.4 U m  ponto (2,s) é u m a  solução local estri ta parcialmente 

estável do problema penalizado P(Ad) se existe A? > O tal que (2, s) é u m a  solução 

local estrita de P ( M )  para todo #I > ~ 2 .  

Demonstramos abaixo a eq~zivalêilcia entre solução local estrita de (P), solução 

local estrita parcialmente estável e ponto de equilíbrio estrito do problema penali- 

zado. 

Teorema 3.3.5 Dado o problema (P), as seguintes afirmações são equivalentes: 

(1) o ponto (2, S) é u m a  solução local estrita de (P); 

(2) o ponto (2, s) é u m a  solução local estrita parcialmente estável do problema 

penalizado P(A4); 

(3) o ponto (2, S) é um ponto de equili'brio estrito do problema penalizado P ( M ) .  

Prova: 

(1) + (2): Seja (2, S) E Z x S uma solução local estrita de (P) .  Definam-se os 

problemas (P) e P ( M )  como na da demonstração do teoreina 3.3.2. Então, pelo 

lema 3.2.1, pode-se tomar A? > M* > O tal que os problemas (P) e P ( M )  têm o 

mesmo conjunto solução para todo M > i@. Assim, (a, S) é a única solução de ( P )  

e P(fl4) para todo A4 2 A?. Logo, (2, S) é uma solução local estrita parcialmente 

estável do problema peilalizado. 

(2) + (3): Seja (2, S) E Z x S uma solução local estrita parcialmente estável 

do problema penalizado. Então, existe fi > O tal que a iilequação (3.45) verifica- 

se estritamente para todo Ad > A? e todo (z, s) E Z x S com (z, s) # (2, s) .  

Consequentemente, (3.46) e (3.48) são satisfeitas com desigualdades estritas para 

todo M > A? e para todo s E S \ {s) e todo z E Z \ {z). Portanto, segue-se que 

e 

{z) = arg inax{FM(z, S) : z E 2) b'Ad > A? 

Logo, (2,s) é um ponto de equilíbrio estrito do problema peilalizado. 

(3) + (1): Seja (2,  S) E Z x S um ponto de equilíbrio estrito do problema penali- 

zado. Então, existe A? > O tal que 

cTz - A?sTz < cTz- MsTz ~z E z \ {z} (3.54) 



Além disso, pela proposição 3.3.1, tem-se que Z ~ S  = O. Assim, por (3.55), segue-se 

que zTs > O para todo s E S \ { s ) ,  isto é, S(2) = {s). Seja E > O dado pelo 

corolário 3.3.1 e tome-se (z, s) E B,(2, S), viável para (P). Então, 

Suponha-se que (z, s) # (2, S). Como s E S(2) = {S), deve-se ter s = S e z # 2. 

Logo, por (3.54) e (3.56), segue-se que cTz < cTz. Portanto, (2, S) é uma soluqão 

local estrita de (P). 

Finalmente, derivamos unia nova caracterização para as soluções locais estritas 

do problema PLDNP. 

Teorema 3.3.6 U m  ponto 2 é a solução local estrita do problema P L D N P  se, e 

somente se, 2 é viável para P L D N P  e (2, S) é u m a  solução local estrita de (P) (ou  

ponto de equilz'brio estrito ou solução local estrita parcialmente estável do problema 

penalizado P(A4)) para algum S E S .  

Prova: Por demonstração similar à do teorema 3.3.1, coilclui-se que é uma solução 

local estrita de PLDNP se, e somente, se S(Z) # 0 e (2, s) é uma solução local estrita 

de (P) para todo s E S,(Z). Por outro lado, todo ponto de equilíbrio estrito (2, s) 

satisfaz 

0 # s, (2) c S(z) = {s), 

OU seja, S,(2) = ($1. Logo, a equivalência resulta do teorema 3.3.5. w 

3.3.3 Otimalidade do ponto de equilíbrio 

Como visto nas subse@es anteriores, as soluções locais de PLDNP estão associadas 

a pontos de equilíbrio do problema penalizado P(M).  Nesta secão, estudamos mais 

detalliadamente condições de otimalidade para pontos de equilíbrio. A intenção é 

obter propriedades que sejam computacio~~almente mais simples que aquelas estab- 

elecidas pelo corolário 3.3.2 e pelo teorema 3.3.4. 



No decorrer desta seção, considera-se que (2, S) seja um ponto de equilíbrio de 

P(A4). Assim, pela definição 3.3.1, Z e S são soluções dos seguintes problemas 

lineares parainétricos, para todo > 1Q. 

P ( A ~  ; s) inax FA4(z, S) = cTz - ~4 sTz 

s.a z ~ Z = { z > O : A z = a )  

P(A4;Z) inax Fn[(z,s) = cTZ - MZTs 

s.a s ~ S = { s > O : D s = d )  

Coino solucões destes problemas ocorrem nos vértices, vai-se assumir também que 

(2, s) E 2, x S,. 

Coilsiderem-se, abaixo, os quadros simplex ótiinos associados aos probleilias 

P(A4; S) e P(A4; Z),  onde B e E são submatrizes básicas e N e R, não básicas. 

Nos quadros relativos a P ( M ;  s), a fuilção objetivo FM(z, S) = cTz - M S ~ Z  

está representada em duas liilhas, sendo que a primeira corresponde ao termo de 

coinpleineiltaridade STz e a segunda à parcela linear cTz. Observe-se que é possível 

coizsiderar Ad de forma implícita, otiinizaiido prioritariainente a primeira linha da 

função objetivo, como no método simplex big-M (Bazaraa et al. [16]). 

Já nos quadros referentes a P(A4; Z),  a função a inaximizar é FAa(Z, s) = cTZ - 

n4ZTs. Coino O primeiro termo é coiistaiite, representa-se apenas o segundo. Neste 

caso, o parâinetro A4 não iiiflueilcia o ponto solução. 

Coino (2, i?) é ponto de equilíbrio, deduz-se do lema 3.3.3 que 



Mais ainda, quando 

clv < o, 

segue-se que (2,s) é solução do problema relaxado e, por coilseguinte, solucão global 

de PLDNP. Por outro lado, se 

ZR > o, 

então s é o único ponto em S compleinentar a Z (S(2) = ( 5 ) )  e, pelo teorema 3.3.3, 

coilclui-se que 2 é uma solucão local de PLDNP. 

Estudamos agora outras condições de otiinalidade que podem ser inferidas quail- 

do estas sittiacões particulares não ocorrem. A análise será desenvolvida em f~iiqão 

das direcões extremas de Z e S ,  a partir de e s, que estão disponíveis nos quadros. 

Tais direcões estão associadas às colunas das seguintes inatrizes 

formadas a partir das submatrizes não básicas pivoteadas, juntamente com inatrizes 

identidade I,-,, e I,-,, de ordem 11, - ma e n - 1x2 iespectivaineilte. Note-se que 

Para o deseiivolviineilto que se segue, é adequado considerar diretamente as 

colunas das matrizes G  e H .  Denote-se, então, por JN e JE OS índices das variáveis 

não básicas em Z e 2 e assuma-se, por simplicidade, que as inatrizes G e H conservam 

a mesma indexacão A e D. Assim, tem-se que 

são coltiilas de G e H para i E JN e j E JR, onde ei E !Rnpm2 e e  3 E !Rn-n,2 são 

coluilas de I,-,,, e I , - , ,  . Adicionalmente, escrevem-se os custos reduzidos como 

para cada i E JN e j E JR. 

Defina-se, por último, os coiljuiltos 

J$ = {i E J N :  & > O) = {i E J N :  C ~ G ~  > O),  

J: = { j  E JR : Z j  = 0) = { j  E JR : z T H j  = 0). 



Recorde-se por (3.57)-(3.58) que 2 é uma solução global de PLDNP, q~iaildo J$ = 0, 

OU local, se J: = 0. 

Mostramos a seguir que os pontos de Z podem ser expressos em fuilção de 2 e 

das direções Gi. O inesino deseiivolvimeilto é depois aplicado a S ,  5 e direcões Hj. 

Lema 3.3.4 Se z E 2, então z = Z + E y G i .  
i€ JN 

- 
Prova: Seja z = ( z g ,  ~ 5 ) ~  E 2. Então DzD + NzN = a, OU ainda, z~ = - NzN. 

Coino ZN = 0, segue-se que 

Lema 3.3.5 Se s E S, então s = S + E sjHj. Em particular, se s E S(Z), então 
j E  JR 

Prova: Seguindo-se os mesmos passos da  deinoilstra@io acima, coilclui-se que s = 

5 + E sj H,. Assuma-se, agora, que s E S(2). Defina J = { j  E JR  : 3 = O}. Coino 
jc JR 

s E S(Z), se j E JR \ J então sj  = O. Assiin, 

Mais ainda, 

o Por (3.59) e pela definição de J:, tem-se que Z ~ H ~  > O para todo j E J\ J: C Jn\ JR. 

Logo, sj = O para todo j E J\ J:. Segue-se, então, de (3.60) que 



Enz todos os próximos resultados, vai-se considerar a seguinte hipótese: 

[D] S e i  E J& e fiki > 0, então & > O. 

Esta suposiqão é trivialmeilte verificada quando o vértice 2 é não degenerado. Na 

verdade, ela assegura que Gi (i E J;) é de fato uma direção viável de 2, como 

mostramos no leina abaixo. 

Lema 3.3.6 Se i E J$ então existe L > O tal que z = 2 4- ziGi E Z para todo 

o < zi < L.  

Prova: Seja i E J;. Tem-se Gi = [ 1 .  Se Gi > O, eiitio z = 2 + ziGi > O 

para todo zi 2 O. Neste caso, tome-se L > O arbitrário. Caso Gi 2 0, existe k E JB 

com I?ki > O,  onde JB é O conjunto de íildices das variáveis básicas em 2. Tome-se, 

então, 

Sob a hipótese [D], tem-se que L > O. Seja z = 2 + ziGi, com O 5 zi 5 L. 

Particioile-se z = (25, z ; ) ~ .  Então, 

- 
Trivialmeilte, z~ 2 O. Por outro lado, seja k E JB. Então ZI,  = X k  - ziNki Se 

fiki < O,  então zk > 5% > O. DO contrário, tem-se também zk 2 0, pois 

Em qualquer caso, coilclui-se que z = z+ziGi > O para todo O < zi < L. Fiilalineilte, 

verifica-se que 

Logo, z = 2 + ziGi E Z para todo O < zi 5 L. 

No propósito de obter condições de otiinalidade local para (2, s),  estabelecemos 

primeiramente o seguinte resultado auxiliar. 

Lema 3.3.7 Seja i E J;. Se s E S ( Z ) ,  então s T ~ i  2 0. Em, particwlar, S T ~ i  > O 



Prova: Sejam i E J& e s E S(2). Pelo lema 3.3.6, existe z = 2 + ziGi E Z com 

zi > O. Então, 
T T O 5 s z = sT2 + zisTGi = zis Gi. 

Como zi > 0, deve-se ter sTGi > O. Assuma-se agora que s = i? E S(2). Como (2, s) 

é ponto de equilíbrio, segue-se da definição 3.3.1 que (c - & ~ i ? ) ~ z  5 (c - ~ d i ? ) ~ ~  para 

algum > O. Assim, 

Visto que zi > O e i E J;, tem-se 

e, por conseguinte, zTGi > 0. 

Apresentamos agora uma condição necessária e suficiente para que Z seja um 

ótimo local de PLDNP, em fuiição das direções extremas de Z a partir de 2. 

Teorema 3.3.7 O ponto 2 é u m a  solução local de P L D N P  se, e somente  se, Jf: = Q )  

ou  inin{GTs : s E S(Z)) > O para todo i E J;. 

Prova: Vai-se demonstrar, equivaleiitemeiite, que Z não é ótimo local de PLDNP 

se, e somente se, existe i E J& tal que iniii{GTs : s E S(Z)) < 0. 

Primeiro, assuma-se que existe i E J$ tal que inim{GTs : s E S(Z)) 5 O. Então, 

G ~ S  5 O para algum s E S(2). Pelo leina 3.3.7, GTS = O. Seja E > O arbitrário. 

A partir do leina 3.3.6 coilclui-se que existe z = 2 i- ziGi E Z n B,(2) com zi > 0. 

Mais ainda, tem-se 
T T z s = zTs + ziGi s = 0. 

Assim, z E B,(z) é viável para PLDNP e cTz - cT2 = z i c T ~ i  > O (i E J;). Logo, Z 

iião é ótimo local de PLDNP. 

Assuma-se, agora, que 2 iião é ótimo local de PLDNP e seja E dado pelo lema 

3.3.2. Então, existe z E B,(Z), com 0 # S(z) C S(2) e cTz > cT2. Pelo lema 3.3.4, 



Assim, 

O < cTz - cTz = C zicTGi. 
~ € J N  

Logo, existe k E JN com z- > O e cTGk > O. Portanto, k E J$. Deseja-se mostrar 

que iniw{G;s : s E S(2)) < O. De fato, seja s  ̂ E S(z) S(2). Então, z e 2 estão na 

face de Z definida por a rgrn i i l{~~z  : z E 2 ) .  Dado que z,+ > O e coilsideraildo-se o 

lema 3.3.6, deduz-se que Z = Z + ZkGk pertence a esta face para algum O < Zk < zk. 

Por conseguinte, 

O = iTi = iT2 + z ~ s ~ G ~ ,  

implicando que iTGk = O. Portanto, 

Pelo teoreina 3.3.3, se uma solu@o viável Z de PLDNP não é ótimo local, então 

(z, s) não é ponto de equlíbrio para algum s E S ( Z ) .  Relacioilamos, a seguir, este 

resultado com o teorema 3.3.7 acima. 

Corolário 3.3.3 Se existem i E J$ e s E S(2) tais que GTS = O ,  então z não 

é solução local e (2, s)  não é ponto de equilibrio. Neste caso, existe z E Z ( s ) ,  

T z = Z+ ziGi, com zi > O e c z > cT2. 

Prova: Sejam i E J$ e s E S(Z) tais que GTS = O. A primeira implicação é 

decorrência direta do teorema 3.3.7. Adicioiialinente, pelo lema 3.3.6, existe z = 

+ ziGi E 2, com zi > O. Assim, 

para todo M .  Logo (2, s) não é ponto de equlíbrio. Mais ainda, como sTz = O e 

sTGZ = 0, tem-se 
T T s z = sTZ + Z ~ S  Gi = 0. 

Logo, por (3.61), segue-se que cTz > cTZ. 

Observe-se que verificar a condi@io do teorema 3.3.7 corresponde a resolver pro- 

bleinas lineares. Em alguns casos, pode-se reduzir este esforco coinputacioilal com 

mostramos abaixo. 



Teorema 3.3.8 Se o conjunto {(i, j) E J$ x J: : zj = O,  G T H ~  < 0) é vazio, então 

é um ótimo local de PLDNP. 

Prova: Supoiiha-se, por coiltraposi@io, que Z não é ótimo local de PLDNP. Deseja- 

se mostrar que existe (i, j) E J$ x J: com % = O e GTHj < O. Pelos teorema 3.3.7 

e lema 3.3.7, existem i E J$ e s E S(Z) tais que GTs = 0. O corolário 3.3.3 assegura 

que existe z = Z + ziGi E Z(s)  com cTz > cTZ e ~i > O. Por outro lado, pelo 

lema 3.3.5, 

j~ J;:zj=O 

Coino zi > O e GTQ > O pelo Ieina 3.3.7, conclui-se que G T H ~  < O para algum j E J: 

com Zj = O. E como i E J&, o res~dtado segue-se. 

Quando e 5 são ambos iião degenerados, uma coildi@o ainda mais simples do 

ponto de vista computaciona1 é apresentada pelo próximo corolário. 

Corolário 3.3.4 Assuma-se que e 5 são vértices não degenerados e seja JE O 

conjunto de Zndices das variáveis básicas em S. Se o conjunto {(i, j) E J$ x J: : 

i E JE, y = O,  > O) é vazio, então Z é um Ótimo local de PLDNP. 

Prova: Supoilha-se, por contraposição, que Z não é ótimo local de PLDNP. Deseja-se 

mostrar que existe (i, j) E J$ x J: com i E JE, Zj = O e R, > O. Pelo teorema 3.3.8, 

existe (i, j) E J$ x J: com _zj = O e G T H ~  < O. Então vai-se mostrar que, no caso 

iião degenerado, i E JE e G T H ~  = -Rv. De fato, seja JB O conjunto de índices das 

variáveis básicas em Z e coiisiderem-se as expressões de Gi e Hj. 

-Nki, se k E JB -Rkj, se k E JE 
Gki= 0, { 1, -  

se k E JN \ {i) HI, = { i:- se k E JR \ {j) 
s e k = i  s e k = j  

Coino ZTS = 0, segue-se que JB C JR no caso não degenerado. Além disso, JB 2 

JR \ {j), pois .i$ = O. Logo, se k E JB, então Hkj = O. Assim, tem-se 



Então, Hij < O. Fiilalinente, pela expressão de Hj, conclui-se que i E JE e, por 

conseguinte, 

Logo, o conjiinto {(i, j) t J$ x J: : i t JE, Z j  = O, R, > O) é não vazio. 

3.4 Extensões 

Nas duas seções aizteriores derivamos resultados para PLDNP. Agora, identificamos 

as propriedades que podem ou não ser estendidas para PLDN, ou seja, o problema 

obtido de PLDNP com a adição de restrições no primeiro nível. 

Os problemas auxiliares associados a PLDN são definidos similarmente como: 

(P) max ~ ( z ,  s) = cTz P(M) max FM(z, s) = cTz - MsTz 

s.a z t Z , s t ~  s.a z E 2 , s  E s 
sTz = O 

onde 

Como o conjunto S está associado ao problema dual do seguidor, sua definição não 

se altera em relação a PLDNP. Entretanto o conjunto 2 é menor que 2, pois inclui 

também as restrições do líder. 

De uma forma geral, todos os resultados obtidos para PLDNP, (P) e P(A4) 

podem ser estendidos para PLDN, (P) e P ( M )  quando B2 = O, OU seja, q~iaizdo 

as restriqões do primeiro nível envolvein apeiias a variável x. Neste caso, coilforine 

corolário 1.2.4, tais restriqões podem ser transferidas para o segundo nível, obtendo- 

se assim a situação anterior. 

Analisamos agora o que acontece quando B2 # 0, isto é, quando as restrições 

do primeiro nível dependem da variável y. Primeiramente, coizsideramos a análise 

global deselivolvida na seção 3.2. 

Observe-se que a proposição 3.2.1 pode ser igualmente expressa em termos de 

(P )  e P (M) .  De fato, ela decorre diretamente do lema 3.2.1, que abrange também 

estes novos problemas. Isto garante um resultado similar à segunda parte do teo- 

rema 3.2.2, que eiluizciamos a seguir. 



Teorema 3.4.1 Se o problema PLDN (on (P)) é viável e o problema @(MO) tem 

solução para algum &Io 2 0, então PLDN tem solução. Neste caso, z* é uma 

solução global de PLDN se, e somente se, existe s* tal que (z*, s*) é solução global 

de P ( M )  para todo AC > A4*, para algum M* 2 Mo. 

Infelizmente, nas situaqões não compreendidas pelas hipóteses do teorenia acima, 

a equivalência entre PLDN e o problema penalizado correspondente não se verifica, 

pois as proposiqões 3.2.2 e 3.2.3 não podem ser estendidas para (P) e P(A4). Isto 

deve-se esseilcialmeilte ao fato de que o lema 3.1.1 não é válido quando se substitui 

z por i. 
Na verdade, embora os três casos eilumerados no teoreina 3.2.1 também acoil- 

teqain com ( P )  e @(M), existem ainda as seguintes possibilidades: 

(i) (P) é inviável e P(M) é ilimitado para todo M > 0; 

(ii) (k) é inviável e P(A4) tein solur.ão para algum A4 > 0; 

(iii) (P) tem solução e P(A4) é ilimitado para todo A4 > 0. 

Note-se que estes casos podem ser escritos em fuiiqão de PLDN em vez de (P) .  

Estas novas situações são ilustradas através de exemplos. Para o caso (i) apre- 

sentamos o problema (E3), figura 3.3, onde se tein 

e 

S = {(O,V,ui,112)~ 2 O : U 1 + U 2 + V  = I). 

Então, 5 = (0,0, O,  l)T E S e z(a)  = (a, 3 + a ,  1 + 2a, 3)T E 2 para todo ai > 0. 

Como, para cada A4 E 8, Fn4(z(a), 5) = a - 3114 t foo quando a + + oo, coiiclui- 

se que B(M) é ilimitado. Por outro lado, note-se que qualquer ponto (x, y), tal que 

y é solução do problema do seguidor para x fixo, não satisfaz a restricão do primeiro 

nível. Assim, o problema PLDN e, consequeiitemeilte, o problema (P) são inviáveis. 

Para ilustrar o caso (ii) , considere-se o exemplo (E4), obtido de (E3) pela substi- 

tuição da  fuiicão objetivo do primeiro nível por fi(x, y) = -y. Assim, OS conjuntos 

2 e S são os mesmos do exemplo anterior. Logo, o problema (P) permanece iiwiável. 

Por outro lado, corno esta nova função é limitada superiormente em 5, P(M) passa 



(E3) max fl (x, y) = x 
s.a - x +  y > 3 

x > O,  y solu@io de 
max f2(x, Y)  = -Y 
s.a x + y  > 2 

x - y s o  
y > O  

Figura 3.3: 

(E4) i m x  f i (x ,y)  = -y 
s.a - x f  y > 3 

x ) O, y sol~qão de 
max f2(x, y) = -y 
s.a x + y  2 2 

x - y l 0  
y > O  

Figura 3.4: 

a ter solução para todo Ad E 3. Realmente, para todo M ) O, a solução de Y (M) é 

2 = (0,3,1, 3)T, S = (0,0,1, O ) ,  com FM(2,  S) = -3 - Ad. Note-se que 2 corresponde 

ao ponto C na figura 3.4. 

Finalmente, para exeinplificar o caso (iii), seja substituída em (E3) a restrição 

do primeiro nível por -x + y > 1. Com isto gera-se o exemplo (E5), figura 3.5, onde 

o conjunto S é mesmo que o de (E3), mas o conji~nto 2 é agora dado por 

Note-se, assim, este novo conjunto 2 contém o anterior. Logo, o coiljuilto viável 

de P(M) neste exemplo é maior que o do exemplo (E3), implicando que P ( A ~ )  é 

novamente ilimitado para todo M E 3. Por outro lado, note-se que o problema ( P )  
agora é viável. Na figura 3.5, o coiijuilto viável de (E3) corresponde ao segmento 

AC. Mais ainda, (E3) tem solu~ão,  que é atingida no ponto C = (112,312). 

Examinamos agora os resultados da análise local realizada na seção 3.3 e as 

possíveis exteilsões para PLDN, (P) e P(M). Como já mencionado, a generalização 



(E5) max fi (x, y ) = x 
s.a - x + y  > 1 

x 2 O, y sol~ição de 
max f2(x, y) = -y 
s.a x + y > 2  

x - y l 0  
y 2 0  

Figura 3.5: 

é direta quando B2 = O. Passamos então ao outro caso. 

Começamos pela caracterização de uma viziilhaiiça viável para (P) em torno 

de um ponto (2, S) E 2 x S. Uma tal caracterização pode ser dada como no 

corolário 3.3.1. De fato, resultado similar ao lema 3.3.2 é válido para as funções 

ponto-coiljunto 

Assim, derivamos a propriedade abaixo: 

Teorema 3.4.2 Seja (2,s) E 2 x S .  Existe E > O tal que todo ponto (z, s) E 
- 

B,(z, s), viável para o problema (P), deve satisfazer STz = zTs = O, isto é, (z, S) e 

(2, s) também são viáveis parn (P) . 

A relação entre soluções locais de PLDNP e soluções locais de (P), expressa 

110 teorema 3.3.1, pode ser também generalizada para PLDN e (P) .  Seguindo-se 

a demonstração deste teorema, com 2 em lugar de 2, e levando-se em conta que 

o conjunto viável de PLDN é dado por {z E 2 : S(z) # a)}, chega-se diretamente 

a tal resultado. Além disso, como visto no início da subseção 3.3.2, a mesma ar- 

gumentação aplica-se a soluções locais estritas. Desta forma, tem-se a seguinte 

caracterização. 

Teorema 3.4.3 Um ponto 2 é uma solt~ção local (estrita) do problema PLDN se, e 

somente se, 2 é viável para PLDN e (2, s) é uma solução local (estrita) do problema 

(P) para todo vértice s E S,(Z). 



Podemos estender os coilceitos de ponto de equilíbrio para o problema penalizado 

P(M) como a seguir. 

Definição 3.4.1 Um ponto (2,s) é um ponto de equilíbrio do problema penali- 

zado P ( M )  se existe A> > O tal que, para cada M > n/I, verifica-se 

onde FM(z, s) = cT - MsTz. 

De forma análoga à demonstracão do lema 3.3.3, obtemos a propriedade abaixo 

com relacão ao termo de complementaridade. 

Lema 3.4.1 Se (2, S) é um ponto de equilibrio do problema penalizado P ( M ) ,  então 

Entretanto um ponto de equilíbrio de P(M) pode não anular as folgas com- 

plementares e, por coiiseguiilte, ilão ser viável para (P). Este fato, iliistrado pelo 

exeinplo (E6), figura 3.6, deve-se t ainbéin à não validade do lema 3.1.1 quando se 

substitui Z por 2. 
No exemplo (EG), tem-se 

e 

S = { ( O , V , U ~ , U ~ ) ~  > O : 2 1 1 + 2 , # 2 + V  = 1). 

Seja, então, 2 = (0,3,1, 3)T E 2, associado ao ponto D, e s = (0,0,1, E S .  

Assim, FM(2, S) = -M para cada M E !R. Além disso, dado (z, s)  E 2 x S, 

obtém-se 

Portanto, (2,s) é iiin ponto de equilibrio de P(M), porém não é viável para (P) ,  

pois = 1. 



Figura 3.6: 

Por outro lado, a caracterização de soluções locais de (P) como pontos de 

equilihrio é ainda possível quando se exige explicitamente que a complementari- 

dade seja satisfeita. Esta condicão é requerida pela definição 2.5.1 de solução local 

estável de P(M),  introduzida por 0nal [94], que estendemos agora para P(A/l). 

Definição 3.4.2 U m  ponto (2, S) é u m a  solução local estável do problema pe- 

nalizado P(M) se rTS = O e se existe a > O tal que (2, S) é u m a  solução local de 

P(M) para todo ii/l > M. 

Obtemos então as seguintes equivalências, similares ao teorema 3.3.2. 

Teorema 3.4.4 Dado o problema (P), as seguintes afirmações são equivalentes: 

( I )  o ponto (2, i?) é u m a  solução local de (P); 
(2) o ponto (2, S) é u m a  solução local estável do problema penalizado P(M); 

(3) o ponto (2, S )  é um ponto de equilz'brio do problema penalizado P ( M )  e 2's = O .  

Prova: Segue a demonstração do teorerna 3.3.2, substuindo-se Z por 5 e, conse- 

quentemente, (P) por (P) e P ( M )  por P(M). Além disso, na implicação (3) ( I) ,  

a viabilidade de (2, S) para (P) é garantida por hipótese e não através da proposição 

3.3.1. 

Vale a pena mencionar que continua válida para P(M), como demonstrado para 

P(&I), a equivalência entre ponto de equilíbrio e solução local parcialmente estável, 

sendo este último conceito dado pela extensão direta da definição 3.3.2. Isto mostra 

a diferença entre solução local estável e parcialmente estável do problema penalizado 

P(M). 



Capítulo 4 

Algoritmos propostos 

A partir dos resriltados teóricos derivados no capítulo anterior, propomos neste 

capítulo dois algoritinos para PLDNP: um local (seção 4.2) e outro global (seqão 4.3). 

Ambos os algoritinos são baseados no conceito de pontos de equilíbrio, que são eii- 

contrados através de procedimentos propostos na seção 4.1. O segundo algoritino 

também utiliza uma inodificaqão de um método de otiinizaqão global cliainado outer 

approximation. 

O desempeiiho dos algoritmos local e global é avaliado na seção 4.4, para uma 

série de problemas-teste gerados aleatoriamente. A subseqão 4.4.1 descreve os pro- 

blemas utilizados e a subseção 4.4.2 apresenta os resultados obtidos. 

4.1 Algoritmos para pontos de equilíbrio 

Conforme estabelecem os teoremas 3.3.3 e 3.3.2, os ótimos locais de PLDNP eiicoii- 

train-se entre os pontos de equilíbrio do problema penalizado P(Dí), que são, na 

verdade, soluções locais de (P). Nesta seção propomos algoritinos para determinar 

uin ponto de equilíbrio. 

Recorde-se, da definição 3.3.1, que um ponto de equilíbrio (2, 5)  de P (Dí) deve 

verificar a condição 

~ n a x  FA4(3, S) = FM(z, S) = max F~/r(z ,  S), 
SES ZEZ 

a partir de um certo valor 42 de Ad. Assim, i: e s são soluções dos seguintes problemas 

lineares paramétricos 



T P (A6 ; 2) niax Fn4(Z, s) = cTZ - MZ s 

s.a s ~ S = { s 2 O : D s = d )  

Observe-se que o ponto solução de P (M;  Z) iildepeilde do parâinetro &I, pois 

o termo cTz é uma constante. Logo, pode-se resolver este problema, por exemplo, 

pelo método siinplex clássico. Ressalte-se ainda que P ( M ;  Z) não pode ser ilimitado, 

uma vez que zTs > O para todo s E S. 

Quanto ao problema P ( M ;  s), embora sua solução dependa de &I, este parâ- 

inetro pode ser considerado implicitamente um valor doiniiiaiite como, por exemplo, 

no método simplex big-Ad (ver Bazaraa et al. [16, seção 4.31). Tal consideração leva 

em conta que o equilíbrio deve manter-se para todo A4 2 A?. Desta forma, quando 

P (46; S )  é ilimitado, para um valor doiniilailte &I, tem-se que P (&I) é ilimitado para 

todo A4 2 O. Neste caso, o teorema 3.2.1 garante que (P) é também ilimitado. 

Na verdade, um poilto de equilíbrio pode ser caracterizado sem a utiliza@,o do 

parâinetro ]VI, como demonstramos i10 teoreina 4.1.1 abaixo, a partir do seguinte 

resultado auxiliar. 

Lema 4.1.1 Se S E S e Z E argniax{cTz : z E Z, STz = O), então existe &Io 2 O 

tal que 

sup{cTz-n4sTz: z E Z) < $00 bJM > Mo. 

Prova: Seja S E S e 2 E arginax{cTz : z E Z, STz = O). Supoilha-se, por absurdo, 

que, para todo Mo > 0, existe A6 2 Mo tal que 

Assim, a equação acima verifica-se para todo Ad > O. Então, aplicando-se raciocínio 

semelhante à primeira parte da demoiistração do lema 3.2.3 com os problemas (P) 

e P(A4) dados por S = Z,, S = {s) e F (z ,  s) = cTz no lema 3.2.1, deduz-se que 

existe uma direqão de recessão h E Z, tal que 

Logo, sup{cTz : z E Z, STz = 0) = t o o ,  coiltradizeiido a hipótese. 

Teorema 4.1.1 O ponto (2, S) é um ponto de equilz'brio do problema penalizado 

P(A4) se, e somente se, 



Prova: Seja (2, S) um ponto de equilíbrio de P(1W). Pela definição 3.3.1, (2, S) E 

Z x S e  
T cTz = inax{c z - MsTz : z E Z) 

para algum > O. Mais ainda, pela proposi@io 3.3.1, sTz = O. Logo, 

mostrando que E arginax{cTz : z E Z, sTz = 0). 

Reciprocainente, assuma-se que 

Então, 2 E Z e STz = 0. Como zTs > O = zTS para todo s E S, conclui-se que 

Assim, pela definição 3.3.1 e levando-se ein conta que STz = 0, resta mostrar que 

existe 42 > O t a1 que 

De fato, o lema 4.1.1 garante a existência do ináximo em (4.2) a partir de certo 

A& > O. Assiin, 

para cada A4 > Mo. Considere-se, então, Zv(s) = Zv n Z(S) o conjunto de vértices 

de Z coinplementares a S. Se Zv \ Z,(S) # @, tome-se a > Mo com 

Assiin, para todo 114 > u, segue-se que 

cTz - M S ~ Z  < cTz vz E zV\ zV(s). 

Logo, para todo &I > a, tem-se 



Caso 2, \ Z,(S) = 0, obtêm-se trivialmente as igualdades acima para todo A4 > &Io. 

Assim, a expressão desejada (4.2) segue-se destas igualdades, de (4.1) e (4.3). i 

A seguir propomos dois algoritmos para obter um ponto de equilíbrio, partindo 

de um ponto inicial zO E Z ou s0 E S.  Na verdade, embora a caracterização do 

teoreina 4.1.1 não seja usada lia descricão do procedimento, ela será útil na deinoils- 

tragão de coilvergêilcia. A descrição é feita em função dos problemas paramétricos, 

para se adequar à formulacão do algoritmo local apresentado na seção seguinte. 

Algoritmo 1 (Ponto de equilíbrio) 

Passo O Sejam Z x S #  0 e zO E Z. 

Passo 1 Resolva P(Ad; zO) pelo método simplex, obtendo uma solução S. 

Passo 2 Resolva P (M;  s), pelo método simplex big-Ad. Obteill-ia uma solução 2 ou 

verifique que o problema é ilimitado. No primeiro caso, (2, s) é um ponto 

de equlíbrio; no segundo, conclua que P (M)  é ilimitado para todo Ad > 0. 

Meilcioile-se que este algoritmo fará parte do algoriino local (ver próxima secão), 

que fornecerá as coiidicões requeridas pelo passo 0, ou seja, verificará se Z ou S são 

vazios ou obterá ~iin ponto inicial zO. Note-se ainda que o problema P(Ad; zO) do 

passo 1 não pode ser ilimitado, pois ( z O ) ~ S  2 O para todo s E S .  

A demonstração de otiinalidade do algoritino 1 baseia-se no seguinte resultado. 

Lema 4.1.2 Sejam S E S e 2 solução do  problema paramétrico P(Ad; S) . Se Z(S) # 

0 ,  então 

(i) sTz = O e 

(ii) (2,s) é um ponto de  equilz'brzo. 

Prova: Sejam 2 e s satisfazendo as hipóteses e Z E Z(S), 

(i) Supoilha-se, por absurdo, que sTz > O. Tome-se, então, fi > O tal que 

Logo, para todo M > $1, tem-se 



o que contradiz o fato de 2 ser solucão de P ( M ;  s). 

(ii) Como 2 é solução de P ( M  ; S) e STz = 0, tem-se que 

T cT2 = inax{c z - f i T z  : z E z), 

para Ad suficientemente grande. Por outro lado, 

max{cTz - MsTz : z E Z )  > inax{cTz : z E Z,  STz = 0) 2 cT2. 

para todo > O. Assim, por (4.4)) as igualdades se verificam lia expressão acima. 

E pelo teoreina 4.1.1, (2, S) é uin ponto de equilíbrio. 

Proposição 4.1.1 O algoritmo 1 termina com uma das seguintes possibilidades: 

(i) encontra um ponto de equil2brio do problema penalizado P(Ad) e, equivalente- 

mente, uma solução local de (P), ou 

(ii) verzfica que P ( M )  é ilimitado para todo &I > O e, equivalentemente, que (P) 

é ilimitado. 

Prova: Claramente o algoritmo pára com um ponto (2, S) ou verifica que P ( M ;  S) é 

ilimitado para um valor dominante de &I. Neste último caso, segue-se que P ( M )  é 

ilimitado para todo Ad > O. Considere-se, agora, o primeiro caso. Como S é solução 

de P(Ad;zO), tem-se que S E argmiii{(zO)Ts : s E S). Então, pelo corolário 3.1.1, 

deduz-se que Z (s) # 0. Assim, visto que 2 é solu@io de P (&I; S) , o lema 4.1.2 

garante que (2, S) é um ponto de equilíbrio. As equivalêixias com (P) são dadas 

pelos teoreinas 3.2.1 e 3.3.2. 

Aizalogamente ao algoritmo 1, pode-se definir outro procedimento para determi- 

nar um ponto de equilíbrio, a partir de um ponto inicial em s0 E S .  

Algor i tmo 2 (Ponto de equilíbrio) 

Passo O Sejam Z x S #  0 e s0 E S. 

Passo I Resolva P ( M ;  sO), pelo método simplex big-&I. Obteiiha uma solucão 2 ou 

verifique que o problema é ilimitado. No seguido caso, coilclua que P ( M )  

é ilimitado para todo &I > 0. 

Passo 2 Resolva P(A4; 2) pelo método simplex, obtendo uma solucão S. 



Passo 3 Resolva P(Ad; i?), pelo método simplex big-&I. Obteillia uma solucão Z ou 

verifique que o problema é ilimitado. No primeiro caso, (2, S) é um ponto 

de eq~díbrio; no segundo, conclua que P ( M )  é ilimitado para todo Ad > 0. 

Na verdade, coilsideraiido-se o lema 4.1.2, pode-se coiicluir que (2, sO) é tiin ponto 

de equilíbrio, já 110 passo 1, se zTsO = 0. De qualquer modo, esta sittiação será 

verificada posteriormente no passo 3. Preferiu-se não introduzir tal teste no passo 1 

porque na descricão do algoritino local, que usa o algoritino 2, vai-se considerar os 

quadros simplex relativos a ambos os problemas P (Ad ; S) e P ( M  ; 2). 

Por raciocíiiio similar à demoiistração da proposição 4.1.1, deduz-se que: 

Proposição 4.1.2 O algoritmo 2 termina com uma das seguintes possibilidades: 

(i) encontra-se um ponto de equilibrio do problema penalizado P (A4 ) e, equivalen- 

temente, uma solução local de (P), ou 

(ii) verifica-se que P ( M )  é ilimitado para todo hI 2 0 e, equivalentemente, que 

(P) é ilimitado. 

Note-se que os algoritmos 1 e 2 determinam um poiito de equilíbrio para o 

problema penalizado P(Ad). Por outro lado, o conceito de ponto de equilíbrio foi 

estendido, lia secão 3.4, para o problema peilalizado P ( A ~ ) ,  que está associado ao 

problema com restrições no primeiro nível (PLDN). 

A seguir apresentamos um algoritmo para encoiitrar um ponto de equilíbrio de 

P(M) ,  a partir de uni ponto s0 E S. Procedimento similar, pode ser definido 

partiiido-se de um ponto zO E 2. Na descrição abaixo, P (M;  5)  e P (M; 2) denotam 
- 

o problema P(Ad) com s = S e z = 2 respectivamente. 

Algoritino 3 (Ponto de equilíbrio) 

Passo 0 Sejam Z x S # 0 e s0 E S. Faça i = 0. 

Passo 1 Resolva P(M; si) pelo método simplex big-M. Obteiilia uma solução zi ou 

verifiqiie que o problema é ilimitado. No segundo caso, conclua que P ( M )  

é ilimitado para todo 1W > 0. 

Passo 2 Resolva P(dd; zi), obtendo uma solução si''. Se FA4(zi, si) = FM(zi, si+'), 

pare: (zi, si) é um ponto de equilíbrio. 



Passo 3 Resolva P (A4 ; si+') pelo método siinplex big-M . Obtenha uma solução 

ou verifique que o problema é ilimitado. No segundo caso, conclua 

que P(M) é ilimitado para todo M > O. No primeiro, se Fn4(zi, si+') = 

FA[(zi+', si+'), pare: (zi, si+') é um ponto de equilíbrio; senão, faca i = i f 1 

e volte ao passo 2. 

Este procedimento generaliza o algoritmo mountain climbing proposto por Komo 

[75] para encontrar pontos satisfazendo as condições de Karush-Kuhii-Tuclcer para 

um problema biliilear com conjunto viável compacto. A generalização se dá no 

sentido de que não se pede compacidade e de que um "equilíbrio parainétiico" é 

coiisiderado . 

A demonstração de coilvergência do algoritmo 3 usa o seguinte resultado. 

Lema 4.1.3 Se jam i? E S e 2 ~ o l u ç ã o  do problema paramétrico P(M; i?). Então, 

S ~ Z  > sTz para todo x E Z .  

Prova: Sejam i? e S satisfazendo as hipóteses. Suponha-se, por absurdo, que existe 

2 E 2 tal que sTi < sTz. Tome-se, então, A? > O tal que 

Logo, para todo A4 > fi, tem-se 

o que contradiz o fato de 2 ser solução de P ( M ;  5). 

Proposição 4.1.3 O algoritmo 3 pára e m  um numero finito de iterações. 

Prova: Suponha-se, por absurdo, que o algoritmo 3 gera uma sequêiicia infinita de 

pontos {(zi, si)). Posto que o algoritmo enumera vértices de 2 x S e que o número de 

vértices é finito, existem poiitos repetidos na sequêiicia. Sejam, então, dois pontos 

(zi, si) e (zi+', si+') gerados em iterações coilsecutivas. Então, pelo passo 2, concliii- 

se que ~ ~ [ ( z ' ,  si) # FM (zi, si+'). E como s"' é solução de P ( M ;  zi) , tem-se que 

FM(zi, si) < ~ ~ ( 2 ,  si+'), OU seja, 



Considerando-se que Ad 2 0, segue-se que 

Mais ainda, como zif' é solução de P ( M ;  sG1) (passo 3), deduz-se, do lema 4.1.3, 

que 
i T i+l 2 (%i+1)TSi+l 

( 2 )  s (4.6) 

Por (4.5)-(4.6), conclui-se que os pontos da sequência não se repetem: uma com 

tradição. 

Proposição 4.1.4 O algoritmo 3 encontra um ponto de equilz'brio do problema pe- 

nalizado P(A4) ou verifica que P(Ad) é ilimitado para todo M > 0. 

Prova: Pela proposição 4.1.3, o algoritino pára eventualmente. Suponha-se, a 

princípio, que a parada ocorre 110 passo I ou 3, porque se detecta que P ( M ;  s) é 

ilimitado para um valor doiniilante de Ad. Neste caso, P (M)  é ilimitado para todo 

Ad > O. Outra possibilidade do algoritmo termillar acontece, no passo 2, com a 

verificação de que ~ ~ ~ ( z ~ ,  si) = FA4(zi, si+'). Note-se que zi é solução P ( M ;  si) e 

si+ é soliição de P (Ad ; 2 ) .  Então, tem-se 

~ ~ ~ ( z ' ,  si) = ~ ~ ( 2 ,  si+') 2 FA4(zi, s)  'ds E S. 

Logo, (zi, si) é um ponto de equilíbrio. Finalmente, o último critério de parada 

encontra-se no passo 3, quando FA4(zi, si+ l) = FM (zi+', si+ I). Por desei~volvimento 

similar ao do caso anterior, conclui-se que (zi, si+') é um ponto de equilíbrio. i 

Recorde-se que um ponto de equilíbrio do problema P ( M )  pode não satisfazer 

as condicões de complementaridade (ver figura 3.6). Assim sendo, o algoritmo 3 não 

encontra ótimos locais de (P). 

4.2 Algoritmo local 

A partir de um ponto de equilíbrio (2,s) do problema peilalizado P(Ad), podem- 

se avaliar as condições de otiinalidade derivadas na subseção 3.3.3, que permitem 
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descobrir se 2 é uma solução local de PLDNP ou fornecem uma direção para sair do 

ponto de equilíbrio, inellioraiido a fuiição objetivo. Estas condições são releinbradas 

a seguir, juntainente com a notação. 

Considere-se que (2,s) E 2, x S, seja um poiito de equilíbrio eiicoiitrado pelo 

algoritino 1 ou 2, como solução dos problemas lineares paramétricos P ( M ;  S) e 

P(A4; 2). Seja B unia base associada a 2 e particioiie-se A = [B N]. Similar- 

mente, considere-se D = [E R], onde R é uma matriz básica relativa a S. Defina-se 

ainda JB, JN e JE, JR OS índices das variáveis em z e s correspondentes às respectivas 

subinatrizes. 

Os quadros simplex associados às soluções ótimas dos problemas P(A4; S) e 

P (A4 ; 2) são apresentados abaixo, conforme descrição discutida na subseção 3.3.3. 

O subcoiijuiito de variáveis não básicas J& que podem iilcreinentar a fuiição 

objetivo do líder ao entrar ila base é determinado a partir dos custos reduzidos da 

última liiilia do quadro simplex associado a P (01 ; S) . Efetivaiiieilte, 

T -1 J&= { i  E JN : ~i - cBB Ni > O), 

onde Ni é a i-ésiina coluiia da inatriz N .  

Já as variáveis não básicas que podem gerar soluções alterimtivas complemeiltares 

a 2 tem custos reduzidos iiulo iio quadro simplex relativo a P(A4; 2)) definiiido assim 

o subcoiijuiito 

-T -1 J: = {j t J R :  .Zj - zEE Rj = O ) ,  (4.8) 

onde Rj  a j-ésiina coluna de R. 

Associada às coluiias não básicas de A E !RmzX", define-se a matriz 



As direções extremas de Z = {z > O : Az = a) a partir de 2 são combiilações 

liueares não negativas das coluiias Gi (i = 1,2,  . . . , 12 - mz) de G. Em particular, se 

Z é não degenerado (?B > O) ,  tais direções são exatamente as colunas de G. 

No que se segue, considere-se a hipótese de não degeneracão abaixo: 

[D] Se i E J$ e Gki < 0, então Zk > 0. 

Sob esta suposicão, as seguintes condicões de otimalidade foram demonstradas na 

subsecão 2.5.2 : 

(1) O ponto 2 é uma solução local de PLDNP se, e somente se, J$ = 0 ou 

para todo i E J$ (note-se que Si 2 O sempre). 

(2) Se J$ = 0, então Z é uma solução global de PLDNP (2 é solucão do problema 

relaxado) ; 

(3) Se J$ = 0, então 2 é uma solucão local de PLDN (S é o único ponto de S 

complementar a 2) ; 

(4) Se existem i E J$ e s E S(Z) tais que GFS = O, então Z não é solu~ão local e 

(b, s) não é ponto de equilíbrio. Neste caso, existe z E Z (s) , z = 2 + ziGi, com 

zi > O e cTz > cTZ (a variável zi pode entrar na base para gerar um ponto 

viável de PLDNP melhor que 2). 

Observe-se que as propriedades (2)-(4) são decorrentes da caracterizacão (1). En- 

tretanto, elas estão evidenciadas por suas implicacões algorítmicas: 

(i) a verificação de que J$ ou J: são vazios é simples e evita a resolução dos 

problema lineares definidos em (4.10) e 

(ii) a última condição mostra que qualquer i E J$ com Si = O pode ser usado para 

iniciar a geracão de um novo ponto de equilíbrio. 

Para se calcular cada valor Si, pode-se considerar o quadro simplex associado a 

P (&I; 2) e, similarmente ao que se faz no quadro simplex relativo a P ( A 4  ; S) , iilclui- 

se outra linha de função objetivo referente a GTS. Então, permite-se que entre na  



base apenas as variáveis iildexadas por J:. Isto garante a obediêiicia à restri@io 

s E S(Z). 

Feitas estas coilsidera@es, descrevemos a seguir o algoritmo local proposto. 

Algoritino (Algoritmo local) 

Passo 1 Se Z x S = 0, pare: PLDNP é iilviável. Seilão encontre S E S 

Passo 2 Aplique o algoritmo 2 de eq~iilíbrio a partir de S. Se P(A4) é ilimitado para 

todo M 2 O, pare: PLDNP é ilimitado. Do contrário, seja (2, i?) o ponto 

de equilíbrio encontrado. 

Passo 3 Considere os quadros simplex relativos aos problemas P ( M ;  S) e P(A4; 2). 

Sejam J$ e J: como definidos em (4.7) e (4.8). Se J& = 0 ou J: = 0, pare: 

é ótimo global ou local de PLDNP. 

Passo 4 Calcule bi como definido em (4.10). Se existem i E J$ e S E S(Z) tais que 

Si = GTS = 0, volte ao passo 2. Do contrário, pare: Z é um ótimo local de 

PLDNP. 

No passo 1, a verificação de que Z ou S são ou não vazios pode ser realizada 

através da primeira fase do método simplex. Desta forma também se encontra o 

ponto inicial S E S. Na verdade, pode-se alterilativameiite comegar o algoritmo 

local a partir de um ponto 2 E Z e aplicar o algoritmo 1 lia primeira execu@o do 

passo 2. Em particular, B pode ser a solução do problema relaxado, caso exista. 

Proposição 4.2.1 O algoritmo local pára e m  um número finito de iterações. 

Prova: Supoillia-se, por absurdo, que o algoritmo local não satisfaz os critérios de 

parada. Observe-se que este fato não se deve à avalia@o dos conjuntos J$ e J: 

no passo 3 ou ao cálculo dos Si no passo 4. Mais ainda, o algoritmo de equilíbrio é 

fiiiito e enumera vértices de Z x S .  Assim, coiiclui-se que há pontos repetidos ila 

sequêiicia de pontos de equilíbrio gerada. Por outro lado, eilcoiitrado um ponto de 

equilíbrio (2, s), uma nova aplica$io do algoritmo de equilíbrio ocorre, no passo 4, 

quando existem i E J$ e S E S(2) tais que GT5 = O. Assim, pelo corolário 3.3.3, 

existe 2 E Z tal que 
-T -  s z = O e cT2 > cTz. (4.11) 



Considere-se, então, a nova aplicação do algoritino 2 a partir de 5. Como Z(5) # 0, 

deduz-se da  descrição do algoritmo 2, do lema 4.1.2 e do teorema 4.1.1 que o novo 

ponto de eqiiilíbrio ( 2 ,  2) satisfaz 

Logo, segue-se de (4.11) que 

Portanto, os pontos de equilíbrio nunca se repetem, o que é uma contradição. i 

Proposiqão 4.2.2 O algoritmo local encontra u m a  solução local de PLDNP o u  ve- 

rifica que o problema é ilimitado ou inviável. 

Prova: Pela proposição 4.2.1, o algoritino local pára eventualmeiite. Em particular, 

os critérios de parada que detectam inviabilidade (passo 1) ou iliniitação (passo 2) 

de PLDNP são corretos pela equivalência global deste problema com (P) e pelo item 

(ii) da proposição 4.1.2. Por outro lado, a corretude dos teste de otii-~ialidade local 

dos passos 3 e 4 é assegurada com o teorema 3.3.7 e o lema 3.3.7. i 

Mencione-se que o algoritmo local não pode ser estendido para o problema PLDN, 

usando o algoritmo 3 em lugar do algorimo 2. De fato, como observamos na subseção 

anterior, um ponto de equilíbrio obtido pelo algoritmo 3 pode não correspoiider a 

uma solução viável de PLDN. Tal situação pode acontecer quando existem restrições 

do líder que dependem da variável y (ver figura 3.6). 

Algoritmo global 

Neste seção propomos um algoritino iterativo para encontrar E-soluções globais de 

PLDNP, que segue a mesma estratégia do algoritmo local apresentado anteriorinente, 

ou seja, determina pontos de equilíbrio do probleina penalizado P (&I). Além disso, o 

algoritmo proposto incorpora uin procedimento de otimizacão global chamado outer 

approximation, adaptado a sua necessidade. 

A iteração inicial (k = 0) encontra uin ponto de equilíbrio (zO, sO) de P ( M ) ,  

que fornece uni limite inferior cTzO para PLDNP. Cada iteração k seguinte (k > I), 



passa a coiisidem o problema P ( A ~ ) ,  obtido de P(Ad) com o acréscimo da restrição 

linear 

cTz > F*  + e, (4.12) 

onde E > O e F* é o melhor limite inferior coiihecido até a iteração k - 1. Este tipo 

de corte é usado por Júdice e Faustiiio [73], 0iial [94], Tuy et al. [I111 e Amouzegar 

e Moshirvaziri [2]. 

O problema P(M) é gerado, assim, pela peilalização das condições de comple- 

meiltaridade do problema (P), definido por (P) restrito a (4.12). Em outros temos, 

têm-se os problemas 

(P) max ~ ( 2 , s )  = cTz P(M) max F*~(Z,S)  = cTz - il.2sTz 

s.a z E i , ~  E S s.a Z E Z , S E S  

sTz = O 

onde 

O problema (P) pode ser visto como sendo a reformulação de um problema em 

T dois níveis com a restrição (4.12) no primeiro nível, ou seja, com B1 = c:, B2 = c, 

e b = F* + E .  Assim, os problemas (P) e P(M) acima estão definidos de acordo com 

a seção 3.4. 

Como visto nessa referida seção, um ponto de equilíbrio de P ( M )  pode 1150 sa- 

tisfazer a complementaridade de folgas, não sendo viável para (P). Neste caso, nina 

forma de se eacoiltrar uma solução viável para (P) é resolver o seguinte problema 

(PC) min sTz 
s.a (z, s)  E Z x S 

Observe-se que (PC) não pode ser ilimitado, pois zTs > O para todo (z, s) E 2 x S .  

Se (PC)  é inviável ou seu valor ótimo é não 11~10, então (i) é inviável. Do contrário, 

qualquer solução ótima (2, S )  é viável para (P). 
Na verdade, como o conjunto viável de PLDNP é coiiexo, se ainda existe solução 

viável em 2, pelo menos uma delas está sobre o corte, ou seja, satisfaz a igualdade 



cTz = F* + E .  Assim, o problema (PC) é viável se, e somente se, o probleina (PC'), 

forimlado a seguir, é viável. 

(PC') min sTz 

s.a z ~ Z ' = { z > O : A ' z = a ' )  

S E S  

a 
oiideA1= $ 1  e a l =  [ F * + E ] .  

Duas são as razões para se considerar (PC') em lugar de (PC).  Primeiro, o 

espaço de soluqões de (PC') é menor. Além disso, Z' é compacto se as curvas de 

nível da função do líder cTz são limitadas sobre Z. Estas duas propriedades são 

interessaiites para o inétodo de solução a ser empregado. Destaque-se ainda que 

a descricão do conjunto viável 2' x S através de restrições de igualdade facilita o 

deseiivolvimeilto que se segue. 

Por ser um problema biliilear, uma solucão global de (PC'), se existir, ocorre em 

um vértice de 2' x S (Horst e T~iy [69, proposicão IX.11). De fato, (PC') pode ser 

visto como a iniiiiinização da função côncava 

sobre o poliedro Z', ou seja, (PC') é equivalente a 

(P C') min g (z) 
~€2' 

Note-se que a f~~iição g é côncava, tendo em vista que é definida pelo íiifiino de uina 

família de fuiições lineares (Rocl<afellar [97, teoreina 5.51). Mais ainda, se (PC') é 

viável, então g assume valores reais em Z', pois zTs 2 O para todo (z, s) E Z' x S .  

Vários métodos de otiinização global para resolver problemas biliiieares são des- 

critos por Horst e Tuy [69, capítulo 1x1. Entre os inétodos propostos, escoll-ieinos 

a outer approximation, que é capaz de lidar com poliedros não coinpactos. Na 

verdade, vamos utilizar uina modificação deste método conveniente ao iiossso con- 

texto. Meiicioae-se que algoritmos tipo outer approximation, aplicados diretamente 

ao probleina de programação linear ein dois níveis, são deseiivolvidos por Tuy et al. 

[lll, 1121, conforme descrito na subseção 2.6.2. 

A idéia básica da outer approximation é miiiimizar a fuiição côncava sobre uma 

série de aproximações poliedrais exterilas do conjunto viável, cada vez mais estreitas. 



O poliedro de uina nova iteracão é obtido do anterior pelo acréscimo de  ma res- 

tricão. Para cada poliedro, determinam-se seus vértices e calcula-se o valor da f ~ ~ i q ã o  

sobre eles, de modo a se obter o mínimo. Ressalte-se que os vértices do novo poliedro 

são obtidos através do conjunto de vértices, já conhecido, do poliedro anterior 

Uina explanacão detalhada do funcionamento do método pode ser encontrada 

em Horst e Tuy [69, secão IX.1.51. A seguir, apresentamos uma descrição específica 

no contexto do problema (PC') 

Assuma-se que tenl-ia sido encontrado um ponto de equilíbrio (2, S) E 2: x S,, 

com zTS > O e, por isso, deseja-se resolver (PC'). Seja B uma base associada a 

e particione-se A' = [B N]. Expressando-se as variáveis básicas z~ em função das 

não básicas 2 z ~ ,  o problema (PC') é reescrito como: 

(PC') mia sTz - S ~ Q Z  + S ~ Z  

s.a Q2 < q 
T T T  

S = (sB,sN) E S 

onde Q = B-lN e q = ZB = B - ~ u '  > O. 

Alternativamente, (PC') é dado pela forinulacão 

(PC') inin ij(z) 

s.a Z E Z ' = { ~ > O : Q T Z < ~ ~  i = 1 , 2  , . . . ,  m2+1} 

onde 

T T  ij(2) = m i i l { ~ ~ ~ + z  U s : s E S ) ,  

QT é a i-ésima linha da matriz Q e uT = [ - Q ~  I]. Ressalte-se que ij está bem 

definida com o mínimo, pois (PC') é viável ((0, S) E Z' x S ) .  Note-se ainda que 

e que a origem de %"I é um vértice de Z'. 

O método outer approximation para resolver (PC'), a partir de (2, S), é descrito 

abaixo. 

Algoritmo ( Outer Approximation) 

Passo O Construa um politopo (limitado) w1 contendo todos os vértices de Z'. 

Calcule o conjunto de vértices w:. Seja Ji = {1,2,. . . ,mz + 1) o conjunto 

de índices das restricões que definem Z'. Faca 1 = 1. 



Passo 1 Escolha 2 E arg inax{ij (2) : 2 E w:) . 

Passo 2 Se Q T ~  < qi para todo i E J1, pare: (2, i) é solucão de (PC'), onde i é a 

solucão que fornece j(2),  ou seja, 

i E arg miiz{sT~ + gTuTs : s E S ) .  

(No espaço original, (8, i) é solucão de (PC'), onde Z N  = Z e ZB = ZB - 

Q8i-r). 

Passo 3 Escolha j E arginax{Q~3 - q; : i E J1) Fapa w"+' = W' n {2 : &:2 < qj}. 

Determine o coiljunto de vértices w:+' a partir de w:. Faça J1+l = Jl \ { j ) ,  

1 = L + 1 e volte ao passo 1. 

Note-se que este algoritino termina em ma + 1 iterações no máximo, onde ?na + 1 

é o número de restrições que definem Z' (Horst e T L I ~  [69, observação IX.11). 

Claramente, é desejável que o politopo inicial W1 seja uma boa aproximacão de 

Z' e que seja fácil calcular seu coiljunto de vértices w:. Em particular, quando Z' 

é limitado, esta tarefa é simples. De fato, neste caso, Z' está contido no siinplex 

onde L = i nax{~ l :~  zi : 2 E 2'). Mais ainda, W: = {O, Lei(i = 1,2, . . . , n')},  sendo 

ei o i-ésiino vetor unitário em xn'. 
Em geral, se Z' é ilimitado e não é simples definir um politopo abrangendo 

Z;, pode-se tomar alternativamente W1 como sendo um poliedro (não limitado) 

contendo Z'. Neste caso, além dos vértices de W1, deve-se também determinar suas 

direções de recessão (ver Horst e Tuy [69, algoritino IX.41). Ein última instância, 

pode-se coinecar com W1 igual ao primeiro ortante de xn'. 
O novo conjunto w:+', atualizado no passo 3, é formado pelos vértices de W' que 

satisfazem a restrição acrescentada h(2) = ~ 3 2 -  q j  < O,  juntamente com os vértices 

gerados pelo hiperplano h(2) = O. Considerem-se, então, as seguintes definicões: 



O conjunto de vértices 11% sobre o hiperplano h(2) = O pode ser determillado 

através de vários procedimentos (ver por exemplo Matheiss e Rubi11 [85], Horst et  

al. [70], Cl-ien et al. [45], Horst et al. [68, secão 3.3.41). Todos os procedimentos 

propostos para o caso onde W' é limitado se baseiam na seguinte caracterização 

(Horst et  al. [68, teorema 3.11): 

Proposiqão 4.3.1 U m  ponto 2 E W, se, e somente se, 2 é um vértice de W' e m  w 
OU 2 é interseção de w com u m a  aresta [z-, z+] de w', onde 2- E W; e zf E W: . 

Uma versão desta propriedade englobando o caso em que W' é ilimitado, quando 

também devem ser consideradas as direcões de recessão, é apresentada por Horst e 

Tuy [69, lema 11.11. 

O algoritino proposto por Cl-ieil et al. [45] para encontrar V\), mostra-se o mais 

efetivo dentre aqueles citados, coilforine experimentos computacionais realizados 

pelos autores. 

O princípio básico do algoritmo é usar listas de adjacências entre os vértices de 

W' para encontrar as arestas que interceptam w e calcular os pontos de interseção. 

Para tal, mailtéin-se uma lista adj(z) dos vértices adjacentes a 2 E W' e registra-se 

o conjunto J(2) dos índices das restrições de W' ativas em 2. A descricão abaixo 

assume não degeneracão de w'. 

Algoritmo (Cheii et  al. [45]) 

Passo 1 Determine W; e W:. Faca W, = 0. 

Passo 2 Para cada 2- E W; e zf E W: í l  adj(zA), determine ai = h(z+)/(h(zt) - 

k(zP)) e o ponto interseção 2 = a2- + (1 - ai)z+. Faca W, = W, U (2)) 

adj(z-)= adj(z-) \{zf) U (21, adj(z) = (2-1 e J(2) = (J(z-) n J(z+)) U 

{j), onde h,(2) = ~ 7 2  - q j .  

Passo 3 Para cada 2' E W, e 2" E I@,, com 2' # 2" e l~(2 ')  í l  ~(2") l  = 7%' - 1, faca 

adj (2') = adj (2') u (2") e adj (2") = adj (2") u (2'). 



Observe-se que no passo 2 as adjacências são pesquisadas a partir dos vértices 

em W;. Esta estratégia deve ser preferida quando I W;I < I W$l. Do contrário, a 

pesquisa deve ser realizada a partir de W$ e os papéis de W; e W$ são trocados 

no algoritmo. 

A coilstrução das listas de adjacêiicias dos novos vértices é necessária para a 

aplicação seguinte do procediineilto. Lembre-se que ele está inserido no algoritmo 

outer approximation. Note-se ainda que as adjacêilcias no politopo inicial W' devem 

ser determinadas, o que é trivial no caso de uin siinplex. 

O passo de maior complexidade do algoritino é o terceiro. Para uma imple- 

ineiltação eficiente, Cl-ieil et  al. [45, pág. 4051 sugerem o uso de códigos lias11 

(Laiigsain et  al. [77, seção 7.41). Por outro lado, no caso degenerado, o teste 

I J(2') n J(2")l = n' - 1 não é apropriado para detectar adjacêiicia entre 2' e 2". 

Neste caso, os autores iiidicam duas alteriiativas: uma pequena perturbacão no 

hiperplailo l z (2 )  = O ou a verificação de que existem n' - 1 restricões linearmelite 

independentes em J (2') n J(2"). 

Como se pode perceber, a outer approximation é um procedimento coinputa- 

cioilalmente caro, característica esperada de um método de otimização global. Em 

nosso contexto, porém, sua aplicação ao problema (PC') não pretende ilecessa- 

riainente determinar uma solução ótima. Na verdade, é suficiente eiicoiitrar uma 

solução (2,;) E 5 x S tal que i T 9  < sTz, de modo a poder reiiiiciar o algoritino de 

equilíbrio. 

Por este motivo, pode-se parar tão logo esta situação seja atingida, o que é 

possível de ser verificado com a iiltroducão das seguintes modificacões no algoritino 

outer approximation. 

Caso o teste de parada não tenha sido satisfeito no passo 2, vai-se calcular a 

iiitersecão do segineilto [O, SI com a fronteira de Z' e verificar a conipleinentaridade 

relativa ao poiito viável obtido. Com efeito, determina-se o poiito 2 = a2, onde a  

é o máximo passo que se pode dar nesta direção dentro do conjunto Z'. Dado que 

2  > O,  a! é o maior valor tal que aQS < q. 

Como q 2 0, se QTZ 5 0, eiltão a restrição i não oferece limite para a .  Esta 

condição se verifica, em particular, para todo i E Ji \ Jl. Caso QTS > 0, deve-se ter 

a < q2/~TS.  Note-se que esta situação acontece sempre que o algoritino não pára 



no passo 2, pois Q ~ Z  > qi 2 O para algum i E Jl. Assim, segue-se que 

Adicioiialineiite, note-se que não é preciso calcular exatamente o argumento do 

ináxiino no passo 1. Isto implicaria a resolução de uin problema linear para cada 

vértice em w:. Na verdade, quando se encontra um vértice S com g(Z) < j(0), 

pode existir um ponto viável 2 E [O, Z] que verifique a condicão desejada. 

Iiicluiildo-se estas duas alterações no algoritmo outer approximation obtém-se o 

seguinte procedimento. 

Algoritmo (Outer Approximation Adaptado) 

Passo O Construa um politopo (limitado) W' contendo todos os vértices de Z'. 

Calcule o coiijuilto de vértices W t  . Seja Ji = {I,  2, . . . , ?na + 1) O conjunto 

de índices das restrições que definem Z'. Faça 1 = 1. 

Passo 1 Encontre Z E W: tal que j(Z) < j(0). Se não existe tal vértice, pare: 

(O, 5 )  E Z' x S  é solução de (PC') .  Retome (2, S) E 2' x S .  

Passo 2 Se QTZ 5 qi para todo i E J1,  pare: ZTs" < ZTs, onde ZN = Z,ZB = ZB-QZN 

-T T e i E a rgmi i l{~T~  + s U s : s E S ) .  Retorile (2, s"). 

Passo 3 Calcule a coilforrne (4.13) e faca 2 = a Z .  Determine j(2), obtendo ŝ  E S .  

Seja ZN = S e ZB = ZB - QZN (note-se que g(S) = zTs^). Se zTs  ̂< zTs, 
pare. Retorile (2,s). 

Passo 4 Escolha j E arginax{QTS- qi : i E J l } .  Faca w'+' = w1 n {z : QTZ - < q j } .  

Determine o coiljuilto de vértices w:+' a partir de w:. Faça Jl+' = J1 \ {j), 

I = I f 1 e volte ao passo 1. 

Note-se que este procediineilto adaptado também termina em um número finito 

de iteracões. Realmente, as modificações introduzidas apenas podem antecipar o 

final do algoritino. 

O algoritino completo para encontrar uma &-solução global de PLDNP é descrito 

abaixo. 



Algoritmo (Algoritmo Global) 

Passo 1 Se S = 0, vá para o passo 6. Seiião encontre S E S e considere 2 = 2. 

Faça k = 0. 

Passo 2 Se 2 = 0, vá para o passo 6. 

Passo 3 Aplique o algoritmo 3 de equilíbrio a partir de i. Se P ( A ~ )  é ilimitado para 

todo A4 > 0, pare: PLDNP é ilimitado. Do contrário, seja (2, i?) o poiito 

de equilíbrio eiicoiitrado. 

Passo 4 Se sT2 = 0, então (2,s) é solução viável de PLDNP; faça (z*,  s*) = (2,s) 

e F* = F (2, i?); aplique um corte linear, definiiido 2 = Z n { z  E W n  : 

fi(x, y) > F* + E ) ,  com E > 0; faça S = e k = k + 1; volte ao passo 2. 

Passo 5 Se sT2 > 0, aplique o algoritino outer approximation adaptado, obtendo 

(2,s). Se ST2 > sT2, vá para o passo 6. Seiião, volte ao passo 3. 

Passo 6 Pare. Se k = O, PLDN é iilviável. Seiião, (z*, Y*) é uma E-solução global de 

PLDNP. 

A coiistatação de que 2 ou S são ou não vazios, bem como a obteilção do ponto 

inicial S E S, podem ser realizadas, como no algoritino local, através da primeira 

fase do método siinplex. Mais aiiida, a partir da iteração k = 1, a verificação de que 

2 # 0 é mellior efetuada com o método dual-simplex. 

No passo 3, em vez do algoritmo 3, poderia ser usado um algoritmo similar, que 

começasse de um poiito 2 E 2. Neste caso, no passo 2, deveria ser determiiiado 

este poiito inicial. Tal estratégia é particularineiite iiiteressaiite após a aplicação do 

corte. Note-se, aiiida, que a reaplicacão do passo 3 a partir do passo 5 tainbéin é 

possível a partir de Z E 2. 
Observe-se que lia iteração inicial, antes de se passar o primeiro corte, qualquer 

uin dos algoritinos 1, 2 ou 3 poderiam ser aplicados. Em qualquer caso, o poiito de 

equilíbrio obtido (o primeiro) satisfaz a restrição de coinplemeiitaridade. 

Em toda iteração onde se eiicoiitra um poiito de equlíbrio (2, i?) com sT2 = O, as 

condições de otimalidade local, usadas no algoritmo local, poderiam ser verificadas 

e o corte só seria aplicado caso Z fosse efetivamente um ótimo local de PLDNP. 

Embora esta estratégia possa retardar a definição do corte, ela acarreta custos de 



computação adicionais. 

Como último comentário a respeito do algoritmo global, meilcione-se que o valor 

usado para E > O tanto pode ser constante quanto variar no decorrer do algoritmo. 

Uma alternativa interessante, adotada por Júdice e Faustino [73], é tomar E = 

yF*, onde y E (O, 1) representa o desvio perceiltual máximo aceito entre a solução 

encontrada pelo algoritmo e a solução real do problema. 

Demonstramos agora a coilvergência e otimalidade do algoritmo global. 

Proposição 4.3.2 O algoritmo global pára e m  um número finito de iterações. 

Prova: Note-se que um corte é aplicado no passo 4, elimiilando um ponto Z do 

conjunto viável 2, sempre que ZTz = O. Neste caso, 2 E 2 é um vértice de Z. 

Então, posto que o número de vértices de Z é finito, o algorimo pára se o número de 

iterações entre um corte e outro é fiiiito. Supoill-ia-se que tal situação não acontece. 

Logo, a partir de unia certa iteração k ,  o passo 4 não é mais executado. Assim, o 

único laço possível ocorre entre os passos 3 e 5. Supoilha-se, por absurdo, que este 

laço ocorre e é iilfinito. Então é gerada uma sequêilcia infinita de pontos de equilíbrio 

no passo 3. Como estes pontos são vértices de 3 x S, conclui-se que existem pontos 

repetidos na sequência. Coilsiderem-se, então, (2, S) e (i, i )  em 2 x S o ponto de 

equilíbrio e ponto resultante da outer approximation obtidos em uma certa execução 

deste laço. Por coiiseguiilte, 

iTi < sT2 

e o algoritino 3 é reaplicado a partir de S. Pelo lema 4.1.3, o ponto zl, obtido pelo 

passo 1 do algoritmo 3, satisfaz 

Mais ainda, por (4.5)-(4.6), conclui-se que, se outros pontos são gerados pelo algo- 

ritmo 3, a complementaridade não cresce. Assim, o novo ponto de equilíbrio (z',s') 

verifica 

(s ')~z' < STzl. 

Das três desigualdades acima, segue-se que os pontos de equilíbrio da sequência têm 

complementaridade estritameate decrescente. Portanto, não se repetem, o que é 

uma contradição. rn 



Proposição 4.3.3 O algoritmo global encontra uma E-solução global de PLDNP ou 

verifica que o problema é ilimitado ou inviável. 

Prova: Pela proposiqão 4.3.2, o algoritmo global pára eveiitualmente. Em parti- 

cular, o teste de parada que detecta iiiviabilidade (passo 6, com k = 0) é correto 

pela eqtiivalêiicia entre PLDNP e (P) no caso iiiviável. Já o teste que verifica 

ilimitaqão (passo 3) também é válido. De fato, neste caso, a proposição 4.1.4 garante 

o reconlieciineiito de que P ( M )  é ilimitado para todo M > O. E como P ( M )  é mais 

restrito que P ( M ) ,  coilclui-se que P ( M )  é tainlséin ilimitado para todo A4 > 0. 

Então, pelo teorema 3.2.1, tem-se que (P) é ilimitado e, por coiiseguiiite, PLDNP é 

ilimitado. Finalmente, se estes testes não se verificam, o algoritino pára porque iião 

existe mais soluqão viável para (P) em 

onde F* = fl(x*, y*). Neste caso, deduz-se que (x*, y*) é uina E-soluqão global de 

PLDNP. 

4.4 Resultados comput acionais 

4.4.1 O gerador de problemas 

Infelizmente não existe disponível uma biblioteca de problemas-teste em dois níveis 

que possam ser usados para avaliar a eficiêiicia de iiovos algoritinos propostos e 

compará-la a de procedimentos já existentes lia literatura. O que se oberva até o 

momento é que cada pesquisador coiistrói seus próprios probleinas e não os maiitém 

disp oiiíveis. 

Por outro lado, geradores de probleinas aleatórios foram deseiivolvidos por Cala- 

mai e Vicente [34] e Moshirvaziri et al. [89]. Em nosso caso, optamos por utilizar o 

gerador proposto por Calainai e Vicente, que está disponível lia iiiternet. Este pro- 

grama foi usado em um recente trabalho pelos próprios autores do segundo gerador 

(ver Amouzegar e Moshirvaziri [2]). 

O inétodo proposto por Calamai e Vicente [34] constitui-se de duas etapas: a 

primeira coilstrói um PLDN separável e a segunda elimina a separabilidade através 

de uma mudança de variáveis. Na verdade, gera-se um PLDNP, pois as restrições do 



priilieiro nível, que só dependem de x, são transferidas para o segundo. O método 

permite controlar a esparsidade e o coildicioiiaineiito da inatriz de restrições e a 

quantidade de ótimos locais e globais do probleina gerado, como descrevemos breve- 

mente a seguir. 

Definido o número de variáveis do líder (n1) e do seguidor (na), a primeira etapa 

coiistrói p = miii{nl, 7 7 ~ )  subproblemas em dois níveis, cada um com duas variáveis 

(uma no líder e outra no seguidor) e quatro restrições. Os subpiobleinas podem 

ser de cinco tipos distintos: nos três primeiros há somente ótimos globais (um, no 

primeiro e terceiro tipos, e dois, no seguildo); nos dois últimos tipos, tem-se um 

ótimo global e um local. 

E111 seguida, os p subprobleinas são agrupados, formando um PLDNP separável, 

que tainbéin inclui no seu segundo nível uma restrição limitalite para cada uina das 

outras p' = inax{nl, n2) - p variáveis. Assim, gera-se, ao final da priineira etapa, 

uin PLDNP com niz = 721 + nz variáveis, m = 4p + p' restricões, 2p2 ótiinos globais 

e 2P2fP4fP5 - 2P2 Ótiinos locais não globais, onde pi é o iiúmero de subprobleinas 

do tipo i (Calainai e Vicente [34, propriedades 1 e 21). Mencione-se ainda que o 

problema relaxado correspoiidente é ilimitado. 

A segunda etapa eliiniila a separabilidade do probleina com a seguinte mudança 

de variáveis 

sendo I,, I,, I,, matrizes identidade de ordens nl ,  na, nl2 respectivamente, e v, E 

9"') v, E Pn2, d,, E Pn12 vetores gerados aleatoriamente com vTv, = vzv, = 1 e 

d,, > O. Note-se que H é uma matriz bloco-diagoilal formada por submatrizes de 

Householder . 

A geração dos vetores aleatórios é realizada de modo que o número de eleinen- 

T T tos não iiulos em v:, = (v,, v,) seja igual a .r e que a matriz D tenha iiúmero 

de coiidicionaineiito na iiorina euclideaiia igual a loS, onde 7 e S são parâinetros 

fornecidos. 

Com esta inudaiica de variáveis, a matriz de restricões do problema fica in~~lt i -  

plicada à direita por ( H D - ~ H ) - ~  = H D H .  Esta transformação linear estabelece 



uma correpondência biunívoca entre os ótimos locais e globais do problema original 

e do problema transformado (Calamai e Vicente [34, proposição 4. I]). 

Outra transformação que usaremos para remover a separabilidade do PLDNP 

original substitui a matriz H por 

- 

H = I,, - 

Ela foi sugerida numa versão não publicada do artigo de Calainai e Vicente [34]. 

Ressalte-se que esta segunda transformação não mantém a correspondência entre os 

ótimos dos problemas. 

Duas características do gerador, com respeito às restricões do PLDNP obtido, são 

indesejáveis em nosso caso. Primeiro, o número de restrições é relativainente grande 

se comparado ao número de variáveis. Por exemplo, quando nl = na = 50, tem-se 

m = 200. Segundo, o problema não inclui restrições de não negatividade, usualinente 

consideradas em métodos para resolver problemas lineares. Na verdade, o problema 

original conserva os mesmos ótimos locais e globais se as variáveis são restritas ao 

ortailte não negativo. Todavia, a mesma propriedade não se pode assegurar após a 

transformação. 

Calainai e Vicente [34] apontam que algumas restrições podem ser excluídas 

sem alterar as soluções do probleina. Seguindo sugestões dos autores, introduzimos 

modificações no gerador para obter probleinas menos restritos. Efetivamente, nos 

subproblemas do primeiro tipo, deixa-se uma única restrição; no terceiro tipo, duas; 

e nos demais, três. Assim, gera-se um problema com 1212 variáveis e m = pl + 2p3 + 
3(pz +pq +p5) + 1 restrições. Ressalte-se que se as restrições de não negatividade são 

consideradas, o problema gerado conserva os mesmos ótimos locais e globais antes 

da transfromação, 

Vale a pena mencionar que detectamos algumas incorreções no código disponível 

na iiiterilet. Informados aos autores, os probleinas foram confirmados e o código 

alterado apropriadamente. 

4.4.2 Testes com os algoritmos propostos 

Os algoritmo local e global propostos nas seções 4.2 e 4.3 foram implementados em 

C e executados em um microcomputador AMD K&2/400MHz. Os problemas-teste 



1 2  (n2/n12) * 100 (m/n12) * 100 densidades 
Algoritino mia-inax min-max med min-max med (%) 
Bard e Moore [13] 40-100 30-60 43 40-40 40 40 
Júdice e Faustiilo [73] 80-170 23-40 32 29-40 30 17;40 
Haiiseii et al. [GO] 70-130 40-50 45 40-40 40 8;17;40 

Tabela 4.1: Características de problemas-teste usados em out,ros trabalhos 

foram construídos usando-se o gerador modificado, com diineilsões compatíveis com 

as de outras instâncias usadas ila literatura. 

Os trabalhos tomados como base são aqueles que apresentam os melhores re- 

sultados computacioilais, quais sejam: Bard e Moore (131, Júdice e Fautiilo [73] e 

Hailseil et al. [GO]. 

A tabela 4.1 mostra as características dos problemas resolvidos nos trabalhos 

citados. A segunda coluim descreve o número total mínimo e máximo de variáveis 

consideradas. A coluna seguinte apresenta a proporcão de variáveis atribuídas ao 

seguidor. Além dos valores mínimo e máximo, é tainbéin avaliado o valor médio. 

O mesmo acontece ila quarta coluna coin respeito à relacão entre o número de 

restrições e o i~úinero total de variáveis. Mencione-se que Júdice e Faustiilo [73] 

consideram ainda alguns problemas esparsos com 400 variáves (n1 = 250, na = 150) 

e 150 iestricões, mas que não conseguem garantir a obteilcão de um ótimo. 

A última coluna da tabela 4.1 retrata as diversas densidades impostas para a ina- 

triz de restricões. Os valores apresentados correspoildeni ao percentual de elementos 

não nulos na matriz. Júdice e Faustiilo [73] utilizam outra medida de densidade para 

alguns problemas: a relacão entre o número de elementos não nulos e n,i2. Ein tais 

probleinas, este número varia entre 3,5 e 7,5. 

Na tabela 4.2, apresentamos os resultados obtidos pelo algoritmo local. A co- 

luna T O  expressa o tempo (em segundos) coilsumido pelo problema não transfor- 

mado. A coluna T representa o tempo médio (em segundos) relativo a 8 probleinas 

trailsformados, que foram obtidos pelas diferentes combiilaqões dos parâinetros r E 

{O, 8n12; 0, 4ni2), 6 E (1; 3) e matrizes H e H. Assim, um total de 126 probleinas 

foram testados. 

Observe-se que o i~úmero de restricões é igual a 40% do número de variáveis 

(m = 0,4n12). Esta é a mesma proporção usada por Bard e I\/Ioore [13] e Hailseil 



Tabela 4.2: Resultados coinputacionais obtidos pelo algoritino local 

et  al. [Gol. Note-se ainda que para um mesmo número nl2 de variáveis, atribuiu-se 

ora 113 ora 213 delas ao seguidor. Nos dois traball-ios referidos acima, os autores 

apontam que o tempo consumido por seus algoritmos aumenta à medida que a 

relaqão n2/n12 cresce. Vale a pena destacar que estamos considerando uni proporção 

maior de variáveis no seguidor que nos outros três trabalhos. 

Os tempos descritos na tabela 4.2 mostram que o algoritmo local é bastante 

efetivo. Embora cresça com número de variáveis, o que é esperado, o tempo gasto 

ainda é bem pequeno para problemas com n,lz = 500. Constata-se também que, para 

problemas com a mesma relação m,/n12, o esforço computacional é maior quando 

mais variáveis são atribuídas ao líder. Isto reforça as observações de Bard e Moore 

[13] e Hansen et al. [GO]. 

Comparações deste algoritmo com outros algoritinos locais propostos na litera- 

tura são praticamente impossíveis, tendo em vista que não são relatados resultados 

computacionais para eles. 

Passamos agora a avaliação de desempenho do algoritino global. Mencione-se 

que foi usado E = 0.013 em todas as execuções. Destaque-se ainda que na owter 

approximation o procedimento para encontrar vértices foi impleinentado usando-se 

os códigos hash sugeridos por Cl-ien et  al. [45, pág. 4051. 

Num primeiro experimento, aplicou-se o algoritmo aos mesinos problemas da 



tabela 4.2. Entretanto, só foi possível resolver as instâncias com até 90 variáveis. 

Para 1212 = 60, conseguiu-se solucioilar 11 dos 18 problemas, obtendo-se um tempo 

médio de 0,99s antes da transformação e 38,38s depois. Já para ni2 = 90, foram 

resolvidos 7 dos 18 problemas testados, com média de 41,80s e 76,123s antes e depois 

da in~idaiica de variáveis. 

A justificativa para o mau desempenho do algoritmo global nestes problemas 

está 110 fato de que a outer appro~im~at ion depende bastante do número de restricões. 

De fato, quanto mais recortado o poliedro, mais lentamente se consegue uma boa 

aproximação sua. Constata-se, assim, que o bom fuacioilamento do algoritmo global 

é limitado pela quantidade de restrições do problema. 

Uma segunda experiência foi realizada com instâncias onde a relação m,/n12 é 

menor. Avaliou-se ainda, neste caso, a influência do i~úmero de ótimo locais no 

desempeiiho do algoritmo global. 

Lembre-se que o número de restricões de um problema obtido com o gerador de 

Calamai e Vicente 1341 é basicamente fuiqão de p = iniw{n1, n2). Assim, para se ter 

menos restrições é necessário que O < n2/nl2 « 112 ou 112 « n2/niz < 1. Neste 

sentido, foram gerados 60 problemas, onde esta relação é aproximadamente 114 ou 

314. 

Os primeiros 30 problemas, apresentados na tabela 4.3, foram obtidos pelo ge- 

rador modificado sem a mudança de variáveis. Neste caso, tem-se o controle da quan- 

tidade de ótimos globais e locais (não globais), conforme especificado na tabela. Os 

três números da coluna in, correspondem respectivamente à quantidade de restrições 

dos problemas associados às colunas 1 + 1, 1 + 3 e 1 + 7. 

Observe-se na tabela 4.3 que os tempos coilsumidos foram ligeiramente maiores 

quando mais variáveis são atribiiídas ao seguidor. Embora esta diferenca tenha sido 

imperceptível no algoritino local para problemas dessas dimensões, verificou-se tal 

tendência também naquele caso para dimensões maiores. 

Ainda pelos resultados da tabela 4.3, verifica-se que o tempo gasto aproxiinada- 

mente quadruplica com a duplicação do número de ótimos (locais e globais). Esta 

análise não inclui o problema que demandou 24,99s, pois destoila dos demais. 

Aos problemas da tabela 4.3 foi, em seguida, aplicada a transformação relativa 

à matriz H, com parâmetros .r = 0, 8n12 e 6 = 1. Os resultados para estas 30 



Problemas global + locais 

7x12 122 m, l+l 1+3 1+7 

50 12 15,17,19 0,33 0,17 0,66 
50 38 15,17,19 0,05 0,17 0,72 

60 15 18,20,22 0,11 0,28 1,21 
60 45 18,20,22 0,11 0,33 1,26 

70 17 20,22,24 0,11 0,55 2,03 
70 53 20,22,24 0,16 0,55 2,20 

80 20 23,25,27 0,22 0,83 3,29 
80 60 23,25,27 0,27 0,88 24,99 

90 22 25,27,29 0,33 1,20 5,16 
90 68 25,27,29 0,38 1,32 5,27 

Tabela 4.3: Resultados computacioiiais obtidos pelo algoritino global para problenlas 
não trailsforinados 

Problemas global + locais 
1x12 122 m l+l li- 3 1+7 

Tabela 4.4: Resiiltados computacioiiais obtidos pelo algoritino global para problemas 
trailsforinados 



vértices adj acêilcias 
(ni2-2)t iter. IW,I IW,I * 7 

1 264 8976 
2 573 19482 
3 333 11322 
4 1937 65858 
5 5081 172754 

( t )~ '~%" '=%nla - l  

Tabela 4.5: Iterações do algoritino outer approximation adaptado 

novas iilstâiicias são apresentados na tabela 4.4. Mencione-se que, neste caso, não 

11á mais controle do número de ótimos locais e globais. A deilomiilação das colunas 

na tabela 4.4 apenas inailténi a correspoildêilcia com os problemas originais. 

Note-se na tabela 4.4 que os problemas com menos variáveis atribuídas ao se- 

guidor (n2/ni2 N 114) foram facilmente resolvidos. Quando se usa a proporção 

coinplemeiltar, a dificuldade de resolução dos problemas cresce coilsideravelmente. 

Este resultado confirma a tendência verificada no algoritino local. 

Observe-se também que não foi possível resolver 3 das 30 instâncias coilside- 

radas, em um tempo limite de 900s. Esta situacão deve-se ao fato de que a oz~ ter  

approximation não foi bem sucedida nestes problemas. 

Para se entender a razão desta dificuldade, considere-se, por exemplo, o problema 

não resolvido onde n112 = 70. A tabela 4.5 mostra o número de vértices gerados nas 

primeiras cinco iterações do procedimento outer approximation adpatado e o coiise- 

quente número de adjacêilcias que devem ser determinadas pelo passo 3 do algoritino 

de Chen e t  al. [45]. É fácil perceber que, neste caso, o tempo de computação é ex- 

cessivo. 

É importante ressaltar que os problemas da tabela 4.4 são densos (T = 0.8ni2), o 

que dificulta sua resolução, conforme experiências computacioiiais de Hailseil et  al. 

[60]. De fato, note-se que as iilstâilcias da tabela 4.3, mais esparsas, foram resolvidos 

eficientemente. Na verdade, coilseguiu-se resolver problemas não trailsformados com 

até 125 restrições e 500 variáveis (nT2/nI2 E {1/4,3/4)). 

Comparações com outros algoritinos globais são difíceis, tendo em vista que 

não se pôde testá-los com o mesmo coiljuiito de problemas. Eiltretailto, para se 

ter minimamente uma idéia da qualidade dos nossos resultados, reproduzimos ila 



Probleinas densidade da matriz 

Tabela 4.6: Resultados computacioiiais obtidos por Hailseil et  al. 

tabela 4.6 os resultados comp~itacioilais obtidos pelo algoritmo BR5 de Hailseil et 

al. [GO, tabelas 7a e 7b]. 

Este algoritino foi escolhido como parâinetro de comparacão porque, nos expe- 

rimentos realizados por Haiiseil et al., ele mostra-se superior ao algoritino de Bard 

e Moore [13] e competitivo com o algoritmo de Júdice e Faustiilo [73]. Além disso, 

é o algoritino para o qual se dispõe de mais resultados computacioilais. 

A deiloininação de cada uma das três últiinas colunas da tabela 4.6 representa 

o perceiltual de elementos i ~ ã o  nulos ila matriz de restricões dos probleinas. Cada 

valor nestas colunas expressa o tempo médio (em segundos) gasto por 10 probleinas 

aleatórios. Os tempos foram obtidos ein uma SUN 3/50. 

Confrontando-se as tabelas 4.4 e 4.6 e considerando-se problemas com o inesino 

número de variáveis, verifica-se que os tempos do algoriino global são em geral 

menores que os de BR5. Mais ainda, note-se que as iiistâilcias da tabela 4.4 são 

bem mais densas e que uma proporcão maior de variáveis é atribuída ao seguidor. 

Não obst ante os probleinas coiisiderados possuam ca.racterísticas diversas e os 

tempos teiihain sido obtidos em máquinas diferentes, as coilstatações acima sugerem 

que o algoritmo global seja competitivo. 



Capítulo 5 

Erros na literatura: 
contra-exemplos e modificacões D 

Tem sido bastante freqriente lia literatura o aparecimento de notas apontando erros 

em artigos sobre programação linear em dois níveis. Muitas vezes estes erros se 

propagam com a utilizacão de resultados iilcorretos ein publicacões subsequeiltes. 

Neste capítulo identificamos incorreções em dois artigos publicados em 1993. Tais 

trabalhos pretendem resolver PLDNP globalmente, através da penalidade estudada 

no capítulo 3. Na seção 5.1 indicamos problemas na análise teórica apresentada 

por 0iial 1943 e suas implicações no algoritmo proposto. Na seção 5.2 apontamos 

a invalidade de uma das hipóteses consideradas por White e Aiiaiidalingam [127] e 

o comprometimento dos resultados teóricos obtidos. Estes resultados são reestabe- 

lecidos sob uma hipótese mais fraca. Adicioimlinente, imprecisões na definição de 

alguns passos do algoritmo são contoriladas. Em ambas as seções, exemplos ilustram 

as observacões feitas. 

É importante destacar que a iiivestigação destes erros e o estudo de alterna- 

tivas para contorilá-10s foram o ponto de partida para o desei~volvimento teórico 

apresentado i10 capítulo 3. 

5.1 Artigo de 0nal 

0nal [94] sugere iiina abordagem para determinar E-soluções globais de PLDNP, 

usando o problema penalizado 



T T T T P(M) max F ~ ( x ,  y ,w,u ,v)  = clx + c2y - ~ ( v  y +u. w) (5.1) 

s.a Aix + A2y + w  = a (5.2) 

x > . o , y >  0,w 2 0  (5.3) 

A;U-v=d (5.4) 

u > o , v > o  (5.5) 

Os sistema (5.2)- (5.3) e (5.4)- (5.5) serão refereilciados respectivamente como prima1 

(variáveis de PLDNP) e dual (variáveis duais do seguidor). 

A seguir identificamos algumas imprecisões nessa abordagem, tanto no aspecto 

teórico quanto algorítmico. Na subseção 5.1.1, apontamos os pontos falhos na teo- 

ria apresentada e indicamos sob qual hipótese a análise deseiivolvida seria válida. 

Mesino com a correcão teórica, mostrainos que o algoritmo pode não coilvergir para 

um ótimo global como afirma o autor. Na subseção 5.1.2, introduzimos alguiis 

exemplos para ilustrar todas as observacões realizadas. 

5.1.1 Problemas observados 

Como visto lia subseção 2.5.1, o procedimento proposto por 0iial [94] compõe-se de 

duas fases. A primeira aplica o algoritmo de Beale [18] para encontrar uma solução 

local inicial do probleina peiializado P ( M ) ,  para uin valor domiiiailte do parâinetro 

Ad, que é considerado implicitamente. Esta solução ( 5 ,  v, iu, ü, ü) é estável e constitui 

um ótimo local do probleina (P), conforme o teorema 3.3.2. Neste caso, soluções 

locais estáveis e parcialineiite estáveis são equivalentes. 

Observe-se todavia que, de acordo com a seção 3.3, (2, i) não é necessariamente 

um ótimo local de PLDNP, a menos que (ü, ü) seja o único ponto dual coinplementar 

(Y,*). 

A partir de uma solução local (2, v, G ,  ü, ü) de (P), a segunda fase considera o 

problema P1(Ad), obtido de P ( M )  com o acréscimo do corte linear 

Esta restricão exclui o ótimo local (2, i, w, ü, ü), inas inantéin viáveis todas as 

possíveis inelhores solucões, dentro de uina tolerância E > O .  Desta forma, a se- 

gunda fase pretende eilcoiltrar unia melhor solução local de (P), ou concluir que 

(2, i) é uma E-solução de PLDNP. 



Segundo Onal [94], uma das seguintes situações ocorre ao novo problema pena- 

lizado: 

(i) P' (Ad) tem solução local estável, 

(ii) P ' ( A ~ )  é iiiviável, ou 

(iii) P1(A6) é instável, quer dizer, o valor da função (5.1) depende de Ad. 

No caso (i), a segunda fase é repetida com o corte atualizado. No caso (ii), tem-se 

que (5, ij) é uma ~so luçáo  de PLDNP. Esta mesma conclusão é atribuída por 0 m l  

ii situação (iii), pois, segundo ele, tal ocorrêiicia significa que as restriqões (5.2)- 

(5.6) e a complementaridade de folgas não podem ser satisfeitas ao mesmo tempo, 

iinplicaildo que não existem soluções viáveis de PLDNP satisfazendo o corte. 

Algumas observações devem ser feitas sobre a análise desenvolvida por 0nal. O 

caso (i) significa que pelo menos  u m a  das soluções locais de P1(Ad) é estável. Então, 

existem duas possibilidades que compleineiltain (i) e (ii): 

(iii.1) P1(A6) tem solução local, mas qualquer delas é instável, ou 

(iii.2) P1(Ad) é viável, mas não tem soluções locais. 

A situação (iii.1) sugere o sentido de (iii) e, aparentemente, a possibilidade (iii.2) não 

é considerada por 0nal. Note-se, por outro lado, que o autor 1150 assume limitaqão 

do problema. 

Coilsideremos primeiramente a situação em que PLDNP é ilimitado. E fácil ver 

que o caso (ii) iiuilca ocorre. Todavia, os casos (iii.1) e (iii.2) são ambos possíveis 

(ver subseção seguinte, figura 5.1). Assim sendo, as coiiclusões de 0nal não são 

válidas em geral. Na verdade, de acordo com o teoreina 3.3.3, estes dois subcasos 

garantem que ( 2 ,  ij) é uma E-solução entre os ótimos locais de PLDNP. 

Assumamos agora que PLDNP não é ilimitado. Nesta situaqão, o caso (iii.2) 

não acontece, pois P ( M )  e, coiisequeilteineilte, P1(M) não podem ser ilimitados 

para todo Ad > O (ver teorema 3.2.2). Desta forma, os casos (ii) e (iii.1) assegu- 

ram realineiite a E-otimalidade de (a, ij), pois toda solução global de PLDNP está 

associada a uma solução local estável, conforme o teorema 3.3.3. 

Pelo exposto, as conclusões de 0ilal só são corretas quando PLDNP não é ili- 

mitado. Além disso, o significado do caso (iii) corresponde à situação descrita por 

(iii.1). Essa análise do problema P ' ( M )  é usada lia definição do algoritmo proposto. 



Entretanto, esse procedimento, descrito a seguir, iião reconhece apropriadamente o 

caso (iii). 

Algoritmo (0ilal [94]) 

Passo O Iilicialize k = O e F; = -a (FL é o valor da solução local encontrada na 

iteracão k) . 

Passo 1 Se (5.2)-(5.3) ou (5.4)-(5.5) são inviáveis, vá para o passo 5. Senão, encoiltre 

solucões básicas viáveis (5 ,  jj, ÜI) e (ü, v). 

Passo 2 Substitua os valores das variáveis básicas na f~mção (5. I), expressando-a em 

termos do valor corrente F0 = F M ( Z ,  jj, ÜI, ü, v) e das variáveis não básicas 

(xN, y ~ ,  wN) e (ufN, vN). Calcule as derivadas parciais da fuiqão ein relação 

às variáveis não básicas e depois iguale estas variáveis a zero, obtendo 

Se (P,, P?,, Pw) I O e (P,, P,) 2 0, vá para o passo 4. Senão, vá para o 

passo 3. 

Passo 3 Escolha para entrar na base a variável (primal ou dual) com o maior coefi- 

ciente positivo em (P,, P?,, P,, -M P,, -&! P,). Deterixiile a variável a sair 

pelo critério usual do método simplex. Pivoteie e volte ao passo 1. 

Passo 4 A solução corrente é localmente ótima. Se F O  eiivolve &I (solucão instável), 

vá para o passo 5. Senão, atualize k = k t 1 e F$ = FO.  Escolha e > O e 

forme o corte (5.6) com fi (Z, jj) = F O. Defina uma nova variável de folga e 

acrescente a nova equação ao sistema primal. Volte ao passo 1. 

Passo 5 Pare. Se k = O, o problema é iilviável. Se k > 1, a solução obtida na 

iteração k é ótima. 

Os problemas com o algoritmo aparecem nos passos 4-5. A obtenção de uma 

solução local instável no passo 4 leva a uma coaclusão equivocada iio passo 5. Visto 

que esta ocorrência pode iião corresponder ao caso (iii.l), pois P1(Ad) ainda pode 

ter uma solução local estável, o algoritmo retorim neste caso uma E-solucão global 

errada. Esta situacão é ilustrada na próxima subseção com o exemplo 5.1.1. 



Embora 0ilal [94] não assuma explicitamente a hipótese de não ilimitacão de 

PLDNP, as conclusões do passo 5 indicam esta suposição. Também lia subseção 

seguinte, mostrainos que o algoritino não é capaz de reconhecer o caso ilimitado. 

5.1.2 Contra-exemplos 

O exemplo a seguir, apresentado por Campêlo e Scheimberg [37], mostra que o 

algoritmo de 0iml [94] pode não encontrar uina E-solução global. Simples rnodi- 

ficacões neste exemplo também ilustram a ocorrência dos casos (iii.l)-(iii.2) e como 

o algoritino se comporta nestas situa~ões. 

Exemplo 5.1.1 

(C1) inax fl(x,y) = x + 2y 

s.a x 2 O,  y solucão de 

max f 2 ( ~ , ~ )  = -y 

s.a - x - y s - 2  

x - y l O  

0 5 ~ 1 4  

O gráfico acima será usado para acompailhar o camiillio percorrido pelo algoritmo 

no espaço primal. Note-se que a região viável de (Cl)  está representada em negrito. 

Neste PLDNP tem-se c1 = 1, c2 = 2, d = -1, a = (-2,0, 4)T, Ai = (-1,1, e 

A2 = (- 1, - 1, O problema penalizado é definido como 

Na iteração k = O do algoritino, sejam as solucões viáveis iniciais de (5.2)-(5.3) 

e (5.4)-(5.5) dadas por ( 5 , g ,  ?ri1, 1ù2, ?ri3) = (0,2,0,2,2) e (ül, üa, ü3, G) = (1,0,0,0).  

Estas solucões, requeridas no passo 1, podem ser eilcoiltradas aplicaildo-se a primeira 

fase do método siinplex. Observe-se que a solução prima1 está associada ao ponto 

A no gráfico. 



Expressando-se as variáveis básicas (y, w2, w3) e u.1 em função das não básicas 

(2, wl) e (u2, ug, v) ,  como solicitado no passo 2, a função de peilalidade torna-se 

com FO = FM(z, v, G, ü, G )  = 4. 

As derivadas parciais de FAa em relação às variáveis não básicas são: 

~ F M  ~ F M  =-2&!(1-x), - 
~ F M  

= -N!(2+x), - 
au2 

= -A4(2 - x). aus3 av 
Aiiulaildo-se as variáveis não básicas e considerando-se &l uin valor doiilinailte, 

obtém-se que 

Assim, segue-se para o passo 4, onde se coilclui que a solução corrente é localmente 

ótima para P ( M )  e estável. Então, para se eliiniiiar este primeiro ótimo local, 

atingido no ponto A, define-se o corte 

onde w4 > O é a nova variável de folga e e > O (ver gráfico). Inicia-se, pois, a 

iteração 5 = 1. 

Acrescentada a nova restrição ao quadro, uma iteração do método dual-siinplex 

pode ser aplicada para se obter a seguinte solução prima1 viável 

1 
(",,G1,w2,w3,Gq) = - (0 ,4+&,&,4f  &,4  - & , O ) ,  

2 

que satisfaz (5.7) para todo O < e < 4. Este ponto eilcoiltra-se sobre o segmento 

(A, E] no gráfico. Quanto à solução dual, pode-se manter a anterior, que coiltiilua 

viável. 

A partir dessa solução priinal-dual no passo 2, obtém-se a seguinte expressão de 

FM em fuiição das variáveis não Isásicas (x , w4) e ( u . ~ ,  u.3, V )  : 



Figura 5.1: Ilustração dos casos (iii.1) e (iii.2) 

sendo F0 = FA4(z, i, zü, ü, 21) = 4 + E - A4~/2. 

As derivadas parciais em relação às variáveis não básicas duais (?r2, 11~3, v) coiiti- 

iluam as mesmas. Com respeito às variáveis primais, tem-se agora: 

Ail~ilaildo-se as variáveis não básicas e coilsiderando-se &I um valor dominante 

chega-se a 

Então, vai-se para o passo 4 e de lá para o passo 5, pois F0 depende de A4. O 

algoritmo pára e conclui que o ponto da iteração anterior (z, i) = (0,2) é uma E- 

solução global de (Cl).  Entretanto, esta resposta é iilcorreta, pois o ótimo global é 

(x*, y*) = (4,4) e 

f1(4, 4) - fl(O, 2) = 12 - 4 > E. 

O erro deve-se ao fato do algoritmo considerar que ocorreu o caso (iii.1). No 

gráfico, observe-se que, depois da adição do corte, com O < E 5 4, o novo ótimo 

local D de P1(M) estará no iiltervalo de pontos instáveis (A, E] .  Por isso, o algoritmo 

termilia. Todavia, ainda existe solução local estável no politopo C D E F ,  a saber, a 

solução global F. 

Iiltroduzimos agora modificações ao exemplo (Cl)  para ilustrar a ocorrência dos 

casos (iii. 1) e (iii.2) quando PLDNP é ilimitado. 

Descartando-se a restrição y < 4 no exemplo (Cl) ,  obtém-se a sittiacão descrita 

na figura 5 . 1 ~ ~ .  A partir dos mesmos pontos iniciais, o algoriino encontra o primeiro 



ótimo local de P ( M )  novamente no ponto A. Então, adicionado o corte, com E > 0, 

a única solução local remanescente de P/(&!) está associada a D = (0 ,2+~ /2 ) .  Visto 

que este ponto é instável, o algoritino retornará A coino E-solução global, embora o 

problema não tenha solução. Este exemplo inostra que mesmo a ocorrência do caso 

(iii.1) não é suficiente para assegurar a E-otimalidade da solução anterior. 

Considere-se, finalinente, que a restriqão y 5 4 do exemplo (Cl)  foi substituída 

por -x+ y 5 2, como inostra a figura 5. lb .  Após atingida a primeira solução local em 

A e acrescentado o corte, com E > 3, o algorimo irá atingir o ponto D = (&/3,2+ ~ / 3 ) ,  

que não é ótiino local do probleina penalizado. Na verdade, não existe mais nenhum 

ótimo local, o que caracteriza o caso (iii.2). Novamente a solucão anterior A não é 

&-ótima. 

5.2 Artigo de White e Anandalingam 

Para manter uma correspondência com a notação utilizada por Wl-iite e Anai-i- 

dalingain [127], nesta seção vai-se considerar o problema penalizado P (Ad ) sem as 

variáveis de folga das restrições (5.2) e (5.4). Sendo assim, este problema é reescrito 

coino 

onde 

e 

W = {(x, y) > O : Alx i- A2y 5 a), U = {u > O : A ~ U  > d )  

T T T ~ ( x ,  y, u) = (A2u - d)Ty + uT(a - Alx - A2y) = u (a - Alx) - d y 

é o gap de dualidade do problema do seguidor. 

White and Ailandalingain [127] propõem um algoritmo para resolver o problema 

PLDNP globalmente, através da resoluqão do problema P ( M )  para uma sequência 

finita de valores de Ad. Os autores trabalham sob as seguintes hipóteses: 

[Al] Se x* é uma soluqão ótima do líder, então o conjunto solução do seguidor \Ir(x*) 

é um único ponto. 

[A21 Os poliedros TV e U são não vazios e compactos. 



Ideiitificanios alguns problemas nesta abordagem. Primeiro, a hipótese [A21 não é 

válida, o que coinproinete os resultados teóricos e numéricos. Além disso, o algoritino 

não está bem definido com relação aos cortes usados para descartar solugões locais 

e ao teste para identificar possíveis soluções inelhores. 

Na subseção 5.2.1 substituímos as hipóteses [Al] e [A21 pela suposigão de que 

o probleina PLDNP tem solução. Sob esta nova condição, reestabelecemos as pro- 

priedades do problema penalizado. Também nesta subseção, discutimos os pro- 

blemas observados no algoritino e iiltroduziinos inodifica@es para contorilá-10s. Ei1- 

tretanto, observamos que a completa boa definição do algoritino necessita de uma 

hipótese de compacidade sobre W ou U. A subseção 5.2.2 apresenta exemplos ilus- 

traildo todas estas observações. 

5.2.1 Problemas observados 

Em vez de abordar P(Ad) diretamente através da  forinulação (5.8)-(5.9), Wl-iite e 

Aaaildalingam 11271 coiisiderain o probleina equivalente 

inax O(u, Ad), 
UEU 

(5.10) 

A f~mdaineiztação teórica do algoritmo de Wl-iite e Anaildaliilgam 11271 está 

baseada nos seguiiites resultados. 

Teoreina 5.2.1 Dados u E U Ç Pn2 e Ad > O ,  a função O(u, M )  está bem definida 

e O(., Ad) é u m a  função convexa e m  %trn2. Além disso, u m a  solução do problema 

(5.10) é atingida e m  algz~m vértice u* E U (u* E U,). 

Teoreina 5.2.2 Para Ad > O fixo, u m a  solução Ótima de P ( M )  é atingida e m  

TV, x U, e TV, x U, = (TV x U),. 

Teorema 5.2.3 Existe um valor finito &I* > O de &I para o qual u m a  solução 

ót ima do problema P ( M )  gera u m a  solução ótima do problema P L D N P  para todo 

A4 > Ad*. 



Teorema 5.2.4 S e  ( x ( M ) ,  y(M), u , ( M ) )  resolve P ( M )  como função de A l ,  então a 

função objetivo do lider fi ( x ( M ) ,  y(A4)) e o gap de dualidade a (I(&!), y(A4), u(A4)) 

do problema do seguidor são monotonicamente não crescentes com respeito ao pari-  

metro M . 

As demoiistrações dos teoremas acima podem ser encontradas em Aiiaiidaliilgani 

e Wliite [3]. Elas são efetuadas sob a hipótese [A2], sendo que a prova do teo- 

rema 5.2.3 também utiliza a condicão [Al] (ver Wliite e Aiiandaliiigain [127, pág. 

4031). Entretanto, a suposição [A21 iluilca é satisfeita, como mostra o resultado 

abaixo, apresentado por Cliariies et al. [44]. 

Teorema 5.2.5 Se  Y = {y > O : Ay < q )  é não vazio e compacto, então U = {u  > 
O : A ~ U  2 d )  é não vazio e ilimitado; também, se U é não vazio e compacto, então 

Y é não vazio e ilimitado. 

Embora a condicão [A21 não seja válida, os teoremas 5.2.1-5.2.4 podem ser reesta- 

belecidos sob uina hipótese mais fraca e iiatural neste caso, qual seja: 

[A] O problema PLDNP tem solução. 

Destaque-se, ainda, que [A21 será descartada. 

Como a suposição [A] permite que o problema relaxado seja ilimitado, o problema 

peiializado P ( M )  pode não ter solução para certos valores de &I (em particular para 

M = O ) .  Entretanto, o teoreina 3.2.1 garante que existe A l o  > O tal que P ( M )  tem 

solução para todo A4 >. Alo. 

Coiisideraildo-se esse valor Mo do parâinetro de penalidade, os teoreinas 5.2.1 e 

5.2.2 podem ser reescritos para M > Alo. De fato, como o problema P(A4) é dado 

igualmente por (5.10)) segue-se que a fuiição O está bem definida para &I >. &io. Já 

a convexidade de O(-, M )  decorre do fato de que esta função é dada pelo máximo 

de uma família de funções lineares (Rockafellar [97, teorema 5.51). Fiiialineate, a 

segunda parte do teorema 5.2.1 está incluída no teorema 5.2.2, que é um resulltado 

coiil-iecido em programação biliiiear (Horst e Tuy [69, proposicão IX.11). 

Quanto aos teoreinas 5.2.3 e 5.2.4, seus eiluilciados não precisam ser modificados. 

O primeiro é uma coiisequêilcia direta do teorema 3.2.1, e o segundo resulta do lema 

9.2.1 de Bazaraa et al. [17]. 



NIesino sendo reestabelecidos os resultados teóricos, a boa definição do algo- 

ritmo de White e Anandaliagain [I271 ainda depende de alguns ajustes. Antes, 

reescrevemos o algoritino original, seguido de uma explanação, em linhas gerais, do 

seu funcionamento. 

Seja (z(u, &I), y (u, M))  uma solução de (5.11) e defina-se 

@(uG1, u,, A4) = (d - u,IT(a - A1z(?,,, DI)) 

= ~ ( z ( u , ,  &I), y(u, h!!), u') - n(z(u, &I), y(u,, M) ,  u) (5.12) 

para cada A4 2 O e u,, 7~' E U  (no novo contexto deve-se tomar &I 2 &Io). O 

algoiitmo proposto por Wl-iite e Ailandalingam [I271 é descrito abaixo. 

Passo O 

Passo 1 

Passo 2 

Passo 3 

Passo 4 

Passo 5 

Passo 6 

Escolha M (grande) e u.' E U,. Iilicialize 0' = -a e li,' = ul. 

Determine O(uZ1, Ad), obtendo (z (ul, &I), y (ul, M ) ) .  

i u1 se O(uG1, Ad) > O1 
Atualize ü1 = 

ü1 se O(uS1, 14) < O1 
e O1 = max {O1, O(ul, Ad)). 

Seja {ulS : I < s < N(ufl)) o conjunto dos vértices adjacentes a u1 

Se O(ul", ALI) > O1 para algum s,  então 

atualize u,l = ulS, ü1 = ulS, O1 = O(u,lS, M )  e repita o passo 2. 

Se O(urls, &I) < O', para todo s, 

determine I'(u,l, &I) = miii{@(u, ul, A4) : u. E U), obtendo u*(ul, &I). 

Se r(url, Ad) < O então faqa u1 = I C * ( U ~ ,  Ad) e 

volte ao passo 1. 

seja {tls : 1 < s _< N(ul)) o conjunto dos raios extremos unitários a 

partir de u.' e determine a, = max{a > O : O(ul f atls,A4) < 01), 

1 < s < fl(u,l). 

Sejam vlS = u1 + aSt1", 1 < s < N (ul), 

~ ( u ' )  = { A =  ( ~ , c J )  E !Rm x !R: CJ E {I , - I ) ,  pTul -0 < O,  

,uTvl" - CJ > O, 1 < s < N(ul)) 
e, para cada u E U :  

G(u ,  li1) = min{pTu - CJ : A E A(unl)). 



Passo 7 Tome ul* E argmax{G(u., ul) : u E U ) .  

Passo 8 Se G(u'*, ul) 5 O então 

ü1 E argmax{O(u, &I) : u E U), e o valor ótimo de O(., Ad) foi atingido 

para este M particular, com solução (z(ül, M) ,  y(ül, Ad)). 

Então, vá para o passo 10. 

Passo 9 Se G(uS1*, ul) > 0, faça u1 = ul* e 

volte ao passo 1. 

Passo 10 Se x (x(iil), y(ül), ül) > O, faça M = A4 + A e volte ao passo 1 

Senão, (z(úl),  y(iil), ül) = O e (5 (G1), y ( ~ ' ) )  resolve PLDNP. 

Os passos 1-4 determinam uin ótiino local de O(., Ad), como descrito por White 

e Aiiaiidaliiigain [127, pág. 4041. Ein particular, este ótiino local u1 E U,  é tal que 

os vértices adjacentes estão sob a curva de nível O(u, M )  = 0' que passa por u1 

(ver figura 5 . 2 ~ ~ ) .  

Os passos 5-9 coilstituein modificações de um algoritmo proposto por Tuy [108]. 

O passo 5 estende os raios que saem de u1 até atingir a curva de nível O(u,, A4) = 0') 

deterinii~ando os poiltos v'" no passo 6 (ver figura 5.2b), que são chamados 0'- 

extensões dos vértices ul" com respeito a u1 (Horst e Tuy [69, definição V.11). Neste 

momento ocorre o primeiro probleina com o algoritino, pois alguns dos raios podem 

iiuilca atingir a curva de nível (ver figura 5.2e). Quando tal situa@o acontece, o 

conjunto A(ul) precisa ser redefinido. 

O conjunto A(ul) é formado por l-iiperplailos que separam uS1 dos pontos v'", 

estabelecendo cortes para o ótimo local ul. A "distâilcia" de um ponto u E U a um 

corte ( / L ,  õ) E A(ul) é dado por ,uTu - o-. Na verdade, ,uTu - a 2 0, se satisfaz 

o corte, e pTu - õ < O,  caso coiltrário. Assim, O passo 7 procura determinar uin 

vértice u.'* E U, que verifique todos os cortes. 

Quando U é ilimitado, o passo 7 pode falhar (ver exemplo 5.2.2, próxima sub- 

seção). Caso contrário, existem três possibilidades para o vértice ul* determinado. 

Se G(url*, ul) > 0, tem-se que ul* verifica todos os cortes, e o processo é repetido 

a partir deste vértice. Quando G(ul*, 71.l) < 0, todo ponto de U não satisfaz pelo 

menos um corte e, por conseguinte, o ináxiino de O(u,, DI) foi atingido para o valor 

corrente de M. Fiiialineilte, no caso G(u'*, ul) = O,  o procedimento também deveria 
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ser repetido a partir de ul*, ao coiitrário do que estabelece o passo 8. 

As três situações são ilustradas nos deseilhos (c), (d) e (f) da figura 5.2. Por 

simplicidade, está representado um Único hiperplano (p,  O) t A(ul) em cada caso. 

Ein particular, na figura 5.2f, note-se que w1 não fornece o iliáximo de @(?L, Ad) para 

n/r fixo e que ual* é atingido no único vértice acima da curva de nível @(u,, Ad) = 0'. 

Entretanto, G (ul*, ul) = 0, pois 

onde ( p ,  c) representa o hiperplailo indicado. 

Pelo visto, o único caso que garante ser (z(ul, &i), y(ul, Ad) , ul) unia soluqão 

ótima de P(&I) é G(ul*, ul) < O. Além disso, se o termo de penalidade é iiulo, 

isto é, n (z  (u,', &I), y(ul, &I ), u.) = 0, segue-se que (z(ul, Ad), y(ul, &I)) é solução de 

PLDNP. Do contrário, o valor do parâmetro ainda não é suficientemente grande, 

sendo então iilcremeiltado e o algoritmo reiniciado. 

Procedemos agora aos ajustes ilecessários e demoilstramos a corretude das al- 

teracões introduzidas. Ressalte-se que tais inodificaqões não visam a inelhorar o de- 

seinpeill-io coinputacioaal do algoritino, mas apenas a torná-lo bem definido. Neste 

sentido, procura-se conservar as idéias origiilais o máximo possível. 

No passo inicial, pode-se supor que a escolha de 1Vl garante a avaliação da f~m@o 

O(., Ad) durante o algoritino. Se ein algum momento descobre-se que este não é o 

caso, iiicreineilta-se o valor de &i e volta-se ao passo I. Este processo pode se repetir 

no ináxiino até que se tenha Ad 2 Alo. 

Os passos 1-4 continuam bein definidos quando se assume [A] em vez de [A2]. O 

único ponto a se considerar é o cálculo do iníilimo no passo 3. Usando-se a definição 

(5.12) e levando-se em conta que n(z,  y, u) 2 O para todo (z, y, u) E W x U, segue-se 

que I'(., Ad) está bein definido. De fato, 



Logo, o iniiiiino é sempre atingido. Em particular, r (u l ,  M)  = O com u,*(u,l, M) = 21, 
1 

quando r (z (u l ,  &I), y(ul, Ad), ul) = O. 

Na verdade, a função @ também depende de (x, y), uma vez que o coiijui-ito de 

solu~ões de (5.11) pode não ser unitário. Para se considerar todos os vértices deste 

conjunto, poder-se-ia redefiiiir 

1 r ( u l , M )  = iniii{n-(a, y,u,) - ~ ( x ,  y ,u  ) : u, E U ,  (x, y) E ~ ~ ( u ~ , A d ) } ,  

onde Wv(u1, &I) = arg max{$(x, y, ul, M )  : (x, y) E Wy ). Esta alteração criaria 

mais cliaiices do algoritmo sair do ótimo local url sein a necessidade de um corte. 

No passo 5, calculam-se os passos a, ao longo dos raios extremos tis (1 5 s 5 

N (11,')) que partem de ul. Segundo Horst e Tuy [69, proposição IX.31, a, é igual ao 

valor ótimo do seguinte problema de programação linear: 

T 1 T  a ,=  miii ( @ l + ~ d a T u l ) r - ( c l + M A 1 u ~ )  w - ( ~ ~ + ~ d d ) ~ v  (5.13) 
fr,w.w) 

onde w E !Rn1, v E !Rn2, r E !R. 

Para se ter o ponto vlS bem definido no passo 6, é preciso que O < a, < +oo. 

Mostrainos a seguir que cada passo a, é estritamente positivo. 

Proposição 5.2.1 Se &I > Mo, então  a, > O para todo s E [I, ~ ( u l ) ] .  

Prova: Seja s E [I, N(ul)]. Se tl" i-ião é uma direção de recessão de U ,  tem-se 

uls = u1 + &tls, com & > O. 

E como O(ulS, Ad) 5 @I, segue-se que a, 2 & > O. Agora, assuma-se que tl" seja 

uma direção de recessão e defina-se 

Supoiil-ia-se, por coiitradição, que a, = O. Então, @,(a, &I) > @,(O, 144) para todo 

a > O. Como @,(e ,  M )  é coiivexa em %, a proposicão 1.1.4 em Hiriart-Urruty e 

Leinarecl~al [66] assegura que 

@,(a, Ad) - @,(O, A4) 
@,(a, M )  > - a + @,(O, Ad), V a  > a > O. 

a 



Assim, 

lim O (u,' + atlS,  M )  = lim %(a, Ad) 
a++w a++w 

O,@, M )  - @,(O, Ad) > lim - 
a++w Q! 

contradizendo o fato de que O(u, Ad) é limitada superiorinente em U para todo 

Ad 2 Mo. 

Por outro lado, na próxima subsecão, mostrainos que se pode ter a, = +oo para 

algum s E [I, N(ul)], seja ou não tis uma direqão de recessão do coiljuilto dual U. 

Na verdade, apresentamos exemplos onde o problema (5.13)-(5.16) é inviável. Neste 

caso, não é possível definir alguin ponto v''. 

Para contornar tal dificuldade, faz-se ilecessário a redefiiliqão dos passos 5-6. 

Seguindo Horst e Tuy [69, capítulo 1111, redefinimos estes passos coino abaixo: 

Passo 5' Se r(u.l, Ad) 2 0, 

seja {tls : 1 5 s 5 ~ ( u ' ) }  o conjunto dos raios extremos unitários a partir 

de u1 e determine a, = sup{a > O : O(ul+atls, Ad) 5 O'}, 1 5 s 5 N(ul) .  

Passo 6' Sejam I = {s : 1 5 s 5 N(ul), a, < +a), 

vis = U' f a,tls, YS E I, 

A )  = {A = (p/ )  E P'" X E: o E {I,-I}, p T u l - 0  < 0, 

p T d S -  o > O, S E I, pTtlS > O, s $2 I} 
e, para cada u E U: 

O novo coiljuilto A(uS1) está bem definido, coino demonstramos a seguir. 

Proposição 5.2.2 O conjunto A(ul) é não vazio. Em particular, existe (/i, o) E 

A(ul) com pTu.' - o < O. 

Proua: SejaU = {u = ~ , , I p , a , t l s + ~ , y p , t ' s  : C,p, > l ,p ,  > O V s )  Tem-se 

que O $2 U, pois a, > O para todo s E I, p, > O para alguin s e o cone coilvexo 

gerado por {tls} não contém retas. Seja V = u,' + U .  Então, V é um conjunto 

não vazio, convexo e fechado, e u1 $2 V. Logo, existe (p, o), com p # O, tal que 

pTuZ1 < o e pTu 2 o para todo 21 E V (Bazaraa et al. [17, teorema 2.4.41). Como, 



para cada s E I, v" = u1 + a,tlS E V, segue-se que pTvlS > o. Adicioiialmente, 

dado s $ I, tem-se que ui + tis E V e, por conseguinte, pT(u' + tlS) 2 a. Então 

pTtl" 2 o- - , ~ i ~ z i l  > O. Portanto, (p, a )  E A(ul). 

No próximo resiiltado mostramos que o coiij~iiito A(u,l) estabelece cortes que 

justificam a definição de G(u, ul) no passo 6. 

Proposição 5.2.3 Sejam u E U e (p, o-) E A(ul). S e  pTu-o < 0, então 0 ( u ,  Ad) 5 

01. 

Prova: Seja 7~ E U .  Então existem escalares p, 2 O tais que 

E a condicão requerida para (p, o-) E A(ul) implica 

Portanto, O 5 &I(p,/as) < 1. Seja o coiijuiito convexo C = {u E U : O(u, &i) 5 

0'). Como u1 E C ,  vlS E C para todo s E I e tis é direção de recessão de C para 

todo s f I, segue-se que u E C. 

O problema de maxiinização do passo 7 pode ser formulado em termos do coii- 

junto de vértices {($, o-j) : 1 5 j 5 T (upl)) de A(ul). Sejam Ad a matriz cuj as 

colunas são ($1 e q o vetor com componentes {d). Então, de acordo com White 

e Anandaliiigam [127, pág 4081, o problema mencionado é equivalente a: 

onde ,í3 E %T(U1), y E !Rn2 e eT = (1,1, . . . ,1) E !RT(U1). Esta formulação pode ser 

resolvida usando-se o método de geração de col~iilas. 

Se o conjunto U é limitado, o problema acima sempre tem solução T = G ( u ~ * ,  uO1) 

para algum ul* E U .  Se 7 < O, a solução de P(&i) já foi encontrada para o 



Ad corrente, de acordo com a proposição 5.2.3. Todavia, se T = 0, pode existir 

ainda uina solução melhor (ver exemplo 5.2.1). Neste caso, o passo 8 irá retorilar 

uma solução incorreta. Por isso, o teste G(ul*, ul) 5 O deve ser substituído pela 

desigualdade estrita. 

Quando ul* não satisfaz este novo teste de parada, ou seja, G(ul*, ul) > 0, tem- 

se sempre ul* # ul. De fato, ~ ( u l ,  ul) < O pela proposicão 5.2.2. Portanto, o 

algoritino pode contiauar a partir de ul*. 

Ressalvamos, por outro lado, que o problema (5.17)-(5.20) pode ser inviável 

quando U é ilimitado (ver exemplo 5.2.2). Neste caso, T = +cm e o passo 7 falha por 

não conseguir determinar um novo vértice ul* para dar prosseguimeilto ao algoritmo. 

Assim, de modo a se ter o algoritmo bem definido, vai-se acrescentar a seguinte 

hipótese: 

[B] U é compacto. 

É importante ressaltar que as condições [A] e [B] podem ser verificadas ao mesmo 

tempo. Mais ainda, elas podem ser simplesmente substituídas pela hipótese de que 

W é não vazio e compacto. De fato, em lugar da função 0, o algoritino poderia usar 

a função $J(Z, y, Ad) = max{k(a, y, w,  M) : ZL E U), definida para todo (s ,  y) E W 

e &I 2 O. Com isto, os mesmos resultados teóricos são obtidos e o algoritino estará 

bem definido. 

Esta subseção apresenta dois exemplos introduzidos por Campêlo et al. [35], que 

ilustram os problemas com o algoritmo de White e Anandaliilgam [127]. O primeiro 

descreve um caso onde o passo 6 original não está bem definido, pois se obtém 

a,  = fcm para algum s, e o passo 8 irá retorilar uma solução incorreta para P(&I), 

devido a ocorrência de T = O. Neste exemplo, o coiijuilto dual U é limitado. No 

segundo exemplo, tem-se U ilimitado e, novamente, ocorre que a, = +oo para algum 

S. Além disso, o passo 7 irá falhar, pois T = f cm. 



Exemplo 5.2.1 

( C 2 )  inax - 0 . 4 ~  - Gyl - 5yz 
(w) 
s.a x > O ,  y=(y l , yz ,y3 ,y4 ) so lugãode  

inax 0 . 5 ~ 2  - y3 - 2y4 
Y 

s.a -O,  1x - yl - y2 < -1 
0 . 2 ~  f 1.2592 - y4 5 -1 

-x  + 6yl + Ya - 2y3 5 1 

Y l ,  Y2, Y3, Y4 2 0 

T Neste exemplo, tem-se c1 = -0.4, c2 = (-6,  - 5 , 0 , 0 ) ~ ,  d = (0 ,0 .5 ,  -1, -2) , 
-1 -1 o o 

a = ( -1 ,  -1, 1lT ,  A = (-0.1,0.2, -1IT e A2  = O 1.25 O -1 ) .  
6 1 - 2 0  

O conjunto dual viável do seguidor e seus vértices são: 

A f ~ ~ i q ã o  de peilalidade torna-se 

Assuma-se que o algoritmo coinega com u.' = (2 .5 ,2 ,0 .5)  e = 10. No passo 1,  

determina-se 

O ( u l , m l )  = -5, 

valor atingido unicamente no vértice (z (ul,  &I), (ul, &I)) = (0 ,0 ,1 ,0 ,2 .25 )  

Os vértices adjacentes a u1 são: 

que produzem, no passo 2, 

Como O(ul" ,  A 4 )  5 - 5 , l  5 s 5 3, segue-se para o passo 3. Obtém-se I'(ul, mI)  = 

O ,  pois n ( x (ue l ) ,  y(u.l),u.l)) = 0.  



No passo 5 calculam-se os raios 

em direção aos vértices ull, u12 e u13 respectivamente. 

Cada passo a, ao longo do raio tl", 1 5 s 5 3, é calculado por (5.13)-(5.16). 

Assim, 

a,  = inf{-45r + 3 . 9 ~  + 6v1 + 10v3 + 20v4 : (r, w) E C,, (r, w, v l ,  v2, v3, v4) E D) ,  

onde 

ci = { ( r ,  w) 2 O : - 1 . 1 ~  = -11, C2 = {(r,w) 4 O : 25r - 2 . 5 ~  = -11, 
C3 = {(r,w) >. O : 457- + 1 . 5 ~  = -1) 

Calculaildo-se os ínfimos, obtêm-se a1 = 61/55, a 2  = 3.16, e a 3  = +oo, pois 

C3 = 0. Perceba-se que uin dos passos é infinito, embora U seja compacto. A partir 

dos passos calculados, o conjuiito de cortres é definido, de acordo com o passo 6', 

como 

Tomem-se (pl, O') = (0, -0.5, O,  - 1) E A(ul) e ( P ~ ,  02) = (-2,2.5,2, I) E A(ul). 

Sejam uG2 = (0,2,0)  e u3 = (0,0.4,0). Então, para cada vértice de U ,  obtém-se: 

Portanto, G (u, ul) = iniil{pTu - cr : X E A(uz1)) 5 0, para todo u. E U  . Assim, 

T 5 O e o algoritino concluirá, no passo 8, que u1 é solução de (5.10). Eiitretanto, 

esta não é a resposta correta, uma vez que O(u2, @I) = -4. 



Exemplo 5.2.2 

(C3) max x + y l  - 4y2 
(x>Y) 

s.a x 2 0, y = (yl, y2) solução de 
inax y2 
Y 

s.a x + y l +  y2 5 3 

-x - y1+y2 5-1 
- x + y i + ~ a I  1 

x - y 1 + y 2 5 1  
< 112 Y2 - 

Yl 2 O, Y2 2 0 

Este problema é unia modificação do exemplo 5.2.2, onde os coeficientes são 

CI = 1, c2 = ( I ,  -4)T, d = (0, I ) ~ ,  a = (3, - 1 , 1 , 1 , 0 . 5 ) ~ ,  Ai = (1, -1, - 1 , 1 , 0 ) ~  e 

1 -1 1 -1 o 
A 2 =  ( 1 1 1 1 1 '  r 

O coiijunto dual viável do seguidor é dado por 

Os conjutos de vértices dos poliedros prima1 e dual são: 

2, = {(O, LO), (0.5,1,0.5), (1,0.5,0.5), (1,1.5,0.5), 

(1.5, 1,  0.5)) O), ( L  2, O), ( L  o, O)} 

e a fuiqão de p e d i d a d e  escreve-se como 

Assulna-se que o algoritmo comece com u1 = (0,0.5,0.5,0,  O) e M suficientemente 

grande. No passo 1, encontra-se uma única solução (x(ul, &I), y(ul, &I)) = (0 ,1 ,  O), 

que produz 

~ ( u . ' ,  A4) = 1. 

Os vértices adjacentes a u1 são: 

= (0 .5 ,0 .5 ,0 ,0 ,0) ,  11-12 = (0,0,0.5,0.5,0),  
u13 = (O, O, O, O, l ) ,  u14 = (O,O, 1 , 0 , 0 )  



Como O(ul s ,  Ad) < 1,  1  < s 5 4 para &I suficientemente grande, segue-se para 

o passo 3, onde se obtém r ( u l ,  &I) = O ,  já que n (2 (u1) ,  y(u,l), u l ) )  = 0. 

No passo 5, calculain-se os raios 

t l l = ( l , o , - l , o , o ) ,  t12= (0 , -1 ,0 ,1 ,0 ) ,  
t13 = ( O ,  -1 ,-1,0,2) ,  t14 = (0 , -1 ,1 ,0 ,0) ,  

em direção aos vértices ul', u12, u13 e u14 dados acima. 

O quinto raio extremo partindo de u1 é t15 = (0 ,1 ,1 ,0 ,  O ) ,  que é uma direção de 

secessão de U. De fato, considerem-se as expressões das variáveis básicas em u' em 

fuiição das não básicas, ou seja: 

onde fl  e f 2  são as variáveis de folga das iilequacões que definem U. Então, para 

todo (fl, f2) = (0 ,2a)  > 0,  tem-se 

Cada passo a, é determinado por 

a,  = hf{r - ( 1  - Ad)w - v1 - (-4 + M ) v 2  : ( r ,  w )  E C,, ( r ,  w , v l ,  212) E D ) ,  

onde 

D = { ( r ,  w ,  V I ,  vs )  2 O : w i- v1 f v2 5 3r, -w - v1 f v2 5 -r, 

-w + v1 f v2 5 r ,  w - v1 + v2 5 r ,  v2 5 0.5r) .  



Como C4 = C5 = 0 para todo A4 > 0, segue-se que a4 = a5 = foo. E ,  com 

A4 = 10, obtém-se a1 = a2 = 0.9 e a3 = 0.525. Novamente, tem-se um passo 

infinito. Então o passo 6' é usado para definir 

Da primeira e última inequações, percebe-se que é impossível se ter a = -1. Sendo 

assim, pode-se fixar a = 1. 

O problema de inaximizacão do passo 7 é resolvido através do inodelo (5.17)- 

(5.20). Neste exemplo, tal modelo é iilviável, ou seja, T = + a .  Esta verificacão 

pode ser feita usando-se o seguinte problema, associado à primeira fase do método 

siinplex: 
inin Do 
s.a e T P + P o = l  

A l B +  A27 I O 

B 2 o , r > O , P o 2 0  

onde Po é uma variável artificial introduzida na restricão (5.18). 

Substituindo-se o valor de A2 e tomando-se a coluna de &I definida pelo vértice 

(pl, 1) = (1,1,1,1, 1, 1) de A(ufl), obtém-se o seguinte problema auxiliar: 

cuja solucão é /3g = 1 com multiplicadores siinplex 6 = 1, associado à primeira 

restrição, e 6 = (-1,0,0, O, o ) ~ ,  relativo As cinco desigualdades seguintes. 

Pode-se mostrar que esta é tainbéin a solução do problema (5.2.2), que considera 

toda a inatriz 114. De fato, cada coluna da inatriz de restricões deste problema, 

associada a uma variável Bj, j > 1, é dada por 



onde (ldj, I )  é um vértice de A(ul). Sendo assim, o custo reduzido de Bj  com relação 

à solu@o básica obtida vale 

Logo, o menor dos custos reduzidos, coiisiderando-se implicitamente toda a matriz 

M ,  é igual a 

i n i i l { - ~ ~ ~  - 6 : (p, 1) E h(ul)) = 0, 

implicando que a solução ótima de (5.2.2) é atingida realmente em ,68 = 1. Coaclui- 

se assiin que o sistema (5.18)-(5.20) é iilcoiisisteilte. Por conseguinte, T = foo, e o 

algorimo não pode prosseguir, pois não dispõe de um novo vértice ul*. 

Vale a pena meilcioiiar que o pacote LINDO foi usado para resolver os dois 

probleinas lineares acima, para calcular os passos em ambos os exemplos e para 

determinar O(., 10) em rela~ão aos vértices do primeiro exemplo. 



Conclusões perspectivas 

Neste trabalho estudamos o problema de programacão linear em dois níveis (PLDN). 

Realizamos, primeiramente, uma revisão bibliográfica e, em seguida, deseiivolvemos 

uma análise teórica do problema e propomos novos algoritinos. 

Na parte iiitrodutória, ressaltamos as características de PLDN que tornam difícil 

sua resolucão, enumeramos formulacões alternativas e apresentamos relações com 

outros problemas. Além disso, recapitulamos a teoria já desenvolvida e descrevemos 

os principais algoritinos existentes. 

Essa parte inicial traz as primeiras contribuições do trabalho, na medida em que 

apresentamos novas demoilstrações para resultados já coiihecidos e estendemos para 

o problema com restricões no primeiro nível a propriedade de que a região viável de 

PLDN é formada por faces do conjunto viável relaxado. 

A revisão bibliográfica revelou três aspectos deficitários na literatura: uma certa 

falta de forinalismo inateinático, o uso de hipóteses restritivas e a escassez de análises 

locais do problema. 

A pouca rigorosidade encontrada em boa parte das publicacões coinp'roinete a 

clareza do que é exposto e suscita dúvidas quanto à validade de alguns resultados. Na 

verdade, notas apontando erros têm aparecido com frequência. Em particular, neste 

trabalho identificamos iilcorreqões em dois artigos e sugerimos formas de contorilá- 

las, alterando minimamente o desei~volviniei~to original. 

Quanto às hipóteses coilsideradas, coilstatainos que a quase totalidade dos tra- 

balhos assume, implícita ou explicitamente, alguma condição de compacidade ou de 

existência de solucão. Tais condicões são também usadas nos algoritmos, que são 

incapazes de recoiihecer quando o problema é ilimitado. Em especial, a maioria 

deles supõe que o problema relaxado tem solucão. 

O terceiro ponto levantado tem uma iinportâilcia prática, tendo em vista a difi- 



culdade de se encontrar soltições globais para o probleina. 

Este trabalho apresentou coiitribuicões nos vários aspectos citados acima. Es- 

pecificai~~eilte, procurainos prezar pela rigor em todas as deinoilstrações, estudamos 

as situacões de iliiilitação e obtivemos condicões de otiinalidade global e local. Mais 

aiiida, ressaltamos que toda a teoria deseiwolvida está unificada por uma metodolo- 

gia úilica, que também propicia um eiifoque algorítinico direto. 

O método de peiialidade que iiorteia nosso deseilvolviineiito tem sido usado ein 

outros trabalhos como forina de eilcoiltrar soluções globais para o probleina sem 

restricões no priineiro nível (PLDNP). 

Aqtii, einpregainos o problema peilalizado em um coiltexto mais amplo. Ele 

serviu de iiistrumeilto não só para a caracterização de soluções globais de PLDNP, 

quaiito para a identificacão dos casos de iilviabilidade e iliinitaqão e ainda para 

fornecer condições de otimalidade local e local estrita. Adicioilalmente, as pro- 

priedades obtidas são geileralizadas, sempre que possível, para o problema coin 

restricões no líder. 

Particularmente, a ailálise local é bastante detalhada e as coildicões de otimali- 

dade derivadas favorecem a abordagem computacioaal. Esta característica deve-se 

à iioqão de poilto de equilíbrio do probleina peilalizado, iiltroduzida neste trabalho. 

A partir dos resultados teóricos, propusemos dois algoritinos para PLDNP que 

se estruturain sobre o coiiceito de ponto de eqtdíbrio. O priineiro eilcoiltra ótimos 

locais e o segundo, E-soluc$es globais. Na verdade, o seguiido algoritino tainbéin 

usa uin procedimeizto de otimizacão global cliainado outer approximation, adaptado 

a sua necessidade. 

Os resultados computacioilais obtidos pelo algoritino local mostram a sua efici- 

ência para os 126 probleinas testados. Meiios de oito segundos foram gastos para 

eilcoiitrar um ótimo local do probleina com inaiores dimeilsões, ou seja, 200 restricões 

e 500 variáveis, 335 das quais atribuídas ao líder. Isto indica que o algoritmo é capaz 

de tratar problemas bem inaiores em tempo satisfatório. 

Os experiinentos com o algoritmo global não são coi~clusivos. Para uin grupo 

de 30 probleinas com até 90 variáveis e 25 restrições, o desempenho obtido foi bas- 

tante animador. Todos as iastâncias, à exceção de uma, coilsuinirain menos de seis 

segundos. Já para um outro grupo de 30 probleinas, com as mesmas diineilsões, os 



resultados foram bem difereiit,es. Metade deles foi resolvida quase iiist,ataileailieilte, 

outros deinandaram mais de um miiiuto e alguns não puderam ser resolvidos em uin 

tempo limite de quinze minutos. 

Além do tamanho do problema, verificamos, a princípio, que os seguintes fatores 

influeaciaram o comportamento do algoritmo: a proporção de variáveis que são 

atribuídas ao seguidor, a densidade da matriz de restrições e o número de ótimos 

locais. O quanto cada um destes aspectos contribui para a dificuldade de resolução 

do problema é um campo para maiores pesquisas. 

O fraco deseinpeiiho do algoritmo global em algumas das iilstâizcias testadas 

deveu-se essencialmente à complexidade do método outer approximation, usado para 

encontrar soluções viáveis após a introdução do corte. Entretanto, qualquer outro 

procedimento que desempenhe este papel pode ser perfeitamente usado pelo al- 

goritmo. O estudo de alternativas à outer approximation constitui também uma 

possibilidade de trabalhos futuros. 

Finalmente, apontamos a dificuldade em se realizar comparações com outros 

algoritmos conhecidos. A impossibilidade de acesso aos códigos e a iilexistência de 

uma biblioteca de probleinas-teste usados por todos são fatores que dificultam a rea- 

lização de comparações mais verdadeiras. A coiistrução de um gerador de problemas 

com características variadas e/ou a maiiutenção de uma biblioteca de probleinas- 

teste, a exemplo do que existe em outras áreas da prograinação matemática, são 

necessidades que se apresentam no momento. 
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