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EXPANSÃO ÓTIMA DE SISTEMAS DE TRANSMISSÃO ATRAVÉS DE 

DECOMPOSIÇÃO DE BENDERS E TÉCNICAS DE PLANOS CORTANTES 

Silvio Binato 

Orientador: Paulo Roberto Oliveira 

Sérgio Granville 

Programa: Engenharia de Sistemas e Computação 

Esta tese apresenta um novo algoritmo de decomposição de Benders para o pro- 

blema de planejamento da expansão de sistemas de transmissão de potência. Na 

formulação deste problema é usado um modelo linear (O - 1) misto, que garante 

que a solução obtida é o plano ótimo de expansão para o sistema de transmissão. 

Problemas numéricos causados pela utilização de valores grandes para a constan- 

te disjuntiva associada a esta formulação, são minimizados ou mesmo eliminados 

como resultados de uma análise em que valores mínimos para esta constante são 

determinados. Com o objetivo de melhorar a convergência do algoritmo de Ben- 

ders, desenvolvemos a utilização de cortes de Gomory e cortes de Benders obtidos 

de relaxações do problema Escravo. É também proposta uma nova heuristica para 

ser aplicada na solução do problema Mestre com potencial para produzir grandes 

economias de tempo de processamento. Resultados numéricos são apresentados em 

problemas reais de planejamento da expansão da rede de transmissão com sistemas 

brasileiros. 



Abstract of Thesis presented to COPPE/UFRJ as a partia1 fulfillment of the requi- 

rements for the degree of Doctor of Science (D.Sc.) 

OPTIMAL POWER TRANSMISSION EXPANSION PLANNING BY BENDERS 

DECOMPOSITION AND CUTTING PLANES TECHNIQUES 

Silvio Binato 

Advisors: Paulo Roberto Oliveira 

Sérgio Granville 

Department: Computer and System Engineering 

In this thesis we present a new Benders decomposition approach in order to solve 

power transmission network expansion problems. In the formulation of this problem 

it is used a linear (O - 1) mixed model which guarantee that the optimal solution 

obtained is the global optimal expansion plan. Numeric instabilities caused by a lar- 

ge value for the disjunctive constante associated to this formulation are minimized 

or, even eliminated, based on an analysis in which minimum values for this para- 

meter are determined. To improve the convergence properties of the decomposition 

approach, we developed the uses of Gomory and relaxed Benders cuts within the 

Benders decomposition scheme, i.e. traditional Benders cuts are still used. In order 

to reduce the CPU time, we developed a new heuristic approach to be to check 

the convergence of the Master subproblem solved each Benders iteration. Results 

using real-world power transmission expansion planning problems, derived from the 

Brazilian transmission systems are used to illustrate the applications of this new 

approach. 
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O sistema elétrico vem sendo modificado em sua estrutura a nível mundial, passando 

de uma organização centralizada para um esquema descentralizado. O principal 

objetivo que se busca com esta reorganização é um aumento da eficiência dos agentes 

participantes do setor (entre outros: agentes de geração, agentes de transmissão, 

agentes de distribuição). 

Na organização centralizada as tarefas de planejamento da expansão do sistema 

elétrico são desenvolvidas de uma maneira integrada, o que garante a minimização 

dos custos, otimizando a solução do processo de planejamento. Na estrutura descen- 

tralizada - novo cenário para o setor elétrico - estas atividades são executadas de 

forma individualizada, isto é, cada agente do setor elétrico é responsável por deter- 

minar onde e quando seus próprios investimentos serão realizados. Contudo, ainda 

visando garantir a otimização dos recursos disponíveis e garantir a minimização dos 

custos para os consumidores, as tarefas tradicionais de planejamento da expansão 

do sistema elétrico deverão ser executadas, por uma organização independente, na  

figura da um plano de referência. Isto garante um vasto campo para aplicação 

das técnicas descritas nesta tese, que são aplicadas para a solução de problemas de 

planejamento da epansão de sistemas de transmissão de potência. 

Este problema se origina das mudanças necessárias no sistema elétrico face ao 

crescimento da  demanda de energia com o passar dos anos. Para tanto, novos 

geradores devem ser construídos com o objetivo de satisfazer as novas necessidades 

de carga do sistema. Idealmente, poderíamos construir as novas unidades geradoras 

sob medida para o suprimento das novas necessidades dos mercados consumidores. 

Contudo, quase sempre não é possível, ou mesmo não econômico, construir as novas 



unidades geradoras próximas aos centros consumidores, de forma que estes são cons- 

truídos em lugares distantes. Com isto, torna-se necessário a construção de novos 

circuitos de transmissão com a finalidade de transmitir a potência elétrica produzida 

nestas usinas. 

As decisões do processo de planejamento estão associadas à seleção das melhores 

unidades geradoras, das melhores rotas de transmissão e da melhor malha para a 

distribuição da energia produzida nas unidades geradoras. Este processo de decisão 

dá  origem a um problema de otimização de grande porte que deve ser solucionado 

pelos engenheiros de planejamento. E necessário desenvolver estratégias e técnicas 

que assegurem que as decisões tomadas durante o processo de planejamento são 

as decisões ótimas ou estão, economicamente, próximas da decisão ótima. O ob- 

jetivo é planejar o sistema elétrico futuro minimizando os custos de investimento 

e operação, atendendo aos novos requisitos de carga e a critérios de confiabilidade 

pré-estabelecidos. O processo, brevemente descrito acima, é conhecido como "plane- 

jamento da  expansão do sistema elétrico de potência". 

Este processo de planejamento se constitui em um problema extremamente com- 

plexo que não pode ser solucionado sem que sejam feitas simplificações. Uma destas 

simplificações consiste em dividir o problema de planejamento da  expansão em 

relação aos seus principais agentes, ou seja: o planejamento do parque gerador (que 

considera uma estimativa para os custos de expansão da transmissão), o planeja- 

mento da rede de transmissão (que considera como conhecido o plano, ou estratégia, 

de geração) e, finalmente, o planejamento da rede de distribuição. Cada uma destas 

etapas do planejamento modela a rede de potência para seus próprios propósitos. 

A etapa que estamos interessados nesta tese é o planejamento da  expansão da  

rede de transmissão nos horizontes de médio e/ou longo prazo (por exemplo, 5 anos 

ou mais). Este problema consiste em minimizar os custos de investimentos em novos 

equipamentos de transmissão (tais como: novas linhas, novos transformadores etc.) 

e de operação do sistema de forma a atender os novos requisitos de mercado com 

qualidade e confiabilidade. 



Objetivo da Tese 

O objetivo desta tese é analisar o comportamento do método de decomposição de 

Benders [7] aplicado ao problema de planejamento de expansão de redes de trans- 

missão formulado como um problema de programação linear (O - 1) mista. 

A formulação linear (O - 1) mista para o problema de planejamento da expansão 

de redes de transmissão é possível fazendo-se uso de uma formulação disjuntiva para 

representação de uma determinada classe de restrições do problema. Esta formulação 

foi, independentemente, proposta nos trabalhos [38, 68, 731 para o problema de 

planejamento da expansão de redes de transmissão, e em [I91 para um problema 

correlato (chaveamento ótimo de circuitos). 

A maior dificuldade para utilização do modelo linear disjuntivo está relacionada 

ao valor numérico (muito grande) para a constante disjuntiva, um parâmetro utiliza- 

do para "liberar" as restrições disjuntivas sob certas condições. O valor numérico 

grande da  constante disjuntiva faz com que as "informações" contidas nos cortes 

de Benders sejam pouco eficientes. Para exemplificar, suponha que em uma dada 

iteração do método de decomposição de Benders um determinado circuito candidato 

que tem uma forte indicação para ser adicionado é selecionado para ser construído 

na resolução do problema Mestre. Então, na  iteração subsequênte (ou nas próximas 

iterações) este mesmo circuito candidato teria um (ou mais) corte(s) de Benders cuja 

informação não indica sua construção. Isto faz com que o método de decomposição 

de Benders leve muitas iterações para convergir para a solução ótima. 

Para resolver este problema de mal condicionamento dos cortes de Benders es- 

tamos propondo uma heurística para ser aplicada em conjunto com o modelo linear 

disjuntivo. Nesta, as primeiras iterações do método de decomposição de Benders 

são processadas com valores numéricos pequenos para a constante disjuntiva. O 

valor deste parâmetro aumenta, progressivamente, com as iterações do método de 

decomposição de Benders, até um valor final que garante a otimalidade da  solução. 

Com isto, os cortes de Benders produzidos são mais representativos, evitando os 

problema de perda de eficiência das informações encontrados quando o método de 

decomposição de Benders "puro" é considerado. 

Vamos mostrar também que os cortes de Benders produzidos para a solução 



do (s) problema(s) modificado (s) podem ser completamente re-aproveit ados (sendo 

necessário apenas um pequeno ajuste nos coeficientes dos cortes) na  solução do 

problema original, ou seja, mudanças no valor numérico da constante disjuntiva não 

invalidam os cortes de Benders já produzidos quando a constante disjuntiva tinha 

outro valor. 

Uma estratégia para acelerar a convergência do método de decomposição de 

Benders é a inclusão de outras restrições (ou cortes). Nesta linha, vamos propor 

a inclusão de cortes de Gomory [34] em conjunto com cortes de Benders em um 

método de decomposição de Benders. Vamos mostrar que existem pelo menos duas 

formas para considerar cortes de Gomory em decomposição de Benders: na primeira, 

os cortes de Gomory são calculados para o problema Mestre que é um problema de 

programação linear (O - 1) mista. A segunda forma consiste em um "novo" tipo de 

corte, denominados nesta tese de corte de Gomory Benders-decomposto, que devido 

sua construção necessita ser decomposto em conjunto com as restrições do problema 

original pelo modelo de decomposição de Benders. Sendo assim, ao invés destes 

cortes serem incluídos nos problemas Mestre, eles serão considerados no problema 

Escravo. Vamos mostrar que a utilização de cortes de Gomory Benders-decompostos 

não trazem problemas teóricos para a convergência do método de decomposição de 

Benders. 

Além da utilização dos cortes de Gomory em decomposição de Benders, vamos 

propor uma importante modificação no método de decomposição de Benders, mais 

especificamente no critério para convergência do problema Mestre. Tal modificação 

permite uma substancial economia no tempo de processamento, visto que em se 

tratando da solução de problemas de programação linear inteira mista, a maior 

parte do tempo de processamento gasto deve-se às soluções do problema Mestre da  

decomposição de Benders. 

1.2 Principais Contribuições desta Tese 

As principais contribuições desta tese de doutorado podem ser resumidas nos 

seguintes pontos: 

0 Um novo critério para determinar a convergência do problema Mestre no pro- 



cesso de decomposição de Benders; 

e O desenvolvimento teórico de um valor mínimo para a constante disjuntiva, um 

parâmetro necessário para a representação de algumas restrições do problema 

de planejamento da expansão de redes de transmissão; 

e A utilização de cortes de Gomory em decomposição de Benders; 

e A utilização de cortes de Benders calculados a partir de relaxações do problema 

Escravo em conjunto com os cortes de Benders tradicioniais. 

Revisão Bibliográfica 

Por um longo tempo, a disponibilidade de softwares para resolver o planejamento 

de longo prazo da expansão de redes de transmissão estava restrita a ferramentas 

de análises, tais como fluxos de potência. 

Um dos primeiros trabalhos propostos para a solução deste problema é datado 

de 1970 [29]. Garver formulou o problema como um problema de fluxo de potência e 

usou algoritmos de programação linear para identificar as rotas mais diretas entre os 

geradores e as cargas. Todos os candidatos a adição poderiam transportar potência 

mas eram penalizados para favorecer o fluxo nos circuitos existentes. As adições eram 

realizadas nos circuitos mais sobrecarregado e um novo fluxo de carga linearizado é 

computado. 

Kaltenbatch et alii [45], também no ano de 1970, propuseram combinar pro- 

gramação linear com programação dinâmica. Programação linear era usada para 

encontrar o mínimo incremento da capacidade da rede para atender as variações de 

demanda e geração nas barras do sistema. Após, programação dinâmica era uti- 

lizada para achar a melhor sequência de investimentos (contínuos) para o período 

de planejamento. Este trabalho é o pioneiro para problemas de planejamento de 

expansão de redes de transmissão considerando múltiplos estágios. 

Um algoritmo "puro" de programação dinâmica foi proposto por Dusonchet e 

El-Abiad em 1973 [20]. Esta proposta parecia contornar as dificuldades em obter a 

solução ótima dos trabalhos anteriores. Contudo, devido aos altos recursos computa- 

cionais requeridos, resultado do formalismo da  programação dinâmica, simplificações 



ou relaxações de importantes restrições eram necessárias em aplicações práticas. 

Tendo em vista as desvantagens da programação dinâmica foi proposto em 1973 

por Gonzaga [36] um algoritmo de busca em grafos. Este algoritmo, uma versão 

de algoritmo A*, procura encontrar um caminho de custo mínimo em grafos de 

expansão utilizando heurísticas para reduzir o número de alternativas a serem ana- 

lisadas. Com base em tal algoritmo foi implementado um programa computacional, 

Tânia, que foi muito utilizado na solução de problemas de planejamento da  expansão 

de redes com sistemas Brasileiros. 

O conceito de rede adjunta combinada com o modelo de fluxo linearizado foi a 

proposta de Fischl e Puntel [23]. Este trabalho procurava pela variação contínua 

das susceptâncias dos circuitos que minimiza o custo de reforços na rede de trans- 

missão. Posteriormente, um procedimento heurístico chamado método do vizinho 

mais próximo seria utilizado para obter os valores discretos das susceptâncias dos 

circuitos. 

A primeira proposta de algoritmos do tipo "Branch-and-Bound" para este pro- 

blema é devida a Lee et alii (501 em 1974. Contudo, assim como nos métodos de 

programação dinâmica, a utilização de algoritmos combinatórios tipo "Branch-and- 

Bound" fica restrita a aplicações a sistemas de pequeno porte face aos recursos 

computacionais exigidos. 

Em 1979, Monticelli et alii [52] propuseram o uso de ferramentas interativas 

para o planejamento da transmissão. Para ordenar as possibilidades de adições era 

utilizado o índice de "Mínimo Esforço", que consiste de uma análise de sensibilidade 

em relação as susceptâncias dos circuitos em um problema de otimização correlato 

cujo resultado é idêntico ao modelo de fluxo de carga linearizado. 

O uso de análise de sensibilidade no problema de planejamento da  rede de trans- 

missão foi inicialmente proposta pelo trabalho de De Champs et alii [18]. Eles 

utilizaram análise de sensibilidade em relação as susceptâncias a partir de um pro- 

blema de programação linear cujas restrições são as equações do modelo de fluxo 

de carga linearizado em conjunto com limites de transporte nos circuitos e de ca- 

pacidade nos geradores. O objetivo do problema era obter o mínimo corte de carga 

necessário para eliminar todas as violações operacionais na rede elétrica. O uso de 

análise de sensibilidade também foi proposto por Pereira et alii [58]. 



Em 1981, Bennon et alii [8] utilizaram análise de sensibilidade com relação às sus- 

ceptância dos circuitos em conjunto com o modelo linearizado de fluxo de potência, 

com o objetivo de determinar o caminho mais efetivo para a minimização um índice 

de performance do sistema. Um fator de coerência, que relaciona mudanças em um 

fluxo em relação a alterações na capacidade de um circuito, é utilizado para deter- 

minar o "vetor de eficiência" que serve para escolher o caminho mais efetivo para 

reforço na  rede de transmissão. 

Em 1984, Villasana [73] propôs duas diferentes metodologias para serem apli- 

cadas ao planejamento da  expansão de redes de transmissão. A primeira foi for- 

mulada combinando o modelo de fluxo de carga linearizado com um modelo de 

Transporte. Enquanto o modelo linearizado calcula o fluxo de potência para os 

circuitos existentes, o modelo de Transporte era utilizado para computar o fluxo 

"sobrecarregado". Este trabalho consistia de um aperfeiçoamento do trabalho pro- 

posto por Garver [29]. O segundo trabalho utilizava uma formulação linear inteira 

mista. 

O uso de esquemas de decomposição para este problema teve início com o traba- 

lho de Pereira [57]. Naquele trabalho, um esquema de decomposição de Benders [7] 

foi aplicado para decompor o problema global de planejamento de redes em dois sub- 

problemas: um de investimento, que tem por objetivo propor um plano de expansão; 

e outro de operação, que deve analisar o plano proposto e expressar as restrições 

operacionais em termos das variáveis de investimento através de restrições lineares 

chamadas de cortes de Benders. Esta nova restrição deve ser adicionada ao sub- 

problema de investimento e novas iterações de Benders são repetidas até a obtenção 

da convergência. O modelo adotado para formular o problema de planejamento da  

expansão de redes de transmissão é não linear e não convexo, o que pode trazer 

sérias dificuldades para métodos de cortes como o algoritmo de decomposição de 

Benders. A aplicação de métodos de planos cortantes a um problema não linear e 

não convexo pode não ser bem sucedida pois os cortes produzidos podem excluir 

partes da  região de viabilidade do problema, inclusive a região que contém a solução 

ótima. 

Com o objetivo de contornar esta deficiência do método de decomposição de 

Benders em relação ao modelo não linear e não convexo, foi proposto na  tese de 

mestrado de Romero [62, 651 uma metodologia de decomposição hierárquica com- 



posta por três fases distintas. Na primeira fase o problema de planejamento deve ser 

solucionado por decomposição de Benders considerando somente o modelo de trans- 

porte para o subproblema de operação. Além disso as integralidades das variáveis de 

investimento deveriam ser relaxadas. Na segunda fase o modelo do subproblema de 

operação deve ser trocado por um modelo Híbrido (mais apurado) que consiste do 

modelo de fluxo de potência linearizado para os circuitos existentes e um modelo de 

transporte para computar o fluxo nos circuitos planejados. Finalmente, na  terceira 

fase deste trabalho, o modelo de carga linearizado era utilizado para o cálculo do 

fluxo de carga em todos os circuitos da rede de transmissão. O subproblema de 

investimento considera as variáveis de investimento discretas e utiliza um algoritmo 

especializado de enumeração implícita desenvolvido em 1993 na  tese de doutorado 

de Romero [63, 661. 

Em 1990, Pinto et alii [60] usaram o esquema de decomposição de Benders com- 

binado com um algoritmo de enumeração implícita. Com o objetivo de reduzir o 

esforço computacional, que pode ser muito grande, eles utilizaram duas técnicas: 

redução por inviabilidade e por custo. 

Outro método de decomposição proposto para o problema de planejamento, foi 

proposto por Levi et alii [44] em 1991. Este trabalho propôs dividir o problema 

de planejamento em dois problemas menores, um tratando somente com questões 

de investimento e outro considerando somente problemas relacionados à operação. 

O problema de investimento foi especificado como um problema de fluxo de custo 

mínimo em rede. Este problema era decomposto novamente em dois subproblemas, 

o primeiro para computar o fluxo inicial que utiliza um algoritmo de programação 

linear para calcular o mínimo corte de carga. O segundo subproblema utilizava o 

modelo de rede marginal para obter o fluxo de carga "sobrecarregado". 

Em 1994, Bayona et alii [5] propuseram uma metodologia heurística que toma 

vantagem da  decomposição natural do problema em subproblemas de operação e 

investimento. O subproblema de investimento era solucionado utilizando-se um 

procedimento heurístico de busca em árvore iniciada a partir de uma solução viável 

obtida por outros modelos. As variáveis de investimento (ramos da árvore de bus- 

ca) poderiam ser classificadas de três maneiras: as variáveis questionáveis (circuitos 

incluídos na  solução viável inicial mas que o usuário pensa não pertencer ao plano 

ótimo), as variáveis atrativas (circuitos que o usuário pensa pertencer ao planeja- 



mento ótimo) e as variáveis congeladas (circuitos que não serão testados no processo 

de busca). Esta classificação das variáveis já consiste de um critério de truncamento 

utilizado por este trabalho com o objetivo de redução do tempo computacional. Os 

outros critérios utilizados eram limites na profundidade e na largura do processo 

de busca na  árvore, limite no número de resoluções do subproblema de operação e 

limite no número de "passos errados" do processo de busca na árvore. 

Em 1995, Binato e Oliveira [I01 propuseram um método de busca, "backward- 

forward" para o problema de planejamento de expansão de redes de transmissão 

multi-estágio. Neste método são definidos passos para uma análise de planejamento 

a dois estágios: o passo "bacltward", que consiste de um planejamento retornando 

no tempo buscando antecipações de circuitos já definidos para o segundo anos e e 

no passo "forward", que faz uma análise no sentido correto do tempo. Utilizando, 

de uma maneira organizada, estes dois passos o método explora a região de viabili- 

dade do problema em busca de economias de escala quando são considerados vários 

estágios durante o horizonte de planejamento. 

Também em 1995, Oliveira et alii [54] utilizaram um esquema de decomposição 

hierárquica, mas composto por duas fases ao invés de três fases como no trabalho de 

Romero. A primeira fase, da  mesma forma que no trabalho de Romero, considera 

somente o modelo de Transporte, porém não relaxa a integralidade das variáveis de 

investimento, enquanto que a segunda fase é igual à terceira do trabalho de Rornero. 

A maior diferença entre estes dois trabalhos não vem da decomposição hierárquica 

utilizada e sim da maneira como o subproblema de investimento era solucionado. 

Enquanto que o trabalho anterior resolvia o subproblema de investimento até obter 

a solução ótima utilizando um algoritmo de enumeração implícita especializado, 

neste trabalho, utiliza um algoritmo de "branch and bound" com o objetivo de 

achar somente a primeira solução viável. Com isso, é possível se obter considerável 

redução do esforço computacional. 

A utilização de métodos de busca mais elaborados, denominados de meta- 

heurísticas, para o problema de planejamento da expansão de redes de transmissão 

teve início com o trabalho de Romero, Galelo e Monticelli que propuseram um 

método de Recozimento Simulado ("Simulated Annealing") [64], que posteriormente 

foi paralelizado [27]. A qualidade dos resultados publicados nestes dois artigos 

mostraram que tais métodos tem um excelente potencial para este problema. 



Mais tarde, outras metaheurísticas também foram propostas, veja por exem- 

plo: G R A S P  (Greedy Randomized Adaptive Search Procedure) [12], Busca Tabu 

híbrida ("Hybrid Tabu Search") [28], Busca Tabu [55], Algoritmos Genéticos ("Ex- 

tended Genetic Algoritms") [26], Algoritmos Genéticos Híbridos ("Hybrid Genetic 

Algorithm" ) [14]. 

Em 1999, Tsamasphyrou, Renaud e Carpentier [72] utilizaram o mesmo modelo 

linear, com restrições disjuntivas, utilizado nesta tese em um método de decom- 

posição de Benders. Eles mostraram que para um valor para a constante disjuntiva, 

M 5 oo, o modelo linear produz os mesmos resultados da formulação do problema 

de expansão de redes de transmissão. Eles identificaram que quanto menor for o 

valor numérico para a constante disjuntiva melhor é a convergência do método de 

decomposição. 

É claro que esta revisão bibliográfica não inclui todos os trabalhos relaciona- 

dos com planejamento a longo prazo da expansão de redes de transmissão. Peço 

desculpas a todos os autores cujos trabalhos não foram relacionados acima. 

1.4 Organização da Tese 

Esta tese está organizada da  seguinte maneira: 

O capítulo 2 ilustra o problema de planejamento da expansão de redes de trans- 

missão de potência. Serão apresentadas as formulações que geralmente são utilizadas 

para representar este problema, assim como a formulação que será utilizada nesta 

tese. 

O capítulo 3 mostra uma revisão do método de decomposição de Benders [7]. 

Também serão ilustrados novos desenvolvimentos realizados neste modelo de de- 

composição que proporcionam melhorias do algoritmo em relação ao tempo com- 

putacional. 

O capítulo 4 ilustra a aplicação do modelo de decomposição de Benders ao pro- 

blema de planejamento da expansão de redes de transmissão de potência. Neste 

capítulo serão ilustrados detalhes da implementação da decomposição de Benders 

para a solução do problema abordado nesta tese. Vamos ilustrar uma melhoria 

significativa no valor "teórico" necessário para garantir a otimalidade da  solução 



fornecida pelo método de decomposição de Benders. No final, também ilustraremos 

o comportamento do modelo linear disjuntivo em relação ao valor numérico utilizado 

para a constante de disjunção através de exemplos. 

O capítulo 5 apresenta uma revisão da teoria relacionada a cortes de Gomory [34] 

e discute a implementação de um método de planos cortantes utilizando cortes de 

Benders e cortes de Gomory e o mesmo esquema de decomposição utilizado no 

método de decomposição de Benders. 

No capítulo 6 vamos fazer uma descrição das principais funções que compõem 

o modelo de decomposição de Benders para o planejamento da expansão de redes 

de transmissão implementado nesta tese. Além disso, também vamos ilustrar as 

estratégias que foram utilizadas para aumentar a eficiência na solução dos problemas 

Mestre da  decomposição de Benders. 

O capítulo 7 mostra a aplicação do método proposto a um caso real de planeja- 

mento da  expansão de redes de transmissão com o sistema equivalente da  região Sul 

brasileira. Este sistema vem sendo muito utilizado para ilustrar novas aplicações 

para ao problema de planejamento da expansão de redes de transmissão, veja por 

exemplo [12, 58, 40, 39, 27, 28, 25, 26, 24, 38, 55, 57, 64, 65, 66, 63, 691. 

O capítulo 8 ilustra um novo método heurístico, GRAS - "Greedy Adaptive 

Search Procedure", aplicado para solução de problemas de planejamento da  ex- 

pansão de redes de transmissão. Este método heurístico, classificado como um 

metaheurística, tem se mostrado bastante efetivo na obtenção de soluções de ex- 

celente qualidade para problemas de planejamento da expansão de redes de trans- 

missão. O custo destas soluções podem ser de grande ajuda para algoritmos com- 

binatórios pois esses fornecem um limite superior para o custo da  solução ótima do 

problema, reduzindo o tempo de processamento requerido para a convergência desses 

métodos. Além disso, podemos também fazer uso de outras informações fornecidas 

por métodos heurísticos possibilitando a aplicação de métodos de decomposição em 

casos de maior porte. 

O capítulo 9 descreve as principais conclusões e algumas perspectivas futuras 

deste trabalho de tese de doutorado. 

Esta tese de doutorado foi escrita em l3-W e três referências foram muito im- 

portantes na  confecção deste texto, [47, 37, 411. 



1.5 Notação 

Nesta tese utilizaremos a seguinte notação: 

A, B . . . letras maiúsculas para representar matrizes. 
x, y . . .  letras minúsculas para representar vetores (coluna). 
At, xt representa o operador de transposição, aplicado à matrizes ou a 

vetores. 

[x] representa uma matriz diagonal cuja diagonal é o vetor x. 
I representa uma matriz identidade na  dimensão apropriada. 
e é um vetor cujas componentes são unitárias. 
C, I etc. letras "caligráficas" são utilizadas para representar conjuntos. 
C representa o conjunto complemento do conjunto C. 

[c1 representa a cardinalidade do conjunto C. 



2.1 Introdução 

Neste capítulo, vamos apresentar o problema de planejamento da expansão de redes 

de transmissão de potência. Este problema consiste em determinar o plano de 

expansão mais econômico da rede de transmissão para um determinado ano futuro. 

Os dados para este problema são a previsão de carga futura bem como o despacho 

dos geradores para atender ao mercado. Além disso, são necessários dados para a 

rede existente, também chamada de rede básica, e dados para os novos circuitos que 

podem ser adicionados à rede básica. Note que a rede básica não tem capacidade 

suficiente para o atendimento do mercado futuro. 

Este capítulo esta organizado da  seguinte maneira. A seção 2.2 ilustra a formu- 

lação do problema de planejamento da  expansão de redes de transmissão utilizando 

dois modelos distintos: inicialmente o modelo mais utilizado (denominado de mo- 

delo tradicional nesta tese) que é um problema de programação não-linear inteira 

mista e, o modelo linear (O - 1) disjuntivo - um problema de programação linear 

inteira mista - que será utilizado nesta tese. Além disso, vamos tentar mostra, com 

um exemplo, as dificuldades para a solução deste problema quando da utilização da  

formulação não linear. Da mesma forma, vamos ilustrar, com o mesmo exemplo, a 



formulação disjuntiva. Finalmente, conclusões serão apresentadas na  secção 2.3. 

2.2 Formulação do Problema de Planejamento da 
Expansão de Redes de Transmissão 

Sejam N o conjunto de barras da rede elétrica, I o conjunto de circuitos existentes, 

e C o conjunto dos circuitos candidatos, o problema de planejamento da expansão 

de redes de transmissão pode ser formulado da seguinte maneira: 

Minimize z = E c ~ ~ x ,  
i j E E  

sujeito a : 

fO. 23 - yO.(Oi ZJ - 4) = O, V(i, j) E E 
1 1 f . .  V -y.(Oi 23 - O . )  3 = O, se X, = 1, V ( i , j )  E C 

-x. V .f 23 l. < - fl. V < - =f?. 23 z3 7 V(i,  j) E C 

O < g i L & ,  V ~ E N  
-0 
f, < f,l. < f:j, V ( i , j )  E E 

xij E {O, I}, V(i,  j) E C 

(2. i a )  

(2. l b )  

(2. lc)  

(2.ld) 

(2.le) 

(2. l f )  

( 2 . l d  

(2.lh) 

onde: c ~ ,  é o custo de investimento associado a decisão de construção do circuito 

candidato, x ~ ,  entre as barras i - j .  fz e f; são, respectivamente, os fluxos de 

potência nos circuitos existentes e candidatos i - j, gi e di são a geração de potência 

ativa injetada e a demanda (carga ativa) a ser atendida na barra i, respectivamente. 

y: e yh são, respectivamente, as susceptâncias dos circuitos existente e candidato 

entre as barras i - j, e 0, é o ângulo da tensão na barra i. Finalmente, f, é a 

capacidade de carregamento do circuito ij  e gi é a capacidade de geração do gerador 

conectado à barra i. 

A função objetivo do problema (2.1) corresponde a minimização da soma dos 

custos de investimento para a construção de novos equipamentos de transmissão 

(linhas, transformadores etc.). É importante ressaltar que a função objetivo deste 

problema também deveria considerar a minimização dos custos de perdas para a 



transmissão de potência pelo sistema de transmissão. Contudo, para tal, teríamos 

que incluir um termo quadrático na função objetivo, o que dificultaria ainda mais a 

solução do problema. 

As restrições (2.lb), ( 2 . 1~ )  e (2.ld) correspondem às leis de Kirchoff do modelo 

de fluxo linearizado para o sistema de transmissão. Note que as restrições correspon- 

dentes à segunda lei de Kirchoff sobre os circuitos candidatos devem existir somente 

para aqueles que venham a ser adicionados à rede elétrica. Na formulação apresen- 

tada anteriormente, esta restrição está condicionada ao valor da variável x ,  isto é, 

a restrição (2.ld) existe para o circuito i - j se x, = 1 - circuito adicionado e não 

existe se x, = O - circuito não adicionado. 

As restrições (2.lf), (2.lg) e (2.le) representam, respectivamente, os limites de 

capacidade de geração nas usinas do sistema e limites de transporte de potência para 

os circuitos (tanto os existentes como os candidatos) do sistema de transmissão. As 

restrições (2.lh) representam a integridade para as variáveis de decisão (variáveis de 

planejamento da expansão). 

A formulação do problema de planejamento da expansão de redes de transmissão 

pode ser colocada na forma matricial da seguinte forma: 

sujeito a' : 

s ; f0+s: f1  + g =  d 

(f O - [ro]s~e) = O 

[xl(fl - [r11S1Q) = 0 

f1 - [fl]x < O 

f1  + [fl]x 2 o 
O < g < 9  

-fO < f 0  < f 0  

x E {o, l}lC1 

onde So e Si são matrizes incidência circuito-barra para as redes existentes e candi- 

datas, respectivamente. O elementos destas matrizes são 1 quando o circuito i - j 



está conectado à barra i, -1 quando o circuito i - j está conectado à barra j e, O 

caso contrário. x é o vetor cujas componentes são xij, g é formado por gi e assim 

por diante. Note que a "descontinuidade" do modelo para a segunda lei de Kir- 

choff (2.ld) é representado pela multiplicação da matriz de decisões de investimento 

pela restrição da segunda lei de Kirchoff no problema (2.2). Assim, quando a i-ésima 

componente do vetor x, xi é igual a O, a restrição não é válida e, se zi = 1 a restrição 

é válida. 

Implementações computacionais para tratar deste problema frequentemente con- 

sideram uma variável adicional para resolver os problemas de inviabilidade. Tal 

variável, o "corte de carga" associado a cada barra de carga do sistema, pode ser 

vista como uma geração fictícia, torna o problema sempre viável pois, em último 

caso, pode-se cortar a carga das barras e obter um sistema de transmissão viável. 

Inserindo as variáveis de corte de carga o problema de planejamento da  expansão 

de redes de transmissão passa a ser representado por: 

sujeito a : 

~ : f O + ~ : f ~ + g + r =  d 

(f O - [ r o l s o ~ )  = o 
[xl(fl - [y11S1~) = 0 

f1  - [fl]x < 0 

f l +  [fl]x > 0 

O L g F s  

O < r < d  

-7 < f 0  < f 0  

z t {O, 1)FI 

onde c& representa o vetor do custo do corte de carga nas barras, r é o vetor do 

montante de carga cortado. As restrições (2.3h) restringem o corte a carga própria 

de cada uma das barras do sistema. Nesta trabalho de tese sempre adotaremos a for- 

mulação que considera o corte de carga nas barras sendo que o seu custo será sempre 

ajustado de maneira a obter um plano de expansão para o sistema de transmissão 



no qual o corte de carga seja nulo. 

São duas as grandes dificuldades para a solução do problema (2.1). A primeira 

está relacionada ao modelo do problema ou, mais especificamente, a como repre- 

sentar as restrições (2.ld), que devem existir somente se o circuito candidato for 

construído e, caso contrário, estas restrição não devem estar "ativas". A segunda 

dificuldade está relacionada às decisões de investimento que requerem a utilização 

de algoritmos combinatórios. 

Duas formas já foram propostas para representar as restrições (2.ld). A primeira 

consiste em utilizar um modelo não linear-inteiro, conforme será visto a seguir. 

A segunda forma, de modelar as restrições (2.ld) é a utilização de um modelo 

disjuntivo, proposto inicialmente em [38, 68, 731, será visto na seqüência. 

2.2.1 O Modelo não-Linear Inteiro 

Um maneira simples de representar a restrição condicional (2.ld) é utilizar uma 

equação não linear da  seguinte forma: 

A igualdade entre (2.4) e (2.ld) pode ser facilmente verificada. Quando o valor 

de x, em (2.4) é 1, ou seja, quando decide-se construir o circuito candidato i - j, o 

fluxo de potência no circuito i - j é calculado por: 

f?. - Y!.(Qi - Qj) = 0, 
23 v 

que é idêntico ao obtido pela restrição (2.ld). 

Caso contrário, ou seja, quando x, = O,  f ,  = 0, também igual ao obtido no 

modelo (2.1), pois 

-1 -x..ft ,  < f?. < x.. f - -  
V 23 - 23 - 23 23 ' 

assegura que que f i j  = 0. 



Substituindo a restrição não linear (2.4) pela restrição (2 .1~ )  do modelo para o 

problema de planejamento da  expansão de redes de transmissão, obtemos a seguinte 

formulação, não linear, para este problema, 

Minimize z = c4-x + cbr 

sujeito a : 

~ i f O + S : f l + g + r  = d  

f 0  - [ r o ] ~ o O  = 0  

f 1  - [ X ] [ ~ ' ] S ~ O  = O 

f 1  - [T1]x < o 
f 1  + [ f l ] x  > 0  

0 5 9 5 9  

O < r < d  

-7 5 f 0  g0 
x t {O, l)lC' 

A formulação não linear insere uma dificuldade a mais para a solução de proble- 

mas de planejamento da expansão de redes de transmissão, devido às não lineari- 

dades no termo quadrático [x] [yl]SIO. 

2.2.2 O Modelo Linear (O - 1) Disjuntivo 

Outra forma para representar as restrições da segunda lei de Kirchoff é a utilização 

de uma formulação disjuntiva da seguinte forma: 

A igualdade entre as restrições (2.6a)-(2.6b) e a restrição (2.1d) pode ser facil- 

mente verificada para M = oo, veja a proposição a seguir. 



Proposição 2.1 A s  restrições disjuntivas (2.6a)-(2.6b) são equivalentes a res- 

trição (2.ld) do modelo do problema de planejamento da expansão de redes de trans- 

missão quando M é u m  número positivo muito grande. 

PROVA. Vamos dividir a prova em duas etapas, quando o circuito candidato i j  

é adicionado (x, = 1) e quando ele não é considerado no plano ótimo de expansão 

da  rede de transmissão (x, = 0). 

e Suponha que x, = 1. Então obtemos 

ou seja, 

f l. - 7'. (si - Bj) = O, 
29 V 

que é idêntica a restrição (2.ld) para x, = 1. 

e Suponha o contrário, ou seja, que x, = O. Substituindo obtemos 

pois como o circuito candidato i j  não foi adicionado f i j  = O. Como M é um 

número positivo muito grande (M E a), as restrições (2.6a)-(2.6b) nunca es- 

tarão no limite e, portanto, podem ser relaxadas, completando a demonstração 

da  equivalência entre os modelos. 

Substituindo as restrições (2 .1~)  do problema (2.1) pelas restrições do modelo 

disjuntivo (2.6a)-(2.6b) obtemos o seguinte problema de programação para repre- 

sentar o problema de planejamento de expansão de redes de transmissão: 



Min imixe  x = c;x + cbr 

sujei to  a : 

S i f o  + S ! f l  + g + r  = d 

f O - [ r O ] ~ o ~  = O 

f 1  - [ y 1 ] ~ 1 6  < M ( 1 -  x )  

f 1  - [yl]SIQ 2 - M ( 1 -  x )  

f1 - [ f l ] x  < 0  

f 1  + [ f l ] x  > 0  

o < g 1 9  

O < r < d  

- f O  < f o < f 0  

x  € { O )  l}lC1 

A representação do problema de planejamento de expansão de redes de trans- 

missão através do modelo linear ( O  - 1) disjuntivo foi proposta, independentemente 

em [38, 68, 731. 

As maiores dificuldades para solução do problema (2.7)) desconsiderando que se 

trata de um problema que exige a utilização de algoritmos combinatórios, são devidas 

às restrições disjuntivas, as quais, requerem um valor numérico muito grande para 

a constante disjuntiva M ,  o que trás problemas numéricos na solução do problema. 

Em [40] os seguintes comentários foram feitos sobre a formulação disjuntiva: 

O problema de programação resultante quando utiliza-se a formulação disjun- 

tiva para o problema de expansão de redes de transmissão é um problema de 

programação linear (O - 1) mista. Isto garante que a solução ótima discreta 

obtida é a solução ótima do problema de planejamento da  expansão de redes 

de transmissão. 



2.2.3 O Modelo Híbrido 

O modelo híbrido consiste em uma relaxação do modelo completo do problema 

de planejamento da  expansão de redes de transmissão, (2.3), onde o conjunto de 

restrições correspondentes à segunda lei de Kirchoff é modelado somente para os 

circuitos existentes, isto é, esta restrição não faz parte da formulação do problema 

sobre os circuitos candidatos à serem adicionados a rede elétrica. Esta formulação 

foi inicialmente considerada em modelos de planejamento da  expansão de redes 

proposto por Villasana [73]. O modelo híbrido, conforme definido acima, pode ser 

escrito da  seguinte forma: 

Minimize z = cix + c&r 

sujeito a : 

SAfO +s;f1 + g + r  = d  

f O  - [ r O ] ~ o ~  = O 

f 1  - [ f l ] x  < O 

f + [ f l ] x  > O 

0 < 9 < 9  

O < r < d  

- f O  < f 0  < f O  

x  E {O, l)ICI 

Note que a única diferença entre os problemas (2.3) e (2.8) é que o modelo híbrido 

não considera a restrição (2.3d). 

Em [40] os seguintes pontos foram comentados a respeito do modelo híbrido: 

o O modelo híbrido é um problema de programação linear ( O  - 1) mista cuja 

solução é relativamente mais simples que a solução do problema completo. A 

relaxação contínua do modelo híbrido é um problema de programação linear. 

o Tendo em vista que o modelo híbrido é uma relaxação do problema completo, 

sua solução será a solução ótima do problema completo se for uma solução 



viável naquele problema. 

e O modelo híbrido é igual ao modelo completo para a solução inicial, isto é, 

quando nenhum circuito foi, ainda, adicionado à rede existente. 

e Existem relações interessantes entre o modelo modelo híbrido e o modelo linear 

disjuntivo, apresentado na seção 2.2.2. Por exemplo. a utilização de uma 

constante disjuntiva M = oo faz com que as restrições que representam a 

segunda lei de Kirchoff nos circuitos candidatos estarão no limite somente 

para valores de investimento muito próximos a 1. Em outras palavras, ao 

relaxar a restrição de integralidade da  variável de investimento, x, o modelo 

linear disjuntivo fica idêntico ao modelo híbrido. 

e Como desvantagem, a qualidade da  solução obtida pode não ser satisfatória 

visto que a formulação híbrida é uma relaxação do problema completo, logo, 

a solução obtida será, possivelmente, uma solução inviável para o problema 

completo. 

2.2.4 O Modelo de Transporte 

O modelo de transporte, proposto com grande sucesso por Garver em 1970 [29], 

é uma relaxação do modelo híbrido e, por conseqüência, também uma relaxação 

do modelo completo. O grande sucesso desta formulação se deve ao ineditismo em 

relação a métodos para solução de problemas de planejamento de expansão de redes. 

Nesta formulação, somente a primeira lei de Kirchoff é considerada, logo o problema 

pode ser escrito como: 



Minirnize z = c;x + &r 

sujeito a : 

S i f O  +s:f1 + g + r  = d  

f 1  - [ f l ] x  < O 

f 1  + [ f l ] x  > 0 

o < g < g  

O < r < d  

- f O  < f 0  < f 0  

z t {o, l)lCl 

Em [40] as seguintes características foram apontadas em relação ao modelo de 

transportes: 

e O modelo de transportes é um problema de programação linear (O - 1) mista 

cuja solução é, relativamente, mais simples que a solução do modelo híbrido. 

A relaxação contínua do modelo de transporte é um problema de programação 

linear com estrutura de redes portanto, pode ser facilmente solucionada. 

e Tendo em vista que o modelo de transporte é uma relaxação do modelo híbrido, 

sua solução será a solução ótima para a problema híbrido se for uma solução 

viável naquele problema. 

e Uma desvantagem da utilização desta formulação está relacionada, novamente, 

com a qualidade da solução obtida. A não representação da  segunda lei de 

Kirchoff faz com que os circuitos possam "rotear" o fluxo de potência e con- 

seqüentemente o modelo é otimista, resultando em poucos investimentos em 

novos circuitos. 

A seguir, vamos tentar ilustrar, através de um exemplo didático, as principais 

dificuldades para a solução de problemas de planejamento de expansão de redes de 

transmissão. 



2.2.5 Exemplos 

Nesta seção vamos ilustrar a região de viabilidade (em relação à relaxação contínua) 

dos problemas de planejamento de expansão de redes de transmissão para todos os 

modelos apresentados nas seções anteriores. Para fazer esta representação vamos 

considerar um sistema bastante conhecido na literatura - o sistema teste utilizado 

por Garver em [29] - cuja configuração inicial está representada na figura 2.1 a 

seguir. As linhas cheias representam os circuitos existentes, enquanto que as linhas 

tracejadas os circuitos candidatos à adição. Os dados para o sistema teste de Garver 

estão descritos nas tabelas 2.1 (dados de barras) e 2.2 (dados de circuitos existentes 

e circuitos candidatos a serem adicionados). 

Figura 2.1: Sistema teste de Garver. 

Barra I Lim.Ger. I Carga /I 

Tabela 2.1: Sistema teste de Garver - dados das barras. 



Tabela 2.2: Sistema teste de Garver - dados dos circuitos. 

A solução ótima para o problema de planejamento da expansão, quando é per- 

mitido o redespacho dos geradores disponíveis, foi obtida, pela primeira vez, na  tese 

de mestrado de Romero [62] e, consiste da adição de quatro circuitos: um circuito 

conectando as barras 3 - 5 e mais três circuitos entre as barras 4 - 6. 

Com o objetivo de ilustrar as dificuldades para a solução de problemas de planeja- 

mento da  expansão de redes de transmissão vamos considerar uma versão modificada 

para o sistema teste de Garver, na qual somente é possível adicionar novos circuitos 

entre as barras 2 - 6 e 4 - 6, e que as decisões de investimento não são discretas, mas 

sim variáveis contínuas. Além disso, vamos considerar que existem dois circuitos en- 

tre as barras 3 - 5 ao invés de somente um como no caso original. Fazendo estas 

alterações no caso original de Garver obtemos o sistema representada na figura 2.2, 

cuja solução ótima discreta, segundo o trabalho de Romero, é a construção de três 

novos circuitos entre as barras 4 - 6, visto que a adição do segundo circuito entre 

as barras 3 - 5 já foi considerada. 

A estratégia para ilustrar a região de viabilidade para cada um dos modelos 

descritos anteriormente será fixar o investimento (que agora é uma variável contínua) 

e resolver o problema obtido quando x é fixo. Note que para todos os modelos 

apresentados, quando x é conhecido a priori o problema resultante é um problema 



Figura 2.2: Sistema teste de Garver modificado. 

de programação linear. Por exemplo, quando utilizamos o modelo não linear, o 

seguinte problema de programação linear é obtido: 

sujeito a : 

$ f o + ~ ~ f l + ~ + r  = d  

f o  - [ r O ] ~ o O  = O 

f l  - [2][~']SlO = o 
-[2] f1  < f 1  < [?] f l  

05919 

O l r L d  

- f O  < f 0  < f 0  

onde 2 representa o plano de expansão para a rede de transmissão. 

Para o caso do modelo híbrido basta eliminar o conjunto de restrições que repre- 

senta a segunda lei de Kirchoff nos circuitos candidatos, (2.10d). No caso do modelo 

de transportes, além de eliminar as restrições (2.10d), é necessário ainda remover 

o conjunto de restrições (2.10c), que representam a segunda lei de Kirchoff nos cir- 

cuitos da  rede existente. Já no caso do modelo linear (O - 1) disjuntivo, devemos 



substituir as restrições (2. 10d) , pelas restrições disjuntivas, (2.7d) e (2.7e), que para 

x = i ficam, 

O resultado do programa linear obtido quando x está fixado em um determinado 

valor será utilizado para ilustrar a região de viabilidade do problema, que será obtida 

variando o valor fixado da  variável x para os dois circuitos candidatos (2 - 6 e 4 - 6) 

desde o valor O (nenhum circuito adicionado) até o valor 4 (adição de quatro circuitos 

em paralelo). O passo de variação para cada um dos dois circuitos candidatos é de 

0.05. O custo de operação (ou custo do corte de carga) é, c0 = 1.0. 

Nos casos dos modelos não linear, híbrido e de transportes, calcular o custo de 

operação e o custo total é simples e direto, ou seja, basta substituir x pelo valor 

do investimento e resolver o problema linear resultante. Isto ocorre porque, para 

estes casos, o investimento pode ser modelado por uma variável inteira, ao invés 

de uma variável (O - 1). No caso do modelo linear disjuntivo é necessário modelar 

quatro circuitos candidatos separadamente (em paralelo) e fazer com que eles sejam 

construídos segundo uma ordem pré-estabelecida. 

As figuras 2.3 e 2.4, na  seqüência, ilustram, em duas diferentes vistas, como fica 

o custo de operação mínimo no sistema teste de Garver modificado em relação aos 

investimentos nos circuitos candidatos 2 - 6 e 4 - 6 quando utilizamos o modelo não 

linear para formulação do problema. 

Inicialmente, podemos observar a presença de não linearidades severas. Na figu- 

ra 2.3, por exemplo, pode-se ver que o sistema modificado de Garver é viável quando 

consideramos a adição de 3 circuitos candidatos 4 - 6 e nenhuma adição no caminho 

2 - 6. Entretanto, se considerarmos a adição de um "delta" do circuito candidato 

2 - 6 em conjunto com os 3 circuitos candidatos 4 - 6, o sistema resultante não é 

mais viável. Não convexidades deste tipo trazem grandes dificuldades para métodos 

de planos de cortes (tais como o método de decomposição de Benders) visto que os 

planos gerados (cortes de Benders) podem, eventualmente, cortar partes da região 

viável, eliminando a solução ótima. 



Figura 2.3: Custo de operação x investimento - Modelo não linear - Vista 1 

Note também que se forem realizados investimentos somente no caminho 2 - 6 

não obtemos um plano de expansão viável (com corte de carga nulo). Situação 

contrária é obtida quando são considerados investimentos apenas no caminho 4 - 6, 

inclusive a solução ótima discreta para este sistema é a construção de mais três 

circuitos no caminho 4 - 6, visto que a adição do circuito 3 - 5 já foi considerada. 

Nas figuras 2.5 e 2.6 ilustram a variação do custo total (função objetivo do 

problema (2.5) em função dos investimentos nos circuitos 2 - 6 e 4 - 6. 

A solução ótima contínua é obtida quando se constrói 1.2 do circuito 2 - 6 e 

1.45 do circuito 4 - 6 com custo total igual a $99.50, já computando o custo da  

construção do circuito 3 - 5 (de $20.0), o qual foi suposto ser um circuito existente 

neste exemplo. 

Utilizando o mesmo procedimento quando o modelo linear (O - 1) disjuntivo 

é utilizado para representar o problema de planejamento da expansão de redes de 



Figura 2.4: Custo de operação x investimento - Modelo não linear - Vista 2. 

transmissão, obtemos as figuras 2.7 e 2.8. O valor utilizado para a constante de 

disjunção no modelo linear disjuntivo, M é constante para todos os circuitos da  

rede candidata e igual a 1000.0. Este valor já é grande o suficiente para garantir 

que nenhuma das restrições disjuntivas estarão no limite para circuitos candidatos 

que não forem adicionados à rede elétrica na solução ótima. 

Note que o aspecto da região é completamente diferente do caso com a formulação 

não linear. Observe que as não linearidades que existiam no modelo anterior foram 

removidas, por exemplo veja na figura 2.8 que quando consideramos a adição de 3 

circuitos candidatos entre as barras 4 - 6 o sistema é viável e, continua sendo viável 

ao adicionarmos um "delta" do circuito candidato 2 - 6, ao contrário do caso do 

modelo não linear. 

Observa-se também que quando as variáveis de investimento 2 - 6 e 4 - 6 as- 

sumem valores discretos, existem "dentes" que podem ser confundidos com outras 



Figura 2.5: Custo total x investimento - Modelo não linear - Vista 1. 

não linearidades. Contudo, o modelo linear (O - 1) disjuntivo é válido somente para 

valores discretos restritos ao intervalo [O, 11. No caso deste exemplo teríamos, para 

este modelo, não somente 2 mas sim 8 variáveis e nesta dimensão a região de vi- 

abilidade seria completamente linear. A representação da região de viabilidade da  

relaxação contínua do modelo linear (O - 1) disjuntivo foi realizada somente com 

o objetivo de ilustrar as diferenças e semelhanças marcantes, que pode ser facil- 

mente identificadas nas figuras, deste modelo em relação ao não linear apresentado 

anteriormente e, como veremos na seqüência, aos modelos híbrido e de transportes. 

É interessante observar também que, analisando somente os pontos em que os 

investimentos assumem valores discretos (O, 1, 2 etc.) o valor do custo de operação 

é exatamente o mesmo, visto que os dois modelos são equivalentes quando x assume 

valores (O - 1). 

Finalmente, as figuras 2.9 e 2.10 ilustram o comportamento do custo total de 



Figura 2.6: Custo total x investimento - Modelo não linear - Vista 2. 

investimento quando o modelo disjuntivo é considerado. 

A solução ótima, quando é permitido que os investimentos sejam contínuos é 

data por x26 = 1.20 e x46 = 1.45 com custo igual a $99.5, E interessante observar 

que a solução ótima contínua para o modelo linear disjuntivo é igual à solução do 

modelo não linear. Entretanto, não existe nenhuma razão para que isto venha a 

acontecer sendo somente uma coincidência. 

As curvas 2.11 e 2.12 ilustram respectivamente a variação do custo de operação 

e do custo total (investimento e operação) quando utilizamos o modelo híbrido para 

representar o problema de planejamento da expansão de redes de transmissão. 

Note que o modelo híbrido é bastante semelhante ao modelo linear disjuntivo. 

Mais especificamente, note que o modelo híbrido somente difere do modelo linear 

disjuntivo nos pontos onde o investimento é igual a (0 - 1). Isto é um comportamento 



Figura 2.7: Custo de operação x investimento - Modelo linear disjuntivo - Vista 1. 

esperado já que quando xij  # 1 as restrições disjuntivas para representação da  

segunda lei de Kirchoff estão livres, ou seja, estão relaxadas, da mesma forma que 

no modelo híbrido. 

Utilizando o modelo de transporte e o mesmo procedimento descrito anterior- 

mente obtemos as curvas das figuras 2.13 e 2.14 representando a variação do custo 

de operação e do custo total em função dos investimentos nos circuitos candidatos 

2 - 6 e 4 - 6 .  

Note que a curva para o custo de operação é uma envoltória para a mesma 

curva obtida para os modelos híbrido e modelo linear disjuntivo. Isto ocorre porque 

o modelo de transportes é uma relaxação do modelo híbrido que, por sua vez, é 

também uma relaxação do modelo linear disjuntivo. 

Com relação ao custo total, vale a pena ilustrar que a solução ótima contínua 

para o modelo de transportes também tem custo igual a $99.5 mas com várias 



2-6 

Figura 2.8: Custo de operação x investimento - Modelo linear disjuntivo - Vista 2. 

soluções, por exemplo x26 = 0, x46 = 2.65 como também a mesma solução obtida 

anteriormente, 5 2 6  = 1.2, x46 = 1.45. 

Conclusões 

Neste capítulo apresentamos as formulações conhecidas para representar o problema 

de expansão de redes de transmissão. Além disso, discutimos com base em um 

exemplo utilizando o sistema teste de Garver modificado, representado na  figura 2.2, 

a forma para a região de de viabilidade associada a cada uma das formulações, 

ilustrando algumas equivalências e diferenças entre elas. 



Figura 2.9: Custo total x investimento - Modelo linear disjuntivo - Vista 1. 
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Figura 2.10: Custo total x investimento - Modelo linear disjuntivo - Vista 2. 



Figura 2.11: Custo de Operação x investimento - Modelo híbrido. 
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Figura 2.12: Custo total x investimento - Modelo híbrido. 
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Figura 2.13: Custo de Operação x investimento - Modelo de transporte. 
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Figura 2.14: Custo total x investimento - Modelo de transporte. 



3.1 Introdução 

O principal objetivo para a concepção de técnicas de decomposição matemática é 

conseguir resolver problemas "muito complicados", ou muito grandes, através da  

solução repetida de uma série de problemas mais fáceis, ou menores. Um exemplo é 

a decomposição de Benders [7], na qual um problema de programação linear inteira 

mista é decomposto em uma série de subproblemas menores, um denominado de 

Mestre (um problema de programação linear inteira mista), e outro chamado de 

Escravo (um problema de programação linear). 

Este capítulo está organizado da seguinte maneira: a seguir vamos ilustrar a de- 

dução do modelo de decomposição de Benders. O objetivo de tal dedução é fornecer 

o suporte teórico necessário para a introdução de um novo conceito relacionados 

à solução do problema Mestre da decomposição de Benders que possibilita gan- 

hos substanciais (tempo de processamento) na utilização deste método para solução 

de problema de programação linear inteira mista. Finalmente, a seção 3.4 resume 

algumas das conclusões apresentadas neste capítulo. 

3.2 Decomposição de Benders - Dedução Teórica 

A teoria de decomposição de Benders é um tópico que já foi bastante estudado pela 

comunidade científica. Vários são os artigos, tutoriais e capítulos de livros sobre este 

assunto, entre diversas referências posso citar por exemplo [42, 71, 51, 67, 53, 61 



Nesta tese vamos seguir a apresentação da  decomposição de Benders utilizada no 

livro [49]. 

Para ilustrar a decomposição de Benders considere o seguinte problema de pro- 

gramação linear (O - l) mista: 

Minirnixe x = ctx + dty 

sujeito a : 

Ax > b 

E x + F y > h  

x E {O, q n , y  > 0, 

(3. l b )  

(3. lc)  

(3. ld )  

onde x e c são vetores em n e, y e d vetores em S. As matrizes A, E, e F têm 

dimensão (rn,n),(p,n), e (p,s), respectivamente, e b e h são vetores em rn e p. 

Definindo um conjunto S como sendo: 

S = {x I Ax > b;x E {O,l}n}, 

podemos reescrever o problema (3.1) como: 

Minirnixe z = ctx + dty 

sujei tou : E x  + F y  > h 

x E S,Y > 0, 

que é a forma utilizada na grande maioria dos trabalhos da  literatura onde o método 

de decomposição de Benders é descrito. 

A idéia do princípio de decomposição (Benders) consiste em tentar resolver o 

problema em duas etapas, ou seja: fixe um valor para as variáveis x e resolva o 

problema linear resultante para obter y. Melhore o valor para as variáveis x etc. 

É claro que, somente valores de x para os quais existe y satisfazendo as restriqões 

devem ser considerados, ou seja: x deve pertencer ao conjunto: 



Valores de x que pertencem ao conjunto R são denominados de valores viáveis 

para x. Se o conjunto R é vazio, então o problema (3.1) é inviável, pois y I F y  > 
(h - Ex)  para 'dx I x E S.  

Para formular um conjunto explícito de restrições que determinam o conjunto 

R ,  utilizamos o Lema de Farkas: 

Lema 3.1 (Lemma de Farkas) Existe um vetor x > O satisfazendo B x  = a H 

atu 2 O V u  I Btu > 0.  

PROVA. Ver demonstração em [49]. 

O sistema de equações associado a (3.4) quando x está fixo pode ser escrito como: 

onde, s é um vetor de variáveis de folga para transformar as restrições de desigual- 

dade ( 3 .1~ )  em restrições de igualdade. 

Aplicando o Lema 3.1 ao sistema anterior verifica-se que o sistema tem solução 

para um dado x se, e somente se: 

para todo ul satisfazendo: 

Fazendo: 



podemos escrever que: 

e que: 

(h - E X ) ~  5 o. 

Note que o cone definido por: 

é poliédrico, ou seja, tem um número finito de geradores. Portanto, existem vetores 

Xc. Z ,  i = 1,. . . , nC; tal que qualquer elemento X E C pode ser escrito por: 

Substituindo (3.10) em (3.8) temos que: 

nC 

C ai [(h- E X ) ~ A ~ ]  < O,  
i=l 

que somente é válido para ai 2 O se, e somente se: 

Portanto, o vetor x será viável se, e somente se, x satisfaz o sistema finito de res- 

trições dado por (3.12). O conjunto R, definido em (3.4), pode, então, ser redefinido 

para: 



O problema (3.1) pode ser re-escrito como: 

min {ctz + min {dty I F y  > h - E x ,  y > O}} , 
x E R  

(3.14) 

o qual corresponde a percepção inicial de que ele pode ser resolvido por um algoritmo 

de dois estágios. Para um x fixo, o problema interno de minimização de (3.14) é: 

Minimixe dty (3.15a) 

sujeito a : 

F y > . h - E x  (3.15b) 

Y > 0, (3 .15~)  

e o problema Dual deste é: 

Maximixe (h - E X ) ~ X  

sujeito a : 

F ~ X  d 

X > o. 

Da teoria da  dualidade em programação linear sabe-se que o valor dos proble- 

mas (3.15) e (3.16) se equivalem na solução ótima, ou seja: 

onde, e 1 são as soluções ótimas para os problemas Prima1 e Dual, respectivamente. 

Substituindo o problema dual em (3.14) obtém-se: 

min {ctx + max {(h - E X ) ~ X  I FtX < d, X > O}) . 
xER 



Note que as restrições do problema Dual (3.16) definem um conjunto poliédrico 

que é independente do valor de x e que X f ,  conforme definido em (3.10), são as 

arestas. Além disso, o número de vértices deste conjunto é finito: A:, i = 1, . . . , np . 

Assumindo que o problema (3.1) é viável e que P é limitado, então o proble- 

ma (3.17) é equivalente a: 

c ' .  m a  { ( e -  EX)~~:}}, 
XER i=l, ..., nP 

que, por outro lado, é equivalente ao seguinte problema de programação linear (O - 1) 

mista: 

Minimixe ctx + a! 

sujeito a : 

a! > (h - E X ) ~ : ,  i = I , .  . . , n P 

x E R. 

Ainda, utilizando a caracterização do conjunto R dada em (3.13), o proble- 

ma  (3.20a) é equivalente a: 

M inimixe ctx + a! 

sujeito a : 

a > (h - Ex)~X"~ = 1,. . . , n p  

(h - E X ) ~ X ;  5 0 , i  = 1 , .  . . , nC  

x E S. 

Definindo G o conjunto de restrições do problema (3.21): 



a, 2 (h - EX)~A:, i = 1 , .  . . , np 
( h -  E x ) ~ A ~  5 0 , i  = 1 , .  . . , nC  

x E S, 

o problema (3.21) pode ser reescrito como: 

Minirnize ctx + a, 

sujeito a : 

(x, a,) i n  G 

A seguir, apresentaremos o algoritmo de decomposição de Benders [7]. 

3.2.1 O Algoritmo de Decomposição de Benders 

Para desenvolvermos o algoritmo de Benders em detalhe algumas suposições e lemas 

são necessários: 

Suposição 3.1 O conjunto S,  definido em (3.2), é fechado e limitado. 

Esta suposição é verdadeira para a grande maioria das aplicações práticas. Caso 

contrário, a maneira de contornar é incluir limites superiores e inferiores fictícios 

para as variáveis x, os quais devem ser grandes o suficiente para não estarem ativos 

na  solução ótima. No nosso caso, como estamos formulando o problema de expansão 

de redes de transmissão como um problema de programação (O - I), esta suposição 

pode ser facilmente obtida adicionando limites, 

para todas as variáveis x. 

O seguinte lema é necessário para futuros desenvolvimentos: 

Lema 3.2 Considerando a suposição 3.1, se o problema (3.21) é viável, então ctx + 
a, não tem limite inferiorfinito em G se, e somente se, P, dado por (3.18), for vazio. 



PROVA. Veja referência [49] I 

Considere, agora, uma versão modificada (relaxada) para o problema (3.21), 

no qual somente um subconjunto das restrições que definem o conjunto G estão 

incluídas. 

Minimize ctx + a 

sujeito a : 

a > (h - EX)~: ,  i = i , .  . . , np' 

(h - E X ) ~ X ~  < O, i = i,.  . . , nC' 

x € S  

onde np' e nC' definem um subconjunto para as restrições do problema comple- 

to (3.21). 

Faça ainda G' representar o subconjunto das restrições do problema relaxa- 

do (3.24), de tal forma que pode-se dizer que: 

ou seja, a solução ótima para o problema (3.24) será também a solução ótima do 

problema (3.21) se, e somente se, pertencer ao conjunto G. Da mesma forma, seja 

(x*, a*) a solução ótima para o problema relaxado (3.24), esta também será a solução 

ótima para o problema (3.21) se, e somente se, (x*, a*) satisfaz, 

* t  I' a* 2 ( h - E x  ) Ai , i =  1, . . . ,  np 

* t  C ( h -  Ex ) Ai 5 O , i  = I, . . . ,  nC 

x* E S. 

Entretanto, todas as restrições que definem o conjunto G, descritas acima, não 

estão disponíveis, explicitamente. Então, vamos considerar agora como encontrar a 

restrição mais violada de (3.26a) ou uma restrição do conjunto restrição (3.26b) que 

não seja atendida. Ela será dada por: 



que é equivalente a: 

* t  I' Maximixe(h - E x  ) X 

sujeito a : 

AP E P, 

que é, exatamente, o problema dual (3.16), quando se considerando x = x*. Dado 

que a* é finito (por suposição) e que, 

min{a I (x, a)  E G) > a* (3.29) 

então pelo Lema 3.2, P é não vazio. Portanto, o problema ou tem solução ótima 

finita ou é ilimitado. No caso de o problema ser ilimitado, a função objetivo tende 

para oo pela aresta, Xr + DA:, ,LI 2 O. Neste caso: 

* t  C (h - E x  ) Ai > 0, para algum i. (3.30) 

Isto implica que, pelo menos, uma restrição do conjunto (3.26b) está violada. 

Portanto, ambos os conjuntos de restrições (3.26a)- (3.2613) estarão atendidos se, e 

somente se: 

max{(h - E X * ) ~ X ~  I A" E P) I a*.  (3.31) 

Contudo, note que para o conjunto de restrições (3.26a) pelo menos uma restrição 

deve estar ativa (no limite), caso contrário a poderia ainda ser reduzido. Portanto, 

se (3.31) é válido, o será como uma igualdade, fazendo com que o seguinte teste de 

otimalidade possa ser definido: 



Teorema 3.1 (Teste de Otimalidade) A solução ótima (x*, a*) do problema re- 

laxado (3.24), é também a solução ótima para o problema completo (3.21) se, e 

somente se: 

* t  P max{(h - E x  ) X I XP E P) = a*.  (3.32) 

Caso o teste de otimalidade, (3.32), falhe, então alguma restrição do conjunto de 

restrições (3.26a)- (3.2613) não está sendo atendida. Logo, 

* t  P max{(h- E x  ) X I A" E P) > a*, 

e se o máximo não é obtido em um ponto extremo XP do poliedro P, então: 

Isto significa, nos termos do problema (3.21), que esta nova restrição, que foi 

gerada a partir do ponto extremo XP do poliedro P, não está sendo satisfeita pela 

solução do problema relaxado, (x*, a*).  Logo, o problema relaxado deve ser re- 

definido para considerar tal restrição violada e assim por diante. 

Se, ao contrário, o problema linear (3.28) é ilimitado, então temos, respectiva- 

mente, um ponto extremo e uma aresta de P, XP, XC ta1 que (b - Ex*)~X tende para 

oo ao longo do seguinte seguimento de reta: 

Para isto acontecer, XC deve ser tal que: 

Logo, um novo corte (restrição) da forma da restrição (3.33) deve ser adicionado 

ao problema relaxado (3.24). 



Convergência Finita do Método de Decomposiçáo de Benders 

A convergência finita do método de decomposição de Benders é uma conseqüência 

direta do fato de que o número de restrições do problema decomposto é finito. 

Teorema 3.2 (Convergência Finita) O algoritmo de Benders termina e m  u m  

número finito de iterações ou com a informação de que o problema original (3.1) é 

inviáuel ou ilimitado, ou com a solução ótima deste problema. 

PROVA. O problema (3.24) tem um número finito de restrições. Caso o 

teste de otimalidade não seja satisfeito, uma ou mais restrições serão adicionadas ao 

problema relaxado (3.24). Portanto, em um número finito de iterações ou o teste de 

otimalidade será satisfeito, ou o conjunto completo das restrições do problema (3.24) 

será gerado. Neste caso, o teste de otimalidade será atendido na  próxima iteração. 

H 

Limites e Convergência 

Uma característica atraente do método de decomposição de Benders é o fato de se 

dispor de limites superior e inferior para o valor da solução ótima do problema. 

Ambos estes limites convergem para o valor ótimo quando a otimalidade é obtida. 

Seja {(zk, yk)} o conjunto de soluções viáveis geradas para o problema completo. 

Então o limite superior para o valor ótimo da função objetivo é dado por: 

min ctxk + dty" 
ZSUP = k=1, ..., K 

Por outro lado, o limite inferior surge do fato que novas restrições devem ser, 

continuamente, adicionadas ao problema Mestre (3.24). Portanto, sendo zk a solução 

ótima do problema Mestre na k-ésima iteração, então podemos dizer que: 

Daí, a partir das equações anteriores, podemos concluir que o conjunto de limites 

para a k--ésima iteração é dado por: 



ZINF = zk-' < rnin {ctx + a 1 (x, a) E G'} < xsop = +=I, min ..., k-I ctxj + dty' 

Note que o teste de otimalidade, definido na  equação (3.32) significa, simples- 

mente, que os limites superior e inferior são iguais. 

Resumindo, o algoritmo de decomposição de Benders pode ser colocado como 

ilustrado a seguir. 

1 Inicialização: Faça c = Tolerância para convergência, k = 0. 

2 Solução do problema Mestre :  O algoritmo de decomposição de Benders 

inicia com a solução do problema Mestre, que é uma versão relaxada do pro- 

blema completo, representado a seguir: 

Minimize z = ctx + a 

sujeito a : 

Ax > b 
t t 

u + A p  E x  > A: h , i =  1, . . . ,  nP' 
t 

A: EX > ~ f ~ h ,  i = I , .  . . , nC' 

x E {O, l j n .  

Note que nas primeiras iterações, quando não existem cortes de Benders 

(np' = nc' = O) ou mesmo quando o número de cortes é pequeno, pode 

acontecer que o problema Mestre (3.34) seja ilimitado. Nestes casos, escolhe- 

se, arbitrariamente, como solução para o problema Mestre uma solução viável 

qualquer, isto é ik = {x I Ax > b, x E {O, l)n). 

Faça ik e Gk ser a solução para o problema Mestre (3.34), e ZINF = ctik + &IC 

ser o limite inferior para o valor da solução ótima do problema original. 

3 Solução do problema Escravo:  O problema Escravo corresponde ao pro- 

blema obtido quando x = iik, ou seja: 



Minimize dty 

sujeito a : 

F ~ > ~ - E P  

Y > 0. 

Resolva o problema Dual do problema Escravo, colocado a seguir: 

Maximize (h - EekItX 

sujeito a 

F ~ X  5 d 

X > o. 

Se o problema Dual for inviável então, o problema completo é ilimitado, pare. 

Por outro lado, se o problema Dual for ilimitado o problema Primal será 

inviável. Então faça ijk e ek serem as soluções ótimas Primal e Dual para o 

seguinte problema, 

Minimize ets 

sujeito a : 

F ~ - S > ~ - E ~ ?  

Y 2 o, 

onde s é um vetor que quantifica as inviabilidades do problema Primal. Vá 

para 5. 

Caso contrário, faça ijk e ek serem, respectivamente, as soluções ótimas para 

os problemas Escravo Primal e Dual. Neste caso, atualize o limite superior 

para o valor da  solução ótima do problema original fazendo, zsup(%,y) = 

minj,l,.,.,k {ct2j + dtijj) 

4 Teste d e  otimalidade:  Se GAP = zsup - ZINP < é então, ZSUP, % e são, 

respectivamente, o valor e a solução ótima para o problema original. 

5 C o r t e  d e  Benders:  Se o problema Dual do passo 3 tem solução ilimitada, 

então o método calcule um corte de viabilidade da seguinte forma: 



Adicione o corte de viabilidade ao problema Mestre (3.34). 

Caso contrário, calcule um corte de otimalidade da  seguinte forma: 

Adicione esta restrição ao problema Mestre (3.34). 

6 Incremente o contador de iterações, k = k + 1, e retorne ao passo 2. 

3.3 Um Novo Critério para Convergência do Pro- 
blema Mestre 

O método de decomposição de Benders ilustrado nas seções anteriores requer, a cada 

iteração, a solução ótima de um problema de programação inteira para obtenção de 

um novo limite inferior de custo (problemas de minimização) para o problema que 

está sendo resolvido. No entanto, esta necessidade pode ser relaxada se não for 

necessário a obtenção de tal limite inferior. 

Geoffrion propôs em [31] uma variante para um método de decomposição de 

Benders para o problema "Multicommodity Distribution System Design". Nesta 

versão o problema Mestre ao invés de ser um problema de programação linear inteira 

mista era uma problema linear inteiro misto de viabilidade. A principal motivação 

para tal variante, segundo o próprio Geoffrion, é que, nas primeiras iterações, o 

problema Mestre tem muito pouca informação a respeito dos custos de transporte. 

O problema de viabilidade associado ao Mestre é: 



Ache(x, a) tal que : 

ctx + a 5 Xsup - E 

Ax > b 

a 2 ( h -  E X ) ~ X ' , ~  = I , .  . .,np' 

( ~ - E x ) ~ x ;  < O , i =  1, . . . ,  nc' 

x E {O, , 

que, segundo Geoffrion, é mais simples e rápido para ser resolvido do que o problema 

Mestre tradicional. 

Comparando o problema de viabilidade de Geoffrion (3.38) com o problema 

Mestre tradicional (3.34)) constatamos que os dois problema contém as mesmas res- 

trições, com exceção da restrição (3.3813)) que não é representada no problema Mestre 

tradicional. A função desta restrição na heurística de Geoffrion é forçar a solução do 

problema de viabilidade (3.38) no sentido da otimalidade, isto é, forçando a obtenção 

sempre de soluções viáveis melhores a cada iteração. Para isto, o lado direito desta 

restrição (3.3813) deve ser atualizado sempre que um novo limite superior para o 

valor da função objetivo do problema original, ZSUP, for obtido. 

A implicação, em termos teóricos desta variante para a decomposição de Benders 

é que a solução do problema Mestre, agora um problema de viabilidade, não é mais 

um limite inferior, XINF, para o valor da função objetivo do problema original. Isto 

faz com que o critério de convergência para a decomposição de Benders tenha de ser 

modificado pois não é mais possível o cálculo do G A P  de convergência. O critério 

de convergência da  heurística de Geoffrion foi modificado para: pare o processo de 

decomposição de Benders quando o problema de viabilidade de Geoffrion for inviável, 

isto é, quando não existe nenhuma solução viável com relação às restrições (3.38~)- 

(3.38f) com valor para a função objetivo inferior a XSUP - E. Neste caso, a solução 

ótima para o problema será a última solução viável obtida, isto é, a solução viável 

de menor valor para a função objetivo. 

O grande problema da heurística de Geoffrion é que pode-se perder muito tempo 

(talvez mais tempo do que aquele economizado ao trocar o problema Mestre tradi- 

cional pelo problema de viabilidade de Geoffrion) para provar que a última solução 



viável é a solução ótima pois, para isto, é necessário a solução de vários problemas 

de viabilidade mais a solução ótima de um problema de programação linear inteira 

mista inviável que requer uma enumeração muito grande da árvore de busca. 

Nesta tese de doutorado vamos propor um novo procedimento para a solução 

do problema Mestre que é "mais flexível" do que a heurística de Geoffrion. Este 

procedimento será descrito a seguir. 

Teorema 3.3 A solução do problema Mestre da decomposição de Benders pode 

parar e m  u m a  solução viável se o custo desta solução for menor ou igual ao l imite 

inferior conhecido somado à tolerância de convergência do modelo de decomposição 

de Benders. 

PROVA. Inicialmente, note que a solução ótima produzida utilizando o método 

de decomposição de Benders é €-ótima, isto é, seja z*, x* e y* o valor e a solução 

€-ótima, produzida por um método de Benders, respectivamente, então: 

Logo, podemos dizer que todas as soluções viáveis em relação às restrições do 

problema Mestre, cujo valor da  função objetivo, z E [zINF, XINF+E), isto é x satisfaz 

o critério de convergência do método de decomposição de Benders são, igualmente, 

eótimas. 

Daí, suponha que em uma iteração qualquer, digamos na iteração I % ,  obtemos 

uma solução viável zk E [zINF, ZINF + C) para o problema Mestre. É fácil ver que 

esta solução não produz um novo limite inferior de custo para o problema visto que 

não é, necessariamente, a solução ótima para o problema Mestre. Contudo, podemos 

parar a solução do problema Mestre, dado que esta solução pertence ao intervalo 

das €-ótimas soluções. 

A solução zk será a solução ótima se, e somente se, o critério de convergência da 

decomposição de Benders for satisfeito, isto é: 



1 €=o; 
2 enquanto E < To1 faça 
3 Benders (E)  ; 
4 € = € - T o 1  
5 fim faça 

fim Geoffrion 

Figura 3.1: Algoritmo de Geoffrion para problema Mestre de viabilidade. 

Por outro lado, esta solução viável para o problema Mestre será um limite inferior 

de custo se for a solução ótima para o problema Mestre. 

A adoção de tal heurística no método de decomposição de Benders para proble- 

mas de programação linear inteira mista pode trazer grandes economias no tempo 

de processamento necessário, visto que para estes problemas, uma grande parte do 

tempo computacional gasto é utilizado para provar a otimalidade da solução, ou 

seja, fechar o GAP de "integralidade". No capítulo 7 vamos ilustrar o potencial 

da aplicação desta heurística para um modelo de decomposição de Benders para o 

problema de planejamento da expansão de sistemas de transmissão. 

É importante ressaltar que se uma pequena modificação for feita na heurística 

proposta nesta tese, obtemos a heurística de Geoffrion. Para ilustrar esta equi- 

valência considere a seguinte proposição: 

Proposição 3.1 A heuristica para solução do problema Mestre de Benders proposta 

nes ta  tese, teorema 3.3, é idêntica à heurz'stica de Geoflrion se fizermos u m a  modi-  

ficação n a  tolerância de convergência, conforme descrito n o  algoritmo ilustrado n a  

figura 3.1, onde To1 é u m a  tolerância para detecção de zero ou um número m u i t o  

pequeno. 

PROVA. Vamos dividir a prova em duas etapas: 

1. Para a primeira iteração: 

Considerando, inicialmente, a primeira iteração se a tolerância de convergência 

do método de decomposição de Benders é oo e conhecemos um limite inferior 

qualquer para o problema, utilizando o teorema 3.3 é fácil ver que o problema 



Mestre pára na primeira solução viável visto que esta solução é uma solução 

€-ótima para o método de decomposição de Benders. 

2. Para uma iteração k qualquer: 

Suponha agora que a iteração k está sendo processada. Logo, pelo descrito 

no algoritmo da proposição 3.1 a tolerância de convergência é igual a E'" = 

€'"-I - Tol .  Logo, a primeira solução viável com custo menor que E'"-' - To1 

será uma solução @-ótima para o método de decomposição de Benders. No 

caso da heurística de Geoffrion, o problema Mestre pára na primeira solução 

viável com custo menor do que a restrição (3.38b), que por construção da  

heurística apresentada na proposição (3.1) é o mesmo ponto, completando a 

demonstração. 

Conclusões 

Neste capítulo apresentamos a dedução da teoria do método de decomposição de 

Benders para problemas de programação linear (O - 1) mista. 

Além disso, propomos um novo critério para parada do problema Mestre da 

decomposição de Benders que, sob certas condições, não requer a prova de otimali- 

dade para um problema de programação linear (O - 1) mista, proporcionando uma 

economia considerável no tempo de processamento. 

Mostramos que este novo critério de parada para o problema Mestre é equiva- 

lente à heurística de Geoffrion quando utilizado em uma seqüência de soluções do 

problema por um método de decomposição de Benders com um ajuste da  tolerância 

de convergência. 

Um importante ponto a ser salientado foi colocado por M. Balinski [I], "Já que 

a sucessão de problemas relaxados (Problema Mestre) diferem um do outro pela 

adição de uma ou duas restrições, um método de planos cortantes para a solução 

do problema relaxado, tal como o método de Gomory 1341 pode ser eficiente". No 

capítulo 5 vamos desenvolver um método de decomposição de Benders que utiliza, 

além dos cortes de Benders, cortes de Gomory para o problema Mestre melhorando 



a convergência do método de decomposição de Benders para a solução ótima. 



4.1 Introdução 

Neste capítulo, vamos ilustrar a aplicação da decomposição de Benders ao problema 

de planejamento da expansão de redes de transmissão utilizando o modelo linear 

(O - 1) disjuntivo. Além disso, vamos ilustrar as principais aplicações já realizadas 

da decomposição de Benders a este problema. 

A primeira vez que Benders foi aplicado para solução deste problema foi na tese 

de doutorado de M. Pereira, referência [57]. Neste trabalho, o modelo de decom- 

posição de Benders foi aplicado ao modelo clássico, não linear. Seguindo o trabalho 

desenvolvido nesta tese, M. Pereira e S. Granville, apresentaram em um relatório 

técnico para a Universidade de Stanford, referência [40], uma análise da aplicação 

de decomposição de Benders a este problema, apontando as principais dificuldades 

e possíveis soluções. Neste relatório, o problema da não convexidade do modelo não 

linear foi extensamente analisado e apontado como uma das principais dificuldades 

para a aplicação de decomposição de Benders a este problema. 

Outra importante referência de decomposição de Benders aplicada para este 

problema são as teses de mestrado e doutorado de R. Romero, [62, 631. Nestas, 

propõe-se, para contornar o problema das não convexidades do modelo não-linear, 



o uso de um modelo modelo de decomposição hierárquica, na qual o problema de 

planejamento da expansão de redes de transmissão é formulado por três diferentes 

modelos: o modelo de Transportes (fase ou nível hierárquico I), o modelo híbrido 

(nível hierárquico TI) e o modelo completo (não linear) no nível hierárquico 111. 

Somente para facilitar a leitura deste capítulo, vamos colocar a formulação para 

o problema de planejamento da expansão de redes de transmissão, já representado 

pelo problema (2.3). 

Minimixe x = cix + &r 

sujeito a : 

SifO + S ? f l + g + r  = d 

( f  O - [rolsoe) = 0 

[xl(fl - [rl]SIQ) = o 
f1 - [fl]Z < O 

f1 + [fl]x 2 O 

O < g < s  

O S r S d  
-0 

f <f0570 

x E {O, l}lC1 

(4. l a )  

(4. l b )  

( 4 . 1 ~ )  

(4. l d )  

(4.le) 

(4. l f )  

( 4 4 4  

(4. l h )  

(4.li) 

(4-lj) 

A organização deste capítulo está da seguinte forma: a seção 4.2 apresenta uma 

breve descrição da  aplicação do modelo de decomposição de Benders utilizando o mo- 

delo clássico (não-linear). A seção 4.3 ilustra o modelo de decomposição hierárquica 

proposto por Romero. A aplicação de decomposição de Benders com a formulação 

linear (O - 1) disjuntiva é apresentada na seção 4.4. Finalmente, a seção 4.5 faz um 

sumário do que foi apresentado neste capítulo. 



4.2 O Modelo Clássico 

O problema de planejamento da expansão de redes de transmissão pode ser for- 

mulado como um problema de programação não-linear ( O  - I) mista da seguinte 

forma: 

Minimize z  = c;x + cLr 

sujeito a : 

s ; f 0 + s f f 1 + g + r  = d 

f O - [ r O ] ~ o e  = O 

f 1  - [ X ] [ ~ ' ] S ~ ~  = o 
f 1  - [ f l ] x  < 0 

f 1  + [ f l ] x  > 0 

O < g L 9  

O < r < d  

- f O  < f O  5 f 0  

x  t {O) l}lCI. 

A aplicação do modelo de decomposição de Benders a problemas não-lineares é 

uma proposta de Geoffrion, veja referência [30]. No caso do problema de planeja- 

mento da expansão de redes de transmissão, antes de aplicarmos o modelo de decom- 

posição de Benders é necessário separar as variáveis do problema Mestre (variáveis de 

investimento) das do problema Escravo (variáveis de operação). Note que o acopla- 

mento acontece na restrição (4.2d), na qual há o produto de [x] por e. Contudo, é 

possível re-escrever esta restrição de uma forma separável, da seguinte forma: 

ou, colocando na forma matricial: 



onde % representa a divisão componente a componente dos vetores f 1  e SIB. Subs- 
si 0 

tituindo a equação (4.4) no problema (4.2) obtemos o seguinte problema de progra- 

mação não linear (O - 1) mista: 

Minimize z = c;x + cLr 

sujeitou : 

Suponha que em uma dada iteração do modelo de decomposição de Benders, 

por exemplo na k-ésima iteração, obtemos gk como solução tentativa do proble- 

ma de planejamento da expansão de redes de transmissão. Fixando x = 2 5 0  

problema (4.5), obtemos o seguinte problema de operação, 

Minimize zo = cLr 

sujeito a : 

Sh fO+S! f l+g+r  = d 

f O - [ro]S0% = o 



que, por sua vez, é equivalente ao seguinte problema de programação linear: 

Minimize zo = cbr 

sujeito a : 

S ; f O + S ; f l + g + T  = d  

f 0  - [ r O ] ~ o O  = 0 

f 1  - [ i i k ] [ y l ] ~ l ~  = O 

- -' p < f 1 < [ f l l i k  [ f l  - - 

o < g < g  

O < r < d  
-0 f < f O < f O .  

Resolvido o problema de programação linear (4.7) podemos calcular cortes de 

Benders, que podem ser representados por: 

onde k é o índice das iterações do método de decomposição de Benders, nk, iik e "6 
são respectivamente, o vetor de variáveis duais para o problema de operação (4.7), 

o vetor solução ótimo do problema Mestre e o valor ótimo da  função objetivo do 

problema de operação, todos obtidos na k-ésima iteração. E é a matriz que acopla 

as restrições de investimento com as de operação e é dada por: 



e nk é o vetor de variáveis Duais do problema (4.6) na k-ésima iteração, definido 

por: 

Substituindo E e nk conforme definido acima, obtemos a seguinte expressão para 

os cortes de Benders: 

onde, é O vetor de sensibilidade do problema (4.6) em relação a variações em 

[yl]xk e ?i$ é o vetor de variáveis duais associadas às restrições (4.6e). 

Considerando os K-primeiros cortes de Benders já calculados, o seguinte pro- 

blema de programação linear (O - l) representa o problema Mestre da decomposição 

de Benders para a iteração K + 1, 

Minirnize z = clx + a (4.9a) 

sujeito a : 

k -1 a+ (+r;~[y'] +n f1[ f  I )  ( x - i i k )  > z i ,  k = 1, . . . ,  K (4.9b) 

x E {O, l)ICI ( 4 . 9 ~ )  

Contudo, note que o problema de planejamento da expansão de redes de trans- 

missão, como formulado anteriormente, é um problema de programação não-linear 

(O - I) mista. A região de viabilidade da relaxação contínua deste problema é não- 

linear, não convexa o que pode trazer problema para métodos de planos cortantes. 

Para ilustrar, suponha que a região de viabilidade da relaxação contínua de uma 

instância qualquer deste problema está representada na figura 4.1. 

Note que os cortes de Benders cortam a região de viabilidade do problema, 

eliminando a solução ótima global e fazendo com que o método de decomposição de 

Benders convirja para um ponto que é um ótimo local. 



Ótimo Global 

Figura 4.1: Não convexidades - problemas para métodos de planos cortantes. 

Uma proposta interessante para tentar resolver os problemas de não convexi- 

dade da região de viabilidade da relaxação contínua é a decomposição hierárquica, 

proposta nas teses de mestrado e doutorado de Romero [62, 631 e descrita a seguir. 

4.3 A Decomposição Hierárquica de Romero 

A idéia básica do modelo de decomposição hierárquico proposto por Romero é a 

utilização de modelos relaxados, ou níveis hierárquicos, para representação do pro- 

blema de planejamento da expansão de redes de transmissão. Desta forma, o modelo 

de decomposição de Benders foi dividido em de três fases ou três níveis hierárquicos 

que utilizam diferentes formulações para o problema de planejamento da expansão 

de redes de transmissão. Na primeira fase, a rede de transmissão é formulada pelo 

modelo de transportes, transformando o problema antes não linear em um proble- 

ma  linear inteiro misto. Além disso, as restrições de "integralidade" das variáveis 

de decisão também são relaxadas. O segundo nível hierárquico de representação 

consiste em utilizar o modelo Híbrido que, como o modelo de Transportes, garante 



a otimalidade da solução pois o problema de programação resultante é linear (re- 

strições de "integralidade" das variáveis de decisão continuam relaxadas). O terceiro 

e último nível de representação do problema utilizado (fase 111), utiliza o modelo 

completo de fluxo de potência linearizado e respeita às restrições de integralidade 

das variáveis de decisão. A figura 4.2 utiliza o mesmo exemplo da  figura anterior, 

4.1, para mostrar como foi idealizado e como "funciona", o modelo hierárquico de 

decomposição proposto por Romero. 

Modelo Híbrido 

Modelo não linear 

Modelo Transportes 
. 

Ótimo Transportes Ótimo Híbrido 

Figura 4.2: Modelo de decomposição hierárquica. 

A relaxação contínua do modelo de Transportes (2.9), escrito a seguir, é utilizada 

para modelar o problema de planejamento da  expansão de redes de transmissão na  

fase I. 

sujeito a : 

~ : f O + ~ l f ' + g + r  = d 

f 1  - [fl]. < o 



Para uma iteração qualquer do modelo de decomposição de Benders, k ,  suponha 

que ak é a solução do problema Mestre. Então, fixando-se as variáveis de decisão x 

em 2,  obtemos o seguinte problema de programação linear como o problema Escravo 

da decomposição de Benders: 

t Minimize zo = cor 

sujeito a : 

~ : f O + ~ ! f ' + g + r = d  
-1 ,k -[f11.* < f 1  < [ f  1. 

o < g < 9  

O l r < d  

- f O  < f 0  < f O .  

Resolvido o problema Escravo pode-se construir cortes de Benders para o modelo 

de Transportes da seguinte forma: 

k onde k é o índice das iterações do método de decomposição de Benders, r$, e zo 

são, respectivamente, o vetor de variáveis duais relacionadas às restrições (4.11~) e 

o valor ótimo da função objetivo do problema de operação (4.11). 

Obtida a convergência no primeiro nível hierárquico, o modelo de representação 

da rede no problema de planejamento da expansão de redes de transmissão deve 



ser trocado para o modelo Híbrido, representado a seguir, no qual as restrições de 

"integralidade" ainda são relaxadas. 

Minimize z = cix + cLr 

sujeito a : 

~ i f O + ~ 4 f ' + ~ + r = d  

f 0  - [ r o ] ~ o O  = o 
f 1  - [ f l ] x  < o 
f l + [ f l ] x  > 0 

o < s < 9  

O < r < d  

- f O  < f 0  < f 0  

O < x < l .  

Para obter o problema Escravo fixamos as variáveis de decisão na solução do 

problema Mestre para, por exemplo, a k-ésima iteração, isto é x = Z k ,  obtendo o 

seguinte problema de programação linear: 

t Minimize zo. = cor 

sujeito a : 

S ~ f O + ~ ~ f l + g + r  = d  

f 0  - [rolsoe = o 
- -' p < f 1 < [ f 1 l P k  [ f l  - - 

o < s < 9  

O < r < d  

- f O  < f 0  < fO 

Note que as restrições de acoplamento entre as variáveis de investimento e as 

variáveis de operação no modelo Híbrido são, exatamente, as mesmas do modelo 



de Transportes. A mudança de um modelo para o outro consiste da  inclusão das 

restrições (4.13~) que modificam somente o problema Escravo da  decomposição de 

Benders. Como conseqüência, os cortes de Benders para este modelo terão a mesma 

forma daqueles escritos para o modelo de Transportes, ou seja, 

Observe que, a representação do problema varia nos níveis hierárquicos com a 

inclusão de certas restrições, ou seja, quanto mais relaxado é o problema menor é o 

seu nível hierárquico. Isto faz com que todos os cortes de Benders produzidos para 

um determinado nível hierárquico possam ser reutilizados na solução do problema 

nível hierárquico seguinte. 

Finalmente, o terceiro nível hierárquico representa o problema pelo modelo clássi- 

co, não linear, não convexo, descrito na seção 4.2. A diferença é que quando o 

problema Mestre recebe os cortes provenientes do modelo não linear e não convexo, 

já tem (muita) informação dos modelos relaxados, que o "guiam" na direção da  

solução ótima global. 

É intuitivo que a utilização do modelo hierárquico de decomposição cumpre com 

seu objetivo, que é o de tentar evitar que a solução ótima "global" seja excluída 

por algum corte gerado durante o processo. Entretanto, teoricamente não é possível 

garantir que a solução fornecida pelo modelo hierárquico de decomposição seja a 

solução ótima do problema de planejamento de expansão de redes de transmissão, 

visto que o modelo utilizado é, ainda, um modelo não linear e não convexo. A 

figura 4.3 ilustra, utilizando o mesmo caso anterior - modificações foram considera- 

das somente nas regiões dos problemas de transporte e híbrido - que o modelo de 

decomposição hierárquica pode convergir, ainda, para algum ótimo local. 

4.4 O Modelo Linear (O - I) Disjuntivo 

A formulação linear (O - I )  disjuntiva para o problema de planejamento de redes de 

transmissão consiste em representar o problema de expansão pelo seguinte problema 

de programação linear (O - I) mista: 



, . .7 ... ' .  
Ótimo Transportes ' ' ' ' Ótimo Híbrido 

Figura 4.3: Modelo de decomposição hierárquica - não convexidade. 

Minirnize z = c;x + cLr 

sujeito a : 

S ; f O + S ; f l + g + r  = d  

f 0  - [ r o ] ~ o %  = O 

f' - [ y l ] ~ ~ %  5 M ( e  - x )  

f 1  - [r1]&% > - M ( e  - x )  

f 1  - [ f l ] x  < o 
f 1  + [ f l ] x  2 o 

O L g < 9  

O < r < d  

- f O  < f 0  < f 0  

x  E { O ,  l)lcl 



Aplicando decomposição de Benders ao problema de planejamento da expansão 

de redes de transmissão de potência, (4.16), obtemos o seguinte problema de pro- 

gramação linear (O - 1) mista como problema Mestre de Benders para a iteração 

K + 1: 

Minimize z = c!x + a 

sujeito a, : 
t 

a+7rk EX > Kkth, IC = 1,- ,K 

x E {O, l)IC', 

t t 
onde, a + 7rk E x  > 7r" são os cortes de Benders calculados nas iterações k = 

1 , .  . . K, E e h são, respectivamente, uma matriz e um vetor definidos da seguinte 

maneira: 

ht = [dt O &etM O O qt dt 7fo] , 

e o vetor 7rk, dado por: 

é a solução Dual do seguinte problema de programação linear (também conhecido 

como problema Escravo da decomposição de Benders): 



Minirnixe x, = cbr (4.21a) 

sujeito a: 

~ i f O + ~ : f ~ + g + r  = d (4.21b) 

f 0  - [ r o ] ~ o O  = O (4 .21~)  

- M ( e  - 2") 5 f - [yl]S10 5 M ( e  - 2") (4.21d) 

- -'i" < f l  < [fl],k [ f l  - - (4.21e) 

0 9 < S  (4.21f) 

O < r l d ,  (4.21d 
-0 

f < f " < f O  (4.21h) 

onde ak é a solução do problema Mestre da decomposição de Benders (4.17) na  

k-ésima iteração e r d ,  r ~ o ,  r ~ ,  rp, r g ,  rTT, e r f o  são, respectivamente, as variáveis 

duais associadas às restrições (4.21b), (4.21c), (4.21d), (4.21e), (4.21f), (4.21g) e 

(4.21h). 

Substituindo E, h e T" conforme as equações (4.18), (4.19) e (4.20), obtemos a 

seguinte expressão para os cortes de Benders: 

onde, 

Contudo, a simples utilização do modelo de decomposição de Benders, conforme 

descrito anteriormente, não traz resultados computacionais satisfatórios. A razão 

para este fraco desempenho computacional é o valor numérico grande para a cons- 

tante disjuntiva M. Isto faz com que os cortes de Benders tenham coeficientes de 

valor numérico elevado para as variáveis de investimento, dificultando a convergência 

da decomposição de Benders. 

Uma alternativa, que será explorada nesta tese, é utilizar para o cálculo de cortes 

de Benders um valor numérico pequeno para a constante disjuntiva. Este valor 



numérico seria ajustado com o decorrer das iterações do método de decomposição 

para um valor correto. O teorema 4.1 garante que todos os cortes de Benders 

calculados para valores diferentes (pequenos) para a constante disjuntiva, M, podem 

ser utilizados quando o valor da  constante disjuntiva é alterado mediante alterações 

nos seus coeficientes. 

Teorema 4.1 Mediante algumas alterações nos  seus coeficientes, os cortes de Ben-  

ders anteriormente gerados podem ser reaproveitados após mudanças no  valor 

numérico da constante disjuntiva M . 

PROVA. Considere o seguinte problema de programação linear (O - 1) mista: 

M i n i m i x e  x = ctx + dty  (4.23a) 

sujeito a: 

A x  2 b 

E x + F y  2 h. 

x E {O,Qn, Y > O 

Este problema pode, perfeitamente, representar o problema de investimento an- 

terior. Para isto faça x ser as variáveis de decisão (investimento) e y as de operação 

da  rede de transmissão. 

Aplicar Benders ao problema (4.23) significa, conforme apresentado no 

capítulo 3, decompô-lo em um problema de dois estágios: no primeiro estágio é 

calculada uma solução para as variáveis x ;  enquanto o problema do segundo estágio 

implementa as variáveis x e calcula uma função para representar o comportamento 

das variáveis y em função das decisões x .  Fazendo isto, obtemos o seguinte pro- 

blema de programação, que é equivalente ao problema (4.23), veja demonstração 

apresentada no capítulo 3. 



Minimize ctx + a 

sujeito a: 

Ax > b 

a + nktEx > nkth para i = 1,. . . , lRl, 

onde nk,  k = 1, . . . , IQl são os vértices da região de viabilidade do problema Dual do 

problema Escravo, 

Maximize (h - E X ) ~ X  (4.25a) 

sujeito a 

5 d 

n > o. 

Modificações na constante disjuntiva M correspondem a modificações nos valo- 

res, tanto da  matriz E como no vetor h (ver equações (4.18) e (4.19)). Contudo, a 

região de viabilidade do Dual do problema Escravo (4.25) é independente de E e de 

h, ou seja, os vértices da região de viabilidade Dual, que são utilizados pelo algorit- 

mo de decomposição de Benders para a construção da função a(x) ,  representando o 

comportamento das variáveis de operação y em função das variáveis de investimento 

x, são independentes do valor numérico da constante disjuntiva M. 

Finalmente, uma leitura atenta do capítulo (3) mostra que a equivalência entre 

os problemas (4.23) e (4.24) não se deve ao fato de que nk é a solução ótima Dual 

do problema Escravo e sim que nk é uma solução Dual viável, ou seja, um vértice 

da região de viabilidade do problema (4.25), R definida por: 

Logo, as variáveis duais n E R, obtidas quando são utilizados valores quaisquer 

tanto para E como para h são variáveis duais válidas para a construção de cortes de 

Benders. Entretanto, note que os coeficientes dos cortes de Benders dependem do 



valor numérico de E ou h. Portanto, quando modificamos os valores de E ou de h 

será necessário um ajuste nos cortes de Benders como ilustrado a seguir. Suponha 

que o corte de Benders representado a seguir foi obtido quando M = M1, 

onde, 

Para continuar válido após a modificação do valor da constante disjuntiva para 

M2, devemos recalcular a parte dos coeficientes do corte que depende do valor de 

M (cf) ,  assim como parte do R H S  (RHSM), da seguinte forma: 

Os coeficientes c:' assim como o restante de R H S G ã o  se alteram para modifi- 

cações no valor da  constante disjuntiva M .  

Fazendo esta atualização em todos os cortes de Benders podemos reutilizá-los, 

independente do valor para a constante disjuntiva M, completando a demonstração. 

H 

Note que quanto menor o valor para a constante disjuntiva M mais restrito será 

o problema. O teorema seguinte garante este resultado. 

Teorema 4.2 O valor ót imo da função objetivo do problema de planejamento de 

expansão de redes de transmissão utilixando o modelo linear ( O  - 1) disjuntivo c o m  

M = M1 5 M2 é maior  ou igual do que quando M = M2. 



PROVA. Sejam M1 e M2 dois valores para a constante disjuntiva ta l  que 

M1 5 M 2 .  Suponha que zl, x1 seja o valor da solução e a solução ótima para 

o problema com M1. É fácil ver que x1 é uma solução viável para o problema 

com M2 pois o valor da constante disjuntiva aumentou, "liberando" ainda mais 

as restrições (4.16d) e (4.16e). Entretanto, não podemos garantir que x1 seja a 

solução ótima do problema com M2, pois estando as restrições(4.16d) e (4.16e) 

mais "folgadas", poderão existir outras soluções viáveis de menor custo do que a 

solução x1 mas que não eram soluções viáveis para o caso M = M1, completando 

a demonstração. 

Bom, até agora mostramos que os cortes de Benders podem ser, facilmente, cor- 

rigidos para mudanças numéricas no valor da constante disjuntiva e que o problema 

de planejamento da expansão de redes de transmissão é mais restrito quanto menor 

for o valor numérico para a constante disjuntiva. Contudo, não fizemos nenhum de- 

senvolvimento acerca do valor mínimo para a constante disjuntiva que ainda garanta 

a equivalência entre as formulações linear (O - 1) disjuntiva e o problema de plane- 

jamento da  expansão de redes de transmissão propriamente dito. Este tópico foi 

estudado, inicialmente, no trabalho [72], onde o seguinte teorema foi colocado: 

Teorema 4.3 (P. Tsamasphyrou, A. Renaud, P. Carpentier) Para M 2 
M = c ~ , ~ ~ ~ J ~  + ~ k , l E C ~  < o0 e x t {O, às restrições (2.6a) e (2.6b) são 

idênticas as restrições (2.ld) do problema de planejamento de expansão de redes de 

transmissão, (2.1). 

PROVA. Ver referência [72]. 

Entretanto, o valor numérico proposto no teorema 4.3 para a constante disjuntiva 

M é, ainda, um valor numérico muito grande e que, na prática, nunca é atingido. O 

objetivo então passa a ser obter uma significativa redução para o valor da  constante 

disjuntiva M, o que foi conseguido pelo resultado ilustrado no teorema 4.4 proposto 

a seguir. 

Teorema 4.4 O valor da constante disjuntiva M para u m  dado circuito candidato 

i j  entre duas barras existentes (não isoladas) de u m a  rede elétrica interconectada 

(não isolada) pode ser definido de acordo com: 



onde E representa o conjunto com todas as linhas existentes e C,,, é caminho 

mz'nimo entre as barras terminais i e j ,  e m  que o custo do caminho é dado por 

%x3. Este problema pode ser formulado por, 
7, 

su je i to  a : 

&Ru 16% ( O  caso contrário. 

onde Rv,v E N é o conjunto de nós  que estão conectados diretamente ao n ó  v. 

PROVA. Chame de i j  um determinado circuito candidato. As equações do 

modelo linear (0-1) disjuntivo relacionadas ao circuito candidato i j  são as seguintes: 

f$ - ( 0  - 0,) 5 M, (1 - x,) (4.30a) 

f l .  23 - r!.(ei 2J - oj) 2 - M ~ ~  (1 - x,) (4.3ob) 

f'. -fl.x.. < 0 
ZJ ZJ 2 3  - (4 .30~)  

f' + f l .+. .  > 0. 
ZJ ZJ 2 3  - (4.30d) 

Vimos, anteriormente, que quando o circuito candidato i j  é construído, a cons- 

tante disjuntiva M não tem efeito algum sobre o modelo. Então vamos nos con- 

centrar no caso oposto, ou seja, quando o circuito candidato i j  não está construído, 

ou seja, quando xij = O. Substituindo x, = O nas restrições de limite de fluxo dos 

circuitos candidatos, (4.30~) e (4.30d), obtemos que, 



ou seja que f, = O. Substituindo f, = O nas restrições disjuntivas (4.30a) e (4.30b) 

e lembrando que x, = O (circuito candidato ij não está construído) obtemos, 

( e  - e,) 5 M, 

-,y&(ei - O,) 2 -M+ 

Estas são as restrições que, conforme visto anteriormente, "inserem" um limite 

sobre a abertura angular entre as barras i e j. O valor de M ,  deve ser tal que este 

limite nunca seja alcançado, pois se for, fará com que novos investimentos sejam 

necessários para atender esta restrição, conforme visto no teorema 4.2. Contudo, 

estes investimentos não são, realmente, necessários e foram considerados somente 

para que o "limite implícito" sobre as aberturas angulares fosse atendido. 

Inicialmente vamos analisar o caso em que o circuito candidatos ij é uma dupli- 

cação de algum circuito já existente na rede básica, ou seja, quando 3ij E I .  Neste 

caso, as restrições do modelo linear (O - 1) disjuntivo sobre este circuito ij da  rede 

existente são as seguintes: 

f !. - - e,) = o 23 Z'J 

-0 -0 
- f . .  < f !  < f,. y -  Z'J- 

Pela equação (4.32a) sabemos que o fluxo de potência no circuito existente ij 

pode ser calculado por, f: = -$.(Bi - O,). Substituindo f: na restrição (4.32b), 

obtemos, 

que também é um limite imposto pela rede existente sobre a abertura angular entre 

as barras terminais do circuito candidato ij. 

Neste caso basta definir M, por: 



Por outro lado, se (Oi - Qj) for considerado em (4.31b), temos que: 

que é o mesmo limite inferior para Mij obtido anteriormente. 

Portanto, podemos concluir, a primeira parte deste teorema, que quando o cir- 

cuito i j  é um circuito candidato duplicação de um circuito da rede existente, a 

constante disjuntiva M, pode ser ajustada em um valor que é função das carac- 

terísticas (r: e f:j) do circuito existente e do próprio circuito candidato (7;). 

Vamos agora analisar o caso em que o circuito candidato i j  não é uma duplicação 

de algum circuito existente. Como supomos que as barras terminais do circuito 

candidato ij são barras existentes de uma rede interconectada então, existe pelo 

menos uma seqüência de circuitos existentes (caminho de circuitos) que já conectam 

estas barras. Faça Fij = {ijl, ia, j2, . . . , i,j) ser um caminho (conjunto) de circuitos 

existentes que conectem as barras i j .  Então, da mesma forma que quando o circuito 

candidato i j é uma duplicação de um circuito existente, existe um limite, já existente, 

sobre a abertura angular entre as barras terminais do circuito candidato i j .  Contudo, 

este limite não é dado por somente um circuito existente e sim por um conjunto de 

circuitos existentes. Portanto, podemos dizer que: 

Logo, o problema passa a ser como encontrar o caminho F de circuitos existentes 

que conecte as barras terminais i j  do circuito candidato em questão, ou, mais es- 

pecificamente, como obter o menor limite associado a todos os possíveis caminhos 

Fij conectando das barras i e j .  É fácil ver que este problema corresponde a um 

problema de busca de caminho mínimo em um grafo, no qual o custo de cada ramo 
-0 

do grafo é dado por 3. 
v 

Logo, ao resolvermos o problema de caminho mínimo, 

* 
f k l  Minirnize Cmi, = ~ x k l ,  

kl€E 'Ykl 



Figura 4.4: Exemplos de barra, inicialmente, isoladas da rede elétrica. 

sujeito a : 

1 se v = i; 

C xvk - C xlv = (4.33a) 
kERv 1ERv O caso contrário. 

estaremos calculando o menor limite, imposto pela rede existente (rede básica), para 

a abertura angular entre as barras i e j e, seguindo o mesmo raciocínio utilizado 

anteriormente, se substituirmos este limite, Cmin, para Qi - Q j  em (4.31a) e ( U l b ) ,  

obtemos que, 

completando a demonstração do teorema. 

O problema do caminho mínimo (4.29) pode ser resolvido, eficientemente, por 

um algoritmo de Dijkstra, veja apêndice B. 

Uma questão ainda não analisada é o ajuste do valor de M para circuitos que 

conectem barras inicialmente isoladas da rede elétrica. Vamos dividir esta analise 

em três casos distintos: i- uma barra isolada com somente um circuito para sua 

conexão ao sistema interconectado (figura 4.4-(a)); ii- uma barra isolada com duas 

possibilidades para sua conexão (figura 4.4-(b)); e, iii- o caso geral no qual uma 

barra isolada tem p possibilidades de conexão ao sistema existente. 

O primeiro caso é muito simples pois a diferença angular entre as barras ij é nula 

no caso x, = O. Então, fazendo M ,  2 O garantimos que as restrições disjuntivas 

associadas a este circuito não restringirão a abertura angular entre estas barras 

garantindo a otimalidade da solução obtida. 



Para obter Mij no segundo caso, devemos calcular o problema de caminho 

mínimo (4.29) para as barras pertencentes a rede existente, na figura 4.4-(b), jk. 

Faça ser O valor do caminho mínimo entre as barras jk. Não podemos fazer 

simplesmente M ,  > CZn porque não podemos garantir que, na solução ótima, 

xik = O. Então, para garantir que M, é independente do valor de xik, devemos su- 

por que xik = l (ou seja que o circuito candidato ilc foi adicionado) o que modifica o 

limite imposto pela rede existente sobre a abertura angular entre as barras ij para: 

e o valor da constante disjuntiva M, pode ser, 

No caso geral, isto é, quando existem diversas maneiras para conectar a barra 

isolada i à rede existente, é necessário o cálculo do caminho de máximo custo (onde o 
1 

custo de cada ramo do grafo formado pela rede elétrica é dado por %) que conecta a 
7 k  1 

barra i à rede existente. A partir daí, fazendo CEax ser o custo associado ao caminho 

máximo e sendo k a barra de conexão da rede existente para a barra isolada i, o 

valor da constante disjuntiva pode ser, 

M ,  > (cZn + cki max ) % 

onde Czn é o caminho mínimo entre as barras da rede existente j e k. Um algoritmo 

eficiente para o cálculo do caminho máximo (C&,) é um tema que ainda esta em 

desenvolvimento. 

Nos casos práticos de planejamento da  expansão analisados nesta tese, para 

determinar o caminho máximo e ajustar o valor da constante disjuntiva nestes casos 

o valor do caminho máximo foi calculado fazendo-se a enumeração de todos os 

caminhos possíveis para a conexão das barras isoladas. 



Figura 4.5: Conexões possíveis da  barra 6 ao sistema no caso modificado de Garver. 

Exemplos 

Nesta seção vamos mostrar o comportamento da região de viabilidade do proble- 

ma de planejamento da  expansão de redes de transmissão - modelo linear (0 - 1) 

disjuntivo para diferentes valores da constante disjuntiva M .  

O sistema elétrico utilizado é o sistema teste modificado de Garver, que já foi 

ilustrado no capítulo 2 (seção 2.2.5) e os valores escolhidos para a constante disjun- 

tiva M foram os seguintes: M1 = 234, M2 = 1000, M3 = 100. 

O valor M = 234 é resultado da aplicação da  análise descrita na seção ante- 

rior para escolha do valor de M para circuitos candidatos cujas barras terminais 

estão inicialmente isoladas do sistema interconectado. A título de ilustração, vamos 

apresentar a seguir como foi determinado o valor de M26 = M46 = 234. 

Considere inicialmente o cálculo da  constante disjuntiva para o circuito candidato 

ij = 26. Como a barra 6 está isolada (na rede inicial) é necessário determinar os 

pontos possíveis de conexão desta barra ao sistema, neste caso as barras 2 e 4 

conforme ilustrado na figura 4.5. A figura 4.5 também mostra os dados relevantes 

para esta análise. 

O caminho mínimo entre as barras 2 e 4, resultado do problema (4.29), tem 
-0 

custo igual a CZn = 5 = E = 0.40 e é formado somente pelo circuito existente 

24. Então, conforme descrito na  seção anterior, o valor da constante disjuntiva deve 

ser MG > y& ( ~ 2 ~  + = 333.33 (0.40 + -) = 233.33. Logo, O valor de 

M = 234 neste caso. 



Considerando M = 234 ou 1000 a solução ótima discreta deste caso de plane- 

jamento é a mesma solução reportada no capítulo 2, seção 2.2.5, ou seja 2 2 6  = O e 

$46 = 3. A figure 4.6 ilustra a variação do custo do corte de carga do sistema teste 

de Garver modificado em relação aos investimentos nos circuitos candidatos 2 - 6 e 

4 - 6 quando utilizamos no modelo linear (O - 1) disjuntivo o valor de 234 para a 

constante disjuntiva M . 

Figura 4.6: Custo de operação x investimento - M = 234. 

A figura 4.7 mostra a variação do custo do corte de carga quando M = 1000. 

Observe que as inclinações com que o custo de corte de carga tende para zero com 

respeito aos investimentos são diferentes para os dois casos. Isto mostra que as 

derivadas também são diferentes Em particular, podemos dizer que a inclinação é 

mais suave quando a constante disjuntiva assume o menor valor. 

Com o valor M = 100, podemos ver na figura 4.8, que a solução ótima deste 

problema (xZ6 = O e xq6 = 3) é inviável. Além disso, note que a forma da figura, 



300 - 
250 - 
200 - 
150- 

100- 

50 - 
o:, 
4 

Figura 4.7: Custo de operação x investimento - M = 1000. 

neste caso, é muito diferente das anteriores, indicando uma mudança significati- 

va nas derivadas do custo do corte de carga em relação aos investimentos e, por 

conseqüência, nos coeficientes dos cortes de Benders. Tais mudanças, da mesma 

forma que quando o valor da constante disjuntiva M foi reduzido de 1000 para 234, 

fazem com que as derivadas sejam mais bem comportadas, garantindo, assim, um 

melhor comportamento do método de decomposição de Benders, como ilustrado no 

capítulo 7. 

4.5 Conclusões 

Neste trabalho apresentamos a aplicação do modelo de decomposição de Benders 

para o problema de planejamento da expansão de redes de transmissão de potência. 

Tradicionalmente, este problema tem sido formulado por um modelo não-linear (não 



Figura 4.8: Custo de operação x. investimento - M = 100. 

convexo), o que traz dificuldades para a obtenção da solução ótima. 

Nesta tese estudamos a aplicação do modelo linear (O - 1) disjuntivo. Uma 

das dificuldades para a aplicação desta formulação ao problema de planejamento 

da expansão de redes de transmissão é que, valores numéricos grandes para a cons- 

t ante disj untiva provocam instabilidade numérica nos cortes de Benders, trazendo 

problemas de convergência para o processo de decomposição. 

Uma possível alternativa é utilizar um esquema iterativo para variar o valor da 

constante disjuntiva de forma a melhorar o condicionamento numérico dos cortes de 

Benders gerados durante o processo de decomposição. Mostramos que tal esquema 

não traz conseqüências negativas para a convergência (prova teórica) do método de 

decomposição de Benders, e ainda (ilustrado com um exemplo de um caso real de 

planejamento da expansão de redes) é muito benéfico para a obtenção da solução 

ótima, visto que está foi obtida, no caso exemplo utilizado, com uma significativa 
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redução tanto no número de iterações como também no tempo computacional gasto. 

Além do esquema iterativo de variação do valor da constante disjuntiva, propo- 

mos uma significativa melhora no valor mínimo conhecido para esta constante (teore- 

ma 4.4) que garante a otimalidade da solução obtida pela decomposição de Benders, 

visto que este valor garante a equivalência da formulação linear (O - 1) disjuntiva, 

problema (4.16), e o problema de planejamento da expansão de redes de transmissão, 

problema (4.1). 



5.1 Introdução 

Neste capítulo vamos apresentar uma proposta para incluir cortes de Gomory [34] 

em um modelo de decomposição de Benders [7] para a solução de problemas de 

programação linear (0-1) mista. Uma aplicação de tais cortes em um modelo de 

decomposição de Benders para problema de planejamento da expansão de redes de 

transmissão de potência será apresentada e discutida. 

Este capítulo está organizado da seguinte maneira: a seção 5.2 ilustra os cortes 

de Gomory, que serão utilizados em conjunto com os cortes de Benders, e mostra 

como eles podem ser calculados. Na seqüência, seção 5.3, vamos mostrar como 

incluir cortes de Gomory no modelo de decomposição de Benders de uma forma 

geral. A seção 5.4 mostra como calcular e incluir estes cortes para um modelo de 

decomposição de Benders que considera o problema de planejamento da expansão 

de redes de transmissão. Finalmente, a seção 5.5 mostra algumas conclusões sobre 

este trabalho, assim como, novas linhas de atuação futura. 

5.2 Cortes de Gomory 

No final da década de 50 e início da de 60, R. Gomory [33, 34, 351 propôs, para 

solucionar problemas de programação inteira, o uso de planos de cortes, reduzindo 

a solução de problemas de programação interia à solução de uma seqüência de pro- 



blemas lineares. Após um entusiasmo inicial com esta idéia, a comunidade científica 

ficou cética, devido ao seu baixo desempenho computacional deste método. 

A segunda classe de métodos para programação linear-inteira mista são os 

métodos de "Banch-and-Bound", originários a partir dos trabalhos de Land e 

Doig [48] para programas inteiros mistos e Balas [I] para programas (O - 1) puros. 

Os métodos do tipo "Branch-and-Bound" são enumerativos visto que solucionam 

os problemas a partir de uma enumeração de soluções viáveis. Basicamente, tais 

métodos dividem a região viável do problema, definida pela sua relaxação linear, 

em pequenas sub-regiões estruturadas como uma árvore de busca do "Branch-and- 

Bound", que é explorada na fase de enumeração. 

Mais recentemente, os métodos de planos cortantes tem sido combinados com os 

métodos de "Branch-and-Bound" , dando origem aos métodos denominados "Branch- 

and-Cut" [56]. Para viabilizar tais métodos é necessário um procedimento de "lift" 

que consiste em generalizar os cortes produzidos em um determinado nó da árvore 

de busca do "Branch-and-Bound" para toda a árvore de busca. 

A seguir vamos ilustrar uma forma de obter cortes de Gomory globalmente 

válidos para problemas de programação linear (O - 1) mista. 

5.2.1 Cortes de Gomory "Lifted" 

Considere o seguinte problema de programação linear (O - 1) mista: 

Minimixe ctx 

sujeito a: 

Ax = b 

x > O  

xi E {O, I), i = 1, - ,p, 

onde as primeiras p variáveis xi estão restritas aos valores (O 

demais são contínuas. 

1) enquanto que as 

Em [3],  cortes de Gomory foram estudados em um contexto de "Branch-and- 

Cut" . Nesse trabalho, Balas et alii mostraram ser possível, através de um procedi- 



mento simples de "lift", fazer com que os cortes de Gomory gerados a partir de um 

nó da árvore de enumeração do "Branch-and-Bound" sejam válidos globalmente, is- 

to é, válidos para toda a árvore, no caso de problemas de programação linear (O - 1) 

mista. 

Para ilustrar faça Fo, Fl E (1, . , p} serem os conjuntos dos índices das variáveis 

fixadas em O e 1, respectivamente. Lembre que em geral um corte gerado em um 

dado nó (Fo, Fl) da árvore de busca é válido somente para todos os outros nós onde 

as variáveis que estão em Fo U Fl permanecem com seus valores fixos. 

Faça LP(FO,  Fl) ser o problema relaxado do problema (5.1) em um dado nó da 

árvore de busca (Fo , Fl) , ou seja, 

Minimixe ctx 

sujeito a: 

Ax = b 

O < x < l  

xi = O, i E -To 

xi = 1, i E Fl, 

Utilizando o complemento das variáveis xj  para j E Fl, podemos assumir, sem 

perda de generalidade, que Fl = 0. Por outro lado, "pivoteando" as variáveis 

de folga básicas iguais a zero, podemos assumir também, sem perda de generali- 

dade, que To E E .  Considere que a solução básica ótima para a relaxação linear 

LP(Fo,  Fl = 0) é dada por: 

si = aio + C a,(-xj) 'V'i E Z 
j€.? 

% , > O ,  ' v ' ~ E Z U E  

Zk = O, 'V' k E Fo, 

onde Z e J' denotam os conjuntos de variáveis básicas e não-básicas, respectivamente. 

O teorema a seguir, devido a Balas et alii [3], garante que cortes de Gomory, 

calculados conforme dado a seguir, são válidos para toda a árvore de busca do 



problema de programação linear (O - 1) mista. 

Teorema 5.1 (E. Balas, S. Ceria, G. Cornuéjols, N. Natraj [3]) Para i E 

S, i 5 p a restrição inteira-mista de Gomory,  

el imina a solução continua Z da relaxação linear LP(Fo,  Fl) e é válida para toda a 

árvore de busca do problema de programação linear (O - 1) mista,  onde a é dado 

por: 

e f, a parte fracionária de Si, 

PROVA. Precisamos introduzir alguma notação a mais: sejam Jl = { j  E J I 
j  5 p, ou seja, Jl é o conjunto das variáveis não básicas restritas a valores (O - 1); 

J2 = J\J1, logo J2 é o conjunto das variáveis não básicas que são contínuas; 

3; = { j  E Jí I & < 50); Jc = A\$; 3; = { j  E & I ãij > O); Jc = Ji\J;; 

Suponha, inicialmente, que Fo = 0. Neste caso, os cortes de Gomory podem ser 

derivados em três passos: 

1. Considere 3 a solução para a relaxação linear LP(Fo = 0, Fl = 0), conforme 

dado em (5.3). Substituindo os conjuntos J:, gc, J2, podemos escrever que: 



Daí, chegamos a seguinte congruêncial : 

Como, Cj,3;[ãuJ(-~i) e 1-ãijJ(-xj) são inteiros, ou seja, O 

(mod I), podem ser removidos da congruência, que fica dada por: 

Como üio > O, podemos adicionar - lãij] O (mod I), para reduzir ãio a sua 

parte fracionária, obtendo: 

que pode ainda ser reescrito para, 

'Algumas definições e propriedades sobre congruência utilizadas para a derivação dos cortes de 
Gomory foram incluídas no apêndice A. 
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2. Suponha que fio > O. Então, para que seja diferente de fio por uma quanti- 

dade inteira, deverá ser igual a fio, 1 + fio, 2 + fio etc.; portanto, a seguinte 

desigualdade é válida, 

Por outro lado, suponha que, fio < 0, então, deverá ser igual a -1 + fio, 

-2 + Lo, etc.; resultando na seguinte desigualdade, 

3. Multiplicando (5.13) por -1 e dividindo cada desigualdade pelo seu respectivo 

lado direito resulta em: 

C ( I - & )  
xj+ C (-a") xj > 1. 

,€3T (1 - f i o )  jE.7-F (1 - f i o )  

Somando-se os termos do lado esquerdo das desigualdades (5.14) e (5.15) obte- 

mos a desigualdade de Gomory atx 2 1 onde o vetor a é calculado segun- 

Agora, falta remover a suposição inicial feita, de que Fo = 0. Neste caso, a 

congruência do primeiro passo é derivada a partir do fato que a parte inteira dos 

coeficientes, multiplicada com inteiros, adicionada a um inteiro, permanece válida. 

A disjunção entre (5.12) e (5.13) no segundo passo é válida porque os termos do 

lado esquerdo de (5.12) são todos não-negativos, enquanto que os termos do lado 

esquerdo de (5.13) são todos não-positivos e, isto permanece para o caso se Fo # 0. 



Finalmente, as multiplicações envolvidas no terceiro passo, claramente, não são afe- 

tadas pelo fato que Fo # @. Portanto, a desigualdade otx > 1 é válida, completando 

a demonstração do Teorema 5.1. 4 

Esta prova sobre a validade dos cortes de Gomory (5.4) é devida e Balas et  alii, 

referência [3]. 

5.3 Cortes de Gomory em Decomposição de Ben- 
ders 

O objetivo de inclusão de cortes de Gomory no método de decomposição de Benders 

é fazer com que a convergência do método de decomposição para a solução ótima 

seja acelerada. Conforme visto anteriormente, a decomposição de Benders resolve, 

a cada iteração, uma relaxação do problema original, o subproblema Mestre, e um 

programa linear, o subproblema Escravo, cujo objetivo é gerar uma nova restrição 

que deve ser incorporada ao problema Mestre. Com a inclusão dos cortes de Gomory, 

procuramos enriquecer a representação da região de viabilidade do problema original 

no subproblema Mestre, obtendo assim uma melhora do convergência para a solução 

ótima. 

Existem, basicamente, duas formas para implementar cortes de Gomory em con- 

junto com o modelo de decomposição de Benders. A primeira considera cortes de 

Gomory calculados a partir do problema Mestre da  decomposição de Benders. Neste 

caso, como veremos na seqüência, o cálculo dos cortes de Gomory não implicam em 

custo computacional adicional, visto que os mesmos podem ser obtidos quando da  

solução do próprio problema Mestre. A segunda forma considera cortes de Gomory 

para uma relaxação linear do problema original o que requer a solução de mais um 

problema de programação linear. 

5.3.1 Cortes de Gomory para o problema Mestre 

Considere, inicialmente, o problema Mestre da  decomposição de Benders que para 

a iteração K + 1 pode ser representado por, 



Minimize clx + a! 

sujeito a: 

Ax > b 

a + ~ " E X  > nkth k = 1,. . . , K 

x € { O ,  ljn. 

Para facilitar a notação, faça IT ser igual a 

Substituindo I3 na restrição (5.16c), obtemos: 

a+rlEx 2 rlh. 

O cálculo de cortes de Gomory para o problema Mestre é direto e pode ser 

feito quando da  solução deste problema por um método de "Branch-and-Cut" por 

exemplo. Contudo, esta tese de doutorado não tem como um dos seus objetivos a 

implementação de um método de "Branch-and-Bound" especializado e sim, verificar 

a utilização de cortes de Gomory em conjunto com cortes de Benders. Desta for- 

ma, vamos solucionar um novo problema de programação linear após a solução do 

problema Mestre de Benders. Entretanto, é importante ressaltar que, implementar 

o cálculo dos cortes de Gomory durante a solução do problema Mestre não implica 

em custo computacional adicional, o que não será o caso da  estratégia adotada para 

ilustrar a utilização de cortes de Gomory em decomposição de Benders proposta 

nesta tese. 



Note também que se os cortes de Gomory fossem calculados durante o processo de 

solução do problema Mestre da  iteração Ic, eles já tem influência sobre a solução deste 

problema e não, somente sobre os problemas Mestre das iterações subseqüentes, 

como foi implementado neste trabalho de tese. 

Sejam, V = {1,2,.  . . , n} o conjunto com os índices para todas as variáveis 

restritas a valores (O - 1); VM C V um subconjunto de V escolhido arbitrariamente, 

que contém os índices das variáveis (O - 1) que continuarão fixadas no novo problema 

nos valores obtidos na  solução do problema Mestre da  decomposição de Benders; 

VM 3 V& = {i, I xi = 1) e VM 3 V i  = {i, I xi = 0) dois subconjuntos com os índices 

das variáveis que estão em VM e continuarão fixadas em 1, ou 0, respectivamente. 

Note que VM = V&UV&. Então, o seguinte problema de programação linear permite 

o cálculo de cortes de Gomory para o problema Mestre da  decomposição de Benders, 

Minirnixe ctx + a (5.17a) 

sujeito a: 

Ax 2 b (5.17b) 

a + I I E x  2 IIh (5 .17~)  

O < x < l  (5.17d) 

xj = O b'j E V; (5.17e) 

xj = 1 b'j E V&. (5.17f) 

Note que, dependendo de como for escolhido o conjunto VM, O problema (5.19) 

corresponde a um nó da árvore de "Branch-and-Bound" que foi explorado quando 

da  solução do problema do problema Mestre da Ic-ésima iteração no método de 

decomposição de Benders. 

Definindo, 

1, se j E Vh 

0, caso contrário ' 

podemos eliminar as variáveis previamente fixadas em 1, obtendo o seguinte proble- 

ma, 



Minimixe ctx + a! (5.19a) 

sujeito a: 

A X >  b - ~ r t . l  

a + IIEX > IIh - IIEãl 

o < x < 1  

x j  = O V j  E VM, 

que considerando a inclusão de variáveis de folga sl e s 2  nas restrições (5.19b) 

e (5.19c), fica sendo, 

Minirnixe ctx + a! 

sujeito a: 

A x - s l  = b -  A%' 

a + I I E x -  s2 = I I h - n ~ r t . '  

o < x < 1  

s1, s 2  > 0 

x j  O V j  E VM. 

Redefinindo c, A, x e b no problema (5.2) da seguinte forma, 



obtemos o problema (5.20). 

Assim, calcular os coeficientes dos cortes de Gomory para o problema Mestre de 

Benders reduz-se à análise apresentada na seção anterior. Utilizando os conjuntos Z 

e 3 para representar as variáveis básicas e não básicas, podemos escrever a solução 

ótima do problema linear (5.20) da seguinte forma: 

Logo, podemos calcular os coeficientes dos cortes de Gomory para o problema 

Mestre por 

- - 
f.. 1-f.. 

, se ( j  E X )  E 3, 
se ( j  E X )  E Z, 

onde X e S representam, respectivamente, os conjuntos com os índices das variáveis 

x e S .  

Como a, é irrestrito, a, E Z por definição, logo temos que a, = O. Podemos 

também substituir as variáveis de folga sl e sa em função das variáveis originais do 

problema, obtendo o seguinte corte de Gomory, 

que deverá ser incluída no problema Mestre da decomposição de Benders da  próxima 

iteração. 



Na seqüência vamos ilustrar como obter cortes de Gomory considerando todas 

as variáveis do problema, ou seja, x  e y  ao invés de somente as variáveis x. Além 

disso, vamos discutir as implicações deste método sobre o modelo de decomposição 

de Benders. 

5.3.2 Cortes de Gomory Benders Decompostos 

O objetivo agora é obter cortes de Gomory que considerem todas as variáveis do 

problema. Para atender a este objetivo vamos propor um outro problema de progra- 

mação linear que deve ser solucionado para o cálculo de tais cortes. Tal problema 

linear pode ser representado, utilizando as mesmos conjunto V; e V& definidos 

anteriormente, como, 

Minimize ctx + dty 

sujeito a: 

Ax > b 

E x + F y > h  

O < x < l  

xj = 1  v j  E V&, 

xj = O  V j  E V&, 

Y 2 0. 

Eliminando as variáveis x  E V& previamente fixadas em 1, obtemos, 

Minimize ctx + dty 

sujeito a: 

A x 2  b - A z l  

E X + F ~ >  h - ~ i c l  

O í x < 1  

xj = o  b'j E VM, 



Y 2 0, (5.26f) 

onde 3' é definido de acordo com a equação (5.18). 

Buscando a identidade com o problema (5.2) inserimos variáveis de folga s1 e 

sa para representar as desigualdades (5.26b) e (5.26~) como igualdades e obter o 

seguinte problema de programação linear, 

Minimixe ctx + dty 

sujeito a: 

A x - s l = b - A %  1 

E ~ + F y - s ~ = h - % ~  

O < x < l  

x j  = o b'j E VM, 

Y , S l , S 2  > 0. 

Assim, redefinindo c, x , A e b da  seguinte forma: 



obtemos a identidade com o problema (5.2). 

Da mesma forma que o caso apresentado na seção anterior, o cálculo dos coefi- 

cientes dos cortes de Gomory se reduzem a análise apresentada na seção 5.2.1, ou 

seja, sejam Z e '7 os conjuntos das variáveis básicas e não básicas na  solução ótima 

do problema (5.27). Esta solução pode ser representada por: 

Os coeficientes dos cortes de Gomory podem, então, serem calculados por, 

onde X ,  y, SI e S2, são OS conjuntos com os índices das variáveis x, y, sl e s2, 

respectivamente. 

Eliminando as variáveis de folga sl e s 2  obtemos o seguinte corte de Gomory, 



O problema agora passa a ser como incluir o corte, (5.33), no modelo de de- 

composição de Benders. Não podemos incluí-10 diretamente no próximo problema 

Mestre, como foi feito anteriormente, pois o problema Mestre considera somente as 

variáveis x, e o corte de Gomory ora apresentado, tem coeficientes não nulos tanto 

para x como também para y.  

O que podemos fazer é decompor os cortes de Gomory (5.33) da mesma forma 

com que as restrições de acoplamento E x  + F y  > h foram decompostas, ou seja, 

substitua, na k-ésima iteração do modelo de decomposição de Benders, a solução 

do problema Mestre (x = sk)  no corte de Gomory (5.33) para obter a restrição 

que deve ser incluída no problema Escravo do modelo de decomposição de Benders. 

Considerando o corte de Gomory (5.34), o problema Escravo passa a ser representado 

pelo seguinte problema de programação linear, 

M i n i m i x e  dty (5.35a) 

sujeito a: 

~y h - EP, (5.3513) 

(0; + d , ~ )  Y > 1 + o;,b + og2h - (0: + O:,A + O,, E )  ak (5.35~) 

Y > O  

Observe que, ao contrário das modificações nos valores numéricos da matriz E e 

do vetor h - veja capítulo 5, a inclusão de cortes de Gomory para o problema original, 

conforme apresentado nesta seção, no problema Escravo de Benders modificam a 

região de viabilidade do problema Dual deste, que é a base para a convergência do 

método de decomposição de Benders, veja capítulo 3. Entretanto, tal alteração não 

inviabiliza os cortes de Benders, como será demonstrado pelo teorema a seguir. 

Teorema 5.2 O modelo de decomposição de Benders considerando a inclusão de 

cortes de Gomory Benders decompostos, dados pela equação (5.33), além dos cortes 

de Benders tradicionais, t e m  convergência finita para a solução ótima do problema. 



PROVA. Dado que o modelo proposto utiliza os cortes de Benders tradicionais, 

sua convergência para a solução ótima é garantida pelo método de decomposição de 

Benders se a solução ótima não for excluída por algum corte de Gomory Benders 

decomposto. Vamos mostrar então, que os cortes de Gomory Benders decompostos 

não eliminam a solução ótima do problema original. 

Para isto, considere o problema Escravo do modelo de decomposição de Benders, 

problema (3.15), será re-escrito a seguir somente para facilitar a compreensão, 

cujo problema Dual é dado por, 

Minimixe dty 

sujeito a : 

F Y > ~ - E P ~  

Y 2 0, 

Maxirnize (h - E P ~ ) ~ I T  

sujeito a: 

Ft7r < d 

7r > o. 

A inclusão de um corte de Gomory, de acordo com a equação (5.33), requer 

uma decomposição que modifica o problema Escravo de Benders para o problema 

representado em (5.35), cujo Dual é: 

t 
Maximize (h - EP') n + (1 + b + o6,h - (o: + o:, + 05) 2') X (5.38a) 

sujeito a: 

Ft7r + oiX < d (5.3813) 

n , X > O  (5 .38~)  

onde IT e X são as variáveis Duais associadas às restrições (5.35b) e (5.35c), respec- 

tivamente. 



O que estamos interessados em provar é que 'd n solução básica do proble- 

ma (5.38), é também solução viável de (5.37). Note que, de (5.3813) podemos dizer 

que: 

Portanto, para que 'd n,  solução do sistema (5.39), seja também solução viável 

para o problema (5.37) basta mostrar que obX > O. Como sabemos que X > O (por 

construção do problema Dual), precisamos mostrar somente que o, > O. Ora, o, é 

calculado pela equação (5.30) 

que também garante, por construção, que o, > 0, completando a demonstração. H 

A seguir vamos verificar como incluir os cortes de Gomory em um modelo de 

decomposição de Benders para o problema de planejamento da expansão de redes 

de transmissão. 

5.4 Inclusão dos Cortes de Gomory no Modelo de 
Decomposição de Benders para o Problema 
de Planejamento da Expansão de Redes de 
Transmissão 

Conforme discutidos nas seções anteriores podemos considerar cortes de Gomory 

em decomposição de Benders de duas formas: cortes de Gomory para o problema 

Mestre da decomposição de Benders e cortes de Gomory Benders decompostos. No 

caso dos problemas de planejamento da expansão de redes de transmissão isto não 

é diferente. Logo, vamos iniciar esta seção ilustrando os cortes de Gomory para o 

problema Mestre da decomposição de Benders aplicada ao problema de planejamento 

da expansão de redes de transmissão e, em seguida, apresentar os cortes de Gomory 

Benders decompostos para o mesmo problema. 



5.4.1 Cortes de Gomory para o Problema Mestre de Ben- 
ders no Problema de Planejamento de Redes de Trans- 
missão 

O problema Mestre do modelo de decomposição de Benders aplicado para a solução 

de problema de planejamento da expansão de redes de transmissão pode ser colocado 

da  seguinte forma: 

Minimize ctx + a 

sujeito a: 

x  E {O, l)n (5.41d) 

Utilizando os conjuntos VM, Vk e V&, e eliminando as variáveis xj I j E V& do 

problema, obtemos, 

Minirnize ctx + a, (5.42a) 

sujeito a: 

A X > ~ - A ? ~  (5.4213) 

a+ ~ f t x  > RHS" cf,"$ k = 1, .  . . , K  (5 .42c) 

O < x < l  (5 .42d) 

x j  = O, Y j  E VM (5.42e) 

onde ?' foi definido em (5.18). 

Procedendo exatamente da  mesma forma com que foi apresentado na  seção ante- 

rior, ou seja, colocando as variáveis de folga sl e s2 nas restrições (5.4213) e (5.42c), 

escrevendo o "tableau" da  solução ótima e calculando os coeficientes dos cortes de 

Gomory, atx 2 1, obtemos, 



um novo corte de Gomory, que deve ser incluído no próximo problema Mestre do 

modelo de decomposição de Benders, que passa a ser representado por: 

Minimize ctx + a 

sujeito a: 

Ax > b (5.44b) 
k t -1 

a + ( T ~ ~ M  + ?ill [ f  I )  x 2 R H S ~  k = 1 , .  . . , K (5 .44~)  

(o$ + ug s1 t~ + o:, (? ih t~  + nf l t [ f l ] ) )  x + o:2tea > 
t I + O,,% + O, ,~RHS~  - (o,, A + uSzt ( ? ih t~  + t [ f  ' 1 ) )  b l ,  (5.44d) 

x E (0, I)n, (5.44e) 

onde k é o contador de iterações do modelo de decomposição de Benders. 

A seguir vamos apresentar a inclusão de cortes de Gomory Benders decompostos 

para o problema de planejamento da  expansão de redes de transmissão. 

5.4.2 Cortes de Gomory Benders Decompostos para o Pro- 
blema de Planejamento da Expansão de Redes de 
Transmissão 

Nesta seção vamos apresentar o cálculo dos cortes de Gomory para o problema 

original, ou seja, o problema de planejamento da expansão de redes de transmissão, 

representado a seguir, 

Minimize z = c4-x + &r 

sujeitou : 

~ h f O + S ? f l  + g + r  = d 

f O - [ r O ] ~ o ~  = O 



O l r s d  

- f O  5 f 0  5 f 0  

3: E {O, l ) IC' 

Fixando as variáveis pertencentes ao conjunto VM, definido anteriormente, nos 

valores obtidos na solução do problema Mestre, x = iir', e relaxando a "integralida- 

de" das outras variáveis ( O  - I) não pertencentes ao conjunto VM obtemos o seguinte 

problema de programação linear, 

Minimixe x = c;x + cLr 

sujeito a : 

S : f O + ~ : f ~ + ~ + r =  d 

f 0  - [rolsoe = o 
f 1  - [ r l ] ~ l ~  5 M ( e  - z - icl) 

f 1  - [y l]SIQ 2 - M ( e  - x - icl)  
-1 -1 

f 1  - [ f l l x  5 [f 1. 
-1 -1 

f 1  + [ f l l x  > - [ f  ] x  

O L g 5 9  

O l r l d  

- f O  < f 0  < fO 
xj = O ,  V j  E VM, 

onde 2' foi definido em (5.18). 

Seguindo o mesmo procedimento apresentado nas seções anteriores, vamos colo- 

car o problema (5.46) na forma do problema (5.2) para calcular os cortes de Gomory. 



Logo, será necessário inserir variáveis de folga nas restrições (5.46d), (5.46e), (5.46h), 

(5.46i), (5.46j), (5.46f), (5.46g) e (5.46B), e redefinir c, A, x e b do problema (5.2) de 

acordo com o problema de planejamento da expansão de redes de transmissão (5.46) 

da seguinte forma: 

o o o O 0 0 0  o 
-I0 o O 0 0 0  o 
o I o O 0 0 0  o 
o 0 - I 0 0 0 0  O 
o o o I 0 0 0  o 
o o o o r o 0  o 
o o o O O I O  o 
o o o O O O I  o 
o o o 0 0 0 0 - I  



-M (e - ãl) 

[fl] 3' 
- [f'] ã1 

- 

9 
d 

r" 
-f O 

Note que f O ,  f1 e 19 são variáveis livres, assim como a! é no problema Mestre. 

Logo, os coeficientes do corte de Gomory associados a estas variáveis serão nulos. Já 

os coeficientes do corte de Gomory para as outras variáveis podem ser calculados a 

partir do "tableau" na  solução ótima para o problema de programação linear (5.46) 

que, após eliminarmos as variáveis de folga sl, . . . , s g  fica sendo igual a,  

Na próxima iteração (K+l) do modelo de decomposição de Benders, os cortes de 

Gomory, calculados a partir da equação (5.47), devem ser decompostos e incluídos 

no problema Escravo, considerando x = i?."+' como solução para o problema Mestre. 

A influência destes cortes somente será considerada no problema Mestre, que é uma 

relaxação do problema de planejamento da expansão de redes de transmissão, quan- 

do do cálculo dos cortes de Benders a partir do problema Escravo que incluí os 

cortes de Gomory ora apresentados. 

Até este momento a aplicação dos cortes de Gomory Benders decompostos com 

o problema de planejamento da expansão de redes de transmissão não obteve os 

resultados esperados. 

Nas experiências computacionais realizadas as variáveis duais do problema Es- 

cravo associadas aos cortes de Gomory tinham valor nulo e, por conseqüência, os 



cortes de Benders eram sempre iguais aos cortes de Benders tradicionais. Tal ob- 

servação sugere que seja necessário a pesquisa e desenvolvimento de um algoritmo 

para fortalecimento destes cortes antes deles serem incluídos no problema Escravo. 

Uma outra questão muito interessante sobre estas restrições, que também não 

foi explorada neste trabalho de tese de doutorado, relaciona-se a interpretação ge- 

ométrica da decomposição de Benders. Para analisarmos esta questão suponha um 

problema da  seguinte forma: 

Minimixe clxl + dl yl + d2y2 

sujeito a: 

allxl 2 bl 

elixl + fllyl + f 1 2 ~ 2  + f 1 3 ~ 3  > h1 

e2lxl + f 2 1 ~ 1  + f 2 2 ~ 2  + f 2 3 ~ 3  2 h2 

X l  E {O, 1) 

Yl ,Y2,Y3 > 0. 

Aplicando decomposição de Benders ao problema anterior, obtemos o seguinte 

problema Escravo, 

Minimixe dl yl + d2 y2 + d3 y3 

sujeito a: 

f l i ~ i  + f l ~ y 2  + fxy3 > h1 - e1121 

f 2 1 ~ 1 +  f22y2 -i- f23y3 > h2 - e2121 

Y l ,  Y2,  Y 3  > 0. 

onde il é o valor de xl para o problema Mestre. O Dual do problema Escravo é 



Maximize (hl - ell!il) n-l + (h2 - ealrC1) 7r2 

sujeito a: 

f 1 1 m  + f 2 1 ~ 2  L d l  

f l 2 7 h  + f227r2 < d 2  

f l 3 ~ 1  + f 2 3 ~ 2  5 d 3  

7 r l , X 2  2 0. 

A região de viabilidade do Dual do problema Escravo está representada na figu- 

ra 5.1. 

Figura 5.1: Representação geométrica da região de viabilidade do Dual do 
problema Escravo. 

O método de decomposição de Benders utiliza os pontos extremos do poliedro P, 
definido pelas restrições F t 7 r  L d ,  para construir uma função convexa representando 

o comportamento das variáveis y face às decisões x do problema Mestre. Geometri- 

camente, esta função convexa pode ser vista como representado na figura 5.2. 

Quando consideramos de cortes de Gomory Benders decompostos o problema 

Escravo é modificado para incluir esta nova restrição. Conforme visto anteriormente, 

o Dual do problema Escravo também se modifica, pela inclusão de uma nova variável 

(Dual) associada ao corte de Gomory ora incluído no problema Escravo. Logo, 

geometricamente é como se aumentássemos a dimensão do espaço Dual, em nosso 

exemplo bidimensional se transformaria em tridimensional, conforme mostrado a 

figura 5.3. 

Tendo em vista estas implicações e resultados preliminares vamos deixar a im- 

plementação dos cortes de Benders decompostos para trabalhos futuros. 



Figura 5.2: Interpretação geométrica do processo de decomposição de Benders. 

Figura 5.3: Representação geométrica da região de viabilidade do Dual do 
problema Escravo com cortes de Gomory Benders decompostos. 

5.5 Conclusões e Desenvolvimentos Futuros 

Uma proposta para inclusão de cortes de Gomory em conjunto com cortes tradi- 

cionais utilizados em um algoritmo de decomposição de Benders foi desenvolvido 

neste capítulo. Utilizando uma formulação geral de um problema de programação 

linear (O - 1) mista, foram discutidas questões teóricas para a implementação desta 

proposta. 

Vimos que são duas as possibilidades para considerar cortes de Gomory na de- 

composição de Benders. A primeira é a inclusão de cortes de Gomory calculados para 

o problema Mestre de Benders, que é um problema de programação linear (O - I) 



mista. A segunda forma, é o cálculo de cortes de Gomory Benders decompostos. 

Este nomenclatura foi relacionada a estes cortes visto que eles, após calculados, 

necessitam ser decompostos para serem incluídos no processo de Benders. 

A aplicação dos cortes de Gomory Benders decompostos é um assunto que merece 

ainda muito estudo para ser concluído. Uma das questões que precisam ser estudadas 

relaciona-se ao aumento do número de variáveis do problema Escravo. Estudos com 

estes cortes serão deixados para trabalhos futuros. 

Além dos cortes Benders decompostos, também deixamos para pesquisa futura 

o fortalecimento dos cortes de Gomory, sejam eles para o problema Mestre ou não. 

Com relação a este tópico em particular, já há um trabalho na literatura, [16], que 

analisa cortes de Gomory "liftados" em um algoritmo de "Branch-and-Cut" para 

problemas de programação linear (O - 1) mista. Portanto, além da aplicação destas 

técnicas aos cortes de Gomory para o problema Mestre, que é direta, é necessário 

verificar as implicações teóricas para aplicação a cortes de Gomory Benders decom- 

postos. 



6.1 Introdução 

Neste capítulo vamos ilustrar os principais detalhes do programa computacional 

implementando o modelo de decomposição de Benders desenvolvido nesta tese para 

solução de problemas de planejamento da expansão de redes de transmissão. Sabe- 

se, do capítulo 3, que o problema Mestre é, por si só, um problema de difícil solução. 

Para ajudar na solução deste problema utilizamos algumas estratégias que também 

são descritas neste capítulo. 

Este capítulo está organizado da seguinte forma: A seção 6.2 ilustra as princi- 

pais estratégias utilizadas para a solução dos problemas Mestre. A seção 6.3 descreve 

os principais pontos da implementação computacional desenvolvida nesta tese para 

solução de problema de planejamento da expansão de redes de transmissão. Final- 

mente, algumas conclusões são apresentadas na seção 6.4. 

6.2 Estratégias Utilizadas 

A metodologia clássica de decomposição de Benders quando aplicada a solução de 

problemas de programação linear (O - 1) mista resolve, a cada iteração, um pro- 

blema de programação linear (O - l) mista menor (e mais fácil) do que o problema 

original, o problema Mestre. A diferença entre os problemas Mestre da k- e o da 

k + 1-ésima iteração é a inclusão de uma restrição, o corte de Benders. Contudo, 

seria desejável, se possível, considerar a inclusão de outros cortes (restrições) no 

problema Mestre de Benders acerca das restrições do problema Escravo, ou sub- 



problema de operação. Estes "outros" cortes poderiam ajudar, significativamente, 

na  convergência do processo de decomposição. 

O programa computacional desenvolvido nesta tese considera, além dos cortes de 

Benders gerados a partir do problema Escravo formulado pelo modelo linear disjun- 

tivo, cortes de Benders produzidos por problemas que são relaxações do problema 

Escravo, como por exemplo o problema de operação formulado pelo modelo de trans- 

portes ou pelo modelo híbrido. A utilização destes cortes não traz conseqüências 

negativas em relação a convergência do processo de decomposição de Benders, como 

será demonstrado pelo teorema a seguir. 

Teorema 6.1 U m  algoritmo de decomposição de Benders que utilize, além dos 

cortes de Benders tradicionais, cortes de Benders obtidos a partir de relaxações 

do problema Escravo, converge para a solução ótima do problema. 

PROVA. Para mostrar que um algoritmo que utilize, além dos cortes de Benders 

tradicionais, cortes de Benders calculados a partir de relaxações do problema Escravo 

converge para a solução ótima, basta mostrar que esta solução não será excluída por 

algum dos cortes gerados a partir dos problemas relaxados, visto que a utilização dos 

cortes de Benders tradicionais já produz uma seqüência convergente para a solução 

ótima, veja capítulo 3. 

Para ilustrar que os cortes de Benders calculados a partir de relaxações do proble- 

ma  Escravo não excluem a solução ótima, considere um problema de programação 

da  seguinte forma: 

M i n i m i x e  x = ctx + dty 
sujeito a: 

Ax > b 

E l x  + F1y > h1 
E2x + F ~ Y  > h2 

x E {O, ljn 

> 0. Y - 

(6.lb) 

( 6 . 1 ~ )  

(6. l d )  



Se aplicarmos o método de decomposição de Benders ao problema (6.1)  de acordo 

com o que foi discutido no capítulo 3 ,  obtemos o seguinte problema de programação 

como problema Escravo de Benders, 

Minimize z = dty  

sujeito a: 

F l y  > hl - Elzk 

F2y  2 h2 - E2ik 

Y 2 o, 

onde zk é a solução do problema Mestre na k-ésima iteração. O problema Dual 

de (6.2) ,  do qual obtemos as variáveis duais para construção dos cortes de Benders, 

pode ser colocado como 

Maxirnize z~ = (hl - E ~ I c ~ ) ~ T ~  + (h2 - ~ 2 2 ~ ) ~ 7 r 2  (6.3a) 

sujeito a: 

Fi7rl + Fi7r2 5 d (6 .3b)  

T i ,  7r2 > 0. 

Considere agora uma relaxação do problema Escravo (6 .2) ,  por exemplo o pro- 

blema obtido relaxando-se as restrições F2y 2 h2 - representado a seguir, 

Minimize z = dty  

sujeito a: 

F1y > hl - Eliik 

Y > o. 

O problema Dual do problema (6.4)  pode ser representado por: 



Mazimizc = (hl - ~ ~ " ~ 7 r ~  

sujeito a: 

~ , t ? r ~  < d 

7r > o. 

Para garantir que os cortes de Benders produzidos a partir de alguma relaxação 

do do problema Escravo, (6.5), não eliminam a solução ótima, basta mostrar que 

as soluções Duais do modelo relaxado são também soluções Duais viáveis para o 

problema Dual do problema Escravo completo (6.3). Nesta linha, suponha que o 

conjunto V é formado por todas as soluções Duais viáveis para o problema (6.5), ou 

seja, 

V =  {n" F;T' <d ,?r i> O } .  

Portanto, o que queremos mostrar é que, 

É fácil ver que para 7r2 = O a condição necessária (6.6), para que V7r% V seja 

solução Dual viável do problema (6.3), está satisfeita, completando a demonstração. 

A utilização de cortes de Benders para os modelos de transportes e híbrido no 

contexto da decomposição de Benders aplicada à solução de problemas de planeja- 

mento da expansão de redes de transmissão já foi realizada no modelo hierárquico 

proposto na tese de Romero, referências [62, 631. Cortes de Benders para o modelo 

de transportes também foram utilizados em [54]. Contudo, em ambos trabalhos, a 

cada iteração do processo de decomposição somente um corte de Benders era calcu- 

lado e acrescentado ao problema Mestre, seja este calculado a partir do problema 

Escravo, do modelo de transportes ou do modelo híbrido. Neste trabalho o que 

estamos fazendo de diferente é tirar proveito do fato que a solução do problema 



Escravo é (muito mais) fácil do que a solução do problema Mestre para calcular um 

número maior de cortes de Benders a cada iteração do processo de decomposição, 

fazendo assim uma melhor representação da  função que descreve o problema de se- 

gundo estágio no problema Mestre. A seguir vamos discutir o cálculo dos cortes de 

Benders para os modelos de transportes e híbrido. 

6.2.1 Cortes de Benders para o Modelo de Transportes 

Suponha que para a k-ésima iteração do modelo de decomposição de Benders, 2'" 

seja a solução do problema Mestre. Fixando-se a variável de investimento, x na 

solução do problema Mestre, e', o problema Escravo formulado pelo modelo de 

transportes fica sendo, 

Minirnixe xo = cLr 

sujeito a : 

S i f O + ~ , t f l + g + r  = d  
-1 -17%" f f '  < [ f  ]x 

0 5 9 5 9  

O < r < d  

- f O  < f 0  < f O  

Resolvido o problema do modelo de Transportes (6.7) podemos calcular o 

seguinte corte de Benders, 

onde k é o índice das iterações do método de decomposição de Benders, r i ,  r$, 
k k  r g ,  rr, e 7ifo são, respectivamente, o vetor de variáveis duais relacionadas às res- 

trições (6.7b), (6.7c), (6.7d), (6.7e) e (6.7f). 

Esta nova restrição, (6.8), deverá ser incluída, em conjunto com os cortes cal- 

culados para o problema Escravo formulado pelo modelo linear disjuntivo, (4.22) 



- veja capítulo 4, no problema Mestre da próxima iteração, k + 1, do processo de 

decomposição. 

O Modelo de Transportes e o Método de Cerca 

O método de Cerca é uma heurística desenvolvida nas primeiras pesquisas sobre 

problemas de planejamento [4]. Em linhas gerais, o método de Cerca separa o sis- 

tema elétrico em áreas de carga (ou de geração) "cercando" (ou agrupando) barras 

do sistema nas quais o somatório da carga é maior (ou menor) do que o somatório 

da geração. Através de uma metodologia heurística, o método de Cerca identifica a 

principal área, de carga ou de geração, que pode ser aquela com maior "estrangula- 

mento" do sistema de transmissão, e determina quais circuitos devam ser construídos 

para as áreas vizinhas de forma a eliminar estes estrangulamentos que impossibilitam 

ou o atendimento da carga ou o escoamento da geração desta área. Utilizando-se 

repetidas cercas, o método elimina, iterativamente, todas as deficiências de trans- 

porte de potência no sistema de transmissão. 

Foi proposto na tese de doutorado de Romero [63], como uma idéia alternativa 

para melhorar o desempenho do método de decomposição de Benders, a utilização 

de um método do tipo do método de Cerca para gerar restrições de excesso ou falta 

de capacidade de potência em uma área qualquer do sistema. Estas restrições seri- 

am incluídas no problema Mestre da decomposição de Benders. Vamos mostrar a 

seguir que a utilização do método de Cerca para produzir estas restrições é, essen- 

cialmente, equivalente a utilização dos cortes de Benders gerados a partir do modelo 

de Transportes. 

Proposição 6.1 Os cortes de Benders gerados a partir do modelo de Transportes ou 

estão contidos n o  conjunto de restrições obtidos com u m  método de Cerca modificado 

para geração de restrições ou são combinações convexas destas restrições. 

PROVA. Vamos supor que temos um conjunto V que contém todos os cortes 

válidos gerados por um método de Cerca. É claro que a enumeração de todas as 

cercas em um sistema de transmissão, mesmo de médio porte, não é possível pois 

o número de cercas cresce exponencialmente com o número de barras. Entretanto, 

somente estamos interessados em mostrar que os cortes de Benders para o modelo 



de Transportes são um subconjunto de V, logo supor a existência do conjunto V não 

é muito forte. 

Agora vamos nos concentrar no modelo de Transportes, representado pelo pro- 

blema (6.7). A solução ótima deste problema pode ser caracterizada da seguinte 

forma: 

1. O valor da solução ótima é nulo, isto é, xo = &r = O. Neste caso, pode- 

mos dizer que os fluxos nos circuitos estão todos "dentro" dos limites f e, por 

conseqüência, os vetores das variáveis Duais associado às restrições do pro- 

blema (6.7) são nulos, fazendo com que não seja possível a gerar cortes de 

Benders. 

2. O valor da  solução ótima é diferente de zero, isto é, como c0 2 O por definição, 

temos zo = &r > O .  Daí, podemos afirmar que existe pelo menos um nó da  

rede, por exemplo o nó 1, em que 1-1 > O. Vamos supor, inicialmente, que só 

existe um nó, 1, no qual rl > O. Posteriormente, vamos remover esta hipótese. 

Podemos afirmar também que existe um grupo de circuitos que estão no limite 

de carregamento, impedindo um aumento no fornecimento de fluxo para o nó 

I que apresenta um corte de demanda. Este grupo de circuitos no limite 

de carregamento definem uma região imaginária do sistema de transmissão 

que delimita (ou cerca) duas regiões, uma deficitária e outra com excesso de 

geração, dado que o total de geração é igual ao total de carga. 

O valor da  variável Dual, n ~ ,  associada às restrições de limite de carregamento 

para os circuitos que delimitam as regiões imaginárias será igual ao custo do 

corte de demanda no nó I, pois se o limite de carregamento for aumentado de 

1 unidade, cal será a economia causada no sistema. 

Por outro lado, as variáveis Duais associadas às restrições de atendimento ao 

mercado, nd, e ao limite de geração, n,, para as barras pertencentes a região 

imaginária de deficit de geração, terão sinais opostos e valor também igual 

ao custo do corte de demanda no nó I,  pela mesma razão descrita acima. Já 

a variável Dual nT será igual a O. No caso da  outra região, com excesso de 

capacidade de geração, as variáveis Duais nd, n, e nT são todas iguais a O, pelo 

mesmo raciocínio apresentado anteriormente. 



Então, chamando de C o conjunto dos circuitos que estão no limite de carrega- 

mento na solução ótima do problema de Transportes, e de R o conjunto das 

barras pertencentes ao interior desta região, o corte de Benders gerado pode 

ser expresso por: 

Supondo que a = O na solução ótima do problema de planejamento da ex- 

pansão de redes de transmissão, ou seja, a inexistência de cortes de carga no 

plano ótimo de expansão, obtemos a seguinte restrição, 

que consiste, exatamente, na restrição que poderia ser gerada por um método 

de Cerca (neste caso a cerca C), representando que a capacidade de transporte 

do sistema de transmissão para uma área imaginária qualquer deve ser maior 

ou igual que a capacidade de geração (ou de carga) desta área do sistema 

elétrico. 

Para completarmos a demonstração falta somente remover a hipótese de que 

apenas uma barra, no caso anterior a barra 1 tem corte de carga maior do que 

zero. Assim, considere que várias áreas no sistema de transmissão estão ou 

com excesso ou com deficit de geração. Associada a cada uma destas áreas 

imaginárias teremos um grupo de circuitos "cercando" a região em questão. 

Tais circuitos terão variáveis Duais associadas às restrições de limite de ca- 

pacidade iguais ao custo de corte de carga da barra "marginal" de cada uma 

das áreas fictícias. Faça R1 ser o conjunto das barras pertencentes a região 

fictícia 1 ordenado pelo custo do corte de carga de cada uma das barras, is- 

ótima do problema de transporte (6.7) corta a carga desta região sempre do 

menor custo para o maior custo, até que a carga remanescente da região seja 

igual a capacidade de transporte dos circuitos que definem a "cerca". A barra 

marginal, ml, é a última barra desta região que ainda teve sua carga cortada. 



Faça ser o custo do corte de carga da barra marginal. Então, conforme 

mencionado anteriormente, as variáveis Duais, q = G. 

A variáveis Duais associadas às restrições de atendimento a carga, nd, serão 

calculadas por: 

Por outro lado, as variáveis Duais associadas às restrições de capacidade de 

geração, rg, serão iguais a -El. Já as variáveis Duais, .~r,, que no caso anterior 

eram nulas, agora são calculadas por: 

s e i > m l  e i € R l ;  
7rri = 

-q +cai se i < ml e i  €R1.  {O 

Portanto, o corte de Benders será dado por: 

onde IR/ representa o número de regiões com restrição de transporte no sis- 

tema, C1 o conjunto dos circuitos que definem a 1-ésima região fictícia com 

deficit de geração e R1 o conjunto das barras ordenadas pelo custo do corte de 

carga pertencentes a I-ésima região com deficit de geração. 

Rearranjando os termos do lado esquerdo do corte de Benders representado 

anteriormente obtemos, 

Fazendo, a = O na solução ótima, é fácil ver que o corte de Benders, produzido 

pelo modelo de transportes, é uma combinação linear, pelo custo de corte de 



carga das "barras marginais" das áreas imaginárias do sistema, dos cortes 

obtidos a partir de um método de "Cerca", completando a demonstração. 

A seguir vamos verificar como são gerados os cortes de Benders a partir de um 

problema Escravo formulado pelo modelo Híbrido. 

6.2.2 Cortes de Benders para o Modelo Híbrido 

O modelo Híbrido consiste na relaxação das restrições disjuntivas, que correspondem 

a segunda lei de Kirchoff sobre os circuitos candidatos. Portanto, sendo x = 2% 

solução do problema Mestre para a k-ésima iteração, o problema Escravo, formu- 

lado pelo modelo Híbrido pode ser representado da  seguinte forma: 

Minimixe xo = cbr 

sujeito a : 

5 ' : f o + ~ : f 1 + g + r =  d 

f o  - [ro]So~ = O 
-1 ,.k --'P [ f l  < - f1 < - [f ]i: 

0 9 < 9  

O < r < d  

-fO < f 0  < f 0  

Note que o problema de programação linear (6.9) difere do problema linear do 

modelo de Transportes (6.7) somente pela inclusão das restrições correspondentes 

a segunda lei de Kirchoff para os circuitos da rede existente. Isto faz com que seja 

interessante a utilização, para a solução do problema (6.9)) de um algoritmo Dual 

Simplex, que já inicia da solução Dual ótima obtida para o problema do modelo de 

Transportes. 

Resolvido o problema linear (6.9) podemos calcular o seguinte corte de Benders, 



onde k é o índice das iterações do método de decomposição de Benders, r;,, 7i2, 

r:, $, e são, respectivamente, o vetor de variáveis duais relacionadas às re- 

strições (6.9d), (6.9b), (6.9e), (6.9f) e (6.9g). 

Assim como no caso anterior, a nova restrição obtida pelo corte de Benders para 

o modelo Híbrido deverá ser incluída, no conjunto de cortes de Benders que será 

considerado na solução do problema Mestre da iteração k + 1. 

6.2.3 Restrições Especiais 

O objetivo de representar restrições especiais é fornecer ao programa informações 

sobre o sistema de transmissão que a metodologia de decomposição de Benders 

tem dificuldade, ou não consegue, resolver satisfatoriamente. Por exemplo, suponha 

que para conectar uma determinada barra de geração a outra barra de carga seja 

necessário a adição de dois ou mais circuitos candidatos em série pois eles conec- 

t am barras que estão isoladas da rede existente. Então, não faz nenhum sentido 

para o programa de decomposição tentar a adição de qualquer um destes circuitos 

candidatos separadamente e tão pouco em subgrupos. Somente a adição de todo o 

caminho é que deveria ser considerada pois só assim haveria o transporte de energia 

neste caminho. Problemas como este trazem grande dificuldade para métodos de 

decomposição de Benders, que podem levar muitas iterações até que os cortes de 

Benders "aprendam" que o caminho deve ser adicionado como um todo. 

Uma maneira para tentar solucionar tais problemas é considerar uma restrição 

que "amarre" a decisão de adição de um circuito candidato a do outro, ou seja, uma 

restrição que só permita a adição dos caminho como um todo. Para exemplificar 

vamos considerar o exemplo do figura 6.1 onde a barra k é conectada à barra 1 por 

dois de circuitos candidatos em série ki e il. 

Para amarrar a decisão de adição ou não associada às variáveis binárias xhi e xil 

basta considerar as seguintes restrições: 



Figura 6.1: Conexão de um caminho de circuitos candidatos. 

Figura 6.2: Conexão de uma barra inicialmente isolada. 

que não será possível que na solução do problema Mestre estas variáveis tenham 

valores diferentes entre elas. Restrições especiais para a adição de caminhos em 

série, como os casos de transformadores e circuitos, também foram consideradas 

em [63]. 

Podemos também melhorar a informação com relação a conexão de barras que 

estão inicialmente isoladas do sistema interligado mas que, ao contrário do caso 

anterior, tenham várias opções para esta conexão. Para ilustrar considere um caso 

simples em que a barra isolada pode ser conectada ao sistema interligado por três 

opções diferentes, conforme ilustrado na figura 6.2. 

Note que como a barra j é uma barra isolada sem qualquer geração ou carga (de 

passagem) sua conexão ao sistema interligado só fará sentido com a ligação de um 

caminho passando pela barra j ,  na figura, x, + x k j  OU xij + xlj OU xlj + x k j .  Para 

representar os caminhos alternativos podemos considerar as seguintes restrições: 



Na apêndice D estão ilustradas todas as restrições especiais utilizadas nos casos 

de planejamento da expansão de sistemas de transmissão utilizados nesta tese. 

6.2.4 Conjunto de Soluções Elite ES 

O problema Mestre da  decomposição de Benders para o planejamento da expansão 

de redes de transmissão é um problema de programação linear (O - 1) mista. Sua 

resolução é o ponto chave para a aplicação com sucesso de Benders a problemas 

discretos, visto que a maior parte dos requisitos computacionais necessários são 

devido a este problema. 

A aplicação do algoritmo de "Branch-and-Bound" para a solução do problema 

Mestre com base na heurística apresentada no capítulo 3, ou seja, com o objeti- 

vo de encontrar uma solução viável cujo valor da função objetivo seja inferior a 

ZINF + TolConv, revelou uma característica particular que pode ser aproveitada 

para melhorar a eficiência da  resolução deste problema: soluções viáveis para o pro- 

blema Mestre da  k-ésima iteração são também soluções viáveis, ou ótimas, para os 

problemas Mestre das iterações subsequentes. 

Tal comportamento sugere a implementação de um conjunto de soluções elite 

para guardar as melhores soluções viáveis para o k-ésimo problema Mestre e testá- 

las para os problemas Mestre das iterações subsequentes. Caso na resolução do 

problema Mestre da iteração k + l  uma determinada solução pertencente ao conjunto 

elite de soluções, por exemplo (2, h), seja viável, seu custo, calculado por c4-2 + Li, 

deve ser fornecido como um limite superior para o valor da  função objetivo para o 

método de "Branch-and-Bound" , aumentando a eficiência da resolução do problema 

Mestre. Este comportamento já havia sido identificado por Romero [63] que também 

utilizou um esquema equivalente ao descrito acima. 

Contudo, observe que como a solução ótima obtida por métodos de decomposição 

de Benders é uma solução €-ótima, onde E 5 TolConv, e já temos (do conjunto de 



soluções elite) uma solução cujo valor da função objetivo é + &, não estamos in- 

teressados em obter outras soluções viáveis cujo valor da função objetivo é, somente, 

menor do que este limite superior. Ao contrário, o que queremos é que o método 

de "Branch-and-Bound" nos forneça uma solução viável que faça com que a solução 

elite (2, ti) E &S não seja mais uma solução candidata a €-ótima no processo de 

decomposição. Para isto, o limite superior que deve ser fornecido ao algoritmo de 

"Branch-and-Bound" deve ser (c!? + Li) - TolConv. Só assim a solução do conjunto 

elite não será mais candidata a solução &-ótima do processo de decomposição. 

Note que, caso não exista nenhuma solução viável com custo inferior a c;? + â, - 

TolConv, o novo limite inferior, XINF, deve ser ajustado em função da solução do 

conjunto de solução elite da seguinte forma: ZINF = C:? + ti - TolConv. 

6.3 Descrição da Implementação Computacional 

A implementação computacional desenvolvida para verificação dos conceitos apre- 

sentados nesta tese de doutorado consiste em, basicamente, quatro módulos: uma 

função que gerencia o processo de decomposição de Benders (Main~enders O) ,  uma 

função que toma conta da geração dos cortes de Benders (MainSlave O) ,  uma função 

que gera os cortes de Gomory ( ~ a i n G o m o r ~ 0 )  a partir da solução do problema 

Mestre que é administrado pela função MainMaster O. A seguir, vamos descrever 

cada uma destas funções. 

O primeiro módulo é uma função que gerencia todo o processo de decomposição, 

solução e convergência do processo de decomposição de Benders. Além de tomar 

conta dos limites (superiores e inferiores) e do GAP para convergência, esta função 

chama os módulos geradores dos cortes de Benders, dos cortes de Gomory e a função 

que soluciona o problema Mestre da  decomposição de Benders. 

A figura 6.3 ilustra o pseudo-código do módulo MainBenders, onde TolConv, k e 

GAP são, respectivamente, a tolerância de convergência, o contador de iterações e o 

GAP para convergência na k -ésima iteração. BC representa um conjunto contendo 

todos os cortes de Benders (calculados na função MainSlave O) ,  enquanto que G é 

um conjunto que armazena todos os cortes de Gomory para o problema Mestre (que 

são calculados na  função MainGomory O) .  &S é o conjunto de soluções elite para o 



função MainBenders ( TolConv 

k = O ;  zINF=O; ZS~P=CX; 
E S = 0 ;  B = @ ;  Ç = 0 ;  
GAP = xsup - ZINF ; 
enquanto GAP > TolConv faça 

(ak,  ak) = MainMestre ( z r ~ p ,  TolConv, B ,  8, E S  ; 
B = B U ~ain~lave (ak)  ; 
se M, < Mzax, 'dij E C 
Atualize Me, 'dij E C; 
Recompute 23 para o novo Mij ; 

senão 
ZINF = + ak ; 
zsup = ~ll in~=~,, . . ,k (ci2j + cLTj) ; 
GAP = ZSUP - XINF ; 
8 = Ç U MainGomory (2') ; 

fim se 
k = k + l ;  

fim faça 

fim MainBenders . 

Figura 6.3: Pseudo-código da  função MainBenders 0 

problema Mestre ordenado pelo custo (cFx+a I (x, a) E ES) do menor para o maior. 

M V - .  7 'dij E C são os valores para a constante disjuntiva para cada um dos circuitos 

candidatos. 2% ek são as soluções do problema Mestre na k-ésima iteração. Z ~ N F  

e xsup são as estimativas inferiores e superiores para o valor da função objetivo do 

problema em questão. 

O passo 8, Atualize M,, 'dij E C, consiste, somente, do aumento da  constante 

disjuntiva M, segundo um incremento fixo informado pelo usuário como parâmetro 

de entrada seguido da verificação se o valor da constante disjuntiva já está de acordo 

com o valor máximo M T ,  calculado para cada circuito candidato conforme definido 

na  equação (4.28) do teorema 4.4. 

O passo 9, Recompute B para novo M,, consiste da atualização dos coefi- 

cientes dos cortes de Benders calculados até a k-ésima iteração face a mudança no 

valor da constante disjuntiva Me, passo 5. Os novos valores para os coeficientes 

são obtidos de acordo com as equações (4.26) e (4.27) apresentada no teorema 4.1, 

veja capítulo 4. 



I fun~ão  MainSlave ( Pk ) 

Monta problema de t ranspor tes  (6.7) ; 
Soluciona problema de t ranspor tes  (6.7) ; 
8.7 = B.Tu(6.8) ; 
Monta problema híbr ido (6.9) ; 
Soluciona problema híbr ido (6.9) ; 
B.X = 8 . X  ~ ( 6 . 1 0 )  ; 
Monta problema l i n e a r  d i s  juntivo (4.21) ; 
Soluciona problema l i n e a r  d i s j un t i vo  (4.21); 
B.D = a . D  ~ ( 4 . 2 2 )  
retorna (B) 

I fim MainSlave 

Figura 6.4: Pseudo-código da função MainSlave O. 

O passo 6, B = B U MainSlave (Pk) , chama a função geradora dos cortes de 

Benders. Esta função está ilustrada na figura 6.4 resolve uma seqüência de três 

problemas de programação linear: o primeiro considera o modelo de transportes, o 

segundo o modelo híbrido e, finalmente, o último o modelo linear disjuntivo. Note 

que, como os três modelos se diferem uns dos outros pela adição de determina- 

do grupo de restrições, a utilização de um algoritmo Dual Simplex para a solução 

dos dois últimos problemas é bastante eficiente. Para solução destes problemas de 

programação linear utilizamos o pacote CPLEX versão 3.0, [17]. Para cada um dos 

problemas lineares resolvidos, obtemos um conjunto de variáveis Duais e um novo 

corte de Benders associado que será adicionado ao conjunto de cortes de Benders 

B, utilizado na  solução do problema Mestre. Na figura 6.4, 8 . 7 ,  B.X e 8.23 repre- 

sentam, respectivamente, os conjuntos dos cortes de Benders calculados a partir do 

modelo de transportes, do modelo híbrido e do modelo linear disjuntivo. 

O passo 5 da figura 6.3, consiste na  solução do problema Mestre que é um proble- 

ma  de programação linear (O - 1) mista. A solução deste problema é feita utilizando 

um algoritmo de "Branch-and-Bound", também disponível no pacote de otimização 

CPLEX [17]. A figura 6.5 ilustra o pseudo-código da função MainMaster O. Os pas- 

sos iniciais da  função MainMaster O, 2-10, correspondem a utilização das soluções 

pertencentes ao conjunto de soluções elite (ES) com o objetivo de inicializar o pro- 

cedimento de "Branch-and-Bound" com um bom limite superior para acelerar o 

processo. Então, o conjunto de soluções é percorrido e a viabilidade de cada uma 



das soluções deste conjunto é testada. Caso uma solução seja inviável, ela deve ser 

imediatamente removida do conjunto E S  (passo 7), pois sendo o problema Mestre 

da k-ésima iteração uma relaxação dos problemas das iterações posteriores, esta 

solução será inviável para os problemas Mestre seguintes. Por outro lado, caso ex- 

ista em E S  uma solução viável, ela será candidata a solução do problema Mestre da  

k-ésima iteração e seu custo, ct2 + Q, será utilizado no método de "Branch-and- 

Bound" como um limite superior para a solução ótima. 

Segundo desenvolvimento proposto nesta tese de doutorado, teorema 3.3, o pro- 

blema Mestre pode parar em uma solução viável (sem prova de otimalidade) desde 

que o custo desta solução seja inferior a ZINF + TolConv. Na figura 6.5, o pseudo- 

código ilustrado entre os passos 11-21, utiliza o algoritmo de "Branch-and-Bound" 

do CPLEX para procurar por uma solução viável que atenda ao critério discutido 

acima. 

Se alguma solução, por exemplo (x, a), for obtida no passo 12 e não satisfaz 

o critério de parada do passo 11 então, (x, a)  é utilizado para atualizar a solução 

candidata à solução do problema Mestre, como também será incluída no conjunto E S  

para ser utilizada nas iterações subseqüentes. A operação de inserção no conjunto 

elite de soluções, ES, é representada por Ü pois não é simplesmente uma operação 

de inserção já que o tamanho máximo deste conjunto é limitado. Então, caso E S  

esteja completo, a solução de maior custo de investimento pertencente ao conjunto 

deve ser excluída para que a solução corrente (x, a) seja incluída. 

Caso não exista nenhuma solução que satisfaça o critério de parada do passo 11, 

a solução candidata obtida (2, Q) é a solução ótima do problema Mestre, e deve ser 

utilizada como um novo limite inferior, ZINF, no processo de convergência do modelo 

de decomposição de Benders, passo 18. 

Por outro lado, se o critério de parada do passo 11 for atendido, isto é, se o 

custo da  solução candidata (2, Q) satisfaz c$ + Q 5 ZINF + TolConv, novos cortes 

(Benders e Gomory) devem ser gerados para a solução (2, Q). Entretanto, não é 

possível garantir que esta solução c;? + Q seja um novo limite inferior para o valor 

da  solução ótima do problema, visto que ela não é a solução ótima do problema 

Mestre. 

No passo 14 da figura 6.3, um função para calcula dos cortes de Gomory para o 



função MainMaster ( Z I N F ,  TolConv, B ,  4 ,  ES ) 

- 

Monta problema Mestre utilizando B U ; 
para i = 1 , .  ..,IESI faça 

se ES(i)  é viável no problema Mestre ; 
(i?, a)  = ES(i) ; 
UB=&i?+&;  

senão 
ES = ES \ ES(2) ; 
U B  = oo; 

fim se 
fim para 
enquanto (c;i? + â! > Z I N F  + TolConv) faça 
Ache ( x , a )  viável no problema Mestre 
tal que C;X + a < U B ;  

se 3 ( x ,  a )  ; 
(2 ,  &) = (x, a)  ; 
UB=c;i?+&; 

16 ES = E s Ü ( ~ ,  a)  ; 
17 senão 
18 t -  - ZINF = CIx+a;  
19 retorna ( 2 ,  a) 
20 fim se 
21 fim faça 
22 retorna (i?, li) 

fim MainMaster. 

Figura 6.5: Pseudo-código da função MainMaster O. 



problema Mestre é chamada. Lembre que o cálculo de tais cortes pode ser realizado 

em conjunto com um método de "Branch-and-Bound" especializado e que desta 

maneira não acarretaria em aumento do esforço computacional. Entretanto, como já 

dito no capítulo 5, não é objetivo desta tese propor um método de "Branch-and-Cut" 

e sim verificar o efeito da utilização de cortes de Gomory em conjunto com cortes 

de Benders. Para isto, a função MainGomoryO utiliza o mesmo problema Mestre 

montado na  função MainMaster O ,  relaxando as as restrições de "integralidade" das 

variáveis de investimento, x, que tenham sido "adicionadas" na  solução do problema 

Mestre, isto é, 2k = 1, e mantendo fixas em zero as variáveis de investimento não 

consideradas na solução do problema Mestre da k-ésima iteração. Feitas estas 

alterações, o problema resultante é um problema de programação linear, que quando 

resolvido permite que sejam calculados cortes de Gomory segundo equação (5.43) 

que devem ser adicionados ao conjunto Ç que será utilizado para definir os problemas 

Mestre das iterações subseqüentes. 

O número de cortes de Gomory que podem ser calculados por cada solução do 

problema linear obtido do problema Mestre não é constante e depende do número 

de variáveis básicas com valores fracionários. Neste trabalho limitamos o número 

máximo de cortes de Gomory por cada iteração do método de decomposição de Ben- 

ders a 10 cortes. Entretanto, o "correto" seria identificar os cortes mais promissores, 

implementando um conjunto de cortes (ou pool). A identificação de cortes poten- 

cialmente bons é um assunto de grande interesse, com relação a cortes de Gomory 

veja por exemplo [2], e será um tópico a ser explorado no futuro. A figura 6.6 ilustra 

o pseudo-código da  função MainGomoryO para o cálculo dos cortes de Gomory a 

partir do problema Mestre. 

Conclusões 

Mostramos, neste capítulo que é possível a geração de cortes de Benders a partir 

de relaxações do problema Escravo. Isto posto, propomos para a solução de proble- 

mas de planejamento da  expansão de redes de transmissão, a utilização de cortes de 

Benders gerados a partir dos modelos de transportes e híbrido (relaxações do pro- 

blema Escravo) em conjunto com os cortes de Benders tradicionais calculados pelo 

problema Escravo, que neste trabalho é formulado pelo modelo linear disjuntivo, e 



função MainGomory ( 2 1 

Leia problema M e s t r e  ; 
para i E { j  I iij = 0) faça 
xi = o;  

senão 
Relaxe xi E {O, 1) fazendo O < xi 5 1 ;  

fim faça 
Soluciona problema linear resultante; 
para i E Z I xi if {O, I) faça 
ç = ç u (5.43) ; 

fim faça 
retorna (B); 

fim MainGomory. 

Figura 6.6: Pseudo-código da  função MainGomory (1 . 

com os cortes de Gomory para o problema Mestre. 

Mostramos também, que os cortes gerados a partir do problema formulado pelo 

modelo de transportes correspondem a, essencialmente, utilizarmos um método de 

Cerca modificado para geração de restrições de falta ou excesso de capacidade de 

potência em áreas do sistema de transmissão. Contudo, é importante ressaltar que, 

embora os cortes de Benders obtidos do modelo de transportes sejam equivalentes aos 

cortes que seriam obtidos a partir de um método do tipo Cerca, a utilização deste 

método com o objetivo de computar, previamente, um grande número de cortes 

para considerá-los nos problemas Mestre já desde a primeira iteração do processo 

de decomposição pode trazer bons resultados em termos de economia do tempo de 

processamento. 



7.1 Introdução 

O objetivo deste capítulo é ilustrar os resultados obtidos pelo método de decom- 

posição de Benders proposto para solução de problemas de planejamento da ex- 

pansão de redes de transmissão. Para isto, a seção 7.2 descreve o sistema utilizado 

nos testes, enumera os testes realizados e ilustra resultados obtidos. Finalmente, 

algumas conclusões são apresentadas na seção 7.3. 

O ambiente computacional utilizado para o processamento dos casos testes é uma 

worltstation SUN-Ultra 2, rodando Solaris. O programa computacional desenvolvido 

nesta tese foi implementado em linguagem C e compilado pelo compilador gcc 2 .8  

considerando otimização plena (-02). Os tempos de CPU reportados nesta seção 

foram obtidos fazendo uso da rotina etime O do sistema operacional. 

7.2 O Caso Teste 

O sistema teste que será utilizado para ilustrar os desenvolvimentos realizados nes- 

t a  tese de doutorado é um caso real de planejamento da expansão do sistema de 

transmissão formado pela rede reduzida da região Sul brasileira. Esta rede de trans- 

missão é formada por 46 barras e 66 circuitos existentes (237 circuitos candidatos) 

e está representada na figura 7.1, onde linhas cheias representam os circuitos da 

rede existente enquanto que os circuitos candidatos a adição, que correspondem 

a duplicações de todos os circuitos existentes mais novas faixas de passagem, são 

representados por linhas tracejadas. Todos os dados relevantes para este estudo 



de planejamento da expansão deste sistema de transmissão podem ser obtidos no 

apêndice C, tabelas C. l  (dados das barras), C.2 (circuitos existentes) e C.3 (dados 

dos circuitos candidatos). Tanto nos dados dos circuitos existentes como também 

para os circuitos candidatos a adição foi considerada uma tolerância para sobrecarga 

de 1% do valor do limite de carregamento de cada circuito. O custo unitário do corte 

de carga c0 é, para todas as barras deste sistema, igual a 1.0 US$/MW. Este sistema 

de transmissão foi inicialmente proposto em [52] e vem sendo muito utilizado desde 

então para ilustrar resultados de novos métodos para o planejamento da expansão 

de redes de transmissão. 

Vamos considerar dois casos para ilustrar os resultados da aplicação do algoritmo 

de decomposição de Benders desenvolvido. A primeira instância (ou Caso 1) cor- 

responde ao caso no qual o redespacho dos geradores é permitido, ou seja, é possível 

variar a geração das barras até o limite máximo de geração (fornecido na tabela C.l)  

para diminuir (ou mesmo eliminar) as inviabilidades do sistema de transmissão. O 

segundo caso (ou Caso 2) corresponde ao problema de planejamento de expansão 

da rede de transmissão no qual a geração nas barras não pode ser modificada de um 

valor dado (coluna geração atual na tabela C.l). 

7.2.1 Caso 1 - Redespacho dos Geradores Permitido 

Com relação ao Caso 1 vamos aplicar os conceitos desenvolvidos nesta tese em 

etapas com o objetivo de verificar o impacto de cada uma das propostas sobre os 

resultados. Os seguintes pontos serão verificados: 

1 Decomposição de Benders tradicional para o problema de planejamento da 

expansão de redes formulado pelo modelo linear (O - 1) disjuntivo utilizando 

um valor fixo e muito grande para a constante disjuntiva M em todos os 

circuitos candidatos. 

2 Decomposição de Benders utilizando a heurística de parada do problema 

Mestre, desenvolvida no capítulo 3. Tal estratégia também utiliza um con- 

junto de soluções elite durante a solução do problema Mestre para determinar 

um limite superior para o valor da solução deste problema. 

3 Variação do valor da constante disjuntiva M e cálculo do valor mínimo deste 



LEGENDA - 
43 500kV - 

230kV 
T Barra de Carga 

Barra de Geração 

Figura 7.1: Sistema reduzido da  região Sul brasileira. 



Tabela 7.1: Plano ótimo de expansão do sistema de transmissão - Caso 1. 

parâmetro para cada circuito candidato em particular, conforme desenvolvi- 

mento apresentado no capítulo 4. 

4 Cortes de Gomory para o problema Mestre em conjunto com os cortes de 

Benders. A utilização destes cortes foi apresentada no capítulo 5. 

5 Cortes de Benders para relaxações do problema Escravo - problema de trans- 

portes e problema híbrido, conforme descrito nas seções 6.2.2 e 6.2.2 deste 

capítulo. 

A solução obtida em todos os testes para o Caso 1 tem custo de expansão igual 

a US$ 70.2 x 106, e corresponde a mesma solução publicada na tese de doutorado de 

Romero [63]. O conjunto de circuitos candidatos adicionados ao plano de expansão 

para esta solução está representado na tabela 7.1. 

Inicialmente, aplicamos o método de decomposição de Benders tradicional ao 

modelo linear (O - 1) disjuntivo utilizando um valor numérico fixo e muito grande 

(M = 10000). Os resultados, ilustrados na  tabela 7.2, onde a primeira coluna 

representa o contador do número de iterações, a segunda coluna o valor do custo de 

investimento associado ao plano de expansão (x), a terceira coluna o valor do limite 

inferior para o valor da  solução ótima, Z I N F  A quarta coluna representa o valor da  

função objetivo do problema Escravo, cbr, a quinta coluna o valor do limite superior 

para o valor da  solução ótima, ZSUP,  enquanto que o valor do GAP = ZSUP - 2 ' 1 ~ ~  

de convergência é representado na coluna seguinte. Finalmente, as duas últimas 

colunas representam o tempo de CPU gasto, em média até a iteração representada 

na linha, para a solução do problema Escravo e do problema Mestre. 

O processo de decomposição de Benders converge para a solução ótima do Caso 1 

em 36 iterações. O tempo total de processamento, para todas as 36 iterações foi de 

aproximadamente 270 segundos (10s para o problema Escravo e 260s para a solução 

do problema Mestre). 



Tabela 7.2: Resultados do caso com o sistema equivalente da região Sul brasileira. 
Benders tradicional. 

Tempo CPU 

0.26 
0.52 
0.41 
0.37 
0.35 
0.34 
0.32 
0.31 
0.31 
0.30 
0.30 
0.29 
0.29 
0.29 
0.29 
0.29 
0.29 
0.29 
0.29 
0.29 
0.29 
0.29 
0.29 
0.28 
0.28 
0.28 
0.28 
0.28 
0.28 
0.28 
0.28 
0.28 
0.28 
0.28 
0.28 
0.28 
0.28 

-zFpE 
0.11 
0.51 
0.42 
0.47 
0.55 
0.66 
0.70 
0.72 
0.75 
0.77 
0.79 
0.81 
0.88 
0.95 
1.04 
1.19 
1.37 
1.51 
1.68 
1.85 
2.04 
2.29 
2.52 
2.65 
2.83 
3.00 
3.33 
3.67 
4.01 
4.43 
4.88 
5.29 
5.71 
6.09 
6.46 
6.84 
7.21 



O primeiro resultado, obtido nesta tese de doutorado, a ser verificado com um 

caso real de planejamento refere-se a nova heurística para "parada" do problema 

Mestre, apresentada no teorema 3.3 no capítulo 3. Além disso, como a resolução do 

problema Mestre será realizada buscando-se por soluções viáveis com custo inferior 

a X I N F  + ToZConv, vamos utilizar também o conjunto de soluções elite descrito an- 

teriormente. Os resultados são ilustrados na  tabela 7.3 que apresenta as seguintes 

modificações em relação a tabela 7.2 (caso anterior): a inclusão na  primeira coluna 

do "status" da solução do problema Mestre, onde "0" significa solução ótima e "V" 

solução viável com custo inferior a Z I N F  + ToZConv e do "status" da solução do 

problema Mestre em relação ao conjunto de soluções elite, onde "E" significa que a 

solução desta iteração do problema Mestre foi obtida, diretamente, do conjunto de 

soluções elite. Além disso, a sétima coluna informa o número de soluções perten- 

centes ao conjunto de soluções elite em cada iteração do processo de decomposição. 

A primeira observação é que, para um grande número de iterações (13 do total 

de 33)) a solução do problema Mestre foi interrompida com uma solução viável. É 

interessante destacar também que o número de total iterações para convergência 

do processo de decomposição diminuiu (de 36 no caso anterior para 33 neste caso). 

Contudo, tal comportamento não era esperado, visto que os cortes de Benders são 

calculados para soluções viáveis do problema Mestre ao invés de soluções ótimas e 

parece ser somente uma coincidência. Observa-se também uma significativa redução 

do tempo de CPU necessário para a solução dos problemas Mestre. O tempo médio 

por iteração, reportado na última coluna da  tabela 7.3, foi reduzido de 7.2s caso 

anterior, para 4.6s quando é utilizada a heurística para parada do problema Mestre. 

Em relação ao tempo total, isto significa uma redução do tempo de CPU de aprox- 

imadamente 41% (260s para 152s). O tempo total do CPU utilizado para todo o 

processo de decomposição de Benders foi de aproximadamente 158.30s. 

A seguir vamos verificar o comportamento do cálculo de um valor mínimo para 

a constante disjuntiva M, para cada um dos circuitos candidatos, conforme apre- 

sentado no capítulo 4. Os resultados para o Caso 1 estão ilustrados na tabela 7.4. 

Além de utilizarmos os valores mínimos para a constante disjuntiva M ,  vamos uti- 

lizar também, nas primeiras iterações, valores inferiores ao mínimo, ajustando os 

cortes de Benders para variações no valor da constante disjuntiva M de acordo com 

o que foi apresentado e discutido no capítulo 4. O esquema de inicialização e variação 



Tabela 7.3: Resultados do caso com o sistema equivalente da região Sul brasileira. 
Benders com heurística de parada do problema Mestre. 

Mest 

0.12 
0.54 
0.43 
0.50 
0.49 
0.71 
0.68 
0.63 
0.67 
0.72 
0.68 
0.79 
0.89 
0.96 
1.08 
1.23 
1.40 
1.40 
1.60 
1.59 
1.81 
1.73 
2.04 
2.21 
2.54 
2.87 
3.09 
3.37 
3.25 
3.58 
3.85 
4.24 
4.20 
4.61 

Tempo CPU 

Z q  - 

- - 



dos valores numéricos para a constante disjuntiva é muito simples: especifica-se um 

valor inicial (Mi = 1000), um incremento por iteração ( A M  = 1000) e um valor 

final (Mf = 10000) para a constante disjuntiva M .  Desta forma, podemos calcular 

em que iteração o valor da constante disjuntiva terá convergido para o valor final 

pré-especificado, neste caso na iteração 9. Mantendo a iteração de convergência fixa 

para todos os circuitos da  rede, pode-se determinar novos valores iniciais (M:,) e de 

variação (AM,) para cada um dos circuitos candidatos, de forma que na  iteração 

fixada, os valores da constante disjuntiva M, sejam os valores mínimos para Mi j .  

A cada iteração do processo de decomposição de Benders o valor para a constante 

disjuntiva M, 'dij E C é atualizado fazendo-se: 

Sobre o processo de convergência da decomposição de Benders, constata-se uma 

nova redução, tanto no número de iterações (23 contra 33 do caso anterior) como 

também no tempo de CPU utilizado, de 4.6s em média para 3.5s, ou de 152s para 

81.4, aproximadamente 46%. Ocorreu também uma redução no número de proble- 

mas Mestre interrompidos com soluções viáveis com custo inferior a zINF +TolConv, 

de 13 para 4 problemas. Além da redução do número de iterações para convergência, 

também este fato sugere que os cortes de Benders calculados utilizando-se um valor 

mínimo para a constante disjuntiva M, representam melhor o problema de operação 

do sistema de transmissão. 

A inclusão de cortes de Gomory calculados para o problema Mestre foi conside- 

rada nos resultados mostrados na tabela 7.5, que difere da tabela anterior somente 

pela inclusão da sétima coluna para representar o número de cortes de Gomory 

calculados até a iteração de cada linha. 

Observe que nas primeiras 9 iterações do processo de decomposição não são 

calculados cortes de Gomory. Isto é decorrente da  variação do valor numérico da  

constante disjuntiva M, que para valores inferiores ao valor mínimo caracteriza o 

problema como mais restrito em relação ao problema original, impedindo que sejam 

calculados cortes de Gomory. Portanto, até a iteração na qual a constante disjuntiva 

assume o valor mínimo o processo de convergência deve ser igual ao do caso anterior. 



Tabela 7.4: Resultados do caso com o sistema equivalente da região Sul brasileira. 
Mestre heurístico e M ,  ajustável. 

Escr 

0.30 
0.59 
0.46 
0.41 
0.37 
0.36 
0.34 
0.33 
0.33 
0.32 
0.31 
0.31 
0.31 
0.31 
0.31 
0.30 
0.30 
0.30 
0.30 
0.29 
0.29 
0.29 
0.29 
0.29 

Mest 

0.12 
0.48 
0.50 
0.49 
0.48 
0.75 
1.13 
1.35 
1.43 
1.63 
1.64 
2.09 
2.32 
2.56 
2.46 
2.52 
2.70 
3.07 
3.15 
3.22 
3.17 
3.22 
3.35 
3.54 

Tempo CPU 

7 

- - 



Tabela 7.5: Resultados do caso com o sistema equivalente da região Sul brasileira. 
Mestre heurístico, M ,  ajustável, soluções elite e cortes de Gomory. 

Tempo CPU 
Z G q  

- 

- - 

Mest 

0.12 
0.48 
0.50 
0.49 
0.48 
0.74 
1.13 
1.35 
1.43 
1.63 
1.64 
2.00 
2.30 
2.59 
2.79 
3.20 
3.72 
3.77 
3.91 
4.19 
4.13 
4.44 



Tabela 7.6: Resultados do caso com o sistema equivalente da região Sul brasileira. 
Mestre heurístico, Mii ajustável, soluções elite, cortes de Gomory e Cortes de 

Benders para relaxações do problema Escravo. 

Cortes 
I Escr 

3 0.41 
5 0.87 
4 0.65 
3 0.57 
3 0.54 
4 0.52 
4 0.50 
3 0.49 
2 0.48 
7 0.47 
6 0.48 

Mest 

0.12 
0.75 
1.01 
0.95 
1.00 
1.11 
1.21 
1.33 
1.46 
1.84 
1.95 

A partir da nona iteração, quando o valor da constante disjuntiva M já convergiu 

para o valor mínimo, até a convergência final do processo de decomposição foram 

calculados 44 cortes de Gomory para o problema Mestre. Observou-se uma nova 

redução no número total de iterações para convergência (21 contra 23)) mas um 

aumento do tempo de processamento para resolução do problema Mestre de 81.4s 

para 93.2s (14%). Este aumento do tempo total de processamento do problema 

Mestre é devido ao aumento do número de restrições deste problema e a uma redução 

pouco expressiva no número total de iterações para convergência. O aumento do 

tempo de processamento para cálculo do problema Escravo - coluna 9 na tabela 7.5 

- deve-se ao cálculo dos cortes de Gomory. 

Finalmente, vamos considerar a inclusão dos cortes de Benders, obtidos a par- 

tir dos problemas de transportes e híbrido em conjunto com os cortes de Benders 

tradicionais e os cortes de Gomory para o problema Mestre. A tabela 7.6 ilustra 

os resultados obtidos para o Caso 1, onde na colunas 7 representa-se, respectiva- 

mente, o número de cortes de Benders calculados a partir do modelo de transportes, 

do modelo híbrido e do modelo linear disjuntivo, e o número de cortes de Gomory 

para o problema Mestre. 

A inclusão dos cortes de Benders para os problemas de transportes e híbrido 

significou uma grande redução tanto no número de iterações (10 contra 21) como 



Tabela 7.7: Resultados do caso com o sistema equivalente da  região Sul brasileira. 
Mestre heurístico, M ,  ajustável, soluções elite e Cortes de Benders para 

relaxações do problema Escravo. 

Cortes 

2, 

1, 1, 1 
2, 2, 2 
3, 3, 3 
3, 4, 4 
4, 5, 5 
4, 5, 6 
5, 6, 7 
5, 7, 8 
6, 8, 9 
7, 9,lO 
7, 9,lO 

também do tempo de CPU gasto para todo o processo de convergência da  decom- 

Tempo CPU 
T 7 F p G z  

posição de Benders (24.2s contra 115.9s) para este caso exemplo. Observe que em 

nenhuma iterações o problema Mestre foi interrompido sem a solução ótima, o que 

sugere que a função do segundo estágio (problema de operação) está sendo bem 

representada pelos cortes de Benders. Esta melhor representação deve-se, é claro, a 

inclusão dos cortes de Benders para os modelos de transportes e híbrido, os quais 

introduzem informações mais ricas para determinados grupos de restrições do pro- 

blema. 

0.41 
0.87 
0.65 
0.57 
0.54 
0.52 
0.50 
0.49 
0.48 
0.47 
0.46 

Note que como os cortes de Gomory são calculados a partir da nona iteração, 

neste caso, somente 9 cortes foram calculados. Para verificar a influência destes 

cortes de Gomory somente na última iteração, vamos repetir o mesmo teste anterior 

sem considerá-los, isto é, considerando cortes de Benders para relaxações do proble- 

ma Escravo mas sem o cálculo dos cortes de Gomory. O resultado está representado 

na tabela 7.7. 

0.12 
0.75 
1.01 
0.95 
1.00 
1.11 
1.21 
1.33 
1.46 
1.84 
1.93 

Observe que os cortes de Gomory para o problema Mestre não auxiliaram no 

processo de convergência. Além disso, o cálculo destes cortes provocou um pequeno 

aumento do tempo de CPU utilizado, de 23.93s (sem Gomory) para 24.2s quando 

os cortes de Gomory são calculados. 



Tabela 7.8: Plano ótimo de expansão do sistema de transmissão - Caso 2. 

Comentários acerca dos resultados obtidos 

Com base nos resultados publicados até este ponto, não podemos sugerir como uma 

boa estratégia a utilização de cortes de Gomory para o problema Mestre. Em um 

primeiro teste conseguimos uma redução do número de iterações para convergência 

do processo de decomposição de Benders mas o tempo total de processamento au- 

mentou face ao aumento do número de restrições do problema Mestre. No segundo 

teste os cortes de Gomory calculados não tiveram nenhum impacto sobre o proces- 

so de convergência, exceção ao aumento do tempo de processamento para solução 

do problema Mestre. Vamos retornar a esta questão nos resultados obtidos para o 

Caso 2. 

Por outro lado, todos os outros conceitos testados acarretaram em benefícios 

na solução do problema do Caso 1, a saber: a nova heurística de parada para o 

problema Mestre, a utilização de um valor "mínimo" para a constante disjuntiva 

Mij  calculado sob-medida para cada circuito candidato a adição e, principalmente, 

a utilização de cortes de Benders para relaxações do problema Escravo. 

7.2.2 Caso 2 - Despacho dos Geradores Fixo 

A solução ótima obtida (adição de 16 circuitos) pelo método de decomposição de 

Benders para este problema de planejamento da expansão de sistemas de transmissão 

tem custo igual a US$ 154.4 x 106. Esta solução é igual a solução publicada na  tese 

de Romero [63] e está representada na tabela 7.8. 

Inicialmente vamos considerar o caso utilizando os cortes de Benders obtidos a 

partir dos problemas de transportes e híbrido, a heurística de parada do problema 

Mestre e o cálculo dos valores mínimos para a constante disjuntiva M ,  mas sem 

considerar a inclusão de cortes de Gomory calculados para o problema Mestre. 



Tendo em vista que este caso de planejamento da expansão de sistemas de trans- 

missão é mais "complicado" do que o caso anterior, vamos modificar os dados para 

atualização da  constante disjuntiva Mij afim de obter uma convergência para o va- 

lor mínimo de M com um maior número de iterações. Desta forma, mais cortes 

de Benders serão calculados com valores pequenos para M fazendo com que estes 

cortes representem melhor as restrições disjuntivas. Para isto vamos especificar um 

valor inicial para a constante disjuntiva (Mi = 5OO), um incremente por iteração 

( A M  = 500) e um valor final, que é o mesmo do caso anterior, (Mf = 10000). 

Com estes dados e o mesmo esquema de atualização definido anteriormente, o valor 

numérico para M converge para o valor mínimo na iteração 18. 

A tabela 7.9 ilustra partes do relatório de convergência do processo de decom- 

posição de Benders que levou 127 iterações até obter a solução ótima. O tempo total 

de processamento foi de aproximadamente 4.3 horas. Note que para as primeiras 

iterações do processo de decomposição de Benders a evolução do limite inferior é 

razoável (53.3 US$ na  primeira iteração para 134.6 US$ na iteração 30), mas a par- 

tir da trigésima iteração o processo de convergência da  decomposição de Benders 

passa a ser mais lento, piorando ainda mais a partir da  iteração 50. Observe que 

esta redução da  taxa de convergência coincide com a inexistência de novos cortes de 

Benders para o modelo de transportes (convergência deste modelo), isto é, a taxa 

de convergência é razoável quando são inseridos novos cortes de Benders calculados 

para o modelo de transportes e sofrível quando o valor da solução do modelo de 

transportes é nula. Este fato sugere que os cortes de Benders calculados para os 

modelo híbrido e linear disjuntivo não esta representando de maneira adequada as 

restrições correspondentes a segunda lei de Kirchoff do problema de operação. 

Também uma conseqüência desta evolução lenta do limite inferior X I N F ,  é O fato 

de que para um grande número de iterações o problema Mestre foi interrompido 

com uma solução viável (91 do total de 127 iterações). Por outro lado, é impor- 

tante ressaltar que, em tais situações, a utilização da  heurística para determinar a 

convergência do problema Mestre traz grande benefícios em termos de economia do 

tempo de processamento. 

Vamos verificar a seguir como fica a resolução deste problema quando, além das 

estratégias utilizadas do caso anterior, considera-se a inclusão de cortes de Gomory 

calculados para o problema Mestre. Os resultados estão ilustrados na tabela 7.10. 



Tabela 7.9: Resultados do caso com o sistema equivalente da região Sul brasileira. 
Mestre heurístico, Mii ajustável, soluções elite, e Cortes de Benders para 

relaxações do problema Escravo. 

It. St.El. 

# 
o o 
1 0  
2 0 
3 o 

25 O E 
26 V 
27 V 
28 V 
29 O E 
30 V 

46 V 
47 v 
48 O E 
49 v 
50 V 

69 V 
70 V 
71 V 
72 V 
73 v 
74 O E 

115 V 
116 V 
117 V 
118 V 
119 V 
120 v 
121 V 
122 v 
123 V 
124 O E 
125 V E 
126 V E 
127 V 

Tempo CPU 

i 

- - 

Escr 

0.43 
0.91 
0.68 
0.60 

0.44 
0.45 
0.44 
0.44 
0.44 
0.44 

0.44 
0.44 
0.44 
0.44 
0.43 

0.43 
0.43 
0.43 
0.43 
0.43 
0.43 

0.43 
0.43 
0.43 
0.43 
0.43 
0.43 
0.43 
0.43 
0.43 
0.43 
0.43 
0.43 
0.43 

Mest 

0.11 
0.79 
0.60 
0.66 

8.19 
8.63 
8.82 
8.88 
9.71 
10.02 

18.06 
18.51 
20.17 
19.87 
19.76 

31.74 
33.79 
33.46 
34.13 
37.76 
41.59 

102.97 
104.61 
106.63 
109.20 
114.21 
113.98 
114.29 
114.64 
118.48 
124.00 
123.02 
122.06 
121.42 



Tabela 7.10: Resultados do caso com o sistema equivalente da região Sul brasileira. 
Mestre heurístico, M ,  ajustável, soluções elite, cortes de Gomory e Cortes de 

Benders para relaxações do problema Escravo. 

c4x I z l ~ ~  I cbr I a u p  I GAP 
106 US$ 

Cortes IESI Tempo CPU 
Escr Mest 

0.11 
0.79 
0.60 
0.69 

7.73 
7.91 
8.23 
8.52 
8.24 
7.99 

13.36 
14.32 
14.32 
15.37 
15.08 

27.25 
29.52 
29.08 
29.85 
30.79 
32.00 
33.46 
33.33 
33.63 
34.56 
35.20 
36.44 
36.16 



Para as primeiras iterações a evolução do processo de convergência é a mesma, 

visto que os cortes de Gomory somente são calculados a partir da décima oitava 

iteração. Contudo, podemos verificar que com a inclusão dos cortes de Gomory não 

se observa uma redução tão acentuada no processo de convergência do método de 

Benders, que nesta caso obteve a solução ótima com 74 iterações (uma redução de 

53 iterações em relação ao caso anterior). O tempo total de CPU utilizado neste 

caso foi de aproximadamente 0.80 hora, que é muito menor (cerca de 80%) do que 

o tempo utilizado no caso anterior. Esta redução do tempo de CPU está ligada a 

redução do número de iterações do processo de decomposição. 

Observe que, mesmo que a utilização dos cortes de Gomory para o problema 

Mestre ajudaram muito no processo de convergência da decomposição, ainda assim 

a solução de um grande número de problemas Mestre foi interrompida com uma 

solução viável com custo inferior a X I N F  + ToZConv (35175 problemas), fazendo uso 

da heurística de parada proposta nesta tese. 

Comentários acerca dos resultados obtidos 

Com relação aos resultados obtidos para o Caso 2 que não permite o redespacho 

dos geradores do sistema elétrico, podemos concluir que a utilização dos cortes de 

Gomory calculados para o problema Mestre é importante e pode resultar em uma 

grande economia de tempo de processamento em casos de difícil solução. Em tais 

circunstâncias, reduzir o números de problemas Mestre a serem resolvidos pode ser 

a diferença entre resolver ou não o problema. 

É importante ressaltar também a grande importância dos outros conceitos desen- 

volvidos nesta tese. Por exemplo, a não utilização de um valor mínimo em conjunto 

com o ajuste nas iterações iniciais) para a constante disjuntiva M, mesmo com o 

cálculo e utilização de cortes de Gomory para o problema Mestre, faz com que sejam 

necessárias 135 iterações (e 4.6 horas de processamento) para a convergência para a 

solução ótima. Não considerar a heurística de parada para a determinação da con- 

vergência do problema Mestre faz com que o processo de decomposição convirja para 

a solução ótima em 76 iterações mas aumenta o tempo de processamento total para 

1.35 hora (ao invés de 0.8 hora como no caso anterior). E, finalmente, não consid- 

erar cortes de Benders para relaxações do problema Escravo, no caso os problemas 



de transporte e híbrido, neste caso, faz com que o processo de decomposição pare, 

sem a solução ótima, por falta de memória após o processamento de 350 iterações e 

tempo de CPU na ordem de 4 dias. 

7.3 Conclusões 

Neste capítulo apresentados os resultados obtidos pelo modelo de decomposição de 

Benders desenvolvido nesta tese considerando um sistema de transmissão real, o sis- 

tema reduzido da região Sul brasileira. Este sistema de transmissão vem sendo muito 

utilizado para ilustrar novos métodos para o planejamento da expansão de redes. Da 

mesma forma que em [63], duas instâncias com este sistema foram consideradas para 

ilustrar os resultados: a primeira permite que os geradores modifiquem o seu ponto 

de operação, enquanto que o segundo caso considera um despacho pré-determinado. 

Os resultados obtidos comprovam a otimalidade das soluções publicadas em [63]. 

Com relação aos conceitos desenvolvidos nesta tese de doutorado, os resultados 

comprovaram a eficiência da heurística de parada para o problema Mestre, a im- 

portância do cálculo de um valor mínimo para a constante disjuntiva Mij'dij E C, 

a eficiência dos cortes de Gomory e da utilização dos cortes de Benders calculados 

a partir de relaxações do problema Escravo em conjunto com os cortes de Benders 

tradicionais. 



8.1 Introdução 

Neste capítulo vamos apresentar uma abordagem heurística para a solução do proble- 

ma de planejamento da expansão de redes de transmissão baseada em um método de- 

nominado GRASP (Greedy Randomized Adaptive Search Procedure). Este método 

se classifica como uma Metaheurística, que são métodos de busca que combinam 

métodos heurísticos e tem se mostrado muito efetivos na solução de problemas 

difíceis de grande porte, tal como o problema de planejamento da expansão de redes 

de transmissão. Exemplos de Metaheurísticas são os métodos de Busca Tabu [32], 

Recozimento Simulado [46], Algoritmos Genéticos [43], GRASP [21] etc. 

O objetivo de discutir tais métodos pode parecer um tanto fora do escopo 

principal da tese que consiste de decomposição de Benders para o problema de 

planejamento da expansão de redes de transmissão, contudo, conforme discutido no 

capítulo anterior, métodos heurísticos efetivos em obter a solução ótima de proble- 

mas difíceis, mesmo que não possam provar a otimalidade desta solução, podem ser 

de grande ajuda para métodos enumerativos (como Branch-and-Bound) utilizados 

para a solução do problema Mestre nesta tese. Duas podem ser as contribuições 

importantes de tais métodos, um limite superior para o valor da função objetivo e 



a própria solução heurística que pode ser utilizada como uma maneira de escolha 

das variáveis ("branching") nos métodos enumerativos. Outra possível utilização 

das soluções heurísticas (mas não menos importante) é que podemos "filtrar" os 

circuitos candidatos, reduzindo assim as dimensões do problema a ser resolvido. 

GRASP é um processo iterativo que tem duas fases associadas com cada ite- 

ração: uma fase de construção, onde uma solução viável é construída por um pro- 

cedimento "guloso" aleatório e, uma fase de busca local, que busca por um mínimo 

local pertencente a uma dada vizinhança a partir da solução obtida pela fase de con- 

strução. A melhor solução, considerando todas as iterações do GRASP é mantida 

como a resposta para o problema. 

Este capítulo este organizado da seguinte forma: A seção 8.2 apresenta uma 

revisão dos conceitos principais da metaheurística GRASP. A seção 8.3 descreve 

em detalhe a aplicação de GRASP para o problema de planejamento da expansão 

de redes de transmissão. Na seção 8.4 ilustramos alguns resultados computacionais 

obtidos na aplicação de GRASP aos casos exemplos utilizados nesta tese. Além 

disso, vamos utilizar os resultados obtidos pela metaheurística GRASP em um 

caso de planejamento da expansão de redes de transmissão com o sistema equivalente 

da região Sudeste brasileira para construir um caso reduzido (número de circuitos 

candidatos) e aplicar o método de decomposição de Benders proposto nesta tese. 

Finalmente, algumas conclusões e possíveis novos desenvolvimentos são apontados 

na seção 8.5. 

Revisão de GRASP 

Nesta seção, será descrita uma breve descrição dos conceitos gerais associados a 

metaheurística GRASP. Uma descrição completa destes conceitos pode ser obtida 

em [22]. 

GRASP é uma técnica iterativa heurística temperada com escolha aleatória e 

busca local composta por duas fases, uma fase de construção e uma fase de busca 

local. Um pseudo código genérico de GRASP é ilustrado pela figura 8.1. 

Na figura 8.1, X e X* são, respectivamente, uma solução viável para o proble- 

ma e a melhor solução obtida até uma dada iteração k .  As principais funções da 



2 X*t0; 
3 faça k = 1, . . . , MaxIter 
4 X t ConstructGreedyRandSolution~); 
5 s e X # 0  
6 X t LocalSearch(X); 
7 X* t UpdateSolution(X); 
8 fim se ; 
9 fim faça ; 
10 retorna X* 

fim GRASP; 

Figura 8.1: GRASP, descrição genérica. 

metaheurística GRASP são os procedimentos ConstructGreedyRandSolution() - 

passo 4 - fase de construção, onde uma solução viável é, iterativamente, construída, 

e LocalSearch() - passo 6 - fase de busca local, onde se busca por uma solução 

mínima local que esteja dentro de uma vizinhança pré-determinada da solução obti- 

da na fase de construção. O passo 7 - UpdateSolution corresponde, simplesmente 

a comparar o custo da solução obtida na k-ésima iteração com o custo da melhor 

solução obtida até então e, se a solução corrente é melhor, atualizar a melhor solução 

até então. A seguir cada uma das fases da metaheurística GRASP será apresentada. 

8.2.1 A Fase de Construção 

Para ilustrar a fase de construção vamos utilizar um problema geral de programação 

(O - I) ,  conforme representado a seguir: 

Minimixe x = ctx 

sujeito a : 

Ax > b 

x E {O, l)n 

(8.lb) 

(8. lc) 

O primeiro passo é inicializar uma solução tentativa fazendo X = {@), onde o 

conjunto X é formado pelos índices das variáveis que tem valor igual a 1 na solução 

tentativa, isto é 



X = { i I  s e x i = l , i = l ,  . . . ,  n). 

Em seguida devemos escolher uma variável, xj, para ser adicionada à solução 

tentativa X. A escolha desta j-ésima variável deve ser feita a partir de uma função 

de mérito que, a rigor, é uma função "gulosa" medindo o benefício em termos da 

função objetivo do problema da adição de cada uma das suas variáveis isoladamente, 

isto é, podemos dizer que a função de avaliação, ou de mérito, utilizada para escolher 

qual variável vai ser adicionada é, 

A fase de construção utiliza a função de mérito h(x), definida anteriormente, 

em um algoritmo iterativo, onde uma variável é adicionada à solução tentativa por 

vez, isto é, X = X + {j). A função de mérito, h(x), deve se adaptar às variações 

ocorridas no vetor x (solução tentativa) de forma a refletir corretamente as adições 

já realizadas. 

Um método "guloso" puro constrói uma solução viável para um problema exata- 

mente desta forma e, dependendo da complexidade do problema, métodos gulosos 

podem, inclusive, obter a solução ótima deste. Por exemplo, o método Simplex 

para solução de problema de programação linear, em que a escolha da variável para 

entrar na base é sempre aquela que trás o melhor benefício para a função objetivo 

do problema, é um método guloso que fornece a solução ótima. Entretanto, no caso 

de problemas de programação discretos, métodos "gulosos", geralmente, não são 

capazes de encontrar a solução ótima. 

Logo, uma possível alternativa seria inserir nestes uma característica aleatória e 

executá-los várias vezes, produzindo várias soluções viáveis para o problema, man- 

tendo a melhor delas como solução final. É, exatamente, desta forma que GRASP 

trabalha. 

A fase de construção do GRASP seleciona a j-ésima variável a partir de um 

conjunto composto pelas variáveis de melhor índice de mérito, h(x), que ainda não 

tenham sido adicionadas ao conjunto X. A este conjunto de variáveis candidatas 



a entrar no conjunto X dá-se o nome de lista de candidatos restrita (ou RCL).  

Formalmente, podemos definir a RCL da seguinte forma: faça, 

serem os valores máximos e mínimos para a função de mérito h(x), onde x é o com- 

plemento do conjunto X em relação a C, ou seja, o conjunto das variáveis que ainda 

não foram adicionadas. Então, a RCL será formada por todas aquelas variáveis cujo 

índice de mérito estiver no intervalo [hmin, hmax + a(hmax - hmin)], ou seja, 

RCL = {i E x I hm" < h(xi) < hmax + a(hmax - hmin) ) , 
onde a é um parâmetro (O < a < 1) fornecido pelo usuário que, a rigor, determina 

o tamanho da lista restrita de candidatos. 

Na abordagem clássica da metaheurística GRASP a próxima variável a ser adi- 

cionada ao conjunto X é selecionada aleatoriamente da lista restrita de variáveis 

candidatas. Entretanto, outras funções de probabilidade podem ser consideradas. 

Em [15] foi apresentado um estudo utilizando um procedimento "guloso" 

aleatório (sem busca local) utilizando diferentes funções de distribuição de probabi- 

lidade para escolher a j-ésima variável a ser adicionada. Além da função aleatória 

que associa igual chance de seleção para todos os elementos da RCL, foram apresen- 

tados resultados para as funções de distribuição de probabilidade linear (bi = l/ri), 

exponencial (bi = e ~ p - ~ i ) ,  logarítmica (bi = log-l(ri + 1)) e polinomial de ordem 

O (bi = r;'), onde ri corresponde a ordem da  i-ésima variável na lista restrita de 

candidatos RCL ordenada segundo o índice de mérito h(x). Finalmente, a proba- 

bilidade de escolha da  i-ésima variável é calculada por: 



2 repita 
3 Construa RCL de acordo com (8.2.1); 
4 j t SAMP(RCL); 
5 X = X  U j; 
6 até obter uma solução ou Falhar; 
7 se Falha 
8 X t 0; 
9 fimse 
10 retorne X 

fim ConstructionGreedyRandomSolution; 

Figura 8.2: Fase de Construção, descrição genérica. 

Naquele estudo, a função de distribuição linear apresentou os melhores resulta- 

dos. Posteriormente, esta questão foi novamente estudada em um GRASP para o 

problema de escalonamento de tarefas (Job-Shop Scheduling), referência [9], e para 

o problema de planejamento da expansão de redes de transmissão, [ll]. Nestes dois 

estudos, também a função de distribuição linear é que obteve os melhores resultados. 

Toda vez em que o conjunto solução tentativa X muda (ou seja quando uma 

nova variável é adicionada a ele), é necessário verificar se a solução X é viável para 

o conjunto de restrições do problema (8.1). Caso X seja viável para o problema, a 

fase de construção está encerrada, retornando com a solução viável obtida para ser 

processada pela fase de busca local. 

A Figura 8.2 ilustra um procedimento geral para a fase de construção. A função 

SAMP(RCL) consiste, simplesmente, em selecionar (por sorteio) uma variável do 

conjunto RCL utilizando as probabilidades calculadas em (8.2) com base em alguma 

função de distribuição de probabilidade pré-selecionada. 

Métodos heurísticos, como o método GRASP, requerem a escolha e definição de 

alguns parâmetros antes da execução do programa. Um exemplo é o parâmetros a 

que controla o tamanho da lista restrita de candidatos (RCL) na fase de construção. 

Um escolha errada deste parâmetro pode trazer sérios impactos na solução obtida 

pela método. A idéia básica do GRASP reativo é auto ajustar, iterativamente, os 

parâmetros necessários para a execução do método de acordo com a qualidade das 

soluções previamente obtidas. 



GRASP reativo foi inicialmente proposto em [61] para o problemas de alocação. 

A seguir vamos descrever, brevemente, a implementação de GRASP reativo que 

será utilizada no planejamento da expansão de redes de transmissão. 

Faça A ser um conjunto de tamanho m de valores pré-definidos para o parâmetro 

a. A utilização de valores diferentes para a pode levar o resultado da fase de 

construção para soluções que nunca seriam visitadas no caso de ser utilizado um 

valor fixo para a. Então, faça pi ser a probabilidade de seleção de um determinado 

valor para a,  isto é, 

Pi = P (a = {a! E A)) , 

onde P é o operador de probabilidade. Inicialmente, a probabilidade para seleção 

de um determinado valor do conjunto A para o parâmetro a é igual para todos os 

elementos do conjunto, isto é pi = l l m ,  i = 1 , .  . . , m. Com o objetivo de atualizar 

a distribuição de probabilidade p, computamos a média dos valores das soluções 

obtidas pelo método GRASP durante as últimas k iterações. Denote por avgi, i = 

1 , .  . . , m este valor médio. Então, calculamos 

onde v* é a melhor solução obtida até a iteração corrente pelo método GRASP. 

Após uma etapa de normalização, 

obtemos os valores de probabilidade, pi, associados aos elementos do conjunto A 

que serão utilizados para dirigir a escolha do valor do parâmetro a nas próximas 

k iterações do método GRASP. O expoente 6 é utilizado para atenuar os valores 

atualizados das probabilidades. 

8.2.2 Fase de Busca Local 

Como na fase de construção utilizamos um algoritmo "guloso" aleatório, não pode- 

mos garantir que a solução obtida nesta fase seja um ótimo local, pois ela é o 



resultado da aplicação de um critério "míope". Daí, pode ser uma idéia interes- 

sante, aplicar um procedimento de busca local para tentar melhorar cada uma das 

soluções obtidas pela fase de construção. Em linhas gerais, o algoritmo de busca 

local trabalha em um esquema de trocas, isto é, trocando a solução corrente por 

uma melhor (isto é, também viável e de menor custo) dentro de uma vizinhança da  

solução corrente. O algoritmo de busca local para quando não existe mais nenhu- 

ma solução melhor do que a solução corrente pertencente à vizinhança dada desta 

solução. A vizinhança é estabelecida com base no número de diferenças entre duas 

soluções. Por exemplo, sejam x' e xl1 duas soluções diferentes para o problema (8.1) 

e D i f f  ( a ,  b) uma função que compara duas soluções quaisquer a  e b, e retorna o 

número de diferenças entre elas. Então, dizemos que x" pertence a vizinhança 2 de 

x' se D i f  f (x' , x") 5 4. 

No exemplo do problema (8.1)) considere uma estrutura de vizinhança, N(x) ,  

conforme definido acima, para uma dada solução viável 5. Então, concluímos que 

uma solução 17; será uma solução ótima local na vizinhança N(5) se, e somente se, 

nesta vizinhança não existir nenhuma outra solução melhor do que a solução 2 ,  ou 

seja, 

Ic = min (8.1) H 3x' E N ( s )  I ctx' < ctz. 
X E N ( E )  

O procedimento de busca local, ilustrado de maneira genérica na figura 8.3, 

percorre a vizinhança da  solução obtida na fase de construção a procura de melho- 

ramentos e, em caso de sucesso, isto é, encontrando uma solução também viável 

porém com um custo ctx menor que o da solução corrente, torna esta solução a 

solução corrente e, reinicializa o procedimento de busca local. 

Note que o procedimento de busca local pode requerer esforço computacional 

exponencial para terminar. Entretanto, boas soluções iniciais, estruturas de da- 

dos especializadas e implementações cuidadosas podem melhorar muito o esforço 

computacional requerido. 



I função ~ o c a l ~ e a r c h ( s )  
1 Construa N(s) para s; 
3 Ache y E N(s) I Ay > b A cty < c 
4 se 3y 
5 LocalSearch(y) ; 
6 fimse 
8 retorne s 

fim LocalSearch; 

Figura 8.3: Fase de Busca Local, descrição genérica. 

8.3 GRASPnoProblemadePlanejamentodeEx- 
pansão de Redes de Transmissão 

Nesta seção vamos particularizar os procedimentos da fase de construção e da busca 

local para o problema de planejamento da expansão da rede de transmissão que, 

conforme visto no capítulo 2, pode ser formulado como um problema de programação 

da seguinte forma: 

Minirnixe x = c;x + cbr 

sujeito a : 

s i f 0 + ~ ; f 1  + g + r  = d 

f 0  - [ r O ] ~ o e  = O 

f1 - [ X ] [ ~ ' ] S ~ ~  = O 

f1  - [fl]x < O  

f1  + [fl]z $ 0 

o < g < g  

O < r < d  
-0 

-f < f 0 < 7 0  

x E {O, l)ICI 

Sejam, ainda, N ,  I e C os conjuntos das barras (nós), dos circuitos (ramos) 

existentes e dos circuitos (ramos) candidatos a adição, respectivamente. O primeiro 



ponto a ser apresentado é a fase de construção. 

8.3.1 Fase de Construção 

A fase de construção da metaheurística GRASP consiste de um procedimento ite- 

rativo que irá construir uma solução viável para o problema (8.5) adicionando uma 

variável, ou seja, um novo circuito candidato à rede existente, a cada iteração desta 

fase. A fase de construção para quando a solução tentativa, que está sendo cons- 

truída iterativamente, é uma solução viável para o problema de planejamento da 

expansão de redes de transmissão, ou seja, quando o sistema elétrico consideran- 

do todos os circuitos existentes mais aqueles que já foram construídos é capaz de 

atender a carga (as violações operacionais foram eliminadas). 

Note que, considerar uma solução tentativa para o problema consiste em testar 

um plano de expansão da  rede de transmissão, verificando sua viabilidade no pro- 

blema (8.5). Seja 2  o plano de expansão tentativo e X o conjunto com os índices das 

variáveis x (circuitos candidatos) adicionadas no plano de expansão, a viabilidade 

do plano de expansão pode ser verificado substituindo 2  no problema (8.5) ou seja, 

resolvendo o seguinte problema de programação linear, 

Minimize zo = &r 

sujeito a : 

~ i f O + S ; f ' + g + ~  = d 

f 0  - [ r o ] ~ 0 9  = O 

f 1  - [ t ~ [ ~ ~ ] s ~ e  = O 
-1 

- [ f  1.5 f' 5 [ f1]2  

O i g L 9  

O l r l d  

-fO < f 0  < f 0  

O problema (8.6) corresponde a um prob'ema de operação (linear) onde o obje- 

tivo é cortar o mínimo de carga do sistema para atender as restrições (8.6b)-(8.6d) 



e os limites (8.6f)-(8.6e). Este problema de programação linear pode ser eficiente- 

mente solucionado por um algoritmo Dual Simplex especializado que utiliza técnicas 

de base reduzida e limites superiores [70], 

Resolvido o problema de programação linear (8.6), obtemos como subproduto 

os multiplicadores de Lagrange associados com cada uma de suas restrições. Estes 

multiplicadores (variáveis duais), r d ,  7ig, 7 ~ ; - ,  r f o  e 7ip, avaliam o impacto na  função 

objetivo (mínimo corte de carga) em função de variações marginais no lado direito 

de cada uma das restrições (8.6b) e limites (8.6f)-(8.6e). 

Em particular, estamos interessados nos multiplicadores associados à adição de 

um circuito candidato a rede elétrica, ou seja 7ixij para o circuito candidato ij. Note 

que a adição do circuito candidato i j  altera o problema (8.6) na susceptância .y$ 

- restrição (8.6d), e no limite de carregamento 7: - restrição (8.6e) do circuito 

candidato ij. Logo, o multiplicador nZij é calculado por: 

azo azo 
r,&.. = + 7. 

v af, 

O valor de é obtido diretamente a partir da solução do problema de pro- 
df, 

gramação linear (8.6e) e corresponde ao multiplicador de Lagrange nfl associado à 

restrição de limite de carregamento no circuito candidato i j .  Já o valor do outro 

termo 7i7ij = 8, que corresponde à variação na função objetivo zo em função de 
21 

modificações marginal na  susceptância do circuito i j ,  foram deduzidos em [18, 571 e 

podem ser calculados por: 

Neste ponto temos uma medida que relaciona a adição dos circuitos candidatos 

com a medida de inviabilidade de um plano de expansão, o corte de carga. O que 

falta para conseguirmos um índice de mérito para a construção da  lista restrita 

de candidatos que é a base da fase de construção da metaheurística GRASP é 

considerar o custo de investimento de cada circuito candidato. Desta forma, vamos 

definir o índice de mérito utilizando o índice de viabilidade, 7ixij eq. (8.7), dividido 

pelo custo de cada circuito candidato, ou seja, 



Agora, já estamos aptos a construir a RCL. Utilizando as mesmas definições da 

seção anterior, a RCL no GRASP para o problema de planejamento da expansão 

de redes de transmissão é dada por, 

RCL = {ij E I hmin < h(xi) < hmax + a(hmax - hm") ) , 

onde 2 é o complemento de X em relação a C. 

Conforme definido na seção anterior, o próximo circuito candidatos a ser adi- 

cionado à rede elétrica é escolhido da RCL utilizando uma função de distribuição de 

probabilidade pré-selecionada. Resultados publicados com GRASP para o planeja- 

mento da expansão de redes de transmissão [ll, 131 indicam que a função distribuição 

de probabilidade linear é a que um melhor comportamento para este problema. 

Escolhido o circuito a ser adicionado, digamos o circuito ij, este deve ser incluído 
. . . . 

no vetor de solução tentativa, isto é, 2 = 2+x", onde xzJ é um vetor nulo com exceção 

da posição i j  onde é igual a 1. 

Para verificar a viabilidade da solução tentativa 2 um novo programa linear (8.6) 

deve ser resolvido considerando o novo plano tentativo 2. Caso a solução deste 

problema seja satisfatória, isto é zo = O, a fase de construção encontrou uma solução 

viável para o problema. 

Neste ponto, seguindo a teoria tradicional da metaheurística GRASP dev- 

eríamos seguir para a fase de busca local. Entretanto, visto que esta solução é 

construída a partir de um critério essencialmente "guloso", ela pode conter muitos 

circuitos candidatos cuja adição não é mais necessária. Estes circuitos podem ser re- 

movidos da solução (ou plano) tentativa trazendo benefícios pois reduzem o valor do 

custo total de investimento a ser minimizado. Então, antes de seguir para a fase de 

busca local vamos eliminar do plano de expansão tentativo estes circuitos candidatos 

redundantes. Para isto, monte uma lista ordenada pelo custo de investimento de to- 

dos os circuitos candidatos previamente adicionados (do maior custo para o menor) 

e tente, para cada circuito candidato desta lista, sua remoção do plano de expansão. 



Sempre que a remoção de algum circuito não leva a um sistema de transmissão com 

violações a remoção é aceita e este circuito candidato é, definitivamente, retirado do 

plano de expansão tentativo. 

O procedimento de remoção, exemplificado acima, é recursivo, isto é, sempre que 

um circuito é removido o procedimento deve ser reinicializado pois os circuitos can- 

didatos já analisados são, novamente, candidatos a serem removidos. Note que, este 

procedimento de remoção pode ser classificado como uma busca local. Entretanto, 

por conveniência e clareza preferimos colocar este procedimento no encerramento da 

fase de construção. 

A figura 8.4 apresenta a fase de construção do GRASP para o problema de 

planejamento da expansão de redes de transmissão. 

8.3.2 Fase de Busca Local 

A fase de busca local da metaheurística GRASP tem por objetivo encontrar um 

mínimo local dado uma vizinhança pré-estabelecida. Como a esta etapa inicia a 

busca pelo mínimo local a partir da solução fornecida pela fase de construção, que é 

um procedimento de construção de uma solução com base em um algoritmo "guloso" 

aleatório, a diversidade das soluções garante a obtenção de mínimos locais diferentes. 

A implementação da fase de busca local para o problema de planejamento da 

expansão de redes de transmissão apresentada nesta tese é baseada em trocas entre 

circuitos candidatos pertencentes ao plano de expansão tentativo com aqueles não 

considerados nesse plano. Assim, a vizinhança pré-estabelecida pode ser de magni- 

tude 1 : 1, trocar um circuito candidato do plano de expansão por outro que não 

está no plano, 2 : 1, 2 : 2 etc. E importante ressaltar que o esforço computacional 

necessário cresce exponencialmente com o aumento da vizinhança a ser explorada 

nesta fase. 

Com o objetivo de ilustrar com mais detalhe a fase de busca local da meta- 

heurística GRASP, considere um sistema teste simples composto por 3 barras e 

representado na figura 8.5, cujos dados relevantes são dados nas tabelas 8.2 (dados 

de barras) e 8.1 (dados dos circuitos). 

Suponha, sem perda de generalidade, que a solução obtida pela fase de cons- 



função ConstructionPhase 0 
a t O; 
/* Construa a solução viável /*; 
enquanto xo > 0.0 faça 

Resolva o problema (8.6) para 2; 
Calcule h, de acordo com (8.9); 
Monte a RCL conforme (8.10); 
se RCL = 0 

retorne(NULL) ; 
senão 
(ij) t SAMP (RCL) ; 
2@j) = 1; 

fim se; 
fim faça; 
/*  Elimine as adições redundantes /*; 
REMOVE = TRUE; 
enquanto REMOVE = TRUE faça 
REMOVE = FALSE; 
para ij E 2, = 1 faça 
2.. =o. 

zll 

Resolva o problema (8.6) para 2; 
se zo > 0.0 

faça 2, = 1; 
senão 
REMOVE = TRUE; 

fim se 
fim faça 

fim faça 
retorne (2) 

fim ConstructionPhase; 

Figura 8.4: Fase de Construção para o problema de planejamento da expansão de 
redes de transmissão. 



Figura 8.5: Sistema exemplo de 3-barras. 

Circuito I Custo I Reatância Lim. Transmissão 

(MW) 
100 

Tabela 8.1: Dados dos Circuitos. 

trução resulta da adição dos circuitos 1 - 2 e 2 - 3 (o primeiro e o terceiro circuitos 

candidatos). Representando esta solução em um vetor (plano de expansão tentativo) , 
obtemos it = [101]. O custo de investimento do plano de expansão i é igual a $20. 

Antes de prosseguirmos, vamos introduzir conceitos que definem a estrutura de 

vizinhança a ser explorada e os movimentos que serão realizados para a exploração 

desta vizinhança. Considere um grafo Ç(N,  A) não orientado onde N é o conjunto 

de nós que é formado por todas as possíveis configurações do sistema de transmissão 

(configurações viáveis e inviáveis), e A é o conjunto de arcos que representam trocas 

1 : O ou O : I, ou seja, adições ou retiradas de circuitos candidatos que levam de um 

nó para outro, ou seja de uma configuração do sistema de transmissão para outra. 

A Figura 8.6 ilustra o grafo Ç para o sistema exemplo de 3 barras representado 

na  figura 8.5, onde o nó [O001 corresponde a configuração onde nenhuma linha é adi- 

cionada e o nó [I111 a configuração onde todas as linhas estão adicionadas. Suponha 

que, em uma dada iteração da  metaheurística GRASP  a solução obtida pela fase 

de construção resulta no plano de expansão tentativo i representado no grafo Ç pelo 

nó [101]. 

Suponha ainda que a vizinhança que será explorada pela fase de busca local do 

G R A S P  é igual a 1, ou seja serão tentadas trocas 1 : 1 (um circuito candidato 



Barra Geração Carga 

(MW) 
o 

100 

Tabela 8.2: Dados das barras. 

adicionado por um circuito candidato não adicionado). Portanto, inicialmente re- 

movemos um circuito candidato da  solução obtida pela fase de construção 2 (isto 

corresponde a movimentos para os nós 100 e 001 do grafo Ç da  figura 8.6), para em 

seguida adicionarmos um circuito candidato, para cada um dos movimentos feitos 

anteriormente, o que corresponde a novos movimentos para os nós 110 e 011, indi- 

cados na  figura 8.6 como sendo o conjunto vizinhança N(2) da solução da  fase de 

construção 2. 

ooó 010 

Figura 8.6: Grafo Ç para o sistema exemplo com 3-barras. 

É interessante assinalar que, para a vizinhança igual a 1, os movimentos do pro- 

cedimento de busca local não são para os nós imediatamente vizinhos, e sim para 

os nós vizinhos destes. Isto é uma conseqüência do procedimento de eliminação dos 

circuitos candidatos redundantes, implementado na fase de construção, que corres- 

ponde, na  análise apresentada para a fase de busca local, a movimentos 1 : O, ou seja, 

somente é retirado o circuito candidato redundante do plano de expansão tentativo. 

Portanto, os nós 100 e 001, que foram utilizados somente para alcançar os nós 011 e 

110 E N(2) ,  já foram analisados na  fase de construção da metaheurística GRASP, 

e são com certeza soluções são inviáveis (zo > 0). 



Também é interessante colocar que, como o número de nós a serem explorados no 

procedimento de busca local cresce exponencialmente com o número de candidatos, 

são necessários procedimentos de amostragem da vizinhança conforme discutido a 

seguir. 

O tamanho da vizinhança N ( x )  a ser explorado pela fase de busca local, na im- 

plementação proposta neste tese, tem um limite máximo. Então, a idéia é tentar 

analisar as soluções vizinhas que sejam, potencialmente, "boas" no sentido de via- 

bilidade. Lembre que ao explorar a vizinhança de uma solução viável não é possível 

identificar, a priori, quais dos vizinhos são também viáveis. Isto somente pode ser 

verificado após a solução do problema de programação linear (8.6). Contudo, uti- 

lizando os multiplicadores de Lagrange do problema (8.6) podemos pré-selecionar as 

soluções que são potencialmente "boas" para serem exploradas. 

Resultados Computacionais 

Nesta seção vamos apresentar os resultados obtidos pela metaheurística GRASP 

para o sistema da região sudeste brasileira. Este caso de planejamento é maior 

e mais complicado do que o caso com o sistema da região sul brasileira utilizado 

no capítulo 7 para ilustrar o método de decomposição de Benders desenvolvido 

nesta tese. Estas dificuldades adicionais deste caso de planejamento fazem com 

que a aplicação direta do método de decomposição de Benders não ache a solução 

ótima devido a falta de recursos computacionais para solução do problema Mestre. 

Então, a partir dos resultados obtidos pela metaheurística GRASP, o número de 

circuitos candidatos do caso teste é reduzido para permitir a utilização do método 

de decomposição de Benders. 

O ambiente computacional utilizado para o processamento dos casos de planeja- 

mento com a metaheurística GRASP é o mesmo utilizado anteriormente, ou seja, 

uma workstation SUN-Ultra 2, rodando Solaris com 128 Mbytes de memória. 



8.4.1 O Caso Teste - Sistema Equivalente da Região Sudeste 
Brasileira 

Este caso de planejamento é composto por uma rede inicial formada por 79 barras 

e 155 circuitos e por 429 (3 x 143) variáveis binárias, cada uma correspondendo 

a um circuito candidatos que pode ser adicionada à rede existente. A figura 8.7 

ilustra este sistema de transmissão onde, linhas cheias representam a rede existente 

enquanto que linhas tracejadas as novas faixas de passagem. Duplicações de circuitos 

existentes não estão representadas na figura. 

Todos os dados relevantes para a execução dos testes publicados a seguir podem 

ser obtidos no apêndice C, tabelas C.4 (dados de barras), C.5 (dados dos circuitos 

existentes) e C.6 (dados dos circuitos candidatos). Da mesma forma que no caso 

anterior com o sistema equivalente da região sul brasileira, consideramos nestes es- 

tudos uma tolerância para detecção de sobrecarga (circuitos existentes e candidatos) 

igual a 1% do valor do limite de carregamento de cada um dos circuitos. 

Convenção 
Níveis de Tensão 

Figura 8.7: O sistema equivalente da região Sudeste brasileira. 



8.4.2 Resultados do GRASP 

Com o objetivo de verificar o efeito dos diferentes parâmetros deste método, bem 

como de gerar diferentes soluções que serão combinadas para a aplicação do modelo 

de decomposição de Benders, foram realizadas várias execuções da metaheurística 

GRASP com este estudo de planejamento da expansão. 

A tabela 8.3 classifica os casos que serão processados pela metaheurística 

GRASP.  Para cada um dos casos da tabela 8.3, executamos a metaheurística 

GRASP 5 vezes, considerando a variação no valor da semente utilizada no gerador 

de números aleatórios. 

Tabela 8.3: Descrição das "rodadas" do GRASP. 

Aleat . Fixo 0.75 
Linear Fixo 0.50 
Aleat. Fixo 0.50 

Tabela 8.4: Resultados do GRASP (custo de investimento) com o sistema 
equivalente da região Sudeste brasileira. 

a Caso 

Caso 1 1  Média 1 Melhor 
(5 rodadas) Solução 

Reativo 6 = 5 
Reativo 6 = 5 

Linear Reativo 6 = 1 
Reativo 6 = 1 

Linear Fixo 0.75 

Função de 
probabilidade 

Com relação a variação dos parâmetros da metaheurística GRASP os seguinte 
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Tabela 8.5: Circuitos adicionados para a solução de custo US$ 422 x 106. 

comentários são válidos: A melhor solução foi obtida somente 2 vezes e sempre 

utilizando o ajuste reativo para a escolha do parâmetro a. No que concerne as 

utilização de diferentes funções de probabilidade, foram testadas as funções aleatória 

e linear e, dentre estas duas funções, observamos um melhor comportamento da 

função de probabilidade linear. 

Cada "rodada" da metaheurística GRASP consumiu, aproximadamente, 45 

minutos de tempo de CPU. Note que além da solução com custo de US$ 422 x 10', 

duas outras soluções obtidas, ilustradas nas tabelas 8.6 e 8.7, são de boa qualidade 

(diferença nos custos de investimentos inferiores a 5%). 

Tabela 8.6: Circuitos adicionados para a solução de custo US$ 424 x 10'. 

Tabela 8.7: Circuitos adicionados para a solução de custo de US$ 430 x 106. 



Estas três soluções serão utilizadas para gerar um novo caso de planejamento da  

expansão de redes de transmissão (visto que o número de circuitos candidatos será 

reduzido) que será utilizado na próxima seção com os resultados obtidos no modelo 

de decomposição de Benders. Os conjunto reduzido de candidatos para este caso 

reduzido também está representado no apêndice C, tabela C.7 (conjunto reduzido 

de circuitos candidatos). 

8.4.3 Resultados da Decomposição de Benders 

O caso com número de circuitos candidatos reduzidos tem uma complexidade muito 

menor do que o caso original, permitindo a aplicação do algoritmo de decomposição 

de Benders. No caso original com o sistema da  região sudeste brasileira, a aplicação 

da  decomposição de Benders falha por falha por falta de recursos computacionais 

na  solução do problema Mestre. 

A tabela 8.8 ilustra parte do relatório de convergência produzido pelo algorit- 

mo de decomposição de Benders. Na primeira coluna, além do número da iteração 

da  decomposição de Benders está representado o "status" da solução do problema 

Mestre, onde "0" representa solução ótima e "V" solução viável com custo no inter- 

valo definido por z r ~ ~  + TolConv. As colunas 2-5 representam, respectivamente, o 

limite inferior para o valor da  função objetivo do problema XINF, O valor da  função 

objetivo do problema Escravo (que corresponde às inviabilidade do sistema de trans- 

missão), o limite superior para o valor da função objetivo do problema ZSUP e o GAP 

para convergência do processo de decomposição de Benders. As colunas 6-8 repre- 

sentam o número de cortes de Benders do modelo de transportes (T), do modelo 

híbrido (H), do modelo linear disjuntivo LD enquanto que a coluna 9 representa o 

número de cortes de Gomory para o problema Mestre. Finalmente, as colunas 10-11 

representam o tempo médio de CPU pelo número de iterações. 

A solução ótima obtida, para este caso com o número de candidatos reduzidos, 

foi igual a solução obtida pela metaheurística GRASP, e tem um custo total de 

investimento igual a 422x106 US$. O número total de iterações foi de 95, e 193 cortes 

de Benders foram construídos (18 utilizando o modelo de transportes, 80 calculados 

a partir do modelo híbrido e 95 gerados a partir do modelo linear disjuntivo). Além 

disso, 201 cortes de Gomory para o problema Mestre foram construídos durante o 



processo de decomposição. O tempo de CPU utilizado para processar todas as 95 

iterações foi de, aproximadamente, 670 segundos (49 s para a solução do problema 

Escravo e 620 s para a solução do problema Mestre). 

Conclusões 

Neste capítulo apresentamos uma metaheurística - GRASP (Greedy Randomized 

Adaptive Search Procedure) - aplicada ao problema de planejamento da expansão de 

redes de transmissão. Para ilustrar os resultados deste método heurístico utilizamos 

um caso teste de planejamento da expansão de redes de transmissão - o caso com 

o sistema equivalente da região Sudeste brasileira - que é maior e mais complicado 

do que o caso equivalente da região Sul brasileira, analisado no capítulo 7. 

A partir dos resultados obtidos pela mataheurística GRASP, montamos um novo 

caso de planejamento com o sistema da região sudeste brasileira, no qual o número 

de circuitos candidatos a adição foi, significativamente, reduzido, limitando-se aos 

circuitos pertencentes às melhores soluções obtidas pela metaheurística GRASP. 

Com o objetivo de verificar a otimalidade da solução dentre às soluções obtidas 

pela metaheurística, este caso com o número de circuitos candidatos reduzido foi 

processado pelo método de decomposição de Benders proposto nesta tese. Os re- 

sultados mostraram que, dentre o conjunto de soluções obtidas pela metaheurística 

GRASP, não existe nenhuma solução melhor do que a solução obtida. 



Tabela 8.8: Resultados do caso reduzido da região Sudeste brasileira. 
Cortes 

7 , 3 t , D ,  4 
17,56,56, 50 
17,57,57, 50 
17,58,58, 52 
17,59,59, 52 
17,60,60, 57 
17,61,61, 62 
17,62,62, 62 
17,63,63, 67 
17,64,64, 67 
17,65,65, 70 
17,66,66, 70 
17,67,67, 75 
17,68,68, 75 
17,68,69, 77 
17,68,70, 82 
17,69,71, 87 
17,70,72, 92 
17,71,73, 97 
17,71,74,102 
17,72,75,107 
17,72,76,112 
18,73,77,113 
18,73,78,118 
18,73,79,123 
18,74,80,128 
18,74,81,133 
18,75,82,138 
18,76,83,143 
18,76,84,148 
18,76,85,153 
18,76,86,158 
18,76,87,163 
18,77,88,165 
18,77,89,166 
18,78,90,171 
18,78,91,176 
18,78,92,181 
18,78,93,186 
18,79,94,191 
18,80,95,196 
18,80,95,201 

Escr 

0.42 
0.42 
0.42 
0.42 
0.43 
0.43 
0.43 
0.43 
0.43 
0.44 
0.44 
0.44 
0.44 
0.45 
0.45 
0.45 
0.45 
0.45 
0.46 
0.46 
0.46 
0.46 
0.47 
0.47 
0.47 
0.47 
0.48 
0.48 
0.48 
0.48 
0.49 
0.49 
0.49 
0.49 
0.50 
0.50 
0.50 
0.51 
0.51 
0.51 
0.51 

Mest 

2.22 
2.32 
2.42 
2.53 
2.63 
2.73 
2.83 
2.92 
3.02 
3.13 
3.23 
3.32 
3.43 
3.53 
3.63 
3.64 
3.76 
3.89 
4.02 
4.16 
4.29 
4.44 
4.58 
4.65 
4.79 
4.92 
5.07 
5.21 
5.35 
5.49 
5.61 
5.71 
5.85 
6.01 
6.06 
6.12 
6.20 
6.35 
6.41 
6.44 
6.51 



Este capítulo tem por objetivo sintetizar os principais conclusões sobre os resultados 

obtidos nesta tese de doutorado bem como apresentar recomendações para pesquisas 

e investigações de trabalhos futuros. 

Neste trabalho, foi desenvolvido uma aplicação computacional utilizando a de- 

composição de Benders para resolver problemas estáticos de planejamento da  ex- 

pansão de redes de transmissão para um horizonte de médio a longo prazo. Para 

formular o problema de planejamento da expansão de redes de transmissão, uti- 

lizamos um modelo linear (O - 1) disjuntivo que, ao contrário do modelo não-linear 

(não convexo) tradicional, assegura que a solução ótima obtida pelo método de 

decomposição é o plano ótimo de expansão da rede de transmissão. 

Com relação a desenvolvimentos teóricos, quatro pontos merecem um destaque 

especial: 

A nova heurística para convergência do problema Mestre; 

O cálculo de cortes de Gomory, tanto para o problema Mestre como também 

os cortes de Gomory Benders decompostos; 

O cálculo de valores sob-medida para a constante disjuntiva da  formulação 

linear (O - 1) mista para representar o problema de planejamento da expansão 

de redes de transmissão; 



A utilização dos cortes de Benders calculados a partir de relaxações do pro- 

blema Escravo em conjunto com os cortes de Benders tradicionais. 

A nova heurística para determinar a convergência do problema Mestre da de- 

composição de Benders, que é um problema de programação linear (O - 1) mista 

e, portanto, um problema de difícil resolução, resultou em grandes grandes econo- 

mias em termos do tempo computacional gasto, como ilustrados pelos casos testes 

apresentados. 

Vimos que a utilização de cortes de Gomory em decomposição de Benders pode 

ser realizada de duas formas distintas: i- cortes de Gomory para o problema Mestre, 

e ii- cortes de Gomory Benders decompostos. Os cortes de Gomory para o problema 

Mestre são restrições de Gomory calculadas a partir deste problema e incluídas no 

problema Mestre da próxima iteração do processo de decomposição de Benders. 

Por outro lado, os cortes de Gomory Benders decompostos consistem em cortes 

de Gomory "liftados" para o próprio problema de planejamento da expansão de 

redes de transmissão. Vimos que para considerá-los no modelo de decomposição 

de Benders é necessário uma nova decomposição destas restrições, daí o nome de 

cortes de Gomory Benders decompostos. A aplicação de tais cortes não foi realizada 

pois existem ainda muitas implicações teóricas que ainda precisam serem estudadas, 

como por exemplo, o efeito do aumento das variáveis Duais do problema Escravo 

da decomposição de Benders. 

Com relação ao problema de planejamento da expansão de redes de transmissão 

mostramos, através de aplicações, que o valor numérico da constante disjuntiva tem 

influência significativa para a convergência do modelo de decomposição de Ben- 

ders. Valores numéricos grandes para este parâmetro "degradam" as informações 

dos cortes de Benders dificultando ou mesmo, impedindo, a convergência para a 

solução ótima. Um importante avanço teórico que possibilitou a aplicação do mode- 

lo linear (O - 1) disjuntivo a sistemas reais, foi a derivação de uma valor "mínimo" 

para a constante disjuntiva. A utilização destes valores permitiu, conforme repor- 

tado, um grande avanço na aplicação prática deste modelo a problemas testes com 

sistemas reais. 

Contudo, com relação aos resultados apresentados a utilização dos cortes de Ben- 

ders calculados para relaxações do problema Escravo em conjunto com os cortes de 



Benders tradicionais foi o desenvolvimento deste tese que teve a maior contribuição 

para redução do tempo de processamento. A explicação para isto é uma melhoria da 

representação da função que descreve o problema de segundo estágio no problema 

Mestre. Esta melhor representação para o problema do segundo estágio resultou, 

conforme ilustrado nos casos exemplos apresentados, em uma substancial redução 

tanto do número de iterações para convergência como também no tempo de proces- 

samento gasto no processo de decomposição de Benders. 

Apresentamos a aplicação da metaheurística GRASP ao problema de planeja- 

mento da expansão de sistemas de transmissão. Note que muitas vezes o número de 

candidatos de um caso de planejamento da expansão impede a aplicação com sucesso 

de técnicas de decomposição. Daí a aplicabilidade de técnicas heurísticas, como o 

GRASP, que são capazes de prover "boas" soluções que podem ser utilizadas para, 

por exemplo, limitar o conjunto de circuitos candidatos para uma busca, nesta re- 

gião reduzida, por melhores soluções por métodos de decomposição. Ilustramos um 

exemplo da aplicação conjunta de técnicas heurísticas com modelos de decomposição 

com o sistema equivalente da região sudeste brasileira. Muitas outras possibilidades 

de utilização conjunta podem ser pensadas, como por exemplo a utilização do re- 

sultado de técnicas heurísticas como limite superior para o valor da solução ótima, 

ordenações para "branching" no método "Branch-and-Bound" etc. 

Com relação a trabalhos futuros, um grande leque de novas linhas de investigação 

estão sendo abertas. Vamos discutir, a seguir, os três principais pontos. 

O primeiro ponto que deve ser investigado no futuro são os cortes de Gomory 

Benders decompostos. O completo desenvolvimento de tais restrições permitirá, não 

somente a utilização de cortes de Gomory para o problema completo no esquema 

de decomposição de Benders. mas também a utilização de quaisquer outros cortes 

globalmente válidos calculados, iterativamente, durante o processo de decomposição. 

Desta forma, pode-se aumentar o potencial de convergência dos modelos de decom- 

posição de Benders. Outro ponto correlato é o desenvolvimento de critérios teóricos 

para que seja possível identificar cortes potencialmente bons. Assim, seria possível 

considerar somente um conjunto (ou pool) de cortes, limitando o crescimento do 

problema Mestre. 

Um outro ponto muito interessante relacionado à teoria de decomposição de 



Benders, é a pesquisa e implementação de, por exemplo, um algoritmo de "Branch- 

and-Cut" especializado para decomposição de Benders. Lembre que o processo de 

decomposição de Benders resolve uma seqüência de problemas de programação linear 

inteira mista (o problema Mestre), no qual o problema da  iteração k i- I difere do da  

iteração k por apenas um pequeno número de restrições. Este algoritmo de "Branch- 

and-Cut" especializado deveria, por exemplo, armazenar toda a árvore de busca já 

explorada quando da  solução do problema Mestre da k-ésima iteração e, face a 

inclusão de novas restrições, saber recuperar as informações de maneira inteligente, 

economizando tempo de processamento. 

Quanto ao problema de planejamento da expansão da  transmissão de redes con- 

forme descrito nesta tese, um tópico que não foi investigado, mas que pode trazer 

resultados interessantes é o cálculo de cortes focados nas restrições que modelam 

a segunda lei de Kirchoff. Nesta tese utilizamos três diferentes cortes de Benders, 

o tradicional que é calculado a partir do Dual do problema Escravo (que utiliza o 

modelo linear disjuntivo) e outros dois obtidos a partir de relaxações deste problema 

(utilizando o modelo de transportes e o modelo Híbrido). Contudo, estes cortes são 

calculados utilizando formulações dão "mais ênfase" a primeira lei de Kirchoff e o 

que se observou nas aplicações realizadas, é que o processo de decomposição "fecha" 

rapidamente o modelo de transportes, e tem muito mais dificuldade quando são con- 

sideradas as restrições da  segunda lei de Kirchoff. O diagnóstico desta dificuldade é 

que as informações contidas nos cortes de Benders para este grupo de restrições são 

pobres resultando nesta dificuldade de convergência. Esta característica poderia ser 

melhorada (e muito) com a consideração de cortes, calculados durante o processo 

de decomposição, que focassem, exclusivamente, para este grupo de restrições. 

Ainda com relação ao problema de planejamento da expansão do sistema de 

transmissão mas lembrando que o problema tratado nesta tese corresponde somente 

a uma pequena parte do problema completo, cabe acrescentar que aplicações nat- 

urais para o modelo de decomposição de Benders proposto nesta tese são os pro- 

blemas de expansão de redes multi-estágio, no qual são considerados vários anos 

(ou períodos) no horizonte de planejamento, o problema de expansão considerando 

crtérios de contingências na malha de transmissão, e, finalmente, o problema de 

expansão da  rede de transmissão sob considerações de incertezas. 
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Com o objetivo de facilitar a compreensão será apresentada nesta seção noções e 

propriedades envolvendo a operação de congruência. 

Definição A . l  Diz-se que um dado número x é congruente com um número y,  

módulo K se existe um número inteiro I tal que x - y = IK.  A operação de 

congruência é escrita da seguinte forma: x E y (mod K ) .  

Exemplos: 

2 E 7 (mod 5); 

3 E -1 (mod 2). 

Observe que x E y (mod 1) se, e somente se, x - y é um número inteiro. Assim, 

x O (mod 1) significa que x é um número inteiro. 

A seguir são apresentadas algumas propriedades da operação de congruência. A 

provas destas propriedades são triviais e não serão discutidas neste trabalho. 

1. x E x (mod K ) .  

2. Se x E y (mod K) e y E x (mod K) ,  então x E z (mod K). 

3. Se x E y (mod K ) ,  então y E x (mod K). 

4. Se x E y (mod K) e x é um número inteiro qualquer, então xx E yx (mod K). 

5. Se x y (mod K) e x' E y' (mod K), então x + x' E y + y' (mod K). Além 

disso, se x e y' são números inteiros, então xx' yy' (mod K ) .  



B.1 Introdução 

Nesta seção vamos ilustrar um algoritmo para encontrar o caminho mínimo em 

um grafo qualquer quando os custos para utilização dos caminhos são todos não 

negativos. O algoritmo apresentado nesta seção é conhecido como algoritmo de 

Dij kstra. 

Este problema pode ser pensado como um problema de fluxo em redes se nós 

configuramos uma rede e queremos enviar uma unidade de fluxo do nó 1 para o nó 

m minimizando o custo do transporte. A formulação matemática deste problema 

pode ser colocada da seguinte forma: Seja um grafo G = (V,  A) onde V é o conjunto 

de nós ( IV I = n) e A é o conjunto de arcos (IA1 = m) , 

Minimize E E c p , ,  sujeito a : 
i=l j=l 

onde a restrição x, E {O, 1) indica se o arco i j  esta no caminho mínimo ou não e 

cij 2 O é o custo para utilizar o arco i j .  

Note que a matriz de restrições do problema do caminho mínimo é uma matriz 

unimodular, o que garante que a solução da  relaxação contínua deste problema é 



uma solução inteira. Logo, este problema poderia ser resolvido por um método do 

tipo Simplex que é eficiente. Contudo, existem métodos ainda mais eficientes para 

solucionar este problema, como o algoritmo de Dijkstra, apresentado a seguir. 

O Algoritmo de Dijkstra 

Considere que c, 2 0. O algoritmo de Dijkstra produz não somente o caminho 

mínimo do nó 1 para o nó m, mas também o caminho mínimo de 1 para todo e 

qualquer nó do grafo. 

procedure D i  jkstra 
- Inicialização: 
- w í = O  e X = l ;  

- Passo principal: 
- Repita - 
- X = V - X ;  
- (P ,  q )  = arg (min(i,-)),(,,K) w: + c,); 
- wq = Wp + cpq; 
- X = X U q ;  
- a t é q u e X = V ;  
end D i  j  kstra; 

Figura B.l: Algoritmo de Dijkstra para obter o caminho mínimo em um grafo. 

No final do algoritmo descrito acima, está disponível, em wi, i = 1, . . . , m os 

caminhos mínimos a partir do nó 1. 



DADOS DOS SISTEMAS DE 

C.l Sistema Equivalente da Região Sul Brasileira 

O sistema equivalente da região Sul brasileira foi, inicialmente, utilizado em [52]. 

Posteriormente, vários trabalhos utilizaram este sistema teste para ilustrar resulta- 

dos, veja por exemplo [12, 58, 40, 39, 27, 28, 25, 26, 24, 38, 55, 57, 64, 65, 66, 63, 691. 

Tabela C.l :  Sistema equiv. da região sul brasileira. 
Dados das barras. 

Barra 

1 
2 
4 
5 
7 
8 
9 
12 
13 
14 
16 
17 
18 
19 
20 
2 1 
22 

Lim.Ger. Carga ----I- 

- 



Tabela C. l :  continuação. 

Tabela C.2: Sistema equiv. da região sul brasileira. 
Dados dos circuitos existentes. 

Reatância 
(% base 100MVA) 

19.97 
20.80 
20.80 
19.80 
21.05 
20.30 

Lim. Transmissão 

(MW) 
200. 
200. 
200. 
200. 
200. 
200. 



Tabela C.2: continuação. 

Circuito 

39-42 
39-42 
44-45 
9-14 
9-14 

13-1 8 
14-26 
24-34 
8-1 3 
14-18 
14-18 
24-33 

1-7 
1-2 
1-2 
4-9 
5-9 
5-8 
7-8 
4-5 
4-5 
2-5 
2-5 

12-14 
12-14 
13-20 
14-22 
22-26 
20-23 
20-23 
23-24 
23-24 
26-27 
26-27 
33-34 
27-36 
36-37 
34-35 
34-35 
37-39 
37-40 
40-42 

Reatância 
(% base IOOMVA) 

20.30 

Lim. Transmissão 



Tabela C.2: continuação. 

Circuito Reat ância 
(% base 100MVA) 

9.07 
9.07 
9.07 
12.06 
3.09 
2.78 
1.95 
2.22 
2.03 
0.78 
0.61 
1.25 
1.25 
1.25 

Lim. Transmissão 
(MW) 

Tabela C.3: Sistema equiv. da região sul brasileira. 
Dados dos circuitos candidatos. 

Circuito 

40-45 
18-20 
27-38 
35-38 
37-42 
39-42 
44-45 
9-14 
13-1 8 
14-26 
24-34 
8-13 
14-18 
24-33 
4-1 1 
1-7 
1-2 
4-9 
5-9 
5-8 
7-8 

Reatância 
(% base 100MVA) 

22.05 
19.97 
20.80 
19.80 
21.05 
20.30 
18.64 
17.56 
18.05 
16.14 
16.47 
13.48 
15.14 
14.48 
22.46 
6.16 
10.65 
9.24 
11.73 
11.32 
10.23 

Lim. Transmissão 

(MW) 
180. 
200. 
200. 
200. 
200. 
200. 
200. 
220. 
220. 
220. 
220. 
240. 
240. 
240. 
240. 
270. 
270. 
270. 
270. 
270. 
270. 

Custo 
(103 usq 

14.00 
12.73 
13.24 
12.63 
13.39 
12.94 
11.93 
11.27 
11.57 
10.41 
10.61 
8.795 
9.805 
9.400 
14.25 
4.350 
7.075 
6.215 
7.730 
7.480 
6.825 

Lim. 
Adições 



Tabela C.3: continuação. 

Reatância 
(% base 100MVA) 

5.66 
3.24 
7.40 
10.73 
8.40 
7.90 
9.32 
7.74 
8.32 
12.65 
9.15 
10.57 
4.91 
2.83 
12.81 
9.32 
9.07 
12.06 
8.82 
3.74 
9.15 
9.98 
5.41 
4.06 
3.39 
3.11 
3.09 
3.25 
3.19 
3.09 
2.78 
2.78 
2.32 
1.95 
2.22 
2.03 
2.03 
2.22 
0.78 
0.61 
0.81 
1.28 

Lim. Transmissão 
( M W  

Custo 
(103 us$) 

4.045 
2.580 
5.105 
7.125 
5.710 
5.410 
6.270 
5.310 
5.660 
8.290 
6.165 
7.025 
3.590 
2.330 
8.390 
6.270 
6.115 
7.935 
5.965 
2.885 
6.165 
6.670 
3.895 

46.700 
39.290 
36.220 
35.960 
37.750 
37.110 
35.960 
32.630 
32.630 
27.520 
23.430 
26.370 
24.320 
24.320 
26.370 
10.510 
8.715 
10.890 
16.010 

Lim. 
Adições 

3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 



Tabela (2.3: continuação. 

Circuito 

21-25 
31-32 
28-31 
28-30 
41-43 
18-1 9 
20-21 
42-43 
15-1 6 
46-1 1 
24-25 
29-30 
40-41 

2-3 
5-6 

9-10 

Reatância 
(% base 100MVA) 

1.74 
0.46 
0.53 
0.58 
1.39 
1.25 
1.25 
1.25 
1.25 
1.25 
1.25 
1.25 
1.25 
1.25 
1.25 
1.25 

Lim. Transmissão Custo 
(103 us$) 

21.120 
7.050 
7.820 
8.330 
17.290 
8.160 
8.160 
8.160 
8.160 
8.160 
8.160 
8.160 
8.160 
8.160 
8.160 
8.160 

C.2 Sistema Equivalente da Região 
Brasileiro 

Lim. 
Adições 

3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 

Sudeste 

O sistema equivalente da região Sudeste brasileiro não foi tão estudado como o 

sistema equivalente do Sul brasileiro mas já conta também com inúmeros trabalhos, 

veja por exemplo: [10, 13, 54, 69, 141. Este sistema foi proposto pela Eletrobrás em 

1987 para estudos de expansão da região Sudeste brasileira para os anos de 1995, 

2000 e 2005. Os dados de geração e carga utilizados correspondem ao ano de 2000 

e estão ilustrados na tabela a seguir. 

Tabela C.4: Sistema equiv. da região sudeste brasileira. 
Dados das barras. 

Nome 

itaipu 
ivaipora 
itaipu 
rosana 
assis 
xavant es 

Lim. Ger. 
( M W  

Carga 

( M W  
0.0 
0.0 

958.0 
0.0 

62.0 
95.0 



Tabela C.4: continuação. 

Barra 

3 9 
40 
4 1 
43 
5 3 
54 
60 

200 
201 
202 
203 
204 
205 
206 
207 
208 
209 
210 
211 
212 
213 
214 
215 
216 
217 
218 
219 
220 
221 
222 
223 
224 
225 
226 
227 
228 
229 
230 
231 
232 
233 
234 

Nome 

jurumirim 
1.n.garcez 
botucatu 
p.primaver 
itabera 
itabera 
botucatu 
sao pau10 
p. primaver 
t aquarucu 
jupia 
capivara 
assis 
a.vermelha 
a.vermelha 
bauru 
s.simao 
botucatu 
itumbiara 
marimbondo 
marimbondo 
p.colombia 
araraquara 
araraquara 
campinas 
campinas 
v.grande 
emborcacao 
pocos 
pocos 
taubate 
estreito 
mascarenha 
jaguara 
jaguara 
c.paulista 
pimenta 
itutinga 
b.h. 
angra 
taubate 
adriano 

Lim. Ger. 

w"') 
185.0 
60.0 
120.0 
0.0 
0.0 
0.0 
0.0 

936.0 
1531.0 
425.0 

4982.0 
544.0 

0.0 
1174.0 

0.0 
234.0 
1429.0 

0.0 
2953.0 
1266.0 

0.0 
279.0 
0.0 
0.0 
0.0 
0.0 

323.0 
1937.0 

0.0 
0.0 
0.0 

939.0 
407.0 

0.0 
531.0 

0.0 
0.0 
0.0 
0.0 

2182.0 
0.0 

1257.0 

Carga 

(MW) 
203.0 
178.0 
633.0 
0.0 
0.0 
0.0 
0.0 

9580.0 
499.0 
45.0 
718.0 
147.0 
134.0 
592.0 

0.0 
391.0 

0.0 
0.0 
0.0 
0.0 
0.0 

216.0 
0.0 

828.0 
0.0 

669.0 
0.0 

372.0 
542.0 
0.0 

1007.0 
0.0 

401.0 
0.0 

398.0 
8.0 

151.0 
0.0 

470. O 
67.0 
0.0 

7423.0 



Tabela C.4: continuação. 

Nome 

barb-jfora 
gafanhoto 
adriano 
campos 
vitoria 
mesquita 
furnas 
n.ponte 
b.h. 
jequitinho 
vitoria 
itumbiara 
bandeirant 
bandeirant 
brasilia 
brasilia 
a.tocantis 
t. sul 
doce 
concha1 
rib.preto 
sta.barb. 
t.sul 
r.preto 
sao paulo 
sao paulo 
sao paulo 
sao paulo 
t .marias 
t.oeste 
t.oeste 

Tabela C.5: Sistema equiv. da região sudeste brasileira. 

Ger.Atua1 

(MW) 

dados dos circuitos existentes. 

Circuito Reat ância Lim. Transmissão 
(% base IOOMVA) 

12-21 2200.0 
12-21 2200.0 
12-21 2200.0 
12-27 0.34 1650.0 

345 

Lim.Ger. 

('"'W) 

Carga 

(MW) 



Tabela C.5: continuação. 

Reat ância 
(% base 100MVA) 

0.34 

Lim. Transmissão 

(MW) 
1650.0 



Tabela C. 5: continuação. 

Circuito 

207-209 
207-212 
208-216 
209-21 1 
209-226 
210-256 
210-256 
211-220 
211-246 
212-213 
212-215 
212-215 
213-214 
214-219 
214-246 
215-217 
215-222 
216-254 
216-256 
217-218 
217-228 
218-221 
219-224 
219-227 
220-242 
220-273 
221-222 
221-224 
221-224 
221-241 
221-241 
222-228 
224-225 
224-227 
224-241 
225-241 
226-227 
226-227 
226-227 
226-231 
226-242 
226-257 

Reat ância 
(% base 100MVA) 

Lim. Transmissão 

Q"'"'') 
1200.0 



Tabela C.5: continuação. 

(% base IOOMVA) 

5.70 
5.70 
1.51 
1.21 
2.55 
2.55 
7.24 
3.29 
2.00 
6.74 
6.21 
6.21 
6.24 
6.24 
2.52 
2.25 
2.25 
2.25 
3.03 
1.72 
1.72 
1.72 
1.11 
2.14 
2.14 
2.17 
3.80 
8.65 
8.65 
7.43 
7.43 
2.24 
2.69 
3.95 
6.81 
2.14 
6.05 
6.05 
5.62 
5.62 
2.14 
2.14 

Lim. Transmissão 

(MW) 
600.0 
600.0 
1200.0 
1200.0 
1350.0 
1350.0 
600.0 
600.0 
600.0 
600.0 
600.0 
600.0 
600.0 
600.0 
1200.0 
400.0 
400.0 
400.0 
1200.0 
1200.0 
1200.0 
1200.0 
900.0 
560.0 
560.0 
600.0 
600.0 
600.0 
600.0 
600.0 
600.0 
1200.0 
1200.0 
600.0 
600.0 
560.0 
600.0 
600.0 
600.0 
600.0 
560.0 
560.0 



Circuito 

249-250 
250-251 
250-251 
255-256 
257-252 
257-252 
260-208 
260-208 
260-208 
260-208 
260-216 
260-223 
260-223 
260-254 
260-256 
261-53 
261-53 
261-53 

262-218 
262-221 
262-221 
262-221 
263-41 

267-272 
272-273 
272-273 

Tabela C.5: continuação. 

Tabela C.6: Sistema equiv. da  região sudeste brasileira. 
Dados dos circuitos candidatos. 

Circuito 

12-21 
12-27 
21-53 
27-200 
37-40 
37-205 
38-39 
38-40 
38-41 t 

Reatância 
(% base 100MVA) 

0.91 

Lim. Transmissão I Custo I Lim. 

(MW) 
2200.0 

(103 US$) 

85.9 

Adições 

3 



Tabela C.6: continuação. 

Circuito 

39-41 
53-54 
54-60 
200-60 

200-217 
200-228 
200-233 
200-260 
200-261 
200-262 
200-263 
201-33 
201-43 

201-202 
201-203 
202-203 
202-204 
202-205 
203-206 
203-208 
203-216 
204-205 
205-208 
205-210 
206-216 
206-255 
207-206 
207-209 
207-212 
208-216 
209-211 
209-212 
209-226 
210-41 
210-60 

210-256 
211-212 
21 1-220 
21 1-246 
21 1-248 
211-250 
212-213 

Reat ância 
(% base 100MVA) 

8.48 
0.34 
0.72 
1.11 
1.47 
2.47 
1.41 
0.02 
0.02 
0.02 
0.02 
0.34 
1.33 
1.85 
5.34 
3.70 
1.34 
3.07 
2.45 
5.12 
6.21 
1.78 
2.30 
3.53 
5.46 
5.32 
1.33 
1.47 
2.10 
1.75 
2.47 
3.15 
5.21 
6.67 
1.33 
1.71 
3.22 
2.16 
2.14 
2.76 
4.79 
2.14 

Lim. Transmissão 

(MW) 
200.0 

Custo 
(103 usq 

7. O 
11.7 
25.8 
39.5 
17.6 
29.6 
16.8 
51.0 
51.0 
51.0 
51.0 
3.6 
6.1 
19.6 
56.8 
39.3 
14.3 
32.7 
26.1 
54.5 
66.1 
18.9 
24.5 
37.5 
58.1 
56.6 
6.1 
17.6 
25.1 
18.6 
29.6 
37.6 
62.3 
3.6 
6.1 
18.2 
38.5 
25.8 
5.0 

33.0 
57.3 
5.0 

Lim. 
Adições 

3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 



Tabela C.6: continuação. 

Reat ância 
(% base 100MVA) 

3.10 

Lim. Transmissão 
(MW) 

Custo 
(103 usq 

37.1 
32.2 
9.7 
5.5 
24.9 
30.8 
31.5 
39.4 
6.1 
28.6 
28.6 
25.7 
5.0 
26.9 
39.0 
15.7 
14.0 
11.0 
17.4 
53.7 
39.4 
5.0 

24.6 
16.8 
44.8 
34.2 
4.1 
3.0 
16.4 
13.1 
4.6 
64.4 
19.4 
82.9 
26.9 
22.7 
18.1 
14.5 
30.4 
28.8 
13.1 
8.0 

Lim. 
Adições 

3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 



Tabela C.6: continuação. 

Circuito 

229-243 
230-237 
230-241 
231-240 
231-243 
231-250 
231-257 
231-273 
232-234 
233-223 
234-237 
234-257 
235-237 
235-238 
235-252 
236-243 
237-238 
238-239 
240-244 
240-245 
240-253 
240-257 
242-273 
243-252 
243-267 
244-245 
245-239 
245-253 
246-247 
246-249 
247-249 
248-247 
248-250 
248-251 
249-250 
250-251 
255-256 
255-259 
257-252 
260-208 
260-216 
260-223 

Reat ância 
(% base 100MVA) 

6.74 
6.21 
6.24 
2.52 
2.25 
9.36 
1.68 
3.03 
1.72 
1.11 
2.14 

70.18 
3.62 
6.74 
2.17 
3.80 
8.65 
7.43 
7.49 
3.75 
2.45 
2.24 
2.69 
3.95 
6.81 
7.49 
2.14 
1.50 
6.05 
10.52 
5.62 
2.14 
1.87 
7.71 
2.14 
2.36 
4.08 
1.33 
2.25 
3.98 
4.92 
2.44 

Lim. Transmissão 

(MW) 
600.0 

Custo 
(103 usq 

26.8 
24.7 
24.8 
33.3 
4.6 

111.9 
22.2 
40.1 
20.6 
6.4 
5.0 
12.6 
12.9 
24.1 
7.7 
15.1 
30.9 
26.5 
89.5 
44.8 
32.4 
29.6 
41.6 
14.1 
27.1 
89.5 
5.0 
17.9 
21.6 
37.5 
20.1 
5.0 
22.4 
92.2 
5.0 
56.7 
43.4 
6.1 
4.6 
42.3 
52.3 
25.9 

Lim. 
Adições 

3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 



Tabela C.6: continuação. 

Circuito Reat ância Lim. Transmissão 

(MW) 
1100.0 
1100.0 
2200.0 
600.0 
600.0 
200.0 
600.0 
400.0 

Custo 
(103 usq 

28.6 
26.8 
86.8 
11.2 
23.5 
16.0 
17.6 
4.6 

Lim. 
Adições 

3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 

Tabela C.7: Sistema equiv. da região sudeste brasileira. 
Conjunto reduzido de circuitos candidatos. 

Circuito 

207-206 
207-209 
210-41 
210-41 
211-246 
216-215 
220-242 
220-242 
220-250 
221-224 
224-227 
224-227 
226-227 
226-242 
226-242 
226-259 
234-237 
244-245 
245-239 
245-253 
249-250 
250-251 
255-259 
255-259 
204-205 
209-211 
214-219 

Reat ância 
(% base 100MVA) 

1.33 
1.47 
6.67 
6.67 
2.14 
1.33 
1.32 
1.32 
4.49 
6.18 
0.75 
0.75 
2.25 
1.47 
1.47 
2.25 
2.14 
7.49 
2.14 
1.50 
2.14 
2.36 
1.33 
1.33 
1.78 
2.47 
1.38 

Lim. Transmissão Custo 



Circuito 

214-246 
248-247 
248-247 
248-250 
37-205 
38-40 
39-41 

Tabela C.7: continuação. 

Reatância I Lim. Transmissão Custo 
(103 usq 

24.9 
5.0 
5.0 
22.4 
3.6 
2.8 
7.0 

(% base 100MVA) 

6.27 
(M'J'.') 
600.0 



Nesta seção vamos apresentar todas as restrições especiais utilizadas nos casos ex- 

emplos. 

A notação utilizada para representar estas restrições é a seguinte: x2-3:1 repre- 

senta o primeiro circuito candidato conectando as barras 2 e 3; x2-3:2 O segundo 

etc. 

D.O.l Caso Equivalente da Região Sul Brasileira 

e Restrições para garantir que se a barra 3, que está isolada da rede inicial e 

é uma barra de passagem (sem carga ou geração), for conectada ao sistema 

interligado esta conexão considera o caminho, da barra 2 para a barra 46: 

0 Idem ao caso anterior mas para a barra 6 e caminho conectando as barras 5 e 

46: 



o Idem ao caso anterior mas para a barra 10 e caminho conectando as barras 9 

e 46: 

o Idem ao caso anterior mas para a barra 29 e caminho conectando as barras 28 

e 30: 

o Idem ao caso anterior mas para a barra 15 e caminho conectando as barras 14 

e 16: 

o Idem ao caso anterior mas para a barra 15 e caminho conectando as barras 14 

e 16: 

o Restrição para garantir que se a conexão da barra I1 for realizada o será por 

um caminho passando por esta barra: 



Idem o caso anterior para a barra 25: 

Idem o caso anterior para a barra 41: 

e Idem o caso anterior para a barra 29: 

D .0.2 Caso Equivalente da Região Sudeste Brasileira 

Nenhuma restrição especial foi considerada neste caso. 




