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Capítulo 1 

Introdução 

Muitos algoritmos, já foram estudados em programação matemática, para solucionar 

problemas com restrições lineares. Como por exemplo, o algoritmo afim escala 

de Dikin para o Problema de Programação Linear(PPL), o qual ele mesmo prova 

convergência em [8] com a hipótese de não degenerescência. Diversas provas de 

convergência foram dadas para este algoritmo no caso degenerado, podemos citar 

a dada por Monteiro, Tsuchiya e Wang [24]. Saigal [27] prova convergência para 

uma generalização do algoritmo de Dikin para o PPL, nos casos não-degenerado e 

degenerado. Algoritmos semelhantes foram estudados para programação convexa e 

quadrática. Podemos citar o algoritmo estudado por Sun [28] , onde é provado a 

convergência sem hipótese de não-degenerescência. 

O ponto crucial é que a prova de convergência dos algoritmos é muito 

mais simples no caso não-degenerado. Isto nos leva a pensar em como se distribuem 

os problemas não-degenerados e degenerados no "Universo dos Problemas", onde 

se entende por "problema" ao par (A, b) tal que A E IRmXn é de posto m, b E IRm 
é não nulo e o conjunto viável ?(A, b) é não vazio, isto é gostaríamos de saber 

qual a relação topologica do conjunto dos problemas não-degenerados no espaço dos 

problemas. Daí vem a motivação para o nosso trabalho o qual está dividido em 

duas partes que podem ser lidas independentementes. 

No capítulo 2 estudamos a "Topologia do Conjunto dos Problemas", en- 

carando o espaço dos problemas de duas maneiras. Na primeira consideramos o 

conjunto dos problemas com a topologia de PXn x R?, onde provamos que o con- 

junto dos problemas não-degenerados é denso no conjunto dos problemas. E é aberto 

e denso no conjunto dos problemas limitados. Na segunda maneira introduzimos a 

"Topologia de Hausdorff" no espaço de problemas e mostramos que nessa topologia 

o conujunto dos problemas não-degenerados é aberto sem a hipótese de limitação. 



No capítulo 3 propomos o algoritmo afim escala potencial estudado por 

Saigal [27] para programação linear, no caso de programação convexa.Utilizamos 

tecnicas de geometria Riemanniana, estudadas por Xavier [6], para determinar a di- 

reção de buasca linear, que é o simétrico do gradiente da função objetivo considerada 

intrisecamente como função definida no interior do conjunto viável. Observamos que 

a direção de busca proposta por Eggermont [9] e por Gonzaga [12] são casos par- 

ticulares da direção que propomos, para determinados valores de um parâmetro r 

(respectivamente r = 1 e r = 2). Obtivemos resultados de convergência semelhantes 

aos obtidos por Iussem [16] para o algoritmo proposto por Eggermont, e aos obtidos 

por Gonzaga [12], para o caso afim escala. A estrutura do algoritmo que estudamos 

é essencialmente a mesma do algoritmo analisado por Iussem [16], porém algumas 

das tecnicas de demonstração de convergência fraca são semelhantes as utilizadas 

por Gonzaga. 



Capítulo 2 

Topologia no Conjunto de 

Problemas 

2.1 Introdução 

A principal motivação para o estudo de "problemas não-degenerados" no contex- 

to de programação matemática, está no fato de que em geral a demonstração de 

convergência de diversos algoritmos é bem mais simples do que para problemas 

degenerados, exemplos clássicos são os algoritmos afim escala para o problema de 

programação linear, ou mesmo no caso do algoritmo afim escala generalizando para 

o P P L  também. 

Mostraremos que o conjunto dos problemas não-degenerados, é denso no 

conjunto dos problemas 7 .  Mostraremos também que que o conjunto dos problemas 

não degenerados e limitados é um aberto em 7, e em particular é aberto e denso 

em L, subconjunto de 7 formado pelos problemas limitados. O que concluímos é 

que os problemas não-degenerados estão por "toda a parte" de 7, e que eles são a 

"maioria" dos problemas de L.  

Vamos também introduzir no conjunto dos problemas a Topologia de 

Hausdoff, e mostrar que nesta topologia o conjunto das problemas não-degenerados 

é aberto, sem a hipotese de limitação. 
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2.2 Problemas Não Degenerados e Problemas De- 

generados 

Consideremos o problema de programação não linear 

minimixar f (x) 

suje i tou A x = b  

x 2 0  

onde A é uma matriz m x n ,  e b E Rm 

A estrutura do conjunto viável de (2.2.1) 

é essencial na análise dos algoritmos desenvolvidos para (2.2.1). A hipótese fun- 

damental que se faz sobre A, é que tenha posto m,  pois caso contrário existiriam 

restrições redundantes. É um fato conhecido, que o conjunto de matrizes de posto rn 

é aberto no conjunto das matrizes m x n. Neste caso o universo que consideraremos 

é o conjunto aberto de RmXn x Rm 

M={(A,b) ;  A t e m p o s t o m e  ~ E R ~ )  

Definição 2.2.1 Chamaremos de problema ao par (A, b) E M, tal que P(A,  b) # 0. 
O conjunto 7 = { (A, b) E M ;  P(A, b) # 0)  será chamado conjunto dos proble- 

mas. O subconjunto de T formado pelos problemas (A, b) tais que existe x > O 

em P(A,  b) será denotado por A. Se P(A,  b) é limitado, diremos que o problema 

(A, b) é limitado. Denotaremos por L o subconjunto de T formado pelos problemas 

limitados. 

Na teoria de pontos interiores, para problemas com restrições lineares os 

algoritmos estudados são para problemas que estão em A. Vamos mostrar agora 

que os problemas que estão em A são a "maioria". 

Teorema 2.2.1 A é aberto e denso em T 

Demonstração: 

Sejam (Á, b) E A e y > O em P(A, 6). Vamos considerar J um subconjun- 

to de índices de 1, . . . , n tal que, a submatriz m x m Ã J  de Á formada pelas colunas 
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com índices em J seja invertível. Tal matriz existe pois o posto de Ã é m. Sem perda 

de generalidade podemos considerar J = { 1,. . . , m ) .  Tome 7 = { 1,. . . , n )  \ J e 

consideraremos da  mesma forma Aj. 

Então podemos escrever Ax = b como 

onde 

Como Ã j  é invertível existe r > O tal que se I I A - A I 15 r temos 

I I A;' I I< ! (ver [19] página 254). Neste caso a função 

onde y j  é dado no ínicio da demonstração é fixo, é contínua. 

Observe que f (A ,  b) = (AJ)- ' (b  - Ã j y í )  = y~ > 0 ,  pois 

Então pela continuidade de f existe uma vizinhança V de (Ã, i) tal que 

f (A,  b )  > O 'd (A, b )  E V .  Temos então que se (A,  b) E V ,  

e também temos 
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Deste modo A é aberto. 

Densidade 

Sejam (Ã, h) E 7, e y > O tal que Áy = h. Tomemos d > O tal que Ád # O. 

Então (A, b + f Ãd) E A V k E N, pois x* = y + 4d > O está em P ( Ã ,  h + iÃd).  E - - 
claramente limk,, (A, b + f Ád) = (Ã, h). 

De acordo com o que vimos acima, questões relativas a abertura e den- 

sidade, de conjuntos de 7, podem ser tratados em A. 

Para o que trataremos a seguir, é importante estabelecer algumas no- 

tações e definições: 

Se J = { j l ,  . . . , jl ), com jl < jz < . < jl é um subconjunto de 

elementos, de { 1,2,  , n ) ,  e x E Rn, denotaremos por XJ o vetor de R', XJ = 

(xj l , .  . . , xjl), onde Xji é a ji-ésima coordenada do vetor x. Feito isto, se 7 = 

{ 1, . . . , n )  \ J, A j  é a submatriz de A formada pelas colunas correspondentes, aos 

elementos de J, e A7 é da mesma forma com relação aos elementos de 7. Podemos 

escrever Ax como A jx + A7x7. 

Definição 2.2.2 U m  elemento v E P(A,  b) é chamado vértice de P(A, b),  se o 

conjunto de vetores, formado pelas colunas de A correspondentes aos Zndices das 

componentes não nulas de v é linearmente independente. 

Da definição vemos que um vértice tem no máximo m coordenadas não 

nulas, visto que posto de A = m. 

Definição 2.2.3 U m  vértice v é dito não-degenerado, se o número de  coordenadas 

não nulas de v é exatamente m. Caso contrário o vértice é dito degenerado. 

Definição 2.2.4 U m  problema (A, b) E T, é dito não-degenerado, se todos os seus 

vértices são não-degenerados. Caso contrário o problema é dito degenerado. 

Vamos denotar por N D  = { (A, b) E 7; (A, b) é não-degenerado), o 

conjunto dos problemas não-degenerados. 

Em seguida vamos dar uma caracterização para N D ,  que faz com que, 

a demonstração de convergência, de diversos algoritmos de pontos interiores sejam 

mais fáceis. 

Em primeiro lugar vamos estabelecer algumas notações: 
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(ATT)rnXn é o conjunto de todos os arranjos do conjunto { 1,. . . , n )  tomados 

rn a rn. 

C,,, é o conjunto de todas as "combinações ordenadas" do conjunto 

{ 1,. . . , n ) ,  tomados rn a rn. No sentido que se J = { jl ,  . . . , j,) perten- 

ce a C,,,, jl < j2 < . . . < jm. 

X é a matriz diag(x), matriz tal que x, = &xi, onde xi é a i-ésima coordenada 

do vetor x. Da mesma forma X T ,  é a matriz tal que xij = & ( x ~ ) ~ .  

N ( A )  é o espaço nulo da matriz A. 

Lema 2.2.1 Sejam A uma matriz rn x n e X = diag(x). Então vale a fórmula 

det ( A X A T )  = E (det A J ) 2 ~ j i  . . . xj, (2.2.2) 
J E  Cn,m 

onde J = { jl, . . . , jm ). Em particular det(AAT) = 
J,cm,,(d.t A,).- 

Demonstração: 

Vamos estabelecer as seguintes notações: 

A = (al . . . a,), ai é a i-ésima coluna de A 

AT = 

w 
[c1 . . . c,] = det (C) ,  onde C = ( c l  . . . c,) 
Feito isto, teremos 

Se denotarmos ai = ( ) teremos e a a = ( A  a . . . Ami ai) 
&i 

Então 
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Aplicando a n linearidade da função determinante e o fato que 

[ajl, . . . , ajm] = O sempre que existirem dois índices ji = j, podemos escrever (2.2.3) 

como 

onde J = {jl , . . . ,  j,). Se J = {jl , . . . ,  j,) com jl < < j, e o é 
- qualquer permutação de J teremos, x,, . . zum - xj, . . . xjm e [a,, , . . . , a,,] = 

(sinal o).[aj,, . . . , ajm] onde sinal o = 1 se o for uma permutação par e -1 se a 

for uma permutação ímpar de J. Podemos então escrever (2.2.4) como 

det ( A x A ~ )  = y, . . . ym [aj, . . . a,]. (C sinalo) AI,, . . . Arnum (2.2.5) 
JE Cn,m u 

De acordo com [14], página 193 [ajl . . . aj,] = ~,(s inalo)Al , ,  . . . A,,, 

Portanto 

det (AxAT) = C (det A J)2xji . . . xjm 
JE Cn,m 

O 

Vamos agora dar uma caracterização dos problemas não-degenerados. 

Para isto vamos definir as funções: 

x H det ( A X A ~ )  = (det A J)2xjl . xjm 
JE Cn,m 

g : T + R  

As propriedades da função fA enunciadas a seguir, decorrem diretamente 

de sua definição: 

(1) f ~ ( x )  > O 'v' x E R?. Segue direto da  fórmula (2.2.2). 
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~ A ( X X )  = XmfA(x), 'd X E R e x E IRn. Segue do mesmo fato. 
- 

Se x tem no máximo m coordenadas não nulas, e J = { j l , .  . . jm ) E 

C,,, contém o conjunto de índices dessas coordenadas, então fA(x) = 

(det A J)'xj1 . . . xj,. Com efeito, se J # 2 está em C,,,, x J tem alguma 

coordenada nula, e o resultado segue direto da fórmula (2.2.2). 

Se x tem no máximo m - 1 coordenadas não nulas então fA(x) = 0. 

Com efeito, se j E C,,, é um conjunto de índices, que contém o con- 

junto de índices de coordenadas não nulas de x, XJ  tem pelo menos uma 

coordenada nula. E o resultado segue de (3). 

Se v é um vértice não degenerado de P(A,  b), fA(v) > O .  Com efeito, se 

j é o conjunto de índices correspondentes às coordenadas não nulas de 

v, segue que det A j  # O,  e por (3) fA(v) = (det Aj)'vj, . . . vj, > O. 

Se v é um vértice degenerado de P(A,  b), fA(v)  = 0. É consequência 

direta de (4), pois v tem no máximo m - 1 coordenadas não nulas. 

Um vértice v é degenerado, se e somente se, fA(v) = 0 .  

Se x > 0 e Y > O f ~ ( x  + y) > f ~ ( x )  + f ~ ( y ) .  Com efeito, (xjl + 
yji) . . . (xj, + yj,) = Xjl  . . . xj, + yjl . . . yj, + 6 j ,  onde 6 j > O. 

Lema 2.2.2 Se ja  {vl , .  . . ,v,) o conjuto de  vértices de P(A,  b). E n t ã o  x E 
r r 

P (A,  b) x = CXivi + d ,  onde  d > O pertence a N(A) ,  Ai 2 O e CXi = 1. 
i=l i= 1 

Demonstração: 

ver [3]. 

Teorema 2.2.2 Caracterização dos Problemas não Degenerados 

(A, b) E 7 é n ã o  degenerado se, e somen te  se, g(A, b) > 0. 

Demonstração: 

Se x E P(A,  b), pelo lema (2.2.2), x = Aivi + d ,  onde vi é vértice 
T 

de P(A,  b), Ai > O, CAI = 1 e d > O está em N(A) .  Pelas propriedades (2) e (8) 
i=l 

temos que 

ou seja 
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r 
O somatório CXy atinge um mínimo p > O no conjunto compacto 

i=l 
"' 

{ ( A ,  . . , A )  ; Ai 2 O e CXi = 1 ). Portanto podemos escrever 
i=l 

f~ (x) > pmin{f~ (vi) ; i = I , . . . , r ), b'x E P (A, b) 

Segue então da definição de ínfimo que 

g (A, b) >. pmin{ fA (vi) ; i = i , . . . , r ). Por outro lado, 

g(A, b) 5 fA(vi), b' i = i , .  . . , r. Considerando então que 

Então g(A, b) = O se, e somente se, min{ fA(vi) ; i = I , .  . . , r ) = 0,  por 

(7) se, e somente se, P(A,  b) tem um vértice degenerado. O 

Corolário 2.2.1 (A, b) é não-degenerado se, e somente se, ( A X  AT)-I existe para 

todo x E ?(A) b). 

Demonstração: 

Com efeito, pelo teorema (2.2.2) (A, b) é não-degenerado se, e somente 

E isto ocorre se, e somente se, ( A X  AT)-I existe para todo x E ?(A, b). O 

O corolário (2.2.1) nos diz que o problema (A, b) é não-degenerado se, e 

somente se, a função (A X AT)-I é contínua em ?(A, b). Este fato é que torna as 

demonstrações de convergência dos algoritmos mais fáceis no caso não-degenerado. 

Teorema 2.2.3 O conjunto N2J dos problemas não degenerados, é denso em 7. 

Demonstração: 

Sejam (Ã, h) E 7, com h # 0. I ( Ã )  = { J E C,,, ; det(ÃJ) # O ), 
v ( A , ~ ) = { J E  l(Ã) ; A ; ' ~ > O } ~ V N D ( Ã , ~ ) = { J E V ( Á , ~ )  ; Ã ; ' ~ > o )  
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Observemos que v(Ã, b), é o conjunto dos índices correspondentes aos 

vértices de P ( Ã ,  h), pois se Ã;'b > O,  v = ('i;') é um vértice de P(Á, b), onde 

0, é o vetor com índices em 7 = { 1,2,  . . . , n )  \ J .  Reciprocamente se v é vértice, 

e { jl < j2 < - < jl ), são os índices correspondentes às coordenadas não nulas 

de v, então { h, j2, . . . , jl } C J, para algum J t I (Á) , visto que as colunas de Ã 
correspondentes a { jl, j2 , .  . . , jl ) são L I. 

Assim Ãv = Ã j v j  i- Á,O~ = b + O < v~ = Áy'b. 

Estabelecido isto, fica claro que V N D  é o conjunto dos índices corres- 

pondentes aos vértices não degenerados. 

Vamos considerar I(Ã) = { J1, J2 , .  . . , J1 }, onde 1 = #I(Ã), e 

2 Jk = (1;) . Definamos 

Jkm 

HJ,, = { x E Rm ; h;kix = O }. HJki é fechado e possui interior vazio, 

pois é um hiperplano em Rm. Desta forma 

U H,,, k E { 1, . . . , 1 ) , i E { 1,2 ,  . . . , m ) é fechado e possui interior 
Jki 

vazio. Portanto W = Rm \ UHJk, é aberto e denso em R". Segue que existe d E W. 
Obviamente se d E W 

h7kid # O V Jni. 

WI = { d  E Rn ; Á h d  > O ) ,  é aberto, portanto Wi n W # 0. Suponhamos 

sem perda de generalidade que Ã;:b > O. Tomemos então d E Wl n W e 6 = 

1 hTki 6 
5 min{ ; hJki b # O }. Com esta escolha Á z  ( h + td ) = Ã;: b + tÃ;:d, não 

Jki 

possui coordenada nula, V t E (0,6], e além disso Á h  ( b + td ) = Á h b  + t Ã h d  > 0. 

Segue que os vértices de ( Á, b + t d ) são todos não-degenerados, e P(Ã, h + t d) # 0. 
Portanto N D  é denso em 7. O 

Teorema 2.2.4 O conjunto dos problemas não degenerados e limitados é aberto em 

Demonstração: 

Seja (Ã, b) não degenerado e limitado. Suponha por absurdo que exista 

uma sequência de problemas degenerados (A" bn) tal que limAn = Á e lim b" i. 
Seja vk um vértice degenerado de (Ak, bk). Então v\ossui no máximo m - 1 
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coodenadas não nulas e Akvk = bk. Existem duas possibilidades para a sequência 

{vk}: 

( I )  {vk} é limitada. Neste caso sem perda de generalidade podemos supor 
que limvk = v, e como vk possui no máximo m - 1 coordenadas não 

nulas, v também tem essa característica. Além disso 

l i m ~ ~ v ~  = lim bk + Ãv = b 

Pela propriedade (4) de fA, fA(v) = O ,  o que implica g(Ã, b) = O. E o 

problema (Ã, b) seria degenerado contrariando a hipótese. 

(2) {vk} é ilimitada. Neste caso podemos supor lim - = d > O. E teremos 
k 

l i m A k x  = lim- =+ Ãd = O =+ (Ã, b) é ilimitado contrariando a 
I IvkII  I Ivkll  

hipótese. 

A limitação no teorema (2.2.4) é necessária como veremos no seguinte 

exemplo: 

Exemplo 2.2.1 Tomemos 

(A, b) é ilimitado e possui um único vértice, que é não-degenerado à saber 

(O 1 0 1)T 

(Ak, bk) possui dois vértices, à saber (k O O degenerado e (O 1 O não dege- 

nerado. Obviamente (Ak, bk) + (A, b). Temos então uma sequência de problemas 

degenerados convergindo para um problema não degenerado. 
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2.3 Topologia de Hausdorff no Conjunto dos Pro- 

blemas 

A topologia Euclideana de um Rp, de certa maneira não é a topologia 

ideal para o espaço dos problemas, no sentido que se (A, b) é um elemento de T e 

A é uma matriz m x m invertível, (AA, Ab) é essencialmente o mesmo problema, 

visto que P (A ,  b) = P(AA, Ab). No entanto podemos escolher A de modo que a 

distância de (A, b) à (AA, Ab) seja tão grande quanto desejarmos, isto é teríamos 

dois problemas que são os "mesmos" a uma distância grande. 

Uma maneira razoável de definir a distância entre dois problemas é 

através da  distância entre seus conjuntos viáveis. Mas isto esbarraria no fato de 

termos conjuntos viáveis ilimitados. Desta forma, a maneira que consideramos ide- 

al para medirmos a distância entre dois problemas é pela distância entre os fechos 

convexos de seus vértices, e a distância entre as compactificações de seus espaços 

nulos. Para tal vamos definir uma classe de equivalência no conjunto dos problemas, 

e em seguida definir uma topologia no espaço quociente. No final do capítulo mos- 

traremos que neste espaço topológico o conjunto dos problemas não degenerados é 

aberto, sem a restrição de limitação. 

Definição 2.3.5 Se jam (A, b) e (Ã, b) dois elementos de A. Diremos que (A, b) w 

(Ã, b), se existe u m a  matriz A m x m invertivel tal que A = AÃ e b = hb. 

É fácil ver que a relação assim definida é uma relação de equivalência. 

Veremos agora algumas proposições que nos dão propriedades desta re- 

lação. 

- - - - 
Proposição 2.3.1 (A, b) w (A, b) se, e somente se, P(A,  b) = P(A,  b). 

Demonstração: 

- - 
Suponhamos que (A, b) w (A, b). Então existe uma matriz A m x m 

invertível tal que 

A =  AÃ e b=Ab, 

se x E P(A,  b), então Ax = b, o que implica k l A x  = A-lb, ou seja 

- - 
De maneira análoga prova-se que se x E P(A,  b) & x E P(A,  b). 
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- - 
Suponhamos agora que P(A,  b) = P(A,  b). Neste caso segue N ( A )  = 

N ( Ã ) ,  pois se O < x, E P(A ,  b) e q E N ( A ) ,  existe 6 > O tal que z, + t q  E 
- 

P(A,  b ) ,  'd t E [ O ,  61, consequentemente b = &, = A(x, + t q) ,  o que im- 

plica Ãq = O. Tomemos então { qm+l, . . . , qn ) como uma base de N ( A ) ,  e 

(c1,. . . , Jm, qm+l,. . . , qn)  uma base de IW". Teremos então que (A&, . . . , Atm) e 
- 

(&, . . . , Acn) são duas bases de IW". Seja A : Rm + Rm a transformação linear 

tal que A(A&) = Ã&. Neste caso a transformação linear AA : Rn + Rm, é tal que 

(AA)& = A(A&) = & e (AA)qj = A(Aqj) = AO = O .  Portanto AA = Ã. Além 

disso, seja x tal que 
- - 

Ax = b e Ax = b. 

então 

AAx = Ab 
- 
Ax = Ab 
- 

b = Ab. 

A proposição (2.3.1) nos garante que um problema limitado só pode ser 

equivalente a um problema limitado. 

Vamos fazer algumas notações para demonstrarmos as proposições se- 

guintes. 

V ( A ,  b)  é o conjunto dos vértices de P(A,  b) .  

C,(K) é o fecho convexo do conjunto K .  

r i (K)  é o interior relativo do conjunto K. 

- - 
Proposição 2.3.2 P(A,  b)  = p(Ã,b) se, e  s o m e n t e  se C,(V(A, b ) )  = C,(V(A, b ) )  

e N ( A )  = N ( Ã ) .  

Demonstração: 

- - 
Suponha que P(A,  b) = P(A,  b ) ,  pela proposição (2.3.1)) existe A in- 

vertível tal que AA = Ã e Ab = b, assim os vértices de P(A,  b)  e p(Ã,b) são os 

mesmos e N ( A )  = N ( Ã )  . 

Suponhamos agora que C,(V(A, b ) )  = C,(V(Ã, 8 ) )  e N ( A )  = N(A). 
Agora pelo lema (2.2.2) 
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onde v E C,(V(A, b)), d > O e Ad = O. E pelas hipóteses juntamente com o lema 
- - 

(2.2.2) se, e somente se, x E P(A,  b). O 

Espaços dos Problemas 

Definição 2.3.6 O espaço dos problemas é o conjunto 

onde (A,b) = {(AA,Ab) ; A E WXm e de tA#O) .  

Se p = (A, b) é um elemento de P ,  diremos que (A, b) é um representante 

de p. O conjunto de vértices de p será o conjunto de vértices de P(A,  b) para algum 

(e portanto para todo) representante de p, e será denotado por V ( @ )  Da mesma 

forma diremos que p é limitado se P(A,  b) for limitado para algum representante de 

B 

Definição 2.3.7 O núcleo unitário de p é o conjunto 

onde (A, b) é um representante de p.  

Claramente a definição acima independe da  escolha do representante de 

P. 

Vamos definir uma topologia em P proveniente de uma métrica. Para 

isso veremos primeiro o que é a métrica de Hausdorff. 

Definição 2.3.8 Seja $(Rn) o conjunto de todos os compactos e não vazios de R". 

Dados Y e Z em $(Rn),o número 

P(Y, 2) = sul, d ( ~ ,  Z), SUP (2, Y) ), 
YEY Z E Z  

é chamado distância de Hausdorfl entre os conjuntos Y e 2. 

Lema 2.3.3 A função p definida acima, define uma métrica em $(IW"). 

Demonstração: 

Ver em [I 71 . 
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Vamos denotar B(Y, r )  = U B(y ,  r ) ,  onde B ( y ,  r )  é a bola aberta de 
YEY 

centro y e raio r na norma euclidiana, como sendo a bola aberta de centro Y e raio 

r .  

Métrica de Hausdorff e m  P 

Definição 2.3.9 Sejam p e em P, o número 

será chamado distância de  Hausdorfl entre p e c. 

Proposição 2.3.3 A função p~ definida acima define uma distância em P. 

Demonstração: 

Sejam p, l e 0 elementos de P. ( A ,  b)  e (Ã, 6) representantes de p e 

respectivamente. 

( i  1 P H ( B , ~ >  = P ( C ~ ( V ( P ) ) ,  co(v(4>> + pW(m),N(~))  = 0 - 
P(Co(V(d),  CO(V(4)) = 0 e PO%),N(.e)) = 0 - 
C o ( V ( A ,  h ) )  = c o ( v ( Ã , b ) )  e N ( p )  = N(E) e Co(V(A ,  h ) )  = 

( V (Ã, b)) e N ( A )  = N ( Ã )  . Pela proposição (2.3.2) se, e somen- 
- - 

te  se, P ( A ,  b)  = P(A,  h ) ,  e pela proposição (2.3.1) se, e somente se, 
- - 

( A ,  b)  - ( A ,  b)  u p = c. 

(ii ) Desigualdade triangular 

(iii ) A simétria e o fato que pH(p, c) > O são imediatos. 

Podemos agora considerar P como um espaço topologico com a topologia 

proveniente da  métrica p ~ .  
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Definição 2.3.10 Um elemento p E P é dito degenerado, se (A ,  b) for um problema 

degenerado para algum representante de  p. Caso contrário p é dito não-degenerado. 

Vamos denotar por DP o conjunto formado pelos elementos degenerados 

de P,  e por N V P  o conujnto formado pelos elementos não-degenerados de P.  

Para demonstração do teorema principal deste capítulo faremos uso do 

seguinte lema. 

Lema 2.3.4 Se p(Y, Z )  < r,  então: 

Demonstração: 

Seja x, E 2, como p(Z, Y )  < r 

max{ sup d(x, Y ) ,  sup d ( y ,  Z )  ) < r. 
2 E Z  YEY 

Logo sup d(x, Y )  < r ,  o que implica d(z,, Y )  < r.  
z E Z  

Y é fechado, portanto existe ?J E Y tal que 1 1  z, - jj / I =  d(z,, Y )  < r ,  

deste modo teremos x, E B(y,  r )  C B(Y,  r ) .  De maneira análoga prova-se que 

Y c B(Z,r ) .  O 

Teorema 2.3.5 N V P  é aberto em P.  

Demonstração: 

Seja p E N V P ,  e suponha que exista uma sequência p' em V P  tal que 

PH(p" p) -+ O .  Sejam (A" 13') representante de pk e (A, b)  representante de p. 

Além disso, pelo lema (2.3.4)) existe um k, tal que k 2 k,  
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De (2.3.1) e (2.3.2), podemos concluir que se wk E Co(V(pk)) então {wk) 

é limitada e d(wk, Co(V(p))) + 0. 

Consideremos então a sequência vk E Co(v(pk)) tal que vk é um vértice 

degenerado de pk. 

Pelo que vimos acima esta sequência é limitada, portanto vamos 

considera-la convergente. vk + ü. 

Ora d(vk, Co(V(p))) + 0, logo ü E Co(V(p)). O fato de vk ser um 
vértice degenerado de pk,  nos diz que vk possui no máximo m - 1 componentes não 

nulas. Segue que ü também possui no máximo m - 1 coordenadas não nulas. 

Pela propriedade (4) da função fA, se (A, b) é um representante de p, 

então fA(ü) = 0 ,  portanto g(A, b) = O, e pelo teorema (2.2.2) p é degenerado, 

contrariando a hipótese. O 

Analisamos a questão da densidade de N D P  em P, até o momento não 

chegamos a uma conclusão. Mas a análise de diversos expemplos nos leva a crer que 

NlW é denso em P. 



Capítulo 3 

Algoritmo Afim Potencial para 

Programação Convexa 

3.1 Introdução 

O objetivo deste capítulo é estudar algoritmos "Afim Escala Potencial", para os 

problemas de programação convexa 

minimizar f (x) 

sujeito a Ax = b 

x > o 

Considerando o problema não-degenerado, f é convexa e de classe C', e P (A,  b) # 0. 
E o problema 

minimizar f (x) 

sujeito a x > O 

onde f é convexa de classe C'. 

Problemas nestes formatos ocorrem com frequência em programação ma- 

temática. 

Algoritmos afim potencial, generalizam o algoritmo proposto e analisado 

por Gonzaga em [12] para (3.1.1). E o algoritmo proposto por Eggermont em [9] 

para (3.1.2), e cuja análise de convergência foi estudada por Iussem em 1161. A gene- 

ralização é no sentido que, as direções de busca propostas por Gonzaga (direção afim 

escala de Dikin), e por Eggermont são casos particulares da direção que propomos, 

para determinados valores de um parâmetro r (respectivamente r = 2 e r = 1). 
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Obtivemos os mesmos resultados que Gonzaga obteve para (3.1.1), e 

Iussem para (3.1.2), com o acréscimo que para (3.1.1) obtivemos convergência fraca. 

O enfoque com o qual analisamos os problemas (3.1.1) e (3.1.2) é diferente 

dos enfoques dados por Gonzaga e Iussem, no sentido que encaramos R?+ como 

uma variedade Riemanniana com métrica G(x) = X-', r > 1 conforme notação 

estabelecida anteriormente. Consideramos M = { x  E R?+ ; Ax = b )  como uma 

subvariedade de R?+ com métrica induzida. Além disso a direção de busca linear 

é o simétrico do gradiente da função f ,  considerada como uma função definida na 

respectiva variedade. 

Algoritmos afim escala potencial já foram estudados por Saigal em [27] 

para Programação linear, onde é mostrado inclusive a convergência para o caso 

degenerado. 

A ligação entre geometria e programação matemática data desde Luem- 

berger [21]. Apartir daí diversos autores como Gabay [ll], Bayer e Lagarias [I], 

Rapsák [26], Xavier e Oliveira [6], Ferreira [10], Udriste [30], entre outros estudaram 

algoritmos com este enfoque. A maioria dos algoritmos analisados pelos autores 

acima se utiliza de busca ao longo de geodésicas. O algoritmo que propomos não 

utiliza busca geodésica, e sim uma busca linear na direção do simétrico do gradiente 

da função f restrita a variedade, sendo portanto mais aplicável. 

Os resultados e notações relativas a geometria utilizados nos parágrafos 

seguintes podem ser encontrados em [5]. 

3.2 O Algoritmo para (3.1.1) 

Vamos considerar M = { x  E R?+ ; Ax = b )  # 0, como sendo uma 

subvariedade de (R?+, X-') com métrica induzida. Consideraremos sempre que o 

posto de A é m e que o problema (3.1.1) é não degenerado. 

O espaço tangente a M é 

T , M = { d € R n ;  A d = 0 )  

para todo x. Portanto denotaremos por T M .  

A projeção em T M  segundo uma métrica G é dada por 

P ~ ( x )  = I - G - ~ ( X ) A ~ ( A G - ~ ( X ) A ~ ) - ~ A  

No caso específico em que G(x) = X-', teremos 

P(X) = I - X ~ A ~  ( A X " A ~ ) - ~ A  
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Portanto teremos o gradiente de f restrito a variedade (M, X-') como 

sendo 

V f " ( x )  = p G ( x )  G-I ( x ) V f  ( x )  (3.2.3) 

ou seja 

Observe que X T V f  ( x )  é o gradiente de f em (IR?+, X - T ) ,  e que para todo d E TM 
tal que 1 1  d l i G =  1 

consequentemente - é a direção de descida máxima de f em x. Ilvf ( X ) I I G  

É um fato óbvio que Vf M ( x )  E T M .  

Se f é convexa, então x* é solução de (3.1.1) se, e somente se, existirem 

y* E IRm, O 5 s* E IRn tais que 

ATy*+s* = V f ( x * )  

Ax* = b  

x* > O  e xfsf = O ,  i = 1 , 2  , . . . ,  n 

Das Condições acima concluímos que: 

~ ( x * )  = Vf (x*)  - A ~ Y ( X * )  

X*s* = o 

Vamos então definir as seguintes funções em M 

Y ( X )  = ( A X ? ' A ~ )  -~Ax~'v  f ( x )  (3.2.7) 

S ( X )  = V f  ( x )  - AT y ( x )  = ( ~ ( x ) )  T ~ f  ( x )  (3.2.8) 

d (x )  = X T s ( x )  = P ( x ) X T V f  ( x )  = V f " ( x )  (3.2.9) 

Pela hipótese de não degenerescência, todas as funções definidas acima, 

podem ser estendidas continuamente para o fecho de M. 

No que segue, usaremos a notação ~ ( v )  para denotar a maior componente 

do vetor v .  
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Algor i tmo 3.1. Dado xo E M ,  P > O e O < 6 < 1 

Repita 

yk = y ( xk )  

sk = s(lçk) 

dk  = d (xk )  

,!L" = ( x i l d k ,  O )  

Em primeiro lugar observemos que xk E M ,  V k E N, com efeito 

se d," < O. Caso contrário 

Logo 1 - t y x y d ;  > O 

Portanto o algoritmo é de pontos interiores. Devemos tomar o parâ 

metro 6 próximo de 1 e o parâmetro ,6 próximo de zero, para que o intervalo de 

busca [ O ,  a" seja o maior possível. 

3.3 Convergência do Algoritmo 3.1 

Neste parágrafo analisaremos a convergência do algoritmo 3.1. Vamos 

considerar sempre que LZo = { x E % ; f ( x )  5 f (x,) ) é limitado. 

Lema 3.3.5 Se jam x E M e d E T M .  Então vale: 

(i ) V f ( ~ ) ~ d  = s ( x ) ~ ~  

(ii ) ~ f ( x ) " d ( x )  = I [  x'/%(x) 

Demonstração:  
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(i 1 
Por(3.2.8), s ( x )  = V f ( x ) - A ~ ~ ( x ) ,  assim 

~ ( x ) ~ d  = vf ( ~ ) ~ d  - ( A T y ( x ) ) T d  

= ~ f ( x ) ~ d  - Y ( x ) ~ A ~  

como d E T M ,  A d = O então 

s ( ~ ) ~ d  = ~f ( ~ ) ~ d  

(ii ) 

Peloitem(i) ,  ~ f ( x ) ~ d ( x )  = ~ ( x ) ~ d ( x )  epor(3.2.9) 
T r ~ f ( x ) ~ d ( x )  = s ( z )  X S ( ~ ) = I I X ' / ~ S ( Z ) ~ ~ ~  

substituindo s (x )  = X-'d(x) 

~ f ( x ) ~ d ( x )  = I I ~ - ' l ~ d ( x ) 1 1 ~  

Lema 3.3.6 A sequência gerada pelo algoritmo satisfaz 

lim x k s k  = O 
k+m 

Demonstração: 

Em primeiro lugar Xk  sX -+ O se, e somente se, xLi2 sk --+ O. Isto 

decorre do fato de Lxo ser limitado, xk E Lxo,  'v' k ,  e de s ( x )  ser contínua no fecho 

de M ,  pela hipótese de não degenerescência. Portanto xk e sk são limitadas. Vamos 

supor agora por absurdo que lim X L ~ ~ ~ ~  # O .  Neste caso existe uma subseqüência 
k-+m 

xkj e t > O tal que 1 1  ~ ~ $ ~ s ~ i  I I >  r. Pela limitação de { xk }, podemos supor sem 

perda de generalidade que xkj -+ ?E E x, e pela hipótese de não degenerescência 
skj + S ( T )  = 3. Tomemos 

L = sup { X ( ~ - l d ( x ) ,  O )  } = sup { X ( ~ ' - l s ( x ) ,  O )  ) 
x E L X ,  x E L X ,  

L é bem definido e finito. Teremos então na seqüência 

Deste modo pela definição da sequência 
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Pela limitação de LXo e da monotocidade de f ( x k ) ,  temos que f (xk jS1)  - f ( x k i )  + O .  

Além disso pelo lema (3.3.5) 

Tomando agora o limite em (3.3.1) temos 

assim 

logo 
r(:, d) 

lim 
a+O Q! 

2 E, 

contrariando a diferenciabilidade de f em ?E 

Corolário 3.3.2 Na seqüência gerada pelo algoritmo vale 

lim dk = O 
k+cc 

Demonstração: 

dk = x i s k ,  que tende a zero pelo lema anterior 

Corolário 3.3.3 lim (xk+l - x k )  = O 
k+m 

Demonstração: 

S I I xk" - xk 1 I = /  tk 1 1 1  dk 1 II< - I I dk 1 1 ,  que tende a zero pelo corolário anterior 
P 

O lema (3.3.5) nos diz que qualquer ponto de acumulação :, da sequência 

{ x k }  satisfaz a complementariedade Xs(?E) = O. Mostraremos agora que se f é 

convexa 2 = s(;) > O e portanto todo ponto de acumulação da  seqüência é solução 

do problema (3.1.1). 

Fixemos então T um ponto de acumulação da sequência gerada pelo al- 

goritmo, e 3 = s(?E). Vamos escrever 
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onde B U N é uma partição do conjunto { 1 ,2 , .  . . , n )  tal que N = {i ; # 0 ). 
Neste caso aN = 0. 

Observemos que se a e são pontos de acumulação da  sequência gerada 

pelo algoritmo, f (T) = f (a), pois f (xk) é convergente. Portanto para que s seja um 

multiplicador ótimo de (3.1.1)) temos que provar que > 0. 

Pelas considerações feitas acima definiremos o conjunto 

Pela limitação de L,,, R é compacto. Observe que os pontos de acumulação da  

sequência, tais que XN = O estão necessariamente em R. Em seguida faremos uma 

"dilatação" de R, e mostraremos que existe uma dilatação de R tal que, se 

possui alguma componente negativa, a seqüência terá ponto de acumulação fora da 

dilatação. O que vai contrariar o corolário (3.3.3). 

Uma y-dilatação de R é o conjunto 

Observemos que se x t a e x 6 Ry, d(x, R) > y 

Figura 3.1: Descrição Pictórica 

Lema 3.3.7 O conjunto R é convexo 



3.3 Convergência do Algoritmo 3.1 26 

Demonstração: 

Sejam u e v em R e t E [ O , 1 ] .  Então 

Pela convexidade de f 

f ( t u +  ( I  - t ) v )  I t f ( u )  + ( 1  - t ) f ( v )  

f ( t u + ( i  - t ) v )  I t f ( : ) + ( i  - t ) f ( z )  = f @ )  

Observe que t u  + (1 - t )v  - Tf está em T M ,  portanto pelo lema (3.3.5) 

- 
S N ( ~ U +  (1 - t ) v  -x ; )N  f &(tu+  (1 - t ) v  - 5 7 ) ~  = O  

pois sB($ = O e ( t u  + (1 - t )v  - ?E)N = 0. 

Usando novamente a convexidade de f teremos 

x)  e portanto R é convexo. Segue então que f ( t  u + ( I  - t ) v )  = f (- O 

Mostraremos agora um resultado de análise convexa que as vezes não se 

encontra na literatura. 

Lema 3.3.8 Seja f : Rn + R convexa d e  classe C' .  Se f é constante no conjunto 

convexo R, então V f  é constante em R. 

Demonstração: 

O teorema é evidentemente verdadeiro, se R possui um único elemento. 

Suponhamos então que R possua mais de um elemento. Observemos os seguintes 

fatos: 

Fato 1 - Se h é uma função convexa de classe C1 e Vh(a )  = 0, então ?E é minimizador 

global de h. 

Fato 2 - Se 7 E ri(R) então V f  T ( ~ ) ( y  - T) = 0 ,  'd y E R. 

Com efeito, seja y E R. Como Z E r i(R),  existe E > O tal que (1 - t)?E + 
t y E M ,  'd t E [ - E ,  11. Definamos 

g( t )  = f ((i - t ) a+  t y )  
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Então g é constante em [ - E ,  11, logo 

em particular para t = O 

V f  T ( T ) ( ~  - :) = O 

Fixemos z E ri (R) .  Seja 

h é convexa e de classe C' e 

V h ( x )  = Vf (x) - V f  (T) 

logo 

Vh(:) = O 

Pelo fato 1, : é minimizador global de h. 

Se y E R, h(y)  = f ( y )  - V f T ( T ) ( ~  -;), e pelo fato 2 h(y)  = f ( y )  = 

f (z) = h("), portanto todo elemento de R é minimizador global de h. 

Logo V h ( y )  = 0, 'd y E R. OU seja, 

Lema 3.3.9 Para todo x E R, s(x)  = 3 = s(;) 

Demonstração: 

S ( X )  = ( I  - A ~ ( A x ' A ~ ) - ~ A x ~ )  vf ( x )  

mas em R, V f ( x )  = V f (T)  = S + A T j J ,  então 

s (x) = ( I  - (AX'A') -'Ax') (3 + A ~ Y )  

Note que x E R implica X N  = O e como = 0, temos que X T s  = O. Logo 

s (x) = 2 + ~ ~ j j  - ( A X ~ A ~ )  - I A X ~ Z  - ( A X ~ A ~ )  - ' A X ~ A ~ ~  

s(x) = 3 + ATv - ATv 

s(x)  = 3 
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Mostraremos agora a existência de uma dilatação R6 de R, onde o sinal 

de di (x) é o mesmo de si, se i E N .  Seja então 

Lema 3.3.10 Existe 6 > O tal que para todo x E R6 vale: 

(i ) II S(X) - 2 11.5 6' 

(ii ) S e  XN > O, então si(x)& > O e di(x)zi > O, V i E N 

Demonstração: 

(i ) Como o problema é não-degenerado s(x) é uniformemente contínua no 
compacto RI,  portanto existe 6 > O tal que se x e y estão em RI com 

I I~-yI1<6 ,en tãoI I s (x) - s (y)  I1<0. L o g o s e x E R s , e x i s t e y € R c o m  

1 1  x - y I ]<  6, conseqüentemente 1 1  s(x) - S(Y) 115 6' como s é constante 

em R s (y) = s (3) = S. OU seja, 

(ii ) Se i E N, pelo item anterior I si(x) - s; I<[  1 s(x) - 3 I I< !j min{ I S; I } < 
3 E N  

f I q 1 ,  isto significa que s i (x)q  > O. Como di(x) = x:si(x), segue que 

Mostraremos agora que > O. Para isso provaremos que os pontos 

de acumulação da  sequência que não estão em R estão fora de Veremos em 

seguida que se alguma componente de SN for negativa a seqüência possui ponto de 

acumulação em R e ponto de acumulação fora de Este fato irá de encontro com 

o lema (3.3.3). 

Lema 3.3.11 Seja 5 ponto de acumulação { xk 1). Então 5 E R o u  5 $ Rs 

Demonstração: 

Suponha que exista um ponto de acumulação 5 de {xk } tal que 5 E Rs, 

5 6 R, e S = ~ ( 2 ) .  Pela convergência de f (x", temos f (a) = f (?E), como 5 6 R, 

existe i E N tal que Ir;i > O. Pelo lema anterior Si& > O o que implica S # 0. 

Portanto &Si # 0, contrariando a complementariedade. O 
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Lema 3.3.12 S e  3 = s(%) possui u m a  componente negativa, então { xk ) possui u m  

ponto de acumulação 2 $! 06. 

Demonstração: 

Em primeiro lugar observe que, se todos os pontos de acumulação da 

sequência estão em R6, pelo lema (3.3.11) eles estariam em R, que está contido no 

interior relativo de R6. Portanto a seqüência inteira estaria contida em a partir 

de um determinado k,. Vamos assumir então que exista i E N tal que (=)i < 0, 

e que todo ponto de acumulação de { x" esteja em e portanto em R. Então 

se k 2 k ,  teríamos xk E Rd e s(xk)i& > O O que implica (s(xk))i < O e pelo lema 

(3.3.10) (dk)i < O, e neste caso 

e portanto a seqüência x! seria crescente, contrariando o fato que lim inf xf = 0. O 

Lema 3.3.13 > O 

Demonstração: 

Sabemos que sB = 0, suponhamos que exista i E N, tal que (=)i < 0. 

Vamos mostrar neste caso que existe uma subseqüência {xkj  ) de {xk ), tal que 

xki --+ ü E E e xkj+' ---+ 4 Rs. O que vai contrariar o corolário (3.3.3). 

Pelo lema (3.3.12), se existe i E N tal que < O a sequência { x k )  

possui ponto de acumulação fora de R6 e ponto de acumulação Z em R. Logo existe 

uma subsequência {xki ) tal que xki € ERs e xkjt' 4 R6, visto que a6 é fechado. 

Podemos supor essas seqüências convergentes. Pelo lema (3.3.11), xkj  -+ u E R 

e xkj+l + v 6 ri(Rs). Isto implica que lim I  I  xki" - xkj 1 1 -  > d contrariando o 
k t m  

corolário (3.3.3). O 

Teorema 3.3.6 Seja { xk } a sequência gerada pelo algoritmo(3. i). Se  Lz0 é limi- 

tado, então vale: 

(i ) Todo ponto de acumulação de { xk } é solução do problema (3.1.1) 

(ii ) lim (xk+l - xk) = O 
k t m  

Demonstração: 

A prova de (i) é conseqüência dos lemas (3.3.6) e (3.3.13). A prova de 

(ii) é o corolário (3.3.3). O 
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3.4 O Algoritmo para (3.1.2) 

O algoritmo para (3.1.2), tem essencialmente a mesma estrutura do al- 

goritmo para (3.1.1). Apenas não precisaremos definir a função y ( x )  de (3.2.8). E 
as funções s ( x )  e d ( x )  tomam a forma 

Observe que M = (R:+,X-T) então T,M = Rn. E v f M ( x )  = X T V f  ( x ) .  

Algoritmo 3.2. DadoxO E M, ,8 > O e O < 6 < 1 

Repita 

O algoritmo 3.2 tem a mesma estrutura do algoritmo 3.1, sendo até mais 

simples. Todas as provas feitas para a convergência do algoritmo 3.1, são facilmente 

adaptáveis para o algoritmo 3.2. Valendo assim os mesmos resultados. 
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