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Esta tese introduz uma heurística Lagrangeana para o problema da 

Árvore Geradora Capacitada de Custo Mínimo. A heurística é inicializada 

por um algoritmo guloso construtivo e é complernentada por uma estratégia 

de busca local. A heurística opera dentro de um ambiente Lagrangeano onde 

limites duais (inferiores) são gerados por um algoritmo do tipo Relax and Cut. 

Nesse procedimento, limites duais são utilizados para modificar os custos de 

entrada cla heurística gulosa. Testes para fixação de variáveis, utilizanclo 

limites primais e duais, foram desenvolvidos e se mostraram bastante efe- 

t i vk  quando a distância entre os limitantes não era muito grande. Através 

desse procedimento conseguimos provar a otimalidade de uma instância a 

muito em aberta. Testes computacionais foram realizados e indicaram que 

os nossos resultados melhoraram, sensivelmente, os limites inferiores para 

uma determinada classe de instâncias da literatura. Os limites superiores 

obtidos parecem depender fortemente da qualidade dos limites inferiores que 

Ihes servem de entrada, e são dominados apenas por uma rnetaheurística 

recentemente proposta. 
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A Lagrangian based heuristic for the Capacitated Minimum Spanning 

Tree Problem is introduced in this thesis. The heuristic is initialized with 

a greedy construction phase which is complemented with local search. The 

proposed heuristc operates from whithin a Lagrangian framework where dual 

(lower) bounds are obtained through a Relax and Cut procedure. In this 

scheme, dual bounds are used to modify input data for the greedy heuristic. 

Tests for fixing out suboptimal variables were developed and proved effective 

when duality gaps are small. In this way, optimality of a long standing open 

instance was proved. Computational tests indicated that our lower bounds 

significantly improved upon the best known bounds for a class of instances 

from the literature. Our upper bounds appear to be strongly correlated with 

the lower bounds used to  generate them and are only dominated by upper 

bounds obtained by a recently proposed rnetaheuristic. 
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Seja G = (V, E) um grafo não-direcionado, onde V = {vi : i E I )  é um 

conjunto de nós indexados por I = {1,2,3, ..., n) e E = { e  = [vi, vj], i ,  j E 

I ,  i < j )  é um conjunto de arestas. O nó v1 é denominado n ó  central ou 

raiz e V = V \ {vl) é um conjunto de nós terminais indexados por 7 = 

I \ {I). Seja c, o custo associado a cada aresta e E E e q,: > O,  i E !, 
o peso ou demanda associado a cada terminal. Dada uma árvore geradora 

T = (V, E'), E' c E, de G, considere as componentes distintas obtidas 

ao se remover de T o nó central VI.  Cada uma dessas componentes define, 

necessariamente, uma árvore ou um nó isolado. Quando a soma dos pesos 

dos nós de cada componente não exceder Q, a árvore geradora T define uma 

solução viável para o Problema da  Árvore Geradora Capacidada de Custo 

Mínimo (PAGCM). O custo dessa solução será igual à soma dos custos de 

suas arestas, isto é, C,,,I c,. Quando nenhuma outra soliição viável para o 

PAGCM tiver custo inferior, T irá definir, obviamente, uma solução ótima 

para o problema. 

Na literatura, é feita uma distinção entre o caso em que todas as de- 

mandas são idênticas (caso homogêneo), e aquele onde as demandas podem 

diferir (caso heterogêneo). Geralmente, o problema é chamado de PAGCM 

apenas no primeiro caso. Note que o PAGCM com demandas idênticas pode 

sempre ser reduzido, sem perda de generalidade, a outro em que as demandas 

são unitárias. Dessa forma, assumiremos que em um PAGCM com deman- 



das idênticas, tais demandas possuem valor 1. Nesse caso, podemos melhor 

descrevé-lo como sendo o problema de encontrar uma Árvore Geradora de 

Custo Mínimo com raiz em vi onde cada, subárvore incidente à raiz con- 

tenha no máximo Q nós. Nesse trabalho, denominamos Problema da Árvore 

Geradora Capacitada de Custo Mínimo tanto o caso envolvendo demandas 

idênticas quanto aquele em que as demandas são heterogêneas. 

O PAGCM aparece em muitas aplicações relacionadas ao projeto de re- 

des elétricas e de telecomunicações [29]. Em particular, um problema funda- 

mental no projeto de topologias de redes de telecomunicações que podemos 

modelar como um PAGCM é o de projetar uma rede de computadores cen- 

tralizada. Sejam dados um computador (processador) central, um conjunto 

de terminais remotos com demandas específicas (que representam o tráfego 

que deve fluir entre o computador central e cada terminal), e todas as ligações 

possíveis entre pares de terminais e entre os terminais e o computador cen- 

tral. Nessa aplicação, os custos associados às ligações possíveis são todos 

não-negativos e o objetivo é encontrar uma topologia de custo mínimo para 

fazer as conexões necessárias entre os terminais e o computador central. Em 

tal topologia, o tráfego máximo em cada ligação não deve exceder a capaci- 

dade de cada porta do computador central (isto é, uma ligação direta do 

computador a um terminal) e o custo total (somatório dos custos de todas 

as ligações utilizadas) deve ser minimizado. Gavish [31] descreve, detalhada- 

mente, todo o contexto em que o PAGCM aparece no projeto de topologias 

de rede de telecomunicações. 

É importante ressaltar também que limites inferiores para o PAGCM 

levam a limites inferiores para o Problema de Roteainento de Veículos Ca- 

pacitado (PRVC) [69, 711, um dos problemas mais estudados em Otimização 

Combinatória. Em particular, um algoritmo Lagrangeano para o PRV foi 

proposto por Martinhon et al. [57], no mesmo estilo daquele aqui utilizado. 

Papadimitriou [59] demonstrou que o PAGCM é NP-Árduo qiiando 

qi = 1, Vi E 7, e 2 < Q < n/2. Um grande número de heurísticas foi 



proposto para o problema, sendo Esau-Williams [23] a mais conhecida de- 

las (veja Ainberg e t  al. [9] e Gavish [31] para uma revisão das l-ieurísticas 

propostas para o problema até o momento). Recentemente, foram também 

propostas algumas abordagens utilizando metaheurísticas para obter limites 

superiores para o PAGCh4 (veja Amberg e t  al. [9], Sharaiha e t  al. [64], 

Patterson e t  al. [60], Ahuja e t  al. [8, 51, Souza e t  al. [65]). Essas abor- 

dagens conseguiram melhorar sensivelmente os limites superiores conhecidos 

para quase todas as instâncias da literatura 1141. Dentre esses trabalhos, 

vale destacar especialmente, aqueles de Ahuja e t  al. [8, 51, que igualaram ou 

melhoraram os limites superiores para todas as instâncias testadas. Esse fato 

é ainda mais evidente para instâncias com demandas heterogêneas (melhoria 

em quase todas as instâncias consideradas). 

Alguns métodos exatos e/ou esquemas para obtenção de limites inferi- 

ores para o PAGCM foram propostos na literatura. Em geral, os algoritmos 

exatos conseguem provar a otimalidade de instâncias com até 50 nós. Gou- 

veia e Martins 1391 apresentam um apanhado geral sobre a maioria desses 

métodos, incluindo os trabalhos de Gavish [28, 29, 301, os algoritmos exa- 

tos propostos por Chandy e Lo [17], Malik e Yu [55] e Toth e Vigo [69] 

(neste, o número de subárvores é fixado através de uma restrição adicional 

e somente instâncias com demandas heterogêneas são tratadas), o esquema 

Lagrangeano utilizado em Gouveia [35] e o método de planos-de-corte pro- 

posto por Hall [42]. Além desses, podemos citar ainda os métodos baseados 

em planos-de-corte de Gouveia e Martins [39, 401. É importante ressaltar 

que com o resultado dos trabalhos de Hall [42] e Gouveia e Martins [39, 401, 

muitos dos limites superiores em Amberg e t  al. [9] e Ahuja et al. [8] tiveram 

sua otimalidade provada (isso vale apenas para instâncias com demandas 

idênticas), como será melhor detalhado posteriormente. 

Neste trabalho, propomos uma Heurística Lagrangeana para o PAGCM. 

Na apresentação dos algoritmos, não utilizamos nenhuma estrutura de dados 

particular que não seja comum na literatura. Assim, evitamos comentários 

acerca das estruturas de dados utilizadas. Porém, vale enfatizar que o uso 



de uma estrutura de dados eficiente foi crucial para o bom desempenho de 

nossos algoritmos, 

No segundo capítulo, apresentamos uma formulação multifluxos para o 

PAGCM juntamente com algumas desigualdades válidas para o problema. 

No terceiro capítulo, é feito um histórico dos algoritmos Relax and Cut e são 

também tratadas questões relativas às suas implementações. O algoritino 

Relax and Cut que propomos para o PAGCM é descrito nesse capítulo. Ainda 

no terceito capítulo, apresentainos algumas formas de reduzir o tamanho da 

entrada de instâncias para o PAGCM. 

No quarto capítulo, apresentamos a heurística Esau-Williams [23]. No 

quinto, fazemos uma revisão das principais vizinhanças de busca propostas 

na literatura (algumas delas foram utilizadas em nosso trabalho). O sexto 

capítulo mostra algumas das principais nietaheurísticas para o problema. 

No sétimo capítulo, descrevemos algumas heuiísticas Lagrangeanas que 

implementamos, porém, nosso estudo está focado em apenas uma delas. No 

oitavo capítulo, confrontamos os nossos resultados computacionais com os 

melhores resultados da literatura. E, por fim, no nono capítulo, fazemos um 

resumo de nossos resultados e apresentamos sugestões de trabalhos futuros. 



Nesse capítulo, apresentaremos uma formulação multifluxos para o PAGCWI 

e algumas desigualdades válidas para o problema. 

Optamos por uma formulação multifluxos para o PAGCM porque tal 

formulação tende a ser mais (yorte" que as formulações monofluxo exis- 

tentes para o problema. Essa afirmação se aplica quando ambos os tipos 

de formulações não são reforçadas por desigualdades válidas (veja Rardin e 

Choe [62] e Magnanti e Wolsey [54]). Uma razão adicional é o fato de nossa 

proposta de tra.ballio ser centrada no uso de Relaxação Lagrangeana (veja 

Beasley [12]) o que não impõe limitações severas de memória diante do uso de 

formulações multifluxos (ao contrário, por exemplo, de Programação Linear). 

Existem diversas formas de gerar formulações inultifluxos. Aquela que 

utilizaremos aqui foi inspirada em uma formulação proposta por I\/Iaculan 

[52] para o problema da  arborescência de custo mínimo. Formulações nessa 

mesma linha foram propostas por Beasley [13], Maculan [53] e Wong [70] 

para o Problema de Steiner em Grafos. Tais formulações foram adaptadas 

por Gouveia [37] para um Problema de Steiner diante de restrições adicionais 

e por Gouveia L361 para um problema da Árvore Geradora de Custo Mínimo 



diante de restrições adicionais. Antes de apresentarmos a formulação aqui 

utilizada, devemos, no entanto, reformular o PAGCM em um grafo dire- 

cionado. 

Um grafo direcionado D = (V, A), onde A é o conjunto de arcos, pode ser 

obtido do grafo original não-direcionado G = (V, E), através da substituição 

de cada aresta e = [vi, vj] E E por dois arcos (vi, vj) e (vj, vi), de mesmo 

custo dij = dji = c,. Além disso, assumimos que eni qualquer solução viável 

não existem arcos entrando no nó central vl, ou seja, substituimos cada 

aresta [vi, vi], Vi E 7, somente por um arco (v,, vi). É importante ressaltar 

que apesar de termos direcionado a formulação, não vamos tratar instâncias 

direcionadas do PAGCM neste trabalho. 

.I ação 

Dado o grafo direcionado D = (V, A) e custos {d, : (vi,vj) E A), seja 

qi > O,  a demanda associada ao nó vi, i E 7 e Q, a capacidade imposta a 

toda arborescêiicia que emana cle VI .  Associe a cada arco (vi, vj) E A, uma 

variável de fluxo, $, k E 7, para indicar se o fluxo do tipo (endereçado ao 

nó) k pelo nó central vl irá passar pelo arco (vi, vj) ou não. Introduza, ainda, 

uma variável de decisão x, representando a presença ou não do arco (vi, vj) 

na solução do problema. Uma formulação multifluxos para o PAGCM pode 

então ser dada por: 



sujeito a: 

onde as restrições (2.2) asseguram que cada nó vi, i E f ,  deverá ter exata- 

mente um arco de entrada na solução. As restrições (2.3) garatem a con- 

servação de fluxo para os nós de passagem. As desigualdades (2.4) impõem 

que uma unidade de fluxo do tipo k só passará pelo arco (vi, vj), se o arco 

(vi, v,) estiver na solução, ou seja, z$ = 1 somente  se a@ = 1. O conjunto de 

restrições (2.2), (2.3), (2.4), (2.6) e (2.7) assegura que existirá um caminho 

do nó central v1 até cada um dos outros nós. Diante de custos não-negativos 

é fácil mostrar que as variáveis x,, V(vi, vj) E A, vão induzir a formação 

de uma arborescência geradora de V .  As restrições (2.5) impõem que em 

cada arco, dessa arborescência, não passará uma quantidade de fluxo maior 

do que a capacidade previamente estabelecida, Q. E, por fim, isoladamente, 

(2.6) estabelece a não negatividade das variáveis de fluxo e (2.7) estabelece 

a integralidade das variáveis de decisão. 

O número de variáveis inteiras (binárias) na formulação (2.1)-(2.7) é da 

ordem de O(n2),  o número de variáveis contínuas é da ordem O(n3) e o 

número de restrições é da ordem O(n3). Isso torna a formulação, quando 

utilizada diretamente (isto é, sem um tratamento mais elaborado), pratica- 



niente intratável para resolver instâncias de médio e grande portes. Para 

contornar essa restrição, utlizaremos, a exemplo de Beasley [13], Relaxação 

Lagrangeana. Nesse sentido, iremos dualizar, Lagrangeanainente, algumas 

das restrições em (2.1)-(2.7). Esse esquema será melhor detalhado no próximo 

capítulo. Na seção que se segue, apresentaremos algumas desigualdades 

válidas para o PAGCM que visam tornar (2.1)-(2.7) mais (yo~rte ". 

Apresentaremos agora, algumas desigualdades válidas, propostas na litera- 

tura, para o PAGNIC. Posteriormente, quando apresentarmos os resultados 

coinputacioiiais obtidos, detalharemos o impacto da inclusão de tais desigual- 

dades na formulação (2.1)- (2.7). 

esigualdades para Limitaqã~ de Fluxo nos 
CQS ( 

As desigualdades abaixo foram propostas em Gavish [28]. Elas são uma 

forma de tornar as desigualdades (2.5) mais (yortes". Assumindo-se que 

ql = 0, temos: 

Para provarmos a validade de (2.8) considere os seguintes casos: 

: Se (vi = vl), a quantidade máxima de fluxo que pode entrar no nó 

vj é igual a Q. Isso é claramente válido, uma vez que vi é o nó central e 

possui uma demanda igual a zero. Nesse caso, (2.8) é idêntica a (2.5). 

Caso 2: Se (vi # vl) , o fluxo no arco (vi, vj) , vi, vj E V não pode ser superior 

a (Q - qi), pois a demanda qi do nó vi já teria sido satisfeita. Note que 



a existência de um fluxo superior a (Q - qi) em (vi, vj) E A implicaria 

na existência de um arco chegando a vi com um fluxo superior a Q ,  

acarretando, assim, inviabilidade. 

Da mesma forma que as desigualdades (2.8) podem ser entendidas como 

uma generalização de (2.5), as desigualdades a serem apresentadas a seguir 

podem ser entendidas como uma generalização de (2.8). Essas desigualdades 

foram propostas em [38] para uma variação do PAGCM que impõe além 

do custo dij de cada arco (vi, vj), um custo para cada unidade de fluxo 

enviada através do arco (vi, v j )  Em [38], elas foram utilizadas tanto em 

uma forinulação monofluxo como em uma formulação multifluxos que, aliás, 

é bastante similar a que aqui utilizamos. As desigualdades são descritas por: 

O objetivo dessa família de desigualdades é limitar, ainda mais, a quan- 

tidade de fluxo capaz de passar através de um arco (vi,vj) t A, i, j ,  E 7. 

Elas se baseiam na possibilidade de um arco diferente de (vl, vi) incidir em 

vi numa solução viável do problema ou ainda na possibilidade de um outro 

arco, partindo de vi e diferente de (vi, vj), existir nessa solução. 

Para mostrarmos a validade de (2.9), note que Xip + xpi 5 1, 'v' vi, vp E V ,  
i # p, e considere os seguintes casos: 

Caso 1 : Se (xij = 1) e (x, = 1 ou xpi = I),  então (2.9) implica em 

ztqk 5 (Q - qi - qp), que é claramente válido para a topologia 
v k ~ T  
implícita nessa situação; 

Caso 2: Se (x, = 1) e (x, = xpi = O ) ,  então 



G q k  < (Q - qi - qp) + qp, O que nos leva a 
b ' k ~ l  

z$qk < (Q - qi), que também é válido; 
V ~ E T  

Caso 3: E por fim, se (xij = O) ,  então z& = O, V k  E 1, (2.4). Isso faz 

com que o lado esquerdo de (2.9) fique nulo (O).  Com isso, temos dois 

subcasos: 

3.1: Se (x, = xpi = O) ,  então o lado direito da restrição fica igual a qp 

que é maior do que zero e portanto válido. 

3.2: Se (xip = 1 ou xpi = I ) ,  o lado direito da restrição fica igual a O 

que também é válido. ia 

De forma a retratar, de maneira clara, as desigualdades (2.9) como uma 

forma mais "forte" (isto é, um Zifling de (2,8)) das desigualdades (2.8), pode- 

mos reescrevê-las como: 

esigualdades Generaliza as de Eliminação de 
Subrotas 

Considere agora, as desigualdades válidas iiitroduzidas por Laporte e Nobert 

[49] para o Problema de Roteainento de Veículos 1571. Essas desigualdades 

são denominadas Desigualdades Generalizadas de Eliminação de Subrotas 

(D GES's) : 



onde A(S) define o conjunto dos arcos com ambas as extremidades definidas 

por nós em S e d(S) = 

vi €5' 

Araque et al. [ll] estabeleceram que as DGES's definem facetas do 

poliedro (isto é, a envoltória convexa das soluções viáveis para o problema) da  

Árvore Geradora Capacidada (AGC) não direcionado, se I S I não é múltiplo 

de Q. Posteriormente, Zliang [72] estabeleceu o mesmo resultado para o caso 

direcionado. Vale frisar que esses resultados são válidos somente para o caso 

em que todas as demandas são idênticas. 

É importante ressaltar ainda que quando as demandas são heterogêneas, 

o valor de d(S), da forina como foi descrito acima, representa uni limite 

inferior para o número de subárvores viáveis necessárias para acomodar os 

nós (terminais) em S. Nesse caso, o melhor limite inferior possível para d(S) 

é dado pelo valor de uma solução ótima para o Problema de BinPacking 

(PBP) [56] definido pelos ilós/itens {vi E S) de pesos {qi : vi E S) e por bins 

de capacidade Q. Porém, para evitarmos o esforço computacional de resolver 

exatamente esse problema NP-Árduo e baseando-se na experiência de Hall 

[42] ("quase sempre, d(S) calculado de forma relaxada foi igual ao valor ótimo 

da resolução de um PBP para o conjunto. S"), optamos por computar d(S) 

da forina relaxada. 

As DGES's têm sido bastante utilizadas na modelagem de Problemas de 

Projeto de Topologias de Redes [28, 301 e do Problema de Roteamento de 

Veículos [57]. Isso deve-se ao fato delas se mostrarem, quase sempre, capazes 

de reduzir consideravelmente os "gaps" de dualidade existentes (veja Hall 



Nesse capítulo, apresentaremos um histórico e os principais aspectos rela- 

cionados a implementação cle Algoritinos Relax and Cut. R/Iostraremos, 

ainda, o esquema Lagrangeano que utilizamos, um procedimento para sepa- 

ração de DGES's violadas e o Algoritmo Relax and Cut que implementamos 

para o PAGCM. E, por fim, apresentaremos alguns procedimentos para re- 

duzir o "tamanho da entrada" de instâncias do probleina. 

Assuina que uma formulação (0-1 binária, por siinplificação) de um problema 

de Otimização Combinatória NP-Árduo é dada. Considere ainda, que um 

número exponencial de desigualdades podem ser incluídas nessa formulação. 

Ta1 formulação, pode ser descrita genericamente como 

rniil{cTx : An: > õ, n: E x), ( 3 4  

onde x E Bm é uin vetor de variáveis, cT E IRm, b E RP, A E RPXm e, 

finalmente, X C Bm é uma região viável associada ao problema. Assuma 

ainda, como é comum em Relaxação Lagrangeana, que 



é um problema de fácil (tempo poliiloinial) resolução. Por outro lado, assuma, 

o que não é muito comum ein Relaxação Lagrailgesna, que p é exponeilcial 

ein m. Sem nos importarmos com esse fato, dualizemos 

de forma Lagrangeana com XT R?; sendo o vetor correspondente dos mul- 

tiplicadores de Lagrange. A Otimização por Subgradientes (OS) pode ser 

utilizada, a princípio, para resolver 

inax(min{(cT - XTA)z + XTb : x E X)) 
XT>O 

e obter o melhor limite dual possível neste caso. A otimização é coniuinente 

conduzida aqui de forina iterativa com os inultiplicadores sendo conveninen- 

temente atualizados de forma que se possa convergir para o valor ótimo de 

(3.4). Para uma melhor compreensão, faremos aqui, uma breve revisão do 

Método do Subgradiente (MS) [43] que utilizaremos na  implementação do 

nosso Algoritmo Relax and Cut para o PAGCM. Maiores detalhes sobre o 

MS podem ser encontrados ein Beasley [12]. 

Em uina certa iteração do MS, para um dado conjunto de inultiplicadores 

de Lagrange X T  2 0, seja ?E uina solução ótima para 

min{(cT - X ~ A ) X  + XTb : x E X). (3.5) 

Denote por O valor correspondente dessa solução, e por z,b um limite 

superior conhecido para (3.1). Adicionalmente, seja g E RP , os subgradientes 



associados as restrições relaxadas. Dada uma solução ótima Z para (3.5), os 

subgradientes g associados à 2 são definidos por 

Na literatura (veja [26]) os inultiplicadores de Lagrange são costumeirainente 

atualizados através da determinação inicial de um "tainanlio de passo" 0 

onde a é um número real que assume valores no intervalo (0,2]. Após a 

obtenção de 0, seguimos computando 

e passamos para a iteração seguinte do M$. 

Se levarmos em consideração as condições que foram impostas inicial- 

mente (em particular que p é exponencial em m), a impleinentação das 

fórmulas (3.6)-(3.8) pode não ser tão simples quanto parece. A razão disso 

é o (potencialmente enorme) número de desigualdades que, muito provavel- 

mente, teriam que ser dualizadas. 

As desigualdades em (3.3), em qualquer iteração do MS, podem sei dividi- 

das em três grupos. O primeiro grupo é o das desigualdades que são violadas 

por :. O segundo é o das desigualdades que possuem multiplicadores não nu- 

los associados à elas na iteração corrente. ,Note que uma desigualdade pode 

fazer parte, simultaneainente, dos dois grupos acima mencionados. E por 



último, o terceiro grupo consiste das desigualdades remanescentes (desigual- 

dades satisfeitas com multiplicadores nulos). Vale enfatizar que o cálculo 

dos subgradientes das desigualdades do terceiro grupo, pode acarretar um 

enorme esforço computacional. 

Devemos verificar que de acordo com a classificação proposta acima, as 

desigualdades podem mudar de grupos de uma iteração para outra do MS. 

E mais, os multiplicadores que podem contribuir diretamente para os custos 

Lagrangeanos (cT - ATA), em qualquer iteração do NIS, são somente aqueles 

associados às desigualdades pertencentes ao primeiro e segundo grupos. Essas 

desigualdades serão denominadas, desigualdades ativas. Alternativainente, 

denominaremos as desigualdades do terceiro grupo como desigualdades ina- 

tivas. É importante frisar ainda que, de acordo com (3.8), os multiplicadores 

associados às desigualdades pertencentes ao terceiro grupo, não mudarão seus 

valores (nulos) ao final da iteração corrente do MS. 

É fácil verificar que as desigualdades inativas não contribuem diretamente 

para os custos Lagrangeanos (já que seus multiplicadores permanecem com 

valores nulos ao final da iteração corrente do MS). Por outro lado, elas têm 

um papel decisivo na determinação do valor de 0. Costumeiramente, para a 

aplicação descrita acima, o número de subgradientes estritamente negativos 

nas desigualdades do terceiro grupo, tende a ser enorme. Consequenteinente, 

poclemos ter como resultado, um valor para 0 muito pequeno, levando à 

mudanças "quase insignificantes" no valor dos multiplicadores de iteração 

para iteração. Uma forma de evitar o problema é utilizar então, apenas as 

desigualdades nos grupos 1 e 2 para efetuar o cálculo de 0. Essa idéia foi 

sugerida em Lucena [50, 511 e leva a um esquema dinâmico onde o conjunto 

de desigualdades ativas pode mudar continuamente. Vale frisar que nesse 

esquema (assim como na OS convencioiial), uma desigualdade pode tornar-se 

ativa em uma certa iteração do MS, na iteração subsequeilte pode tonar-se 

inativa e numa iteração mais adiante, tornar-se ativa novamente. Porém, 

somente as desigualdades ativas são consideradas durante todo o processo da 

os. 



O esquema sugerido acima é, de certa forma, muito parecido com geração 

de planos-de-corte. Posteriormente, ele foi utilizado no Problema da Clique 

Máxima com Pesos nas Arestas em [44], no Problema de Roteamento de 

Veículos em [57], no Problema de Particionamento Retangular em [16] e no 

Problema de Ordenação Linear em 

Em nosso esquema Lagrangeano para obtenção de limites inferiores para o 

PAGCM, trabalharemos com a formulação (2.1)-(2.4), (2.8), (2.6) e (2.7) e 

relaxaremos as restrições (2.3) e (2.8). Sejam til, E R, Vi  E I, b'k E 7, os 

multiplicadores de Lagrange a,ssociados às restrições (2.3), u, > O,  b'(vi, vj) E 

A, os multiplicadores de Lagrange associados às restrições (2.8). Denotemos 

ainda por èijk, os custos Lagrangenos das variáveis 2,) e por &, OS custos 

Lagrangeanos das variáveis xij. Após dualizarmos as restrições, obtemos o 

seguinte problema: 



onde 

C.. -i. - t .  
V k Z I ~  ~ k ,  2 # k ,  j = IC 

= - t i k + t j k , i # k , j # l , k  

= 0, caso contrário 

A restrição (3.1 1) impõe que uma variável z&, (vi, v,) E A, Vk E 7, apenas 

poderá assumir um valor não-nulo quando x, estiver assumindo um valor 

não-nulo. Mais especificamente, dado que (3.9)-(3.13) é um problema de 

miniinização, z$ deverá sempre assumir o mesmo valor cle xij quando xij > O 

e < O ,  'd(vi, V,) E A, 'dk E f, j # k (note também que z$ = x, sempre 

que x, = O) .  Finalmente, podemos sempre impor z$ = x,, V(vi, vi) E A em 

(2.4) e, inclependetemente do valor de eijj, também em (3.11). 

Podemos então reformular (3.9)-(3.13) unicamente em função das 

variáveis {x, : (vi, vj) E A), resolver essa reformulação e definir então, em 

função da solução obtida, valores ótimos para as variáveis {z$ : (vi, vi) E 

A, Vk E 7). Para tanto, defina custos fij = d, + CnEl,r+j minimo(0, éijx) + 
- 
eijj, 'd(vi, vj) E A, e considere o seguinte problema: 

- 
Zlb (t, U) = min f . .x . .  2.1 2.1 + (h + h) 

Para cada (vi, vi) E A, os custos {fij : (vi, vj) E A) trazem embutidos, 

além dos custos (2, : (vi, vi) E A} propriamente ditos, os custos das variáveis 



{$ : (vi,  v j )  E A ,  b'k E Í}, que assuiniriaiii valores não nulos em (3.9)-(3.13) 

se x, > O. Seja { z i j  : (v i ,v j )  E A }  uma. solução ótima de (3.14)-(3.16) e 

compute valores para {x; : (vi,  v,) E A,  Vk t f }  da seguinte forma: 

para todo Zq > O ,  faça 

-3 - - X.. - X..' 
2.7 V , 

para todo k E f ,  faça 

se ( ( j  # k )  e (é,, < O ) ) ,  en tão Z: = Tij ;  

caso contrário, 2.. = 0. 
2.7 ' 

É importante ressaltar que incluir em (3.14)) embutido no custo f ,  para 

(v ; , v j )  E A ,  uin custo Gjk  > 0, onde k # j ,  seria claramente subótiino. Isso 

se aplica, pois na eventualidade de xij = 1 na solução ótima de (3.14)-(3.16)) 

com eijk > 0 embutido em f i j ,  uma solução de menor custo (que não viola 

(3.11)) seria obtida tornando-se z$ = 0. 

Lema  3.1 A soluçlio {x i j  = Tij : (vi,  v,) t A) ,  12,) = z$. : (vi ,  v j )  E A, Vk E 
- 
I )  de (3.14)-(3.16) é Ótima para (3.9)- (3.13). 

Prova: Substituindo-se os valores {x, = T j  : (v i , v j )  t A )  e {$ = 2fj : 

(vi, v j )  E A ,  Vk E 1) em (3.9)-(3.13) é fácil verificar que a solução é 

viável para o problema. E também fácil verificar que o valor correspon- 

dente de Zlo(u, v )  é o mesmo de Zlb(u, v ) .  Assuma agora existir uma solução 

{x, = x.. : (vi) v j )  E A )  e {x; = zik 23 (vi,  v,) t A,  Vk E f )  de menor custo 

para (3.9)-(3.13). Isso, por sua vez, iinplicaria em dizer que {x, = x; : 

(vi, v,) E A ) ,  para custos { f i j  = 2, + mínimo(0, éqa) + : 

(v i , v j )  E A ) ,  tem menor custo que {x i j  = Tij : (vi,  v j )  E A )  para a re- 

formulação (3.14)-(3.16), do problema Lagrangeano (3.9)-(3.13). Chega-se 

assim a uma contradição já que a segunda solução é assumida ser ótima 

para a reforinulação. Fica então estabelecido que {x i j  = Tij : (vi,  v j )  E A ) ,  

{z; = 2fj : (vi, v j )  E A ,  b'k E f }  é uma solução ótima para (3.9)-(3.13). i 



Observe que qualquer solução viável .para o PAGCM induz uma ar- 

borescêiicia de D = (V, A) com raiz em vl. Dessa forma, é possível reforçar 

o limite inferior dado por (3.14)-(3.16) com a introdução de Desigualdades 

de Eliminação de Subrotas, 

onde A(S) define o conjunto dos arcos com ambas as extremidades definidas 

por nós em S. 

O problema definido por (3.14)- (3.17) é exatamente aquele de encontrar 

uma arborescência de custo mínimo i10 grafo D = (V, A), com raiz em vl, 

e custos dos arcos dados por {fij : (vi, vj) E A}. Esse problema pode ser 

resolvido através da  implementação feita por Fischetti e Toth [25] do algo- 

ritmo de solução de ordem 0 (n2 )  proposto para o problema por Edmonds 

[21]. Ainda em Fischetti e Toth [25] é possível obter custos reduzidos para 

as variáveis {xij : (vi, v,) E A} de (3.14)-(3.17) em ordem O(n2). 

Dado que estamos interessados em obter o melhor limite inferior possível, 

queremos encontrar: 

max {Zlb(t, u)) = mâx {nliii @ij + mínimo(0, zijk) + 
~ E R ,  u>O ~ E R ,  u>O 

(vi,vj)€A k € T ,  k#j 

onde P é a região poliédrica definida pelas equações (3.10)-(3.13), (3.17) 

O algoritmo Relax and Cut proposto neste estudo é baseado no uso da for- 

mulação (2.1)-(2.4)) (2.81, (2.6) e (2.7) do PAGCM, reforçada por DGES's 

( 2 . 1 ) .  Em cada iteração do algoritmo um Subproblema Lagrangeano 

definido por (3.14)-(3.17) é resolvido e dentro do esquema proposto na  seção 



3.1 torna-se necessário classificar as desigualdades dualizadas em ativas e 

inativas. Dado que, à excessão das DGES's, o núinero de desigualdades 

dualizadas é pequeno, consideremos (2.3) e (2.8) como sendo sempre ativas. 

No caso específico das DGES's deveremos resolver, à cada iteração do al- 

goritmo, um problema auxiliar para identificar as desigualdades que violam a 

solução corrente do Subproblerna Lagrangeano (ou concluir pela inexistência 

de tais desigualdades violadas). Dessa maneira, o problema a ser resolvido é 

semelhante ao Problema de Separação que deve ser resolvido em algoritmo 

Branch and Cut [58]. A grande diferença é que estaremos resolvendo aqui 

um Problema de Separação sobre uma estrutura inteira (o ponto do espaço 

a ser separado define um vetor de incidência de uma arborescência do grafo 

D = (V, A)). Dessa forma, em geral, o Problema de Separação em Algoritmos 

Relax and Cut tendem a ser resolvidos de maneira exata a uma complexidade 

mais baixa que o de seu congêneros em Algoritinos Branch and Cut. 

Seja TA uma arborescência do grafo D = (V, A) com raiz em vl. As 

desigualdades violadas por TA são facilmente identificadas se eliminarmos 

de TA todos arcos que saem de v1 e considerarmos as componentes (subar- 

borescência de TA ou nós isolados) que resultem dessa operação. Assuma que 

o conj~into de nós em uma dessas con~ponentes é dado por S C V .  É fácil veri- 

ficar que sempre que a soma dos pesos dos nós em S, isto é, d(S) = C,,Es qi ,  

exceder Q, isso implicará na violação em TA da DGES definida pelo conjunto 

de nós S. Dado que o núinero de componentes considerados é linear em n,  a 

complexidade de nosso Problema de Separação de DGES's é então, O(n).  

Em nossa implementação de uin Algoritmo Relax and Cut para o PAGCNI, 

utilizamos o esquema Lagrangeano da seção 3.2 submetendo somente as 

DGES's (2.11) à classificação dinâmica ((2.3) por ser uma restrição de igual- 



dade será sempre considerada ativa e (2.8) por envolver um pequeno número 

de desigualdades será sempre classificada como ativa). Abrimos mão de 

utilzarmos as DLFA's (2.10) depois de verificarmos, em testes computa- 

cionais, que as BGES5s dominavam as DLFA's. 

O processo de incorporação das DGES's em nosso esquema Lagrangeano 

é realizado de forma dinâmica a medida em que elas são violadas, como 

descrito na seção 3.1. O procedimento de separação de DGES's violadas que 

utlizamos foi o da seção 3.3. Sejam Zlb,,, e ZUbnLi,, OS valores correspondentes 

ao melhor limite inferior obtido (de maior valor) e ao melhor limite superior 

obtido (de menor valor), repectivaniente, ao longo da aplicação do Algoritmo 

Relax and Cut. Denote ainda por LA, a lista de DGES's ativas numa certa 

iteração. O algoritino Relax and Cut para o PAGCM, pode então, ser assim 

descrito: 

Passo I. Fixar os valores iniciais dos multiplicadores de Lagrange, Zlbmax, 

Zub,i,, e L~ 

Passo 2. Resolver o problema dual Lagrangeano com o conjunto de mul- 

tiplicadores corrente. Seja Zlb (limite inferior obtido na iteração), Zi j ,  

z:;, a solução obtida. 

Passo 3. Procurar violações para DGES's em Zi j .  Para cada violação, 

definida por Sl C: I/, encontrada, verificar se a desigualdade está con- 

tida em LA. Caso não esteja, incluí-la em LA. Associar A desigualdade 

definida por Sl Ç T/, um multiplicador de Lagrange X 1  > 0, inicialmente 

com valor 0. 



Passo 4. Obter uni novo Zub (valor correspondente a uma solução viável). 

Atualizar adequadamente Zlb,,, e Zubmin. 

Passo 5. Se (Zubmin  - ZL~,,,, < I), então Zub é uma solução ótima para o 

PAGCM. Senão, ir para o passo 6. 

Passo 6. Calcular os Subgradientes 

onde A(Sl) define o conjunto dos arcos com ambas as extremidades 

 definida,^ por nós em Sl e d(Sl) = 
viES1 

Passo 7. Definir um tamanho de passo o por 

onde O < a < 2, ,L? < 0.03 e atualizar os inultiplicadores de Lagrange 

Pa,sso 8. Retirar possíveis DGES's inativas. 

para todo Sl E LA faça 

se X1 = O 

então LA = LA \ { S 1 )  



Passo 9. Retornar ao passo 2 e resolver o problema dual Lagrangeano com 

o novo conjunto de multiplicadores (obtidos no passo 7), caso o número 

de iterações desejadas não tiver sido atingido. 

Algumas observações são necessárias a respeito do algoritmo. A primeira 

delas é que os critérios de parada que adotamos foram o número máximo 

de iterações permitido (variou para determinados tamanhos de instâncias) 

e aquele indicado no passo 5. Esse último critério, só é possível porque 

todas as instâncias tratadas têm custos inteiros. Uma outra observação é 

que é importante utilizar uma estrutura de dados eficiente para manipular 

e inanter LA. Uma questão crucial é verificar se um DGES violada numa 

certa iteração, já não está presente em L*. A utilização adequada de uma 

tabela de hashing [66] pode agilizar esse processo. O fator ,L? é utilizado 

como sugerido em Beasley [12]. Uma outra questão importante é a maneira 

como reduzimos o valor de a ao longo das iterações (também variou quando 

instâncias de tan~anhos diferentes foram tratadas). E, por fim, a obtenção 

de um novo limite superior (passo 4) em cada iteração é realizada através 

da execução de uma Heurística Lagrageana, objeto de estudo do capítulo 

7. Detalharemos melhor as variações de algumas desses parâmetros (número 

de iterações permitido, redução do valor de a), quando formos tratar dos 

resultados computacionais que obtivemos. 

Nesta seção, apresentaremos algumas formas de reduzir o "o tamanho de 

entrada" de uma instância do PAGCM através da fixação de variáveis. Os 

conjuntos de variáveis que são considerados nas duas formas de redução são 

distintos. Na primeira forma de redução trabalhamos com arestas, e na 

segunda, com arcos. 

A primeira redução é realizada como um pré-processamento, antes mesmo 

da  execução de qualquer algoritmo e é baseada em algumas características 



do grafo original não-direcionado. A segunda é uma forma dinâmica (ao 

longo das iterações do Algoritmo Relax and Cut para o PAGCM) de rediizir 

o problema. Aqui, o grafo considerado é direcionado. Para isso, utilizamos 

as informações dos custos reduzidos das variáveis {x, : (vi, vj) E A). 

edução Inicial [55 ]  

Proposição 3.1 Podemos fixar uma variável xij em O, se 

Prova. Assuma que [vi, vj] está na solução ótima. Inicialmente, verificamos 

que as arestas [vl, vi] e [vl, vj] não podem simultaneamente fazer parte dessa 

solução pois isso acarretaria uni ciclo. E se por exemplo, [vl, vj] não estiver 

na  solução ótima, ao substituirmos a aresta [vi,vj] pela aresta [vl, vj], não 

alteramos a viabilidade da solução, pois apenas dividimos a subárvore original 

(i, clual a aresta [vi, vj] pertence) em duas subárvores. Olhando para (3.19), 

verificamos que o ciisto total para a nova solução é necessariamente igual ou 

menor ao da subárvoie original. 

Vale lembrar mais uma vez, que o grafo considerado nessa redução, 

é o não-direcionado, ou seja, o conjunto de variáveis utilizado é {e = 

[vi, vj] , i, j E I ,  i < j )  . Essa redução é aplicada no passo 1 do nosso Al- 

goritino Relax and Cut para o PAGCM. 

aseada na Aná 
dos 

Para economizar tempo de CPU, a fixação de variáveis através da análise dos 

custos reduzidos é realizada somente quando ocorre um aumento global do 

melhor limite inferior até então conhecido. Os parâinetros para a fixação são o 



limite inferior da  iteração em que a melhora ocorreu e o melhor limite superior 

obtido até então. Os custos reduzidos, como mencionado anteriormente, são 

fornecidos pelo algoritmo proposto ein [25], após o cálculo da arborescência 

de custo mínimo. 

Seja TA uma arborescência de custo inínimo e ((i, j) o custo reduzido 

associado a um arco (vi, vj) E A. 

Proposição 3.2 Podemos fixar a variável xij em O, se 

Prova. Considere o problema de encontrar uma arborescência viável para o 

PAGCI\/I que contenha o arco (vi, vj) e tenha o menor custo possível. Clara- 

mente, tal problema é, pelo menos tão difícil quanto nosso problema original. 

No entanto, Zlb + [(i, j ) ,  pela definição de custo reduzido em Programação 

Linear, é um limite inferior válido para o novo problema. Sendo assim, 

se Zlb + ((i, j) > Zub, fica estabelcido que qualquer solução viável para o 

PAGCM, que contenha (vi, vj), tem um custo que ultrapassa o da  solução 

viável Zub. O arco (vi, vj) não pode então fazer parte de uma solução ótima 

para o PAGCM. H 

Além da fixação acima, verificamos que também poderíamos fixar em 

zero algumas variáveis de fluxo, (2: : (vi, v,) E A, V k  t f}, através de um 

teste semelhante. Esse teste se aplica apenas a variáveis 2: com um custo 

Lagrangeano Gjk > O (ou seja, o custo fij não possui contribuição de eijk). 

Proposição 3.3  Podemos fixar uma varzável z$ em O se 

Prova. A prova é análoga a anterior, observando apenas que se uma solução 

é ótima para um Problema de Programação Linear (arborescência de custo 

2 5 



mínimo no nosso caso), se aumentarmos em 6 > O,  o custo f, de uma variável 

não-básica x, qualquer, a solução ótima para o problema e o custo reduzido 

de x, ficaria acrescido de E. Se xij for básica, e dessa forma Çij = O, .ZLb + E 

seria um limite inferior para o custo de uma solução ótima do problema em 

que x, = I é imposto, completando assim a prova. -á 



Neste capítulo, definiremos uina notação que será utilizada ao longo desse 

e dos próximos capítulos. Além disso, apreseiitaremos a lieurística Esau- 

Williams [23], uma das heurísticas mais conhecidas e utilizadas da literatura. 

A notação que será definida agora, é bastante similar aquela proposta em 

Ahuja et al. [8]. Nesse contexto, alguinas notações da teoria dos grafos 

também serão utilizadas, tais como: subárvores, caminhos, ciclos, etc. Além 

disso, algumas definições de termos conheciclos serão omitidas. Maiores de- 

talhes sobre essas definições poderão ser encontrados em [4]. 

Seja T uma árvore geradora capacitada viável para o PAGCM com raiz 

em vi. Definindo-se uma orientação para esta árvore a partir de vl, todo nó vj 

tal que [vl, vj] E T é denominado um filho de vl. De inaneira análoga, vl será 

o pai de vj. Essa convenção de parentesco (pai-filho) pode ser generalizada 

da seguinte forma. Para toda aresta [vi, vjl E T, vi será o pai de vj se estiver 

mais próximo de v1 (em termos do número de arestas em T) e vj será o pai 

de vi em caso contrário. Por exemplo, na figura 4.1, v2 é o pai dos nós v7 e 

v10 e v13 é filho de v7. 



Figura 4.1: Um exemplo de urna Árvore Geradora Capacidada de Custo 
Mínimo. Nesse exemplo, todas as demandas são unitárias e Q = 5. 

Para cada nó vi em T, deiioininaremos por Ti, a subárvore de T com raiz 

em vi. Denominaremos ainda por Si, os descendentes de vi, ou seja, os filhos 

de vi, os filhos de seus filhos e assim por diante. Como exemplo, considere a 

figura 4.1, onde T3 denota a subárvore coiii raiz v3 e S3 = {v3, 215, vg, v12) 

Além disso, denominaremos de subárvore de nível 1, uma subárvore onde 

a raiz é um filho de V I .  Para qualquer nó vi em T, denotaremos por T[i] 

a subárvore de nível 1 à qual vi pertence. Denomiiiareinos ainda por S[i], 

o conjunto de nós contidos na subávore de nível 1 T[i] à qual vi pertence. 

Por exemplo, na figura 4.1, para cada nó vi = v7, ~ 1 0 ,  ~ 1 3 ,  T[i] = T[2] e 

S[i] = {v2, v7, vlO, v13). Pode acontecer, no entanto, que venhamos a chamar 

uma subárvore de nível 1 apenas como subárvore. Porém, ficará óbvio para o 

contexto onde isso acontecer que a referência é para uma subárvore de nível 

1. 

E, finalmente, para um dado subconjunto de nós S C V ,  d(S) = C,isç qi. 

Se d(S) 5 Q, então S é viável. Denotaremos ainda por c(S), o custo de uma 

árvore geradora de custo mínimo para o conjunto de nós S U {v1). 



Como foi mencionado anteriormente, muitas heurísticas diferentes foram pro- 

postas para o PAGCM [9, 311. Entre elas, podemos citar aquelas de Esau- 

Williams [23], Kershenbaum [45], Kershenbaum e Chou [48], Kershenbaum, 

Boorstyn e Oppeiiheim [47], Gavish e Altinlenier [32] e Gouveia e Paixão 

1411. 

A heurística de Esau-Williams [23], denotada aqui Esau-Williams (EW), é 

uma das mais citadas na literatura e é frequentemente utilizada como base de 

computação em testes computacionais. Ela é simples de implementar e utiliza 

o conceito de savings, como no algoritino proposto em Clarlte e Wright [18] 

para o Problema de Roteamento de Veículos. Em Aniberg et  al. [9], EW é 

apontada como a heurística de melhor desempenho computacional (incluindo 

qualidade da solução) na média, quando comparada a outros procedimentos 

que gastam tempos computacionais similares a ela. Sua coinplexidade é da  

ordem 0(n2 log n) [31]. Devido a tudo isso, optamos por utilizar EW como 

lieurística básica em nosso esquema. 

Podemos descrever a lieurística EW da seguinte maneira. Dado um nó vj, 

denote por gj, a aresta [vl, v,] e bj seu custo, onde T[j] = T[q] (v, é um filho 

de vl e pertence a niesma subárvore de vj) e compute a matriz assimétrica 

S = sij, onde sij = cij - bj. Iniciando com uma topologia onde cada 1x3 

v, t V está conectado a VI por uma aresta [vl, v,], a heurística EW repete, 

iterativainente, os seguintes pa,ssos: 

Passo I. Identificar dois nós vi e vj, onde T[i] # T[j], que possuem o menor 

saving s, e tal que o somatório das demandas de todos os nós que estão 

nas subárvores T[i] e T[j] não exceda Q, isto é, ~ u , t s ~ i l u s b l  qw < Q. 

Se não existir mais nenhuin saving s, negativo e viável, Pare. 

Passo 2. Remover gj. Introduzir a aresta [vi, vj] para expandir T[i]. At- 

ualizar sk ,  = Skrr + bj - bi (vk E V \ {S[i] U S[j] U {v1)), v, E S[j]).  

Retomar ao Passo 1. 



Para urna melhor compreensão, considere o seguinte exemplo. Sejam 

V = {v1, v2, VQ, v*, v5), v1 a raiz e Q = 3. Sejam ainda, cij (veja figura 4.2) a 

tabela (matriz) de custos das arestas e s, a tabela (matriz) de savings. 

Tabela 4.1: Tabela de custos c, 

As tabelas 4.2-4.4 mostram iteração por iteração, o saving escolhido 

(passo 1, ml) e os savings que foram atualizados (passo 2, valores em - 
negrito). 

Na iteração 1 do exemplo acima, a tabela 4.2 é utilizada na busca do 

melhor saving s,j viável, no caso, s,*j = s53 = -364. Seguimos então para 

o passo 2 onde são atualizados os savings 523 = -164 e s4g = -95, levando 

a tabela 4.3. Na iteração 2 (realizada a partir dos savings sij atualizados), 

o passo 1 é realizado novamente e s,Tj = ~ 2 4  = -220. Isso leva novameiite 

a alterações em sij, s~~ = 69 e s54 = -26. Repare que cada vez que um 

s:j é selecionado, ele não é mais considerado nas iterações seguintes. Para 

cada si*j escolhido, associamos o símbolo * tanto para sij quanto para 

Por fim, na  iteração 3 , repetiinos o passo 1 (a partir dos sij atualizados) e 

verificamos que não existe mais nenhum s,ij < O e viável, o que nos leva ao 

final da  execução da EW. 

A solução do exemplo acima é {(v1, v2), (vl, v5), (v2, vq), (v5, ~ 3 ) )  e seu 

custo é 361. E fácil ver que essa solução é ótima para o exernplo. A figura 4.3 

rnostra as muadanças na topologia da AGC que está sendo formada iteração 

por iteração. Na iteração 1, a topologia inicial é a presente na figura 4.3(1). 

Na iteração 2, a topologia corrente é 4.3(2) e, por fim, na iteração 3, a 

topologia corrente é 4.3(2) (topologia final obtida pela EW). 



Tabela 4.2: Tabela de savings s~ que serve de entrada (passo 1) para a 
iteração 1 da  EW 

Tabela 4.3: Tabela de savings s,  do final (passo 2) da  iteração 1 e que serve 
de entrada para a i tera~ão 2 da EW 

Tabela 4.4: Tabela de savings s,  do final da iteração 2 e que serve de entrada 
para a iteração 3 da  EW 

Figura 4.2: Grafo de entrada para a EW 
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Figura 4.3: As modificações ocorridas a cada iteração da EW 



Neste capítulo, faremos uma revisão das principais vizinhanças de busca 

propostas na literatura para o PAGCM. 

Em geral, uma lsusca local consiste na exploração e obtenção de novas 

soluções viáveis (preferivelmente melhores) a partir de uma solução viável 

inicial dada (veja Aarts e Lenstra [2] e Ahuja et al. [6]). O sucesso de uma 

busca local depende f~mdamentalinente da vizinhança de busca a ser explo- 

rada, ou seja, da estrutura que permite a obtenção dessas novas soluções. 

Mais adiante, quando apresentarmos as nossas Heurísticas Lagrangeanas, 

mostraremos, detalhamente, quais as estratégias de busca local que uti- 

lizamos. Muitas das vizinhanças de busca que serão apresentadas foram 

utilizadas na composição de nossas Heurísticas Lagrangenas. 

Um algoritmo de busca local para o PAGCM pode ser assim descrito. 

Uma solução viável T é obtida. Soluções vizinhas de T são definidas 

como sendo soluções que diferem de T de acordo com um padrão clara- 

mente definido (por exemplo, soluções que diferem de T em, no máximo, 3 

variáveis). A seguir, um procedimento é utilizado para identificar a solução 

vizinha de T mais atraente. Uma substituição de soluções deve ser efetu- 

ada se o custo da solução encontrada encontrada for inferior ao custo de T. 

Esse processo deve continuar enquanto um critério de parada adotado não 

for atingido. 



Coino mencionado anteriormente, o desempenho de um algoritmo de 

busca local depende fundamentalinente da vizinhaça de busca a ser ado- 

tada. Faremos agora, uma revisão de algumas das vizinhanças de busca para 

o PAGCM que foram propostas na literatura. Nas próximas seções, apre- 

sentaremos as duas vizinhanças de busca propostas por Amberg et al. [9] 

e Sharaiha et al. [64] e as vizinhanças propostas por Ahuja et al. [S, 51. 

Além disso, o conceito de Grafo de Melhoria também será apresentado. Por 

simplificação, assumiremos nas próximas seções que todos os nós possuem 

demandas idênticas. O caso onde as demandas são heterogêneas pode ser 

tratado de maneira similar. 

A vizinhança de busca proposta por Amberg et al. [9] considera a realização 

de dois tipos de movimentos: 

Transferência de um Nó: consiste em remover um determinado nó da 

subárvore de nível 1 à qual ele pertence e levá-lo para outra subárvore de 

nível 1. 

Troca de Nós: consiste na troca de nós (dois-a-dois) pertencentes à 

subárvores de nível 1 distintas. 

Essa vizinhança é denominada viziinhança baseada e m  2-trocas d e  nós  

devido ao fato de que apenas nós são inovinientados e no máximo, duas 

subárvores de nível 1 distintas são afetadas pelos movimentos propostos. 

Algumas observações importantes a respeito dessa vizinhança de busca 

devem ser feitas. Os nós que são selecionados para qualquer um dos movi- 



mentos, não são, necessariamente, folhas (nós que não possuem filhos). Após 

qualquer transferência ou troca de nós, o ajuste da  nova solução é feito através 

do cálculo de uma árvore geradora de custo mínimo a partir dos nós per- 

tencentes à cada uma das subárvores de nível 1 (incluindo vl) envolvidas 

no movimento. E, obviamente, somente as movimentações viáveis, ou seja, 

as que não violam a restrição de capacidade, são permitidas. A figura 5.1 

ilustra os dois tipos de movimentos propostos por Amberg et al.. A figura 

5. l(a)  demonstra a transferência (viável) do nó vil da subárvore T[2] para 

a subárvore T[3]. A figura 5.l(b) demonstra a troca (viável) do nó v6 da  

subárvore T[2] pelo nó v7 da subárvore T[3]. 

É fácil verificar que existem no máximo O(nK) transferências de nós e 

0 ( n 2 K )  troca de nós, onde K é o número de subárvores de nível 1 exis- 

tentes na solução T (isto é, solução viável que foi passada como entrada 

para a exploração da vizinhança). O custo da transferência de um deter- 

minado nó assim como o custo de uma troca de nós é calculado através 

da  verificação do impacto cpe cada um desses movimentos tem na função 

objetivo. O custo da transferência de um nó vi da subárvore T[i] para a 

subárvore T [j] , T [i] # T[j], é c(S[i] \ {vi}) - c(S[i]) + c({v~) U S[j]) - c(S[j]) 

e pode ser determinado pela resolução (reotimização) de dois problemas da  

árvore geradora de custo mínimo. O custo de uma de troca de nós que en- 

volve trocar um nó vi da subárvore T[i] por um nó vj da subárvore T[j], 

T[il # T[jl, é ~({v j )  U S[iI \ {vi)) - c(S[ZI) +  vi) U Sij] \ {vj Uj)) - c(S[jl) e 

assim como na transferência, pode ser determinado através da resolução de 

dois problemas da árvore geradora de custo mínimo. Cada árvore geradora 

de custo inínimo pode ser resolvida em 0(Q2) ,  quando todas as demandas 

são idênticas, pelo algoritmo de Prim [61]. Consequentemente, esse procedi- 

mento leva O(n2Q2) para determinar a melhor (de maior impacto na função 

objetivo) transferência ou troca de nós a ser efetuada. 



Figura 5.1: Ilustração da Vizinhança de Busca proposta por Amberg et al. 
(a) Transferência de um nó (b) Troca de nós 

sea Base - 

A vizinhança de busca proposta por Saraiha et al. [64] consiste na realização 

de operações denoininadas cut e paste. Uma operação de cut e paste consiste 

em desconectar (cut) uma subárvore contida numa subárvore de nível 1 e 

conectá-Ia (paste) a raiz ou a alguma outra subárvore. A figura 5.2 ilustra 

essa operação. Na figura 5.2(a), a subárvoie TG, parte da subárve T[2] com 

raiz em v6, é desconectada de T[2] e coneetada a raiz pela aresta de menor 

custo entre T6 e a raiz. Já na figura 5.2(b) a subárvore T6 é desconectada 

de T[2] e conectada a subárvore T[3] pela aresta de menor custo entre T6 

e T[3]. Se uma operação de cut e paste é efetuada e uma aresta [vi,vj] é 

desconectada levando a inclusão de uma nova aresta [v,,v,], a redução do 

custo da  solução que resulta dessa operação é c,, - cij. 



Essa vizinhança de busca é denominada vixinhança de busca baseada e m  

2-trocas de subárvores uma vez que os movimentos envolvidos são realizados 

com subárvores e no máximo duas subárvores de nível 1 são afetadas a cada 

realização de uma operação cu t  e paste. 

Existem O(n2) possibilidades de realizar operações cut  e paste. A identi- 

ficação de cada uma dessas operações leva 0 (Q2) .  Consequentemente, para 

determinar a melhor operação cut  e paste a ser realizada, o tempo gasto é 

da  ordem O(n2Q2). 

Figura 5.2: Ilustração da Vizinhança de Busca proposta por Saraiha e t  al. 
(a) Uma operação de cut  e paste onde a subárvore T6 é conectada ao nó 
central (b) Uma operação de cut  e paste onde a subárvore T6 é conectada a 
outra subárvore (T[3]) 



Essa vizinhança de busca foi proposta por Ahuja et al. [8]. Ela pode ser 

vista como uma generalização da vizinhança de busca proposta por Amberg 

et al. [9]. Porém, nessa nova vizinhança, é possível, agora, a movimentação 

de vários nós (todos pertencentes à subárvores de nível 1 distintas). Ou seja, 

é possível que mais de duas subárvores de nível 1 sejam afetadas a cada 

movimento realizado, ao contrário das vizinhanças anteriormente citadas. 

Essa nova vizinhança é denominada vizinhança de busca baseada na troca- 

múltipla de nós. Ela pode ser obtida através da realização de trocas-ciclicas e 

trocas-caminho. A seguir, detalharemos coino se dá cada uma dessas trocas, 

quando estamos movimentando nós. 

5.3.1 Troca-Cíclica ( T C )  para Movimentar 
Nós ( T C N )  

Uma TCN pode ser definida coino uma sequência de nós v2 - v3 - v4 - ... - 

v, - v2, onde os nós v2 - v3 - v4 - ... - v, pertencem à subárvores de nível 1 

distintas, isto é, T[p] # T[q], para p # q. A TCN v2 - v3 - v4 - ... - v, - v2 

representa as seguintes mudaiiças: O nó v2 é movido da  subárvore T[2] para 

a subárvore T[3], o nó v3 é movido da subárvore T[3] para a subárvore T[4], 

e assim por diante, e finalmente, o nó v, é movido da subárvore T[r] para 

a subárvore T[2]. Uma TCN é viável se tal troca satisfaz a restrição de 

capacidade. Mais especificamente, a TCN -v2 - v3 - v4 - ... - v, - v2 é uma 

troca viável se e somente se o conjunto de nós {vp-l)~S[p]\{v,) é viável para 

p = 2,3, . . . , r ,  onde vl = v,.. Somente as TCN's viáveis serão consideradas. 

Seja TI uma árvore geradora capacitada viável obtida por uma TCN a partir 

de uma solução também viável T. O custo dessa TCN pode ser definido 

como  TI) - c(T), ou seja: 



onde vl = v,. 

Ao longo de uma TCN, vários problemas da árvore geradora de custo 

mínimo são resolvidos a partir de cada um dos novos subconjuntos de nós 

que são formados. Cada uin desses subconjuntos é formado a partir dos 

nós de cada uma das subárvores envolvidas na troca (retirado o nó que irá 

para outra subárvore), acrescido do nó que foi inovido de outra subárvore. O 

custo de uma TCN, na realidade, é diferença entre o somatório dos custos das 

novas subávores obtidas após a troca e somatório dos custos das subárvores 

anteriores. É fácil ver que somente as trocas-cíclicas onde c ( ~ ' )  < c(T) são 

interessantes. A figura 5.3 ilustra uma TCN. 

É importante ressaltar que uma TCN pode acarretar o aumento do 

número de subárvores. Quando está sendo realizada a computação ~ ( { V ~ - ~ ) U  

S[p] \ {v,)) a partir do conjunto de nós {VI, u S[p] \ {v,)), é possível que 

duas ou mais arestas partindo de v1 apareçam na nova solução; nesse caso, 

uma simples subárvore pode transformar-se em duas ou mais subárvores. 

Porém, é fácil verificar que, o contrário, ou seja, a diminuição do número de 

subárvores após uma TCN, não é possível. 

5.3.2 Troca-Caminho (TC ) para Movimentar 

Uma TCAN pode ser definida como uina sequência de nós v2 -v3 -v4 - . . . -v,, 

onde os nós v2 - v3 - v4 - ... - v, pertencem à subárvores de nível 1 distintas, 

isto é, T[p] # T[q], para v, # v,. A TCAN v2 - v3 - v4 - . .. - v,. representa as 

seguintes mudanças: O nó v2 é inovido da subárvore T[2] para a subárvore 

T[3], o nó v3 é movido da subárvore T[3] para a subárvore T[4], e assim por 

diante, e finalmente, o nó v,-1 é movido da subárvore T[r-l] para a subárvore 

T[r]. Essa troca difere de uma TCN apenas no último movimento onde o nó 



Figura 5.3: Ilustração de uma TCN (a) Uma AGC antes da TCN (b) A AGC 
depois da TCN 

v, não vai para a subárvore T[2]. Dessa forma, a subárvore T[2] perde um 

nó e a subárvoie T[r] ganha um nó. Uma TCAN é viável se ela satisfaz a 

restrição de capacidade. Mais especificamente, a TCAN v2 - v3 - v4 - ... - v, 

é uma troca viável se e somente se o conjunto de nós U S[p] \ {v,) é 

viável para p = 3, . . . , r. Somente as TCAN's viáveis serão consideradas. Seja 

T' uma árvore geradora capacitada viável obtida por uma TCAN a partir de 

uma sol~ição também viável T .  O custo dessa TCAN pode ser definido como 

c(T') - c (T ) ,  ou seja: 



É fácil ver que uma TCAN é interessante somente quando c(T1) < c(T). 

A figura 5.4 ilustra uina TCAN. Assim como ocorre em uma TCN, uma 

TCAN também pode aumentar o número de subárvores em T. Porém, 

ao contrário de uma TCN, uma TCAN pode, também, reduzir o número 

de subárvores em T. Por exemplo, lia TCAN v2 - v3 - v4 - ... - v,, a 

subárvore T[2] perde uin nó. Se a subárvore T[2] coiisistir apenas de uni 

único nó, o número de subárvores na solução TI após essa troca, irá diminuir. 

Em relação às trocas acima (TCN e TCAN), podemos observar o seguinte. 

Se T tem K subárvores para algum I< fixo, então existem O(nl') possibili- 

dades de TCN's e TCAN's. Note que O(nl') é substancialmente maior do 

que O(n2) das vizinhaiiças propostas por Amberg et al. e Saiaha e t  al.. Note 

ainda que uma TCAN pode ser trailsforinada em uma TCN. Elas diferem 

apenas no último movimento da troca, veja [8]. 

A vizinhança de busca que será apresentada agora, foi também proposta 

por Ahuja et al. [8]. Ela pode ser vista como uma generalização da  vizi- 

nhança de busca proposta por Saraiha e t  al. [64]. Porém, nessa nova vi- 

ziilliança, é possível, agora, a movimentação de várias subárvores (todos 

pertencentes à subárvores cle nível 1 distintas). Ou seja, é possível que mais 

de duas subárvores de nível 1 sejam afetadas a cada movimento realizado, 



Figura 5.4: Ilustração de unia TCAN (a) Unia AGC antes da TCAN (b) A 
AGC depois da TCAN 

ao contrário da  vizinhaça de busca proposta por Saraiha et al. [64]. Essa 

nova vizinhança é denominada vixinlzança de busca baseada na troca-múltipla 

de subárvores. Ela pode ser obtida, assim como acontece com a vizinhança 

de busca baseada na  troca-múltipla de nós, através da realização de TC's e 

TCA's. A seguir, detalharemos como se dá cada uma dessas trocas, agora, 

inovimentando subárvores. 



5.4. oca-Cácllca para 
árvores (TCS) 

Uma TCS pode ser definida como uma sequência de nós v2 - v3 - v4 - . . . - v, - 

v2, onde os nós v2-v3 -v4 - ...- v, pertencem à subárvores de nível 1 distintas, 

isto é, T[p] # T[q] para p # q.  A TCS v:! - v3 - v4 - ... - v, - v2 representa 

as seguintes mudanças: Os nós da subárvore T2 são movidos da  subárvore 

de nível 1, T[2], para a subárvore de nível 1, T[3], os nós da subárvore T3 

são movidos da subárvore de nível 1, T[3], para a subárvore de nível 1, T[4], 

e assim por diante, e finalmente, os nós .da subárvore T,. são movidos da  

subárvore de nível I, T[T], para a subárvore de nível 1, T[2]. Uma TCS é 

viável se a mesma satisfaz a restrição de capacidade. Mais detalhadamente, 

a TCS v2 - v3 - v4 - ... - v?. - v2 é uma troca viável se e somente se: 

onde Tl = T,.. Somente as TCS's viáveis serão consideradas. Seja T' uma 

árvore geradora capacitada viável obtida por uma TCS a partir de uma 

solução também viável T .  O custo dessa TCS pode ser definido como c(T') - 

c(T), ou seja: 

onde S1 = S,. 

É fácil ver, novamente, que uma TCS é interessante somente quando 

c(T') < c(T). E, além disso, todas as observações feitas em relação às TCN's 

também valem para as TCS's. 



Uma TCAS pode ser definida como uma sequência de nós v2 - v3 - v4 - . . . -v,, 

onde os nós v2 - v3 - v4 - ... -v, pertencem à subárvores de nível I distintas, 

isto é, T[p] # T[q] para p # q. A TCAS v2 - v3 - v4 - ... - v, representa 

as seguintes mudanças: Os nós da subárvore T2 são movidos da  subárvore 

de nível 1, T[2], para a subárvore de nível 1, T[3], os nós da  subárvore T3 

são movidos da subárvore de nível 1, T [3], .para a subárvore de nível 1, T [4], 

e assim por diante, e finalmente, os nós da subárvore T,.-l são movidos da  

subárvore de nível 1, T [r - 11, para a subárvore de nível 1, T [r]. Uma TCAS 

é viável se tal troca satisfaz a restrição de capacidade. Mais especificamente, 

a TCAS v2 - v3 - v4 - ... - v, é uma troca viável se e somente se: 

qk 5 Q, para todo p = 3,4, ..., r ,  (5.5) 

Somente as TCAS's viáveis serão consideradas. Seja T' uma árvore geradora 

capacitada viável obtida por uma TCAS a partir de uma solução também 

viável T. O custo dessa TCAS pode ser definido como c(T') - c(T), ou seja: 

Mais uma vez, é fácil ver que uma TCAS é interessante somente quando 

c(T') < c(T). E, além disso, todas as observações feitas em relação às 

TCAN's também valem para as TCAS's. 



Assim como ocorre com a de vizinhança busca baseada na troca-múltipla 

de nós, se T tem K subárvores de nível 1 para algum K fixo, então exis- 

tem O ( n K )  possibilidades de TCS's e TCAS's. Note ainda que assim como 

acontece com a de vizinhança de busca anterior, uma TCAS pode ser trans- 

formada em uma TCS, veja [8]. 

Essa nova vizinhança de busca que denominaremos de vizinhança de busca 

composta, pode ser vista como uma unificação da vizinhança de busca 

baseada na troca-múltipla de nós com a vizinhança baseada na troca-múltipla 

de subáivores. Ela foi proposta por Ahuja et al. [5]. A exploração dessa nova 

vizinhança também se dá  através de TC's e TCA's. Denominaremos de TCC 

e TCAC, uina TC  e uma TCA, respectivamente, para essa vizinhança. 

Uma TCC pode ser definida como uma sequência de nós v2 - v3 - v4 - 

. . . - v, - 212, onde os nós v2 - v3 - v4 - . . . - v,. pertencem a subárvores de nível 

1 distintas, isto é, T[p] # T[q] para p # q. A TCC v2 - v3 - v4 - ... - v, - v2 

representa as seguintes mudanças: ou o nó v2 ou a subárvore T2 é movido(a) 

da subárvore de nível 1, T [2], para a subárvore de nível 1, T[3], ou o nó v3 ou 

a subárvore T3 é movido(a) da subárvore de nível 1, T[3], para a subárvore de 

nível 1, T[4], e assim por diante, e finalmente, ou o nó v, ou a subárvore T, 

é movido(a) da subárvore de nível 1, T[r],  para a subárvore de nível 1, T[2]. 

Dessa forma, para cada nó vk em uma TCC, é possível movimentar o próprio 

nó vk ou a subárvore com raiz em vk, T k .  Podemos definir uma TCAC de 

forma similar a um TCC. A diferença é que o último nó v, ou a subárvore 

T,, não é movido(a) da subárvore de nível 1, T[r],  para subárvore de nível 

1, T[2]. Assim como acontece com as vizinhanças de busca que possibilitam 

trocas-múltiplas de nós ou subárvores, uma TCAC pode ser transformada em 

uma TCC. Os detalhes das coinputações dos custos de uma TCC e de uma 

TCAC foram omitidos pelo fato deles serem facilmente extendidos a partir 

das computações dos custos de uma TC  e de uma TCA para as duas últimas 



vizinhanças apresentadas. Além disso, não utilizamos essa vizinhança em 

nossa busca local, como será melhor detalhado mais na frente. 

A vizinhança de busca composta possibilita uma exploração de soluções 

vizinhas substancialmente maior do que as vizinhanças anteriores, pois 

permite novas possibilidades de movimentos. Para cada nó u k  na T C  

v2 - u3 - uq - ... - v, - u2, uma TCN permite mover um nó da subárvore 

de nível 1 à qual ele pertence para outra subárvore. Uma TCS permite 

mover uma subárvore da  subárvore de nível 1 à qual ela pertence para outra 

subárvore de nível 1. Tanto uma TCN quanto uma TCS permite uma única 

possibilidade de movimento. Porém, uma TCC permite duas possibilidades. 

Ou o nó u k ,  OU a subárbore Tk é movido(a) da subárvore de nível 1 à qual 

ele(a) pertence para uma outra subárvore de nível 1. Ahuja et al. [5] fazem 

uma análise comparativa entre os tamanhos das vizinhanças que podem ser 

exploradas pelas últimas três vizinhanças de busca apresentadas. 

O número de soluções vizinhas obtidas a partir das vizinhanças de busca 

baseadas ou na troca-múltipla de nós, ou na troca-múltipla de subárvores, ou 

ainda da vizinhaça de busca composta, é bastante grande para ser enumerado 

explicitamente. Ahuja et al. [8, 51 propuseram um método heurístico que não 

enumera toda a vizinhança, mas na prática, é bastante eficiente para iden- 

tificar soluções mais atraentes dessa vizinhança (ou seja, as de menor custo 

no caso do PAGCM) a partir de uma solução inicial (dada como entrada). 

Segundo Ahuja et al. [8], esse procedimento heurístico gasta, para encontrar 

uma solução vizinha melhor que a atual, um tempo computacional com- 

parável ao das vizinhanças de busca propostas por Amberg et al. e Saraiha 

et al.. A idéia central desse método é o conceito de Grafo de Melhoria. 

O conceito de Grafo de Melhoria (GM) foi proposto originalmente por 

Thompson e Orlin [67] e Thornpson e Psaraftis [68]. Esse conceito pode 



ser utilizado para obter soluções vizinhas de problemas tais quais o Pro- 

blema de Roteamento de Veículos, Problemas Generalizados de Associação, 

etc (veja Ahuja et al. [7]). Em especial, no caso do PAGCM, o conceito 

de GM pode ser utilizado para obter, isoladamente, a vizinhança de busca 

baseada na troca-múltipla de nós, a vizinhança baseada na troca-múltipla 

de subárvores e a vizinhança de busca composta. A obtenção de um GM é 

feita sempre a partir de uma solução inicial viável dada como entrada. Um 

GM para qualquer uma dessas vizinhanças possui algumas características em 

comum. A primeira delas é que ele é direcionado. Além disso, existe uma 

correspondência de um-para-um entre os nós em G e os nós desse grafo. E, 

por fim, uma T C  ou uma TCA em relação à uma determinada solução (dada 

como entrada para a computação do grafo) define um ciclo ou um caminho 

direcionado em um GM. O custo desse ciclo ou caminho é igual ao custo 

da troca correspondente. Como uma TCA, seja para movimentar nós ou 

subárvores ou ainda ambos, pode ser transformada em uma TC, não há perda 

de generalidade em considerarmos, a título de explicação, somente o caso 

das TC's. A seguir, mostraremos, detalhadamente, a forma de obter o GM 

correspondente a cada uma das demais vizinhanças de busca apresentadas. 

Seja T uma solução viável para o PAGCM que é passada como entrada 

para computação de cada um dos GM's dos próximos itens. 

.1 GM para a e Busca Basea 

O GM G1(T) para a vizinhança de busca baseada na troca-múltipla de nós 

é construído da seguinte forma. Existe uma correspondência de um-para- 

um entre os nós em G e os nós em G1(T), ou seja, o conjunto de nós de 

G1(T) é o mesmo de G. Um arco (vi,vj) em G1(T) significa que o nó vi 

sai da subárvore de nível de 1, T[i], e junta-se a subárvore de nível 1, T[j], 

e simultaneamente, o nó vj sai da subárvore de nível 1, T[j].  Para construir 

G1(T), todos os pares de nós vi e vj em V são considerados e um arco (vi, vj) 



é adicionado se e somente se (i) T[i] # T [ j ]  e (ii) S [ j ]  U {vi}  \ { v j }  é um 

conjunto de nós viável (ou seja, d({vi} u S [ j ]  \ { v j ) )  5 Q) .  O custo a, de um 

arco (vi ,  v j )  em G 1 ( T )  é definido como aij = c({vi}  U S [ j ]  \ { v j ) )  - c ( S [ j ] ) .  

Um ciclo direcionado v:! - v3 - v4 - . . . -v, - v2 no GM G1 (T) é um subconjunto 

disjunto se as subárvores de nível 1, T[2]  - T [ 3 ]  - T[4]  - .. . - T [ r ]  são distintas, 

ou seja, T [ p l  # T[ql para P # q. 

Para enumerar os arcos em G 1 ( T )  devemos analisar a expressão que 

calcula o custo de cada arco, ou seja, aij = c({vi)  U S [ j ]  \ { v j ) )  - c ( S [ j ] ) .  

Primeiramente, assuinireinos que o custo c ( S [ j ] )  de cada uma das subárvores 

de nível 1 em T, é sempre conhecido. Por conseguinte, para computar aij é 

necessário calcular c({vi} U S [ j ]  \ { v j ) ) .  Esse cáculo envolve a retirada do nó 

vj de T[j] e adição do nó vi nessa mesma subárvore para então determinar o 

custo de uma árvore geradora de custo mínimo. Para resolver um problema 

da árvore geradora de custo mínimo a partir de {vi )  u S [ j ]  \ { v j } ,  é necessário 

considerar o conjunto de arcos obtido pela união dos arcos da árvore geradora 

de custo mínimo obtida a partir de T [ j ]  \ { v j )  com os arcos (vi,  v,) para 

todo v, E S [ j ]  \ { v j ) .  Para tanto, é necessário resolver um problema da 

árvore geradora de custo mínimo a partir desse subgrafo que possui O(Q) 

nós. Isso pode ser feito utilizando o algoritmo de Krusltal [4] em O(& log Q ) .  

A resolução de uma árvore geradora de custo mínimo a partir de T [ j ]  \ { v j )  

leva O(Q2) .  Feito isso, um problema da árvore geradora de custo mínimo é 

resolvido a partir do conjunto de nós {vi>. U S [ j ]  \ { v j )  para cada V \ T [ j ]  

e então é determinado o custo do arco correspondente em G 1 ( T ) .  Desta 

forma, é possível determinar o custo de todos os arcos que entram no nó vj 

em O(Q2)  + O ( Q ( n  - Q ) )  = O(nQ) .  Consequentemente, os custos de todos 

os arcos podem ser obtidos em O(n2Q) .  Vale lembrar que para a análise da  

complexidade acima, foi assumido que todas as demandas são idênticas. 



.2 GM para a usca Basea 

O GM G2(T)  para a vizinhança de busca baseada na troca-múltipla de 

subárvores é construído da seguinte forma. Existe uma correspondência de 

um-para-um entre os nós em G e os nós em G2(T) ,  ou seja, o conjunto de 

nós de G2(T)  é o mesmo de G. Um arco (vi, vj) em G2(T)  significa que a 

subárvore Ti sai da subárvore de nível de 1, T[i], e junta-se a subárvore de 

nível I ,  T[j], e simultaneamente, a subárvore Tj sai da subárvore de nível 

1, T[j].  Para construir G2(T) ,  todos os pares de nós vi e vj em V são 

considerados e um arco (vi, vj) é adicionado se e somente se (i) T[i] # T[j] e 

(ii) S[j] U {Ti) \ {Tj) é um conjunto de nós viável (ou seja, d({Ti) ü S[j] \ 
{Tj)) < Q). O custo aij de um arco (vi, vj) em G2(T)  é definido como 

aij = c({Ti) U S[j] \ {q)) - c(S[j]). Um ciclo direcionado v2 - v3 - v4 - 

. . . - v,. - 212 em G 2  (T) é um subconjunto disjunto se as subárvores de nível 1, 

T[2] - T[3] - T[4] - ... - T[r] são distintas, ou seja, T[p] # T[q] para p # q. 

Assim como acontece no cáculo dos custos dos arcos de G1(T), para 

computar os custos dos arcos de G2(T)  devemos analisar a expressão que 

define o custo de cada arco, ou seja, aij = c({z) ü S[j] \ {Tj)) - c(S[j]). 

O segundo termo, c(S[j]),  novamente, é assumido ser conhecido. O primeiro 

termo, c({T,) U S[j] \ {Tj)), envolve o cálculo de uma árvore geradora de 

custo mínimo a partir do conjunto de nós {Si) U S[j] \ {Sj)). Para tanto, 

é necessário remover a subárvore Tj com raiz em vj (obtemos, com isso, 

uma árvore geradora de custo mínimo T[j] \ Tj a partir do conjunto de nós 

S[j] \ Sj) .  Repare que não é necessário recalcular uma AGM, ao removermos 

Tj, obtemos imediatamente a AGM T[j] \ Tj). Em seguida, é adicionado a 

T[j] \ Tj, O conjunto de nós Si e todos os arcos entre Si e S[j] \ Sj e resolvido 

um problema da árvore geradora de custo mínimo. O resultado desse proce- 

dimento é uma árvore geradora de custo mínimo a partir do conjunto de nós 

{Si)uS[j] \ {Sj)). Assumindo que todas as demandas são idênticas, podemos 

resolver uma árvore geradora de custo mínimo a partir de um subgrafo com 

Q nós e Q2 arcos pelo algoritmo de Prim [61] em O(Q2). Portanto, computar 



um simples aij, leva O(Q2). Consequemente, a computação de todos os a,, 

leva O (n2Q2). 

izinhança de Busca Composta 

O GWI G3(T) para a vizinhança de busca composta pode ser obtido combi- 

nando as idéias das obtenções de G1(T) e G2(T). A computação detalhada 

de G3(T) pode ser encontrada em Ahuja et al. [5]. N" ao entraremos nos 

detalhes dessa computação porque utilizamos em nosso trabalho, como será 

melhor detalhado mais na frente, somente os GiWs G1 (T) e G2 (T). 

O seguinte resultado mostra a correspondência entre as TC's e os ciclos 

nos GM's G1(T) e G2(T).  

Lema 5.1 Existe u m a  correspondência de um-para-um entre as trocas- 

ciclicas baseadas e m  nós  e m  relação à u m a  árvore T e os ciclos direcionados 

e m  subconjuntos disjuntos n o  GM G1(T), e ambos t ê m  o mesmo custo. D a  

mesma forma, existe u m a  correspondência de um-para-um entre as trocas- 

ciclicas baseadas e m  subárvores e m  relação à u m a  árvore T e os ciclos dire- 

cionados e m  subconjuntos disjuntos no  GM G2(T), e ambos t ê m  o m e s m o  

custo. 

A prova de (5.1) e um outro lema nessa mesma linha, porém em relação 

ao G3(T), podem ser encontrados em Ahuja et al. [8, 51. 

Na construção de um GM é necessário determinar o custo do arco (vi, vj) 

para cada arco (vi, vj). A princípio, pode parecer que o tempo necessário 

para construir um Grafo de Melhoria é R(n2) vezes o tempo necessário para 



calcular o custo de um arco (vi, vj). Porém, é bem provável que ao com- 

putarmos o custo de um arco (vi, vj), seja possível extrair alguma informação 

interessante sobre a computação de um arco (vi,vk) e isso talvez possa re- 

duzir o tempo total de criação de um GM (no entanto, a identificação dessas 

informações é, atualmente, tema de pesquisa, veja Ahuja et a1 [7]). 

A atualização de um GM após uma TC, pode ser feita sem que seja 

necessário a recomputação de todos os arcos. Se dois nós vi e vj pertencem 

à duas subárvores de nível 1 distintas que não foram afetados pela troca, 

então os custos dos arcos formados por nós pertencentes às subárvores T[i] 

e T[j], i # j, permanecem inalterados. De fato, após uma TC, é necessário 

atualizar somente os arcos incidentes aos nós pertencentes às subárvores 

de nível 1 que foram afetadas na troca (Isso vale apenas para o GM da  

vizinhança de busca baseada na troca-múltipla de nós. Para os outros GM's 

é necessário atualizar também os arcos que saem dos nós pertencentes às 

subárvores de nível 1 que foram afetadas na troca). Essa observação diminui 

substancialmente o tempo de atualização de um GM. 

entificação de Ciclos egativos em 

De acordo com o lema (5.1), uma TC (que leva a uma solução de menor 

custo) em relação à uma solução viável T, corresponde a um ciclo direcionado 

de custo negativo em subconjuntos disjuntos (CDSD) em qualquer um dos 

GM's mencionados acima. Embora existam algoritmos de tempo polinomial 

para identificar ciclos negativos (sem a restrição dos elementos pertencerem 

à conjuntos distintos) (Aliuja et al. [4]), o problema de encontrar um CDSD 

é NP-Completo (Thompson e Orlin [67]). Por comodidade, denominaremos 

de ciclo válido um CDSD. 

Em Ahuja et al. [8], um método heurístico foi proposto para identificar 

ciclos válidos. Sua complexidade é da ordem de R(n3Q). Apesar de ter sido 



utilizado com sucesso, esse método não garante a identifição de um ciclo 

válido se o mesmo existir. Para suprir essa deficiência, Ahuja et al. [5] pro- 

puseram um método exato para identificar ciclos válidos. Tal método pode 

identificar o CDSD de custo mais negativo. (possivelmente, o que acarretaria 

o maior impacto na função objetivo). Esse método foi implementado por 

nós, porém, o seu alto custo cornputacional inviabializou sua utilização nesse 

estudo, como será melhor detalhado mais na frente. Um estudo detalhado 

sobre a identificação do CDSD de custo mais negativo (com propostas de 

solução heurísticas e exatas) pode ser encontrado em Ahuja et al. [3].  

Após termos apresentado as vizinhanças' de busca que permitem trocas- 

múltiplas de nós e /ou subárvores e a forma como podemos explorá-las (o 

conceito de GM e os procedimentos que podemos utilizar para identifiçar 

ciclos válidos), apresentaremos agora, um algoritmo de biisca local que 

utiliza todos esses conceitos. Seja G ( T )  um dos GM's apresentados 

anteriormente(G1(T) ou G2(T)  ou G3(T))  obtido a partir de uma solução 

inicial dada, T. O algoritino pode então ser descrito por: 

Algoritmo Busca- ocal-PAGCM 

Início 

Obter uma solução viável T 

Construir o Grafo de Melhoria G(T)  

Enquanto G(T) possuir ciclos válidos faça 

Início 

Obter um ciclo válido TV em G ( T ) ;  

Utilizar a troca-múltipla corresponde a W e atualizar a solução T ;  

Atualizar 6 (3') 

im 



Fim 

Vale enfatizar que no algoritmo acima, a computação e atualização do 

GM é realizada da forma como foi descrito na  seção 5.6. O mesmo acontece 

em relação à identifição de ciclos válidos. 

No próximo capítulo, apresentaremos algumas das Metaheurísticas que 

foram propostas na  literatura para o PAGCM. A maioria das Metaheurísticas 

que serão apresentadas, têm suas buscas locais baseadas em alguma(s) das 

vizinhanças de busca apresentadas anteriormente. 



Como mencionado anteriormente, algumas Metaheurísticas diferentes foram 

propostas na  literatura para resolver o PAGCM. Mais a frente, quando for- 

mos tratar dos resultados computacionais obtidos, mostraremos que muitos 

dos limites superiores obtidos por algumas dessas Metaheurísticas, são, na re- 

alidade, soluções ótimas. Nas próximas seções, apresentaremos as principais 

Metaheurísticas que foram propostas. 

Amberg et al. propõem uma Busca Tabu [34] e um Simulated Annealing 

(Aarts e Korst [I]) para o PAGCM. Ambas as estratégias iniciam com uma 

solução obtida pela heurística Esau-Williams 1231. A estratégia de busca local 

adotada e que é comum às duas Metaheurísticas é baseada na vizinhança de 

busca apresentada na seção 5.1 (transferência de um nó e troca de nós dois- 

a-dois). Somente as instâncias (mantidas em [14]) que possuem demandas 

idênticas foram consideradas. Muitos dos limites superiores, aqui obtidos, 

foram provados, em outras referências, como sendo soluções ótimas. Mais 

a frente, detalharemos melhor o procedimento utilizado para provar essas 



otimalidades. 

Saraiha et al. [64] propõem uma Busca Tabu para o PAGCM. Nessa proposta, 

a solução inicial é obtida através de uma adaptação do algoritmo de Prim 

[61] para o problema. A estratégia de busca local adotada é baseada na 

vizinhança que foi apresentada na seção 5.2 (operações cut e paste). Aqui, 

foram tratadas tanto instâncias com demandas idênticas quanto aquelas com 

demandas heterogêneas. Muitos dos limites superior obtidos, também foram 

provados, em outras referências, como sendo soluções ótimas. Em especial, 

houve, para a época, uma melhoria significativa na qualidade dos limites 

superiores, até então conhecidos, para quase todas as instâncias que possuem 

demandas heterogêneas. 

Ahuja et al. [8] propõem uma Busca Tabu e um GRASP ([24]) para o 

PAGCM. A solução inicial, tanto para a Busca Tabu como para o GRASP, é 

obtida através de um versão aleatorizada da heurística EW. Nessa versão, em 

cada iteração são determinados os p savings mais negativos para algum valor 

pequeno de p. Um número aleotório k é gerado entre 1 e p e então o k-ésimo 

saving é escolhido (passo 1 da EW). As estratégias de busca local utilizadas 

são baseadas nas vizinhanças de busca apresentadas nas seções 5.4 (troca- 

múltipla de subárvoies) e 5.3 (troca-múltipla de nós). Foram implementadas 

duas versões de cada uma das Metaheurísticas. Uma versão do GRASP e da  

Busca Tabu tendo como estratégia de busca local, a troca-múltipla de nós. E 

uma outra versão do GRASP e da  Busca Tabu tendo como estratégia de busca 

local, a troca-múltipla de subárvores. Para definir as vizinhanças adotadas 

foi utilizado o conceito de GM (seção 5.6). Esse conceito foi utilizado tanto 



para obter a vizinhança proporcionada pela troca-múltipla de nós quanto 

a proporcionada pela troca-múltipla de subárvores. Para identificar TC's 

e/ou TCA9s, foi utilizada uma heurística também proposta em Ahuja et al. 

[8]. Os resultados computacionais obtidos nesse trabalho foram muito bons. 

Foram obtidos ou melhorados os melhores limites superiores até então conhe- 

cidos para todas as instâncias da literatura (foram tratadas tanto instâncias 

com demandas idênticas quanto com demandas heterogêneas) mantidas em 

[14]. Muitos dos limites superiores obtidos para as instâncias com deman- 

das homogêneas, foram provados como sendo soluções ótimas em outras re- 

ferências (mais a frente, detalharemos melhor como foi realizado esse processo 

de provar otimalidades) . 

Ahuja et al. [5] propõem um novo GRASP para o PAGCM. A solução inicial 

é obtida através de um versão aleatorizada da heurística EW (aleatorização 

essa, feita da  mesma forma como foi explicado no trabalho anterior). A 

estratégia de busca local utilizada é baseada na vizinhança de busca com- 

posta (seção 5.5). Assim como no trabalho anterior, foi utilizado o conceito 

de GM para explorar a vizinhança proporcionada pela vizinhança de busca 

composta. Ao contrário do outro trabalho, um método exato, também pro- 

posto em Ahuja et al. [5], foi utilizado para identificar TC's. Mais uma vez, 

os resultados aqui obtidos foram muito bons. Em relação as instâncias com 

demandas idênticas, somente uma instância teve seu limite superior melho- 

rado em relação aos resultados obtidos em [8]. Nas demais instâncias com 

demandas idênticas, foram obtidos os mesmos limites superiores encontrados 

em [8]. Porém, em relação as instâncias com demandas heterogêneas foram 

melhorados muitos dos limites superiores em [8], principalmente de instâncias 

com n = 200. Onde não houve melhoria, foram obtidos os mesmos resultados 

encontrados em [8]. 



Souza et al. [65] propõem mais um GRASP para o PAGCM. A solução inicial 

é obtida através de um versão aleatorizada da heurística Ew (um pouco 

diferente da  aleatorização proposta no trabalho citado anteriormente). A 

estratégia de busca local utilizada é baseada em uma vizinhança de busca 

denominada path-relinking proposta por Glover [33]. Somente instâncias 

com demandas idênticas foram tratadas. Muitos dos limites superiores aqui 

obtidos, são iguais aos obtidos em [8, 51. Não houve nenhuma melhoria em 

relação aos resultados obtidos em [8, 51. 



Apresentaremos nesse capítulo, as Heurísticas Lagrangeanas que implemen- 

tamos para o PAGCM. As Heurísticas aqui apresentadas, terão enfoque mais 

algorítinico do que de iinplementação, ou seja, não l-iaverá preocupação com 

os detalhes de implementação bem como com a linguagem de programação 

utilizada. O mesmo acontecerá em relação as estruturas de dados. Porém, 

vale enfatizar que é essencial uma estruturi que mantenha, de forma eficiente, 

os descendentes de cada nó e o peso acumulado (somatório das demandas) 

de um determinado nó e seus descendentes em uma solução viável. 

Ao longo desse capítulo, defineremos o que vem a ser uma Heurística 

Lagrangeana, mostraremos os seus componentes e as estratégias de busca 

local que utilizamos. E, por fim, os algoritmos de cada uma das Heurísticas 

Lagrangeanas que implementamos. 

Uma Heurística Lagrangeana é um procedimento que transforma soluções 

dual viáveis (obtidas através de Relaxação Lagrangeana) em soluções prima1 

viáveis [12]. Ela é utilizada no contexto de um algoritmo de Otimização 

por Subgradieiltes onde os multiplicadores de Lagrange estão disponíveis, as- 
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sim como a solução ótima do Subproblema Lagrangeano associado a esses 

multiplicadores. Nesse trabalho, a noção do que seja uma Heurística La- 

grangeana será expandida para incorporar (a exemplo das Metaheurísticas) 

uma heurística construtiva inicial. A idéia básica seria então utilizar soluções 

dual viáveis para influenciar a determinação de soluções prima1 viáveis pela 

heurística construtiva. Mais especificamente, soluções dual viáveis serão uti- 

lizadas para modificar os custos das variáveis originais quando passadas à 

heurística de construção. Nesse estudo, a heurística EW será utilizada como 

heurística de construção. Heurísticas Lagrangeanas, da forma como defini- 

mos, foram aplicadas com sucesso ao Problema de Steiner em Grafos 1501, 

Problema da  Árvore Geradora de Custo Mínimo com Restrição de Grau nos 

Vértices em [10], Problema de Roteamento de Veículos [57] e ao Problema 

de Partição Ótima de Retângulos [16] entre outros. 

As Heurísticas Lagrangeanas que introduziremos aqui, são compostas, 

basicamente, de quatro etapas. Numa primeira etapa, uma solução viável 

inicial é obtida através da execução da heurística EW. Em um contexto 

mais amplo, o Algoritmo Relax and Cut para o PAGCM é aplicado vizando 

obter Zlb(u,  v)(3.14). Ao longo das iterações desse processo, um conjunto de 

multiplicadores de Lagrange é gerado. Para ums certa iteração r ,  os mul- 

tiplicadores { t : i l  : W E I ,  V k  t f, u T 1  : (vi, v,) t A) servem de entrada 

para a geração de custos Lagrangeanos { fij : (vi, vj) E A). A segunda etapa 

consiste na resolução do Subproblema Lagrangeano que gera uma solução 

{%ij : (vi, vj) E A). Numa terceira etapa, a heurística básica é aplicada no- 

vamente, porém ela utiliza, agora, como entrada, ou os custos Lagrangeanos, 

ou os custos Reduzidos (de Programação, Linear) associados à solução do 

Subproblema Lagrangeano ou, ainda, os custos Complementares, a serem 

definidos posteriormente. Por fim, numa quarta etapa, a solução obtida pela 

aplicação da heurística básica é submetida a um processo de busca local. O 

processo de busca local não é mais efetuado a partir dos custos que serviram 

de entrada para a aplicação da heurística básica e sim a partir dos custos 

originais {c, : e E E). Mais adiante, detalharemos as nossas estratégias 



de busca local. A maneira pela qual os custos dos arcos são introduzidos 

na terceita etapa de uma de nossas Heurísticas Lagrangeanas, define o tipo 

de Heurística Lagrangeana que está sendo aplicada. É importante enfati- 

zar que nossas Heurísticas Lagrangeanas são aci0nada.s em toda iteração do 

Algoritmo Relax and Cut para o PAGCM (passo 4). 

No próximo item, mostraremos, mais detalhadamente, todos os compo- 

nentes das Heurísticas Lagrangeanas que introduziremos. Apresentaremos, 

ainda, os motivos pelos quais adotamos certas estratégias nas composições 

das mesmas. 

7.1.1 Componentes da eurística Lagrangeana 

A primeira etapa de nossa Heurística Lagrangeana, ou seja, determinação 

de uma solução inicial para o PAGCNI, é feita pela heurística EW. A se- 

gunda etapa é a resolução do Subproblema Lagrangeano. Como já foi men- 

cionado, utilizamos o algoritmo proposto em [25] para resolvê-lo. Na terceira 

etapa, fizemos alguns experimentos computacionais. Inicialmente, utilizamos 

os custos Lagrangeanos como entrada para a terceira fase da  Heurística La- 

grangeana. Posteriormente, fizemos a experiência de utilizar não mais esses 

custos e sim os custos Lagrangeanos Reduzidos {c(i ,  j )  : (vi, vj) E A) forneci- 

dos por um algoritmo também proposto em [25]. E, por fim, testamos os 

custos Complementares, ou seja, se ?E é a solução ótima do problema La- 

grangeano, os custos de entrada para a EW são dados por {cij (1 - Tiij - ?Eji) : 

[vi, vj] E E). Note que essa estrutura de custos torna mais atraentes, para a 

solução primal, variáveis assumindo valor 1 na solução Lagrangeana. Após 

analisarmos os resultados dessas experiências, verificamos que a heurística 

EW tendo como entrada os custos Complementares forneceu limites superi- 

ores melhores do que quando executada tendo como entrada os custos La- 

grangeanos ou Reduzidos. 

Além dos componentes citados acima, existem outros componentes im- 

portantes em uma Heurística Lagrangeana. Os critérios de parada do Al- 



goritmo (Relax and Cut para o PAGCM) e a forma pela qual se reduz o 

valor de a ao longo das iterações do algoritmo, são partes importantes de 

uma Heurística Lagrangeana (veja seção 3.4). Uma outra componente im- 

portante é a fixação de variáveis de decisão e de variáveis de fluxo (seção 3.5). 

Antes de incorporarmos os testes de fixação de variáveis da seção 3.5, fizemos 

alguns experimentos computacionais com e sem esses testes. Após analisar- 

mos os resultados, verificamos que as Heurísticas Lagrangeanas acionadas em 

conjunto com os testes de fixação, produziram melhores limites superiores do 

que quando acionadas sem os mesmos. Além disso, verificamos que a qua- 

lidade do limite inferior obtido também melhorou. Uma outra observação 

importante decorrente desses experimentos foi que quando a diferença en- 

tre o limite superior e o limite inferior era pequena (até 3%), o número de 

variáveis de decisão restantes após o término do algoritmo era de um pouco 

menos de 10% do número de variáveis de decisão original. Como mencionado 

anteriormente, os testes de fixação são acionados somente quando ocorre um 

aumento global do melhor limite inferior conhecido ao longo das iterações do 

algoritmo Relax and Cut para o PAGCM, pois é necessário um certo esforço 

computacional para executar esses testes. Diante de um saldo tão postivo, 

esses testes foram mantidos. 

E, por fim, a última componente de uma Heurística Lagrangeana, como 

mencionado anteriormente, é a estratégia de busca local adotada (quarta 

etapa). A estratégia de busca local que utilizamos procura melhorar a solução 

inicial obtida na terceira etapa, tentando, isoladamente e em sequência, tro- 

car subárvores duas-a-duas, trocar nós dois-a-dois e transferir nós. Essas 

estratégias serão detalhadas no próximo item. 

7.1.2 Estratégias 
agrangeanas 

A definição da estratégia de busca que adotamos foi baseada em alguns ex- 

perimentos computacionais que realizamos. Nossa idéia inicial era aplicar 



o algoritmo da  seção 5.7 utilizando o GM GP(T)  e o algoritmo exato pro- 

posto em Ahuja et al. [5] para identificar ciclos válidos. Porém, verificamos 

que o custo computacional requerido por essa estratégia era muito alto. Em 

particular, o algoritmo utlizado para identificação de ciclos válidos gastava 

um tempo computacional bastante considerável. Além disso, analisando os 

experimentos computacionais realizados, verificamos que não ocorreram me- 

lhorias do limite superior tão significativas que justificasse a utilização dessa 

estratégia. Isso descartou, de cara, a opção de usarmos a mesma estratégia, 

porém utilizando o GM G2(T) ,  já que o problema não era a construção 

e atualização do GM utilizado e sim o algoritmo para identifição de ciclos 

válidos que era muito lento. Procuramos, então, uma alternativa que fosse 

ao mesmo tempo forte (no sentido de produzir boas melhorias no limite su- 

perior) e de custo computacional barato. Vale lembrar que nossas estratégias 

são baseadas na utilização dos GM's G1 (T) e G2(T) .  

Direcionamos nosso estudo então, no sentido de encontrar uma forma 

de aproveitarmos a vizinhança proporcionada pelos GM's (G1(T) e G2 (T)), 

sem que fosse necessário utilizarmos um algoritmo computacionalmente caro, 

para identificar soluções vizinhas de boa qualidade. Pensamos, então, em um 

algoritmo para identificar ciclos válidos com no máximo dois arcos (tanto em 

G1(T) quanto em G 2 ( T )  ). A identifição desses ciclos, uma vez computado 

um GM, é fácil de implementar e não é tão dispendiosa coinputacionalmente, 

como será mostrado mais adiante. Além disso, tentamos, também, trans- 

ferências de nós (veja seção 5.1). 

Nossa estratégia ficou então articulada em três passos. Os dois primeiros 

passos têm como base o algoritmo da seção 5.7 (Busca-Local-PAGCM). 

A única restrição é que os ciclos válidos devem possuir somente dois ar- 

cos. Seja T uma solução viável obtida na  terceira etapa de uma de nossas 

Heurísticas Lagrangeanas. Essa solução é então submetida aos seguintes pas- 

sos. Num primeiro passo, o algoritmo Busca-Local-PAGCM é acionado 

com G ( T )  = G 2 ( T ) .  O segundo passo é similar ao primeiro, as diferenças 

são que o GM utilizado é o G1(T) e a solução que é passada como entrada 



é a obtida após o primeira passo. E, por fim, num terceiro passo, tenta- 

mos fazer transferências de nós como foi apresentado na seção 5.1 (com a 

solução obtida após o segundo passo). Essa estratégia é sequencial, ou seja, 

primeiro submetemos T ao primeiro passo (obtendo TI), depois submetemos 

TI ao segundo (obtendo T") e finalmente, submetemos T" ao terceiro passo 

(obtendo TI"). Essa sequência de passos é realizada uma única vez para evi- 

tarmos que seja gasto um tempo computacional considerável. Essa escolha 

foi feita após realizarmos alguns experimentos computacionais. Fizemos ex- 

perimentos variando a ordem dessa sequência e verificamos que a sequência 

apresentada acima, foi a que produziu os melhores limites superiores. 

É fácil ver que para identificar um ciclo válido com dois arcos em G1(T) 

ou G2(T) ,  basta verificarmos se (a, + c+ < O ) ,  onde aij é o custo de 

um arco (vi, vj) em G1 (T) ou G 2  (T). Heuristicamente, resolvemos fazer a 

identificação desses ciclos da seguinte forma. Para cada nó vi, i = 2,3 ,4 ,  . . . , n, 

identificamos (nessa ordem crescente dos índices i) o melhor par de troca (de 

maior impacto na função objetivo) para o nó vi, digamos (vi, vj). Porém, esse 

processo tem uma restrição. Caso identifiquemos, por exemplo, o par de troca 

(vi, vj) como sendo o melhor par para o nó vi, automaticamente, mais nenhum 

par de troca poderá ser formado por nós pertencentes às duas subárvores às 

quais os nós vi e v3 pertencem (T[i] e TU]). É possível ainda que sejam 

realizadas mais de uma troca a cada iteração, basta que os pares de trocas 

identificados atendam a restrição mencionada acima, ou seja, pertençam A 

subárvores distintas. 

Como foi mencionado, a diferença entre as duas primeiras etapas está no 

GM utilizado. Se o GM utilizado for G1(T),  uma troca (vi, vj) significa que 

o nó vi é movido da  subárvore de nível 1, T[i], para a subárvore de nível 1, 

T[j], e nó vj é movido da subárvore de nível 1, T[j], para a subárvore de 

nível 1, T[i]. Caso o GM utilizado seja o GYT),  um par de troca (vi, vj) 

significa que a subárvore T, é movida da subárvore de nível 1, T[i], para a 

subárvore de nível 1, T[j], e a subárvore T, é movida da  subárvore de nível 

1, T[j], para a subárvore de nível 1, T[i]. 



A seguir, definiremos formalmente o algoritmo que foi utilizado nas dois 

primeiros passos de nossa busca local. Seja LT uma lista dos possíveis pares 

de troca (vi, vj) a serem realizadas em cada iteração de nosso algoritmo. 

Sejam ainda melhoria uma variável booleana (que diz se ainda existe 

alguma troca que leva a um decréscimo da função objetivo), e Ls, a lista 

de subárvores que possuem um nó (caso o GM utilizado seja G1(T)) ou 

uma subárvore (caso o GM utilizado seja G2(T))  quando ainda estamos 

procurando por pares de troca que levam a uma melhoria da função objetivo. 

Introduza ainda, as variáveis v: e v: que poderão armazenar possíveis pares 

de troca, e a variável cttTo,, que é utilizada para armazenar o custo da 

melhor troca (a mais negativa) para cada nó vi, i = 2,3,4,  ..., n. O nosso 

algoritino de busca local que identifica ciclos válidos de dois arcos em G(T) ,  

onde G ( T )  = G1 (T) ou G ( T )  = G 2  (T), pode ser assim descrito. 

Algoritmo Busca-Local-Ciclo-2 

(1) início 

Obter uma solução viável T 

Construir o Grafo de Melhoria G ( T )  

melhoria = verdadeiro; 

Ls = o ;  
LT = 0 ;  
enquanto melhoria faça 

início 

melhoria = falso; 

para i=2 até n faça 

início 

v: = vi; 

c ~ ~ T O C O .  = O; 

v; = o; 
para j=2 até n faça 

se ((T[il # %I) e (Wl 6 Ls) e (TbI 6 Ls) 



e (aq + olji < &-oca)) 

então início 

&Toca = aij + Qji; 

v; - - vj ; 

fim-se 

se (vi # O) // Existe alguma troca que proporciona melhoria 

então início 

melhoria = verdadeiro; 

LS = LS U {T[i], T[j]); 

LT = LT U {(V:, V;)}; 

fim-se 

fim-para 

se melhoria 

então início 

Efetuar a lista de trocas LT e atualizar a solução T; 

Atualizar G(T)  ; 

L s = @ ;  

L T = @ ;  

fim-se 

(32) fim 

Os passos (2)-(6) servem para inicializar o algoritmo (obtenção de uma 

solução viável, construção de G ( T )  e inicialização de algumas variáveis). Os 

passos (10)-(19) são utilizados para identificar o melhor par de troca para 

cada nó vi. Por exemplo, em uma certa iteração, o algoritmo está procurando 

um par de troca para um nó vi. Digamos que existam alguns pares de troca 

possíveis e que o melhor par de troca é (v:, v:), onde v: = vi. Após isso, 

como existe um par de troca que leva a uma melhoria, devemos acrescentar 

em Ls (22), as subárvores às quais os nós v: e v: pertencem, ou seja, T[i] e 

T[j]. Isso serve para evitar que os nós (se G(T)  = G1(T)) ou subárvores 

(se G(T) = G"(T) de T[i] e T[j] possam fazer parte de algum outro par de 



troca. Além disso, o par de troca (v:, vi) é incluído eni LT (23). Em (26) um 

teste é utilizado para verificar se existe alguma troca em LT (isso é sinal de 

que é possível melhorar a solução atual). Caso esse teste seja positivo, a lista 

de trocas Ls é efetuada, levando a uma nova solução (27). Após isso, G(T) 

é atualizado e Ls e LT são reinicilizadas. Todo o processo de identifição de 

pares de trocas é realizado novamente, agora, a partir de G ( T )  atualizado. 

Caso não exista mais nenhum par de troca que leve a uma melhoria da função 

objetivo, o algoritmo pára. 

O terceiro passo de nossa estratégia, como foi mencionado anteriormente, 

é a transferência de nós. Basicamente, a identificação de transferências 

válidas (que não violam a restrição de capacidade e diminuem o valor da  

função objetivo) é realizada da mesma forma que identificamos trocas duas- 

a-duas (de nós ou subárvores). Procuramos para cada nó vi E V ,  a melhor 

transferência e então evitamos que as subárvores envolvidas nessa trans- 

ferência, participem de qualquer outra transferência, na iteração corrente, 

já que é possível mais de uma transferência por iteração. Vale lembrar aqui, 

que também tentamos transferência de subárvores, porém tais movimentos, 

quase não melhoraram os nossos limites superiores. 

Seja T uma solução viável que é passada como entrada para a etapa de 

transferências. Para agilizar o processo de identificação de transferências 

válidas, utilizamos uma idéia proposta em Ahuja et al. [8]. Porém, aqui, 

não a usamos exatamente como sugerido em [8], ou seja, como uma forma de 

transformar uma TCA em uma TC. A adéia aqui, é montarmos um grafo, 

que denominaremos Grafo de Transferência, GT. Antes de construirmos 

GT(T'), precisamos criar um nó denominado pseudono, para cada uma das 

subárvores de T. Além desses nós, GT(T)  possui ainda, todos os nós do 

grafo original, G. Os arcos de GT(T)  serão definidos de modo que o custo de 

cada um deles, seja o custo da transferência de um nó da subárvore à qual ele 

pertence para uma outra subárvore, caso a restrição de capacidade não seja 

violada. O custo da  transferência de um nó vi E 1/ da subárvore T[i] para o 

pseudono (subárvore) T[h] ,  T[i] # T[h] e CktTVI q k  + qi < Q (a capacidade 



não é violada), é calculado da  seguinte forma: 

e pode ser determinado pela resolução (reotimização) de dois problemas da  

árvore geradora de custo mínimo, como foi mostrado na seção 5.1. 

E fácil ver que para identificarmos uma transferência válida, basta veri- 

ficarmos se Pih < O. Caso isso seja verdade, ,Oih identifica uma tranferência 

válida. Portanto, uma vez computado um G T ( ~ ) ,  a adaptação do Al- 

goritmo Busca-Local-Ciclo-2 para encontrar transferências válidas em 

GT(T)  é bem simples. A atualização desse grafo é realizada da  mesma 

forma que atualizamos um GM. Somente os arcos incidentes nos pseudonos 

que foram afetados pelas trocas realizadas serão recoinputados. 

Após detalharmos cada uma das três etapas de nossa busca local 

(Busca-Local-Lag), podemos definir, algoritmicamente, nossa estratégia da 

seguinte forma: 

Algoritmo Busca-Local-Lag 

(I) inicio 

(2) Obter uma solução viável T 

(3 )  Aplicar o algoritmo Busca-Local-Ciclo-2 utilizando G2(T) ,  

obtendo TI (uma nova solução viável) 

(4) Aplicar o algoritmo Busca-Local-Ciclo-2 utilizando G1 (ãl), 

obtendo TI' (uma nova solução viável) 

(5) Procurar Transferências de Nós Válidas utilizando GT  (T") , 

obtendo T'" (a solução viável obtida no final do algoritmo) 



7.1. agrangena Basica 

Chamaremos de Heurística Lagrangeana Básica (HeurLagBasica), a 

Heurística Lagrangeana que, na terceira etapa, recebe como entrada, os 

custos Lagrangeanos. O custo Lagrangeano de uma aresta [vi, vj] E E, é 

a soma dos custos Lagrangeanos dos arcos associados à [vi, vj], OU seja, 
- 

d, + &. Como foi mencionado anteriormente, ela é acionado em toda 

iteração do nosso Algoritino Relax and Cut para o PAGC1\/1. Seu algoritmo 

pode ser assim descrito. 

HeurLagBasica 

Entrada: Grafo G 

Saída: AGCM, limite inferior, limite superior 

passo 1: aplicar a heurística EW para obtenção de uma solução viável para 

o PAGCM 

passo 2: resolver o Subproblema Lagrangeaiio para os custos Lagrangeanos 

da iteração corrente 

passo 3: se nenhuma das duas condições de parada for satisfeita, aplicar a 

heurística EW tendo como entrada os custos Lagrangeanos (obtendo então, 

uma nova solução viável, T). Submeter T a Busca-Local-Lag (repare que 

o passo (2) desse algoritmo é descartado, pois já temos a solução viável T) 

para os custos orginais. 

passo 4: se nenhuma das duas condições de parada for satisfeita, atualizar 

os multiplicadores de Lagrange e voltar ao passo 2. 

fim 

.l. agrangena com Custos 

Quando, na terceira etapa da Heurística Lagrangeana, aplicarmos os custos 

reduzidos das variáveis de decisão, obteremos a Heurística Lagrangeana 

de Custos Reduzidos (HeurLagReduz). O custo reduzido de uma aresta 



[vi, vj] E E, é a soma dos custos reduzidos dos arcos associados à [vi, vj], ou 

seja, Cij + Çji. Assimo como ocorre com a eurLagBasica, ela é acionada 

em toda iteração do nosso Algoritmo Relax and Cut para o PAGCM. Seu 

algoritmo pode ser assim descrito. 

eurEagReduz 

Entrada: Grafo G 

Saída: AGCM, limite inferior, limite superior 

passo 1: aplicar a heurística EW para obtenção de uma solução viável para 

o PAGCM 

passo 2: resolver o Subproblema Lagrangeano para os custos Lagrangeanos 

da iteração corrente 

passo 3: se nenhuma das duas condições de parada for satisfeita, aplicar a 

heurística EW tendo como entrada os custos Reduzidos (obtendo então, uma 

nova solução viável, T). Submeter T a Busca-Local-Lag (repare que o passo 

(2) desse algoritmo é descartado, pois já temos a solução viável T) para os 

custos orginais. 

passo 4: se nenhuma das duas condições de parada for satisfeita, atualizar 

os multiplicadores de Lagrange e voltar ao passo 2. 

fim 

ica Lagrangena com 
Custos Com lernentares 

Antes de definirmos nosso próximo tipo de Heurística Lagrangena, pre- 

cisamos definir o que são custos complementares. Os custos complementares 

são os custos obtidos quando inodificamos os custos originais da seguinte 

forma. Cada aresta do grafo original terá custo zero se na solução do Sub- 

problema Lagrangeano aparecer algum arco relacionado à ela. Mais formal- 

mente, seja ?Eij a solução corrente do Subprobleina Lagrangeano, os custos 

complementares {'Cij : [vi, vj] E E) são obtidos da seguinte forma: 



A Heurística Lagrangeana de Custos Complementares (HeurLagComp) 

é obtida quando utilizamos os custos complementares como entrada para a 

heurística EW. Ela também é acionada em toda iteração do nosso Algoritmo 

Relax and Cut para o PAGCM. Segue seu algoritmo 

HeurLagComp 

Entrada: Grafo G 

Saída: AGCM, limite inferior, limite superior 

passo 1: aplicar a heurística EW para obtenção de uma solução viável para 

o PAGCM 

passo 2:  resolver o Subproblema Lagrangeano para os custos Lagrangeanos 

da iteração corrente 

passo 3: se nenhuma das duas condições de parada for satisfeita, obter os 

custos complementares. Aplicar a heurística EW tendo como entrada os cus- 

tos complementares (obtendo então, uma nova solução viável, T) . Submeter 

T a Busca-Local-Lag (repare que o passo (2) desse algoritmo é descartado, 

pois já temos a solução viável T) para os custos orginais. 

passo 4: se nenhuma das duas condições de parada for satisfeita, atualizar 

os multiplicadores de Lagrange e voltar ao passo 2. 

fim 



Neste capítulo, discutiremos o desempenho computacional da Heurística La- 

grangeana com Custos Complementares. Como foi mencionado anterior- 

mente, a HeurLagComp apresentou um desempenho computacional melhor 

(em termos de qualidade das soluções obtidas) do que o das outras Heurísticas 

Lagrangeanas. Devido a isso, analisaremos somente os resultados obtidos 

pela HeurLagComp. Confrontaremos aqui, os nossos resultados com os me- 

lhores resultados da literatura, tanto em termos de limites inferiores quanto 

de limites superiores. 

Na literatura, foram propostas algumas classes de problemas. Essas classes 

foram utilizadas como benckmark na maioria dos mais recentes algoritmos 

propostos para o PAGCM. As primeiras três classes que serão apresentadas 

abaixo, estão disponíveis eletronicamente na página 

http://www.ms.ic.ac.ulc/info.html ([14]). A última classe, na realidade, é 

composta de algumas instâncias propostas origiiialmente para o Problema 

de Roteamento de Veículos (PRV) que foram adaptadas para o PAGCM 

(veja Hall [42]). 



classe d e  problemas tc :  grafos completos para n = 41, 81 e 121. A 

matriz de custos de cada problema foi gerada ao se tomar a parte inteira da  

distância euclidiana entre as coordenadas dos n pontos. Os pontos foram 

gerados aleatoriamente em um quadrado de dimensão 100 x 100. A raiz está 

localizada no centro desse quadrado. Para n = 41, existem 10 diferentes 

instâncias, onde Q (capacidade) pode assumir valor 5 ou 10. Para n = 81 

existem 5 instâncias diferentes e Q pode assumir os seguintes valores: 5, 10 

e 20. Todas as demandas são idênticas (unitárias). Existem, portanto, 35 

instâncias. 

classe d e  problemas te :  possui as mesmas características da  classe de 

problemas t c ,  exceto pelo fato de que a raiz, desta vez, está localizada 

em alguma extremidade do quadrado. Os problemas dessa classe são 

considerados mais difíceis do que os da .classe tc. Ela possui a mesma 

quantidade de instâncias, ou seja, 35. 

classe de problemas cm: grafos completos para n = 50,100 e 200. 

Ao contrário das classes anteriores, os problemas dessa classe não são 

euclidianos. A matriz de custos e as demandas são geradas aletoriamente no 

intervalo [O, 1001. Claramente, os problemas dessa classe não satisfazem a 

desigualdade triangular. Para cada valor de n existem 5 diferentes instâncias 

onde a capacidade pode variar da seguinte forma: Q = 200,400 e 800. Essa 

classe, possui, portanto, 45 instâncias. 

classe d e  problemas propostas  p o r  a11 [42] (ch): essa classe é com- 

posta de alguns problemas que foram originalmente propostos para o PRV. 

Isso deve-se a grande semelhança entre o PRV e o PACGM (veja Araque et al. 

[ll]). Os problemas eil* e a t t 4 8  foram sele.cionaclos por Reinelt [63] e (exceto 

o problema a t t48)  apareceram originalmente no livro de Eilon et al. [22]. 

Esses problemas estão disponíveis via f t p  (anônimo) em elib.zib-berlin.de no 



diretório /pub/mp-testdataltsp. As instâncias vrpnc* estão documentadas 

em [20] e são parte de uma biblioteca de problemas teste descritas em [14]. 

Elas também estão disponíveis na página http://www.ms.ic.ac.uli/info.htinl 

assim como os problemas eil*. Todos esses problemas, exceto o problema 

a t t 4 8  (que possui demandas idênticas), possuem demandas heterogêneas. 

Além disso, todos são euclidianos. Para computar a matriz de custos foi 

seguida uma convenção da  literatura do PRV, ou seja, a matriz de custos 

foi computada se tomando o maior inteiro não maior do que a distância 

euclidiana entre os nós. Essa classe possui 16 instâncias. 

As classes de problemas t c  e t e  foram inicialmente relatadas em Gouveia 

[35]. Elas foram utilizadas em muitos trabalhos como por exemplo, Amberg 

et al. [9], Hall 1421, Gouveia e Martins [39, 401, Saraiha et al. [64], Patterson 

et al. 1601, Ahuja et al. [8, 51 e Souza et al. [65]. A classe c m  também foi 

utilizada em muitos trabalhos, entre eles podemos citar Saraiha et al. [64] e 

Ahuja et  al. [8, 51. A classe c h  foi utilizada somente em Hall [42]. 

Visando uma melhor apresentação dos resultados, todos os programas foram 

executados em uma mesma máquina que possui a seguinte configuração: 

P e n t i u m  111, 933 M z, com 512MB de memória AM. Além disso, 

todos os códigos foram implementados na linguagem de programação C, 

compilador gcc, versão 2.95, para Linux. 

Como foi mencionado, a Heurística Lagrageana com Custos Comple- 

mentares (HeurLagComp) foi a que apresentou os melhores resultados em 

comparação com as outras Heurísticas Lagrangeanas. Devido a isso, toda 

análise de resultados se dará ao confrontarmos os resultados que obtivemos 

com a HeurLagComp com os melhores resultados da  literatura. 

Antes de apresentarmos os nossos resultados, vamos fazer uma revisão 

dos principais resultados da literatura tanto em termos de limites inferiores, 



quanto de limites superiores obtidos para o PAGCM. Para todas as instâncias 

com demandas idênticas (classes t c  e t e )  onde n = 41, a solução ótima é co- 

nhecida. O mesmo acontece em relação às instâncias onde n = 81 e Q = 20. 

Para todas essa,s instâncias, os limites superiores obtidos ein Amberg et al. 

[9] e Ahuja et al. [8] foram provados como sendo soluções ótimas. Saraiha et 

al. [64] e Patterson et al. [60] também obtiveram alguns limites superiores 

que são soluções ótimas para algumas dessas instâncias. A prova de otimali- 

dade da maioria desses limites superiores foi feita através da combinação do 

método baseado em planos-de-corte proposto por Hall [42] com um pacote 

programação inteira mista. Os casos remanescentes, ou seja, os casos onde 

n = 41, a raiz está localizada em alguma extremidade e Q = 5, a otimalidade 

foi provada através da combinação do pacote de programa<;ão inteira mista 

CPLEX, com o método baseado em planos-de-corte proposto por Gouveia e 

Martins [39]. 

Os melhores limites inferiores para instâncias com demandas idênticas 

foram obtidos ou por Gouveia e Martins .[40] ou por Hall [42]. Para uma 

revisão dos inelliores resultados da literatura para essas instâncias, veja [40]. 

Em relação à classe cm,  inuito foi feito em relação à obtenção de limites 

superiores. Os recentes trabalhos de Ahuja et al. [8, 51 igualaram ou me- 

lhoraram os melhores limites superiores da literatura. Alguns desses limites 

também foram obtidos em Saraiha et al. [64]. Até onde se sabe, o trabalho 

proposto por Frangioni et al. [27] foi o único que produziu limites inferiores 

para os problemas dessa classe. E, até onde se sabe também, a otimalidade 

de qualquer um dos problemas dessa classe não foi provada. 

A classe de problemas ch, como foi mencionado, foi proposta e utilizada 

somente em Hall [42]. Porém, como ainda existem 6 instâncias onde a oti- 

malidade não é conhecida, resolvemos incluir essa classe em nossos testes 

coinputacionais. As otimalidacles das outras 10 instâncias foram obtidas, 

através da combinação do método baseado em planos-de-corte proposto em 

[42] com alguns pacotes de programação inteira mista. Os limites superiores 



para as instâncias que não tiveram suas otimalidades provadas, foram obtidos 

inicialmente pela heurística proposta em [46] e possivelmente rnelhoradas ao 

longo de um algoritmo Branch and Cut também prosposto em [42]. 

As tabelas 8.1-8.5 que serão apresentadas nas próximas seções, conterão 

as seguintes informações: o nome da instância (Instância), o número de nós 

(N), a capacidade (Q), o limite inferior obtido pela HeurLagComp (LI), o 

limite superior obtido pela HeurLagComp (LS), o número de DGES's ativas 

ao final da  HeurLagComp (N-DGES), o melhor limite inferior conhecido na 

literatura (M-LI), o melhor limite superior conhecido na literatura (M-LS), 

a solução ótima do problema (OPT), quando ela for conhecida, e o tempo de 

CPU gasto pela HeurLagComp (CPU), em segundos. 

Além da.s tabelas mencionadas anteriormente, ainda existem mais três 

tabelas. A tabela 8.6 compara os tempos de CPU gastos pela HeurLagComp 

com os gastos pelos métodos em Ahuja et al. [8, 51. A primeira coluna 

dessa tabela é o número de nós do problema (N), a segunda (Ahu) é o tempo 

gasto pelos métodos em [8, 51. De [8], somente os tempos de CPU para as 

instâncias onde 11 = 41, foram extraídos, pois somente para essas instâncias 

o método mais recente ([5]) não foi testado. O restante dos tempos de CPU 

foram extraídos de [5]. A terceira coluna (HeurLagComp) representa o tempo 

de CPU gasto pela nossa heurística. Vale ressaltar que a máquina utilizada 

em [8] foi uma DEC A L P  A. E aquela utilizada em [5] tem configuração: 

Pentium 4, 512 RAM, 256 L2 C A C H E  (mais rápida do que aquela que 

utilizamos, porém é a que tem configuração mais parecida). Portanto, não dá  

para fazer uma comparação fiel dos tempos de CPU, porém, a título de ilus- 

tração, resolvemos fazê-la, sempre com a ressalva citada acima. Vale lembrar 

ainda que que nosso algoritmo produz tanto limites inferiores quanto limites 

superiores (portanto, é esperado um gasto considerável de tempo), enquanto 

os demais, produzem unicamente ou limites inferiores ou limites superiores. 

Evitamos comparar os nossos tempos de CPU com os tempos dos algoritmos 

que obtêm limites inferiores para o PAGCM, pois as máquinas utilizadas 

para a execução de tais algoritmos, eram bastante diferentes daquela que 



aqui utilizamos. 

As outras duas tabelas (8.7 e 8.8) contêm, basicamente, as mesmas in- 

formações: o nome da instância (Instânèia), o número de nós (N), a ca- 

pacidade (Q), GAP (diferença, em percentagem, do limite inferior ao limite 

superior), o número de variáveis xij (binárias) inicial do problema (NVI), o 

número de variáveis x, fixadas em zero com teste de fixação do item 3.5.1 

(NVFI), o número de variáveis x, fixadas em zero com teste baseado na  

análise dos custos reduzidos (item 3.5.2) (NVFCR), o número de variáveis 

restantes ao final do término da HeurLagComp (NVR), o número de variáveis 

de fluxo (2:)) relacionadas às variáveis binárias não fixadas em zero, fixadas 

em zero (com o teste do item 3.5.2) (NVZF). Além dessas informações, a 

tabela 8.7 possui a coluna PVF que representa o percentual de variáveis 

binárias fixadas. E a tabela 8.8 possui mais duas colunas: OPT que repre- 

senta o custo da solução ótima do problema e CPU que representa o tempo 

de CPU gasto pelo CPLEX [19] para resolver de forma exata os modelos 

multifliixos gerados a partir do conjunto de variáveis restantes após o final 

da HeurLagComp. Vale ressaltar que quando qualquer coluna, para qualquer 

uma das tabelas anteriormente citadas, apresentar os mesmos valores, eles 

não serão repetidos em cada linha da tabela, aparecerão apenas uma única 

vez. 

Após analisarmos alguns experimentos computacionais que realizamos, e 

também para uma análise mais fiel dos resultados, estabelecemos a seguinte 

regra para execução da HeurLagComp. Para problemas onde n < 50 ou 

n = 80, utilizamos um número máximo de iterações de 5000 e a redução 

de a, foi feita a cada 250 iterações sem melhoras do LI global (à exceção da  

instância ei151 que foi tratada com esses parâmetros). Para a maioria dos 

problemas restantes (n  2 50 e n # 80) utilizamos um número máximo de 

iterações de 10000 e a redução de a, foi feita'a cada 500 iterações sem melhoras 

do LI global. As excessões aqui são os problemas vrpnc* da classe ch. Para 

esses problemas, utilizamos um número máximo de iterações de 15000 e a 

redução de a, foi feita a cada 750 iterações sem melhoras do LI global. Além 



disso, utilizamos o mesmo p (= 0.03) em todas as execuções. Nas próximas 

seções, analisaremos os resultados que obtivemos para cada uma das classes 

de problemas mencionadas anteriormente. 

asses TC e TE 

Na tabela 8.1, apresentamos os resultados para os problemas da classe t c  

(n = 41, 81). Para todas as instâncias onde n = 41 e $ = 5, observamos que 

os limites superiores obtidos pela HeurLagComp são todos soluções ótimas 

e que os limites inferiores não se mostraram tão competitivos quanto os me- 

lhores limites da literatura. Em relação às instâncias onde n = 41 e Q = 10, 

os limites superiores que obtivemos são, também, todos soluções ótimas. Os 

limites inferiores, nesse caso, se mostraram mais competitivos, tanto que a 

própria HeurLagComp, através do teste de otinialidade Zub - Zlb < 1, con- 

seguiu provar a otimalidade de 6 das 10 instâncias. A excessão da instância 

tc40-10, os gaps das outras instâncias foram muitos pequenos. 

Ainda em relação às instâncias onde n = 41, observamos que o N-DGES 

é consideralmente maior, na maioria dos casos, quando Q = 5. Isso era 

esperado, uma vez que quanto mais apertada é a capacidade, maior é a 

probabilidade de se encontrar violações de DGES's. É interessante observar 

ainda que para todas as instâncias onde HeurLagComp provou a otimalidade, 

o tempo de CPU gasto foi consideravelmente menor quando comparado com 

os tempos de outras instâncias onde a otiinalidade não foi provada. Isso 

se explica pelo fato de que a prova de otimalidade, nesses casos, aconteceu 

antes das 5000 iterações previstas da HeurLagComp. Todas essas instâncias 

são consideradas fáceis, principalmente pelo fato da raiz está localizada no 

centro do quadrado onde as coordenadas dos nós foram geradas. Além disso, 

o número de nós é razoalvemente pequeno. 

Para n = 81, ainda na tabela 8.1, observamos o seguinte. Igualamos 

os melhores limites superiores em 8, das 15 instâncias consideradas. Em 



somente uma (tc80-1, Q = 10), das quatro instâncias que não tiveram 

ainda suas otimalidades provadas, não obtivemos a melhor solução viável 

da  literatura. Porém, com outros parâmetros (número máximo de iterações 

permitido e a forma como reduzimos o valor de a ao longo das iterações), 

obtivemos o mesmo valor da literatura, ou seja, 888. Nossos limites inferi- 

ores se mostraram mais competitivos quando Q = 20. Nesse caso, a própria 

HeurLagComp provou a otimalidade de duas instâncias (tc80-3 e tê80-4) 

através do teste Zub - Zlb < 1. Assim como ocorreu com as instâncias onde 

n = 41, o N-DGES é maior quanto mais apertada é a capacidade. A média 

do N-DGES quando Q = 5 é 66, 41 para Q = 10 e 20 para Q = 20. 

Em relação aos problemas da classe t e ,  podemos observar o seguinte pela 

tabela 8.2. Para n = 41 e Q = 5, os nossos limites superiores são todos 

soluções ótimas. Já os nossos limites inferiores assim como ocorreu na classe 

t c  (n = 41 e Q = 5) não se mostraram muito competitivos em relação aos 

melhores da literatura. O mesmo aconteceu quando (n = 41 e Q = 10), 

nossos limites superiores são soluções ótimas e os limites inferiores pouco 

competitivos, porém, com gaps menores (em relação às mesmas instâncias, 

porém para Q = 5). 

Pela tabela 8.2 e ainda para n = 41, podemos observar que o N-DGES 

é maior quando Q = 5. Além disso, tivemos até uma surpresa, a instância 

te40-I ,  para Q = 10, teve o N-DGES maior do que quando testada para 

Q = 5. Nos demais casos, o N-DGES para Q = 5 foi maior do que quando 

Q = 10, como era esperado. 

Em relação às instâncias onde n = 81, pela tabela 8.2, podemos obser- 

var que obtemos os melhores limites superiores da  literatura em 11, das 15 

instâncias consideradas. Nossos limites superiores não se mostratam tão com- 

petitivos, assim como ocorreu para os problemas dessa classe onde n = 41. 

O NDGES para essas instâncias tem um comportamento semelhante ao das 

instâncias anteriores. Ele é maior, quanto mais apertada é a capacidade. Na 

média, o N-DGES quando Q = 5 é 70, quando Q = 10 é 57 e 40 quando 



Q = 20. Porém, note que essa média é maior para essa classe do que para 

a classe t c  para o mesmo valor de n(81). O mesmo aconteceu em relação às 

instâncias de 41 nós. 

O tempo médio de CPU para todas as instâncias (classes t c  e t e )  onde 

n = 41 foi de 156s, um pouco maior do que o gasto em (Ahu) (veja, a tabela 

8.6). J á  em relação às instâncias de 81 nós, o tempo médio de CPU gasto 

pela HeurLagComp foi menor (1185s) do que o gasto pelos métodos em 

(Ahu) (1800s). 

A tabela 8.3 apresenta os resultados obtidos para os problemas da classe 

cm .  Vale lembrar aqui que a otimalidade de qualquer um desses proble- 

mas é desconhecida. Os valores que aparecem em negrito são os LI'S que a 

HeurLagComp conseguiu melhorar. J á  os valores que aparecem sublinhados, 

são os valores (M-LI e/ou M-LS) que são melhores que os nossos. 

Pela tabela 8.3, para n = 50, observamos que só não obtivemos os melho- 

res limites superiores da literatura em três instâncias. Vale aqui mencionar 

que o limite superior 564 da instância cm50r4, Q = 400, foi por nós obtido, 

porém, o número máximo de iterações permitido usado, assim como a forma 

como ci! foi reduzido ao longo das iterações, era diferente daquele utilizado 

na computação desses resultados. Porém, os limites inferiores que obtivemos 

para esses problemas são consideravelmente melhores do que os anteriormente 

conhecidos. Observe que essas melhorias são mais significativas quanto mais 

apertada é a capacidade (maior quando Q = 200, depois quando Q = 400 

e, por fim, quando Q = 800). Observe ainda que N-DGES é maior também 

quanto mais apertada for a capacidade. A média do N-DGES quando Q = 

200 é 65, 42 quando Q = 400 e 27 quando Q = 800. 

Ainda pela tabela 8.3, porém em relação às instâncias onde n = 100, ob- 

servamos que somente obtivemos os melhores limites superiores da literatura 



para 4 instâncias. Vale lembrar aqui que da mesma forma que obtivemos o 

limite superior 564 para a instância cm50r4,  Q = 400, obtivemos o limite 

superior 186 para a instância cm100r5,  Q = 800, porém, com um número 

máximo de iterações permitido, assim como a forma como o a foi reduzido, 

diferentes dos estabelecidos para a computação desses testes. Porém, con- 

seguimos melhorar 12 dos 15 limites inferiores para essas instâncias (perde- 

mos em duas e empatamos em outra). Assim como ocorre para n = 50, 

verificamos que as melhorias mais significativas ocorreram nas instâncias 

onde a capacidade é mais apertada. Observe ainda que N-DGES é maior 

também quanto mais apertada for a capacidade. A média do N-DGES 

quando Q = 200 é 74, 37 quando Q = 400 e 26 quando Q = 800. 

A tabela 8.4 mostra os resultados das instâncias onde n = 200. Obser- 

vamos nessa tabela que o desempenho da HeurLagComp, tanto em termos 

de limites inferiores quanto em termos de limites superiores, foi pior do que 

quando n = 50, 100. Não conseguimos obter nenhum dos melhores limites 

superiores conhecidos e inelhorainos 8 dos melhores limites inferiores conheci- 

dos (perdemos em 7). Em geral, o comportamento da HeurLagComp é bem 

parecido com o comportamento da  mesma quando está tratando as instâncias 

anteriores. As melhorias mais significativas ocorreram quanto mais aper- 

tada é a capacidade. Da mesma forma, o N-DGES é maior também quanto 

mais apertada for a capacidade. A média do N-DGES quando Q = 200 é 

144, 63 quando Q = 400 e quando Q = 800 é 17. O que é bastante cu- 

rioso aqui é o pequeno número de DGES's. ativas na última iteração quando 

Q = 800. Talvez, por isso, não tenhamos conseguido melhorar os limites 

inferiores dessas instâncias. E, possivelmente, ocorreram outros tipos de vi- 

olações nas subarborescências (da solução do Subproblema Lagrangeano) que 

não violaram as DGES's. 

Pela tabela 8.6 verificamos que os tempos médios de CPU gastos pela 

HeurLagComp crescem bastante a medida que o tamanho da instância au- 

menta. O tempo médio de CPU gasto em (Ahu) foi bem menor do que o 

gasto pela nossa heurística, para n = 100,200. Porém, para n = 50, nossa 



heurística teve um tempo médio de CPU menor. 

A tabela 8.7 mostra o desempenho dos testes de fixação de variáveis da  

seção 3.5. Observe que o percentual do número total de variáveis binárias 

fixadas foi superior a 90%. Em relação à instância de 50 nós, observe que 

o número de variáveis (binárias) que foram fixadas em zero com o teste de 

redução inicial (NVFI) foi maior do que o de fixadas com os custos reduzidos 

(NVFCR). O contrário ocorreu em relação às instâncias com 100 nós. O 

número de variáveis fixadas através da análise dos custos reduzidos foi maior 

do que aquele fixado com teste de redução inicial. Além disso, verificamos 

que o número de variáveis de fluxo fixadas em zero não foi tão considerável 

em todas as instâncias dessa tabela. 

Ainda pela tabela 8.7 observamos que apesar de mais de 90% das variáveis 

de decisão terem sido fixadas em zero, o número de variáveis de decisão 

restantes (para n = 100) ainda é considerável. Porém, em relação à instância 

cm50r4,  observe que sobraram poucas variáveis de decisão. Devido a isso, 

conseguimos provar a otimalidade (até então desconhecida) dessa instância, 

como será melhor detalhado mais adiante. 

A tabela 8.5 apresenta os resultados obtidos para os problemas da classe 

ch. Entre as instâncias que possuem suas otiinalidades conhecidas, a própria 

HeurLagComp conseguiu provar as otimalidades de duas (ei122 e ei130). 

Ainda pela tabela 8.5 observamos que, em geral, os nossos limites inferi- 

ores foram competitivos (não melhores, para as instâncias eil*) com os obti- 

dos em [42] (melhores da literatura). Enquanto que os limites inferiores que 

obtivemos para as instâncias vrpnc* não se mostraram tão competitivos. 

Em relação aos limites superiores, a HeurLagComp conseguiu melhorar os 

limites superiores de 5 das 6 instâncias que possuem otimalidades desconhe- 

cidas (eila76, ei  n c l l ) .  E mais, obtivemos as 



soluções ótimas de todas as instâncias que possuem otimalidades conhecidas. 

Porém, aconteceram algumas surpresas. Conseguimos obter, para 2 

instâncias, soluções viáveis de custos menores do que os custos das supostas 

soluções ótimas. Isso aconteceu com as instâncias ei133, a t t 4 8  (os nomes 

delas estão sublinados na  tabela). Obtivemos para a instância ei133, um 

limite superior de custo 494, quando o suposto ótimo é 503. Para a instância 

a t t48 ,  obtivemos um limite superior de 28935 quando suposto ótimo tem 

custo 29154. 

Em relação ao N-DGES, o comportamento da HeurLagCoinp é parecido 

com o que a mesma teve quando tratou as instâncias anteriores (com deman- 

das heterogêneas). O N-DGES é maior quanto mais apertada é a capacidade. 

Como o número de nós e a capacidade são sempre diferentes, fica difícil fazer 

uma análise mais detalhada. 

Em relação aos tempo de CPU, vale destacar que quando a HeurLagComp 

provou a otimalidade, os tempos foram bem pequenos. Novamente, isso 

deve-se ao fato que a prova de otimalidade ocorreu bem antes do número de 

iterações previsto. 

Para ilustrar como é possível provar a otimalidade através do método pro- 

posto nesse estudo, a tabela 8.8 exemplifica as provas de otimalidade de 

4 instâncias (com gaps de dualidade pequenos), entre elas, existe uma 

(cm50r4, Q = 800) que, até então, não possuía otimalidade conhecida. 

A idéia é gerar um Problema de Programação Linear Inteira (PPLI) a 

partir das variáveis (binárias e de fluxo) restantes ao final da  HeurLagComp. 

Ou seja, ao término da execução de nossa heurística, nós geramos o modelo 

multifluxos (capítulo 2) para o problema correspondente a partir das variáveis 

restantes e ainda acrescentamos, a esse modelo, as DGES's ativas ao final do 



nosso algoritmo, 

Esse tipo de prova depende fundamentalmente dos testes de fixação de 

variáveis. Para essas instâncias, como foram fixadas muitas variáveis de 

decisão, foi possível gerar um PPLI de tamanho razoável, o que permitiu a 

resolução exata desses problemas. 

Para resolver os PPLI's gerados, utilizamos o pacote CPLEX 7.0[19] com 

seus parâmetros default. Pela tabela 8.8 verificamos que o tempo de CPU 

gasto para resolver os PPLI's gerados é bem pequeno. Isso deve-se, mais 

uma vez, ao pequeno número de variáveis binárias restantes. Apesar de 

um número razoável de variáveis de fluxo (NVZF), associadas às variáveis 

binárias não fixadas em zero, terem sido fixadas em zero também. 

O resultado mais interessante desses testes foi provar a otimalidade (até 

então desconhecida) da instância cm50r4. Tentamos ainda provar a oti- 

malidade de outras instâncias (cmlOO*, Q = 800), porém, apesar dessas 

instâncias possuírem gaps de dualidade pequenos, o número de variáveis 

restantes (NVR) ainda é bastante considerável e isso impossibilitou a reso- 

lução dos PPLI's. 
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Neste trabalho, introduzimos uma Heurística Lagrangeana para o PAGCM. 

Ela é utilizada no contexto de uin algoritino de Otimização por Subgradientes 

onde os multiplicadores de Lagrange estão disponíveis, assim como a solução 

ótima do Subproblema Lagrangeano associado à esses multiplicadores. No 

caso particular da  Heurística Lagrangeana. proposta nesse estudo (HeurLag- 

Comp), ela foi utilizada num contexto de algoritmo Relax and Cut (um es- 

quema dinâmico onde desigualdades (DGES) que violam o Subproblema La- 

grangeano corrente são dualizadas e inantidas assim enquanto ativas). A 

idéia de utilizar a HeurLagComp nesse contexto deve-se ao fato de que os 

limites inferiores obtidos nesse esquema são melhores do que os obtidos no 

contexto habitual de um algoritmo de Otimização por Subgradientes. 

Além disso, foram utilizadas (como parte de nossa Heurística La- 

grangeana), algumas das mais recentes e eficientes estratégias de Busca Local 

da literatura, veja [8, 51. 

Em geral, nossos resultados em termos de limites superiores foram domi- 

nados somente pelo trabalho recente de Ahuja et al. [5]. Porém, em relação 

aos limites inferiores conhecidos para uma determinada classe de problemas 

(cm), conseguimos melhorar sensivelmente quase todos. 



Verificamos que a qualidade do limite inferior obtido influencia direta- 

mente na qualidade do limite superior obtido. Em geral, quanto melhor for o 

limite inferior, melhor será o limite superior. Isso se explica pelo fato de que 

a Heurística Lagrangeana proposta nesse estudo é guiada, inicialmente, pelas 

soluções dos Subproblemas Lagrangeanos resolvidos aos longo das iterações. 

Portanto, quanto mais a solução do Subproblema Lagrangeano se aproximar 

de uma solução viável para o problema (geralmente acontece quando o gap 

de dualidade é pequeno), melhor será guiada a Heurística Lagrangeana na 

obtenção de limites superiores. 

De forma geral, para as classes t c  e . t e  obtivemos as soluções ótimas 

de quase todas as instâncias onde as otimalidades eram conhecidas e para 

aquelas onde isso não acontecia, obtivemos a maioria dos melhores limites 

superiores da literatura. 

Em relação à classe de problemas c m ,  verificamos que o desempenho 

de nossa Heurística foi melhor na obtenção de limites inferiores do que na 

obtenção de limites superiores. E que, o desempenho na obtenção de limites 

superiores, foi melhor para instâncias de 50 nós. 

Os resultados para os problemas da classe ch foram os mais expressivos de 

nossa Heurística Lagrangeana. Melhoramos todos os limites superiores das 

instâncias que possuem otimalidades desconhecidas (6) e ainda encontramos 

soluções viáveis de custos menores do que as supostas soluções ótimas em 

duas instâncias. 

E, por fim, um resultado bastante interessante de nosso trabalho foi provar 

a otimalidade (desconhecida até então) d e  uma das instâncias da  classe c m  

(cm50r4, Q = 800). Enfim, a Heurística Lagrangeana proposta neste tra- 

balho se mostrou uma ferramenta interessante para tratar o PAGCM, princi- 

palmente, quando o gap de dualidade é pequeno. Muito provavelmente, uma 

melhoria na qualidade dos limites inferiores pode levar, além de melhorias 

na qualidade do limite superior, a prova de otimalidade de outras instâncias, 

principalmente, da classe cm.  



Um sugestão para trabalhos futuros imediata, a partir das idéias aqui apre- 

sentadas e também pelos resultados obtidos, é melhorar a qualidade dos 

limites inferiores. Pois, como foi mencionado, uma melhoria dos limites in- 

feriores provavelmente melhorará a qualidade dos limites superiores além de 

possibilitar a prova de otimalidade de outras instâncias, principalmente das 

instâncias cm100*, Q = 800. 

Para aumentar os nossos limites inferiores acreditamos que a inclusão 

das desigualdades estrelas (veja Hall [42]) possa ter um impacto bastante 

possitivo nesse sentido. Além disso, podemos procurar novas desigualdades 

para o PAGCM analisando a solução da relaxação linear (da formulação 

multifluxos) de instâncias pequenas. 

Uma outra sugestão interessante é tratarmos do problema quando o 

número de subárvores é fixo (veja [69]). Ou seja, o número de arcos saindo 

da raiz é fixo em h!! (o que leva à restrição xu = M). Outra de- 
( v 1 , v j ) ~ A  

sigualdade que pode ser usada é que agora um limite inferior para o fluxo 

que sai por qualquer arco da raiz, digamos (vl, vj), tem que ser maior ou 

igual ao somatório das demandas de todos os nós - (M - 1) * Q, ou seja, 

q k  - (A4 - 1) * Q]xu, \v'(vl, vj) E A. Essas desigualdades 
k a  k  €7 
devem tornar a formulação que aqui utilizamos, mais forte para resolver o 

PAGCM quando o número de subárvores é fixo. 
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