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Esta tese introduz uma heuristica Lagrangeana para o problema da
Arvore Geradora Capacitada de Custo Minimo. A heuristica é inicializada
por um algoritmo guloso construtivo e é complementada por uma estratégia
de busca local. A heuristica opera dentro de um ambiente Lagrangeano onde
limites duais (inferiores) séo gerados por um algoritmo do tipo Relaz and Cut.
Nesse procedimento, limites duais sdo utilizados para modificar os custos de
entrada da heuristica gulosa. Testes para fixacdo de varidveis, utilizando
limites primais e duais, foram desenvolvidos e se mostraram bastante efe-
tivos quando a distancia entre os limitantes ndo era muito grande. Através
desse procedimento conseguimos provar a otimalidade de uma instancia a
muito em aberta. Testes computacionais foram realizados e indicaram que
os nossos resultados melhoraram, sensivelmente, os limites inferiores para
uma determinada classe de instancias da literatura. Os limites superiores
obtidos parecem depender fortemente da qualidade dos limites inferiores que
lhes servem de entrada, e sdo dominados apenas por uma metaheuristica

recentemente proposta.
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A Lagrangian based heuristic for the Capacitated Minimum Spanning
Tree Problem is introduced in this thesis. The heuristic is initialized with
a greedy construction phase which is complemented with local search. The
proposed heuristc operates from whithin a Lagrangian framework where dual
(lower) bounds are obtained through a Relaz and Cut procedure. In this
scheme, dual bounds are used to modify input data for the greedy heuristic.
Tests for fixing out suboptimal variables were developed and proved effective
when duality gaps are small. In this way, optimality of a long standing open
instance was proved. Computational tests indicated that our lower bounds
significantly improved upon the best known bounds for a class of instances
from the literature. Our upper bounds appear to be strongly correlated with
the lower bounds used to generate them and are only dominated by upper

bounds obtained by a recently proposed metaheuristic.
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“A coisa mais bela que o homem pode experimentar é o mistério.
E essa emocao fundamental que estd na raiz de toda ciéncia e toda arte.”

Albert Einstein
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Capitulo 1

Introducao

Seja G = (V, E) um grafo ndo-direcionado, onde V = {v; : i € I} é um
conjunto de nés indexados por I = {1,2,3,...,n} e B = {e = [v;,7,], 4,] €
I,7 < j} é um conjunto de arestas. O né v; é denominado nd central ou
raiz ¢ V = V \ {v1} é um conjunto de nds terminais indexados por I =
T\ {1}. Seja c, o custo associado a cada aresta e € B e q > 0,4 € I,
o peso ou demanda associado a cada terrﬁinal. Dada uma arvore geradora
T = (V,E), E C E, de G, considere as componentes distintas obtidas
ao se remover de T o n6 central v,. Cada uma dessas componentes define,
necessariamente, uma arvore ou um né isolado. Quando a soma dos pesos
dos nés de cada componente ndo exceder ), a arvore geradora 7" define uma
solucdo viavel para o Problema da Arvore Geradora Capacidada de Custo
Minimo (PAGCM). O custo dessa solugdo serd igual & soma dos custos de
suas arestas, isto €, D .. ce. Quando nenhuma outra solugéo vidvel para o
PAGCM tiver custo inferior, T" ird definir, obviamente, uma solugao dtima

para o problema.

Na literatura, é feita uma distincdo entre o caso em que todas as de-
mandas sdo idénticas (caso homogéneo), e aquele onde as demandas podem
diferir (caso heterogéneo). Geralmente, o problema é chamado de PAGCM
apenas no primeiro caso. Note que o PAGCM com demandas idénticas pode
sempre ser reduzido, sem perda de generalidade, a outro em que as demandas

sdo unitérias. Dessa forma, assumiremos que em um PAGCM com deman-



das idénticas, tais demandas possuem valor 1. Nesse caso, podemos melhor
descrevé-lo como sendo o problema de encontrar uma Arvore Geradora de
Custo Minimo com raiz em v; onde cada subérvore incidente & raiz con-
tenha no maximo Q nés. Nesse trabalho, denominamos Problema da Arvore
Geradora Capacitada de Custo Minimo tanto o caso envolvendo demandas

idénticas quanto aquele em que as demandas sdo heterogéneas.

O PAGCM aparece em muitas aplicagbes relacionadas ao projeto de re-
des elétricas e de telecomunicagdes [29]. Em particular, um problema funda-
mental no projeto de topologias de redes de telecomunicagdes que podemos
modelar como um PAGCM ¢ o de projetar uma rede de computadores cen-
tralizada. Sejam dados um computador (processador) central, um conjunto
de terminais remotos com demandas especificas (que representam o tréfego
que deve fluir entre o computador central e cada terminal), e todas as ligagGes
possiveis entre pares de terminais e entre os terminais e o computador cen-
tral. Nessa aplicacdo, os custos associados as ligagoes possiveis sdo todos
nado-negativos e o objetivo ¢ encontrar uma topologia de custo minimo para
fazer as conexoes necessdrias entre os terminais e o computador central. Em
tal topologia, o trafego maximo em cada ligacdo ndo deve exceder a capaci-
dade de cada porta do computador central (isto é, uma ligacio direta do
computador a um terminal) e o custo total (somatério dos custos de todas
as ligagoes utilizadas) deve ser minimizado. Gavish [31] descreve, detalhada-
mente, todo o contexto em que o PAGCM aparece no projeto de topologias

de rede de telecomunicacoes.

E importante ressaltar também que limites inferiores para o PAGCM
levam a limites inferiores para o Problema de Roteamento de Veiculos Ca-
pacitado (PRVC) [69, 71}, um dos problemas mais estudados em Otimizacao
Combinatéria. Em particular, um algoritmo Lagrangeano para o PRV foi

proposto por Martinhon et al. [57], no mesmo estilo daquele aqui utilizado.

Papadimitriou [59] demonstrou que o PAGCM §é NP-Arduo quando

G =1,Vi €1 e2 < @ < n/2 Um grande nimero de heuristicas foi



proposto para o problema, sendo Esau-Williams [23] a mais conhecida de-
las (veja Amberg et al. [9] e Gavish [31] para uma revisao das heuristicas
propostas para o problema até o momento). Recentemente, foram também
propostas algumas abordagens utilizando metaheuristicas para obter limites
superiores para 0 PAGCM (veja Amberg et al. [9], Sharaiha et al. [64],
Patterson et al. [60], Ahuja et al. [8, 5], Souza et al. [65]). Essas abor-
dagens conseguiram melhorar sensivelmente os limites superiores conhecidos
para quase todas as instancias da literatura [14]. Dentre esses trabalhos,
vale destacar especialmente, aqueles de Ahuja et al. [8, 5], que igualaram ou
melhoraram os limites superiores para todas as instancias testadas. Esse fato
¢ ainda mais evidente para instancias com demandas heterogéneas (melhoria

em quase todas as instancias consideradas).

Alguns métodos exatos e/ou esquemas para obtengdo de limites inferi-
ores para o PAGCM foram propostos na literatura. Em geral, os algoritmos
exatos conseguem provar a otimalidade de instdncias com até 50 nés. Gou-
veia e Martins [39] apresentam um apanhado geral sobre a maioria desses
métodos, incluindo os trabalhos de Gavish [28, 29, 30], os algoritmos exa-
tos propostos por Chandy e Lo [17], Malik e Yu [55] e Toth e Vigo [69]
(neste, o nimero de subdrvores é fixado 5través de uma restrigao adicional
e somente instincias com demandas heterogéneas sdo tratadas), o esquema,
Lagrangeano utilizado em Gouveia [35] ¢ 0 método de planos-de-corte pro-
posto por Hall [42]. Além desses, podemos citar ainda os métodos baseados
em planos-de-corte de Gouveia ¢ Martins [39, 40]. E importante ressaltar
que com o resultado dos trabalhos de Hallr[42] e Gouveia e Martins [39, 40],
muitos dos limites superiores em Amberg et al. [9] e Ahuja et al. [8] tiveram
sua otimalidade provada (isso vale apenas para instincias com demandas

idénticas), como serd melhor detalhado posteriormente.

Neste trabalho, propomos uma Heuristica Lagrangeana para o PAGCM.
Na apresentacao dos algoritmos, nao utilizamos nenhuma estrutura de dados
particular que nao seja comum na literatura. Assim, evitamos comentarios

acerca das estruturas de dados utilizadas. Porém, vale enfatizar que o uso



de uma estrutura de dados eficiente foi crucial para o bom desempenho de

nossos algoritmos.

No segundo capitulo, apresentamos uma formulagdo multifluxos para o
PAGCM juntamente com algumas desigualdades validas para o problema.
No terceiro capitulo, é feito um histérico dos algoritmos Relaz and Cut e sao
também tratadas questdes relativas as suas implementacgoes. O algoritmo
Relaz and Cut que propomos para o PAGCM é descrito nesse capitulo. Ainda
no terceito capitulo, apresentamos algumas formas de reduzir o tamanho da

entrada de instancias para o PAGCM.

No quarto capitulo, apresentamos a heuristica Esau-Williams [23]. No
quinto, fazemos uma revisdo das principais vizinhangas de busca propostas
na literatura (algumas delas foram utilizadas em nosso trabalho). O sexto

capitulo mostra algumas das principais metaheuristicas para o problema.

No sétimo capitulo, descrevemos algumas heuristicas Lagrangeanas que
implementamos, porém, nosso estudo estd focado em apenas uma delas. No
oitavo capl'tulo, confrontamos os nossos 1_*,esultados computacionais com 0s
melhores resultados da literatura. E, por fim, no nono capitulo, fazemos um

resumo de nossos resultados e apresentamos sugestdes de trabalhos futuros.



Capitulo 2

Uma Formulacao Multifluxos
para o PAGCM e Algumas
Desigualdades Validas

Nesse capitulo, apresentaremos uma formulagdo multifluxos para o0 PAGCM

e algumas desigualdades vélidas para o problema.

Optamos por uma formulagdo multifluxos para o PAGCM porque tal
formulacdo tende a ser mais “forte” que as formulacdes monofluxo exis-
tentes para o problema. KEssa afirmagdo se aplica quando ambos os tipos
de formulagdes nao sao reforcadas por desigualdades validas (veja Rardin e
Choe [62] e Magnanti e Wolsey [54]). Uma razdo adicional é o fato de nossa
proposta de trabalho ser centrada no uso de Relaxagdo Lagrangeana (veja
Beasley [12]) o que ndo impde limitagoes severas de memdria diante do uso de

formulagoes multifluxos (ao contrério, por exemplo, de Programagio Linear).

Existem diversas formas de gerar formulagbes multifluxos. Aquela que
utilizaremos aqui foi inspirada em uma formulagdo proposta por Maculan
[62] para o problema da arborescéncia de custo minimo. Formulaces nessa
mesma linha foram propostas por Beasley [13], Maculan [53] e Wong [70]
para o Problema de Steiner em Grafos. Tais formulagoes foram adaptadas
por Gouveia [37] para um Problema de Steiner diante de restricdes adicionais

e por Gouveia [36] para um problema da Arvore Geradora de Custo Mfnimo



diante de restrigoes adicionais. Antes de apresentarmos a formulagido aqui
utilizada, devemos, no entanto, reformular o PAGCM em um grafo dire-

cionado.

Um grafo direcionado D = (V, A), onde A é o conjunto de arcos, pode ser
obtido do grafo original nao-direcionado G = (V, F), através da substitui¢io
de cada aresta e = [v;,v;] € E por dois arcos (v, v;) e (v;,v;), de mesmo
custo di; = dj; = c.. Além disso, assumimos que em qualquer solugdo vidvel
nao existem arcos entrando no né central vy, ou seja, substituimos cada
aresta [vy,v;], Vi € I, somente por um arco (vy,v;). E importante ressaltar
que apesar de termos direcionado a formulagao, nao vamos tratar instancias

direcionadas do PAGCM neste trabalho.

2.1 Formulagao

Dado o grafo direcionado D = (V, A) e custos {dij : (vi,v;) € A}, seja
¢ > 0, a demanda associada ao né v;, i € I e @, a capacidade imposta a
toda arborescéncia que emana de vy. Associe a cada arco (v;,v;) € A, uma
varidvel de fluxo, zfj, k € I, para indicar se o fluxo do tipo (enderecado ao
né) k pelo né central v, ird passar pelo arco (v;,v;) ou ndo. Introduza, ainda,
uma varidvel de decisdo z;; representando a presenca ou ndo do arco (v;, v;)

na solucgdo do problema. Uma formulacao multifiuxos para o PAGCM pode

entao ser dada por:



min Y dywy (2.1)

(vi,vj)€A
sujeito a:
> =1, Viel (2.2)
(’Uj,vi)GA
+1, se 1=1

Z zfj - Z o= 1, se i=k (2.3)

(vi,vj)ed (vp,us)EA O, se 1 7é 1,’L 7é ]{?,\V/’L € [,

‘ Vkel
25 < @y, V(v;,v;) € A, Vk € T (2.4)
Z ij‘lk < Qzig, Y(vi,v5) € A (2.5)

vkel

25 >0,  V(u,v)€AVEeE] (2.6)
Lz € {O, 1}, \V/(’Ui,’l)j) cA (27)

onde as restrigoes (2.2) asseguram que cada né v;, i € I, deverd ter exata-
mente um arco de entrada na solugdo. As restrigbes (2.3) garatem a con-
servacao de fluxo para os nés de passagem. As desigualdades (2.4) impoem
que uma unidade de fluxo do tipo k sé passara pelo arco (v;,v;), se o arco
(vi,v;) estiver na solugdo, ou seja, zfj = 1 somente se z;; = 1. O conjunto de
restri¢des (2.2), (2.3), (2.4), (2.6) e (2.7) assegura que existird um caminho
do né central v; até cada um dos outros nés. Diante de custos ndo-negativos
é facil mostrar que as varidveis z;;, V(v;,v;) € A, vo induzir a formacio
de uma arborescéncia geradora de V. As restrigoes (2.5) impdem que em
cada arco, dessa arborescéncia, ndo passard uma quantidade de fluxo maior
do que a capacidade previamente estabelecida, @. E, por fim, isoladamente,
(2.6) estabelece a ndo negatividade das varidveis de fluxo e (2.7) estabelece

a integralidade das varidveis de deciséo.

O numero de varidveis inteiras (bindrias) na formulagio (2.1)-(2.7) ¢ da
ordem de O(n?), o nimero de varidveis continuas é da ordem O(n®) e o
numero de restrigoes é da ordem O(n®). Isso torna a formulacdo, quando

utilizada diretamente (isto ¢, sem um tratamento mais elaborado), pratica-
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mente intratdvel para resolver instancias de médio e grande portes. Para
contornar essa restricio, utlizaremos, a exemplo de Beasley [13], Relaxagéo
Lagrangeana. Nesse sentido, iremos dualizar, Lagrangeanamente, algumas
das restrigbes em (2.1)-(2.7). Esse esquema serd melhor detalhado no préximo
capitulo. Na secao que se segue, apresentaremos algumas desigualdades

vélidas para o PAGCM que visam tornar (2.1)-(2.7) mais “forte”.

2.2 Desigualdades Vialidas para o PAGCM

Apresentaremos agora, algumas desigualdades vélidas, propostas na litera-
tura, para o PAGMC. Posteriormente, quando apresentarmos os resultados
coinputaciona;is obtidos, detalharemos o impacto da inclusdo de tais desigual-

dades na formulagdo (2.1)-(2.7).

2.2.1 Desigualdades para Limitacao de Fluxo nos Ar-
cos (DLFA’s)

As desigualdades abaixo foram propostas em Gavish [28]. Elas sio uma
forma de tornar as desigualdades (2.5) mais “fortes”. Assumindo-se que

¢1 = 0, temos:

Z qu qi):z:ij, V(’Ui,’Uj) € A. (28)

vkel

Para provarmos a validade de (2.8) considere os seguintes casos:

Caso 1: Se (v; = v1), a quantidade maxima de fluxo que pode entrar no né
vj éigual a (). Isso é claramente vdlido, uma vez que v; é o n6 central e

possui uma demanda igual a zero. Nesse caso, (2.8) é idéntica a (2.5).

Caso 2: Se (v; # 1), o fluxo no arco (v;, v;), v;,v; € V nao pode ser superior

a (Q —g;), pois a demanda g; do né v; ja teria sido satisfeita. Note que
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a existéncia de um fluxo superior a (@ — ¢;) em (v;, v;) € A implicaria
na existéncia de um arco chegando a v; com um fluxo superior a @,

acarretando, assim, inviabilidade. |

Da mesma forma que as desigualdades (2.8) podem ser entendidas como
uma generalizagdo de (2.5), as desigualdades a serem apresentadas a seguir
podem ser entendidas como uma generalizac¢do de (2.8). Essas desigualdades
foram propostas em [38] para uma variacdo do PAGCM que impoe além
do custo d;; de cada arco (v;,v;), um custo para cada unidade de fluxo
enviada através do arco (v;,v;). Em [38], elas foram utilizadas tanto em
uma formula¢do monofluxo como em uma formulagao multifluxos que, alids,

¢ bastante similar a que aqui utilizamos. As desigualdades sao descritas por:

Z Zz{ch'f < Q= = @p)wij + (1 — Tip — zp1), (2.9)
vkel
V(’Upvvia Uj) € T/—, Up 75 Vi, Up 75 Vg, Us 75 V5.

O objetivo dessa familia de desigualdades é limitar, ainda mais, a quan-
tidade de fluxo capaz de passar através de um arco (v;,v,) € A, i,5,€ L.
Elas se baseiam na possibilidade de um arco diferente de (v, v;) incidir em
v; numa, solucao vidvel do problema ou ainda na possibilidade de um outro

arco, partindo de v; e diferente de (v;, v;), existir nessa solugo.

Para mostrarmos a validade de (2.9), note que @i + zp; < 1, Vu;,v, € v,

1 # p, e considere os seguintes casos:

Caso 1: Se (z;; =1) e (i = 1 ou zp; = 1), entdo (2.9) implica em

Z zquk < (@ — ¢ — ), que é claramente vélido para a topologia

vkel
implicita nessa situacao;

Caso 2: Se (z;; = 1) e (z;p = zp = 0), entdo



z sk < (Q — ¢ — gp) + @, 0 que nos leva a
VkeT

E 250k < (@ — ¢:), que também ¢é valido;
vkel

Caso 3: E por fim, se (z;; = 0), entdo zf; = 0,Vk € I, (2.4). Isso faz
com que o lado esquerdo de (2.9) fique nulo (0). Com isso, temos dois

subcasos:

3.1: Se (zi = 2, = 0), ent@o o lado direito da restrigéo fica igual a g,

que € maior do que zero e portanto valido.

3.2: Se (z;p = 1 ou z,; = 1), o lado direito da restrigo fica igual a 0

que também é valido.

De forma a retratar, de maneira clara, as desigualdades (2.9) como uma
forma mais “forte” (isto é, um lifting de (2.8)) das desigualdades (2.8), pode-

mos reescrevé-las como:

Z zqu’f < (@~ @)wij + g1 — T3 — Tpi — xij), ) (2.10)
vkel
Y (v, vi,v;) € V, 0 7 03,0 7 V5, Ui F V).

2.2.2 Desigualdades Generalizadas de Eliminacao de
Subrotas

Considere agora, as desigualdades vélidas introduzidas por Laporte e Nobert
[49] para o Problema de Roteamento de Veiculos [67]. Essas desigualdades
sdo denominadas Desigualdades Generalizadas de Eliminagio de Subrotas

(DGES’s):

ST omy<|S-[dS)/Q]  SCV,e|S|x2  (211)

(’l),' )v]')GA(S)
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onde A(S) define o conjunto dos arcos com ambas as extremidades definidas

por nés em S e d(S) = E i

ViES

Araque et al. [11] estabeleceram que as DGES’s definem facetas do
poliedro (isto é, a envoltdria convexa das solugdes vidveis para o problema) da
Arvore Geradora Capacidada (AGC) ndo direcionado, se | S | ndo ¢ multiplo
de Q. Posteriormente, Zhang [72] estabeleceu o mesmo resultado para o caso
direcionado. Vale frisar que esses resultados sdo validos somente para o caso

em que todas as demandas sdo idénticas.

E importante ressaltar ainda que quando as demandas sio heterogéneas,
o valor de d(S), da forma como foi descrito acima, representa um limite
inferior para o numero de subdrvores vidveis necessarias para acomodar os
nés (terminais) em S. Nesse caso, o melhor limite inferior possivel para d(S)
é dado pelo valor de uma solugao étima para o Problema de BinPacking
(PBP) [56] definido pelos nds/itens {v; € S} de pesos {¢; : v; € S} e por bins
de capacidade . Porém, para evitarmos o esfor¢co computacional de resolver
exatamente esse problema NP-Arduo e baseando-se na experiéncia de Hall
[42] (“quase sempre, d(S) calculado de forma relaxada fol igual ao valor 6timo
da resolucdo de um PBP para o conjunto. S”), optamos por computar d(S)

da forma relaxada.

As DGES’s tém sido bastante utilizadas na modelagem de Problemas de
Projeto de Topologias de Redes [28, 30] e do Problema de Roteamento de
Veiculos [57]. Isso deve-se ao fato delas se mostrarem, quase sempre, capazes
de reduzir consideravelmente os “gaps” de dualidade existentes (veja Hall

[42]).
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Capitulo 3

Um Algoritmo Relax and Cut
para o PAGCM

Nesse capitulo, apresentaremos um histérico e os principais aspectos rela-
cionados a implementacio de Algoritmos Relazr and Cut. Mostraremos,
ainda, o esquema Lagrangeano que utilizamos, um procedimento para sepa-
racao de DGES’s violadas e o Algoritmo Relaz and Cut que implementamos
para 0 PAGCM. E, por fim, apresentaremos alguns procedimentos para re-

duzir o “tamanho da entrada” de instancias do problema.
I

3.1 Algoritmos Relax and Cut

Assuma que wma formulagdo (0-1 bindria, por simplificagdo) de um problema,
de Otimizacdo Combinatéria NP-Arduo é dada. Considere ainda, que um
nimero exponencial de desigualdades podem ser incluidas nessa formulac&o.

Tal formulacao, pode ser descrita genericamente como

min{c'z : Az > b,z € X}, (3.1)

onde z € B™ é um vetor de varidveis, ¢! € R™, b € RP, A € RP*™ ¢,
finalmente, X C B™ é uma regido vidvel associada ao problema. Assuma

ainda, como é comum em Relaxacio Lagrangeana, que
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min{c'z:z € X} (3.2)

é um problema de fcil (tempo polinomial) resolugdo. Por outro lado, assuma,
o que nao é muito comum em Relaxacdo Lagrangeana, que p é exponencial

em m. Sem nos importarmos com esse fato, dualizemos

{a;z > b; :1=1,2,...,p} (3.3)

de forma Lagrangeana com AT € RE sendo o vetor correspondente dos mul-
tiplicadores de Lagrange. A Otimizagdo por Subgradientes (OS) pode ser

utilizada, a principio, para resolver

}\gajé{min{(cT — ATz + ATz € X} (3.4)
e obter o melhor limite dual possivel neste caso. A otimizagao é comumente
conduzida aqui de forma iterativa com os multiplicadores sendo conveninen-
temente atualizados de forma que se possa convergir para o valor étimo de
(3.4). Para uma melhor compreensdo, faremos aqui, uma breve revisao do
Método do Subgradiente (MS) [43] que utilizaremos na implementagdo do
nosso Algoritmo Relax and Cut para o PAGCM. Maiores detalhes sobre o

MS podem ser encontrados em Beasley [12].

Em uma certa iteracdo do MS, para um dado conjunto de multiplicadores

de Lagrange AT > 0, seja T uma solugio Gtima para

min{(c" = ATA)z+ATb: 2 € X} (3.5)

Denote por z; o valor correspondente dessa solugdo, e por z,, um limite

superior conhecido para (3.1). Adicionalmente, seja g € RP, os subgradientes
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associados as restrigoes relaxadas. Dada uma solugdo 6tima T para (3.5), os

subgradientes g associados & T sdo definidos por

9= (i —aZ), i=1,2,..,p (3.6)

Na literatura (veja [26]) os multiplicadores de Lagrange sdo costumeiramente

atualizados através da determinacfo inicial de um “tamanho de passo”

azuy — zip)

P
.
i=1

0= (3.7)

onde o é um numero real que assume valores no intervalo (0,2]. Apds a

obtencao de 6, seguimos computando

A =max{0; A +0g;},i=1,2,...,p, (3.8)

e passamos para a iteracao seguinte do MS.

Se levarmos em considera¢do as condigdes que foram impostas inicial-
mente (em particular que p é exponencial em m), a implementacio das
férmulas (3.6)-(3.8) pode néo ser tdo simples quanto parece. A razdo disso
é o (potencialmente enorme) nimero de desigualdades que, muito provavel-

mente, teriam que ser dualizadas.

As desigualdades em (3.3), em qualquer iteragao do MS, podem ser dividi-
das em trés grupos. O primeiro grupo é o das desigualdades que sao violadas
por Z. O segundo é o das desigualdades que possuem multiplicadores ndo nu-
los associados a elas na iterac@o corrente. Note que uma desigualdade pode

fazer parte, simultaneamente, dos dois grupos acima mencionados. E por
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ultimo, o terceiro grupo consiste das desigualdades remanescentes (desigual-
dades satisfeitas com multiplicadores nulos). Vale enfatizar que o cdlculo
dos subgradientes das desigualdades do terceiro grupo, pode acarretar um

enorme esforco computacional.

Devemos verificar que de acordo com a classificacdo proposta acima, as
desigualdades podem mudar de grupos de uma iteracdo para outra do MS.
E mais, os multiplicadores que podem contribuir diretamente para os custos
Lagrangeanos (¢' — AT A), em qualquer iteracio do MS, sio somente aqueles
associados as desigualdades pertencentes ao primeiro e segundo grupos. Essas
desigualdades serao denominadas, desigualdades ativas. Alternativamente,
denominaremos as desigualdades do terceiro grupo como desigualdades ina-
livas. B importante frisar ainda que, de acordo com (3.8), os multiplicadores
associados &s desigualdades pertencentes ao terceiro grupo, nao mudario seus

valores (nulos) ao final da iteragao corrente do MS.

E f4cil verificar que as desigualdades inativas ndo contribuem diretamente
para os custos Lagrangeanos (j& que seus multiplicadores permanecem com
valores nulos ao final da iterac@o corrente do MS). Por outro lado, elas tém
um papel decisivo na determinacdo do valor de §. Costumeiramente, para a
aplicagao descrita acima, o nimero de subgradientes estritamente negativos
nas desigualdades do terceiro grupo, tende a ser enorme. Consequentemente,
podemos ter como resultado, um valor para # muito pequeno, levando &
mudancas “quase insignificantes” no valor dos multiplicadores de iteracdo
para iteracao. Uma forma de evitar o problema é utilizar entfo, apenas as
desigualdades nos grupos 1 e 2 para efetuar o calculo de 8. Essa idéia foi
sugerida em Lucena [50, 51} e leva a um esquema dindmico onde o conjunto
de desigualdades ativas pode mudar continuamente. Vale frisar que nesse
esquema (assim como na OS convencional), uma desigualdade pode tornar-se
ativa em uma certa iteracdo do MS, na iteracdo subsequente pode tonar-se
inativa e numa iteracao mais adiante, tornar-se ativa novamente. Porém,
somente as desigualdades ativas sdo consideradas durante todo o processo da

OS.
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O esquema sugerido acima é, de certa forma, muito parecido com geragao
de planos-de-corte. Posteriormente, ele foi utilizado no Problema da Clique
Méxima com Pesos nas Arestas em [44], no Problema de Roteamento de
Veiculos em [57], no Problema de Particionamento Retangular em [16] e no

Problema de Ordenagdo Linear em [15].

3.2 Uma Relaxacao Lagrangeana
para o PAGCM

Em nosso esquema Lagrangeano para obtencdo de limites inferiores para o
PAGCM, trabalharemos com a formulagdo (2.1)-(2.4), (2.8), (2.6) e (2.7) e
relaxaremos as restricdes (2.3) e (2.8). Sejam t; € R, Vi € I, Vk € I, os
multiplicadores de Lagrange associados as restri¢oes (2.3), us; > 0,V(v;,v;) €
A, os multiplicadores de Lagrange associados as restri¢oes (2.8). Denotemos
ainda por €, os custos Lagrangenos das varidveis zfj e por Eij, 0s custos
Lagrangeanos das varidveis z;;. Apés dualizarmos as restrigoes, obtemos o

seguinte problema:

Zlb(t,u) = min Z Eijxij + (39)
(vi,v;)€A

2. 2. 2 Eaelt

€l jel, j#i kel ki

Z(tlk + tik)

kel
sujeito a:
(vj,v;)€EA
2y Smiy,  V(vivy) €A, Ve eT (3.11)
2520, V(w,v) € AVkel (3.12)
zi; €{0,1},  V(v,v;) € A (3.13)
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onde

dy = D [diy—(Q — g)uy]

(v;vj)EA
ik = Cijk+uyd®, V(v,v;) € A, keT

Cijg = ~tu—ti,1#k, j=k
= —tg -+t iFk j#ELE

= (), caso contrario

A restri¢do (3.11) impoe que uma, varidvel zfj, (v;,v;) € A, Vk € I, apenas
poderd assumir um valor ndo-nulo quando z;; estiver assumindo um valor
nao-nulo. Mais especificamente, dado que (3.9)-(3.13) é um problema de
minimizacao, zfj deverd sempre assumir o mesmo valor de z;; quando z;; > 0
e €k <0, V(vi,v;) € A, Yk € I, § # k (note também que zfj = x;; sempre
que z;; = 0). Finalmente, podemos sempre impor zfj = %5, Y(v;,vj) € A em

(2.4) e, independetemente do valor de &;;;, também em (3.11).

Podemos entdo reformular (3.9)—(3.13) unicamente em funcdo das
varidveis {z;; : (v;,v;) € A}, resolver essa reformulacio e definir entfo, em
fungdo da solugdo obtida, valores étimos para as varidveis {zf; : (v;,;) €
A, Vk € T}. Para tanto, defina custos fi; = di; + D kT, kot NimMo(0, Eijx) +

€ijj, V(vi,v;) € A, e considere o seguinte problema:

Zp(t,u) = min Z JijTe + ‘Z(tlk + ter) (3.14)
{viyvj)€A kel
sujeito a:
Y mu=1, Viel (3.15)
(v )EA
Tij € {0, 1}, V(’Ui,’l)j) c A (316)

Para cada (v;,v;) € A, os custos {fi; : (v;,v;) € A} trazem embutidos,

além dos custos {d;; : (v;,v;) € A} propriamente ditos, os custos das varidveis
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{2£ : (v;,v;) € A, Vk € T}, que assumiriam valores néo nulos em (3.9)-(3.13)
se 35 > 0. Seja {T;; : (v;,v;) € A} uma solugdo Gtima de (3.14)-(3.16) e

compute valores para {25 : (v;,v;) € A, Vk € T} da seguinte forma:

para todo z;; > 0, faga

=
Zij = Tij;

para todo k € I, faca
se ((j #k)e (€ <0)), entéo ij = Tjj;
caso contrario, zZ; = 0;
E importante ressaltar que incluir em (3.14), embutido no custo [ij para
(vi,v7) € A, um custo &, > 0, onde k # j, seria claramente sub4timo. Isso
se aplica, pois na eventualidade de z;; = 1 na solugéo 6tima de (3.14)-(3.16),

com € > 0 embutido em f;;, uma solu¢do de menor custo (que nao viola

(3.11)) seria obtida tomando-se z; = 0.

Lema 3.1 A solugio {z;; = Ty : (v, v;) € A}, {2 =25 : (vi,v;) € A, Vk €
I} de (8.14)-(3.16) é 6tima para (3.9)-(3.13).

Prova: Substituindo-se os valores {z;; = Ty : (v;,v;) € A} e {2 = ZF :
(vi,v;) € A, Vk € I} em (3.9)-(3.13) é fcil verificar que a solucdo é
vidavel para o problema. I também fdcil verificar que o valor correspon-
dente de Zy(u,v) é o mesmo de Zy(u,v). Assuma agora existir uma solucéo
{zi; = x;-j (v, v5) € A e {2 = z{f . (v;,v;) € A, Vk € T} de menor custo
para (3.9)-(3.13). Isso, por sua vez, implicaria em dizer que {z;; = x;j :
(vi,v;) € A}, para custos {fi; = di; + D kel gy MNIMO(0, Eigp) + &y
(vi,v;) € A}, tem menor custo que {z;; = Ty : (v;,v;) € A} para a re-
formulagdo (3.14)-(3.16), do problema Lagrangeano (3.9)-(3.13). Chega-se
assim a uma contradicdo j& que a segunda solucdo é assumida ser 6tima,
para a reformulacao. Fica entdo estabelecido que {@;; = Tyj @ (v, v4) € A},

{zf; =25 : (v;,v;) € A, Vk € I} ¢ uma solugdo Gtima para (3.9)-(3.13). =
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Observe que qualquer solucao vidvel -para o PAGCM induz uma ar-
borescéncia de D = (V, A) com raiz em v;. Dessa forma, é possivel reforgar
o limite inferior dado por (3.14)-(3.16) com a introdugéo de Desigualdades

de Eliminag¢do de Subrotas,

S ay<|S|-1 SCV,e|S[22 (3.17)
(Ui!vj)eA(S)

onde A(S) define o conjunto dos arcos com ambas as extremidades definidas

por nés em S.

O problema definido por (3.14)-(3.17) é exatamente aquele de encontrar
uma arborescéncia de custo minimo no grafo D = (V, A), com raiz em v,
e custos dos arcos dados por {fi; : (v;,v;) € A}. Esse problema pode ser
resolvido através da implementacio feita por Fischetti e Toth [25] do algo-
ritmo de solucio de ordem O(n?) proposﬁo para o problema por Edmonds
[21]. Ainda em Fischetti e Toth [25] é possivel obter custos reduzidos para
as varidveis {z;; : (v;,v;) € A} de (3.14)-(3.17) em ordem O(n?).

Dado que estamos interessados em obter o melhor limite inferior possivel,

queremos encontrar:

max {Zp(t,u)} :terﬁ%éo{min Z [dij + Z minimo(0, €;x) +

tER, u>0 /
- {viyu5)EA keT, k)
€l + O (he+twe) : (z,2) € P} (3.18)
keT

onde P é a regio poliédrica definida pelas equagdes (3.10)-(3.13), (3.17).

3.3 Procedimento para Separagao de DGES’s
Violadas

O algoritmo Relaz and Cut proposto neste estudo é baseado no uso da for-
mulagio (2.1)-(2.4), (2.8), (2.6) e (2.7) do PAGCM, reforcada por DGES’s
(2.11). Em cada iteracdo do algoritmo um Subproblema Lagrangeano

definido por (3.14)-(3.17) é resolvido e dentro do esquema proposto na secdo
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3.1 torna-se necessario classificar as desigualdades dualizadas em ativas e
inativas. Dado que, a excessdo das DGES’s, o nimero de desigualdades

dualizadas é pequeno, consideremos (2.3) ¢ (2.8) como sendo sempre ativas.

No caso especifico das DGES’s deveremos resolver, & cada iteracao do al-
goritmo, um problema auxiliar para identiﬁcar as desigualdades que violam a
solucdo corrente do Subproblema Lagrangeano (ou concluir pela inexisténcia
de tais desigualdades violadas). Dessa maneira, o problema a ser resolvido é
semelhante ao Problema de Separagdo que deve ser resolvido em algoritmo
Branch and Cut [58]. A grande diferenca é que estaremos resolvendo aqui
um Problema de Separacao sobre uma estrutura inteira (o ponto do espago
a ser separado define um vetor de incidéncia de uma arborescéncia do grafo
D = (V, A)). Dessa forma, em geral, o Problema de Separag@o em Algoritmos
Relaz and Cut tendem a ser resolvidos de maneira exata a uma complexidade

mais baixa que o de seu congéneros em Algoritmos Branch and Cut.

Seja T4 uma arborescéncia do grafo D = (V, A) com raiz em v;. As
desigualdades violadas por T4 s@o facilmente identificadas se eliminarmos
de T4 todos arcos que saem de v, e considerarmos as componentes (subar-
borescéncia de T4 ou nés isolados) que resultem dessa operagdo. Assuma que
o conjunto de nés em uma dessas componentes é dado por S C V. E f4cil veri-
ficar que sempre que a soma, dos pesos dos nés em S, isto é, d(S) = ZvieS ¢,
exceder (7, isso implicard na violagdo em T4 da DGES definida pelo conjunto
de nés S. Dado que o ntmero de componentes considerados é linear em n, a

complexidade de nosso Problema de Separacao de DGES’s é entdo, O(n).

3.4 O Algoritmo Relax and Cut
para o PAGCM

Em nossa implementacao de um Algoritmo Relaz and Cut para o PAGCM,
utilizamos o esquema Lagrangeano da secdo 3.2 submetendo somente as

DGES’s (2.11) & classificagdo dindmica ((2.3) por ser uma restri¢do de igual-
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dade sera sempre considerada ativa e (2.8) por envolver um pequeno nimero
de desigualdades serd sempre classificada como ativa). Abrimos mao de
utilzarmos as DLFA’s (2.10) depois de verificarmos, em testes computa-

cionais, que as DGES’s dominavam as DLFA’s.

O processo de incorporacdo das DGES’s em nosso esquema Lagrangeano
¢ realizado de forma dindmica a medida em que elas sao violadas, como
descrito na secdo 3.1. O procedimento de separagdo de DGES’s violadas que

utlizamos foi o da se¢do 3.3. Sejam Zy, . € Zuy, .., 08 valores correspondentes

a0 melhor limite inferior obtido (de maior valor) e ao melhor limite superior
obtido (de menor valor), repectivamente, ao longo da aplicagdo do Algoritmo
Relaz and Cut. Denote ainda por L4, a lista de DGES’s ativas numa certa
iteracdo. O algoritmo Relaz and Cul para o PAGCM, pode entao, ser assim

descrito:

Passo 1. Fixar os valores iniciais dos multiplicadores de Lagrange, Zy, ...,

Zipin © Lia
tix =0, Viel Vkel
ui; =0, V(v;,v5) € A,
Llbmaz = — 00,
Db = H00,
La=10

Passo 2. Resolver o problema dual Lagrangeano com o conjunto de mul-
tiplicadores corrente. Seja Zj, (limite inferior obtido na iteragao), T;,

—k

Zi;, a solugao obtida.

Passo 3. Procurar violagdes para DGES’s em 7;;. Para cada violacdo,
definida por S; C V, encontrada, verificar se a desigualdade estd con-
tida em L 4. Caso néo esteja, inclui-la em L,4. Associar a desigualdade
definida por S; C V, um multiplicador de Lagrange A; > 0, inicialmente

com valor 0.
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Passo 4. Obter um novo Z,; (valor correspondente a uma solugio vidvel).

Atualizar adequadamente 2y, e Zy,

min®

Passo 5. Se (Z, = Zlpae < 1), entdo Z,, é uma solugio étima para o

bmin

PAGCM. Sendo, ir para o passo 6.
Passo 6. Calcular os Subgradientes

Hy=1- > #, Vkel

V(vi,ui)EA
Hy=1- Y z% Vkel
V(vj,0,)€A
= > #Z- >z, Vel VieV-{k}
(yh:yl)EA (717:,1}]')614
Gij = (Q - Q'L 331] Z Z”(Ik, V(’U“’UJ) ,
VkeT

Bo=18|-[dS)/Q] — Z Zij,

(vi,v5)€A(S])
SlgVe|Sl|22, VS, € Ly

onde A(S;) define o conjunto dos arcos com ambas as extremidades

definidas por nés em S; e d(S;) = Z qi.

U;€S;

Passo 7. Definir um tamanho de passo 6 por

[(1+ﬂ) Wbmin — 21b)

SO HE 4+ Y (Ga)+ D (B

i€l kel (’Ui,’l)]‘)EA S1€ELA

0=

onde 0 < a < 2, § < 0.03 e atualizar os multiplicadores de Lagrange

tig = tip + 0 Hyy, Vieel, Vkel
us; = max{0, u;; — 0Gy;}, V(vi,0;) € A
A= max{O, Al — QB}, VS, € Ly

Passo 8. Retirar possiveis DGES’s inativas.

para todo S; € L, faga
se )\g =0
entdo Ly = L\ {Si}
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Passo 9. Retornar ao passo 2 e resolver o problema dual Lagrangeano com
o novo conjunto de multiplicadores (obtidos no passo 7), caso o niimero

de iteracoes desejadas ndo tiver sido atingido.

Algumas observagoes sdo necessdrias a respeito do algoritmo. A primeira
delas é que os critérios de parada que adotamos foram o nimero méximo
de iteragBes permitido (variou para determinados tamanhos de instincias)
e aquele indicado no passo 5. Esse ultimo critério, sé é possivel porque
todas as instdncias tratadas tém custos inteiros. Uma outra observacio é
que é importante utilizar uma estrutura de dados eficiente para manipular
e manter L,4. Uma questdo crucial é verificar se um DGES violada numa
certa iteracdo, ja ndo estd presente em L,. A utilizacdo adequada de uma
tabela de hashing [66] pode agilizar esse processo. O fator 8 ¢ utilizado
como sugerido em Beasley [12]. Uma outra questdo importante é a maneira
como reduzimos o valor de o ao longo das iteragdes (também variou quando
instancias de tamanhos diferentes foram tratadas). E, por fim, a obtencdo
de um novo limite superior (passo 4) em cada iteragdo é realizada através
da execucao de uma Heuristica Lagrageana, objeto de estudo do capitulo
7. Detalharemos melhor as variacoes de algumas desses pardmetros (nimero
de iteragdes permitido, reducdo do valor de «), quando formos tratar dos

resultados computacionais que obtivemos.

3.5 Reducao do Problema

Nesta se¢do, apresentaremos algumas formas de reduzir o “o tamanho de
entrada” de uma instincia do PAGCM através da fixacdo de varidveis. Os
conjuntos de varidveis que sao considerados nas duas formas de reducdo séo
distintos. Na primeira forma de redugao trabalhamos com arestas, e na

Segunda, COI1l arcos.

A primeira reducdo é realizada como um pré-processamento, antes mesmo

da execucdo de qualquer algoritmo e é baseada em algumas caracteristicas
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do grafo original nao-direcionado. A segunda é uma forma dindmica (ao
longo das iteragdes do Algoritmo Relaz and Cut para o PAGCM) de reduzir
o problema. Aqui, o grafo considerado ¢ direcionado. Para isso, utilizamos

as informacdes dos custos reduzidos das varidveis {z;; : (v;,v;) € A}

3.5.1 Reducgao Inicial [55]

Proposigao 3.1 Podemos fizar wma varidvel z;; em 0, se

ci; > méaximo{cy;, c1;} (3.19)

Prova. Assuma que [v;, v;] estd na solugdo étima. Inicialmente, verificamos
que as arestas [vy,v;] € [v1,v;] ndo podem simultaneamente fazer parte dessa
solucdo pois isso acarretaria um ciclo. E se por exemplo, [v1,v,] ndo estiver
na solucdo Gtima, ao substituirmos a aresta [vi,v;] pela aresta [vq,v;], ndo
alteramos a viabilidade da solucao, pois apenas dividimos a subdrvore original
(a qual a aresta [v;, v;] pertence) em duas subdrvores. Olhando para (3.19),
verificamos que o custo total para a nova solucdo é necessariamente igual ou

menor ao da subdrvore original. =

Vale lembrar mais uma vez, que o grafo considerado nessa reducao,
¢ o néo-direcionado, ou seja, o conjunto de varidveis utilizado é {e =
[vi,v], 4,7 € I,i < j}. Essa redugdo é aplicada no passo 1 do nosso Al-

goritmo Relax and Cut para o PAGCM.

3.5.2 Reducao baseada na Analise dos Custos Reduzi-
dos

Para economizar tempo de CPU, a fixacdo de varidveis através da anélise dos
custos reduzidos é realizada somente quando ocorre um aumento global do

melhor limite inferior até entdao conhecido. Os parametros para a fixacao sdo o
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limite inferior da iteracdo em que a melhora ocorreu e o melhor limite superior
obtido até entdo. Os custos reduzidos, como mencionado anteriormente, s&o
fornecidos pelo algoritmo proposto em [25], apds o cdlculo da arborescéncia

de custo minimo.

Seja T4 uma arborescéncia de custo minimo e ((¢,7) o custo reduzido

associado a um arco (v;,v;) € A.

Proposicao 3.2 Podemos fizar a varidvel z;; em 0, se

Zw+C(3,7) > Zw (3.20)

Prova. Considere o problema de encontrar uma arborescéncia vidvel para o
PAGCM que contenha o arco (v;,v;) e tenha o menor custo possivel. Clara-
mente, tal problema é, pelo menos tao dificil quanto nosso problema original.
No entanto, Zy, + ((4,7), pela defini¢do de custo reduzido em Programacio
Linear, é um limite inferior valido para o novo problema. Sendo assim,
se Zy + C(3,7) > Zu, fica estabelcido que qualquer solugdo vidvel para o
PAGCM, que contenha (v;,v;), tem um custo que ultrapassa o da solugdo
vidvel Zy. O arco (v;,v;) ndo pode entdo fazer parte de uma solugdo 6tima

para o PAGCM. ' H

Além da fixacdo acima, verificamos que também poderiamos fixar em
zero algumas varidveis de fluxo, {2} : (v;,v;) € A, Vk € I}, através de um
k

teste semelhante. HEsse teste se aplica apenas a varidveis z; com um custo

Lagrangeano €;;; > 0 (ou seja, o custo f;; néo possui contribuigéo de €y).

Proposicao 3.3 Podemos fizar uma varidvel zfj em 0 se

Zip + C(2,7) + Bijk > Zup (3.21)

Prova. A prova é andloga a anterior, observando apenas que se uma solugéo

¢ 6tima para um Problema de Programagio Linear (arborescéncia de custo
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minimo no nosso caso), se aumentarmos em € > 0, o custo f;; de uma varidvel
nao-bésica z;; qualquer, a solugdo 6tima para o problema e o custo reduzido
de z;; ficaria acrescido de e. Se =;; for bésica, e dessa forma (;; =0, Z; + €
seria um limite inferior para o custo de uma solugio 6tima do problema em

ue z;; = 1 é imposto, completando assim a prova. @
iJ »
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Capitulo 4

A Heuristica Esau-Williams
para o PAGCM

Neste capitulo, definiremos uma notagfio que serd utilizada ao longo desse
e dos proximos capitulos. Além disso, apresentaremos a heuristica Esau-

Williams [23], uma das heuristicas mais conhecidas e utilizadas da literatura.

4.1 Notacao

A notagdo que serd definida agora, é bastante similar aquela proposta em
Ahuja et al. [8]. Nesse contexto, algumas notagoes da teoria dos grafos
também serao utilizadas, tais como: subdrvores, caminhos, ciclos, etc. Além
disso, algumas definigoes de termos conhecidos serdo omitidas. Maiores de-

talhes sobre essas defini¢des poderdo ser encontrados em [4].

Seja T' uma arvore geradora capacitada vidvel para o PAGCM com raiz
em v;. Definindo-se uma orientagao para esta drvore a partir de vy, todo né v;
tal que [v1, v;] € T é denominado um fitho de v;. De maneira andloga, v, serd
o pai de v;. Essa convencdo de parentesco (pai-fitho) pode ser generalizada
da seguinte forma. Para toda aresta [v;, v;] € T, v; serd o pai de v, se estiver
mais préximo de vy (em termos do nimero de arestas em T') e v; serd o pai
de v; em caso contrdrio. Por exemplo, na figura 4.1, v, é 0 pai dos nds v; e

v10 € V3 € filho de vy.
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Figura 4.1: Um exemplo de uma Arvore Geradora Capacidada de Custo
Minimo. Nesse exemplo, todas as demandas sdo unitarias e ) = 5.

Para cada né v; em T', denominaremos por 7;, a subdrvore de T' com raiz
em v;. Denominaremos ainda por S;, os descendentes de v;, ou seja, os filhos
de w;, os filhos de seus filhos e assim por diante. Como exemplo, considere a

figura 4.1, onde T3 denota a subarvore com raiz vz e Sy = {vs, vy, vg, V12 }-

Além disso, denominaremos de subdrvore de nivel 1, uma subarvore onde
a raiz é um filho de v;. Para qualquer né v; em 7', denotaremos por 1'[i]
a subdrvore de nivel 1 a qual v; pertence. Denominaremos ainda por STi,
o conjunto de nds contidos na subédvore de nivel 1 T'[i] & qual v; pertence.
Por exemplo, na figura 4.1, para cada ué v; = vy, vy0, 013, 1] = T[2] e
S[i] = {vg, vz, v10, v13}. Pode acontecer, no entanto, que venhamos a chamar
uma, subarvore de nivel 1 apenas como subdrvore. Porém, ficara ébvio para o
contexto onde isso acontecer que a referéncia é para uma subdrvore de nivel

1.

E, finalmente, para um dado subconjunto de nés S C V, d(S) = R
Se d(S) < @, entdo S é vidvel. Denotaremos ainda por ¢(S5), o custo de uma

arvore geradora de custo minimo para o conjunto de nés S U {v; }.
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4.2 A Heuristica Esau-Williams

Como foi mencionado anteriormente, muitas heuristicas diferentes foram pro-
postas para o PAGCM [9, 31]. Entre elas, podemos citar aquelas de Esau-
Williams [23], Kershenbaum [45], Kershenbaum e Chou [48], Kershenbaum,
Boorstyn e Oppenheim [47], Gavish e Altinkemer [32] e Gouveia e Paixéo

[41].

A heuristica de Esau-Williams [23], denotada aqui Esau-Williams (EW), é
uma das mais citadas na literatura e é frequentemente utilizada como base de
computacao em testes computacionais. Ela é simples de implementar e utiliza
o conceito de savings, como no algoritmo proposto em Clarke e Wright [18]
para o Problema de Roteamento de Veiculos. Em Amberg et al. [9], EW é
apontada como a heurfstica de melhor desempenho computacional (incluindo
qualidade da solu¢do) na média, quando comparada a outros procedimentos
que gastam tempos computacionais similares a ela. Sua complexidade é da
ordem O(n*logn) [31]. Devido a tudo isso, optamos por utilizar EW como

heuristica basica em nosso esquema.

Podemos descrever a heuristica EW da seguinte maneira. Dado um né vy,
denote por g;, a aresta [v;,v,] € b; seu custo, onde T'(j] = T'[q] (v, é um filho
de v; e pertence a mesma subdrvore de v;) e compute a matriz assimétrica
S = s;5, onde s;; = ¢;; — b;. Iniciando com uma topologia onde cada né
v, € V estd conectado a v; por uma aresta [v1,v,], a heuristica EW repete,

iterativamente, os seguintes passos:

Passo 1. Identificar dois nés v; e v;, onde T[¢] # T[], que possuem o menor
saving s;; e tal que o somatério das demandas de todos os nds que estao
nas subarvores T'[i] e T'j] ndo exceda @, isto &, ) estiusy) fw < Q-

Se ndo existir mais nenhum squving s;; negativo e vidvel, Pare.

Passo 2. Remover g;. Introduzir a aresta [v;,v;] para expandir T'[¢]. At-
valizar sg, = Sgu + b — b (v € V \ {S[E] U S[] U {1 }}, v, € S[H]).

Retornar ao Passo 1.
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Para uma melhor compreensdo, considere o seguinte exemplo. Sejam
V = {v1,v2,vs3,Vs, U5}, U1 & raiz e Q = 3. Sejam ainda, ¢;; (veja figura 4.2) a

tabela (matriz) de custos das arestas ¢ s;; a tabela (matriz) de savings.

1 2 3 4 5

1) - 87 367 240 251
2| 87 - 87 20 128
3| 367 87 - 156 3
41240 20 156 @ - 61
5

251 128 3 61 -

Tabela 4.1: Tabela de custos ¢;;

As tabelas 4.2-4.4 mostram iteracdo por iteragdo, o saving escolhido

(passo 1, Chp ) e os savings que foram atualizados (passo 2, valores em

negrito).

Na iteracdo 1 do exemplo acima, a tabela 4.2 é utilizada na busca do
melhor saving si; Vvidvel, no caso, sj; = s53 = —364. Seguimos entdo para
0 passo 2 onde sdo atualizados os savings sqo3 = —164 e s43 = —95, levando
a tabela 4.3. Na iteragio 2 (realizada a partir dos savings s;; atualizados),

*

o passo 1 é realizado novamente e S = S = —220. Isso leva novamente

a alteracOes em s;;, s34 = 69 e s54 = —26. Repare que cada vez que um
*

st

;; € selecionado, ele ndo ¢ mais considerado nas iterages seguintes. Para

cada s;; escolhido, associamos o simbolo * tanto para sj; quanto para s7;.
Por fim, na iteragio 3 , repetimos o passo 1 (a partir dos s;; atualizados) e
verificamos que néo existe mais nenhum s;; < 0 e vidvel, o que nos leva ao

final da execucdo da EW.

A solugdo do exemplo acima é {(v1,vs), (v1,vs), (v2,v4), (Vs,v3)} € seu
custo é 361. E facil ver que essa solugdo é dtima para o exemplo. A figura 4.3
mostra as muadancgas na topologia da AGC que estd sendo formada iteragao
por iteragdo. Na iteragdo 1, a topologia inicial é a presente na figura 4.3(1).
Na iteragdo 2, a topologia corrente é 4.3(2) e, por fim, na iteragdo 3, a

topologia corrente é 4.3(2) (topologia final obtida pela EW).
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1 2 3 4 5

1y- 87 367 240 251
21- - -280 -220 -123
3|1- 0 - -84 -248
41- -67 -211 - -190
51 - 41 —364] -179 -

Tabela 4.2: Tabela de savings s;; que serve de entrada (passo 1) para a
iteracao 1 da EW

11 2 3 4 5
1|- 87 367 240 251
21- - -164 -123
3(- 0 - -84 *
4)- -67 -95 .- -190
5

- 41 * -179 -

Tabela 4.3: Tabela de savings s;; do final (passo 2) da iteracdo 1 e que serve
de entrada para a iteracio 2 da EW

1 2 3 4 5

1]- 87 367 240 251
21- - -164 * _123
3|- 0 - 69 *
41- * .95 - -190
51 - 41 ko -26 -

Tabela 4.4: Tabela de savings s;; do final da iteragdo 2 e que serve de entrada
para a iteracao 3 da EW '

Figura 4.2: Grafo de entrada para a EW
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(3)

Figura 4.3: As modificagoes ocorridas a cada iteracdo da EW
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Capitulo 5

Busca Local para o PAGCM

Neste capitulo, faremos uma revisao das principais vizinhancas de busca

propostas na literatura para o PAGCM.

Em geral, uma busca local consiste na exploracao e obtencao de novas
solugbes vidveis (preferivelmente melhores) a partir de uma solugao viavel
inicial dada (veja Aarts e Lenstra [2] e Ahuja et al. [6]). O sucesso de uma
busca local depende fundamentalmente da vizinhanca de busca a ser explo-
rada, ou seja, da estrutura que permite a obtencao dessas novas solugoes.
Mais adiante, quando apresentarmos as nossas Heuristicas Lagrangeanas,
mostraremos, detalhamente, quais as estratégias de busca local que uti-
lizamos. Muitas das vizinhancas de busca que serdo apresentadas foram

utilizadas na composicdo de nossas Heuristicas Lagrangenas.

Um algoritmo de busca local para o PAGCM pode ser assim descrito.
Uma solugdo viavel 7' é obtida. Solugbes vizinhas de 7' sdo definidas
como sendo solucoes que diferem de 7' de acordo com um padrao clara-
mente definido (por exemplo, solugdes que diferem de 7' em, no maximo, 3
varidveis). A seguir, um procedimento é utilizado para identificar a solucéo
vizinha de 7" mais atraente. Uma substituicao de solucbes deve ser efetu-
ada se o custo da solugdo encontrada encontrada for inferior ao custo de 7T
Esse processo deve continuar enquanto ulﬁ critério de parada adotado nao

for atingido.
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Como mencionado anteriormente, o desempenho de um algoritmo de
busca local depende fundamentalmente da vizinhaca de busca a ser ado-
tada. Faremos agora, uma revisado de algumas das vizinhangas de busca para
o PAGCM que foram propostas na literatura. Nas préximas secdes, apre-
sentaremos as duas vizinhancas de busca propostas por Amberg et al. [9]
e Sharaiha et al. [64] e as vizinhangas propostas por Ahuja et al. [8, 5].
Além disso, o conceito de Grafo de Melhoria também serd apresentado. Por
simplificagdo, assumiremos nas préximas secdes que todos os nés possuem
demandas idénticas. O caso onde as demandas sdo heterogéneas pode ser

tratado de maneira similar.

5.1 Vizinhanca de Busca Baseada em 2-
Trocas de Nés

A vizinhanga de busca proposta por Amberg et al. [9] considera a realizacdo

de dois tipos de movimentos:

Transferéncia de um N&: consiste em remover um determinado né da

subarvore de nivel 1 a qual ele pertence e leva-lo para outra subdrvore de

nivel 1.

Troca de No6s: consiste na troca de nds (dois-a-dois) pertencentes a

subarvores de nivel 1 distintas.

HKssa vizinhanca é denominada vizinhanca baseada em 2-trocas de nds
devido ao fato de que apenas nés sao movimentados e no maximo, duas

subdrvores de nivel 1 distintas sao afetadas pelos movimentos propostos.

Algumas observacdes importantes a respeito dessa vizinhanca de busca

devem ser feitas. Os nds que sao selecionados para qualquer um dos movi-
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mentos, ndo sdo, necessariamente, folhas (nés que néo possuem filhos). Apds
qualquer transferéncia ou troca de nds, o ajuste da nova solugao é feito através
do cédlculo de uma &drvore geradora de custo minimo a partir dos nds per-
tencentes & cada uma das subdrvores de nivel 1 (incluindo v;) envolvidas
no movimento. B, obviamente, somente as movimentagoes vidveis, ou seja,
as que nfo violam a restricdo de capacidade, sdo permitidas. A figura 5.1
ilustra os dois tipos de movimentos propostos por Amberg et al.. A figura
5.1(a) demonstra a transferéncia (vidvel) do né vy; da subdrvore T'[2] para
a subdrvore T[3]. A figura 5.1(b) demonstra a troca (vidvel) do né vs da

subdrvore T'[2] pelo né v; da subdrvore T'[3].

I facil verificar que existem no méximo O(nK) transferéncias de nés e
O(n%K) troca de nds, onde K é o nimeéro de subédrvores de nivel 1 exis-
tentes na solugdo 7" (isto é, solugdo vidvel que foi passada como entrada
para a exploragdo da vizinhanca). O custo da transferéncia de um deter-
minado né assim como o custo de uma troca de nds é calculado através
da verificacdo do impacto que cada um desses movimentos tem na funcao
objetivo. O custo da transferéncia de um né v; da subarvore T[i] para a
subdirvore T5), T1i] # T4, ¢ e(Sil \ {vi}) — e(S[i]) + e({wi} U S[i) — e(S[i)
e pode ser determinado pela resolugdo (reotimizagdo) de dois problemas da
arvore geradora de custo minimo. O custo de uma de troca de nds que en-
volve trocar um né v; da subdrvore 7'[i] por um né v; da subdrvore T'[f],
Tl) # Tl5), é e({v;} U SEI\{vi}) — c(SE]) + c({vi} U S[I]I\ {v;}) —e(S]) e
assim como na transferéncia, pode ser determinado através da resolucao de
dois problemas da arvore geradora de custo minimo. Cada 4rvore geradora
de custo minimo pode ser resolvida em O(Q?), quando todas as demandas
sdo idénticas, pelo algoritmo de Prim [61]. Consequentemente, esse procedi-
mento leva O(n?Q?) para determinar a melhor (de maior impacto na fungéo

objetivo) transferéncia ou troca de nés a ser efetuada.
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(b)

Figura 5.1: llustracao da Vizinhanca de Busca proposta por Amberg et al.
(a) Transferéncia de um né (b) Troca de nds

5.2 Vizinhanca de Busca Baseada em 2-
Trocas de Subarvores

A vizinhanga de busca proposta por Saraiha et al. [64] consiste na realizagio
de operagoes denominadas cut ¢ paste. Uma operacdo de cut e paste consiste
em desconectar (cut) uma subdrvore contida numa subdrvore de nivel 1 e
conectd-la (paste) a raiz ou a alguma outra subdrvore. A figura 5.2 ilustra
essa operagdo. Na figura 5.2(a), a subdrvore T%, parte da subarve T'[2) com
raiz em vg, é desconectada de T[2] e conectada a raiz pela aresta de menor
custo entre 7y e a raiz. Jd na figura 5.2(b) a subdrvore 7y é desconectada
de T[2] e conectada a subdrvore T'[3] pela aresta de menor custo entre Ty
e T[3]. Se uma operacio de cut e paste é efetuada e uma aresta [v;,v;] é
desconectada levando a inclusdo de uma nova aresta [v,,v,), a redugdo do

custo da solugao que resulta dessa operagao é cpy — Cyj.
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Essa vizinhanga de busca é denominada vizinhanga de busca baseada em
2-trocas de subdrvores uma vez que os movimentos envolvidos sdo realizados
com subdrvores e no maximo duas subdrvores de nivel 1 sdo afetadas a cada

realizacao de uma operacio cut e paste.

Existem O(n?) possibilidades de realizar operacdes cut e paste. A identi-
ficacdo de cada uma dessas operagdes leva O(Q?). Consequentemente, para
determinar a melhor operagio cul e paste a ser realizada, o tempo gasto é

da ordem O(n?Q?).

(b)

Figura 5.2: Ilustracao da Vizinhancga de Busca proposta por Saraiha et al.
(a) Uma operagdo de cut e paste onde a subdrvore Ty é conectada ao né
central (b) Uma operagéo de cut e paste onde a subarvore Ty é conectada a
outra subdrvore (77[3])
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5.3 Vizinhanca de Busca Baseada na
Troca-Miltipla de Nés

Essa vizinhanca de busca foi proposta por Ahuja et al. [8]. Ela pode ser
vista como uma generalizacdo da vizinhanéa de busca proposta por Amberg
et al. [9]. Porém, nessa nova vizinhanca, é possivel, agora, a movimentagao
de vérios nés (todos pertencentes & subdrvores de nivel 1 distintas). Ou seja,
é possivel que mais de duas subarvores de nivel 1 sejam afetadas a cada
movimento realizado, ao contrdrio das vizinhancas anteriormente citadas.
Essa nova vizinhanca é denominada vizinﬁanga de busca baseada na troca-
multipla de nds. Ela pode ser obtida através da realizagao de trocas-ciclicas e
trocas-caminho. A seguir, detalharemos como se dé cada uma dessas trocas,

quando estamos movimentando nds.

5.3.1 Troca-Ciclica (TC) para Movimentar
Nés (TCN)

Uma TCN pode ser definida como uma sequéncia de nés vy — vz — vy — ... —
v, — Vg, Onde 08 NGS Vg — vg — V4 — ... — U, pPertencem a subdarvores de nivel 1
distintas, isto é, T'[p] # T'[q], para p # q¢. A TCN vy —v3 —v4 — ... — v, — Vg
representa as seguintes mudancas: O né vy é movido da subdrvore 7'[2] para
a subérvore T3], o né vs é movido da subédrvore 7'[3] para a subarvore T'[4],
e assim por diante, e finalmente, o né v, é movido da subdrvore T[r] para
a subdrvore T[2]. Uma TCN é vidvel se tal troca satisfaz a restri¢io de
capacidade. Mais especificamente, a TCN vy — v3 — v4 — ... — v, — vy é umMa
troca vidvel se e somente se o conjunto de nés {v,_; JUS[p]\{v,} é vidvel para
p=23,..7r, onde vy = v,.. Somente as TCN’s vidveis serfo consideradas.
Seja T’ uma 4rvore geradora, capacitada vidvel obtida por uma TCN a partir
de uma solugdo também vidvel T'. O custo dessa TCN pode ser definido

como ¢(T") — ¢(T'), ou seja:
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r

o(T") = oT) = ) _[e{vp—1} U S[pI\ {vp}) = e(S[p]) | (5.1)

p=2
onde v; = v,.

Ao longo de uma TCN, vérios problemas da &rvore geradora de custo
minimo sao resolvidos a partir de cada um dos novos subconjuntos de nés
que sdo formados. Cada um desses subconjuntos é formado a partir dos
nos de cada uma das subdrvores envolvidas na troca (retirado o né que ird
para outra subdrvore), acrescido do né que foi movido de outra subdrvore. O
custo de uma TCN, na realidade, é diferenca entre o somatério dos custos das
novas subdvores obtidas apds a troca e somatdério dos custos das subdrvores
anteriores. B facil ver que somente as trocas-ciclicas onde ¢(T") < ¢(T) sio

interessantes. A figura 5.3 ilustra uma TCN.

’

E importante ressaltar que uma TCN pode acarretar o aumento do
nimero de subdrvores. Quando estd sendo realizada a computagio c({v,—1 }U
S[p)\{vp}) a partir do conjunto de nds {vy, v,—1 FUS[p]\{v,}), é possivel que
duas ou mais arestas partindo de aparegam na nova solucdo; nesse caso,
uma simples subdrvore pode transformar-se em duas ou mais subdrvores.
Porém, ¢ facil verificar que, o contrério, ou seja, a diminui¢do do ntimero de

subdrvores apés uma TCN, nao é possivel.

5.3.2 Troca-Caminho (TCA) para Movimentar
Nés (TCAN)

Uma TCAN pode ser definida como uma sequéncia de nés vg —v3 —v4—...— v,
onde 0s nés vy —v3 — vy — ... — U, pertencem & subdrvores de nivel 1 distintas,
isto é, T'[p] # Tlq], para v, # v,. A TCAN vy —v3 — vy —... — v, representa as
seguintes mudancas: O né v, é movido da subdrvore T[2] para a subdrvore
T3], 0 n6 v3 é movido da subdrvore T'[3] para a subédrvore T'[4], ¢ assim por
diante, e finalmente, 0 né v,_; é movido da subérvore T'[r—1] para a subdrvore

T[r]. Essa troca difere de uma TCN apenas no tltimo movimento onde o né

39



(b}

Figura 5.3: Ilustragdo de uma TCN (a) Uma AGC antes da TCN (b) A AGC
depois da TCN

v, nao val para a subédrvore T[2]. Dessa forma, a subdrvore T'[2] perde um
né e a subdrvore T[r] ganha um né. Uma TCAN ¢ vidvel se ela satisfaz a
restricdo de capacidade. Mais especificamente, a TCAN vy — v3 —v4 — ... — v,
é uma troca vidvel se ¢ somente se o conjunto de nds {v,—1} U S[p| \ {v,} é
vidvel para p = 3, ...,7. Somente as TCAN’s vidveis serdo consideradas. Seja
T' uma 4rvore geradora capacitada vidvel obtida por uma TCAN a partir de
uma solucdo também vidvel T. O custo dessa TCAN pode ser definido como

o(T") — ¢(T), ou seja:
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o(T') — e(T) = (S[2]\ {v2}) +
>l e{up1} USTI\ {vp})) +
c({vr1} U S[r])—
> p=a(c(STp]) (5.2)

E facil ver que uma TCAN é interessante somente quando c(T") < ¢(T).
A figura 5.4 ilustra uma TCAN. Assim como ocorre em uma TCN, uma
TCAN também pode aumentar o nimero de subdrvores em 7. Porém,
ao contrdrio de uma TCN, uma TCAN pode, também, reduzir o nimero
de subdrvores em 7. Por exemplo, na TCAN vy — v3 — vy — ... — v, 2
subdrvore T[2] perde um né. Se a subdrvore T[2] consistir apenas de um

7 * 7 7 Ie ~ ! 7 . 7 . . .
unico nd, o nimero de subarvores na solugdo 7" apds essa troca, ird diminuir.

Em relagéo as trocas acima (TCN e TCAN), podemos observar o seguinte.
Se T' tem K subdrvores para algum K fixo, entdo existem O(n') possibili-
dades de TCN’s ¢ TCAN’s. Note que O(n) é substancialmente maior do
que O(n?) das vizinhangas propostas por Amberg et al. e Saiaha et al.. Note
ainda que uma TCAN pode ser transformada em uma TCN. Elas diferem

apenas no ultimo movimento da troca, veja [8].

5.4 Vizinhanca de Busca Baseada na
Troca-Miltipla de Subarvores

A vizinhanca de busca que serd apresentada agora, foi também proposta
por Ahuja et al. [8]. Ela pode ser vista como uma generalizagio da vizi-
nhanga de busca proposta por Saraiha et al. [64]. Porém, nessa nova vi-
zinhanga, é possivel, agora, a movimentagdo de varias subdrvores (todos
pertencentes & subarvores de nivel 1 distintas). Ou seja, é possivel que mais

de duas subdrvores de nivel 1 sejam afetadas a cada movimento realizado,
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(b

Figura 5.4: Ilustracdo de uma TCAN (a) Uma AGC antes da TCAN (b) A
AGC depois da TCAN

ao contrdrio da vizinhaca de busca proposta por Saraiha et al. [64]. Essa
nova vizinhanca é denominada vizinhanca de busca baseada na troca-miltipla
de subdrvores. Ela pode ser obtida, assim como acontece com a vizinhanca
de busca baseada na troca-multipla de nds, através da realizacdo de TC’s e
TCA’s. A seguir, detalharemos como se dd cada uma dessas trocas, agora,

movimentando subdrvores.
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5.4.1 'Troca-Ciclica para Movimentar
Subdrvores (TCS)

Uma TCS pode ser definida como uma sequéncia de nés vo —v3 —v4—... — Up —
Vg, onde 0s nos vy, —v3 —Us—...— U, pertencem a subdrvores de nivel 1 distintas,
isto é, T'[p] # T'|q] para p # q. A TCS vy — v3 — V4 — ... — v — Uy TEPresenta
as seguintes mudancas: Os noés da subdrvore 75 sdo movidos da subdrvore
de nivel 1, T[2], para a subdrvore de nivel 1, T'[3], os nés da subdrvore T3
sa0 movidos da subdrvore de nivel 1, T'[3], para a subdrvore de nivel 1, T'[4],
e assim por diante, e finalmente, os nds da subarvore 7, sdo movidos da
subdrvore de nivel 1, T'[r], para a subdrvore de nivel 1, T[2]. Uma TCS é
vidvel se a mesma satisfaz a restricao de capacidade. Mais detalhadamente,

a TCS vy — v3 — 14 — ... — U, — vy é uma troca vidvel se e somente se:

Z g + Z qk—qu<Q para todo p = 2,3, 4, .. (5.3)

keT[p keTy_y keTy,

onde Ty = T,. Somente as TCS’s vidveis serdo consideradas. Seja T uma
arvore geradora capacitada vidvel obtida por uma TCS a partir de uma
solugiio também vigvel T. O custo dessa TCS pode ser definido como ¢(T") —

¢(T), ou seja:

T T

o(T') = e(T) = ) _(c({Spa} USRI\ {S,}) = > e(Slpl)) (5.4)

p=2 ) p=2
onde 57 = S

B facil ver, novamente, que uma TCS é interessante somente quando
¢(T") < ¢(T). E, além disso, todas as observagdes feitas em relacdo as TCN’s

também valem para as TCS’s.
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5.4.2 Troca-Caminho para Movimentar
Subarvores (TCAS)

Uma TCAS pode ser definida como uma sequéncia de nds vy —v3 —vg4 —... — vy,
onde 0s nés v, — vz — V4 — ... — U, pertencem & subdrvores de nivel 1 distintas,
isto é, T'[p] # Tlq| para p # q. A TCAS vy — v3 — vy — ... — v, representa

as seguintes mudancas: Os nds da subdrvore Ty sdo movidos da subdrvore
de nivel 1, T[2], para a subdrvore de nivel 1, T[3], os nés da subdrvore Ty
sdo movidos da subdrvore de nivel 1, T3], para a subdrvore de nivel 1, T[4],
e assim por diante, e finalmente, os nés da subdrvore 7,_; sdo movidos da
subdrvore de nivel 1, T'[r — 1], para a subdrvore de nivel 1, T'[r]. Uma TCAS
é vidvel se tal troca satisfaz a restricdo de capacidade. Mais especificamente,

a TCAS vg —v3 — vy — ... — v, é uma troca vidvel se e somente se:

qu+ Z qk—qu<Q, para todo p = 3,4, .. (5.5)

keT|p] kETp-1 kET,

Somente as TCAS’s vidveis serfio consideradas. Seja T uma drvore geradora
capacitada vidvel obtida por uma TCAS a partir de uma solucdo também

vidvel T. O custo dessa TCAS pode ser definido como ¢(T") — ¢(T'), ou seja:

oT') — e(T) = c(S[2] \ {S2}) +
ST (S} USII\ (S,))) +
c({Sr1}US[r])—
Sy (e(S[p)) (5.6)

Mais uma vez, € facil ver que uma TCAS é interessante somente quando
c(T') < ¢(T). E, além disso, todas as observacdes feitas em relacdo as

TCAN’s também valem para as TCAS’s.
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Assim como ocorre com a de vizinhanga busca baseada na troca-multipla
de nds, se 1" tem K subdrvores de nivel 1 para algum K fixo, entdo exis-
tem O(n’) possibilidades de TCS’s e TCAS’s. Note ainda que assim como
acontece com a de vizinhanca de busca anterior, uma TCAS pode ser trans-

formada em uma TCS, veja [8].

5.5 Vizinhanca de Busca Composta

Essa nova vizinhanca de busca que denominaremos de vizinhanc¢a de busca
composta, pode ser vista como uma unificacdo da vizinhanca de busca
baseada na troca-multipla de ndés com a vizinhanca baseada na troca-multipla
de subdrvores. Ela foi proposta por Ahuja et al. [5]. A exploragao dessa nova,
vizinhanca também se dé através de TC’s e TCA’s. Denominaremos de TCC

e TCAC, uma TC e uma TCA, respectivamente, para essa vizinhanca.

Uma TCC pode ser definida como uma sequéncia de nds vo — v3 — vg —
.. — Up — Vg, Onde 08 NS vy — V3 — Vg — ... — v, pertencem a subarvores de nivel
1 distintas, isto é, T'[p] # T[q] para p # q. A TCC vy —v3 — vg — ... — v, — Uy
representa as seguintes mudancas: ou o né vy OU a subdrvore T, ¢ movido(a)
da subdrvore de nivel 1, T'[2], para a subdrvore de nivel 1, T3], ou 0 né v3 ou
a subdrvore 73 é movido(a) da subdrvore de nivel 1, T3], para a subérvore de
nivel 1, T'[4], e assim por diante, e finalmente, ou 0 n6 v, ou a subarvore 7,
é movido(a) da subédrvore de nivel 1, T'[r|, para a subdrvore de nivel 1, T'[2].
Dessa forma, para cada né v, em uma TCC, é possivel movimentar o préprio
né v ou a subdrvore com raiz em vy, 1. Podemos definir uma TCAC de
forma similar a um TCC. A diferenca é que o ultimo né v, ou a subdrvore
T, ndo é movido(a) da subdrvore de nivel 1, T[r], para subarvore de nivel
1, T'[2]. Assim como acontece com as vizinhancas de busca que possibilitam
trocas-multiplas de nés ou subarvores, uma TCAC pode ser transformada em
uma TCC. Os detalhes das computacoes dos custos de uma TCC e de uma
TCAC foram omitidos pelo fato deles serem facilmente extendidos a partir

das computacoes dos custos de uma TC e de uma TCA para as duas iltimas
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vizinhangas apresentadas. Além disso, ndo utilizamos essa vizinhanca em

nossa busca local, como serd melhor detalhado mais na frente.

A vizinhancga de busca composta possibilita uma exploragao de solucoes
vizinhas substancialmente maior do que as vizinhangas anteriores, pois
permite novas possibilidades de movimentos. Para cada ndé v, na TC
Vg — U3 — Vg — ... — Up — Vg, uma T'CN permite mover um né da subarvore
de nivel 1 a qual ele pertence para outra subdrvore. Uma TCS permite
mover uma subdrvore da subarvore de nivel 1 & qual ela pertence para outra
subarvore de nivel 1. Tanto uma TCN quanto uma TCS permite uma unica
possibilidade de movimento. Porém, uma TCC permite duas possibilidades.
Ou o né v, ou a subdrbore 7} é movido(a) da subédrvore de nivel 1 & qual
cle(a) pertence para uma outra subdrvore de nivel 1. Ahuja et al. [5] fazem
uma analise comparativa entre os tamanhos das vizinhangas que podem ser

exploradas pelas ultimas trés vizinhancas de busca apresentadas.

5.6 Grafo de Melhoria

O numero de solucdes vizinhas obtidas a partir das vizinhancas de busca
baseadas ou na troca-miltipla de nés, ou na troca-miltipla de subdrvores, ou
ainda da vizinhaga de busca composta, ¢ bastante grande para ser enumerado
explicitamente. Ahuja et al. [8, 5] propuseram um método heuristico que néo
enumera toda a vizinhanca, mas na prética, é bastante eficiente para iden-
tificar solugbes mais atraentes dessa vizinhanga (ou seja, as de menor custo
no caso do PAGCM) a partir de uma solugdo inicial (dada como entrada).
Segundo Ahuja et al. [8], esse procedimento heuristico gasta, para encontrar
uma solucdo vizinha melhor que a atual, um tempo computacional com-
pardvel ao das vizinhancas de busca propostas por Amberg et al. e Saraiha

et al.. A idéia central desse método é o conceito de Grafo de Melhoria.

O conceito de Grafo de Melhoria (GM) foi proposto originalmente por
Thompson e Orlin [67] e Thompson e Psaraftis [68]. Esse conceito pode



ser utilizado para obter solugoes vizinhas de problemas tais quais o Pro-
blema de Roteamento de Veiculos, Problemas Generalizados de Associagio,
etc (veja Ahuja et al. [7]). Em especial, no caso do PAGCM, o conceito
de GM pode ser utilizado para obter, isoladamente, a vizinhanga de busca
baseada na troca-multipla de nds, a vizinhanga baseada na troca-multipla
de subdrvores e a vizinhanga de busca composta. A obten¢do de um GM ¢é
feita sempre a partir de uma solucgao inicial vidvel dada como entrada. Um
GM para qualquer uma dessas vizinhangas possui algumas caracteristicas em
comum. A primeira delas é que ele é direcionado. Além disso, existe uma
correspondéncia de um-para-um entre os nés em G e os nds desse grafo. E,
por fim, uma TC ou uma TCA em relagdo a uma determinada solugao (dada
como entrada para a computagdo do grafo) define um ciclo ou um caminho
direcionado em um GM. O custo desse ciclo ou caminho ¢ igual ao custo
da troca correspondente. Como uma TCA, seja para movimentar ndés ou
subarvores ou ainda ambos, pode ser transformada em uma TC, ndo h4 perda
de generalidade em considerarmos, a titulo de explicacao, somente o caso
das TC’s. A seguir, mostraremos, detalhadamente, a forma de obter o GM

correspondente a cada uma das demais vizinhancas de busca apresentadas.

Seja. T uma, solugdo vidvel para o PAGCM que é passada como entrada

para computacao de cada um dos GM’s dos préximos itens.

5.6.1 GM para a Vizinhanca de Busca Baseada na
Troca-Miultipla de Nés

O GM G!(T) para a vizinhanga de busca baseada na troca-multipla de nés
é construido da seguinte forma. Existe uma correspondéncia de um-para-
um entre os nés em G e os nés em G(T), ou seja, o conjunto de nds de
G(T) é o mesmo de G. Um arco (v;,v;) em G'(T) significa que o né v;
sai da subdrvore de nivel de 1, T[i], e junta-se a subdrvore de nivel 1, T[j],
e simultaneamente, o né v; sai da subarvore de nivel 1, T'[j]. Para construir

G1(T), todos os pares de nés v; e v; em V séo considerados e um arco (v;, v;)
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¢ adicionado se e somente se (z) T'[¢] # T[j] e (23) S[F] U {wi} \ {v;} é um
conjunto de nds vidvel (ou seja, d({v;} US[7]\ {v;}) < Q). O custo o;; de um
arco (v;,v;) em G*(T) é definido como ai; = c({v;} U S[5] \ {v;}) — c(S[4])-
Um ciclo direcionado vy —vs — vy —...— v —vg no GM G*(T) é um subconjunto
disjunto se as subdrvores de nivel 1, T'(2]—-T[3] = T'[4] —...—T'[r] sdo distintas,

ou seja, Tlp] # Tlg] para p #

Para enumerar os arcos em G'(T) devemos analisar a expressdo que
calcula o custo de cada arco, ou seja, oy; = c({v;} U S[y]\ {v;}) — ¢(S[j])-
Primeiramente, assumiremos que o custo ¢(S[j]) de cada uma das subdrvores
de nivel 1 em 7', é sempre conhecido. Por conseguinte, para computar oy; é
necessario calcular ¢({v;} US[j]\ {v;}). Esse ciculo envolve a retirada do né
v; de T'j] e adigdo do né v; nessa mesma subérvore para entéo determinar o
custo de uma arvore geradora de custo minimo. Para resolver um problema
da 4rvore geradora de custo minimo a partir de {v;}US[j]\{v;}, é necessirio
considerar o conjunto de arcos obtido pela unido dos arcos da drvore geradora
de custo minimo obtida a partir de T'[5] \ {v;} com os arcos (v;,v,) para
todo v, € S[j] \ {v;}. Para tanto, é necessrio resolver um problema da
arvore geradora de custo minimo a partir desse subgrafo que possui O(Q)
nés. Isso pode ser feito utilizando o algoritmo de Kruskal [4] em O(Q log Q).
A resolug@o de uma &drvore geradora de custo minimo a partir de 7'[5] \ {v,}
leva O(Q?). Feito isso, um problema da arvore geradora de custo minimo é
resolvido a partir do conjunto de nés {v;} U S[j] \ {v,;} para cada V' \ T7j]
e entdo é determinado o custo do arco correspondente em G'(T). Desta
forma, ¢ possivel determinar o custo de todos os arcos que entram no né v;
em O(Q% + O(Q(n — @) = O(nQ). Consequentemente, os custos de todos
os arcos podem ser obtidos em O(n*Q). Vale lembrar que para a anélise da

complexidade acima, foi assumido que todas as demandas sdo idénticas.
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5.6.2 GM para a Vizinhanca de Busca Baseada na
Troca-Multipla de Subarvores

O GM G?(T) para a vizinhanca de busca baseada na troca-miltipla de
subédrvores ¢ construido da seguinte forma. Existe uma correspondéncia de
um-para-um entre os nés em G e 0s nds ém G2(T), ou seja, o conjunto de
nés de G*(T) é o mesmo de G. Um arco (v;,v;) em G2(T) significa que a
subarvore T; sai da subérvore de nivel de 1, T'[7], e junta-se a subdrvore de
nivel 1, T[j], e simultaneamente, a subdrvore T; sai da subdrvore de nivel
1, T[j]. Para construir G*(T), todos os pares de nés v; e v; em V sdo
considerados e um arco (v;, v;) é adicionado se e somente se (1) T[i] # Tj] e
(i1) S[F)U{T:} \ {T;} é um conjunto de nds vidvel (ou seja, d({T;} U S[4] \
{T;}) < Q). O custo ay; de um arco (v;,v;) em G2(T) é definido como
ai; = c({Ti} U S\ A{T;}) — ¢(S[j]). Um ciclo direcionado vy — vz — vy —
.. — v, — vy em G2(T) é um subconjunto disjunto se as subdrvores de nivel 1,

T[2) = T[3] — T[4] — ... — T[r] sdo distintas, ou seja, T'[p] # T'[q] para p # q.

Assim como acontece no cdculo dos custos dos arcos de G(T), para
computar os custos dos arcos de G?(T) devemos analisar a expressio que
define o custo de cada arco, ou seja, a;; = c({Ti} U S[1] \ {T;}) — <(S[4])-
O segundo termo, ¢(S[j]), novamente, é assumido ser conhecido. O primeiro
termo, c({T;} U S[j] \ {T}}), envolve o cdlculo de uma &arvore geradora de
custo minimo a partir do conjunto de nés {S;} U S[j] \ {S;}). Para tanto,
é necessario remover a subdrvore 7; com raiz em v; (obtemos, com isso,
uma arvore geradora de custo minimo T[j] \ T; a partir do conjunto de nds
S[7]\ S;). Repare que ndo é necessdrio recalcular uma AGM, ao removermos
T;, obtemos imediatamente a AGM T[j] \ 7). Em seguida, é adicionado a
T[j]\ T}, o conjunto de nds S; e todos os arcos entre S; e S[4]\ S; e resolvido
um problema da arvore geradora de custo minimo. O resultado desse proce-
dimento é uma Arvore geradora de custo minimo a partir do conjunto de néds
{Si}US[7]\{S;}). Assumindo que todas as demandas sao idénticas, podemos
resolver uma arvore geradora de custo minimo a partir de um subgrafo com

@ nés e Q% arcos pelo algoritmo de Prim [61] em O(Q?). Portanto, computar
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um simples c;;, leva O(Q?). Consequemente, a computagio de todos os a;;,

leva O(n?Q?).

5.6.3 GM para a Vizinhanca de Busca Composta

O GM G3(T) para a vizinhanca de busca composta pode ser obtido combi-
nando as idéias das obtengdes de G*(T) e G?(T). A computacio detalhada
de G*(T) pode ser encontrada em Ahuja et al. [5]. Nao entraremos nos
detalhes dessa computacao porque utilizamos em nosso trabalho, como serd

melhor detalhado mais na frente, somente os GM’s G*(T) e G3(T).

O seguinte resultado mostra a correspondéncia entre as TC’s e os ciclos

nos GM’s G1(T) e G2(T).

Lema 5.1 FEziste uma correspondéncia de um-para-um enire as trocas-
ciclicas baseadas em nds em relagdo o uma drvore 1" e os ciclos direcionados
em subconjuntos disjuntos no GM G*(T), e ambos tém o mesmo custo. Da
mesma forma, existe uma correspondéncia de um-para-um entre as trocas-
ciclicas baseadas em subdrvores em relacdo ¢ uma drvore T' e os ciclos dire-
cionados em subconjuntos disjuntos no GM G2(T), e ambos tém o mesmo

custo.

A prova de (5.1) e um outro lema nessa mesma linha, porém em relacio

ao G*(T), podem ser encontrados em Ahuja et al. [8, 5].

5.6.4 Computacao e Atualizacao de um Grafo de Me-
lhoria

Na construgao de um GM ¢é necessdrio determinar o custo do arco (v;,v;)
para cada arco (v;,v;). A principio, pode parecer que o tempo necessirio

para. construir um Grafo de Melhoria é §2(n?) vezes o tempo necessario para
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calcular o custo de um arco (v;,v;). Porém, é bem provével que ao com-
putarmos o custo de um arco (v;, v;), seja possivel extrair alguma informacao
interessante sobre a computagio de um arco (v;,vg) e isso talvez possa re-
duzir o tempo total de criagdo de um GM (no entanto, a identificagdo dessas

informagoes é, atualmente, tema de pesquisa, veja Ahuja et al [7]).

A atualizacdo de um GM apds uma TC, pode ser feita sem que seja
necessdrio a recomputacao de todos os arcos. Se dois nés v; e v; pertencem
& duas subdrvores de nivel 1 distintas que ndo foram afetados pela troca,
entdo os custos dos arcos formados por nds pertencentes as subarvores T[i]
e T[j], 1 # j, permanecem inalterados. De fato, apés uma TC, é necessario
atualizar somente os arcos incidentes aos nés pertencentes as subdrvores
de nivel 1 que foram afetadas na troca (Isso vale apenas para o GM da
vizinhanca de busca baseada na troca-miultipla de nés. Para os outros GM’s
é necessario atualizar também os arcos que saem dos nds pertencentes as
subdrvores de nivel 1 que foram afetadas na troca). Essa observacdo diminui

substancialmente o tempo de atualiza¢do de um GM.

5.6.5 Identificacao de Ciclos Negativos em Subconjun-
tos Disjuntos

De acordo com o lema (5.1), uma TC (que leva a uma solugdo de menor
custo) em relagdo & uma solugdo vidvel T, corresponde a um ciclo direcionado
de custo negativo em subconjuntos disjuntos (CDSD) em qualquer um dos
GM’s mencionados acima. Embora existam algoritmos de tempo polinomial
para identificar ciclos negativos (sem a restrigdo dos elementos pertencerem
4 conjuntos distintos) (Ahuja et al. [4]), o problema de encontrar um CDSD
é NP-Completo (Thompson e Orlin [67]). Por comodidade, denominaremos

de ciclo vdlido um CDSD.

Em Ahuja et al. [8], um método heuristico foi proposto para identificar

ciclos validos. Sua complexidade é da ordem de Q(n3Q). Apesar de ter sido
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utilizado com sucesso, esse método nado garante a identificio de um ciclo
vélido se 0 mesmo existir. Para suprir essa deficiéncia, Ahuja et al. [5] pro-
puseram um método exato para identificar ciclos validos. Tal método pode
identificar o CDSD de custo mais negativo. (possivelmente, o que acarretaria
o maijor impacto na fungao objetivo). KEsse método foi implementado por
nods, porém, o seu alto custo computacional inviabializou sua utilizagao nesse
estudo, como serd melhor detalhado mais na frente. Um estudo detalhado
sobre a identificacio do CDSD de custo mais negativo (com propostas de

soluc@o heuristicas e exatas) pode ser encontrado em Ahuja et al. [3].

5.7 Um Algoritmo de uma Busca Local que
utiliza o conceito de GM

Apés termos apresentado as vizinhancas de busca que permitem trocas-
miultiplas de nés e /ou subérvores e a forma como podemos explori-las (o
conceito de GM e os procedimentos que podemos utilizar para identificar
ciclos vélidos), apresentaremos agora, um algoritmo de busca local que
utiliza todos esses conceitos. Seja G(T) um dos GM’s apresentados
anteriormente(G*(T) ou G?(T) ou G3(T)) obtido a partir de uma solugio

inicial dada, 7. O algoritmo pode entdo ser descrito por:

Algoritmo Busca-Local-PAGCM
Inicio
Obter uma solugao vidvel T
Construir o Grafo de Melhoria G(T)
Enquanto G(T) possuir ciclos vilidos faga
Inicio
Obter um ciclo vélido W em G(T);
Utilizar a troca-multipla corresponde a W e atualizar a solugao 7'
Atualizar G(T)

Fim
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Fim

Vale enfatizar que no algoritmo acima, a computagdo e atualizagdo do
GM ¢ realizada da forma como foi descrito na secao 5.6. O mesmo acontece

em relacdo & identificdo de ciclos validos.

No préximo capitulo, apresentaremos algumas das Metaheuristicas que
foram propostas na literatura para o PAGCM. A maioria das Metaheuristicas
que serdo apresentadas, tém suas buscas locais baseadas em alguma(s) das

vizinhancas de busca apresentadas anteriormente.
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Capitulo 6

Metaheuristicas para o
PAGCM

Como mencionado anteriormente, algumas Metaheuristicas diferentes foram
propostas na literatura para resolver o PAGCM. Mais a frente, quando for-
mos tratar dos resultados computacionais obtidos, mostraremos que muitos
dos limites superiores obtidos por algumas dessas Metaheuristicas, sdo, na re-
alidade, solugoes étimas. Nas préximas segoes, apresentaremos as principais

Metaheuristicas que foram propostas.

6.1 Busca Tabu e Simulated Annealing com
2-Trocas de Nos

Amberg et al. propoem uma Busca Tabu [34] e um Simulated Annealing
(Aarts e Korst [1]) para o PAGCM. Ambas as estratégias iniciam com uma
solucdo obtida pela heuristica Esau-Williarﬁs [23]. A estratégia de busca local
adotada e que é comum as duas Metaheuristicas é baseada na vizinhanga de
busca apresentada na segdo 5.1 (transferéncia de um né e troca de nés dois-
a-dois). Somente as instdncias (mantidas em [14]) que possuem demandas
idénticas foram consideradas. Muitos dos limites superiores, aqui obtidos,
foram provados, em outras referéncias, como sendo solucoes 6timas. Mais

a frente, detalharemos melhor o procedimento utilizado para provar essas
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otimalidades.

6.2 Busca Tabu com 2-Trocas de Subarvores

Saraiha et al. [64] propdem uma Busca Tabu para o PAGCM. Nessa proposta,
a solucdo inicial é obtida através de uma adaptacido do algoritmo de Prim
[61] para o problema. A estratégia de busca local adotada é baseada na
vizinhanga que foi apresentada na segdo 5.2 (operagdes cut e paste). Aqui,
foram tratadas tanto instancias com demandas idénticas quanto aquelas com
demandas heterogéneas. Muitos dos limites superior obtidos, também foram
provados, em outras referéncias, como sendo solucdes étimas. Em especial,
houve, para a época, uma melhoria significativa na qualidade dos limites
superiores, até entao conhecidos, para quase todas as instancias que possuem

demandas heterogéneas.

6.3 Busca Tabu e GRASP com Grafo de Me-
lhoria

Ahuja et al. [8] propdem uma Busca Tabu e um GRASP ([24]) para o
PAGCM. A solucdo inicial, tanto para a Busca Tabu como para o GRASP, ¢
obtida através de um versao aleatorizada da heuristica EW. Nessa versao, em
cada iteracdo sdo determinados os p savings mais negativos para algum valor
pequeno de p. Um ntimero aleotdrio k é gerado entre 1 e p e entao o k-ésimo
saving é escolhido (passo 1 da EW). As estratégias de busca local utilizadas
sao baseadas nas vizinhancas de busca apresentadas nas segoes 5.4 (troca-
miltipla de subdrvores) e 5.3 (troca-multipla de nés). Foram implementadas
duas versoes de cada uma das Metaheuristicas. Uma versao do GRASP e da
Busca Tabu tendo como estratégia de busca local, a troca-multipla de nés. E
uma outra versdo do GRASP e da Busca Tabu tendo como estratégia de busca
local, a troca-miultipla de subarvores. Para definir as vizinhancas adotadas

foi utilizado o conceito de GM (se¢do 5.6). Esse conceito foi utilizado tanto
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para obter a vizinhanca proporcionada pela troca-muiltipla de nés quanto
a proporcionada pela troca-miltipla de subdrvores. Para identificar TC’s
e/ou TCA’s, foi utilizada uma heuristica também proposta em Ahuja et al.
[8]. Os resultados computacionais obtidos nesse trabalho foram muito bons.
Foram obtidos ou melhorados os melhores limites superiores até entdo conhe-
cidos para todas as instancias da literatura (foram tratadas tanto instincias
com demandas idénticas quanto com demandas heterogéneas) mantidas em
[14). Muitos dos limites superiores obtidos para as instdncias com deman-
das homogéneas, foram provados como sendo solucoes étimas em outras re-
feréncias (mais a frente, detalharemos melhor como foi realizado esse processo

de provar otimalidades).

6.4 GRASP com Grafo de Melhoria Genera-
lizado

Ahuja et al. [5] propéem um novo GRASP para 0 PAGCM. A solugio inicial
¢ obtida através de um versao aleatorizada da heurfstica EW (aleatorizacgao
essa, feita da mesma forma como foi explicado no trabalho anterior). A
estratégia de busca local utilizada é baseada na vizinhanca de busca com-
posta (secdo 5.5). Assim como no trabalho anterior, foi utilizado o conceito
de GM para explorar a vizinhanca proporcionada pela vizinhanca de busca
composta. Ao contrario do outro trabalho, um método exato, também pro-
posto em Ahuja et al. [5], foi utilizado para identificar TC’s. Mais uma, vez,
os resultados aqui obtidos foram muito bons. Em relacdo as instincias com
demandas idénticas, somente uma instancia teve seu limite superior melho-
rado em relagdo aos resultados obtidos em [8]. Nas demais instancias com
demandas idénticas, foram obtidos os mesmos limites superiores encontrados
em [8]. Porém, em relacdo as instincias com demandas heterogéneas foram
melhorados muitos dos limites superiores em [8], principalmente de instancias
com n = 200. Onde néo houve melhoria, foram obtidos os mesmos resultados

encontrados em [8].
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6.5 GRASP com Path-Relinking

Souza et al. [65] propdem mais um GRASP para o PAGCM. A solugéo inicial
¢ obtida através de um versio aleatorizada da heuristica EW (um pouco
diferente da aleatorizagdo proposta no trabalho citado anteriormente). A
estratégia de busca local utilizada é baseada em uma vizinhanca de busca
denominada path-relinking proposta por Glover [33]. Somente instancias
com demandas idénticas foram tratadas. Muitos dos limites superiores aqui
obtidos, sdo iguais aos obtidos em [8, 5]. N&o houve nenhuma melhoria em

relagdo aos resultados obtidos em [8, 5].
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Capitulo 7

Heuristicas Lagrangeanas para
o PAGCM

Apresentaremos nesse capitulo, as Heurfsticas Lagrangeanas que implemen-
tamos para o PAGCM. As Heuristicas aqui apresentadas, terdo enfoque mais
algoritmico do que de implementagao, ou seja, nao havera preocupagao com
os detalhes de implementagao bem como com a linguagem de programacao
utilizada. O mesmo acontecerd em relagdo as estruturas de dados. Porém,
vale enfatizar que é essencial uma estrutura que mantenha, de forma eficiente,
os descendentes de cada né e o peso acumulado (somatério das demandas)

de um determinado né e seus descendentes em uma solugao vidvel.

Ao longo desse capitulo, defineremos o que vem a ser uma Heuristica
Lagrangeana, mostraremos os seus componentes e as estratégias de busca
local que utilizamos. E, por fim, os algoritmos de cada uma das Heuristicas

Lagrangeanas que implementamos.

7.1 Heuristicas Lagrangeanas

Uma, Heuristica Lagrangeana é um procedimento que transforma solugtes
dual vidveis (obtidas através de Relaxagdo Lagrangeana) em soluces primal
vidveis [12]. Ela é utilizada no contexto de um algoritmo de Otimizacgo

por Subgradientes onde os multiplicadores de Lagrange estao disponiveis, as-
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sim como a solugdo 6tima do Subproblema Lagrangeano associado a esses
multiplicadores. Nesse trabalho, a nocdo do que seja uma Heuristica La-
grangeana serd expandida para incorporar (a exemplo das Metaheuristicas)
uma heurfstica construtiva inicial. A idéia bésica seria entdo utilizar soluc¢oes
dual vidveis para influenciar a determinacdo de solugbes primal vidveis pela
heuristica construtiva. Mais especificamente, solu¢es dual vidveis serdo uti-
lizadas para modificar os custos das varidveis originais quando passadas &
heuristica de construcdo. Nesse estudo, a heuristica EW serd utilizada como
heuristica de construcdo. Heuristicas Lagrangeanas, da forma como defini-
mos, foram aplicadas com sucesso ao Problema de Steiner em Grafos [50],
Problema da Arvore Geradora de Custo Minimo com Restricao de Grau nos
Vértices em [10], Problema de Roteamento de Veiculos [57] e ao Problema

de Parti¢io Otima de Retangulos [16] entre outros.

As Heuristicas Lagrangeanas que introduziremos aqui, sdo compostas,
basicamente, de quatro etapas. Numa primeira etapa, uma solucio vidvel
inicial é obtida através da execugdo da heuristica EW. Em um contexto
mais amplo, o Algoritmo Relaz and Cul para o PAGCM é aplicado vizando
obter Zy(u,v)(3.14). Ao longo das iteracdes desse processo, um conjunto de
multiplicadores de Lagrange é gerado. Para ums certa iteracdo r, os mul-
tiplicadores {t[,;! : Vi € I,Vk € I, u;t (v, v5) € A} servem de entrada
para a geragdo de custos Lagrangeanos { fi; : (v;,v;) € A}. A segunda etapa
congiste na resolugdo do Subproblema Lagrangeano que gera uma soluc¢ao
{Zi; « (v,v;) € A}. Numa terceira etapa, a heuristica bdsica é aplicada no-
vamente, porém ela utiliza, agora, como entrada, ou os custos Lagrangeanos,
ou os custos Reduzidos (de Programagdo Linear) associados & solugdo do
Subproblema Lagrangeano ou, ainda, os custos Complementares, a serem
definidos posteriormente. Por fim, numa quarta etapa, a solucao obtida pela
aplicacao da heuristica bésica é submetida a um processo de busca local. O
processo de busca local ndo é mais efetuado a partir dos custos que serviram
de entrada para a aplicacdo da heurfstica bésica e sim a partir dos custos

originais {c. : e € EF}. Mais adiante, detalharemos as nossas estratégias
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de busca local. A maneira pela qual os custos dos arcos sdo introduzidos
na terceita etapa de uma de nossas Heuristicas Lagrangeanas, define o tipo
de Heuristica Lagrangeana que estd sendo aplicada. B importante enfati-
zar que nossas Heuristicas Lagrangeanas sdo acionadas em toda iteracgdo do

Algoritmo Relaz and Cut para o PAGCM (passo 4).

No proximo item, mostraremos, mais detalhadamente, todos os compo-
nentes das Heuristicas Lagrangeanas que introduziremos. Apresentaremos,
ainda, os motivos pelos quais adotamos certas estratégias nas composigdes

das mesmas.

7.1.1 Componentes da Heuristica Lagrangeana

A primeira etapa de nossa Heuristica Lagrangeana, ou seja, determinacao
de uma solucdo inicial para o PAGCM, é feita pela heuristica EW. A se-
gunda etapa é a resolucao do Subproblema Lagrangeano. Como ji foi men-
cionado, utilizamos o algoritmo proposto em [25] para resolvé-lo. Na terceira
etapa, fizemos alguns experimentos computacionais. Inicialmente, utilizamos
os custos Lagrangeanos como entrada para a terceira fase da Heuristica La-
grangeana. Posteriormente, fizemos a experiéncia de utilizar ndo mais esses
custos e sim os custos Lagrangeanos Reduzidos {{(z, ) : (v;,v;) € A} forneci-
dos por um algoritmo também proposto em [25]. E, por fim, testamos os
custos Complementares, ou seja, se T € a solucdo étima do problema La-
grangeano, os custos de entrada para a EW sfo dados por {c¢;;(1 —Z;; —Fjs)
[vi,v;] € B'}. Note que essa estrutura de custos torna mais atraentes, para a
solucdo primal, varidveis assumindo valor 1 na solugdo Lagrangeana. Apds
analisarmos os resultados dessas experiéncias, verificamos que a heuristica
EW tendo como entrada os custos Complementares forneceu limites superi-
ores melhores do que quando executada tendo como entrada os custos La-

grangeanos ou Reduzidos.

Além dos componentes citados acima, existem outros componentes im-

portantes em uma Heuristica Lagrangeana. Os critérios de parada do Al-
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goritmo (Relaz and Cut para o PAGCM) e a forma pela qual se reduz o
valor de a ao longo das iteragOes do algoritmo, sdo partes importantes de
uma Heuristica Lagrangeana (veja secdo 3.4). Uma outra componente im-
portante ¢é a fixacdo de varidveis de decisdo e de varidveis de fluxo (segéo 3.5).
Antes de incorporarmos os testes de fixacdo de varidveis da se¢do 3.5, fizemos
alguns experimentos computacionais com e sem esses testes. Apds analisar-
mos os resultados, verificamos que as Heuristicas Lagrangeanas acionadas em
conjunto com os testes de fixacao, produziram melhores limites superiores do
que quando acionadas sem os mesmos. Além disso, verificamos que a qua-
lidade do limite inferior obtido também melhorou. Uma outra observagao
importante decorrente desses experimentos foi que quando a diferenga en-
tre o limite superior e o limite inferior era pequena (até 3%), o nimero de
varidveis de decisdo restantes apés o término do algoritmo era de um pouco
menos de 10% do numero de varidveis de decisdo original. Como mencionado
anteriormente, os testes de fixagdo sdo acionados somente quando ocorre um
aumento global do melhor limite inferior conhecido ao longo das iteragoes do
algoritmo Relaz and Cut para o PAGCM, pois é necessario um certo esforco
computacional para executar esses testes. Diante de um saldo tao postivo,

esses testes foram mantidos.

E, por fim, a tltima componente de uma Heuristica Lagrangeana, como
mencionado anteriormente, é a estratégia de busca local adotada (quarta
etapa). A estratégia de busca local que utilizamos procura melhorar a solucao
inicial obtida na terceira etapa, tentando, isoladamente e em sequéncia, tro-
car subdrvores duas-a-duas, trocar nés dois-a-dois e transferir nés. Issas

estratégias serdo detalhadas no préximo item.

7.1.2 Estratégias de Busca Local adotadas nas
Heuristicas Lagrangeanas

A definicdo da estratégia de busca que adotamos foi baseada em alguns ex-

perimentos computacionais que realizamos. Nossa idéia inicial era aplicar
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o algoritmo da sec¢do 5.7 utilizando o GM GY(T) e o algoritmo exato pro-
posto em Ahuja et al. [5] para identificar ciclos véalidos. Porém, verificamos
que o custo computacional requerido por éssa estratégia era muito alto. Em
particular, o algoritmo utlizado para identificacdio de ciclos vélidos gastava
um tempo computacional bastante consideravel. Além disso, analisando os
experimentos computacionais realizados, verificamos que ndo ocorreram me-
lhorias do limite superior tao significativas que justificasse a utilizagao dessa
estratégia. Isso descartou, de cara, a opgdo de usarmos a mesma estratégia,
porém utilizando o GM G?*(T), j4 que o problema néo era a construcio
e atualizagdo do GM utilizado e sim o algoritmo para identificio de ciclos
validos que era muito lento. Procuramos, entdo, uma alternativa que fosse
ao mesmo tempo forte (no sentido de produzir boas melhorias no limite su-
perior) e de custo computacional barato. Vale lembrar que nossas estratégias

sdo baseadas na utilizagdo dos GM’s G*(T) e G%(T).

Direcionamos nosso estudo entdo, no sentido de encontrar uma forma
de aproveitarmos a vizinhanca proporcionada pelos GM’s (G(T) e G*(T)),
sem que fosse necessario utilizarmos um algoritmo computacionalmente caro,
para identificar solugoes vizinhas de boa qualidade. Pensamos, entao, em um
algoritmo para identificar ciclos vélidos com no maximo dois arcos (tanto em
G(T) quanto em G?(T) ). A identificio desses ciclos, uma vez computado
um GM, ¢é facil de implementar e ndo é tao dispendiosa computacionalmente,
como serd mostrado mais adiante. Além disso, tentamos, também, trans-

feréncias de nds (veja se¢do 5.1).

Nossa estratégia ficou entdo articulada em trés passos. Os dois primeiros
passos tém como base o algoritmo da se¢do 5.7 (Busca-Local-PAGCM).
A tnica restricdo é que os ciclos validos devem possuir somente dois ar-
cos. Seja T uma solugdo vidvel obtida na terceira etapa de uma de nossas
Heuristicas Lagrangeanas. Essa solucao é entdo submetida aos seguintes pas-
sos. Num primeiro passo, o algoritmo Busca-Local-PAGCM ¢ acionado
com G(T) = G?(T). O segundo passo é similar ao primeiro, as diferencas

sdo que o GM utilizado é o G*(T) e a solugdo que é passada como entrada
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¢ a obtida apds o primeira passo. E, por fim, num terceiro passo, tenta-
mos fazer transferéncias de nés como foi apresentado na se¢do 5.1 (com a
solugdo obtida apds o segundo passo). Essa estratégia é sequencial, ou seja,
primeiro submetemos 7" ao primeiro passo (obtendo T"), depois submetemos
T ao segundo (obtendo T") e finalmente, submetemos 7" ao terceiro passo
(obtendo 7). Essa sequéncia de passos é realizada uma tinica vez para evi-
tarmos que seja gasto um tempo computacional considerdavel. Essa escolha
foi feita apds realizarmos alguns experimentos computacionais. Fizemos ex-
perimentos variando a ordem dessa sequéncia e verificamos que a sequéncia

apresentada acima, foi a que produziu os melhores limites superiores.

E facil ver que para identificar um ciclo védlido com dois arcos em G*(T)
ou G?(T), basta verificarmos se (ay; + @;; < 0), onde a;; é o custo de
um arco (v;,v;) em GY(T) ou G*(T). Heuristicamente, resolvemos fazer a
identificacao desses ciclos da seguinte forma. Paracadané v;, 1 = 2,3,4,...,n,
identificamos (nessa ordem crescente dos {ndices 4) o melhor par de troca (de
maior impacto na funcéo objetivo) para o né v;, digamos (v;, v;). Porém, esse
processo tem uma, restricdo. Caso identifiquemos, por exemplo, o par de troca
(vi, v;) como sendo o melhor par para o né v;, automaticamente, mais nenhum
par de troca poderd ser formado por nés pertencentes as duas subarvores as
quais os nés v; e v; pertencem (T[i] e T[j]). E possivel ainda que sejam
realizadas mais de uma troca a cada iteracdo, basta que os pares de trocas
identificados atendam a restricdo mencionada acima, ou seja, pertencam &

subdrvores distintas.

Como fol mencionado, a diferenca entre as duas primeiras etapas estd no
GM utilizado. Se o GM utilizado for GI(T), uma troca (v;, v;) significa que
o né v; é movido da subdrvore de nivel 1, T'[z], para a subdrvore de nivel 1,
T[], e n6 v; é movido da subdrvore de nivel 1, T'[j], para a subdrvore de
nivel 1, T[i]. Caso o GM utilizado seja o G*(T), um par de troca (v;,v;)
significa que a subdrvore 7; é movida da subérvore de nivel 1, T'[i], para a
subarvore de nivel 1, T[], e a subarvore T] ¢ movida da subdrvore de nivel

1, T[j], para a subérvore de nivel 1, T'[z].
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A seguir, definiremos formalmente o algoritmo que foi utilizado nas dois
primeiros passos de nossa busca local. Seja Ly uma lista dos possiveis pares
de troca (v;,v;) a serem realizadas em cada iteragdo de nosso algoritmo.
Sejam ainda melhoria uma varidvel booleana (que diz se ainda existe
alguma troca que leva a um decréscimo da funcdo objetivo), e Lg, a lista
de subdrvores que possuem um né (caso o GM utilizado seja G*(T)) ou
uma subérvore (caso o GM utilizado seja G?(T)) quando ainda estamos
procurando por pares de troca que levam a uma melhoria da fungao objetivo.
Introduza ainda, as varidveis v} e vjt- que poderdo armazenar possiveis pares
de troca, e a varidvel clyocq que € utilizada para armazenar o custo da
melhor troca (a mais negativa) para cada né v;, 1 = 2,3,4,...,n. O nosso
algoritmo de busca local que identifica ciclos vélidos de dois arcos em G(T),

onde G(T) = G(T) ou G(T) = G*(T), pode ser assim descrito.

Algoritmo Busca-Local-Ciclo-2

(1) inicio

(2)  Obter uma solugdo viavel T

(3)  Construir o Grafo de Melhoria G(T)
(4)  melhoria = verdadeiro;

(5) Ls =0;

(6) Lr =0;

(7) enquanto melhoria faca

(8) inicio

(9) melhoria = falso;

(10) para i=2 até n faga

(11) inicio

(12) v =g

(13) Cliroca = 0;

(14) v, =0

(15) para j=2 até n faga

(16) se ((T[i) # T1) ¢ (T[]  Ls) e (T1j] ¢ Ls)
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e (aij +ay; < Cttmm))

entao inicio

(17) Ctt'rocn, = 4 + Q475
(18) vj. = v;;

(19) fim-se

(20)

se (vk#0) // Existe alguma troca que proporciona melhoria

entao inicio

(21) melhoria = verdadeiro;,
(22) Ls = Lg U{T4], T(5]};
(23) Ly = Ly U{ (v}, v)) };
(24) fim-se
(25) fim-para
(26) se melhoria
entao inicio
(27) Efetuar a lista de trocas Ly e atualizar a solucao T}
(28) Atualizar G(T) ;
(29) Ls=10;
(30) Lr=0;
(31) fim-se
(32) fim

Os passos (2)-(6) servem para inicializar o algoritmo (obtengdo de uma
solugao vidvel, construcao de G(T) e inicializagao de algumas varidveis). Os
passos (10)-(19) sdo utilizados para identificar o melhor par de troca para
cada né v;. Por exemplo, em uma certa iteracao, o algoritmo est& procurando
um par de troca para um né v;. Digamos que existam alguns pares de troca
possiveis e que o melhor par de troca ¢ (vf,v}), onde vf = v;. Apds isso,
como existe um par de troca que leva a uma melhoria, devemos acrescentar
em Lg (22), as subdrvores as quais os nés v} e vj- pertencem, ou seja, T7i] e
T[4]. Isso serve para evitar que os nés (se G(T) = G*(T)) ou subdrvores

(se G(T) = G*(T)) de T[] e T'[j] possam fazer parte de algum outro par de
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troca. Além disso, o par de troca (vf, v}) ¢ incluido em Ly (23). Em (26) um
teste é utilizado para verificar se existe alguma troca em Lr (isso é sinal de
que é possivel melhorar a solucdo atual). Caso esse teste seja positivo, a lista
de trocas Lg é efetuada, levando a uma nova solucdo (27). Apds isso, G(T)
é atualizado e Lg e Ly sdo reinicilizadas. Todo o processo de identificdo de
pares de trocas é realizado novamente, agora, a partir de G(T) atualizado.
Caso nao exista mais nenhum par de troca que leve a uma melhoria da funcao

objetivo, o algoritmo péra.

O terceiro passo de nossa estratégia, como foi mencionado anteriormente,
é a transferéncia de nds. Basicamente, a identificacdo de transferéncias
vélidas (que nd@o violam a restricdo de capacidade e diminuem o valor da
fungdo objetivo) é realizada da mesma forma que identificamos trocas duas-
a-duas (de nés ou subdrvores). Procuramos para cada né v; € V, a melhor
transferéncia e entdo evitamos que as subdrvores envolvidas nessa trans-
feréncia, participem de qualquer outra trénsferéncia, na iteragdo corrente,
ja que é possivel mais de uma transferéncia por iteracdo. Vale lembrar aqui,
que também tentamos transferéncia de subdrvores, porém tais movimentos,

quase ndo melhoraram os nossos limites superiores.

Seja, T' uma solucao viavel que é passada como entrada para a etapa de
transferéncias. Para agilizar o processo de identificacdo de transferéncias
validas, utilizamos uma idéia proposta em Ahuja et al. [8]. Porém, aqui,
ndo a usamos exatamente como sugerido em [8], ou seja, como uma forma de
transformar uma TCA em uma TC. A adéia aqui, ¢ montarmos um grafo,
que denominaremos Grafo de Transferéncia, GT. Antes de construirmos
GT(T), precisamos criar um né denominado pseudono, para cada uma das
subérvores de T. Além desses nés, GT(T) possui ainda, todos os nés do
grafo original, G. Os arcos de GT(T) serdo definidos de modo que o custo de
cada um deles, seja o custo da transferéncia de um né da subédrvore a qual ele
pertence para uma outra subdrvore, caso a restricdo de capacidade nao seja
violada. O custo da transferéncia de um né v; € V da subérvore T[i] para o

pseudono (subdrvore) T'(h], T[i] # T(h] € 3 pcrpy e + & < Q (a capacidade

66



ndo é violada), é calculado da seguinte forma:

Pin = c(STI\ {vi}) — e(STal) + c({vi} U S[A]) — c(S[A]), (7.1)

e pode ser determinado pela resolugéo (reotimizagdo) de dois problemas da

arvore geradora de custo minimo, como foi mostrado na segdo 5.1.

E facil ver que para identificarmos uma transferéncia valida, basta veri-
ficarmos se B;, < 0. Caso isso seja verdade, f;, identifica uma tranferéncia
valida. Portanto, uma vez computado um GT(T), a adaptagdo do Al-
goritmo Busca-Local-Ciclo-2 para encontrar transferéncias vélidas em
G*(T) é bem simples. A atualizagio desse grafo é realizada da mesma
forma que atualizamos um GM. Somente os arcos incidentes nos pseudonos

que foram afetados pelas trocas realizadas serao recomputados.

Apés detalharmos cada uma das trés etapas de nossa busca local
(Busca-Local-Lag), podemos definir, algoritmicamente, nossa estratégia da

seguinte forma:

Algoritmo Busca-Local-Lag

(1) inicio

(2)  Obter uma solugao vidvel 7'

(3)  Aplicar o algoritmo Busca—Local—Ciélo—Q utilizando G2(T),
obtendo 7" (uma nova solugio vidvel)

(4)  Aplicar o algoritmo Busca-Local-Ciclo-2 utilizando G*(T"),
obtendo 7" (uma nova solugio vidvel)

(5)  Procurar Transferéncias de Nés Vilidas utilizando GT(T"),
obtendo T (a solucdo vidvel obtida no final do algoritmo)

(6) fim
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7.1.3 Heuristica Lagrangena Basica

Chamaremos de Heurfstica Lagrangeana Baésica (HeurLagBasica), a
Heuristica Lagrangeana que, na terceira etapa, recebe como entrada, os
custos Lagrangeanos. O custo Lagrangeano de uma aresta [v;,v;] € E, é
a soma dos custos Lagrangeanos dos arcos associados & [v;,v,], ou seja,
Eij + Eji. Como foi mencionado anteriormente, ela é acionado em toda
iteracao do nosso Algoritmo Relaz and Cut para o PAGCM. Seu algoritmo

pode ser assim descrito.

HeurLagBasica

Entrada: Grafo G

Saida: AGCM, limite inferior, limite superior

passo 1: aplicar a heuristica EW para obtencao de uma solugdo vidvel para
o PAGCM

passo 2: resolver o Subproblema Lagrangeano para os custos Lagrangeanos
da iteracdo corrente |

passo 3: se nenhuma das duas condicdes de parada for satisfeita, aplicar a
heuristica EW tendo como entrada os custos Lagrangeanos (obtendo entéo,
uma nova solugdo viavel, 7). Submeter 7' a Busca-Local-Lag (repare que
o passo (2) desse algoritmo ¢ descartado, pois ja temos a solucdo vidvel T')
para os custos orginais.

passo 4: se nenhuma das duas condicdes de parada for satisfeita, atualizar
os multiplicadores de Lagrange e voltar ao passo 2.

fim

7.1.4 Heuristica Lagrangena com Custos Reduzidos
Quando, na terceira etapa da Heuristica Lagrangeana, aplicarmos os custos

reduzidos das varidveis de decisdo, obteremos a Heuristica Lagrangeana

de Custos Reduzidos (HeurLagReduz). O custo reduzido de uma aresta

68



[vi,v;] € E, é a soma dos custos reduzidos dos arcos associados & [v;, v;], ou
seja, G + (5. Assimo como ocorre com a HeurLagBasica, ela ¢ acionada
em toda iteracdo do nosso Algoritmo Relaz and Cut para o PAGCM. Seu

algoritmo pode ser assim descrito.

HeurLagReduz

Entrada: Grafo G

Safda: AGCM, limite inferior, limite superior

passo 1: aplicar a heuristica EW para obtencao de uma solucao vidvel para
o PAGCM

passo 2: resolver o Subproblema Lagrangeano para os custos Lagrangeanos
da iteracio corrente

passo 3: se nenhuma das duas condicoes de parada for satisfeita, aplicar a
heuristica EW tendo como entrada os custos Reduzidos (obtendo entdo, uma
nova solugio vidvel, 7). Submeter T a Buéca—Local—Lag (repare que o passo
(2) desse algoritmo ¢ descartado, pois j& temos a solugdo vidvel T) para os
custos orginais.

passo 4: se nenhuma das duas condicoes de parada for satisfeita, atualizar
os multiplicadores de Lagrange e voltar ao passo 2.

fim

7.1.5 Heuristica Lagrangena com
Custos Complementares

Antes de definirmos nosso préximo tipo de Heuristica Lagrangena, pre-
cisamos definir o que sdo custos complementares. Os custos complementares
sao os custos obtidos quando modificamos os custos originais da seguinte
forma. Cada aresta do grafo original terd custo zero se na solugao do Sub-
problema Lagrangeano aparecer algum arco relacionado a ela. Mais formal-
mente, seja T;; a solucdo corrente do Subproblema Lagrangeano, os custos

complementares {¢;; : [v;,v;] € E} sdo obtidos da seguinte forma:
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Eij = Cij(l et Eij it Eji); V[’Ui, ’Uj] c FE (72)

A Heuristica Lagrangeana de Custos Complementares (HeurLagComp)
é obtida quando utilizamos os custos complementares como entrada para a
heuristica EW. Ela também é acionada em toda iteragido do nosso Algoritmo

Relaz and Cut para o PAGCM. Segue seu algoritmo

HeurLagComp

Entrada: Grafo G

Saida: AGCM, limite inferior, limite superior

passo 1: aplicar a heuristica EW para obtencao de uma solucao vidvel para
o PAGCM

passo 2: resolver o Subproblema Lagrangeano para os custos Lagrangeanos
da iteracao corrente

passo 3: se nenhuma das duas condicoes de parada for satisfeita, obter os
custos complementares. Aplicar a heuristica EW tendo como entrada os cus-
tos complementares (obtendo entdo, uma ﬁova solugao viavel, T'). Submeter
T a Busca-Local-Lag (repare que o passo (2) desse algoritmo é descartado,
pois ja temos a solugdo vidvel T') para os custos orginais.

passo 4: se nenhuma das duas condicdes de parada for satisfeita, atualizar
os multiplicadores de Liagrange e voltar ao passo 2.

fim
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Capitulo 8

Resultados Computacionais

Neste capitulo, discutiremos o desempenho computacional da Heurfstica La-
grangeana com Custos Complementares. Como foi mencionado anterior-
mente, a HeurLagComp apresentou um desempenho computacional melhor
(em termos de qualidade das solugdes obtidas) do que o das outras Heuristicas
Lagrangeanas. Devido a isso, analisaremos somente os resultados obtidos
pela HeurLagComp. Confrontaremos aqui, os nossos resultados com os me-
lhores resultados da literatura, tanto em termos de limites inferiores quanto

de limites superiores.

8.1 C(Classes de Problemas Encontradas na
Literatura

Na literatura, foram propostas algumas classes de problemas. Essas classes
foram utilizadas como benckmark na maioria dos mais recentes algoritmos
propostos para o0 PAGCM. As primeiras trés classes que serdo apresentadas
abaixo, estdo disponiveis eletronicamente na pagina
http://www.ms.ic.ac.uk/info.html ([14]). A dltima classe, na realidade, é
composta de algumas instincias propostas originalmente para o Problema
de Roteamento de Veiculos (PRV) que foram adaptadas para o PAGCM
(veja Hall [42]).
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classe de problemas tc: grafos completos para n = 41, 81 ¢ 121. A
matriz de custos de cada problema foi gerada ao se tomar a parte inteira da
distancia euclidiana entre as coordenadas dos n pontos. Os pontos foram
gerados aleatoriamente em um quadrado de dimensao 100 x 100. A raiz estéa
localizada no centro desse quadrado. Para n = 41, existem 10 diferentes
instancias, onde () (capacidade) pode assumir valor 5 ou 10. Para n = 81
existem 5 instancias diferentes e () pode assumir os seguintes valores: 5, 10
e 20. Todas as demandas sdo idénticas (unitdrias). Existem, portanto, 35

instancias.

classe de problemas te: possui as mesmas caracteristicas da classe de
problemas tc, exceto pelo fato de que a raiz, desta vez, estd localizada
em alguma extremidade do quadrado. Os problemas dessa classe sio
considerados mais dificeis do que os da -classe tc. Ela possui a mesma

quantidade de instancias, ou seja, 35.

classe de problemas cm: grafos completos para n = 50,100 e 200.
Ao contrario das classes anteriores, os problemas dessa classe ndo sio
euclidianos. A matriz de custos e as demandas séo geradas aletoriamente no
intervalo [0,100]. Claramente, os problemas dessa classe ndo satisfazem a
desigualdade triangular. Para cada valor de n existem 5 diferentes instancias
onde a capacidade pode variar da seguinte forma: () = 200,400 e 800. Hssa

classe, possui, portanto, 45 instancias.

classe de problemas propostas por Hall [42] (ch): essa classe é com-
posta de alguns problemas que foram originalmente propostos para o PRV.
Isso deve-se a grande semelhanca entre o PRV e 0 PACGM (veja Araque et al.
[11]). Os problemas eil* e att48 foram sclecionados por Reinelt [63] e (exceto
o problema att48) apareceram originalmente no livro de Eilon et al. [22].

Esses problemas estao disponiveis via ftp (anénimo) em elib.zib-berlin.de no

72



diretério /pub/mp-testdata/tsp. As instdncias vrpnc*® estdo documentadas
em [20] e sdo parte de uma biblioteca de problemas teste descritas em [14].
Elas também estio disponiveis na pdgina http://www.ms.ic.ac.uk/info.html
assim como os problemas eil*. Todos esses problemas, exceto o problema,
att48 (que possui demandas idénticas), possuem demandas heterogéneas.
Além disso, todos sdo euclidianos. Para computar a matriz de custos foi
seguida uma convencdo da literatura do PRV, ou seja, a matriz de custos
foi computada se tomando o maior inteiro nao maior do que a distancia

euclidiana entre os nés. Essa classe possui 16 instancias.

As classes de problemas tc e te foram inicialmente relatadas em Gouveia
[35]. Elas foram utilizadas em muitos trabalhos como por exemplo, Amberg
et al. [9], Hall [42], Gouveia e Martins [39, 40], Saraiha et al. [64], Patterson
et al. [60], Ahuja et al. [8, 5] ¢ Souza et al. [65]. A classe cm também foi
utilizada em muitos trabalhos, entre eles podemos citar Saraiha et al. [64] e

Ahuja et al. [8, 5]. A classe ch foi utilizada somente em Hall [42].

8.2 Apresentacao dos Resultados

Visando uma melhor apresentagdo dos resultados, todos os programas foram
executados em uma mesma maquina que possui a seguinte configuragdo:
Pentium III, 933 MHz, com 512MB de memoéria RAM. Além disso,
todos os cddigos foram implementados na linguagem de programagao C,

compilador gcce, versao 2.95, para Linux.

Como foi mencionado, a Heuristica Lagrageana com Custos Comple-
mentares (HeurLagComp) foi a que apresentou os melhores resultados em
comparacdo com as outras Heuristicas Lagrangeanas. Devido a isso, toda
andlise de resultados se dard ao confrontarmos os resultados que obtivemos

com a HeurLagComp com os melhores resultados da literatura.

Antes de apresentarmos os nossos resultados, vamos fazer uma revisao

dos principais resultados da literatura tanto em termos de limites inferiores,
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quanto de limites superiores obtidos para o PAGCM. Para todas as instancias
com demandas idénticas (classes tc e te) onde n = 41, a solugdo 6tima é co-
nhecida. O mesmo acontece em relacao as instancias onde n = 81 e @} = 20.
Para todas essas instancias, os limites superiores obtidos em Amberg et al.
[9] e Ahuja et al. [8] foram provados como sendo solugdes 6timas. Saraiha et
al. [64] ¢ Patterson et al. [60] também obtiveram alguns limites superiores
que sao solugoes O0timas para algumas dessas instdncias. A prova de otimali-
dade da maioria desses limites superiores foi feita através da combinacao do
método baseado em planos-de-corte proposto por Hall [42] com um pacote
programacao inteira mista. Os casos remanescentes, ou seja, os casos onde
n = 41, a raiz estd localizada em alguma extremidade e () = 5, a otimalidade
foi provada através da combinagdo do pacote de programagao inteira mista
CPLEX, com o método baseado em planos-de-corte proposto por Gouveia e

Martins [39].

Os melhores limites inferiores para instédncias com demandas idénticas
foram obtidos ou por Gouveia e Martins [40] ou por Hall [42]. Para uma

revisdo dos melhores resultados da literatura para essas instancias, veja [40].

Em relagao a classe cm, muito foi feito em relagdo & obteng@o de limites
superiores. Os recentes trabalhos de Ahuja et al. [8, 5] igualaram ou me-
lhoraram os melhores limites superiores da literatura. Alguns desses limites
também foram obtidos em Saraiha et al. [64]. Até onde se sabe, o trabalho
proposto por Frangioni et al. [27] foi o unico que produziu limites inferiores
para os problemas dessa classe. I, até onde se sabe também, a otimalidade

de qualquer um dos problemas dessa classe ndo foi provada.

A classe de problemas ch, como foi mencionado, foi proposta e utilizada
somente em Hall [42]. Porém, como ainda existem 6 instdncias onde a oti-
malidade nao é conhecida, resolvemos incluir essa classe em nossos testes
computacionais. As otimalidades das outras 10 instincias foram obtidas,
através da combinagao do método baseado em planos-de-corte proposto em

[42] com alguns pacotes de programagao inteira mista. Os limites superiores
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para as instancias que nao tiveram suas otimalidades provadas, foram obtidos
inicialmente pela heuristica proposta em [46] e possivelmente melhoradas ao

longo de um algoritmo Branch and Cut também prosposto em [42].

As tabelas 8.1-8.5 que serdo apresentadas nas proximas segoes, conterao
as seguintes informagdes: o nome da instancia (Insténcia), o nimero de nés
(N), a capacidade (Q), o limite inferior obtido pela HeurLagComp (LI), o
limite superior obtido pela HeurLagComp (LS), o nimero de DGES’s ativas
ao final da HeurLagComp (N_DGES), o melhor limite inferior conhecido na
literatura (M_LI), o melhor limite superior conhecido na literatura (M_LS),
a solugdo Gtima do problema (OPT), quando ela for conhecida, ¢ o tempo de

CPU gasto pela HeurLagComp (CPU), em segundos.

Além das tabelas mencionadas anteriormente, ainda existem mais trés
tabelas. A tabela 8.6 compara os tempos de CPU gastos pela HeurLagComp
com os gastos pelos métodos em Ahuja et al. [8, 5]. A primeira coluna
dessa tabela ¢ o nimero de nés do problema (N), a segunda (Ahu) é o tempo
gasto pelos métodos em (8, 5]. De [8], somente os tempos de CPU para as
instancias onde n = 41, foram extraidos, pois somente para essas instancias
o método mais recente ([5]) ndo foi testado. O restante dos tempos de CPU
foram extraidos de [5]. A terceira coluna (HeurLagComp) representa o tempo
de CPU gasto pela nossa heuristica. Vale ressaltar que a maquina utilizada
em [8] foi uma DEC ALPHA. E aquela utilizada em [5] tem configuragéo:
Pentium 4, 512 RAM, 256 L2 CACHE (mais rdpida do que aquela que
utilizamos, porém é a que tem configuracio mais parecida). Portanto, ndo da
para fazer uma comparacao fiel dos tempos de CPU, porém, a titulo de ilus-
tracdo, resolvemos fazé-la, sempre com a ressalva citada acima. Vale lembrar
ainda que que nosso algoritmo produz tanto limites inferiores quanto limites
superiores (portanto, é esperado um gasto considerdvel de tempo), enquanto
os demais, produzem unicamente ou limites inferiores ou limites superiores.
Evitamos comparar os nossos tempos de CPU com os tempos dos algoritmos
que obtém limites inferiores para o PAGCM, pois as maquinas utilizadas

para a execucdo de tais algoritmos, eram bastante diferentes daquela que
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aqui utilizamos.

As outras duas tabelas (8.7 e 8.8) contém, basicamente, as mesmas in-
formagbes: o nome da instdncia (Instincia), o nimero de nés (N), a ca-
pacidade (Q), GAP (diferenca, em percentagem, do limite inferior ao limite
superior), o nimero de varidveis x;; (bindrias) inicial do problema (NVI), o
ntimero de varidveis z;; fixadas em zero com teste de fixacdo do item 3.5.1
(NVFI), o ntmero de varidveis z;; fixadas em zero com teste baseado na
andlise dos custos reduzidos (item 3.5.2) (NVFCR), o nimero de varidveis
restantes ao final do término da HeurLagComp (NVR), o nimero de varidveis
de fluxo (2f;), relacionadas s varidveis bindrias néo fixadas em zero, fixadas
em zero (com o teste do item 3.5.2) (NVZF). Além dessas informagoes, a
tabela 8.7 possui a coluna PVF que representa o percentual de varidveis
binarias fixadas. E a tabela 8.8 possui mais duas colunas: OPT que repre-
senta o custo da solucao 6tima do problema e CPU que representa o tempo
de CPU gasto pelo CPLEX [19] para resolver de forma exata os modelos
multifluxos gerados a partir do conjunto de varigveis restantes apés o final
da HeurLagComp. Vale ressaltar que quando qualquer coluna, para qualquer
uma, das tabelas anteriormente citadas, apresentar os mesmos valores, eles
nao serao repetidos em cada linha da tabela, aparecerao apenas uma tnica

vez.

Apds analisarmos alguns experimentos computacionais que realizamos, e
também para uma, andlise mais fiel dos resultados, estabelecemos a seguinte
regra para execucao da HeurLagComp. Para problemas onde n < 50 ou
n = 80, utilizamos um nimero méximo de iteracoes de 5000 e a reducao
de « foi feita a cada 250 iteragdes sem melhoras do LI global (a excecao da
instancia eil51 que foi tratada com esses pardmetros). Para a maioria dos
problemas restantes (n > 50 e n # 80) utilizamos um nimero méiximo de
iteractes de 10000 e a reducdo de « foi feita a cada 500 iteragdes sem melhoras
do LI global. As excessbes aqui sdo os problemas vrpnc* da classe ch. Para
esses problemas, utilizamos um numero maximo de iteragoes de 15000 e a

reducao de « foi feita a cada 750 iteragoes sem melhoras do LI global. Além
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disso, utilizamos o mesmo f§ (= 0.03) em todas as execugbes. Nas préximas
segoes, analisaremos 0s resultados que obtivemos para cada uma das classes

de problemas mencionadas anteriormente.

8.3 Problemas das Classes TC e TE

Na tabela 8.1, apresentamos os resultados para os problemas da classe tc
(n =41, 81). Para todas as instancias onde n = 41 e () = 5, observamos que
os limites superiores obtidos pela HeurLagComp sdo todos solugdes dtimas
e que os limites inferiores ndo se mostraram tao competitivos quanto os me-
lhores limites da literatura. Em relagao as instdncias onde n = 41 e Q) = 10,
os limites superiores que obtivemos sao, tainbém, todos solugoes dtimas. Os
limites inferiores, nesse caso, se mostraram mais competitivos, tanto que a
prépria HeurLagComp, através do teste de otimalidade Z,, — 7 < 1, con-
seguiu provar a otimalidade de 6 das 10 instancias. A excessdo da insténcia

tc40-10, os gaps das outras instancias foram muitos pequenos.

Ainda em relagao as instdncias onde n = 41, observamos que o N.DGES
é consideralmente maior, na maioria dos casos, quando ) = 5. Isso era
esperado, uma vez que quanto mais apertada é a capacidade, maior é a
probabilidade de se encontrar violagdes de DGES’s. E interessante observar
alnda que para todas as instancias onde HeurLagComp provou a otimalidade,
o tempo de CPU gasto foi consideravelmente menor quando comparado com
os tempos de outras instancias onde a otimalidade nao foi provada. Isso
se explica pelo fato de que a prova de otimalidade, nesses casos, aconteceu
antes das 5000 iteracoes previstas da HeurLagComp. Todas essas instancias
sdo consideradas ficeis, principalmente pelo fato da raiz estd localizada no
centro do quadrado onde as coordenadas dos nés foram geradas. Além disso,

o ndmero de nds é razoalvemente pequeno.

Para n = 81, ainda na tabela 8.1, observamos o seguinte. Igualamos

os melhores limites superiores em 8, das 15 instincias consideradas. Em
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somente uma (tc80-1, ) = 10), das quatro instincias que ndo tiveram
ainda suas otimalidades provadas, ndo obtivemos a melhor solucao vidvel
da literatura. Porém, com outros parametros (nimero maximo de iteragbes
permitido e a forma como reduzimos o valor de o ao longo das iteragdes),
obtivemos o mesmo valor da literatura, ou seja, 888. Nossos limites inferi-
ores se mostraram mais competitivos quando ¢) = 20. Nesse caso, a prépria
HeurLagComp provou a otimalidade de duas instancias (tc80-3 e tc80-4)
através do teste Z,, — Zp < 1. Assim como ocorreu com as instincias onde
n =41, o N.DGES é maior quanto mais apertada ¢é a capacidade. A média

do N_.DGES quando ) =5 é 66, 41 para ) = 10 e 20 para () = 20.

Em relacido aos problemas da classe te,. podemos observar o seguinte pela
tabela 8.2. Para n = 41 e = 5, os nossos limites superiores sdo todos
solugOes 6timas. J4 os nossos limites inferiores assim como ocorreu na classe
tc (n = 41 e @ = 5) ndo se mostraram muito competitivos em relagiao aos
melhores da literatura. O mesmo aconteceu quando (n = 41 e (Q = 10),
nossos limites superiores sao solugoes Stimas e os limites inferiores pouco
competitivos, porém, com gaps menores (em relagdo 4s mesmas instancias,

porém para @ = 5).

Pela tabela 8.2 e ainda para n = 41, podemos observar que o N_DGES
¢ maior quando Q = 5. Além disso, tivemos até uma surpresa, a instancia
ted0-1, para @@ = 10, teve o N.DGES maior do que quando testada para
@ = 5. Nos demais casos, o N.DGES para ) = 5 foi maior do que quando

) = 10, como era esperado.

Em relagao as instidncias onde n = 81, pela tabela 8.2, podemos obser-
var que obtemos os melhores limites superiores da literatura em 11, das 15
instancias consideradas. Nossos limites superiores nao se mostratam tdo com-
petitivos, assim como ocorreu para os problemas dessa classe onde n = 41.
O N_DGES para essas instancias tem um comportamento semelhante ao das
instancias anteriores. Ele é maior, quanto mais apertada é a capacidade. Na

média, o N.DGES quando @ = 5 é 70, quando @ = 10 é 57 e 40 quando
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@) = 20. Porém, note que essa média é maior para essa classe do que para
a classe tc para o mesmo valor de n(81). O mesmo aconteceu em relagio as

instancias de 41 nds.

O tempo médio de CPU para todas as insténcias (classes tc e te) onde
n = 41 foi de 156s, um pouco maior do que o gasto em (Ahu) (veja a tabela
8.6). J4 em relacdo as insténcias de 81 nés, o tempo médio de CPU gasto
pela HeurLagComp foi menor (1185s) do que o gasto pelos métodos em

(Ahu)(1800s).

8.4 Problemas da Classe CM

A tabela 8.3 apresenta os resultados obtidos para os problemas da classe
cm. Vale lembrar aqui que a otimalidade de qualquer um desses proble-
mas é desconhecida. Os valores que aparecem em negrito sao os LI’s que a
HeurLagComp conseguiu melhorar. Ja os valores que aparecem sublinhados,

sdo os valores (M_LI e/ou M_LS) que sdo melhores que 0s nossos.

Pela tabela 8.3, para n = 50, observamos que s6 nao obtivemos os melho-
res limites superiores da literatura em trés instancias. Vale aqui mencionar
que o limite superior 564 da instancia cmb50r4, () = 400, foi por nds obtido,
porém, o nimero maximo de iteracoes permitido usado, assim como a forma
como « foi reduzido ao longo das iteracdes, era diferente daquele utilizado
na computacado desses resultados. Porém, os limites inferiores que obtivemos
para esses problemas sao consideravelmente melhores do que os anteriormente
conhecidos. Observe que essas melhorias sﬁo mais significativas quanto mais
apertada é a capacidade (maior quando ) = 200, depois quando ¢ = 400
e, por fim, quando ) = 800). Observe ainda que N_.DGES ¢ maior também
quanto mais apertada for a capacidade. A média do N_.DGES quando @ =
200 é 65, 42 quando @ = 400 e 27 quando @ = 800.

Ainda pela tabela 8.3, porém em relacdo as instancias onde n = 100, ob-

servamos que somente obtivemos os melhores limites superiores da literatura
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para 4 instancias. Vale lembrar aqui que da mesma forma que obtivemos o
limite superior 564 para a instancia cmb50r4, () = 400, obtivemos o limite
superior 186 para a instancia cm100r5, () = 800, porém, com um ndmero
maximo de iteracoes permitido, assim como a forma como o « foi reduzido,
diferentes dos estabelecidos para a computagdo desses testes. Porém, con-
seguimos melhorar 12 dos 15 limites inferiores para essas instancias (perde-
mos em duas e empatamos em outra). Assim como ocorre para n = 50,
verificamos que as melhorias mais significativas ocorreram nas instincias
onde a capacidade é mais apertada. Observe ainda que N_.DGES é maior
também quanto mais apertada for a capacidade. A média do N_.DGES

quando @ = 200 ¢é 74, 37 quando ¢} = 400 e 26 quando ¢ = 800.

A tabela 8.4 mostra os resultados das instdncias onde n = 200. Obser-
vamos nessa tabela que o desempenho da HeurLagComp, tanto em termos
de limites inferiores quanto em termos de limites superiores, foi pior do que
quando n = 50, 100. Nao conseguimos obter nenhum dos melhores limites
superiores conhecidos e melhoramos 8 dos melhores limites inferiores conheci-
dos (perdemos em 7). Em geral, o comportamento da HeurLagComp é bem
parecido com o comportamento da mesma quando estd tratando as instincias
anteriores. As melhorias mais significativas ocorreram quanto mais aper-
tada é a capacidade. Da mesma forma, o N.DGES ¢é maior também quanto
mais apertada for a capacidade. A média do N.DGES quando @ = 200 é
144, 63 quando ) = 400 e quando @ = 800 é 17. O que é bastante cu-
rioso aqui é o pequeno nimero de DGES’s. ativas na ultima iteracdo quando
) = 800. Talvez, por isso, ndo tenhamos conseguido melhorar os limites
inferiores dessas instancias. Ii, possivelmente, ocorreram outros tipos de vi-
olagOes nas subarborescéncias (da solucdo do Subproblema Lagrangeano) que

nao violaram as DGES’s.

Pela tabela 8.6 verificamos que os tempos médios de CPU gastos pela
HeurLagComp crescem bastante a medida que o tamanho da insténcia au-
menta. O tempo médio de CPU gasto em (Ahu) foi bem menor do que o

gasto pela nossa heuristica, para n = 100,200. Porém, para n = 50, nossa
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heuristica teve um tempo médio de CPU menor.

A tabela 8.7 mostra o desempenho dos testes de fixagdo de varidveis da
secdo 3.5. Observe que o percentual do nimero total de varidveis binédrias
fixadas foi superior a 90%. Em relacdo & instancia de 50 nds, observe que
o ntmero de varidveis (bindrias) que foram fixadas em zero com o teste de
redugdo inicial (NVFT) foi maior do que o de fixadas com os custos reduzidos
(NVFCR). O contrério ocorreu em relagdo &s instancias com 100 nés. O
niimero de variaveis fixadas através da anélise dos custos reduzidos foi maior
do que aquele fixado com teste de reducéo inicial. Além disso, verificamos
que o numero de varidveis de fluxo fixadas em zero nao foi tdo consideravel

em todas as instancias dessa tabela.

Ainda pela tabela 8.7 observamos que apesar de mais de 90% das varigveis
de decisdo terem sido fixadas em zero, o nimero de varidveis de decisao
restantes (para n = 100) ainda ¢é considerdvel. Porém, em relagdo & insténcia
cmb0r4, observe que sobraram poucas varidveis de decisao. Devido a isso,
conseguimos provar a otimalidade (até entdo desconhecida) dessa instancia,

como serd melhor detalhado mais adiante.

8.5 Problemas da Classe CH

A tabela 8.5 apresenta os resultados obtidos para os problemas da classe
ch. Entre as instancias que possuem suas otimalidades conhecidas, a prépria

HeurLagComp conseguiu provar as otimalidades de duas (eil22 e eil30).

Ainda pela tabela 8.5 observamos que, em geral, os nossos limites inferi-
ores foram competitivos (ndo melhores, para as instancias eil*) com os obti-
dos em [42] (melhores da literatura). Enquanto que os limites inferiores que
obtivemos para as instdncias vrpnc® ndo se mostraram t&o competitivos.
Em relacdo aos limites superiores, a HeurLagComp conseguiu melhorar os
limites superiores de 5 das 6 instancias que possuem otimalidades desconhe-

cidas (eila76, eilb76, eila76, vrpnch, vrpnclil). E mais, obtivemos as
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solucoes Gtimas de todas as instancias que possuem otimalidades conhecidas.

Porém, aconteceram algumas surpresas. Conseguimos obter, para 2
instancias, solugoes vidveis de custos menores do que os custos das supostas
solucoes 6timas. Isso aconteceu com as insténcias eil33, att48 (os nomes
delas est@o sublinados na tabela). Obtivemos para a instincia €il33, um
limite superior de custo 494, quando o suposto étimo é 503. Para a instancia
att48, obtivemos um limite superior de 28935 quando suposto 6timo tem

custo 29154.

Em relagdo ao N_.DGES, o comportamento da HeurLagComp ¢ parecido
com o que a mesma teve quando tratou as instancias anteriores (com deman-
das heterogéneas). O N_.DGES é maior quanto mais apertada & a capacidade.
Como o ntimero de nés e a capacidade sao sempre diferentes, fica dificil fazer

uma andlise mais detalhada.

Em relacao aos tempo de CPU, vale destacar que quando a HeurLagComp
provou a otimalidade, os tempos foram bem pequenos. Novamente, isso
deve-se ao fato que a prova de otimalidade ocorreu bem antes do ntiimero de

iteragoes previsto.

8.6 Provas de Otimalidade

Para ilustrar como é possivel provar a otimalidade através do método pro-
posto nesse estudo, a tabela 8.8 exemplifica as provas de otimalidade de
4 insténcias (com gaps de dualidade pequenos), entre elas, existe uma

(cmb50r4, Q) = 800) que, até entdo, ndo possuia otimalidade conhecida.

A idéia é gerar um Problema de Programagdo Linear Inteira (PPLI) a
partir das varidveis (bindrias e de fluxo) restantes ao final da HeurLagComp.
Ou seja, ao término da execugao de nossa heuristica, nés geramos o modelo
multifluxos (capitulo 2) para o problema correspondente a partir das varidveis

restantes e ainda acrescentamos, a esse modelo, as DGES’s ativas ao final do
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nosso algoritmo.

Esse tipo de prova depende fundamentalmente dos testes de fixacao de
varidveis. Para essas instincias, como foram fixadas muitas varidveis de
decisdo, foi possivel gerar um PPLI de tamanho razoavel, o que permitiu a

resolucao exata desses problemas.

Para resolver os PPLI’s gerados, utilizamos o pacote CPLEX 7.0[19] com
seus parametros default. Pela tabela 8.8 verificamos que o tempo de CPU
gasto para resolver os PPLI’s gerados é bem pequeno. Isso deve-se, mais
uma vez, ao pequeno numero de varidveis bindrias restantes. Apesar de
um nimero razodvel de varidveis de fluxo (NVZF), associadas as varidveis

bindrias nao fixadas em zero, terem sido fixadas em zero também.

O resultado mais interessante desses testes foi provar a otimalidade (até
entdo desconhecida) da instdncia cm50r4. Tentamos ainda provar a oti-
malidade de outras instdncias (cm100*, @ = 800), porém, apesar dessas
instancias possuirem gaps de dualidade pequenos, o nimero de varidveis
restantes (NVR) ainda é bastante considerdvel e isso impossibilitou a reso-

lucao dos PPLI’s.
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Insténcia | N | Q LI LS | N.DGES | MLl | M.LS | OPT | CPU
41| 5
tc40-1 576.9 | 586 38 582 586 586 135
tc40-2 o67.6 | 578 44 074 078 078 136
tc40-3 565.4 | 577 30 574 o77 877 140
tc40-4 603.7 | 617 33 613 617 617 144
tc40-5 586.3 | 600 37 593 600 600 143
tc40-6 584.8 | 590 40 990 990 990 142
tc40-7 602.9 | 609 35 608 609 609 137
tc40-8 548.6 | 553 42 952 553 553 130
tc40-9 594.3 | 599 31 598 599 599 135
tc40-10 591.9 | 600 49 593 600 600 144
41 110
tc40-1 497.1 | 498 14 498 498 498 85
tc40-2 488.6 | 490 28 490 490 490 147
tc40-3 499.3 | 500 18 500 500 500 65
tc40-4 511.3 | 512 15 512 512 512 100
tc40-5 503.1 | 504 30 504 504 504 148
tc40-6 497.1 | 498 18 498 498 498 74
tc40-7 507.1 | 508 20 508 508 508 76
tc40-8 483.3 | 485 26 484 485 485 153
tc40-9 513.3 | 516 24 514 516 516 152
tc40-10 508.9 | 517 21 516 517 517 159
81| 5
£c80-1 1058.7 | 1099 58 1097 | 1099 | 1099 | 894
£c80-2 1065.0 | 1102 75 1095 | 1100 | 1100 | 899
£c80-3 1033.7 | 1073 61 1069 | 1073 | 1073 | 866
tc80-4 1028.3 | 1084 71 1073 | 1080 | 1080 | 865
tc80-5 1230.6 | 1288 76 1278 | 1287 | 1287 | 862
81110
tc80-1 872.1 | 890 48 878 888 - 1053
£c80-2 870.4 | 877 44 876 877 - 1005
tc80-3 864.8 | 878 25 870 878 - 1001
tc80-4 857.3 | 868 45 864 868 - 1033
tc80-5 994.0 | 1012 44 999 | 1002 | 1002 | 1045
81120
£c80-1 830.9 | 834 20 834 834 834 | 1208
tc80-2 815.7 | 824 24 820 820 820 | 1281
£c80-3 827.1 | 828 11 828 828 828 785
tc80-4 819.1 | 820 17 820 820 820 889
tc80-5 913.8 | 922 29 916 916 916 | 1260

Tabela 8.1: Problemas da classe tc para n = 41, 81
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Instancia | N | Q LI LS | NDGES | M_.LI | MLLS | OPT | CPU
411 5
te40-1 780.9 | 830 33 830 830 830 176
te40-2 756.8 | 792 41 790 792 792 169
ted0-3 752.5 | 797 46 792 797 797 174
te40-4 779.7 | 814 36 812 814 814 166
te40-5 758.8 | 784 36 780 784 784 169
te40-6 776.0 | 818 51 817 818 818 172
te40-7 788.0 | 820 37 820 820 820 170
te40-8 793.0 | 827 34 822 827 827 159
te40-9 746.2 | 779 41 778 779 779 176
41 | 10
te40-1 579.8 | 596 38 590 596 596 206
te40-2 566.0 | 573 34 071 073 o973 202
te40-3 047.6 | 568 30 956 568 568 228
te40-4 078.7 | 596 28 585 096 596 182
te40-5 563.9 | 572 25 565 072 672 | 203
te40-6 564.8 | 576 36 073 076 076 224
ted0-7 876.7 | 591 32 086 091 991 198
te40-8 588.9 | 610 30 599 610 610 197
te40-9 651.0 | 562 30 558 562 562 205
81| 5 :
te80-1 2343.2 | 2544 69 2536 | 2544 | 2544 | 1086
te80-2 2349.8 | 2560 77 2533 | 2551 - 1042
te80-3 2413.9 | 2615 67 2596 | 2612 - 1027
te80-4 2342.6 | 2564 70 2537 | 2558 - 1068
te80-5 2301.7 | 2469 66 2463 | 2469 | 2469 | 1053
81110
te80-1 1541.0 | 1657 59 1641 | 1657 - 1354
te80-2 1525.5 | 1639 60- 1607 | 1639 - 1320
te80-3 1573.1 | 1687 o4 1664 | 1687 - 1373
te80-4 1555.9 | 1635 56 1624 | 1629 | 1629 | 1392
te80-5 1516.4 | 1603 55 1592 | 1603 - 1332
81 | 20
te80-1 1252.2 | 1275 27 1256 | 1275 - 1813
te80-2 1197.6 | 1224 47 1207 | 1224 - 2053
te80-3 1242.4 | 1267 46 1257 | 1267 - 1611
te80-4 1244.0 | 1265 42 1249 | 1265 - 1508
te80-5 1227.0 | 1240 38 1231 | 1240 - 1584

Tabela 8.2: Problemas da classe te para n = 41, 81
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Instancia | N | Q | LI LS |NDGES| MLI | MLS | OPT | CPU
50 | 200
em50r1 1039.4 | 1098 70 998.6 | 1098 | - | 562
cm50r2 913.1 | 981 66 876.7 | 974 | - | 560
cm50r3 1131.1 | 1194 66 1079.8 | 1186 | - | 590
cm50r4 768.9 | 800 64 709.0 | 800 | - | 509
cm50r5 867.7 | 928 59 829.1 | 928 | - | 563
50 | 400
cm50r1 645.4 | 681 43 608.6 | 681 | - | 606
cm50r2 608.8 | 631 45 5915 | 631 | - | 628
cm50r3 704.3 | 732 44 6585 | 732 | - | 671
cm50r4 543.5 | 567 39 509.3 | 564 | - | 549
cm5015 586.5 | 611 41 557.0 | 611 | - | 609
50 | 800
cm50r1 482.6 | 495 29 4507 | 495 | - | 774
cm50r2 502.4 | 513 30 4883 | 513 | - | 739
cm50r3 522.3 | 532 28 483.1 | 532 | - | 810
cm50rd 468.9 | 471 23 458.4 | 411 | - | 604
cm50r5 477.4 | 492 26 462.9 | 492 | - | 759
100 | 200
cm100r1 452.8 | 553 80 4417 | 516 | - | 3115
cm100r2 544.2 | 638 67 525.3 | 596 | - | 3031
cm100r3 478.0 | 582 63 469.4 | 541 | - | 3439
cm100r4 379.4 | 459 82 372.3 | 437 | - | 3111
cm10015 373.3 | 465 7 356.8 | 425 | - | 3470
100 | 400
cm100r1 244.4 | 262 49 232.9 | 252 | - | 3469
cm100r2 254.1 | 283 25 256.6 | 278 | - | 3705
cm100r3 216.0 | 243 34 219.0 | 236 | - | 3745
cm100r4 205.6 | 223 41 204.6 | 219 | - | 4384
cm100r5 212.6 | 228 38 2115 | 223 | - | 3605
100 | 800
cm100r1 176.9 | 182 42 176.0 | 182 | - | 4951
cm100r2 176.8 | 179 22 169.8 | 179 | - | 4073
cm100r3 171.2 | 175 27 171.2 | 175 | - | 4074
cm100r4 180.3 | 183 16 179.4 | 183 | - | 4813
cm10015 182.9 | 187 24 181.7 | 186 | - | 4754

Tabela 8.3: Problemas da classe cm para n = 50, 100
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Instancia | N Q LI LS N.DGES | M.LI | M.LS | OPT | CPU
200 { 200
cm200rl 883.5 | 1117 137 878.0 | 1017 27727
cm200r2 1082.9 | 1378 129 1071.6 | 1221 28787
cm200r3 1199.6 | 1487 141 1186.9 | 1365 27068
cm200r4 831.0 | 1041 158 821.8 927 26674
cm200rd 845.3 | 1083 153 835.0 965 28589
200 | 400
cm?200r1 350.0 | 424 65 364.7 | 397 29669
cm200r2 451.7 510 60 451.0 478 28502
cm200r3 530.3 590 71 5284 860 28182
cm200r4d 368.7 413 50 368.5 392 27845
¢m200r5 390.1 | 445 67 395.6 | 420 27769
200 | 800
cm200r1 245.0 | 257 16 248.0 | 254 32507
cm200r2 281.8 | 296 18 282.6 | 294 31624
¢m200r3 347.0 | 362 17 3475 | 361 31647
cm200r4 265.7 | 278 18 268.8 | 275 31282
cm?20015 281.0 | 297 15 282.6 | 292 33467
Tabela 8.4: Problemas da classe cm para n = 200
Instancia | N Q L1 LS NDGES | M.LI | M_.LS | OPT | CPU
eil22 22 | 6000 245.1 246 18 246 246 246 9
eil23 4500 391.3 395 19 392.5 395 395 41
eil30 4500 311.2 312 11 312 312 312 22
e1l33 8000 484.9 494 31 496.1 503 503 110
eil5l 160 374.1 380 30 376.0 380 380 290
76
eila76 100 510.3 526 56 914.1 531 - 1583
eilb76 140 563.4 594 62 568.7 601 - 1532
eilc76 180 488.3 497 49 490.7 497 497 1743
eild76 220 475.7 482 41 481.1 482 482 1737
101
eilal01 200 566.0 570 52 568.9 570 570 3990
eilb101 112 635.7 662 72 639.9 675 - 3863
abt48 48 15 28715.7 | 28935 15 28604 | 29154 | 29154 261
vrpncd 151 | 200 637.4 660 85 657.3 677 - 14870
vrpned 200 | 200 747.0 797 77 768.2 807 - 33266
vrpnell | 121 { 200 569.3 613 4 583.2 614 - 9952
vrpncl2 | 101 | 200 493.7 512 66 510.0 512 512 3582

Tabela 8.5: Problemas da classe ch
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N | Ahu | HeurLagComp
40 | 100 156
50 | 1000 636
80 | 1800 1185
100 | 1800 3849
200 | 3600 29405
Tabela 8.6: Tempos de CPU (em segundos) Ahuja et al. [8, 5] (Ahu) X
HeurLagComp
Instdncia | N Q | GAP (%) | NVI | NVFI | NVFCR | NVR | NVZF | PVF (%)
50 | 800 2401
cmb0rd 0.004 1224 980 197 205 91.8
100 | 800 9801
c¢cm100rl 0.028 3382 5568 851 242 91.3
c¢m100r2 0.012 2740 6544 517 105 94.7
c¢cm100r3 0.022 3324 5762 715 264 92.7
cm100r4 0.014 3516 5722 563 135 94.3
cm100rd 0.022 4000 5026 775 244 92.1
Tabela 8.7: Desempenho dos testes de fixacdo de varidveis
Insténcia | N Q | GAP (%) | NVI | NVFI | NVFCR | NVR | NVZF | OPT | CPU
401 10 1600
tc40-2 0.003 970 478 197 140 490 | 73.8
tc40-8 0.004 513 980 117 195 485 87.2
€il23 23 | 4500 0.010 484 256 142 86 38 395 | 9.46
cm50r4 | 50 | 800 0.004 2401 | 1224 980 197 2086 471 | 179.7

Tabela 8.8: Provas de Otimalidade
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Capitulo 9

Conclusoes e Sugestoes para
Trabalhos Futuros

Neste trabalho, introduzimos uma Heuristica Lagrangeana para o PAGCM.
Ela ¢ utilizada no contexto de um algoritmo de Otimizagao por Subgradientes
onde os multiplicadores de Lagrange estao disponiveis, assim como a solugao
6tima do Subproblema Lagrangeano associado a esses multiplicadores. No
caso particular da Heuristica Lagrangeana proposta nesse estudo (HeurLag-
Comp), ela foi utilizada num contexto de algoritmo Relaz and Cut (um es-
quema, dindmico onde desigualdades (DGES) que violam o Subproblema La-
grangeano corrente sdo dualizadas e mantidas assim enquanto ativas). A
idéia de utilizar a HeurLagComp nesse contexto deve-se ao fato de que os
limites inferiores obtidos nesse esquema sao melhores do que os obtidos no

contexto habitual de um algoritmo de Otimizagao por Subgradientes.

Além disso, foram utilizadas (como parte de nossa Heurfstica La-
grangeana), algumas das mais recentes e eficientes estratégias de Busca Local

da literatura, veja [8, 5].

Em geral, nossos resultados em termos de limites superiores foram domi-
nados somente pelo trabalho recente de Ahuja et al. [5]. Porém, em relagéo
aos limites inferiores conhecidos para uma determinada classe de problemas

(cm), conseguimos melhorar sensivelmente quase todos.
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Verificamos que a qualidade do limite inferior obtido influencia direta-
mente na qualidade do limite superior obtido. Em geral, quanto melhor for o
limite inferior, melhor serd o limite superior. Isso se explica pelo fato de que
a Heuristica Lagrangeana proposta nesse estudo é guiada, inicialmente, pelas
solugbes dos Subproblemas Lagrangeanos resolvidos aos longo das iteragoes.
Portanto, quanto mais a solugdo do Subproblema Lagrangeano se aproximar
de uma solugdo vidvel para o problema (geralmente acontece quando o gap
de dualidade é pequeno), melhor serd guiada a Heuristica Lagrangeana na

obtencao de limites superiores.

De forma geral, para as classes tc e te obtivemos as solugbes Gtimas
de quase todas as instancias onde as otimalidades eram conhecidas e para
aquelas onde isso ndo acontecia, obtivemos a maioria dos melhores limites

superiores da literatura.

Em relagao a classe de problemas cm, verificamos que o desempenho
de nossa Heuristica fol melhor na obtengao de limites inferiores do que na
obtencao de limites superiores. I que, o desempenho na obtencao de limites

superiores, foi melhor para instancias de 50 nés.

Os resultados para os problemas da classe ch foram os mais expressivos de
nossa Heuristica Lagrangeana. Melhoramos todos os limites superiores das
instancias que possuem otimalidades desconhecidas (6) e ainda encontramos
solugoes viaveis de custos menores do que as supostas solugoes timas em

duas instancias.

E, por fim, um resultado bastante interessante de nosso trabalho foi provar
a otimalidade (desconhecida até entdo) de uma das instancias da classe cm
(cmb50r4, @ = 800). Enfim, a Heurfstica Lagrangeana proposta neste tra-
balho se mostrou uma ferramenta interessante para tratar o PAGCM, princi-
palmente, quando o gap de dualidade é pequeno. Muito provavelmente, uma
melhoria na qualidade dos limites inferiores pode levar, além de melhorias
na qualidade do limite superior, a prova de otimalidade de outras instancias,

principalmente, da classe cm.
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9.1 Trabalhos Futuros

Um sugestao para trabalhos futuros imediata, a partir das idéias aqui apre-
sentadas e também pelos resultados obtidos, é melhorar a qualidade dos
limites inferiores. Pois, como foi mencionado, uma melhoria dos limites in-
feriores provavelmente melhorard a qualidade dos limites superiores além de
possibilitar a prova de otimalidade de outras instancias, principalmente das

instancias cm100%, @ = 800.

Para aumentar os nossos limites inferiores acreditamos que a incluséo
das desigualdades estrelas (veja Hall [42]) possa ter um impacto bastante
possitivo nesse sentido. Além disso, podemos procurar novas desigualdades
para o PAGCM analisando a solugdo da relaxagdo linear (da formulagéo

multifluxos) de insténcias pequenas.

Uma outra sugestao interessante é tratarmos do problema quando o
nimero de subdrvores ¢ fixo (veja [69]). Ou seja, o nimero de arcos saindo

da raiz é fixo em M (o que leva a restrigdo Z z1; = M). Outra de-
(v1,v)€EA
sigualdade que pode ser usada é que agora um limite inferior para o fluxo

que sal por qualquer arco da raiz, digamos (v, v;), tem que ser maior ou

igual ao somatério das demandas de todos os nés - (M — 1) * Q, ou seja,

szjqk > [Z ar — (M — 1) * Qlzyy, Y(v1,v;) € A. Essas desigualdades
kel kel
devem tornar a formulacao que aqui utilizamos, mais forte para resolver o

PAGCM quando o nimero de subérvores é fixo.
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