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Este trabalho descreve um estudo dos problemas de encontrar um con- 

junto independente máximo e uma cobertura por cliques mínima em grafos 

de disco unitário e de moeda unitária. Um grafo é de disco unitário quando 

seus vértices estão associados a discos no plano de mesmo diâmetro e exis- 

te aresta entre dois deles se houver interseção entre os respectivos discos. 

Quando os discos não podem se sobrepor, temos a subclasse dos grafos de 
moeda unitária. 

Os principais resultados dessa tese são o estabelecimento da complexidade 

dos problemas citados para a classe dos grafos de moeda unitária, ambos NP- 

completos, e dois algoritmos aproximativos. Um algoritmo para o problema 

da cobertura por cliques em grafos de moeda unitária, e um algoritmo para 

o problema da cobertura por cliques em grafos de disco unitário. 
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This work describes a study on the maximum independent set problem 

and the minimum partition into cliques problem in unit disk graphs and 

penny graphs. A graph is a unit disk graph if its vertices are associated to 

discs on the plane with the same diameter and there is an edge between two 
of them if and only if the corresponding discs intersect. When the disks are 

not allowed to overlap each other, we have the clms of penny graphs. 

The main results of this thesis are the establishment of the complexity of 

the above problems, both NP-complete, and two approximation algorithms. 

An algorithm to find a minimum clique cover in penny graphs and an algo- 

rithm to find a minimum clique cover in unit disk graphs. 
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Capítulo 1 

Introdução 

Grafos de interseção de objetos geométricos no plano têm sido ampla- 

mente utilizados na modelagem de diversos problemas reais [21, 29, 31, 39, 

44, 55, 561. Em geral, estes problemas retratam situações onde diversos obje- 

tos interagem e, após uma certa distância entre eles, a interação é tão pequena 

que pode ser ignorada. Exemplos atuais deste tipo de problema surgem com 

as redes de difusão e de telefonia móvel. Nestes casos, as antenas de transmis- 

são são os objetos e seu alcance é o limitador de distância. Como este alcance 

se dá igualmente em todas as direções, para certos propósitos, a modelagem 

de uma rede como esta pode ser feita representando-se cada antena com o 

seu alcance por um disco no plano e suas interferências pela interseção dos 

discos. 

Dada uma família de discos no plano, seu grafo de interseção é obtido 

associando-se um vértice a cada disco e dois vértices são adjacentes exata- 

mente quando os discos correspondentes têm interseção não vazia. Os grafos 



que podem ser obtidos por este processo são chamados de grafos ID. Em 

nosso trabalho, abordamos duas subclasses dos grafos ID: os grafos d e  disco 

unitário, ou grafos DU, e os grafos d e  moeda unitária, ou grafos MU. 

Os grafos DU são os grafos de interseção de famílias cujos discos possuem 

todos o mesmo tamanho. Os grafos MU são os grafos de interseção de discos 

de mesmo tamanho que não se sobrepõem. Assim, todo grafo MU é DU. 

O interesse pelo estudo dos grafos de interseção de objetos geométricos 

acentuou-se nas décadas de 70 e 80. Durante este período os grafos ID 

aparecem na modelagem de diversos problemas [21, 29, 45, 551, mas somente 

na década de 90 são publicados os primeiros trabalhos a enfocar os grafos 

DU [6, 8, 20, 401. Esses trabalhos apresentam alguns resultados relativos aos 

grafos MU, mas não encontramos um trabalho que tratasse exclusivamente 

dessa classe. 

Um grafo G é perfeito [18] se o número cromático de cada subgrafo in- 

duzido H de G é igual ao tamanho de uma clique máxima de H. Como o 

complemento de um grafo perfeito também é perfeito, no complemento de G 

temos que um grafo é perfeito se o tamanho da menor cobertura por cliques 

de cada subgrafo induzido é igual ao tamanho do seu conjunto independente 

máximo. Muitas das famílias de grafos de interseção formam subclasses dos 

grafos perfeitos [4]. No entanto, os grafos MU não são necessariamente per- 

feitos, pois todo ciclo ímpar é grafo MU. 

Quanto ao comportamento das classes de grafos DU e MU em relação 



a estes quatro problemas clássicos (número cromático, clique máxima, con- 

junto independente máximo e cobertura por cliques mínima), temos que o 

problema do número cromático foi vastamente estudado [8, 39, 38, 201. O 

problema da clique máxima em grafos DU e, conseqüentemente, em grafos 

MU, é polinomial [8]. Nosso principal objetivo é estudar o comportamento 

dos grafos DU e MU em relação aos dois outros destes problemas: o do con- 

junto independente máximo e o da a cobertura por cliques mínima. Uma das 

contribuições desta tese foi mostrar que ambos são NP-completos quando 

restritos à classe dos grafos MU. Em [8], Clark et al. já haviam provado 

que o problema do conjunto independente máximo é NP-completo quando 

restrito a grafos DU. O trabalho prossegue com a investigação de algoritmos 

aproximativos ou exatos quando restritos a subclasses, para a solução destes 

problemas. 

Outro fato importante é que os grafos DU não são, necessariamente, 

planares. Na verdade, a classe dos planares é uma subclasse da dos grafos 

ID e contém a classe dos grafos MU [32]. Devido a esta relação estreita entre 

as classes, muitas das técnicas ulitizadas para resolver problemas em grafos 

ID são adaptações de técnicas utilizadas nos grafos planares [ll, 271. 

Este texto está organizado da seguinte forma: 

No Capítulo 2 apresentamos algumas definições básicas em teoria dos 

grafos, apresentamos detalhadamente a classe dos grafos DU, enumeramos 

modelos e aplicações destes grafos, descrevemos suas principais subclasses e 



a relação entre elas e enumeramos outras subclasses de grafos ID. 

No Capítulo 3 abordamos o problema do conjunto independente máximo 

nos grafos DU e MU. Além das provas de que o problema é NP-completo 

quando restrito a grafos DU e a MU, apresentamos também um estudo do 

problema complementar (cobertura de vértices), uma lista das propriedades 

dos grafos DU e MU e três algoritmos polinomiais da literatura: dois apro- 

ximativos para os grafos DU e um exato para uma de suas subclasses, a dos 

grafos k-faixa. Encerramos enumerando resultados em outras subclasses. 

No Capítulo 4 abordamos o problema da cobertura por cliques em grafos 

MU e o problema da cobertura de discos. Este problema se assemelha ao 

problema da cobertura por cliques em grafos DU, mas não é equivalente 

ao mesmo. Além da prova de que o problema da cobertura por cliques é 

NP-completo quando restrito a grafos MU, apresentamos também dois novos 

algoritmos aproximativos que elaboramos, um de razão 1 para grafos MU e 

um de razão 3 para grafos DU. Por fim, enumeramos resultados em outras 

subclasses. 

No Capítulo 5 apresentamos as considerações finais e direções futuras 

para este trabalho. 



Capítulo 2 

Definições e classes 

O objetivo deste capítulo é apresentar as principais subclasses da classe 

dos grafos de interseção de discos e como elas se relacionam. Na Seção 2.1 

descrevemos a notação adotada e algumas definições em teoria dos grafos, em 

especial, definições específicas aos grafos de interseção. Na Seção 2.2 des- 

crevemos os modelos utilizados para representar os grafo DU. Na Seção 2.3 

descrevemos as principais subclasses dos grafos DU e o relacionamento en- 

tre elas. Finalmente, na Sessão 2.4 enumeramos a complexidade de alguns 

problemas clássicos quando restritos às classes apresentadas. 

2.1 Notação e definições 

Um grafo G é um par (V, E) onde V é um conjunto finito e não-vazio 

cujos elementos são chamados de vértices e E um conjunto finito de pares 

não ordenados de elementos de V. Os elementos de E são chamados de 



arestas. Denotaremos por n o número de vértices (IVI) e m o número de 

arestas ( 1  E 1). Se e E E, e = (u, v) e u, v E V, então dizemos que u e v 

são adjacentes ou vizinhos, u e v são incidentes a e e e incide em u 

e v. Chamamos de vizinhança de um vértice v E V, N(v ) ,  o conjunto 

de vértices adjacentes a v. O grau de um vértice é igual ao tamanho de 

sua vizinhança e o grau de um grafo é o grau máximo entre seus vértices. 

O grau de um vértice v é denotado por 6(v) e o grau de um grafo G por 

A(G) . O complemento de um grafo G = (V, E) é o grafo = (V, E),  onde 
- 
E = {(u,v) : (u,v) 6 E e u # v). 

Um grafo é orientado quando suas arestas são orientadas; nesse caso, 

as arestas (a, b) e (b, a) representam duas arestas distintas. Do contrário, 

o grafo é dito não orientado. Quando o grafo for orientado, chamaremos 

as arestas de arcos, e o conjunto de arcos será A. Uma orientação de 

um grafo G = (V, E) é a especificação de uma direção para cada aresta 

de G originando um grafo orientado. Uma orientação é transitiva quando 

a seguinte propriedade vale: (a, b) E A e (b, c) E A implica (a, c) E A, 

Va, b, c E V. Um grafo é dito de comparabilidade se admite uma orientação 

transitiva. O complemento de um grafo de comparabilidade é um grafo de 

cocomparabilidade. Um vértice é dito fonte se não é extremidade final de 

nenhum arco que incide nele e sumidouro se não é extremidade inicial de 

nenhum arco que incide nele. 

Um caminho em um grafo é uma seqüência de vértices distintos 



(vO,vl,. . . ,vk) tal que ( V ~ - ~ , V ~ )  E E para i = 1,2 , .  . . , k .  Um cami- 

nho (v1, 212, . . . , vk, v ~ + ~ )  é um ciclo quando (v1, v2, . . . , vk) é um caminho, 

v1 = vk+l e k > 2. Um grafo que não possui ciclos é chamado acíclico. Um 

caminho C = (v, . . . , w) entre dois vértices v, w E V em um grafo G = (V, E) 

é caminho minimo se não existir outro caminho entre v e w com menor 

número de vértices (arestas). 

Um grafo G = (V, E) é bipartido quando seu conjunto de vértices pode 

ser particionado em dois subconjuntos V' e V" tais que toda aresta de G une 

um vértice de V' a um vértice de V". Em um grafo bipartido, quando existe 

uma aresta para cada par de vértices v, w tais que v E V' e w E V", o grafo 

é dito bipartido completo. Denotamos um grafo bipartido completo por 

KnI ,nP, onde nl = IV' I e n2 = I V" I. 

Um subgrafo G' = (V', E') de um grafo G = (V, E) é um grafo tal 

que V' C V e E' E .  O subgrafo G' de G é subgrafo induzido se para 

quaisquer v, w E V' e (v, w) E E, (v, w) E E'. Neste caso, denotamos G' por 

G [V']. 

Grafos de interseção são grafos onde objetos são associados a vértices e 

dois vértices são adjacentes se a interseção entre os respectivos objetos é não 

vazia. Agora daremos uma definição mais formal de grafos de interseção de 

uma família de objetos. 

Definição 2.1 [4] Seja F = {SI,. . . ,Sn) uma família de conjuntos. O 

7 



grafo de interseção de F ,  denotado por Cl(F), é o grafo com conjunto 

de vértices F tal que Si é adjacente a Sj se e somente se i # j e Si n Sj # 0. 

U m  grafo G é simplesmente u m  grafo de interseção se existe uma  famzilia 

F tal que G R(F); neste caso, dizemos que F é u m a  representação de 

Os grafos de interseção de objetos geométricos são grafos de in- 

terseção onde a família de conjuntos F é formada por objetos geométricos 

tais como: quadrados, retângulos, discos, etc. Para uma família D de discos 

no plano, o grafo de interseção de D é o grafo onde cada disco no plano 

corresponde a um vértice e existe uma aresta entre dois vértices se e somente 

se os respectivos discos se interceptam (incluindo tangência). Tais grafos de 

interseção são chamados de grafos de interseção de discos ou grafos ID. 

Os grafos ID são definidos por uma família D = (D1, ..., D,) de pontos no 

plano e uma função diâmetro d : V + %+ , onde Di tem centro ci = (xi, yi) 

e diâmetro d(Di). Seja G o grafo com conjunto de vértices V e arestas 

{(v, w) I v # w e I I < !(d(v) + d(w))), onde I v~ I é a distância eucli- 

diana entre v e w. G é ID se e somente se G (V, d) para um certo conjunto 

de pontos V e uma função diâmetro d. Chamamos (V, d) de modelo ID de 

G. 

Quando os discos de um modelo de um grafo ID têm mesmo tamanho, ou, 

equivalentemente, quando a função diâmetro for constante, o grafo é chamado 

grafo de disco unitário ou grafo DU; Alguns autores definem corno discos 



unitários aqueles de raio igual a 1, outros consideram o diâmetro igual a 1. A 

maioria dos resultados independe desta escolha, pois a unidade de distância 

não é relevante uma vez que uma família de discos no plano representa o 

mesmo grafo independentemente da escala. Neste texto denominamos como 

discos unitários aqueles que têm diâmetro 1. 

Os problemas abordados neste trabalho são descritos como problemas 

de otimização. Um problema de otimização é composto de um conjunto de 

instâncias I, um conjunto de soluções viáveis para cada instância I e 

uma função que atribui um valor a cada solução viável. Em um problema de 

minimização estaremos interessados nas soluções viáveis de valor mínimo 

e em um problema de maximização procuramos soluções viáveis de valor 

máximo. A solução cujo valor é ótimo, mínimo ou máximo, é chamada de 

solução ótima, denotada por OPT(I). 

Um algoritmo paproximativo para um problema de otimização 11 é 

um algoritmo de tempo polinomial que tem uma razão de aproximação p, 

isto é, para cada instância I de n o valor da solução obtida pelo algoritmo 

está dentro de uma razão p do valor ótimo. Quando não especificamos p, 

dizemos simplesmente algoritmo aproximativo. Um esquema polinomial 

de aproximação para o problema n é um conjunto de algoritmos poli- 

nomiais (1 + &)-aproximativos para cada E > O. Note que um algoritmo 

A a-aproximativo para um problema de minimização devolve uma solução 

A(I) para qualquer instância I tal que valor (A( I ) )  5 aOPT(I) , onde a 2 1. 



Se o problema for de maximização, então valor(A(I)) 2 aOPT(I), para 

O < a 5 1. Um algoritmo 1-aproximativo é um algoritmo exato. 

Modelos e aplicações 

Além da definição padrão de grafo DU como grafo ID, existem outras 

definições que serão analisadas nessa seção. 

Chamaremos de modelo de um grafo DU ao mapeamento dos vértices 

de um grafo DU (a discos ou pontos, conforme o tipo de modelo adotado.) 

Quando definida como a interseção de discos unitários no plano, a repre- 

sentação do grafo DU é chamada modelo de interseção. Existem outras 

definições na literatura, como os modelos de contenção e proximidade. No 

modelo de contenção, dado uma família de n discos no plano de mesmo 

tamanho, o grafo de contenção da família é o grafo com n vértices, onde 

existe aresta entre dois vértices se um dos discos contém o centro do outro. 

Já o modelo de proximidade é uma definição puramente geométrica: da- 

dos n pontos no plano, forme um grafo com n vértices onde cada vértice 

corresponde a um ponto e existe aresta entre dois deles se a distância eucli- 

diana entre os pontos correspondentes é no máximo um limite d especificado. 

Tkansformações entre modelos são simples. Entre os modelos de interseção 

e contenção a transformação se resume a dobrar ou dividir pela metade o 

diâmetro dos discos. Dado um modelo de interseção, dobramos o diâmetro 

dos discos e obtemos o modelo de contenção. Para obter o modelo de inter- 



seção a partir de um modelo de contenção dividimos pela metade o diâmetro 

dos discos (veja Fig. 2.1). Entre os modelos de interseção e proximidade a 

transformação se dá pela identificação dos centros dos discos com os pontos 

(veja Fig. 2.2). Logo, dado um dos modelos, a obtenção dos outros pode ser 

feita em tempo linear. 

Modelo de interseção Modelo de contenção 

Figura 2.1: Transformação entre os modelos de interseção e contenção. 

Modelo de proximidade Modelo de interseção 

Figura 2.2: Transformação entre os modelos de proximidade e interseção. 

Os grafos DU descrevem situações onde há interação entre objetos. Por- 

tanto, o modelo a ser usado está intimamente relacionado à aplicação ou 

problema a ser estudado. Nos problemas relacionados a difusão os trans- 



missores e receptores são modelados por pontos e a área de alcance destes 

por discos centrados nos pontos correspondentes. Se cada estação possuir a 

mesma potência, temos discos de raios aproximadamente iguais. O modelo é 

simplificado, pois não considera alguns problemas práticos como obstáculos 

físicos (montanhas, prédios, etc) ou o clima da região. Apesar disso, este 

modelo é empregado na solução de vários problemas relacionados a sistemas 

de telefonia celular [33, 34, 351, atribuição de freqüências [21, 37, 491 e men- 

sageiros de emergência (emergency senders) [52]. No problema de atribuição 

de frequências, deve-se alocar diferentes frequências a transmissores cujas 

áreas de alcance se interceptam. Este problema corresponde ao problema da 

coloração de vértices em grafos ID. O problema dos mensageiros de emergên- 

cia consiste em achar um conjunto mínimo de transmissores com os quais é 

possível transmitir em caso de emergência a todos os demais. Este problema 

equivale ao problema do conjunto dominante mínimo no modelo de contenção 

em grafos DU. Temos ainda o problema de agrupar o máximo de pontos tais 

que dois deles distam um do outro em no máximo d. Este é o problema da 

clique máxima no modelo de proximidade em grafos DU. 

Além dos problemas descritos, os grafos DU são também utilizados para 

modelar outros problemas. Bentley, Stanat e William [29] mostram que o 

problema de encontrar a vizinhança de um vértice restrita a uma distância 

fixa (em grafos DU) tem aplicação em gráficos moleculares e decodificação 

de dados corrompidos. Outro problema seria a alocação de facilitadores [55], 

que visa cobrir a maior área possível evitando que estes estejam próximos. 



Além destes, os problemas de empacotamento e cobertura são aplicados em 

processamento de imagens [24] e na modelagem de circuitos VLSI [44]. 

2.3 Subclasses de grafos ID e DU 

Dentre as diversas subclasses dos grafos ID e DU, concentramo-nos nas 

mais estudadas: grade (grid), moeda (coin), moeda unitária (penny) e faixa 

(strip). Grafos grade  são os grafos DU nos quais, no modelo de interseção, 

todos os discos possuem coordenadas inteiras. Grafos de moeda  ou de con- 

tato são grafos ID para os quais existe um modelo onde os discos não podem 

se sobrepor e grafos de moeda unitária, ou grafos MU, são grafos que 

admitem uma representação cujos discos têm mesmo tamanho e não se so- 

brepõem. Apesar dos grafos MU serem subclasse dos grafos de moeda e 

dos grafos DU, a classe dos grafos MU não corresponde à interseção entre 

Moeda e DU. Como exemplo temos o grafo K4 que possui uma representação 

moeda e em discos unitários, mas não admite uma representação em discos 

unitários que não se sobrepõem (veja Fig. 2.3). Grafos k-faixa são grafos DU 

que admitem representações onde os centros dos discos estão restritos a uma 

faixa do plano de largura Ic dada. Quando essa largura não é especificada, 

admite-se Ic = e o grafo é chamado de grafo faixa. Observe que todo 

grafo kfaixa é k'-faixa para k 5 k' e todo grafo DU é k-faixa para algum ]c. 

Quanto à relação entre os grafos ID e as demais classes, Koebe demonstrou 

que um grafo G é um grafo de moeda se e somente se G é planar, ou seja, os 



grafos de moeda e os planares formam a mesma classe. A Figura 2.4 mostra 

um exemplo de grafo planar e sua representação por moedas. 

Grafo Kq Representação Moeda Kq Representação Disco Unitário 

Figura 2.3: Representações do grafo K4. 

Teorema 2.1 (Koebe, 1936 [47, 501) Dado u m  grafo planar G com u m  con- 

junto de vértices V(G) = {vl, . . . ,vn) e u m  conjunto de arestas E(G), pode- 

mos achar u m  empacotamento de n (não necessariamente congruentes) discos 

no plano C = {C1,. . . , C,) n o  plano com a propriedade que Ci e Cj se tocam 

se e somente se (vi, vj) E E(G) para 1 5 i 5 n. 

Prova (resumo): É suficiente provar o teorema para grafos planares maxi- 

mais. Seja G um grafo com todas as faces triangulares, conjunto de vértices 

V = {v1, . . . , v,), conjunto de arestas E e conjunto de faces F. Pela fórmula 

de Euler temos que 

n-m- t  IFl =2. 

Como o grafo só possui faces triangulares, 



Grafo planar G 

Família de discos que representa G 

Representação de G no plano 

Representação por moedas de G 

Figura 2.4: Representações do grafo G. 



Seja r = (rl , .  . . , r,) um vetor de n reais positivos com r1 + . . . $ r, = 1. 

Para cada face vivjvk de G, associamos um triângulo tal que os vértices deste 

são centros de discos mutuamente tangentes de raios Ti ,Tj  e r k  respectiva- 

mente. Tentamos então unir estes triângulos pelas arestas da mesma maneira 

que as respectivas faces estão unidas em G. Para cada vértice vi, denotamos 

por ar(vi) a soma dos ângulos de vi em todos os triângulos em que ele é 

vértice. Se para todo vértice o,(vi) = 2n, os triâgulos irão se encaixar per- 

feitamente e teremos uma representação de G por n discos no plano de raios 

rl,  . . . ,rn, respectivamente. Supondo que isso não é verdade, a equação 2.1 

implica que 

Seja S 2 !Rn. Modelamos esse problema com o simplex de dimensão n- 1 

definido por 

S = {(rl,. . . , rn)  I ri > O para todo i e Cri = I), 
i=l 

considerando o mapeamento f : S + H, onde f ( r )  = (a, (VI),  . . . ,ar (v,)). 

Podemos assumir, sem perda de generalidade, que VI,  v2 e v3 são os 

vértices da face externa. Como vimos , é suficiente mostrar que, por exemplo, 



está na imagem de f .  Para isso, prova-se que f : S + P* é bijetora, onde 

P* é o politopo convexo definido por: 

onde I varia entre todos os possíveis subconjuntos próprios e não vazios 

de {I, . . . ,  n}. 

Para completar a prova é suficiente mostrar que o ponto x* = (xT, . . . , x;), 

definido em (2.2), pertence a P*. O 

Baseado nas definições das classes construímos o Diagrama 2.3 

2.4 Outras classes 

Encontramos outras subclasses dos grafos DU que aparecem com menos 

freqüência: A-precisão, planar (r,s)-civilixed e disco duplo. Um grafo G DU é 

de A-precisão 1271, para um A > 0, quando os centros dos discos de G distam 

em pelo menos A. Para um par de reais r > O e s > O, um grafo é dito 

(r, s)-civilixed se pode ser mapeado a bolas em cujos diâmetros são 

maiores ou iguais a r e menores ou iguais a S. Quando o grafo pode ser 

imerso em !R2, O grafo é chamado de planar (r,s)-civilixed [27]. Os grafos 

de disco duplo [39] são definidos por dois raios, interno e externo. Nos 

grafos de disco duplo só existirá aresta entre dois vértices quando o disco 

interno (disco delimitado pelo raio interno) que representa um dos vértices é 
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interceptado pelo disco que representa o outro vértice, ou seja, um grafo G é 

de disco duplo (DD) se ele possui um modelo DD(V, d, D) que consiste em 

um conjunto de vértices V e duas funções diâmetro d e D,  onde D(v) 2 d(v) 

para todo v E V. Dois vértices v, w são adjacentes se e somente se v # w e 

I w 15 $max{d(v) + D(w), D(v) -k d(w)). 

Existe ainda uma especificação que descreve os grafos DU de maneira hie- 

rárquica [27,41] usando uma linguagem apresentada por Bentley, Ottmann e 

Windmayer em 131. Essa especificação, conhecida como especificação BOW, 

é utilizada para descrever problemas relacionados à modelagem de circuitos 

VLSI. 

2.5 Problemas clássicos restritos a subclasses 
de grafos ID 

A Tabela 2.5 no final desta seção mostra a complexidade de alguns pro- 

blemas clássicos quando restritos aos grafos DU, grade, moeda, MU e faixa. 

Os resultados relativos aos grafos grade, moeda e faixa foram obtidos em 

trabalhos não relacionados a grafos de interseção de discos, pois: os grafos 

grade são subclasse dos grafos bipartidos; os grafos faixa são de cocomparabi- 

lidade; e os grafos de moeda coincidem com os planares. Quando o problema 

é polinomial, é listada a complexidade do melhor algoritmo exato conhecido, 

e quando o problema é NP-completo, é listada a razão de aproximação e a 

complexidade de todos os algoritmos de aproximação conhecidos, seguidos 



da referência bibliográfica. Os resultados referenciados por [*I foram obtidos 

neste trabalho, os campos preenchidos com "?" indicam resultado descon- 

hecido ou em aberto e os resultados não referenciados são conseqüência de 

trabalhos anteriores. 

Dado um grafo G = (V, E), um subconjunto V' de V é chamado de 

cobertura de vértices se para cada aresta (x, y) em E pelo menos um dos 

vértices, x ou y, está em V'. Um conjunto independente máximo é o 

maior subconjunto V' de V tal que não existe aresta entre quaisquer dois 

vértices em V'. Um conjunto dominante é um subconjunto V' C_ V tal 

que cada vértice em V - V' é vizinho de pelo menos um vértice em V'. Um 

conjunto dominante V' C V é conexo quando GIV1] é conexo. O número 

cromático de G é o menor número de cores necessárias para se atribuir aos 

vértices de maneira que dois vértices vizinhos não possuam a mesma cor. 

Um caminho contendo todos os vértices de um grafo é chamado de caminho 

hamiltoniano. Um conjunto de cliques de G tal que todo vértice pertence a 

pelo menos uma das cliques e tal que seu tamanho é mínimo é uma cobertura 

mínima por cliques. Na Tabela 2.5 indicamos por w o tamanho da maior 

clique de G, por n o número de vértices e m o número de arestas. A entrada 

dos algoritmos, ou as instâncias dos problemas, será um grafo G = (V, E). 

Com exceção do problema de reconhecimento, os algoritmos referentes aos 

grafos DU e MU exigem como entrada a representação geométrica do grafo. 

Resumimos a seguir um esquema da prova da NP-dificuldade do reconhe- 



cimento de grafos DU apresentada por Breu [6], e que pode ser estendida aos 

grafos ID e MU [5 ] :  dada uma instância C de SATISFATIBILIDADE tal que 

cada cláusula possui no máximo três literais e cada variável aparece em no 

máximo três cláusulas, constrói-se um grafo Gc a partir de C. É definida 

uma noção de orientação (que chamaremos de "n-orientação") sobre grafos 

gerados pela redução, e prova-se que C é satisfatível se e somente se Gc 

admite uma n-orientação. Finalmente, descreve-se como imergir Gc numa 

grade e mostra-se que Gc admite uma n-orient ação se e somente se a imersão 

de Gc é um grafo DU. 

O problema da coloração de vértices em grafos DU foi provado ser NP- 

completo por Graf, Stumpf e Weissnfels, em 1998 [20]. Apesar de ter sido 

publicado em revista somente em 1998, uma versão anterior deste artigo pode 

ser encontrada em [19]. Para grafos DU temos dois algoritmos aproximativos 

de coloração. O primeiro, para grafos k-faixa [20], particiona o grafo de 

entrada em subgrafos a partir da representação do grafo. O plano é dividido 

em faixas de largura $ dividindo os discos em subconjuntos tais que um disco 

pertence ao subconjunto correspondente a uma faixa se seu centro encontra- 

se dentro da faixa. Cada subconjunto de discos corresponde a um subgrafo 

induzido pelos vértices representados pelos discos. Os grafos gerados são de 

cocomparabilidade e, portanto, perfeitos. Para gerar a coloração final, os 

grafos gerados são coloridos de maneira ótima e as colorações obtidas são 

combinadas. O segundo algoritmo foi apresentado em 1401. Na verdade, este 

"algoritmo" nada mais é do que o estabelecimento da razão de aproximação 



de um algoritmo para grafos gerais descrito em [22] quando aplicado aos 

grafos DU. 

O capítulo 4 da tese de Malesiíiska [38] estuda o problema da coloração 

em grafos geométricos. Os resultados estabelecem a relação entre o tamanho 

da maior clique e o número cromático de alguns grafos geométricos, entre 

eles, os grafos ID e DU. 

Em [8] Clark, Colburn e Johnson apresentam um algoritmo para o pro- 

blema da clique máxima em grafos DU: seja G a representação em pontos no 

plano de um grafo DU e T o raio usado no modelo. Para cada dois pontos 

a e b, considere o conjunto de pontos que distam de no máximo T de a e b. 

O grafo Hab induzido pelos pontos compreendidos nessa área é complemento 

de um grafo bipartido. Achar o conjunto independente num grafo bipartido 

pode ser resolvido em 0(n2a5). Logo, para cada grafo Hab calculamos o 

maior conjunto independente no seu complemento, que corresponde à maior 

clique de Hab. O maior conjunto independente encontrado no complemento 

corresponderá à clique máxima no grafo original. Este algoritmo é exato e 

portanto o problema da clique máxima em grafos DU é polinomial, dada a 

representação em discos do grafo. Breu e Malesifiska apresentam variações 

deste algoritmo em [5] e 1381, que melhoram a complexidade do original. 

Os problemas do conjunto independente e da cobertura por cliques serão 

abordados nos Capítulos 3 e 4. 



Para o problema de achar o conjunto dominante mínimo, temos dois algo- 

ritmos. O primeiro usa a estratégia de deslocamento adaptada por Hunt 111, 

Marathe e Radhakrishnan [27] para os grafos DU, e o segundo, desenvolvido 

por Marathe et al. [40] seleciona um vértice qualquer do grafo e o adiciona ao 

conjunto resultante, removendo sua vizinhança em seguida. Aplicando este 

procedimento recursivamente encontramos um conjunto independente maxi- 

mal que, nos grafos de disco, tem tamanho de no máximo 50PT,  onde OPT 

é o tamanho de um conjunto dominante mínimo. No mesmo artigo, temos 

um algoritmo para o conjunto dominante conexo [40]: a partir de um vértice 

v qualquer é construída uma árvore em largura T de G de raiz v. Seja k a 

altura da árvore. T é então particionada em k + 1 conjuntos Si, O 5 i 5 k, 

onde Si é o conjunto de vértices no nível k. Para cada G[Si] é gerado um 

conjunto independente x. O conjunto produzido pelo algoritmo é a união de 

dois conjuntos: um conjunto independente maximal (u:=, E) e um conjunto 

de nós escolhidos para garantir a conexidade. 
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Capítulo 3 

Conjunto independente em grafos 

Neste capítulo abordamos os problemas do conjunto independente má- 

ximo e da cobertura mínima de vértices nos grafos DU e MU. Por serem 

polinomialmente equivalentes, estabelecemos a complexidade do problema 

do conjunto independente máximo através da prova de NP-completude para 

o problema da cobertura de vértices. Na Seção 3.1 temos a descrição do 

problema e suas equivalências, e algumas propriedades do grafos DU e MU. 

Na Seção 3.2 estão as provas de NP-completude para os dois problemas nos 

grafos DU e MU. Na Seção 3.3 descrevemos três algoritmos: dois aproxi- 

mativos de tempo polinomial para os grafos DU e um exato para os grafos 

k-faixa. Descrevemos também como adaptar este último para os grafos DU. 

Na Seção 3.4 enumeramos resultados relativos a outras classes, descritos na 

bibliografia. 



3.1 Definições e propriedades 

Os problemas do conjunto independente máximo e da cobertura míni- 

ma de vértices são NP-completos para os grafos DU. Antes de mostrar 

estes resultados, descrevemos estes problemas em geral, mostramos como 

estão relacionados e enumeramos alguns resultados estruturais de grafos DU 

necessários para o que segue. 

Problema: CONJUNTO INDEPENDENTE MÁXIMO (CI) 

Instância: Grafo G = (V, E)  e um inteiro positivo k 5 )V).  

Questão: G contém um conjunto independente de tamanho k ou 

maior, isto é, um subconjunto V' Ç V tal que IV'I 2 k e não 

existe aresta entre dois vértices de V'? 

Problema: COBERTURA MÍNIMA DE VÉRTICES (CV) 

Instância: Grafo G = (V, E) e um inteiro positivo k 5 /VI. 

Questão: Existe uma cobertura de vértices de tamanho k ou 

menor para G, isto é, um subconjunto V' E V com IV'I 5 k 

tal que para cada aresta (u,v) E E pelo menos um de seus 

extremos pertence a V? 

É fácil ver que, em um grafo G = (V, E), um conjunto de vertices V' 

é uma cobertura de vértices se e somente se V - V' é um conjunto inde- 

pedendente. Logo, os problemas cobertura mínima de vértices e conjunto 
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independente máximo são polinomialmente equivalentes, mesmo restritos a 

uma classe de grafos. Note ainda que o problema do conjunto independente 

máximo nos grafos DU corresponde a um problema geométrico conhecido 

como empacotamento (packing) : 

Problema: EMPACOTAMENTO DE DISCOS 

Instância: Coleção C = {cl, cz, . . . , c,) de discos no plano e um 

inteiro K 5 n. 

Questão: C contém k ou mais discos tais que dois a dois não 

possuem pontos em comum? 

Lema 3.1 (Marathe et al., 1995, 1401) Seja c um disco de raio r e S um 

conjunto de discos de raio r tal que cada disco e m  S intercepta c e os discos 

e m  S não se interceptam dois a dois. Então /SI 5 5. 

Prova: Suponha que [SI 2 6. Denotamos por s i ,  1 5 i 5 6, os centros dos 

discos em S ,  c o centro de C e c& o raio ri ( 1 5 i 5 6), onde ri é o segmento 

de reta com extremos em c e si. Como existem 6 raios partindo de c, existe 

pelo menos um par r j  e rk tal que o ângulo entre eles é de no máximo 60". A 

distância entre sj  e s,+ é no máximo 2r ,  o que implica que os discos centrados 

em sj  e s k  se interceptam, contradizendo nossa suposição. Portanto, [SI 5 5. 

O 

O lema a seguir é uma conseqiiência imediata do lema anterior: 
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Lema 3.2 (Marathe et al., 1995, [40]) Seja G = (V, E) u m  grafo DU. Então 

G não pode conter u m  subgrafo induzido isomorfo a KIy6. 

Ou seja, nos grafos DU, o tamanho do conjunto independente máximo 

no subgrafo induzido pela vizinhança de um vértice qualquer é no máximo 

5. O lema a seguir especifica um tipo de vértice para o qual este conjunto é 

menor. 

Lema 3.3 (Marathe et al., 1995, [40]) Seja G um grafo D U  e v um vértice 

tal que o disco correspondente a v ( e m  alguma representação de G) t e m  a 

menor abcissa. O tamanho de um conjunto independente e m  G [ N ( v ) ]  é n o  

máximo 9. 

Prova: Usando o mesmo raciocínio do Lema 3.1 e admitindo-se que nenhum 

dos discos restantes tem abcissa maior ou igual à do disco considerado, é 

fácil ver que a soma dos ângulos entre os raios é no máximo 180°. Logo, o 

tamanho de um conjunto independente em G[N(v)] é no máximo 3. i3 

Lema 3.4 (Valiant, 1981, [54]) U m  grafo planar G com grau máximo 4 pode 

ser imerso n o  plano usando u m a  área O(IV1) de maneira que seus vértices 

estão e m  coordenadas inteiras e suas arestas são desenhadas como segmentos 

de reta horizontais e verticais que não se cruzam. 



Chamaremos de "tamanho da aresta" a soma dos comprimentos dos seg- 

mentos de reta que unem os vértices numa representação planar como a 

descrita no Lema 3.4. 

3.2 Conjunto independente para DU e MU 

A partir dos resultados enumerados anteriormente Clark provou que 

cobertura mínima de vértices e conjunto independente máximo são NP- 

completos para grafos DU. 

Teorema 3.1 (Clark et al., 1990, [8]) cv para grafos DU é NP-completo. 

Prova: A redução é a partir do problema da cobertura de vértices mínima 

em grafos planares com grau máximo 3, que é um problema NP-completo 

[15]. Transformamos um grafo planar G com grau máximo 3 em G', um 

grafo DU, tal que G possui uma cobertura de vértices S com ISI 5 k se e 

somente se G' possui uma cobertura de vértices S' com JS'J 5 k'. 

Usando o resultado do Lema 3.4, desenhamos G no plano. Para con- 

struir G', substituímos cada aresta (x, y) de G por um caminho par com 

Zk,, vértices, onde k,, é o tamanho da aresta entre os vértices x e y (veja 

Figura 3.1). O número de vértices de G' é IVI + C(x,y)tE(G) 2kxy. Como 

o desenho de G' é planar, em sua representação por discos no plano não 

há interseção entre os C(x,y)EE(G) 2kxy discos extras. Logo, é necessário e 



suficiente que k,, vértices sejam acrescentados a S .  Portanto, se ISJ < k 

então IS'I 5 k + k,,. Para que S' seja mínima, acrescentamos 

à cobertura S metade dos novos vértices, escolhendo-os alt ernadament e nos 

caminhos que substituíram as arestas. Para obter uma cobertura para G a 

partir de S' fazemos o processo contrário, retiramos de S' os vértices corre- 

spondentes aos discos extras. 

Colorário 3.1 (Clark et al., [8]) CI para grafos DU é NP-completo. 

Outra prova para o problema do conjunto independente máximo em grafos 

DU usa uma redução a partir do problema 3-SAT e pode ser encontrada em 

[55, 141. 

A partir de uma redução semelhante à apresentada no Teorema 3.1, prova- 

mos que o problema do conjunto independente máximo para grafos de moeda 

unitária (MU) também é um problema NP-completo. 

Teorema 3.2 cv para grafos MU é NP-completo. 

Prova: Assim como no teorema anterior, a redução é a partir do problema 

da cobertura de vértices mínima em grafos planares com grau máximo 3. A 

partir de um grafo planar G com grau máximo 3 construiremos G', um grafo 

MU, tal que G possui uma cobertura de vértices S com /SI 5 k se e somente 

se G' tem uma cobertura de vértices S' com IS'I 5 ki .  
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a) Grafo planar G 

b) Grafo G em coordenadas inteiras 

c) Representação de G em discos 

Figura 3.1: Cv para grafos DU 



Após desenhar G no plano, construímos G' substituindo cada aresta (x, y) 

por um caminho par com 4kxy vértices, onde k,, é o tamanho da aresta 

entre os vértices x e y. Na representação por discos de G', é necessário e 

suficiente que o diâmetro dos discos seja no máximo :, onde u é a unidade 

de distância usada. Note que na representação de G', além dos discos que 

representam vértices extras, temos os discos que representam vértices de G, 

excedendo o comprimento das arestas. Por isso, para cada caminho de discos 

extras, será necessária a substituição mostrada na Figura 3.2. Além disso, 

como a representação de G' é planar, não há interseção entre discos (veja a 

Figura 3.3). 

O número de vértices em G' é [VI + C(x,y)EE(G) 4kxy. Logo é necessário 

e suficiente que 2 C(,,,),,(,) k,, vértices sejam acrescentados a S .  Portanto, 

assim como na prova anterior, se [SI < Ic então (S/( 5 k + 2 C(x,y)EE(G) kxy 

Para obter uma cobertura para G a partir de S' fazemos o processo contrário, 

retiramos de S' os vértices correspondentes aos discos extras. 

a) Número ímpar de discos b) Número par de discos 

Figura 3.2: Alteração no número de discos. 



Colorário 3.2 CI para grafos MU é NP-completo. 

Figura 3.3: Grafo G' desenhado a partir do grafo G da Figura 3.1. 

3.3 Algoritmos 

Vimos que o problema do conjunto independente máximo continua NP- 

completo mesmo quando restrito à classe dos grafos DU. Além disso, sabemos 

que o reconhecimento dos grafos DU é um problema NP-difícil [6], e a com- 

plexidade de construir uma representação para um grafo que se sabe ser DU 

está em aberto. No entanto, construir um grafo DU a partir de sua repre- 

sentação geométrica (os IVI pontos no plano) pode ser resolvido em tempo 

O (n log n+m) [5]. Este fato, juntamente com as particularidades geométricas 

dos grafos DU, fazem com que a maioria dos algoritmos desenvolvidos exija 

como entrada uma representação geométrica do grafo. Esta seção resume os 

principais resultados em relação aos grafos DU. Na Sessão 3.3.1 descrevemos 

um algoritmo simples para determinar um conjunto independente em um 



grafo DU com razão de aproximação i. Na Seção 3.3.2 um algoritmo aproxi- 

mativo mais sofisticado baseado numa estratégia chamada deslocamento com 

razão de aproximação (&)2, onde r é o menor inteiro tal que (&)2 $1  - e, 

para um 6 dado. Na Seção 3.3.3 descrevemos finalmente um algoritmo exato 

para os grafos k-faixa e uma análise deste quando aplicado aos grafos DU. 

Os algoritmos descritos foram analisados quando aplicados aos grafos DU, 

mas os mesmos resultados são válidos para os grafos MU. 

3.3.1 Algoritmo IS 

O algoritmo IS descrito em [40] é um algoritmo guloso baseado no 

Lema 3.3. Este lema nos diz que a vizinhança de um vértice v, N(v), cor- 

respondente ao disco mais à esquerda em uma representação de um grafo 

DU, possui conjunto independente máximo de cardinalidade não superior a 

3. Além disso, sabemos que qualquer subgrafo induzido de um grafo DU 

também é DU. Estas duas observações resultaram no algoritmo IS a seguir 

(veja exemplo na Figura 3.4): 

Algoritmo 1 IS 
Entrada: Grafo G 
i: IS t @ {IS é o conjunto resultante.) 
2: repita 
3: Achar um vértice v E V cuja vizinhança possua conjunto independente 

máximo de cardinalidade não superior a 3 
4: Inserir v em IS e retirar v U N(v) de V 
5: até V = 0 

Teorema 3.3 Se ja  G um grafo D ü, e denote por IS(G) e OPT(G) o con- 
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Grafo G Representação de G W G )  OPT(G) 

Figura 3.4: Os números indicam a ordem em que os vértices foram escolhidos. 

junto independente produzido pelo algoritmo IS e um conjunto independente 

JOPT(G) I máximo de G, respectivamente. Então IIS(G)I > . 

Prova: Por construção, todo vértice no grafo está na vizinhança de pelo 

menos um vértice em IS(G), inclusive os vértices em OPT(G). Também por 

construção, o tamanho do conjunto independente máximo em cada vizinhan- 

ça contém no máximo 3 vértices de OPT(G). Portanto, para cada vértice v 

em IIS(G) 1 ,  ou v E lOPT(G) I ou no máximo 3 vértices de sua vizinhança 

pertencem a IOPT(G)I. Logo, lOPT(G)I < 31IS(G)I. 13 

O algoritmo IS, como descrito, independe da representação geométrica 

do grafo. A complexidade de se achar um vértice com uma vizinhança com 

conjunto independente máximo de tamanho não superior a 3 é O(n5), como 

explica-se a seguir. Seja v um vértice. Para cada quatro vértices de N(v) 
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verifica-se se eles formam um conjunto independente; isto consome tempo 

O(n4). Como essa busca é feita para cada vértice, a complexidade resultante 

é de O(n5). No entanto, essa complexidade pode ser melhorada se a repre- 

sentação do grafo for dada. Os autores afirmam que o algoritmo pode ser 

implementado em O(n2), construindo-se a lista de vizinhos de cada vértice, 

em tempo O(n2), e uma lista crescente L dos centros de todos os discos or- 

denada pelas abcissas, em tempo O(n). Como num grafo DU a vizinhança 

do disco mais à esquerda tem conjunto independente máximo de cardinali- 

dade não superior a 3, os vértices são escolhidos seguindo a ordem da lista 

L de centros. No entanto, Breu 151 mostra como listar a vizinhança de todos 

os vértices em tempo O(n logn), dada a representação do grafo. Logo, o 

algoritmo pode na verdade ser implementado em tempo O(n log n). 

Note que o algoritmo guloso para um grafo DU qualquer tem uma razão 

de aproximação i .  No entanto, dada a representação geométrica do grafo, 

usamos uma particularidade dos grafos DU que nos permite estabelecer uma 

ordem de escolha que melhora a razão de aproximação do algoritmo guloso 

1 (1s) para 3 .  

3.3.2 Algoritmo FMIS 

A estratégia de deslocamento (shifting strategy) é usada para obter es- 

quemas de aproximação de tempo polinomial para vários problemas: por 

Baker [2], em problemas restritos a grafos planares; por Hochbaum e Maass 



[24, 251, em problemas de cobertura e empacotamento no plano; por Feder e 

Greene [13], em um problema de localização. Seja n um problema que pode 

ser resolvido por uma abordagem de divisão e conquista com uma razão de 

aproximação p. A estratégia de deslocamento nos permite limitar p ao erro 

de uma divisão e conquista simples, aplicando-a iterativamente e escolhendo 

a melhor solução entre as obtidas em cada iteração. 

Um esquema NC de aproximação é um esquema de aproximção que tem 

tempo polilogaritmo num computador paralelo com um número polinomial de 

processadores. Ou seja, um problema está em NC (Nick's Class) se existem 

duas constantes c e k tais que possa ser resolvido em O((1ogn)") usando 

O(nk) processadores em paralelo. O algoritmo FMIS descrito em 1271 é um 

esquema de aproximação NC que usa a estratégia de deslocamento. Dada 

uma família de discos contidos numa área I do plano, dividimos o plano em 

faixas horizontais de largura 1. Dado um e > 0, achamos o menor inteiro r 

tal que (&)2 > 1 - e. Em seguida, para cada i, O 5 i < r, particionamos 

os discos em 1 conjuntos disjuntos G1,. . . , Gl removendo os discos que inter- 

ceptam as linhas divisórias entre faixas congruentes a i mod (r + 1). Cada 

faixa é fechada à esquerda e aberta à direita. Para cada conjunto G,, 1 5 

p 5 1, achamos um conjunto independente pelo menos -& vezes o tamanho 

de um conjunto independente ótimo para Gp. O conjunto independente de 

cada partição é a união dos conjuntos independentes de G,. E o conjunto 

resultante será o maior dentre os gerados para as partições. Essa é a versão 

sequencial do algoritmo. A versão paralela divide as partições resultantes 



removendo os discos congruentes a faixas verticais no plano (este será o passo 

No algoritmo FMIS, o passo 4 é executado r + 1 vezes e o passo 6 é 

pois o tamanho máximo de um conjunto independente num grafo de inter- 

seção de discos cuja representação está contida num quadrado de lado r é 

O(r2). Logo, a complexidade da versão paralela do algoritmo FMIS é no(r2). 

Na versão sequencial, os passos 6 a 13 são suprimidos e usa-se programação 

dinâmica para encontrar os conjuntos IS(Gij). Seja R uma área retangular 

de largura r e comprimento 1 em Gif. Seja GR O grafo induzido pelos vér- 

tices correspondentes aos discos cujos centros estão no interior de R. Como 

Gi,j é um grafo DU, o número máximo de discos mutuamente disjuntos em 

R é O(r). Ao retirarmos os discos em R, geramos dois subgrafos disjuntos de 

Gi,j, G' e G". Para cada combinação de discos disjuntos de Gilj em R, temos 

uma possibilidade de conjunto independente máximo em R. Seja p o número 

de vértices de GR. Para os subgrafos GR U G' e GR U G", mantemos uma 

tabela de no máximo O (pO(T)) entradas correspondentes a conjuntos indepen- 

dentes máximos, para cada subgrafo e para cada possibilidade de conjunto 

independente máximo em GR. A união dos conjuntos gerados quando os dis- 

cos selecionados em R coincidem em ambos os subgrafos nos dá um conjunto 

independente para o grafo todo. O tempo total do algoritmo FMIS em sua 

versão sequencial é no(') e a razão de aproximação é de +. 

Criamos um exemplo de funcionamento do algoritmo FMIS, que pode 



ser visto na Figura 3.5. A razão de aproximação deste algoritmo em sua 

versão paralela é de (&)2. Para mostrar isso, primeiro provamos que pelo 

menos em uma iteração do passo 4 o número de vértices não considerados 

na computação do conjunto independente é uma fração pequena do conjunto 

independente ótimo. 

Algoritmo 2 FMIS (versão paralela) 
Entrada: Representação de G no plano 
i: Achar o menor inteiro r tal que (+)2 > 1 - e 
2: Dividir o plano em faixas horizontais de largura 1 
3: Dividir o plano em faixas verticais de largura 1 
4: para cada O 5 i 5 r faça 
5: Particionar o conjunto de discos em li conjuntos disjuntos Gijl,. . . , Gi,~{ 

removendo todos os discos em toda faixa horiz. de índice i mod(r + 1) 
{Gi = U15j5ti Gi,j} 

6: para cada 1 5 j < li faça 
7: para cada O < il 5 r faça 
8: Particionar o conjunto de discos no conjunto Gi,j em sj conjuntos 

disjuntos G;:il,. . . , ~:~>emovendo todos os discos em toda faixa 
vertical de índice il mod (r + 1) 

{G;: = U I < ~ ~ < ,  ~ i J ' i >  . . 
9: Resolver o problema de maneira ótima para cada Ge;;j1 

10: {IS(G!;~') é um conjunto independente ótimo para G$") 
11: IS (G:;) t u,~~,<, ,  I S ( G I ~ ? ~ ~ )  l3 

12: fim para 
13: IS (Gi,j) C ~ u x ~ < ~ ~  <, IS(G~>) 
14: fim para 
15: IS(Gi) t U1<j<ii IS(Gij) 
16: fim para 
17: IS(G) t ~ U X ~ < ~ < , I S ( G ~ )  - - 



Representação do grafo G 

0 1 2 3 4 5 6  0 1 2 3 4 5 6  

Passo 2 Passo 3 

0 1 2 3 4 5 6  0 1 2 3 4 5 6  

Grafo Go Go,L,, 1 5 10 5 6 













Figura 3.5: Uma execução de FMIS para r = 2 



Prova: Seja Si o conjunto de discos não considerados na iteração i e ISopt(Si) 

os vértices em Si que foram escolhidos no conjunto independente ótimo 

OPT(G). Observe que 

Como diferentes níveis são considerados em diferentes iterações, das 

equações anteriores temos que 

Lema 3.6 IIS(Gi,j)I > (&)lOPT(Gi,rj)I. 
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Prova: Fixando uma iteração i e aplicando o Lema 3.5 a cada grafo Gi,j 

individualmente, temos que para algum O 5 il 5 r 

Pelo passo 6 do algoritmo FMIS temos 

A partir das equações acima temos 

ji=sj 

= maX0<il <r C I IS(G::;") 1 (passo 16) 
jl=l 

Aplicando o Lema 3.6 repetidamente temos: 
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Teorema 3.4 IIS(G)I > (&)210PT(G)(. 

Prova: Pelo Lema 3.5, sabemos que existe uma iteração para a qual o valor 

de i é tal que IOPT(Gi) 1 > (&) IOPT(G) I. Note ainda que 

A partir das equações anteriores temos que 

T 
j = ~  

L - 
~ s . 1  maXo<i<r C I OPT(GiJ) I (Lema 3.6) 

j=l 

3.3.3 Algoritmos para grafos I%-faixa 

Um grafo DU é k-faixa quando a família D de discos associada a seus 

vértices está definida numa largura k, ou seja, para todo grafo k-faixa definido 

por D, os centros dos discos em D estão contidos na região Sk = {(x, y )  E 

X210 5 y < k ) .  



Algoritmo exato para grafos k-faixa, k < 

Quando k < $, o problema do conjunto independente pode ser resolvido 

v/3 em tempo polinomial, pois os grafos k-faixa com k 5 são de cocompara- 

bilidade. O lema a seguir esclarece essa afirmação. 

Lema 3.7 (Breu, 1996, 151) Se D C Sk e k 5 2, então o grafo DU G com 

conjunto de vértices D é um grafo de cocomparabilidade. 

Prova: Seja G um grafo DU e seu complemento. Construímos um grafo 

orientado 6 direcionando as arestas de como segue. Sejam c1 = {xl, 3/11 

e c2 = {x2,y2) dois centros de discos em D cujos vértices correspondentes 

são adjacentes em c. Denotemos os vértices exatamente como c1 e c2, para 

não sobrecarregar a notação. Seja e = (cl, cz). Podemos assumir, sem perda 

de generalidade, que xl < x2. Direcionamos então a aresta e de c1 para cz. 

6 Observe que $1 # x2, pois como yz - y1 < 2, se x1 = x2 teríamos que c1 

e c2 seriam vizinhos em G. Mostraremos agora que a orientação obtida é 
.+ 

transitiva. G é acíclico pois suas arestas são sempre orientadas pela abcissa 
-# 

(da menor à maior). Sejam e = (cl, c2) e f = (cZ, c3) arestas de G e (xi, yi) 

as coordenadas de ci para i = 1,2,3.  Como c1 e c2 não são adjacentes em G, 

11 c1 - c2 I I >  1. Além disso, k < 2 e Iy2 - yll 5 k.  Logo, 



Do mesmo modo, 2 3  - x2 > i. Portanto, 

Isto implica que a aresta (cl, c3) pertence a e, como xl < 23, ela está 

orientada de c1 para c3 em G. Assim, a orientação é transitiva e é grafo 

de comparabilidade. Isto é, seu complemento G é um grafo de cocompara- 

bilidade. 0 

Pelo Lema 3.7, sabemos que os grafos k-faixa para k < $ são de co- 

comparabilidade. Os grafos de cocomparabilidade[l8] são perfeitos e, para 

esta classe, o algoritmo dos elipsóides resolve o problema do conjunto in- 

dependente máximo em tempo polinomial. No entanto, para os grafos de 

cocomparabilidade existe uma outra solução linear por um algoritmo com- 

binatório. Este algoritmo, descrito a seguir, resolve o problema da clique 

máxima em grafos de comparabilidade. Como vimos, o complemento de 
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um grafo de comparabilidade é um grafo de cocomparabilidade; conseqüen- 

temente, o algoritmo descrito resolve C1 para grafos de cocomparabilidade. 

Seja G = (V, E) um grafo de comparabilidade e F uma orientação acíclica 

e transitiva de G. Definimos uma função altura que associa a cada vértice 

v E V um valor, h(v)  = O se v é uma fonte e h(v)  = l+max{h(w) I (w,  v )  E F )  

caso contrário. Devido à transitividade de F, todo caminho em 2 (grafo G 

orientado por F) corresponde a uma clique em G. Logo, o tamanho da maior 

clique de G é igual ao número de vértices no maior caminho em G, equivalente 

a 1 + max{h(v)lv E V ) .  Cada caminho em corresponde a um conjunto 

independente em c, e como F é uma orientação acíclica de G, podemos achar 

o conjunto independente máximo em resolvendo o problema do caminho 

máximo em G. 

Algoritmo 3 altura(v) - Cálculo de h(v)  
i :  Se Adj(v) = 0 então 
2: {Adj(v)  é a lista dos vizinhos de entrada de v em 2) 
3: h(v)  t O 
4: v.h t t 
5: v.prox t nil 
6: senão 
7: para cada x E Adj(v) faça 
8: Se x.h # t então 
9: altur a(x)  

10: fim Se 
11: fim para 
12: Escolher y tal que h(y)  = max{h(w)lw E Adj(v))  
13: h(v)  t h ( v )  4- h(y)  
14: v.prox t y 
15: fim Se 

Encontrar uma orientação transitiva num grafo de comparabilidade pode 
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Algoritmo 4 Cliaue máxima em arafos de comparabilidade 
L A  - 

Entrada: Orientação transitiva de G 
Saída: Clique máxima K 

para cada v E V faça 
altura(v) 

fim para 
Escolher y tal que h(y) = max{h(v) )v E V }  

K -+ (Y) 
y t y.prox 
enquanto y # nil faça 

K + K U {Y) 
y t y.prox 

fim enquanto 
Retorne K 

ser resolvido em O(A(G)m) [18]. No entanto, dada a representação em discos 

de um grafo k-faixa, podemos construir uma orientação para seu comple- 

mento em O(n + m) a partir das coordenadas dos centros dos discos (veja 

prova do Lema 3.7). O algoritmo altura faz uma busca em profundidade. 

Portanto, sua complexidade é O(n i- m). 

Algoritmo exato para grafos k-faixa, k qualquer 

O algoritmo a seguir foi proposto por Matsui em [43]. Para resolver 

o problema do conjunto independente na classe dos grafos k-faixa, Matsui 

constrói um grafo auxiliar orientado 6 a partir de um grafo k-faixa G. 

Dividiremos os vértices de G em r subconjuntos a partir de sua repre- 

sentação como segue. Chamaremos de Di D, O 5 i 5 r - 1, o conjunto 

de vértices representados por discos cujo centro possui abcissa maior que i e 

menor ou igual a i + 1. Denote por min Di = min{ 1x1 I (x, y )  E Di}. 



Um bloco independente é um subconjunto Bi C_ Di tal que cada ponto 

p = (x,y) em B! satisfaz 1x1 = min Di e esses pontos formam um con- 

junto independente. F  é a família de todos os blocos independentes de 
-+ 

D. Para construir G, associamos a cada B! E F  um vértice em e in- 

serimos mais dois vértices, s e t.  O conjunto de arestas é definido por 

{(s, B) I B E F )  U {(B,t) 1 B E F )  U {(B, B') E F x F  I min B < minB' 

e i3 U B' é um conjunto independente }. Ou seja, o grafo 6 é um grafo ori- 

entado com ( F (  + 2 vértices, um vértice correspondente a cada B E F, uma 

fonte (s) e um sumidouro (t). Existem arcos da fonte a todos os vértices B 

e de todos os vértices B ao sumidouro. Entre os vértices B só existe aresta 

se a interseção entre os respectivos conjuntos for vazia. Associa-se a cada 

vértice de 6 um peso: a fonte e o sumidouro têm peso O e os demais vértices 

têm peso igual ao tamanho do bloco independente que ele representa. Por- 

tanto, a soma dos pesos dos vértices num caminho s - t é igual ao tamanho 

do conjunto independente correspondente em G. Logo, encontrar o conjunto 

independente máximo de G se reduz a encontrar o maior caminho de s a t 

em 6. Um exemplo do algoritmo de Matsui está, nas Figuras 3.6 e 3.7. 

Algoritmo 5 k-faixa 
Entrada: Representação de G no plano 

Gerar a família F de blocos independentes 
-+ 

Construir G como segue: para cada Bi em F  inserir um vértice correspon- 
dendente; inserir mais dois vértices, s e t; atribuir à fonte e ao sumidouro 
peso O e aos demais vértices peso igual ao tamanho do bloco indepen- 
dente que ele representa; inserir arestas {(s, B)  I B E F }  U {(B, t) I 
B E F ) u { ( B , B 1 )  E F x F ~ m i n B < m i n B ' e B ~ B ' é u m c o n j u n t o  
independente ) . 
Encontrar o caminho máximo de s a t em e. 



1 2 3  1 2 3  

Representação de G Divisão dos discos pela abcissa 

Famílias Di, O 5 i < 2 Grafo G 

Figura 3.6: Exemplo do algoritmo de Matsui para k = 3. 



Grafo 6 

Caminhos máximos em 6 

Figura 3.7: Exemplo do algoritmo de Matsui para k = 3. 



Visto que só há arestas entre blocos cuja união gera um conjunto indepen- 

dente, para cada caminho de s a t em 2, a união dos blocos independentes 

respectivos aos vértices internos do caminho é um conjunto independente de 

G. Da mesma maneira, a cada conjunto independente em G corresponde um 

caminho de s a t em G. A geração dos blocos independentes pode ser feita 

em tempo O(n31 FI) (passo 1) aplicando o algoritmo de enumeração para con- 

juntos independentes maximais descrito em [53]. Como o grafo auxiliar 2 é 

acíclico e orientado, achar o caminho máximo pode ser resolvido em tempo 

linear em relação ao número de arcos, que é limitado por ]FIZ. Portanto, a 

complexidade total do algoritmo é O(n31 F I + 1 FIZ). Seja a! o tamanho do 

maior bloco independente. Então,(F( 5 na. Desconsiderando o caso tri- 

vial (quando a 5 2), o tempo total do algoritmo passa a ser O(nZa). Na 

verdade, Matsui prova que a 5 2 [ 2 k / f i l .  Isto implica uma complexidade 

0(n4rZrlal) para o algoritmo descrito. 

Aproximativo para DU 

Matsui também descreve uma versão aproximativa de seu algoritmo para 

os grafos DU. O algoritmo tem razão de aproximação (1 - f) e complexidade 

O ( ~ n ~ r ~ ( ' - ~ ) / ~ l ) ,  onde r é o número de regiões em que a área da represen- 

tação dada é dividida. 

Assim como no algoritmo FMIS, os discos são divididos de acordo com 

as ordenadas de seu centro. Seja r o número de regiões em que dividire- 



mos o plano. Denotaremos por T,, onde s E {O, 1,. . . , r  - I), a região 

{(x, y) E X21s 5 (y mod r )  < s + 1). Seja G(D,), O 5 s 2 r - 1, o 

grafo definido pelo conjunto de pontos D, = D \ T,. Decompomos D, 

em i grafos r-faixa (veja exemplo nas Figuras 3.8 e 3.9) e aplicamos a 

cada componente o algoritmo para grafos k-faixa. O conjunto indepen- 

dente resultante será o maior conjunto independente encontrado para os D, 'S. 

Como para um conjunto independente máximo D* vale D* \ Ts D \ Ts e 

max{l D* \ T, I I s E {O, 1, . . . , r - 1)) 2 (1 - l/r) lD*l, o tamanho do con- 

junto independente computado pelo algoritmo de Matsui é maior ou igual a 

(1 - 117) ID*I. Usando o limite superior a 5 2[2k/&l, tem-se uma com- 

plexidade de O (rn4r2(~-')lJ31). 

3.4 Outras classes 

Vimos que nos grafos grade e faixa, resolver o problema do conjunto 

independente máximo ou a cobertura mínima de vértices pode ser resolvido 

em tempo polinomial, pois os grafos grade são bipartidos [8] e os grafos faixa 

são de cocomparabilidade. Um algoritmo O(n2,5) para grafos bipartidos é 

dado em [10], e um algoritmo O(n2) para grafos de cocomparabilidade é 

descrito em [46]. 

Uma generalização do algoritmo FMIS para os grafos ID é descrita em 

[ll] .  O algoritmo principal é o mesmo, mas como há discos de diferentes 

diâmetros, além da divisão em faixas, faz-se uma divisão em níveis (de acordo 



Representação do grafo G 

Figura 3.8: Exemplo do algoritmo aproximativo de Matsui para r = 3. 
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Figura 3.9: Exemplo do algoritmo aproximativo de Matsui para r = 3. 

com os tamanhos dos diâmetros). A estratégia de divisão do plano adotada 

permite que a estratégia de deslocamento seja aplicada a diferentes níveis 

simultaneamente. A razão de aproximação da estratégia de deslocamento 

1 2  aplicada aos grafos ID em sua versão paralela é de (1 + ,) e a complexidade 

é de r2n0('4). 



Capítulo 4 

Cobertura por cliques 

Neste capítulo abordamos o problema da cobertura por cliques em grafos 

DU, MU e faixa. Apesar do termo cobertura por cliques também ser apli- 

cado a cobertura das arestas de um grafo, sempre que usarmos a expressão 

cobertura por cliques, estaremos nos referindo a cobertura dos vértices. Os 

resultados expostos neste capítulo englobam: uma prova de NP-dificuldade 

para o problema COBERTURA DE DISCOS (Seção 4.1), que é muito próxi- 

mo ao problema COBERTURA POR CLIQUES em grafos DU; e uma prova de 

NP-dificuldade para o problema COBERTURA POR CLIQUES nos grafos MU 

(Seção 4.2), que implica a NP-dificuldade do mesmo problema para grafos 

DU. Além disso, são apresentados três algoritmos polinomiais (Seção 4.3). 

Um algoritmo exato para grafos faixa, um aproximativo para grafos DU e 

um aproximativo para os grafos MU. Por fim listamos resultados anteriores 

relativos a outras classes (Seção 4.4). 

A seguir enunciamos os principais problemas citados neste capítulo. 



Problema: COBERTURA POR CLIQUES - CC 

Instância: Grafo G = (V, E ) ,  um inteiro positivo K < /VI. 

Questão: Pode-se particionar os vértices de G em k 5 K con- 

juntos disjuntos K, fi, . . . , Vj tais que, para 1 5 i 5 k ,  o 

subgrafo induzido por V,  é completo? 

Problema: 3-SAT 

Instância: Conjunto U = { u l ,  U Z ,  . . . , u,) de variáveis e coleção 

E = El  A E2 A . . . A E, de cláusulas tal que E j  = 

xj V yj V zj para cada j = 1,2,  . . . , m, onde { x j ,  yj, z j )  5 

{ ~ l ,  ü1, u2,üz, - - . , u,, a,). 

Questão: Existe um conjunto S C {u,, ül, uz, ü2, . . . , u,, ü,) tal 

que valem S n { x j ,  yj,zj) # 0 para cada j = 1,2 , .  . . ,m e 

) S n  { u ~ , Ü ~ ) ~  = 1 para cada i = 1 ,2 , .  . . ,q? 

Problema: COBERTURA DE DISCOS 

Instância: Uma família D de discos de mesmo tamanho no plano 

e um inteiro p > 0. 

Questão: Existem p pontos tais que cada disco intercepta ou 

contém pelo menos um destes pontos? 



4.1 0 problema COBERTURA DE DISCOS 

Megiddo e Supowit, em [45], provaram a NP-dificuldade do problema 

COBERTURA DE DISCOS usando uma redução a partir de 3-SAT 1161. 

Teorema 4.1 COBERTURA DE DISCOS é NP-difícil. 

Prova: A redução é a partir de 3-SAT. Dada uma instância de 3-SAT, 

construiremos uma família de discos distintos, estabelecida a partir de três 

estruturas: circuitos, cláusulas e junções (Fig. 4.1). 
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'\ II 
L- - -  '.__,' . ,  .--. 

circuito cláusula junção 

Figura 4.1: Estruturas da redução 

Cada variável ui será representada por um circuito Ci de discos tal que 

Ci = {C:, C:, . . . , C$), onde C: = C:i, C; n C," # 0 se ( k  - 1 ( < l(mod r,), 

ri par. Ou seja, um circuito é um ciclo de discos de tamanho par onde cada 

disco é vizinho de exatamente dois outros, os discos anterior e posterior a ele 

no circuito. As cláusulas determinam como os circuitos se relacionam e são 

formadas por discos distintos dos circuitos. A maneira como esses circuitos 



serão dispostos no plano pode acarretar cruzamentos entre eles. Para evitar 

que esses cruzamentos alterem as propriedades dos circuitos, são definidas as 

junções, que são estruturas formadas por discos dos próprios circuitos. 

Cada cláusula será representada por quatro discos de modo que um disco 

é central e intercepta a interseção de cada dois outros. No entanto, a in- 

terseção entre os quatro discos é vazia. Seja Dj o disco central e D;, Di 

e D$ os demais, correspondentes aos literais xj, yj e z j ,  cada um inter- 

ceptando exatamente dois discos do circuito correspondente. Uma junção 

é o cruzamento de dois circuitos distintos. Para construir a junção dos 

circuitos C% C j  são escolhidos dois discos C: e C{ que se interceptem. 

Estes discos passam a ser idênticos. Além disso, forçamos k e I ímpares, 

garantindo que segmentos de circuitos entre junções consecutivas tenham 

tamanho ímpar. Um segmento de circuito é um conjunto maximal de dis- 

cos da forma . , onde k e 1 são ímpares e para cada s, 

k + 2 < - s 5 I - 2, C: não está envolvido em nenhuma junção. O disco 

central da junção (C; = C{) intercepta os seguintes conjuntos não vazios: 

C;-, n C{-,, C:-, C;+,, C:,, n C'{-, e C:+, n C!+,. Note que essas especifi- 

cações não alteram as propriedades dos circuitos, pois a construção da junção 

garante que C:-, n C:,, = C{-, n C{+, = 0. Construímos um exemplo da 

construção de uma representação de um grafo DU a partir de uma instância 

de 3-SAT, veja Figura 4.2 



Grafo GE 

Representação DU 

Figura 4.2: Redução a partir da instância E = {El A E2 A E3). Onde 
El = (xl V 373 V 3, E2 = (zl V z2 V ~ 3 )  e E3 = ( 2 1  V 2 2  V 2 3 ) .  



Seja p = C:=, 2 + m - J, onde J é o número de junções e m o número 

de cláusulas. A construção da instância para COBERTURA DE DISCOS está 

encerrada, e toma tempo polinomial. 

Os pontos para cobrir cada estrutura serão escolhidos como segue. Para 

cobrir um circuito C%ão necessários 2 pontos. Seja Z uma cobertura mínima 

de Ci, existem duas maneiras de obter Z: ou todos os pontos de Z pertencem 

a C;nC;+,, para k par ou pertencem a C;nC;+,, para k ímpar. Nas cláusulas, 

dois pontos são necessários e suficientes para cobrir toda a estrutura. Um 

para cobrir o disco central e mais dois outros e um para cobrir o disco restante. 

Na Figura 4.3, por exemplo, Di intercepta os círculos C; e C;,,, onde i é tal 

que xj E {ai, q) e Di n C; n C;+, # 0. OU seja, existe pelo menos um ponto 

que intercepta D: e mais dois discos consecutivos no circuito correspondente 

a variável x. As junções fazem parte dos circuitos e obedecem a cobertura 

dos mesmos. 

Figura 4.3: Cláusula. 
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Agora que já sabemos como cobrir cada estrutura, vamos provar que E 

é satisfatível se e somente se existe um conjunto Z com p pontos que co- 

bre a família de discos construída a partir de E. Para isso, associamos a 

atribuição de valor verdadeiro ou falso as variáveis de E a cobertura de G. 

Nos circuitos, a escolha dos pontos em C: n C:,, correspondem a atribuição 

de valor verdadeiro ( k par) ou falso ( k  ímpar) a ui. Os pontos de Z serão 

chamados pontos verdadeiros ou pontos falsos, respectivamente; nas cláusu- 

las, se x j  = ui, então k  é par, senão k  é ímpar. Portanto, se alguma atribuição 

de valores implicar na escolha de um ponto em C; n C:+,, esse ponto tam- 

bém deve pertencer a 0:. O mesmo vale para D;, Di e D:. Ou seja, se a 

cláusula Ej é satisfeita, pelo menos um dos discos D:, D;, D j  é coberto por 

um ponto veradeiro ou falso. Como ~j não pode ser coberto por esse ponto, 

é necessário exatamente mais um ponto por cláusula satisfeita para garantir 

a cobertura. Nas junções, quaisquer que sejam os valores verdade de ui e uj, 

um ponto a menos será utilizado na cobertura dos circuitos. A Figura 4.4 

deixa mais clara essa situação. 

Assumindo que E é satisfeita pela atribuição r, construímos Z como 

segue. Para cada variável ui se r(ui) = V, incluímos em Z os pontos ver- 

dadeiros do circuito ci. Se r(ui) = F, incluímos os pontos falsos. Como a 

cada junção economizamos um ponto, Z possui C:==, 2 - J pontos. Como 

todas as cláusulas são satisfeitas, incluímos mais um ponto por cláusula para 

cobrir o disco central e os que eventualmente não foram cobertos. Portanto, 

Z possui p pontos. 



Figura 4.4: Cobertura de circuitos com cruzamentos. 



Para provar a recíproca, construiremos uma atribuição r que satisfaz E, 

a partir de uma cobertura Z com p pontos. Começamos pelos segmentos. 

Sabemos que os segmentos de circuito entre duas junções consecutivas têm 

tamanho ímpar* e são dois a dois disjuntos. Além disso, existem 2J desses 

segmentos, pois cada junção intercepta quatro segmentos e cada segmento 

intercepta duas junções. Logo, o tamanho total do conjunto de segmentos é 

que é o número total de discos de cada circuito(Çri) menos o número de 

junções ( J )  menos os círculos da junção (5 J ) .  Como existem 2  J segmentos 

e todos tem tamanho ímpar, são necessários 

pontos para cobrir todos eles. É fácil verificar que para que essa cober- 

tura seja mínima, os pontos escolhidos em cada segmento devem ser todos 

o mesmo tipo (verdadeiro ou falso). Restam então m + J  pontos para co- 

brir as junções e as cláusulas. Como os discos centrais dessas estruturas não 

podem ser cobertos pelos pontos que cobrem os círculos de segmento, pre- 

cisamos exatamente de um ponto a mais para cada junção e um a mais para 

cada cláusula. Nas junções, o ponto que cobre o disco central intercepta no 

máximo mais dois outros. Portanto, os dois discos restantes precisam ser 

cobertos por pontos que cobrem os segmentos. Como esses pontos intercep- 

tam no máximo um círculo da junção, serão necessários mais dois pontos de 
- - 

*Ao construir a junção, garantimos que C: = cii, I,  e E ímpares. 
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circuitos distintos. Isso implica que em cada junção, segmentos de um mesmo 

circuito terão o mesmo valor (veja Figura 4.4). A construção das cláusulas 

também garante 7 ,  pois o ponto que cobre o disco central da cláusula cobre 

no máximo mais dois dos demais. Ou seja, pelo menos um dos discos de cada 

cláusula é coberto por um ponto da cobertura dos segmentos. 

4.2 Cobertura por cliques para grafos de 
Moeda Unitária 

Para provar a NP-completude desse problema, usamos uma redução a 

partir de uma variante do problema 3-SAT, o 3-PSAT3 [16]: 

Problema: ~ - P S A T ~  

Instância: Conjunto U = {ul, ~ 2 , .  . . , uq) de variáveis e coleção 

E = El A E2 A . . . A E,, de cláusulas tal que Ej = 

xj  V yj V xj para cada j = 1 , 2 , .  . . ,m, onde {xj, yj,xj) C 

{a1, ül, u2, ü2, . . . , uq, üq) e cada cláusula contém no máximo 

três literais, cada variável ocorre no máximo 3 vezes e o grafo 

não direcionado GE = (N, M) é planar, onde N = (U U E) e 

M = {uiEjlui E Ej OU üi E Ej). 

Questáo: E é satisfatível? 



Teorema 4.2 cc para grafos MU é NP-dificil. 

Prova: A partir de uma instância E de um 3-SAT3 planar, mostraremos 

como construir a representação de um grafo de moeda unitária G1 a partir 

de GE através de duas estruturas: circuito e cláusula (Fig. 4.5). 

circuito cláusula 

Figura 4.5: Estruturas da redução. 

Cada variável ui será representada por um circuito Ci de discos tal que 

Ci = {Ci,Ci, .  . . ,C:i}, onde C: = C:,, C; n C: # 0 se Ik - 11 5 1 (rnod 

ri), T i  par e suficientemente grande. As cláusulas são formadas por três 

discos distintos dos circuitos. Três deles, D,, D, e D,, correspondentes aos 

literais x, y e z, cada um interceptando exatamente dois discos do circuito 

correspondente. 



Sabemos que GE é planar e possui grau máximo 3, usaremos então o 

Lema 3.4 para desenhar GE no plano. Para garantir que não haverá so- 

breposição de discos em G', construímos uma representação de G' a partir de 

GE como segue. Quando substituirmos um vértice cláusula Ej pela estrutura 

cláusula, posicionamos o disco D, de maneira que seu centro tenha coorde- 

nadas iguais às de Ej.  Os demais discos da cláusula devem ser alinhados como 

mostra a Figura 4.6. Note que nos demais discos uma das coordenadas co- 

incide com a coordenada correspondente do disco D,. Os vértices-variáveis 

e as arestas são substituídos pelos circuitos de discos que formam a estru- 

tura variável. Como cada aresta é formada por segmentos de reta, o circuito 

será desenhado de maneira a circundar os segmentos (Fig. 4.7). Como os 

circuitos devem ter tamanho par, sempre que for necessário, pode-se fazer a 

substituição mostrada na Figura 3.2. Para garantir que discos de circuitos 

distintos não se interceptem, desenhamos os discos com diâmetro suficiente- 

mente pequeno. Um exemplo completo de como desenhar o grafo G' a partir 

de GE é dado nas Figuras 4.8 e 4.2. 

As cliques necessárias a cobertura do grafo G' serão representadas por 

pontos desenhados na estrutura. Observe que cada "ponto" aqui empre- 

gado não guarda relação com os pontos utilizados na seção anterior para o 

problema COBERTURA DE DISCOS. Aqui, eles são apenas um artifício para 

simplificar o desenho das figuras. As cliques de tamanho três serão represen- 

tadas por um ponto entre os três discos e as cliques de tamanho dois por um 

ponto comum aos dois discos. 



Figura 4.6: Cláusula. 

Figura 4.7: Circuito. 



Figura 4.8: Grafo GE gerado a partir da instância E = {El A E2 A E3 A E4). 
Onde El = (xl V z2 V z3), E2 = (x3 V L;g V z5), E3 = (xg V z5 V x2) e 
E4 = (zl V 2 3  V z4). 



Transposição no plano do grafo GE 

Representação do grafo G' 

Figura 4.9: Construção de G'. 



Seja p = C:='=, a + 2m, onde m é o número de cláusulas e G' o grafo 

construído como especificamos. As cliques para cobrir cada estrutura serão 

escolhidas como segue. Para cobrir um circuito C h ã o  necessárias 2 cliques. 

Nos circuitos, as cliques escolhidas são arestas de extremidades C; e C;+,, 

para k par ou C: e C;+,, para k ímpar (veja Fig. 4.10). Nas cláusulas, três 

cliques são necessárias e suficientes para cobrir toda a estrutura (Figs. 4.11 

e 4.12). 

Figura 4.10: Cobertura de circuito: representação dos circuitos de G'. 
Cliques representadas por pontos. 

Agora vamos provar que E é satisfatível se e somente se existe um con- 

junto Z com p cliques que cobre a estrutura. Associamos uma atribuição de 

E a uma cobertura de G' como segue. Nos circuitos, a escolha dos pontos em 

C; n C;+, corresponde a atribuição verdadeiro ou falso a ui. Nas cláusulas, se 

x j  = ui, então k é par, senão k é ímpar. Os pontos verdadeiros são os que 

cobrem os discos na ordem par-ímpar, ou seja, o primeiro disco é de número 

par e o segundo de número ímpar. Estes pontos representam o literal não 

negado com valor verdadeiro. Os pontos falsos são os que cobrem os discos 

na ordem ímpar-par e representam o literal negado com valor verdadeiro. 



Figura 4.11: Cobertura de uma cláusula: a) E, não é satisfeita; b) Ej satis- 
feita por x, y e z; c) E, satisfeita por x; d) Ei satisfeita por y; e) E, satisfeita 
por x e z; f) E, satisfeita por y e z. Os demais casos, Ej satisfeita por z e 
Ej satisfeita por x e y, são simétricos a Ej satisfeita por x e Ej satisfeita por 
y e z. Os pontos pretos representam as cliques que cobrem somente vértices 
da cláusulas e os pontos cinzas cliqu%7que cobrem vértices de circuito. 



Figura 4.12: Cobertura de uma cláusula: a) Ej não é satisfeita; b) E, satis- 
feita por x, y e z; C) Ej satisfeita por x; d) Ej satisfeita por y; e) E, satisfeita 
por x e z; f )  E, satisfeita por y e z. Os demais casos, E, satisfeita por z 
e E, satisfeita por x e y, são simétricos a E, satisfeita por x e E, satisfeita 
por y e x. As linhas cheias delimitam as cliques que cobrem somente vértices 
de cláusula e as linhas tracejadas delimitam cliques que cobrem vértices de 
circuito. 
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Se alguma atribuição verdade implicar na escolha de uma aresta que tenha 

como extremidade os vértices correspondentes aos dois discos vizinhos a um 

dos discos que representam literais, D, por exemplo, então a clique escolhida 

será o triângulo formado pelos vértices correspondentes aos três discos (veja 

Figs. 4.11 a 4.13). No entanto, se as cliques que cobrem C: e C:+, são dis- 

tintas, então o vértice que corresponde ao disco D, deve ser coberto por uma 

clique que não pertence à cobertura dos vértices de circuito. 

4 b 

Figura 4.13: Cobertura do disco D,: a) T(u~)  = V b) ~ ( u i )  = F 

Seja r uma atribuição que satisfaz E. Construímos Z a partir de r como 

segue. Para cada variável ui, se r(ui)  = V incluímos em Z as cliques corre- 

spondentes aos pontos verdadeiros do circuito Ci. Se r(ui) = F, incluímos 

as cliques correspondentes aos pontos falsos. Como cada cláusula é satisfeita 

por pelo menos um literal e os vértices correspondentes aos literais de valor 

verdadeiro são cobertos por cliques pertencentes ao conjunto de cliques que 

cobrem o circuito, então para cada cláusula são necessários somente duas 

cliques distintas das cliques que cobrem circuitos. 

Para provar a recíproca, construiremos uma atribuição r que satisfaz 

E a partir de uma cobertura Z com p cliques. Para cobrir cada variável 



com o mínimo de cliques necessárias, cada vértice deve pertencer somente 

a uma clique da cobertura. Ou seja, na representação, os pontos escolhidos 

devem ser do mesmo tipo (verdadeiro ou falso), pois o número de discos 

é par e qualquer outra cobertura envolvendo pontos de valores diferentes 

precisaria de um número maior de pontos. Usamos então C:==, 7 cliques para 

cobrir a s  variáveis. Restam 2m cliques para cobrir as cláusulas. Qualquer 

que seja a cobertura escolhida, são necessários pelo menos três cliques para 

cobrir cada cláusula. Observe no entanto que mesmo que todos os vértices 

correspondentes a discos D sejam cobertos por cliques que cobrem os vértices 

correspondentes aos discos de circuito, ainda serão necessários duas cliques 

para cobrir os vértices restantes (veja Fig. 4.11). Portanto, na cobertura 

de cada cláusula pelo menos uma clique pertence à cobertura dos circuitos. 

Logo, pelo menos um dos literais em cada cláusula tem valor verdade. 

Colorário 4.1 CC para grafos DU é NP-dificil. 

4.3 Algoritmos 

Os algoritmos descritos a seguir assumem que o grafo entrada G = (V, E )  

é um grafo DU e sua representação é conhecida. 



4.3.1 Grafos faixa 

No Capítulo 3 vimos que os grafos faixa pertencem à classe dos grafos de 

cocomparabilidade e que um grafo de cocomparabilidade é complemento de 

um grafo de comparabilidade. Sabemos ainda que ao resolvermos o problema 

da coloração de vértices num grafo de comparabilidade, resolvemos cobertura 

por cliques no seu complemento. Um algoritmo O ( I  VI + I E 1 )  para o problema 

da coloração em grafos de comparabilidade é dado em [18, 171. A partir 

desse algoritmo, apresentamos um algoritmo O((E1 + IEl) para cobertura 

por cliques em grafos de cocomparabilidade, em especial, para grafos faixa. 

Algoritmo 6 cobertura por cliques para grafos faixa. 
Entrada: Representação de G 
i: Seja C = (V, E) o complemento de G. Construir uma orientação tran- 

sitiva n de da seguinte maneira: para cada aresta e E E que conecta 
dois vértices a e b de V temos que x, # xb. Direcionar a aresta e de a a 
b se x, < xb. 

2: Atribuir uma "cor" a cada vértice v E V recursivamente. Se v é um 
vértice sumidouro então c(v) = 0, senão c(v) = 1 + max{c(w)Iv?; E E).  

3: Devolver a cobertura CC(G) formada pelos conjuntos de vértices de 
mesma cor. Cada conjunto de vértices de mesma cor em é uma clique 
da cobertura de G. 

O passo 1 pode ser executado em O( \  E1 + 1E1) e o passo 2 em O(IVI+ IEl) 

fazendo uma busca em profundidade em c. Logo, a complexidade total 

algoritmo é O (I E 1 + J E J )  . 



4.3.2 Algoritmo aproximativo para DU 

Para a classe dos grafos DU, desenvolvemos um algoritmo aproximativo 

polinomial que usa como subrotina o algoritmo exato descrito na Seção 4.3.1. 

Algoritmo 7 cc para grafos DU. 
Entrada: Representação de G 
i: Dividir o plano em faixas de altura 2; 
2: Associar a cada faixa i o grafo G[V,], grafo induzido pelo conjunto V ,  de 

vértices de G contidos na faixa i; 
3: Cobrir cada Gi de maneira ótima usando o algoritmo exato da 

Seção 4.3.1; 
4: A cobertura de CC(G) será a união das coberturas CC(Gi). 

O passo 1 divide o plano em 1 faixas, onde 1 = 1 e y é a maior 

ordenada dentre todos os centros. Todas as faixas têm largura $. Seja 

F = {Fl, F2,.  . . , Fl) o conjunto de faixas resultantes, cada faixa Fj é definida 

por dois valores, yi e yf. Pertencem a Fj os discos de centro c = (x,y), 

yi < y < yf. Para Fl, yi = O e yf = 9. Para as demais faixas, a maior 

ordenada de uma faixa será a menor da faixa subsequente. No passo 2, para 

cada faixa Fi, induzimos um grafo Gi a partir do conjunto de todos os discos 

em G com centro de ordenada yi 5 y < yf, onde yi e y1~f são o menor e o 

maior valor de ordenada na faixa Fi. 

O passo 1 pode ser resolvido em O(n), basta verificar a maior ordenada en- 

tre os centros dos discos de G. O passo 2 também é O(n), pois também pode 

ser resolvido por verificação das coordenadas dos centros. Pela Seção 4.3.1, o 

passo 3 é O((V(+  (E( ) ,  pois para cada faixa 6 temos ni vértices e mi arestas, 

onde Cl<i<l - - In;l = 1V1 e Imil < IEl. Logo, o algoritmo descrito tem 
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complexidade O(IV1 + / E ] ) .  

Dada uma cobertura mínima qualquer, todos os "vértices" de uma clique 

estão contidos em no máximo três faixas. Seja C(G) uma cobertura mínima 

de G. Sabemos que cada faixa é coberta de maneira ótima. Ou seja, se os 

vértices no grafo Gi induzido a partir da faixa Fi são cobertos por k cliques em 

C(G), então nosso algoritmo cobre Gi com no máximo k cliques. Como uma 

clique C qualquer de G pode pertencer a no máximo três faixas e algumas 

arestas não são consideradas no algoritmo, uma clique pode ser particionada 

e ocorrer em no máximo 3 coberturas de faixa. Logo, a razão de aproximação 

do algoritmo é três. 

4.3.3 Algoritmo aproximativo para MU 

O Lema 3.1 estabelecia uma restrição quanto à vizinhança dos discos de 

um grafo DU. Usando a mesma argumentação, é fácil ver que o número de 

vizinhos de um vértice num grafo de moeda unitária (MU) é no máximo 6. 

Semelhantemente, a partir do Lema 3.2, vemos que o número de vizinhos 

do vértice mais à esquerda num grafo MU é no máximo 3. A partir dessa 

observação, formulamos o algoritmo aproximativo a seguir. 

O passo 1 pode ser resolvido em O(IV1 log IVI) e o passo 2 em O(IV[+ IE 1). 

A complexidade total do algoritmo é O ([VI log lVI + I E 1). 

Seja p = (x, y) o ponto mais à esquerda numa representação de um grafo 



Algoritmo 8 CC para grafos MU. - - - 
Entrada: Representação de G 
i: Ordenar os pontos da representação pela abcissa (da menor à maior). 

Seja n a ordenação construída. 
2: enquanto n # 0 faça 
3: Seja p o primeiro ponto na ordenação 
4: Inserir na cobertura a maior clique induzida por p e sua vizinhança 
5: Retirar de T os pontos já cobertos 
6: fim enquanto 

MU G. Sabemos que a maior clique num grafo MU tem tamanho 3 e que p 

tem no máximo 3 vizinhos. Supondo que a vizinhança de p tenha tamanho 

3, são necessárias pelo menos duas cliques para cobrir p e sua vizinhança. 

Ao escolhermos a maior clique na vizinhança de p, estamos aumentando 

o número de cliques na cobertura em no máximo uma. Logo, a razão de 

aproximação do algoritmo é $. 

4.4 Outras classes 

Sabemos que nos grafos grade achar uma cobertura mínima por cliques 

pode ser resolvido em tempo polinomial, pois os grafos grade são bipartidos. 

Para resolver esse problema, basta achar um emparelhamento máximo no 

grafo e adicionar os vértices não cobertos à cobertura. 

O problema da cobertura por cliques para os grafos de moeda (planares) 

é NP-completo [9], e portanto nos grafos ID também é NP-completo. 



Capítulo 5 

Conclusões 

Vimos que vários problemas não triviais como conjunto independente, 

número cromático e cobertura por cliques continuam NP-completos mesmo 

quando restritos à classe dos grafos de disco unitário. No entanto, o problema 

da clique máxima num grafo DU pode ser resolvido em tempo polinomial 

dada a realização do grafo. 

Neste trabalho investigamos os problemas do conjunto independente e 

da cobertura por cliques quando restritos aos grafos moeda e às seguintes 

subclasses do grafos DU: grafos grade, grafos de moeda unitária e grafos 

faixa. Nos grafos grade e faixa, ambos podem ser resolvidos em tempo 

polinomial, pois essas classes são subclasses dos grafos bipartidos e de co- 

comparabilidade, respectivamente. Como vimos no Capítulo 2, o grafos de 

moeda e planares coincidem. Portanto, os problemas do conjunto indepen- 

dente e da cobertura por cliques são NP-completos nessa classe. A complexi- 

dade desses problemas para os grafos MU não era conhecida e foi estabelecida 



nos Capítulos 3 e 4. Ambos são problemas NP-completos. 

As principais contribuições desse trabalho foram o estabelecimento da 

complexidade dos problemas do conjunto independente, cobertura por cliques 

e cobertura por vértices nos grafos MU; dois algoritmos polinomiais a- 

proximativos para o problema da cobertura por cliques, um algoritmo i- 
aproximativo para os grafos DU e um algoritmo $-aproximativo para os grafos 

MU. 

Propomos como trabalhos futuros investigar os seguintes tópicos: 

o Estudar a complexidade desses problemas em outras subclasses dos 

grafos DU. 

0 Estudar o problema do número cromático nessas classes e nos grafos 

ID . 

o Aprofundar o estudo dos grafos DU quando hierarquicamente especifi- 

cados e tentar desenvolver melhores algoritmos para essa especificação. 
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