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Este trabalho descreve um estudo sobre problemas sanduiche. Proble-
mas sanduiche s8o generalizagoes de problemas de reconhecimento de uma
propriedade II. Enquanto em problemas de reconhecimento comum existe
apenas um grafo como entrada, em problemas sanduiche existem dois gra-
fos e procura-se por um terceiro grafo, intermediario entre os dois grafos de
entrada, satisfazendo a propriedade II. Apresentamos dois resultados ori-
ginais sobre propriedades cujo reconhecimento é polinomial: corte-estrela e
corte-clique. Mostramos que esses problemas despertam interesse para serem
estudados em sua forma sanduiche. Propomos um algoritmo polinomial de
complexidade O(n3) para o problema sanduiche para corte-estrela, fazendo
algumas modifi¢des num algoritmo conhecido simples de reconhecimento. Por
fim, propomos uma prova de N P-completude, reduzindo o problema 1-EM-3
3SAT (sem literais negativos) para o problema sanduiche para corte-clique,
notando a relagao deste problema com o reconhecimento de corte estéavel,

problema. j& conhecido N P-completo.
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This work describes a study on graph sandwich problems. Sandwich pro-
blems generalize graph recognition problems with respect to a property II.
A recognition problem has a graph as input, whereas a sandwich problem
has two graphs as input. In a sandwich problem, we look for a third graph,
whose edge set lies between the edge sets of two given graphs. This third
graph is required to satisfy a property II. We present two original sandwich
results corresponding to two known polynomial recognition problems: star
cutset and clique cutset. We show these two graph decomposition problems
are of interest with respect to sandwich problems. We propose a polyno-
mial algorithm of O(n?®)-time for star cutset sandwich problem. We propose
an N P-completeness transformation from 1-IN-3 3SAT (with no negative

literals) to clique cutset sandwich problem.
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Capitulo 1

Introducao

Os problemas sanduiche foram introduzidos em 1995 por Golumbic et
al. [8]. Neste artigo, as propriedades consideradas se referem as subclasses
de grafos perfeitos (split, cografo, intervalo, comparabilidade). Posterior-
mente foram consideradas propriedades relacionadas & decomposigao, tais
como conjunto homogéneo [2], parti¢io join [6] entre outras. Recentemente,
duas teses consideraram propriedades relacionadas & decomposigdo: em [4, 5]
foram considerados os grafos (k,!), uma generalizagio dos grafos split, e em
[7] foram considerados algoritmos para decomposi¢do usando conjunto ho-
mogéneo. Na presente dissertagdo consideramos também as decomposigdes.

Existem varios modos de definir um problema sanduiche, todos equiva-
lentes. Daremos preferéncia ao seguinte: Dados dois grafos Gh = (V, F1) e
Go = (V, Es), dizemos que G1 é subgrafo gerador de Gs se E; C Fy. Dado
mais um grafo G = (V, E), dizemos ainda que G é um grafo sanduiche de
Gi e Gg, 8¢ Fy CFE C E,. Com isso podemos definir Problemas de Grafo

Sanduiche para a Propriedade II:

PROBLEMA DE GRAFO SANDUICHE PARA PROPRIEDADE II

ENTRADA: Dois grafos G1(V, E1) e Go(V, Ey), onde E; C Es.

QUESTAO: Existe um grafo sanduiche G(V, E') para o par G, Go,



que satisfaga a propriedade II7
Equivalentemente, podemos definir o mesmo problema da seguinte forma:

PROBLEMA DE GRAFO SANDUICHE PARA PROPRIEDADE II

ENTRADA: Uma tripla de conjuntos (V, Fy, E3), onde EyNEs = (.
QUESTAO: Existe um grafo G(V, E), onde Fy C E e EN E3 =0,

que satisfaga a propriedade I1?7

As arestas em F; sdo chamadas forgadas ou obrigatérias, as arestas de Es
sdo chamadas de proibidas, e as arestas de Ep\ F; sdo chamadas de opcionais.

Problemas sanduiche generalizam problemas comuns de reconhecimento.
Porém, nao sao todos os tipos de propriedade que despertam interesse. Se o
problema de reconhecimento para uma propriedade IT j& for N P-Completo,
o problema sanduiche correspondente também o serd. H4, também, duas
caracteristicas das propriedades que determinam se seu correspondente pro-
blema sanduiche ¢é interessante: ancestralidade e hereditariedade.

Dizemos que uma propriedade é ancestral quando se um grafo G possui
essa propriedade, todo supergrafo de G também possui. Por exemplo: conec-
tividade. Dizemos que uma propriedade é hereditdria quando se um grafo G
possui essa propriedade, todo subgrafo de G também possui. Por exemplo:
planaridade. Propriedades ancestrais ou hereditarias néo sdo interessantes
quando tratamos de problemas sanduiche. Nesse casos, quando uma propri-
edade for hereditéria, bastaria testar G1, e quando propriedade for ancestral,
bastaria testar Go.

Dado um grafo G(V, E), um corte é subconjunto S C V tal que a remogao
dos vértices em S do grafo G produz o grafo desconexo G \ S. Caso S seja
uma clique, isto é, S induza um grafo completo em @, dizemos que S é um

corte-clique. Caso S contenha v adjacente em G a todos os outros vértices
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de S, dizemos que S é um corte-estrela. Observe que um corte-clique é um
corte-estrela.

As duas propriedades estudadas nesta dissertago correspondem a pro-
blemas de reconhecimento polinomiais. Whitesides [12] apresentou um al-
goritmo polinomial para o reconhecimento de corte-cligue em um grafo G.
Chvatal [3] provou um teorema que leva a um algoritmo polinomial para
o reconhecimento de corte-estrela em um grafo G. Como podemos ver nas

Figuras 1.1 e 1.2, as propriedades Corte-Clique e Corte-Estrela nao s&o nem

O &

G G

ancestrais, nem hereditarios.

8

Figura 1.1: Apenas o grafo G possui Corte-Clique

G G Gy

Figura 1.2: Apenas o grafo G possui Corte-FEstrela

Nesta dissertagio, apresentamos um algoritmo polinomial para o pro-

3



blema de grafo sanduiche para corte-estrela e uma prova de N P-completude

para o problema de grafo sanduiche para corte-clique.



Capitulo 2

Corte-Estrela Sanduiche

2.1 Definicoes

Definimos um corte-estrela num grafo G como um conjunto de vértices
C, tal que G\ C é desconexo e algum vértice v de C' é adjacente em G a
todos os outros vértices de C, como mostrado na Figura 2.1. A esse vértice

v chamamos de ceniro do corte-estrela.

Figura 2.1: Corte-Estrela com centro no vértice v

Precisamos apresentar uma definigdo, bem adequada para problemas san-
duiche, baseada no conceito de domindncia. Sejam dois grafos conexos
G1(V, Ey1) e Go(V, Ey), onde Ey C Ey, e dois vértices v, w. Denotamos por
N1(v) o conjunto de vértices vizinhos a v no grafo Gy. Analogamente, Nz (v),
representa o conjunto de vértices vizinhos a v em G5. Com isso, dizemos que

v 1-domina w se Ni(w) C Na(v)U{v}. Dizemos também que v é universal em
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Gy se V = No(v) U {v}. A Figura 2.2 mostra um exemplo de 7-dominancia.
Nesta figura, as arestas de E; aparecem mais escuras, enquanto que as arestas

de by \ FE); aparecem menos escuras.

Figura 2.2: v 1-domina w

2.2 O Problema

Chvétal [3] apresentou um algoritmo polinomial para reconhecimento de
corte-estrela em um grafo. Vamos apresentar uma generalizacao desse algo-

ritmo para o problema sanduiche correspondente:

CORTE-ESTRELA SANDUICHE

ENTRADA: Dois grafos G1(V, Ey) e Go(V, Ey), onde Fy C Es.
QUESTAO: Existe um grafo sanduiche G(V, E') para o par G, G,

que contenha um corte-estrela?

O teorema a seguir leva a um algoritmo polinomial para resolver o pro-

blema em questao.

Teorema 2.1 Dados dois grafos Gy = (V, Ey1) e G = (V, Ey) onde Ey C Es,
existe um grafo sanduiche G = (V, E) para o par G1, Gy se e somente se pelo

menos uma das sequintes situagdes ocorrer no par Gi,Ga:



(i) Emiste um vértice v tal que o conjunto de vértices formado por V \

(Ny(v) |Jv) induza um subgrafo desconezo em Gi.

(i) Ewistem pelo menos dois vértices a,b nao-adjacentes em G1 e ezistem

dois vértices v, w, adjacentes em Go, tais que v 1-domina w.

Prova. Primeiramente provaremos a parte “se”. Para isso precisamos mos-
trar que as propriedades (i) e (ii) nos levam a um grafo sanduiche G(V, E),
que possui um corte-estrela. Supondo que a propriedade (i) ocorra, podemos
construir G da seguinte forma: o vértice v e sua vizinhanga Np(v) formam
o conjunto C. Adicionando a G as arestas de Ey \ Ey que sdo incidentes
a v, temos o grafo GG, onde C é um corte-estrela. Agora, supondo que a
propriedade (ii) ocorra, temos duas possibilidades. A primeira surge quando
existe pelo menos um vértice u, tal que u ¢ Ny(v) U {v}. Podemos formar o
grafo G da seguinte forma: o vértice v e sua vizinhanga No(v), com excegfo
de w, formam o conjunto C. Adicionando a G as arestas de Ey \ Eq que séo
incidentes a v, mas nao a w, temos o grafo GG, com C como um corte-estrela.
De fato, como v 1-domina w, temos que qualquer caminho em G que ligue
1 a w contém algum vértice de C. A segunda possibilidade acontece quando
v é vizinho de todos os outros vértices em Gs. Se v # a,b, o corte-estrela
C contém {v} U [Na(v) \ {a,b}]. O grafo sanduiche G é obtido de Gy adici-
onando as arestas de Ey \ F; incidentes a v e no adjacentes aos vértices a
ou b. Finalmente, caso v = a, se V' \ {a} néo for uma clique de Gy, entéo o
corte-estrela C = {a}U[Na(a) \{z,y}], onde z ndo é adjacente a y em G, se
V'\{a} for uma clique de Gi, entdo o corte-estrela C = {z}U[Na(z)\ {a,b}],
onde z # a,b.

Agora, provaremos a parte “somente se”. Para essa parte, precisamos
mostrar que a existéncia de um grafo sanduiche G nos leva a pelo menos

uma das propriedades (i) ou (ii). Seja, entdo, um grafo sanduiche G, onde C'
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é um corte-estrela de G. Seja, também, v o vértice central do corte-estrela
C. Como C é um corte, separa G em componentes Vi,...,V,, onde n > 2.
Suponha que existem i # j tais que: v; € Vi \ Na(v) e v; € V; \ Ny(v).
Qualquer caminho em G; de v; a v; contém z € C C {v} U Ny(v). Como
Vi, V; & No(v), temos que G \ {v}U Ny(v) é desconexo, o que é a propriedade
(i). Caso contrario, v é adjacente em G4 a todos os vértices de pelo menos
um componente V;, o que implica no fato de que v 1-domina todos os vértices
de V;. Temos, entdo, a propriedade (ii). l

Assim, mostramos que o teorema é verdadeiro. A seguir, apresentamos
o algoritmo obtido a partir do teorema visto e sua andlise de complexidade,

mostrando que o algoritmo é polinomial.

2.3 O Algoritmo

His o algoritmo:

1: para todo v € V faga

2. C « vU Ny(v)

3. se (Gy\ C) for desconexo entao
4: O «— By \ E; incidente a v

5: G— G(V,E;U0)

6: retorna G

7. senao se (' =V entao

8: para todo a,b € Ny(v) tais que a # b faga
9: se (a,b) ¢ Ey entao
10 C «— C\{a,b}
11: O «— By \ F; incidente a v
12: G« G(V,E;U0)



13: retorna G

14: senao

15: para todo w € Ny(v) faga

16: se v 1-domina w entao

17: C«— C\{w}

18: O « Ey \ E; incidente a v
19: G — G(V,E,U0)

20: retorna GG

21: retorna “Nao existe grafo sanduiche G”

Teorema 2.2 O algoritmo verifica corretamente e em tempo O(n®) se um

par (G1,Ga) admite grafo sanduiche G com corte-estrela.

Prova. B claro que nas linhas 6, 13, 20 o grafo G retornado pelo algoritmo é
grafo sanduiche para (G1,Gs) e tem C como corte-estrela.

Por outro lado, seja G, seja G um grafo sanduiche para (G1,Gse) com
corte-estrela C. Seja v o centro do corte. Logo existem pelo menos duas
componentes V;, V; de G\ C tais que (v;,v;) ¢ Fi, para todo v; € V;,v; € V;.

Caso 1: Existem a € V;,b € Vj,a,b ¢ Ny(v), como mostrado na Figura
2.3. O algoritmo, ao testar o vértice v, retorna um grafo sanduiche na linha
6, pois G \ Na(v) U {v} é desconexo.

Caso 2: V; C No(V) e existe a € V; \ Na(v), como mostrado na Figura
2.4. O algoritmo, ao testar o vértice v retorna um grafo sanduiche na linha
20, pois v 1-domina qualquer v; € V;.

Caso 3: V = Nz(v) Uw, como mostrado na Figura 2.5. O algoritmo
retorna um grafo sanduiche na linha 13, pois v é universal e existe um par
de vértices (a,b),a € V;,b € V;, tal que a aresta (a,b) nao pertence a Ej.

Analisando o algoritmo acima, podemos ver que ele é polinomial. Seja

n = |V, o ndmero de vértices em G; e em Gy. A linha 1 indica um teste para

9



Ny(v) U {v}

Figura 2.3: Completude: caso 1

Na(v) U {v}

~

. Y,

Figura 2.4: Completude: caso 2

cada vértice v € V/, garantindo complexidade pelo menos O(n). Na linha 2,
procura-se pelos vizinhos de v. Essa operagdo também é O(n). Da linha 3
a linha 19, sao testadas até trés condig¢des para v. A primeira, na linha 3,
testa a conectividade do grafo G1\ C, o que pode ser feito por uma busca em
O(n?*). A segunda, na linha 7, compara os conjuntos C ¢ V, bastando verificar

a cardinalidade: O(1). Seguindo essa operagio, na linha 8, procura-se por
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Np(v) U{v}

\ K

Figura 2.5: Completude: caso 3

cada par de vértices de No(v) ndo adjacentes em G1. Como hé O(n) vértices
em Ny(v), sdo O(n?) pares de vértices. O teste de pertinéncia, realizado na
linha 9, tem complexidade constante, desde que sejam utilizadas estruturas
de dados adequadas. A terceira condi¢do (linha 14) ocorre quando as outras
duas falham. Desta vez, sdo testados os vértices vizinhos em Gg a v, O(n)
vértices. Na linha 16, o teste de I-dominéncia tem complexidade O(n). A
operacao de geracao do grafo G, caso exista, tem complexidade O(n).

Para a complexidade total do algoritmo, observamos que cada condicao
testada pelo algoritmo tem complexidade diferente. A primeira condicao, da
linha 3 a 6, tem complexidade O(n?), a segunda condi¢éo da linha 7 a 13,
O(n?), na verdade, O(1) + O(n?).0O(1) e a terceira, da linha 14 a 20, como a
anterior, O(n?), mas, por motivos diferentes, originado de O(n).O(n). Toda
vez que a primeira condigfo for satisfeita, é encontrado um grafo sanduiche
G. Esta situagdo ndo ocorre quando as outras condicoes, nas linhas 7 e 14,
sao satisfeitas. Em vista disso, a complexidade de pior caso para o algoritmo

ocorre quando a segunda ou a terceira condigbes s&o sempre satisfeitas, mas
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falhando em encontrar G. A complexidade para cada vértice entdo é O(n?),
nao importando qual das duas condigoes foi satisfeita, pois a complexidade

& a mesma. Isso mostra que a complexidade total do algoritmo é O(n®). W

2.4 Exemplos

Mostraremos agora exemplos de execugao do algoritmo. Nesses exemplos,
analisaremos casos onde o algoritmo procura por um corte-estrela com centro
em um vértice v € V. Apresentamos dois exemplos (Figuras 2.6 e 2.11),
onde estao representados os vértices rotulados a serem analisados, as arestas
forgadas (pertencentes a F;), mais escuras nas figuras, e as arestas opcionais
(pertencentes a FEy \ Fy), mais claras nas figuras. Para podermos visualizar
cada caso do algoritmo, propomos vérias execugdes, nas quais a ordem de
visita aos vértices serd diferente, visto que o algoritmo termina ao encontrar

um corte-estrela.

Figura 2.6: Primeiro Exemplo

Seja uma entrada para o algoritmo proposto de acordo com a Figura 2.6.
Suponha que o vértice v = a seja o primeiro a ser visitado pelo algoritmo. O
primeiro teste do algoritmo (na linha 3) verifica se G1 \ vUNy(v) é desconexo,
podemos ver, na Figura 2.7, onde vU Ny(v) aparecem como vértices brancos,

que esse teste falha. Passamos entdo ao teste (na linha 7), que verifica se

12



v é universal em Go. Outra vez o teste falha, v ndo é universal. Por fim,
chegamos ao tltimo teste (na linha 14), que procura por um vértice w, tal que
v 1-domina w. Esse ultimo teste também falha, e temos que v ndo é centro
de corte-estrela. O préoximo vértice é v = b. Podemos ver, na Figura 2.8, que
o primeiro teste falha, mas nao o segundo: v é universal em G5. O algoritmo,
agora, procura por dois vértices a, b, nao adjacentes em ;. Existindo tais
vértices, v é centro de corte-estrela desconectando a de b, como podemos ver

na Figura 2.8, onde os vértices do corte estdo marcados de branco.

v

Figura 2.7: v nao é centro de corte-estrela

A execugdo anterior terminou, pois foi encontrado um corte-estrela. Va-
mos comegar uma outra execucao do algoritmo, ainda usando o exemplo da
Figura 2.6. Suponha agora que v = ¢ seja o primeiro vértice visitado pelo
algoritmo. Podemos ver, na Figura 2.9, que v satisfaz a condi¢do do primeiro
teste: G1 \ vU Na(v) é desconexo. Os vértices do corte estido em branco na
Figura 2.9.

A 1ltima execucao do algoritmo com o exemplo da Figura 2.6 tem como
primeiro vértice v = d. Podemos ver, na Figura 2.10, que o primeiro teste
falha (G4 \ v U Na(v) é conexo), assim como o segundo (v ndo é universal
em G3). Porém, o terceiro teste encontra um vértice w € Ny(v) tal que v 1-
domina w. Isso indica um corte-estrela que desconecta w dos outros vértices

fora do corte.
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Figura 2.8: v é universal e centro de corte-estrela

Figura 2.9: v e sua vizinhanca desconectam o grafo

Figura 2.10: v é centro de corte-estrela pois v 1-domina w

J& mostramos todos os casos simples até agora: v e sua vizinhanga formam
corte-estrela, v é universal em Gi, v 1-domina w, e um caso onde v nao é
centro de corte-estrela. Mostraremos agora um caso onde v é universal em
Go mas nao é centro de corte-estrela. Para tal, fornecemos ao algoritmo
uma entrada de acordo com a Figura 2.11. Iniciaremos o algoritmo com o

vértice v = a. Como v é universal em G, o primeiro teste falha. O segundo
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teste também falha, pois, ao procurar pelos vértices a,b ndo adjacentes em
G1 (linha 9), esses vértices ndo sdo encontrados, assim temos que v néo é
centro de corte-estrela (Figura 2.12). E interessante notar que, neste caso, ha
corte-estrela, como mostramos em seguida no segundo vértice visitado pelo

algoritmo.

Figura 2.11: Segundo Exemplo

Figura 2.12: v é universal, mas nfo centro de corte-estrela

Escolhemos, agora, o vértice v = b da Figura 2.11. Esse vértice v, assim
como qualquer outro, é universal em G5. Temos entdo que v ndo passa no
primeiro teste, mas, como podemos ver na Figura 2.13, v passa no segundo,
pois existe um par de vértices a, b, tal que a e b sdo nfo adjacentes em Gj.
Observamos que tal par é tdnico para essa entrada, e a razdo pela qual o
primeiro vértice na Figura 2.12 testado ndo é centro de corte-estrela nessa

instdncia do algoritmo é justamente que o vértice fazia parte desse par.
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Figura 2.13: v é corte-estrela que desconecta a de b

Assim terminamos os exemplos para o algoritmo para o problema CORTE-

ESTRELA SANDUICHE.
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Capitulo 3

Corte-Clique Sanduiche

3.1 Motivacao

O problema de reconhecimento de corte-cliqgue em um grafo foi provado ser
polinomial, com complexidade O(n®) em 1981 por Whitesides [12]. Em 2003,
Kratsch et al. [10] reduziram a complexidade do problema para O(n%%°).
Parecia simples generalizar o algoritmo, como feito para o problema do corte-
estrela, gerando um outro algoritmo mostrando a polinomialidade de corte-
cliqgue sanduiche.

Porém, foi notado que, considerando-se uma instancia do problema sanduiche
onde Gy é o grafo completo, se Gy contiver um corte estavel C' (um conjunto
de vértices onde os vértices sdo dois a dois ndo adjacentes que também é
um corte), necessariamente existird um grafo G com um corte-clique C', adi-
cionando a C as arestas faltantes para se tornar uma clique. Klein [9] e
Brandstédt [1] mostraram que o reconhecimento de corte estdvel em grafos
é N P-Completo. Isso nos levou a sugerir que CORTE-CLIQUE SANDUICHE
também fosse. Porém, essa singularidade néo é suficiente para provar, o que
nos levou & essa prova apresentada a seguir.

Para o problema de reconhecimento de corte estavel, Brandstadt fez uma

reduco do problema de 1-EM-3 3SAT (sem literais negativos), provado ser
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N P-Completo por Schaefer [11]:

1-EM-3 3SAT (sem literais negativos)

ENTRADA: Um conjunto X de n variaveis z; e um conjunto C' de
m clausulas de trés varidveis C; = (cj1 VejaVeys), onde 1 <i<n
el <j3<m.

QUESTAO: Existe uma atribuicio satisfazendo C tal que cada

cldusula em C contenha exatamente uma varidvel verdadeira?

Apresentamos aqui uma reducéo desse mesmo problema de satisfabilidade
para o problema do corte-cligue sanduiche. Eis a definigho do PROBLEMA

DO CORTE-CLIQUE SANDUfCHE:

PROBLEMA DO CORTE-CLIQUE SANDUICHE

ENTRADA: Uma tripla de conjuntos (V, E1, E3), onde EyNE3 = .
QUESTAO: Existe um grafo G(V, E), onde E; C Ee EN F3 =,

que contenha um corte-clique?

3.2 NP-Completude

Para fazer a redugéo de 1-EM-3 3SAT (sem literais negativos) para CORTE-
CLIQUE SANDUICHE (CCS), vamos construir uma entrada G' de CCS base-
ado numa instancia de 1-EM-3 3SAT (sem literais negativos). Observe que G'
representa uma entrada para o problema sanduiche, sendo nele representadas
as arestas forgadas (F;) e as arestas proibidas (Es3). As arestas nfo represen-
tadas formam o conjunto Es \ F; de arestas opcionais. Embora, G contenha
trés tipos de arestas: forgadas, proibidas e opcionais, vamos nos referir a G'
como um grafo por simplicidade. Representamos em G as arestas forcadas
(E4) por linhas continuas, as arestas proibidas (F3) por linhas pontilhadas,

e as arestas omitidas correspondem as arestas opcionais (Ey \ E1).

18



s . 7 ,
Para cada cldusula C;, adicionaremos a G' um subgrafo cldusula Cj; da
seguinte forma de acordo com a Figura 3.1.

I 7 7 7

e Os vértices Cj1,C52, C43, bjl; ij, bj3, 515 b;-Q, b;3, tjl , tjz, tjg, tjl) th, tj3;

o As arestas forgadas (le, bjl), (Cjz, bjz), (Cj2, ij), (le, tjg), (le, t;-3),
(CjZ) tjl)) (Cj27 t;1)7 (Cj3) th)) (cj37 t;’2); (tjh t;‘l); (tj21 t;'2)) (tj2) t_ly‘2)) (tjl) b_/j2))
(tﬂ; b;‘3)) (tj3; b;’l): (t;'h b;‘3)> (t;'Z) b;‘l)) (t;'Sa b;'2);

e As arestas proibidas (Cj17 Cj2)7 (le; Cj3)) (Cj2) ng), (bjl; b_ljl)a (ija b;'Z);

(bj2» b;'2)1 (lei b;'Q): (Cﬂ) b;3)7 (ng, b;'l)’ (t;'17t;'2)> (t;‘l; t;'3)7 (t;'21t;'3)> (tjl,t;'z):

1 7 7 7

(tj27tlj3)) (tj37tljl)) (tjlabj2)7 (tj2;bj3)) (tlj3: b;l)

Nesse subgrafo, os vértices ¢;, correspondem as varidveis c;, das cldusulas,
onde 1 < 7 <mel<a<3. Por conveniéncia, na Figura 3.1, omitimos o

indice j.

Figura 3.1: Subgrafo Clausula C;

e ’ ’ . e !
Adicionaremos também os vértices auxiliares s, s e ka G . E, para cada
. . e . !
literal z;, um subgrafo literal X; contendo os vértices z;, x; e [;. Todos esses

vértices estao relacionados da seguite forma:
o Arestas forcadas: (k,s1), (k, s2), (2, 51), (%5, 82), (3, 1), (5, 12);
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e Arestas proibidas: (s, ss), (25,2 ), (i, 82), (25, 51), (K, 1), (51, L), (s2, L)

A TFigura 3.2 ilustra a relacdo entre os vértices auxiliares e cada subgrafo
literal. Os vértices z;, onde 1 < 4 < n, representam as variaveis z; da entrada

do problema de satisfabilidade referido.

—_——
- ~

%
®
[
!

e N

81 82

AN

AN
NN
N

Figura 3.2: Subgrafo Literal X, e relacoes

. , .. . , . !

Com isso, concluimos a defini¢do de V, conjunto de vértices de G'. Mas
ainda precisamos de algumas arestas extras para conectar os subgrafos clausula
e o conjunto formado pelos vértices auxiliares e os subgrafos literal. Para isso

- . 7 .
adicionaremos a G as seguintes arestas forgadas:
* (Cjar 1)
® (bja, 52)
7

[ ] (bjm 32)

ondel <a<3el<j<m.

~ ! ~ . . ~
Na construcdo do grafo G, nao foi levada em consideracdo nenhuma
relacdo entre o conjunto de cldusulas C' e o conjunto de varidveis X. Essas

relacoes estao representadas pelas arestas proibidas descritas a seguir:
~ U ~ ey e
® S€ Cju = Zi, entdo (Cja, ;) € (bja, T;) s80 arestas proibidas;
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P 7 ~ . .
e caso contrario, (cj,, %;) € (bja, ;) sio arestas opcionais;

onde1<i<n 1<a<3el<j<m,

Para completar o conjunto de arestas proibidas temos:

® (Cjas 52), (bjar 51) € (bjg, 51)

e (z;,59) e (z;,51), j4 mostradas na Figura 3.2

o (tja,51), (tjar51), (ta, S2) € (£, 52)
onde1<i<n, 1<a<3el<j<m.

Agora o grafo G esté pronto de acordo com uma instancia do problema 1-
EM-3 3SAT (sem literais negativos). Seja entao uma atribuigio verdade para

.« . . ! . o~ .
as varidveis de X. A partir do grafo G e dessa atribuigfo, vamos construir

um subconjunto K de V' de acordo com as seguintes instrugdes :
o se a variavel z; for verdadeira, z; € K, caso contrario, z; ¢ K;
e sc a varidvel z; for falsa, z; € K, caso contrario, z; ¢ K;
e sez; € K e z; = cj,, entdo ¢j, € K, caso contrario, Cia ¢ K;
o secj1 € K, b1, t, b2, 51, b2, bj3 € K
e secjp € K, tjg,t;z,tj:},b;'g;bjii;bjl € K,
e secj3 € K, tj3;t;'3)tj1;b;3:bj1>bj2 € I

e ke K
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onde1 <i<n,1<a<3el<j<m

Faremos agora a seguinte proposicao:
Proposicao 3.1 K ¢é uma clique de Gs.

Prova. Uma clique em Gy possui apenas vértices ligados por arestas forgadas
ou opcionais. Entao, precisamos provar que nao existem arestas proibidas
entre os elementos de K. Como podemos ver nas Figuras 3.3 e 3.4, néo
existem dois vértices de K ligados por arestas proibidas nos subgrafos. Entre
os subgrafos, também nao existem vértices ligados por arestas proibidas,

devido aos seguintes fatos:

e Os vértices s1, Sq, I; ¢ K, logo, as arestas proibidas incidentes a s1, a

S9 ou a l; nao sdo arestas proibidas entre os elementos de K,

~ . ’ . !
e Por construcao do conjunto K, temos que, se o vértice z; € K e a
s ~ , - !
variavel z; = cjq, entao c;j, € K. Porém, por construcao do grafo G,

nao existem arestas proibidas entre tais vértices;

e Por construgao do conjunto K, temos que, se o vértice z; € K e a
.7 ~ I ~
varidvel z; = ¢jq, entdo c;, ¢ K. Como, neste caso z; ¢ K, ndo temos

a aresta proibida (z;, b;,) entre vértices de K.

ondel <a<3el<j<m.
Logo, o conjunto K é uma clique de G5. B

Sabemos agora que K é uma clique de G3. Entdo vamos assumir que

. . 7 . 7 7~
exista um outro subconjunto de vértices K de (G5, tal que K néo possua
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Figura 3.4: Subgrafo Literal Desconexo

aresta proibida e desconecte G, independente de qualquer atribuigdo ver-

. ~ 7
dade. Vamos fazer algumas consideragtes sobre K .

« o~ Y] . s oy ~
Proposicao 3.2 Em G1\ K os sequintes pares de vértices nao pertencem a
componentes conezas distintas: k e z, onde z pertence a um subgrafo cldusula

ou z pertence a um subgrafo literal.

Prova. Todo o caminho em (; entre um vértice de C; e k, passa por s; ou ss.
Em C}, os vértices vizinhos a s1 e s 880 ¢jq, bjq € b;a. A Figura 3.5 mostra a
relacio entre esses vértices e k. Se s1 € K, 9, bia, b;.a ¢ K' e, analogamente
para sy € K'. Dessa forma haverd sempre um caminho forcado de Cjay Dja
ou b;-a até k, passando ou por si, ou por sy. Logo k e ¢;, ndo pertencem a

componentes distintas de Gy \ K (analogamente k e bjq, k € b;,).
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Figura 3.5: Relagdes dos vértices k, s € s

Existem dois caminhos forgados entre z; e k: x;, 51,k € xi,li,x;,sz,k.
Podemos facilmente ver, pela Figura 3.2, que incluindo qualquer dos vértices
internos de um caminho em K, impede que o outro caminho forcado seja
desfeito. Logo, k e z; ndo pertencem a componentes distintas de Gy \ K "
Chegamos & mesma conclusdo para o par z; e k.

Para as provas de k e tj,, k € t. ke l;, usamos um argumento analogo.

ja?

| |
Proposicao 3.3 Os vértices s1,s2 ¢ K .

Prova. Suponhamos que s; € K. Isso impede que os vértices sy, z;, li,
bja, b;.a, tia € t;.a pertencam a K, permitindo apenas a presenca em K "dos
vértices k, z; e ¢j,. Mesmo se colocdssemos todos esses vértices permitidos
em K, o vértice s, garantiria a conectividade de G1 \ K, como podemos ver
na Figura 3.6.

Analogamente, se fosse s, € K, impediria que os vértices sz, Ts, l; Cja, tia
e t;.a pertencam a K, permitindo apenas a presenca dos vértices k, ;, b;a e
bje. Mesmo se colocdssemos todos esses vértices permitidos em K ', 0 vértice
sy garantiria a conectividade de G1 \ K, como podemos ver na Figura 3.7.

Unindo essas duas refutagdes, temos que a Proposicdo 3.3 é verdadeira.
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Figura 3.6: O vértice so mantém a conectividade

tia
I
81

T
Figura 3.7: O vértice s; mantém a conectividade

Proposicao 3.4 O vértice k € K.

Prova. Suponhamos que k ¢ K. Pela Proposicio 3.3, os vértices s; e
sy ¢ K'. Logo, os vértices, k, s; ¢ sy estio numa mesma componente de
G1 \ K'. Seja z um vértice de um outro componente de G4 \ K'. Como
z pertence a um subgrafo clausula ou a um subgrafo literal, obtemos uma

contradicao a Proposicao 3.2. W
Proposigao 3.5 Fm G1\ K ', $1 e s pertencem a componentes distintas.

Prova. Se s; e sy estivessem no mesmo componente conexo de Gy \ K "
G1 \ (K" \ {k}) também seria desconexo, contrariando a Proposi¢do 3.4. De
fato, em Gy \ (K" \ {k}), os vértices s1, 55 e k estariam na mesma compo-
nente. Seja z um vértice de uma outra componente de Gy \ K'. Qualquer

caminho em (7, entre k£ e z contém s; ou sy. Assim z também estd numa

outra componente de Gy \ (K \ {k}). W
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Sabemos, pelas Proposicdes 3.3, 3.4 ¢ 3.5, que k € K e que K 'desconecta
s1 de s9. Podemos definir agora quais sdo os outros vértices pertencentes
a K'. Temos em Gy, n subgrafos literais X;, 1 < 1 < n, e m subgrafos
cldusulas C;, 1 < ¢ < n. Considerando os caminhos em G entre s; ¢ S,
temos trés tipos de caminhos: caminhos com vértices internos pertencentes
a um subgrafo cldusula, caminhos com vértices internos pertencentes a um
subgrafo literal e o caminho s1, k&, s cujo vértice interno k nao pertence a
subgrafo clausula ou subgrafo literal.

Cada subgrafo literal X; é formado pelos vértices z;, z; e ;. O vértice
I; desconectaria o caminho entre s; e 9, mas ndo pode estar em K 'porque
existe aresta proibida entre [; e k, e o vértice k pertence a K ', Devemos,
entdo, incluir em K os vértices z; ou :c;-, mas ndo ambos, por causa da aresta
proibida entre eles.

Cada subgrafo cldusula C; possui nove caminhos minimais (1. e. sem
cordas) entre s; e sg. Esses caminhos, como podemos identificar na Figura
3.8, sempre estdo entre um vértice ¢, ligado a s1, e um vértice b ou b, liga-

dos a sy. Precisamos mostrar como desconectar todos esses caminhos. Se

Figura 3.8: Os nove caminhos entre s1 e 59

. . 7 7 .
incluirmos em K todos os vértices cjo, 1 < a < 3, desconectamos os nove
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caminhos, porém esses vértices ndao podem estar simultaneamente em K,
pois hé arestas proibidas entre eles. Suponhamos que nenhum desses trés
vértices estejam em K. Desse modo, trés caminhos 86 poderiam ser desfei-
tos incluindo os vértices b;,. Porém, para desfazer os outros seis caminhos,
deveriamos retirar todos os vértices ¢;, e t;-a, pois a presenga dos vértices by,
em K impede que os vértices b;-a estejam em K também. Com isso, temos
que exatamente um vértice c;, deve estar em K ",

Sem perda de generalidade, vamos assumir que o vértice ¢;1 € K ", Isso

elimina trés caminhos (Figura 3.9). Na Figura 3.9, o vértice ¢; € K aparece

Figura 3.9: O vértice ¢j; € K

;oge ’ ' - = o]
em branco, e os vértices bs, ¢y € c3 ¢ K aparecem em cinza. E necessario
incluir os vértices bjy e b;3 para eliminar dois caminhos (Figura 3.10). Como

7 g ’ 1 ~ ’ . 7 ’ ,
os vertices b;, e b3 n8o podem estar em K, pois bjz € K e b;3 € K, também
. . 7 . ! 7 . . . A .
devemos incluir os vértices 1, t;j1 etjp em K, eliminando mais trés caminhos
(Figura 3.11). Resta apenas um caminho, a dnica maneira de elimind-lo é
. . ;. ’ ’ . ;. 1.
incluido o vértice b;; em K, pois os outros vértices possuem arestas proibi-
, . ! . 2 .
das para vértices em K (Figura 3.12). Se fossem os vértices cj2 ou ¢j3 que

. 7 . ’ . . ;
estivessem em K , o conjunto K poderia ser obtido de modo anélogo, de

acordo com Figura 3.13. Podemos construir o conjunto K completamente
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Figura 3.11: Os vértices £;1, t;-l etip €K'

escolhendo para cada i, exatamente um dentre os vértices x; ou x; de cada
subgrafo literal X, e para cada j, exatamente um dentre os vértices ¢;1, cjo
ou ¢j3 de cada subgrafo cldusula C; para estar em K.

Apresentamos na Figura 3.14 um diagrama representando o grafo G' com
um conjunto de vértices K satisfazendo as propriedades: K néo possui aresta

proibida e Gy \ K é desconexo.

Lema 3.6 O conjunto de vértices K existe se e somente se K' = K para

alguma atribuicdo verdade.
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Figura 3.14: Diagrama representando os componentes separando s; de sg

Prova. Primeiramente, precisamos mostrar que K satisfaz a defini¢io de K,
assim como K satisfaz a definicdo de K. Sabemos, pela Proposicio 3.4, que

o vértice k € K', e por definicao de K, k € K também. Sabemos, pela
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Proposicéo 3.3, que os vértices sq, so ¢ K', e por definicio de K, 1, 59 ¢ K
também. Na construciio de K, apenas um vértice ¢jo de cada subgrafo Cj,
e exatamente um dos vértices z; ¢ x, estdo em K . Fato idéntico ocorre
na construcao de K, devido a atribuigdo verdade. Comparando as Figuras
3.3 e 3.12 (nas quais temos em branco os vértices de K e de K que estéo
em subgrafo clausula), podemos ver que, de acordo com o vértice c;, que
estiver em K ou em K, os vértices que completam os conjuntos K'e K, séo
os mesmos. Nao existem mais outros vértices a serem adicionados nos dois
conjuntos, e podemos notar que existe uma correspondéncia 1-1 entre os
conjuntos K e os conjuntos K.

Observamos também que a defini¢do de K estd de acordo com a definigdo
de K'devido a uma atribuicao verdade. Precisamos mostrar, finalmente,
que K'também define uma atribuicéo verdade. Podemos construir uma atri-
buicao verdade da seguinte forma: a varidvel z; é verdadeira se e somente se
z; ¢ K'. Caso essa atribuiciio verdade ndo exista, ocorre pelo menos uma,

dessas possibilidades:
(i) a existéncia de uma cldusula sem varidvel verdadeira,
(#) a existéncia de uma cldusula com mais de uma varidvel verdadeira.

Pela construcao de K, exatamente um vértice ¢jo de cada subgrafo clatsula
C; estd em K '. Sem perda de generalidade, assumimos que este vértice é
c11 de um subgrafo cldusula Cy. Assim sendo ¢1; € K ", Se a possibilidade
(i) ocorrer com a cldusula Cf, temos que sua varidvel associada z; é falsa.
Logo, o vértice z; € K', porém, pela construcio de G, existe uma aresta
proibida entre ci; e 21, assim K nio pode existir. Se a possibilidade (ii)
ocorrer com a cldusula Cj, temos que pelo menos uma outra varidvel z, é

verdadeira associada ao vértice ¢ de C;. Como a varidvel x5 é verdadeira,
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entdo o vértice 3:'2 e K. Como, pela definicdo de K ', se ¢11 € K' entdo byg
também est4, e, pela construciio de G, temos uma aresta proibida entre byg e
x;, eles ndio podem estar ao mesmo tempo em K . Isso contraria a defini¢io
de K'. Com isso temos que o conjunto K's6 existe se houver uma atribuicéo

verdade. W

Teorema 3.7 Existe wma atribuicdo satisfativel para o problema 1-EM-3
3SAT (sem literais negativos) se e somente se houver um grafo sanduiche

G(V, E) satisfazendo o0 PROBLEMA DO CORTE-CLIQUE SANDUICHE.

Prova. Pela Proposicao 3.1, mostramos que o subconjunto de vértices K de
G', formado a partir de uma atribuiciio verdade da instncia do problema
1-EM-3 3SAT (sem literais negativos), é uma clique em G3. E pelo Lema
3.6, mostramos que K é um corte em G;. Logo, havendo uma atribuicfo
satisfativel, podemos contruir um grafo sanduiche G(V, FE) que possua K
como corte-clique, acrescentando ao grafo (G; as arestas opcionais entre os
vértices de K.
Reciprocamente, dado um corte-cligue K, para um grafo sanduiche G(V, E),

temos que néo existe aresta proibida entre vértices de K, e que G1 \ K é des-
conexo. Logo, pelo Lema 3.6, K corresponde a uma atribuicao verdade.

|
Teorema 3.8 CORTE-CLIQUE SANDUICHE é NP — Completo.

Prova. O problema CORTE-CLIQUE SANDUICHE estd em NP: um certi-
ficado é um grafo sanduiche G junto com o algoritmo polinomial de reco-
nhecimento de corte-clique [12]. Pelo Teorema 3.7, temos que existe uma

atribuigao satisfativel para o problema 1-EM-3 3SAT (sem literais negativos)
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se e somente se houver um grafo sanduiche G(V, F) satisfazendo o CORTE-
CLIQUE SANDUICHE. Mas sabemos que 1-EM-3 3SAT (sem literais negati-
vos) é NP — Completo [11]. Assim temos que CORTE-CLIQUE SANDUfCHE

também é N P-completo. H

3.3 Exemplo

Mostraremos a seguir, dois exemplos para o problema do CORTE-CLIQUE
SANDU{CHE.

No primeiro exemplo, construimos o grafo G a partir de uma entrada para
1-EM-3 3SAT (sem literais negativos). Sejam as cldusulas (z1, z2, 73) € (71,
Ty, 24). Dadas essas cldusulas, construimos G de acordo com a Figura 3.15.
Note que, nesta figura, nao estdo representadas todas as arestas forcadas e
proibidas de G, mas apenas as arestas forcadas que correspondem as que
aparecem nas Figuras 3.1 e 3.2, e as arestas proibidas especificas para a
entrada de 1-EM-3 3SAT.

Mostraremos que, dada uma atribuicdo verdade para a entrada de 1-
EM-3 3SAT, temos um corte-cligue. Vemos que fazendo z1 = 2o = F e
z3 = x4 = V, temos uma atribuicdo verdade para a entrada dada. Podemos
construir X de acordo com as instrugdes na pégina 21. Na Figura 3.16, onde
os vértices de K aparecem em branco, podemos ver que'K elimina todos
os caminhos entre s; e s3. Na Figura 3.17, onde estdo representadas, entre
outras, as arestas proibidas especificas para a entrada, vemos que nao existem
arestas proibidas entre elementos de K.

Seja, agora, uma outra entrada para 1-EM-3 3SAT (sem literais negativos)
tal como segue: (z1, T2, %3), (%1, Zq, 4), (21, T3, T4) € (T2, T3, T4). O grafo
G’ correspondente a essa entrada estd representado na Figura 3.18. Note

que esse conjunto de clausulas é insatisfativel para 1-EM-3 3SAT, assim,
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L 1))

de acordo com o Teorema 3.7, ndo podemos encontrar um corte-cligue. De

fato, dada qualquer atribuigdo para o conjunto de cldusulas, ao tentarmos

construir K, temos um subgrafo cldusula C; com todos vértice cjq ¢ K ou

algum subgrafo C; com mais de um vértice ¢;, € K. Na primeira situagdo,

temos que K néo ¢ corte, pois o subgrafo C; garante um caminho entre s;

e s3. Na segunda situacdo, K néo é clique, pois existem arestas proibidas

entre os vértices c;, de Cj.
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Capitulo 4

Conclusoes

Neste trabalho apresentamos resultados novos sobre problemas sanduiche.
No Capitulo 1, mostramos a descri¢ao dos problemas sanduiche, assim como
introduzimos os problemas tratados nos capitulos seguintes.

No Capitulo 2, apresentamos um algoritmo para o problema do corte-
estrela sanduiche. Calculamos a complexidade desse algoritmo, mostrando a
sua polinomialidade de O(n?). Mostramos também um exemplo de execucio
de algoritmo enfatizando suas partes mais interessantes.

No Capfitulo 3, apresentamos uma anélise do problema sanduiche para
corte-clique, mostrando sua relagdo com o problema N P-completo de reco-
nhecimento de corte estdvel em um grafo. Essa relagdo nos levou pensar que
o problema de corte-clique sanduiche seria também N P-completo e nos fez
procurar por uma prova. Hssa prova foi encontrada fazendo a reducao do
problema 1-EM-3 3SAT (sem literais negativos) para o problema sanduiche
para corte-clique. Mostramos também um exemplo, onde dada uma entrada
para o problema de satisfabilidade, geramos uma entrada para o problema
sanduiche, fornecendo o resultado de ambos, comparando-os de acordo com
a prova apresentada.

I interessante notar como dois problemas polinomias semelhantes néo
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estao mais na mesma classe de complexidade em suas versoes sanduiche. Um
corte-clique é também um corte-estrela e as complexidades dos algoritmos

para suas versoes de reconhecimento sao bastante préximas.

4.1 Trabalhos futuros
Como trabalhos posteriores a este, podemos enumerar os seguintes:

e Reduzir a complexidade do algoritmo de corte-estrela sanduiche;

e Encontrar classes de grafos para as quais o problema do corte-clique

sanduiche seja polinomial;

e Estudar problemas sanduiches para outras propriedades relacionadas a

decomposigao de grafos;

e Em relagdo ao artigo de Golumbic et al. onde o problema sanduiche
foi apresentado [8], estudar trés classes de grafos que ainda néo tém o
seu problema sanduiche classificado: grafos perfeitos, grafos fortemente

cordais e grafos bipartidos cordais.
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