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Teoria da Computação

Ciência fundamental, assim como Biologia e Fı́sica

Por que alguns problemas são fáceis e outros difı́ceis?

Não estuda quão rápido os computadores são
Astronomia não é o estudo dos telescópios

Estuda a estrutura matemática dos problemas
como a estrutura ajuda a resolver ou impede a tentativa de resolver



O Problema do Milênio

Problema central em Teoria da Computação: P versus NP

Existe pergunta cuja resposta pode ser verificada rapidamente,
mas cuja resposta requer muito tempo para ser encontrada?

setembro 2009





O problema P versus NP: Resolver ou Verificar?

Em 1903, o matemático americano Frank Cole provou que o número

267 - 1 = 147573952589676412927

não é primo exibindo a fatoração 193707721⇥ 761838257287.

É simples (embora tedioso se feito manualmente) calcular 267-1, calcular
o produto 193707721⇥761838257287 e verificar que dão o mesmo número.
Já encontrar essa fatoração é difı́cil. Cole disse que ele levou três anos
trabalhando aos domingos.

Resolver ou Verificar? é uma pergunta que vale um milhão de dólares
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First Clay Mathematics Institute Millennium Prize
Announced
Prize for Resolution of the Poincaré Conjecture
Awarded to Dr. Grigoriy Perelman

March 18, 2010. The Clay Mathematics Institute (CMI) announces today that
Dr. Grigoriy Perelman of St. Petersburg, Russia, is the recipient of the Millennium
Prize for resolution of the Poincaré conjecture. The citation for the award reads:

The Clay Mathematics Institute hereby awards the Millennium Prize for resolution
of the Poincaré conjecture to Grigoriy Perelman.

More ...

The Millennium Prize Problems

In order to celebrate mathematics in the new millennium, The Clay Mathematics
Institute of Cambridge, Massachusetts (CMI) established seven Prize Problems.
The Prizes were conceived to record some of the most difficult problems with
which mathematicians were grappling at the turn of the second millennium; to
elevate in the consciousness of the general public the fact that in mathematics,
the frontier is still open and abounds in important unsolved problems; to
emphasize the importance of working towards a solution of the deepest, most
difficult problems; and to recognize achievement in mathematics of historical
magnitude.

The prizes were announced at a meeting in Paris, held on May 24, 2000 at the
Collège de France. Three lectures were presented: Timothy Gowers spoke on The
Importance of Mathematics; Michael Atiyah and John Tate spoke on the problems
themselves.

The seven Millennium Prize Problems were chosen by the founding Scientific
Advisory Board of CMI, which conferred with leading experts worldwide. The
focus of the board was on important classic questions that have resisted solution
for many years.

Follwing the decision of the Scientific Advisory Board, the Board of Directors of
CMI designated a $7 million prize fund for the solution to these problems, with $1
million allocated to the solution of each problem.

It is of note that one of the seven Millennium Prize Problems, the Riemann
hypothesis, formulated in 1859, also appears in the list of twenty-three problem
discuss in the address given in Paris by David Hilbert on August 9, 1900.

Clay Mathematics Institute
Dedicated to increasing and disseminating mathematical knowledge
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The rules for the award of the prize have the endorsement of the CMI Scientific
Advisory Board and the approval of the Directors. The members of these boards
have the responsibility to preserve the nature, the integrity, and the spirit of this
prize.

Please send inquiries regarding the Millennium Prize Problems to
prize.problems@claymath.org.

P vs NP Problem
If it is easy to check that a solution
to a problem is correct, is it also
easy to solve the problem? This is
the essence of the P vs NP
question. Typical of the NP
problems is that of the Hamiltonian
Path Problem: given N cities to
visit (by car), how can one do this
without visiting a city twice? If you
give me a solution, I can easily
check that it is correct. But I
cannot so easily (given the
methods I know) find a solution.

Birch and Swinnerton-Dyer
Conjecture

Hodge Conjecture

Navier-Stokes Equations

P vs NP

Poincaré Conjecture

Riemann Hypothesis

Yang-Mills Theory

Rules

Millennium Meeting Videos
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nador teria que passar de novo por Angra dos Reis, o que invia-
bilizaria seu circuito. Note essa obrigatoriedade na figura. Há 
outras cidades-gargalo no estado: Cabo Frio, Resende e Campos 
dos Goytacazes. 

Portanto, o circuito do vacinador é inviável no estado flu-
minense.

Pavimentando rodovias  Considere agora uma campanha 
para recuperar a pavimentação das rodovias do estado. Nova - 
mente, por restrições de custo, a equipe responsável, saindo da 
cidade-sede da campanha, deve realizar um circuito que per- 
corra cada rodovia exatamente uma vez, retornando ao ponto de 
partida.

Será que esse circuito pode ser realizado no estado do Rio de 
Janeiro?

Note que o circuito do vacinador visita cada cidade do estado 
exatamente uma vez, enquanto o do pavimentador percorre cada 
rodovia estadual uma só vez. No entanto, é possível que nosso 
vacinador tenha deixado de percorrer alguma rodovia do estado; 
por sua vez, nosso pavimentador talvez visite uma cidade do es-
tado mais de uma vez. Mas, em nenhum dos dois casos, as regras 
das campanhas seriam violadas.

O circuito do vacinador corresponde a uma permuta ção do 
conjunto das cidades do estado, enquanto o circuito do pavimen-
tador corresponde a uma permutação do conjunto das rodovias do 
estado. Vale aqui relembrar brevemente o conceito de permuta-
ção. Ele indica de quantas maneiras diferentes podemos arranjar 
objetos distintos de um conjunto. Por exemplo, as letras A, B e C 
podem ser arranjadas assim: ABC, ACB, BAC, BCA, CAB, CBA. 
Portanto, teríamos seis permutações, quan tidade expressa mate-
maticamente por 3! (lê-se, três fatorial), que representa 3 x 2 x 1. 

Tanto no caso da vacinação quanto da pavimentação, procura-
mos o circuito desejado em um universo enorme, de aproximada-
mente 92! = 92 x 91 x 90 x ... x 3 x 2 x 1 circuitos possíveis. Esse 
é um número enorme, com 143 algarismos.

É impraticável resolver o problema por meio 
de um algoritmo de força bruta que testa cada 
uma das permutações candidatas. De fato, se 
pudéssemos testar uma permutação a cada bi-
lionésimo de segundo, precisaría mos de mais de 
3 x 10125 anos, muito mais que a idade estimada 
do universo (1,4 x 1010 anos).

Vértices e arestas   Buscamos uma pro- 
priedade matemática do problema que reduza 
drasticamente o universo de busca dentro do  
enorme conjunto formado por todos os circuitos 
possíveis. O matemático suíço Leonhard Euler 
(1707-1783) resolveu definitivamente o problema 
do pavimentador ao publicar, em 1736, o que  
consideramos o primeiro artigo científico da área 
de teoria dos grafos (ver coluna ‘Qual o proble- 
ma?’ em CH 233 e 235).

Naquele artigo, foi apresentada uma proprie-
dade que caracteriza e que é, ao mesmo tempo, 
necessária e suficiente para a existência desse 
circuito do pavimentador: o número de rodovias 
que passam por cada cidade deve ser par.

Euler restringiu drasticamente nosso univer-
so de busca dentro do conjunto formado por 
todas as possíveis permutações das rodovias. A 
poderosa condição de Euler fornece a solução 
após a simples verificação do grau das 92 cida-
des – grau, no caso, é o número de rodovias que 
passam pela cidade.

Euler, em 1736, modelou o circuito do pavi-
mentador por meio de um problema em teoria 
dos grafos: cada cidade corresponde a um vértice, 
e cada rodovia entre duas cidades é representa-
da por uma aresta que liga os dois vértices cor-
respondentes. No estado do Rio de Janeiro, temos 
92 capitais de municípios correspondendo a 92 
vértices e temos rodovias que correspondem às 
ares tas, conectando esses vértices como repre-
sentado na figura.

O município de Carapebus, por exemplo, liga-se por rodovias 
a três outros municípios: Macaé, Conceição de Macabu e Quis-
samã. Pelo teorema de Euler, o vértice de grau ímpar que repre-
senta Carapebus impossibilita um circuito do pavimentador. En-
tretanto, caso encontremos outro estado onde todas as cidades 
tenham grau par, a condição fácil e poderosa de Euler garante 
que aquele estado admite um circuito do pavimentador.

Força bruta  Para o problema do pavimentador, po demos  
decidir se o circuito existe ou não por meio da caracterização  
matemática simples encontrada por Euler: basta conferir se o  
número de rodovias que passa por cada cidade é par. Porém, para 
o problema do vacinador, conhecemos algumas condições ne- 
cessárias e ou tras condições suficientes, mas ainda não temos  
uma caracterização simples que resolva o problema rapida men- 
te. Isto é, não temos, como no caso do circuito do pavimenta- 
dor, uma condição necessária e suficiente. Na verdade, nem sa- 
bemos sequer se tal caracterização existe.

Hoje, para o problema do vacinador, nos resignamos a buscar a 
resposta por meio de um algoritmo de força bruta que lista todos os 
possíveis candidatos a circuitos, listando os elementos do enorme 
conjunto formado por todas as possíveis permutações das cidades.

No entanto, caso alguém persistente (ou com muita sorte) ale-
gue ter encontrado um circuito do vacinador, é fácil verificar que 
esse circuito satisfaz a restrição: basta conferir se cada cidade é 
visitada uma só vez e que cidades consecutivas no circuito sejam, 
de fato, conectadas por uma rodovia.

Emparelhando amizades  Será que o problema do vaci- 
nador é intrinsecamente mais difícil que o proble ma do pavimenta-
dor? Será que há problemas cuja solução pode ser verificada facil-
mente, embora essa solução não possa ser encontrada facilmente?

Esse é o desafio central para a teoria da computação, captu-
rado no problema do milênio P versus NP, ao qual nos referimos 
anteriormente.

Vejamos um exemplo prático. Considere uma turma – digamos, 
de 40 alunos – em um colégio. Cada aluno tem alguns amigos na 
turma. O problema do emparelhamento procura organizar a tur-
ma em 20 pares de alunos amigos entre as 40!/(20!220) possíveis 
organizações em 20 pares de alunos, que é um número enorme, 
da ordem de 278, com 24 algarismos.

O problema do emparelhamento é um problema fundamental 
na área de complexidade computacional. É um problema cuja 
solução sugeriu a definição formal adotada para a chamada com-
putação eficiente: um algoritmo é eficiente se sua execução con-
some um número de passos que cresce como uma potência fixa 
do tamanho dos dados da entrada. 

Hoje, já se conhece um algoritmo eficiente que resolve o pro-
blema do emparelhamento em n3 passos, para uma turma de n 
alunos. Para a nossa turma de n = 40 alunos, observe a drástica 
redução do número exponencial 278 (24 algarismos) para o núme-
ro polinomial 403 = 64.000 (cinco algarismos) – usamos o termo 
polinomial como sinônimo de problema tratável, viável, eficiente, 

em contras te com exponencial, sinônimo de in-
tratável, inviável, difícil.

O algoritmo que resolve uma entrada de ta-
manho n em n3 passos é denominado algoritmo 
polinomial.

Problemas desafiadores   Considere  
algumas variações do problema de emparelha-
mento: i) organizar a turma em grupos de três 
alunos amigos mútuos; ii) divi dir a turma em três 
grupos de alunos amigos mútuos; iii) organizar  
os alunos em uma única mesa-redonda de for - 
ma que apenas amigos sentem-se lado a lado  
(essa varia ção é o problema do vacinador).

Esses problemas desafiadores comparti - 
lham uma propriedade: dada uma candidata a 
solução – um emparelhamento em grupos de 
três alunos, uma partição em três grupos de 
alunos ou uma alocação em uma única mesa-
-redonda –, podemos aprovar essa candidata 
por meio de um teste rápido, por meio de um 
algoritmo polinomial.

Porém, ainda não conhecemos – nem sabe-
mos se existe – um algoritmo eficiente para re-
solver qualquer uma dessas variações. Cada qual 
define um problema matemático desafiador, e 
são temas de pesquisa avançada em matemá - 
tica combinatória que levam os nomes: empa-
relhamento 3-dimensional, 3-coloração e ciclo 
hamiltoniano. 

O desafio é encontrar alguma propriedade 
matemática que torne o problema tratável por 
meio de um algoritmo polinomial para buscar 
rapidamente soluções no imenso universo dos 
possíveis candidatos.

Solução difícil, verificação fácil A 
questão central para computação é: quão eficien-
temente um problema pode ser resolvido por 
meio de um algoritmo? Do ponto de vista compu-
tacional, distinguimos problemas fáceis e difíceis, 
usando o conceito de algoritmo polinomial.

Consideramos fáceis os problemas que po-
dem ser resolvidos por meio de um algoritmo 
que consome um pequeno número de passos até 
chegar à solução, ou seja, esse número de passos 
cresce devagar, com uma potência fixa do tama-
nho dos dados da entrada – podemos imaginar 
aqui como exemplos: emparelhamento em pares 
de amigos ou o circuito do pavimentador.

Consideramos difíceis os problemas para os 
quais qualquer possível algoritmo consome um 
número extremamente grande de passos até 
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Teoria dos Grafos

A matemática da conectividade, um dos ramos da matemática discreta

O artigo de Euler de 1736 é o nascimento da Teoria dos Grafos
O circuito de Euler corresponde ao percurso do Pavimentador
O ciclo de Hamilton corresponde ao percurso do Vacinador

Euler em seu artigo sobre as pontes de Konigsberg estuda como a dificul-
dade do problema cresce ou escala em função do número de pontes

Euler apresenta uma caracterização
prova de que a cidade admite o circuito de Euler
prova de que a cidade não admite o circuito de Euler



Complexidade computacional

A maioria dos problemas computacionais pertence à classe NP,
admitem um certificado polinomial

Em várias e diferentes áreas, procuramos objetos matemáticos:
percurso de um caixeiro viajante, atribuição de verdade,
emparelhamento máximo, coloração mı́nima de um grafo

O objeto matemático procurado é o certificado,
a prova de que o problema está em NP

O estudo da complexidade computacional de problemas considera
principalmente problemas em NP e tenta distinguir os solúveis em tempo
polinomial dos não através da classe dos problemas NP-completos

C. Papadimitriou – Computational Complexity 1994





Kenneth Appel
1932 – 2013



O Teorema das Quatro Cores

Appel e Haken (1977):
Sim! (prova usando computador)
conjunto inevitável de 1476 configurações redutı́veis
algoritmo colore grafo planar com quatro cores em tempo O(n4)



Origem e desenvolvimento da área de pesquisa

escalonamento
de tripulações

caminho
mı́nimo

grafos
perfeitos

programação
linear

isomorfismo
de grafos

coloração de
grafos planares

hierarquia
das classes de
complexidade

Teoria dos Grafos

Otimização Combinatória

Complexidade Computacional



Guia de NP-completude

Identificação de problema interessante, de classe de grafos interessante

Classificação da complexidade de um problema: P ou NP-completo

Problema que separa classes de grafos

Classe de grafos que separa problemas

D. Johnson – J. Algorithms 1985, ACM Trans. Algorithms 2005

M. Golumbic, H. Kaplan, R. Shamir – J. Algorithms 1995

J. Spinrad – Efficient Graph Representations 2003



The Guide – Computers and Intractability

“Despite that 23 years have passed
since its publication, I consider Garey
and Johnson the single most
important book on my o�ce
bookshelf. Every computer scientist
should have this book on their
shelves as well. NP-completeness is
the single most important concept to
come out of theoretical computer
science and no book covers it as well
as Garey and Johnson.”

Lance Fortnow, “Great Books: Computers

and Intractability: A Guide to the Theory of

NP-Completeness”



Ongoing Guide – graph restrictions and their effect



THE COMPLEXITY OF HARD GRAPH PROBLEMS THIRTY YEARS LATER
CELINA MIRAGLIA HERRERA DE FIGUEIREDO

Graph Class Member IndSet Clique CliPar ChrNum ChrInd HamCir DomSet MaxCut StTree GraphIso

Trees/Forests P [T] P [GJ] P [T] P [GJ] P [T] P [GJ] P [T] P [GJ] P [GJ] P [T] P [GJ]

Almost Trees (k) P P [OG] P [T] P? P? P? P? P [OG] P? P? P?

Partial k-trees P [OG] P [OG] P [T] P [S] P [OG] P [S] P [OG] P [OG] P [S] P [S] P [S]

Bandwidth-k P [OG] P [OG] P [T] P? P [OG] P? P? P [OG] P [OG] P? P [OG]

Degree-k P [T] N [GJ] P [T] N [GJ] N [GJ] N [OG] N [GJ] N [GJ] N [GJ] N [GJ] P [OG]

Planar P [GJ] N [GJ] P [T] N [OG] N [GJ] O N [GJ] N [GJ] P [GJ] N [OG] P [GJ]

Series Parallel P [OG] P [OG] P [T] P [S] P [OG] P [OG] P [OG] P [OG] P [GJ] P [OG] P [GJ]

Outerplanar P P [OG] P [T] P [OG] P [OG] P [OG] P [T] P [OG] P [GJ] P [OG] P [GJ]

Halin P P [OG] P [T] P [OG] P [OG] P [OG] P [T] P [OG] P [GJ] P [S] P [GJ]

k-Outerplanar P P [OG] P [T] P [OG] P [OG] O? P [OG] P [OG] P [GJ] P? P [GJ]

Grid P P [GJ] P [T] P [T] P [T] P [GJ] N [OG] N [OG] P [T] N [OG] P [GJ]

K3,3-Free P [OG] N [GJ] P [T] N [GJ] N [GJ] O? N [GJ] N [GJ] P [OG] N [GJ] I [S]

Thickness-k N [OG] P [GJ] P [T] N [GJ] N [GJ] N [OG] N [GJ] N [GJ] N [OG] N [GJ] O?

Genus-k P [OG] P [GJ] P [T] N [GJ] N [GJ] O? N [GJ] N [GJ] O? N [GJ] P [OG]

Perfect P [S] P [OG] P [OG] P [OG] P [OG] N [S] N [OG] N [OG] N [S] N [GJ] I [GJ]

Chordal P [OG] P [OG] P [OG] P [OG] P [OG] O? N [OG] N [OG] N [S] N [OG] I [GJ]

Split P [OG] P [OG] P [OG] P [OG] P [OG] O? N [OG] N [OG] N [S] N [OG] I [OG]

Strongly Chordal P [OG] P [OG] P [OG] P [OG] P [OG] O? N [S] P [OG] N [S] P [OG] I [S]

Comparability P [OG] P [OG] P [OG] P [OG] P [OG] N [S] N [OG] N [OG] N [S] N [GJ] I [GJ]

Bipartite P [T] P [GJ] P [T] P [GJ] P [T] P [GJ] N [OG] N [OG] P [T] N [GJ] I [GJ]

Permutation P [OG] P [OG] P [OG] P [OG] P [OG] O? P [S] P [OG] O? P [OG] P [OG]

Cographs P [T] P [OG] P [OG] P [OG] P [OG] O? P [OG] P [OG] P [S] P [OG] P [OG]

Undirected Path P [OG] P [OG] P [OG] P [OG] P [OG] O? N [S] N [OG] N [S] O? I [GJ]

Directed Path P [OG] P [OG] P [OG] P [OG] P [OG] O? N [S] P [OG] O? P [OG] O?

Interval P [OG] P [OG] P [OG] P [OG] P [OG] O? P [OG] P [OG] O? P [OG] P [OG]

Circular Arc P [OG] P [OG] P [OG] P [OG] N [OG] O? P [S] P [OG] O? P [OG] O?

Circle P [OG] P [GJ] P [OG] N [S] N [OG] O? P [OG] N [S] N [S] P [OG] O?

Proper Circ. Arc P [OG] P [OG] P [OG] P [OG] P [OG] O? P [OG] P [OG] O? P [OG] P [S]

Edge (or Line) P [OG] P [GJ] P [T] N [GJ] N [OG] N [S] N [OG] N [GJ] P [S] N [OG] I [OG]

Claw-Free P [T] P [OG] N [S] N [GJ] N [OG] N [S] N [OG] N [GJ] N [S] N [OG] I [OG]

The updated table from 1985 to 2018, there are 23 new references, classifying 33 former open problems. We keep the
abbreviations used in [GJ]: P = Polynomial-time solvable, P? = Appears to be polynomial-time by standard techniques,
N = NP-complete, I = Open, but equivalent in complexity to general GRAPH ISOMORPHISM, O?= Apparently open,
but possibly easy to resolve, O = Open, and may well be hard, T (as a reference) = restriction trivializes the problem,
and GJ (as a reference) = the Guide [GJ]. We use abbreviation OG (as a reference) = the Ongoing guide [OG], please
refer to this reference for the entry. There are 33 new entries, all in bold, please refer to the survey paper [S].

[GJ] M.R. Garey, D.S. Johnson, Computers and Intractability, A Guide to the Theory of
NP-completeness, WH Freeman, 1979.

[OG] D.S. Johnson, Graph restrictions and their e↵ect, J. Algorithms 6 (1985) 434–451.

[S] C.M.H. de Figueiredo, Complexity-separating graph classes for vertex, edge and total-
colouring, Discrete Applied Math. (2019).



Dicotomias cheias

Classificar todo membro de uma famı́lia de problemas como
Polinomial (fácil) ou NP-completo (difı́cil)

Quais grafos tornam o problema fácil ou difı́cil?

Teoremas de dicotomia fornecem bons projetos de pesquisa:
simples de formular, mas trabalhoso para concluir

Requerem domı́nio de técnicas para desenvolvimento de algoritmos e
para provas de dificuldade computacional



Conclusão

Todo grafo é fácil ou difı́cil

O problema do milênio sobre intratabilidade investiga limitações
computacionais fundamentais

Apresentamos dicotomias onde dizemos precisamente quais grafos
tornam o problema fácil ou difı́cil

Exploramos a fronteira de complexidade através da classificação em
polinomial ou NP-completo


